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Introduction

La recherche opérationnelle dont la vocation est la résolution des problèmes 

concrets s’est considérablement développée avec la généralisation de l’utilisation des 

ordinateurs…

Néanmoins les méthodes d’optimisation classiques de la programmation linéaire ou 

non-linéaire qui ne prennent en compte qu’une seule fonction objectif deviennent 

inappropriées dés qu’il s’agit de problèmes à objectifs multiples. 

Par exemple dans le problème de transport il est naturel de s’intéresser au coût mais 

aussi à la durée du trajet, aux quantités transportées, à l’itinéraire le plus 

confortable…etc.

Bien que depuis plus de deux siècles les problèmes à objectifs multiples 

soient la préoccupation des économistes, qui d’ailleurs nous ont légués les notions de 

satisfaction, meilleur compromis, fonction d’utilité, paréto-optimal…etc. 

Mais depuis trois décennies les mathématiciens ont développé des méthodes 

d’optimisation multicritère qui génèrent des solutions dites de compromis, qui 

répondent globalement aux exigences du problème sans pour autant optimiser 

simultanément tous les critères, ce qui est généralement impossible.

Le mémoire est articulé autour de trois chapitres dont le premier est consacré 

aux rappels nécessaires de la programmation linéaire, dont plusieurs résultats seront 

mis à contribution, on a défini le problème de transport comme un programme 

linéaire puis on a introduit la terminologie de l’optimisation multicritère.

Du fait que le problème de transport peut être ramené à un problème de flot 

de coût minimum on a abordé au deuxième chapitre les différents résultats de 

l’optimisation dans les réseaux et la théorie des flots.

Au chapitre trois on a introduit la notion de flot maximal et développé une 

procédure permettant de générer un flot maximal à valeur minimale.
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Ce qui nous a permis de définir et d’étudier certains problèmes de flots 

bicritères. Puis on a essayé de répondre à deux problèmes de transport bicritère dont 

le premier consiste à minimiser le nombre d’entrepôts utilisés pour satisfaire la 

demande tout en minimisant les coûts de transport et le deuxième consiste à vider le 

maximum d’entrepôts tout en minimisant les coûts de transport.

Dans les deux cas on a trouvé des solutions optimisant chacun des critères et 

donné des solutions de compromis.
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Chapitre I

Rappels ( [1]et[8] ) :

I-1 Programmation linéaire :

la programmation linéaire a pour objet l’optimisation d’une fonction linéaire qui est 

soumise à un ensemble de contraintes linéaires au sens large.

On distingue les trois formes de programmes linéaires suivantes :

La forme :







(max)

0

zcx

xbAx       appelée la forme standard.

                                                

La forme :







(min)

0

zcx

xbAx     appelée la forme canonique de minimisation.

La forme : 







(max)

0

zcx

xbAx       appelée la forme canonique de maximisation.

Remarque :

  En tenant compte du fait que :  








0c

bca
ba    ; 









0c

bca
ba

On peut exprimer une variable jx en fonction de deux variables jx et jx  de la façon suivante :

Si 0jx  0 jj xx .

Si 0jx  0'  jj xx . 

Si jx de signe quelconque 00, '''''  jjjjj xetxxxx .
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De même que maximiser (Cx) revient à minimiser (- Cx).

Par conséquent tout programme linéaire peut être ramené à une forme canonique de 

maximisation.

Au  programme linéaire )(P suivant écrit sous forme canonique de maximisation, on peut 

associer un   programme linéaire )(D appelé "Problème Dual" et )(P est dit primal. 








(max)
)(

zcx

bAx
P    x ≥0  ,     








)(
)(

MinWyb

cyA
D    0y .

Comme tout programme linéaire peut être ramené à une forme canonique de maximisation, 

alors tout programme linéaire admet un dual. Par conséquent le dual de )(D est )(P .

Aussi on peut déduire les règles suivantes pour écrire le programme dual de tout 
programme linéaire :

Primal (dual) Dual (primal)
Fonction à maximiser Fonction à minimiser

   ième contrainte 

   ième contrainte

   ième contrainte 

   jème variable 0

   jème variable 0

   jème variable quelconque

   ième variable 0

   ième variable 0

   ième variable quelconque

   jème contrainte 

   jème contrainte

   jème contrainte 
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Exemple : 

(P)






















qcqxxx

MaxZxxx

xxx

xxx

xxx

321

321

321

321

321

,0,0

)(425

453

33

222

     (D)  























0,0,

).(432

.452

.233

.52

321

321

321

321

321

yyqcqy

MinWyyy

yyy

yyy

yyy

L’exemple suivant (adapté de [8] ) nous permet d’illustrer la relation entre un 

programme linéaire et son dual :

Mensuellement une entreprise fabrique 1000 tonnes de phosphate à Skikda et 500 

tonnes à Annaba. Elle doit approvisionner ses usines d’engrais à Alger, Oran et Mila 

dont les besoins mensuels sont  respectivement : 600 T, 500 T et 400 T.

Les coûts de transport sont supposés varier proportionnellement aux quantités 

transportées  .Les coûts unitaires de transport sont donnés par le tableau suivant : 

Alger (1) 0ran (2) Mila (3)
Skikda (1) 4 7 2
Annaba (2) 5 8 3

Notre problème consiste à déterminer un plan de transport optimal .i-e, à déterminer les 

poids de phosphate à envoyer de chaque ville (i) vers chaque usine (j) donc trouver : 

xij ≥ 0 afin de satisfaire les demandes mensuelles sans dépasser les quantités 

disponibles tout en minimisant les coûts de transport.

Le programme linéaire s’écrit alors :




























)(385274

3,2,1;2,1.0

500

1000

400

500

600

232221131211

232221

131211

2313

2212

2111

MinZxxxxxx

jix

xxx

xxx

xx

xx

xx

ij
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Sous forme canonique de Max :























)(385274

400

500

600

500

1000

232221131211

2313

2212

2111

232221

131211

MaxZxxxxxx

xx

xx

xx

xxx

xxx

xij ≥0

Et dont le dual s’écrit:

























)(4005006005001000

3

8

5

2

7

4

54321

52

42

32

51

41

31

MinWyyyyy

yy

yy

yy

yy

yy

yy

yi ≥ 0

Supposons maintenant qu’un transporteur prenne contact avec la direction de 

l’entreprise et lui propose de lui acheter le phosphate aux prix M1 et M2  des villes de 

Skikda et Annaba, de se charger du transport et de lui revendre le phosphate aux prix 

N1, N2 et N3 à Alger ,Oran et Mila.

Pour convaincre la direction, le transporteur garantit que ses prix seront compétitifs 

avec les coûts actuels i-e,













2

7

4

13

12

11

MN

MN

MN

                      












3

8

5

23

22

21

MN

MN

MN

0

0




i

i

M

N
   

2,1

3,2,1




i

i

Le transporteur ayant obtenu le marché il veut remplir son contrat tout en maximisant son 

profit, donc maximiser l’expression :

         600N1 + 500N 2 + 400N 3 - 1000M1 - 500M 2   

En posant :
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3524132211 ,,,, NyNyNyMyMy  :

Le programme linéaire sera :

Donc le programme linéaire du transporteur est exactement le dual du programme linéaire 

de l’entreprise . Aussi c’est le  même problème vu sous un centre d’intérêt différent.

Théorème 1.1:

x Solution réalisable pour (P) et y solution réalisable pour (D) .Alors )()( ywxz 
i-e, byxc  .

Corollaire 1.2 :
Si *x une solution réalisable pour (P) et y* une solution réalisable pour (D)

tel que : c x* = y* b alors : x* optimale pour (P) et y* optimale pour (D).

Théorème des écarts complémentaires :

Introduisons la définition suivante :

Définition 1.3 : 
Soit x une solution réalisable de (P) alors la iéme contrainte de (P) est dite :

     -Serrée si Ai x = ib

     -Lâche si Ai x < ib

























(min)4005006005001000

3

8

5

2

7

4

54321

52

42

32

51

41

31

Wyyyyy

yy

yy

yy

yy

yy

yy
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Théorème 1.4:
Une C.N.S. pour qu’un couple de solutions réalisables de deux programmes linéaires 

duaux (P) et (D) soit un couple de solutions optimales est que :

        -Si une contrainte de (P) est lâche alors la variable correspondante de (D) est nulle.
        -Si une variable de (P) est positive la contrainte correspondante de (D) est serrée.

Notations :

Un élément de la matrice A sera note j
iA .

A (m,n) est une matrice à (m) lignes et (n) colonnes.

La ième ligne sera notée iA , la jème colonne sera notée jA et j
iA l’élément de la ièmé ligne et 

la jèmé colonne.

Soit I  m,...,2,1 ;  J  n,...,2,1 :

J
IA : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les colonnes n’appartenant pas à J et 

toutes les lignes n’appartenant pas à I.

JA : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les colonnes n’appartenant pas à J.

IA : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les lignes n’appartenant pas à I.

Rappel: Soit une matrice A(m,n), on appelle rang de A noté rg (A) le plus grand 

entier (k) tel que A possède une sous matrice carrée d’ordre (k) non singulière.

Définition 1.5: On appelle matrice augmentée du système Ax = b la matrice M 

notée  bAM , Obtenue en adjoignant la colonne (b) à la suite des colonnes de 

(A).

Théorème 1.6 : (S) étant le système mxnAbAx :, alors :

  (S) admet des solutions  rg (A) = rg (M).

  (S) admet une solution unique  rg (A) = m.
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Notations :

On suppose (sans perte de généralités) que rg (A) = m ;(S) est dit de plein rang

1) Si nm  infinité de solutions.

   Si m=n solution unique donnée par les formules  de Cramer.

2) Soit B une sous matrice de A carrée d’ordre (m) inversible sans perte de généralité on

peut supposer  HBA , (les premières colonnes de A sont supposées indépendantes) 

donc B : m x m et chaque colonne de mIRB . B étant inversible  det B  0 toutes 

les colonnes de B sont indépendantes.

Par conséquent les colonnes forment une base de mIR (Par abus de langage on dira B 

base de A).

Soit J l’ensemble des indices  des colonnes de B (Par abus de langage on dira J base de 

A).

Jx : Les variables dont les indices sont dans J, qu’on appellera variables de base )( Bx .

J
x : Les variables dont les indices ne sont pas dans J qu’on appellera les variables hors 

base ).( Hx

A s’écrit alors [ JJ AA , ] et 









J

J

x

x
x . Le système bAx  s’écrira : .bxAxA

J

J
J

J 

JA Étant inversible : bAxAAx J

J

JJ
J

11 )(.)(     donc :
J

JJJ
J xAAbAx .)()( 11  

Donc :    











 













J

J

JJJ

J

J

x

xAAbA

x

x
x

11 )()(
      ;   mn

J IRx 

Donc le système est entièrement résolu.

On dit qu’on a résolu le système par rapport à la base J. L’ensemble des solutions 

dépend du choix des variables 
J

x (i-e, hors base).

La solution obtenue en posant 0
J

x , i-e, 











0

)( 1bA
x

J

est appelée solution de base 

associée à la base J.
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Remarques :

 Comme le nombre de bases  est inferieur ou égal à m
nC donc les solutions de base sont 

en nombre fini.

 A chaque base correspond une solution de base unique.

 Si au moins deux bases ont une même solution de base ( x ) on dit que ( x ) est une 

solution dégénérée.

 Dans une solution de base x si une variable de base est nulle alors x est dégénéré.

De ce qui précède pour un programme linéaire on fait la transformation suivante :

Soit (P) 






)(

0

Maxzcx

xbAx
.A : m x n ; rg (A)= m.

Soit  nJ ,...,2,1 une base.

Donc mJ  et  JjA j ; sont libres.

Donc : 
J

J
J

J xAxAAx  et (P) va s’écrire 








 

)(

)()(
:)(

11

MaxzxCxC

bAxAAx
P

J
J

J
J

J

J

JJ
J

   0x .

Qui est équivalent à :















).(.)()(

)()(
:)(

11

11

MaxzxCxAAbAC

bAxAAx
P

J

J

J

JJJJ

J

J

JJ
J

.0x















bACMaxZxAACC

bAxAAx
P

JJ

J

JJJJ

J

J

JJ
J

11

11

)()())((

)()(
:)(    .0x















)(
:)(

MaxZxC

bxA
P     .0x

Avec : 1 1 ˆ( ) . ; ( ) ; (0, )J J J JA A A b A b C C A C A 
 

      

.;)(: 1 bACavec JJ  




)(


P est dit écrit sous forme basique (forme canonique par rapport à la base).
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Remarques : 

 )(


P c’est )(P écrit sous forme canonique par rapport à la base J, parfois )(


P est 

appelé forme basique de )(P .

  : Vecteur multiplicatif relatif à J.




C : Coûts  réduits relatifs à J.

 La solution de base )(
0

ˆ
Jx

b











est dite solution de base associée à J.

 Si )(0)(0 JxdoncJxb 


solution réalisable on dira que )(J est une base 

réalisable.

 Si )(Jx est une solution optimale on dira que )(J est une base optimale.

On aboutit au théorème fondamental de la programmation linéaire :

Théorème 1.7 : [8]

a) Si (P) admet une solution réalisable alors (P) admet une solution de base réalisable.

b) Si (P) admet une solution optimale alors (P) admet une solution de base optimale.

c) Si (P) admet une solution réalisable et z borné supérieurement alors (P) admet une 

solution optimale.

Conséquence : Résoudre un P.L revient à se limiter aux solutions de bases réalisables 

qui sont en nombre fini comme les bases.

Théorème 1.8 :  Si 0


C alors J optimale.

Algorithme du simplexe :

Soit
mArg

mxnA
x

zcx

bAx
P











)(

:
.0

(max)
:)(
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Initialisation : Soit   mJnJ  ,...,2,1 une base réalisable . On écrit (P) sous forme 

canonique par rapport à J .On obtient : 0
ˆ(max)ˆ

ˆˆ
:)ˆ( 







x
zxc

bxA
P


  .où :

                            
1ˆ ( )JA A A

1ˆ ( ) .Jb A b

ĉ c A 

Où : 1)(  JJ Ac solution de base 0
0

ˆ
)( 





















b
x

x
Jx

J

J .

       ˆ ( ( )) .z x J b   .

col (i) = indice de la variable de base associée à la ième ligne ; Aller en (1)

(1) : Soit s tel que : ˆ ˆs j

j
c Max c

si 0ˆ sc terminer :  J optimale ;

sinon  aller en (2).

(2) Soit  0ˆ  S
iAiI

si I terminer ; Z non borné supérieurement, 
si I aller à (3).

(3) Soit r tel que  ˆ ˆˆ ˆ ,s s
r r i ib A Min b A i I    .

Poser   )(rcolsJJ  ; 
Poser col(r) = s ;

Ecrire (P) sous forme canonique par rapport à la nouvelle base ; (pour ce faire effectuer un 

pivotage autour de s
rÂ ) .

                    
Aller en  (1).

Remarque [8] :
On dispose d’une autre variante de l’algorithme du simplexe, appelée algorithme révisé du 
simplexe, basée sur la remarque suivante :

         Si on connaît une base réalisable de )(P on peut éviter d’effectuer un pivotage  pour 
revenir à chaque fois à la forme canonique par rapport à la nouvelle base 
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On peut calculer directement :

                    AAA J 1)(ˆ 

                   bAb J 1)(ˆ 
                    1)(  JJ AC
                   ACC ˆ

Puis choisir s tel que 0ˆ sC et sJs AAA 1)(ˆ 

Si 0ˆ sA le programme linéaire n’a pas de solution

Sinon soit 
  











s
i

i

Ai A
bMinr

s
i

ˆ
ˆ

0ˆ/

Sans faire de pivotage on a la nouvelle base J et il suffit de calculer 1)( JA à chaque 
itération.
L’algorithme révisé du simplexe offre l’avantage de revenir à chaque fois aux données 
initiales du problème et évite de répéter les erreurs d’arrondi et dans certains problèmes 
particuliers le calcul de 1)( JA est facile.

Méthode duale du simplexe :

Illustrons cette méthode par l’exemple suivant :













(max)3

2

12

)(

21

421

321

zxx

xxx

xxx

P

Ecrivons ( )P sous forme canonique par rapport à la base  4,3J ,on obtient l’écriture 
suivante :

1x 2x 3x 4x

3x 2 -1 1 0 -1

4x -1 -1 0 1 -2

-1 -3 0 0 0

Cette base (J) n’est pas réalisable (car ˆ 0b  ), par contre (J) est dite duale réalisable 

car 0ˆ c , et on sait que (J) serait optimale si 0ˆ b et 0ˆ c .

 Dans l’algorithme du simplexe on démarre d’une base réalisable, on garde à chaque 

itération cette propriété et on essaye d’arriver à une base duale réalisable . Dans 

l’algorithme dual on a une base duale réalisable et on essaye d’arriver à une base 

réalisable de (P).
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Revenons à notre exemple :

2ˆ.minˆ  ir bb Donc 4x quitte la base 

Soit 1
1

3
,

1

1
ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

2

2

0ˆ

2
2































Min
A

c
Min

A

c
j

j

As

s

j . Donc s = 1 : 1x rentre dans la base.

0 1
3
1 3

2 3
5

1 0
3
1

3
1 3

1

0 0
3
2 3

7 3
16

Algorithme dual du simplexe :

Soit .0
(max)

)( 







 x
zcx

bAx
P

Initialisation :
Soit J base duale réalisable, on écrit (P) sous forme canonique par rapport à J. 









̂(max)ˆ

ˆˆ
)ˆ(

zxc

bxA
P ,    avec : 1)(  JJ Ac ,        ;.)(ˆ;0ˆ 1 bAbAcc J  

                                              ;)(ˆ 1 AAA J                  b ˆ .

Col(i) indice de la variable de base associée à la ligne (i).
Aller en (1) :

(1) Soit (r) tel que ir bb ˆminˆ  .

 Si 0ˆ rb terminer (J) réalisable donc optimale car 0ˆ ic .

 Sinon aller à (2).

(2) Soit  0ˆ  j
rAjL

0 -3 1 2 -5
1 1 0 -1 2
0 -2 0 -1 +2 .

2

3ˆ
min

5ˆminˆ

2
1

2

1
01












 A

c

A

c

bb

j

j

A

ir

j

Donc la solution





















0

0
3
5

3
1

.est optimale car elle est 

réalisable et 0ˆ C : Z* = 3
16
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 Si L terminer la 2ème ligne est irréalisable (car  
j

rj
j

r bxA0 0 et 0j
rA : 

impossible).

 Sinon aller en (3) .

(3) Soit (s) tel que .ˆ
ˆmin

ˆ
.









  j
r

j

Ljs
r

s

A
c

A

c

    Poser J= )(rcolsJ  ; 
    Poser col(r) = s ; 

Effectuer un pivotage autour de s
rÂ pour avoir la forme canonique par rapport à la 

nouvelle base. 
                         Allez en (1) .

La méthode des deux phases :

Introduction : Pour initialiser l’algorithme du simplexe on doit avoir une base 

réalisable ce qui n’est pas toujours évident . La méthode des deux phases nous permet 

de régler ce problème.

Soit 
0

:

0
)








b

mxnA

x

bAx
(I

mmn RbetRRA :

Pour x donné dans nIR définissons 0iV tel que : mibVxA iii ,...,1

Donc : xAbV iii  . Par conséquent :  iV définit une distance dans mIR . On peut 

chercher  iVMin .

Le problème (I) admet une solution   0iVMin .

Donc pour résoudre le problème (I) il suffit de résoudre :

























 )(

0

...........................

0

).(

222

111

Minv

vbvxA

xbvxA

bvxA

AP

i

mmm



(0,b) est une solution réalisable pour (P,A).
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En plus :    0)( iv borné inférieurement  (P.A) admet une solution 

Optimale.

Soit (x*,v*) une solution optimale de (P.A) et * la valeur qui lui correspond :

 Si 0* terminer (I) n’a pas de solution réalisable.

 Si 0 Alors (I) admet une solution réalisable.

Comment la trouver : Traitons un exemple simple :

















(max)643

322

23

12

)(

321

321

321

321

zxxx

xxx

xxx

xxx

P      ;  






















(max)

0643

322

23

12

)(

321

321

3321

2321

1321

wvvv

zxxx

vxxx

vxxx

vxxx

PA

                                                                   

1x 2x 3x z
1v 2v 3v

2 -1 1 0 1 0 0 1
-1 3 1 0 0 1 0 2
1 2 2 0 0 0 1 3
-3 -4 6 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1

2 -1 1 0 1 0 0 1
-1 3 1 0 0 1 0 2
1 2 2 0 0 0 1 3
-3 -4 6 1 0 0 0 0
-2 -4 -4 0 0 0 0 -6

4
5 0 1 0

4
3

4
1 0

4
5

4
3 1 0 0

4
1 4

1 0
4
1

0 0 0 0 -1 -1 1 0

2
27 0 0 1

2
11 2

1 0
2

13
0 0 0 0 2 2 0 0

Forme canonique par 
rapport à ( ),, 321 vvv
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Donc 0* donc (P) admet une solution réalisable et (P) s’écrit :

















2
13

12
27

4
1

214
3

4
5

314
5

(max)

)(

zx

xx

xx

P 0ix    Fin de la 1ère phase.

Récapitulation :

Si 0* on obtient une base  optimale (J) de P.A :

 Alors toutes les variables artificielles (qu’elles soient de base ou non). Sont nulles.

 Si Jvi i  , alors J est aussi une base réalisable de (P) on peut l’utiliser pour 

initialiser l’algorithme du simplexe.

 Si rv tel que Jvr  comme 0rv un pivotage sur )0( S
r

S
r ASiA permet de 

passer d’une base optimale à une base optimale, rv quitte la base et est remplacer 

par Sx .

 Si un tel pivotage est impossible ),0( SAS
r  la ligne (r) était redondante, on la 

supprime du même coup on supprime rv (on traitera de la même manière toutes les 
variables artificielles de base, soit par pivotage, soit en supprimant la ligne 
correspondante).

 à la fin on obtient une base réalisable de (P).

I-2) Programmation linéaire en nombres entiers :

Définition 1.9:  Le programme linéaire :      

(P.E) Nx
MaxZCx j 








)(

bAx

qui présente la particularité d’avoir la matrice A(m,n), le m-vecteur colonne (b) et le n-

vecteur ligne (C) formés par des entiers est appelé :  Programme linéaire en nombres 

entiers.

 Si on remplace la contrainte 0 jj xparNx dans (P.E) on obtient le 

programme linéaire relaxé noté (P.R)                                       

(P.R) : 0
)(









jx
MaxZCx

bAx



CHAPITRE I.  RAPPELS

18

Soit (D) l’ensemble des solutions réalisables de (PR) et (S) celui de (PE). Si (D) est 

borné alors (S) est fini car tout sous-ensemble borné de IN est fini. 

Méthode de résolution : on est tenté de résoudre le programme (P.R) et d’associer à la 

solution optimale obtenue les entiers les plus proches . Mais comme l’indique l’exemple 

suivant on est souvent loin de la solution optimale de (P.E).

INxx
MaxZxx

xx
EP 








21
21

21
1 ,

)(1110

591210
).(                                      

Ce problème admet la solution optimal suivante :   54*);4,1(*  Zx .

Le programme relaxé )( 1PR associé admet comme solution optimale )0;9,5(x et 59Z .

 Si on prend les valeurs entières les plus proches de x , on aura )0,6(x qui n’est 

même pas une solution réalisable de (P.E).

 Si on prend )0,5(x alors 50Z donc x  est loin de la solution optimale 

de )( 1PE .

Les méthodes des coupes introduites par Gomory [8] figurent parmi les méthodes les plus 

répandues pour résoudre les programmes linéaires en nombres entiers.

Une coupe est une inéquation du type dax  qui est vérifiée par tous les points de (S) mais 

pas par tous les points de (D) . L’idée est d’introduire une coupe à chaque itération du 

simplexe pour diminuer l’ensemble des solutions réalisables du (P.R) jusqu’à trouver une 

solution optimale entière.

Ecrivons (P.R) sous forme canonique par rapport à une base J .on obtient :

0
ˆ)(ˆ

ˆˆ
)ˆ( 









jx

MaxZxC

bxA
RP
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(J) est optimale si et seulement si : 0ˆ:);0ˆ:)(  ciibi .

La solution optimale de (PR) est la solution de base associée à J . Donc bxJ
ˆ et 0

J
x , si 

cette solution optimale est entière (i-e,si b̂ est entier) alors elle sera aussi optimale pour 

(P.E).

Résumé :

(J) sera une base optimale pour (P.E) si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

biiiciibi ˆ);0ˆ);0ˆ)  entier.

Algorithme dual fractionnaire :

Définition 1.10:

On appelle partie entière d’un nombre réel a et on note  a le plus grand entier relatif 

inférieur ou égal à a .

Exemple:

        1001,0,44,45,3,215,2  .

On appelle partie fractionnaire de a et on note a le nombre  aaa  .

L’algorithme dual fractionnaire consiste à maintenir les conditions )i et )(ii de(P.R) 

satisfaites et de chercher à réaliser )(iii .

Pour ce faire on écrit (P.R) sous forme canonique par rapport à une base J en utilisant 

l’algorithme du simplexe, et on obtient à l’optimum :

                                                          










̂)(ˆ

ˆˆ
).ˆ(

MaxZxC

bxA
RP

 Si b̂ est entier, la solution optimale de (P.R) est optimale pour (P.E).

 Sinon soit r un indice tel que rb̂ n’est pas entier, donc rb̂ est strictement positif.
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On ajoute à ).ˆ( RP la contrainte * : r
Jj

j
j

r bxA ˆˆ 


qui s’écrit après adjonction d’une 

variable d’écart 0y .

rj
Jj

j
r byxA ˆˆ*.* 



. On dira que (**) est la coupe engendrée par la rième équation.

Remarque :

La somme de la ligne (r) de )ˆ( RP et (**) donne :

rrj
j

r
Jj

j
rrcol bbyxAAx ˆˆ)ˆˆ()( 



.

j
r

j
r AA ˆˆ  et rr bb ˆˆ  sont tous deux entiers.

Le programme obtenu ainsi est écrit sous forme canonique par rapport à la base  J  telle 

que :

 yécartdiableladeindiceJJ 'var comme 0ˆ c on applique à ce dernier 

l’algorithme dual du simplexe.

 Si ce programme n’a pas de solution réalisable, terminer (P.E) n’a pas de solution 

réalisable.

 Sinon on écrit ce programme sous forme canonique par rapport à une base optimale 

et on refait le même processus avec ce nouveau programme.

Algorithme :

Soit à résoudre (P.E) :

0) Résoudre le programme linéaire (P.R) par l’algorithme du simplexe.

 Si (P.R) n’a pas de solution, terminer (P.E) n’a pas de solution réalisable.
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 Sinon : baptiser )( 1P le programme linéaire (P.R) écrit sous forme canonique par 

rapport à la base optimale 1J ; poser k = 1.Aller en (1).

    (1) Si la condition (iii) est vérifiée par )( kP aller en (3).

     Si la condition (iii) n’est pas vérifiée par )( kP , faire choisir un indice r tel 

que 0ˆ rb .

Introduire la contrainte rknj
Jj

j
r bxxA ˆˆ  


 .

On obtient un programme linéaire )( 1kP écrit sous forme canonique par rapport à la 

base  knJ k  aller en (2).

    (2) résoudre )( 1kP par l’algorithme dual du simplexe :

 Si )( 1kP n’a pas de solution : Terminer (P.E) n’a pas de solution réalisable.

 Sinon écrire )( 1kP sous forme canonique par rapport à une base optimale 1kJ ; 

poser 1 kk . Aller en (1).

(4) la solution de base de (k) relative à (Pk) est la solution optimale de (P.E).

Remarque :

Le temps d’exécution de l’algorithme dépend des coupes engendrées à chaque itération.

C’est dans ce sens qu’on introduit la notion de coupe profonde pour diminuer le nombre 

d’itérations.

Définition 1.11:

On dit qu’une coupe )(c est plus profonde qu’une coupe )(c si )()( cDcD  (donc 

choisir )(c en premier est préférable car cela évitera au moins d’engendrer la coupe )(c et 

l’algorithme aura moins d’itérations.)
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Bien qu’il n’existe pas de méthode systématique pour trouver la coupe la plus profonde, on 

peut engendrer par des algorithmes particuliers des coupes et choisir parmi celles-ci la plus 

profonde. C’est dans ce sens qu’on peut utiliser le théorème suivant :

Théorème 1.12:

  l’inéquation :         



Jj

ij
j

i
j

i bbxAA  est vérifiée par toute solution 

réalisable de (P.E) i-e, par tout élément de S.

 Pour certaines valeurs de )( cette inéquation est une coupe . En particulier pour 1 .

Exemple :














)(23

2992

205

).(

21

21

21

3

MaxZxx

xx

xx

EP

Dans ce cas simple on peut représenter géométriquement l’ensemble (S) et les coupes 

engendrées par l’algorithme (fig 2).

                                                                 

Figure (2)
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L’application de l’algorithme de simplexe à )3.( RP permet d’écrire celui-ci sous la 

forme :

















)15()(

2

9

)3.ˆ(

43
18

443
7

343
23

43
19

443
5

343
2

2

43
22

443
1

343
9

1

MaxZxx

xxx

xxx

RP 4,3,2,10  jx j

La coupe engendrée par la 1ème équation est 43
22

443
42

343
9

1 :  xxc qui correspond 

à : 3293 21  xx

Au lieu de cette coupe, choisissons (h) entier tel que 43
22

443
42

3
9
43 ...:(*) hxhxh  soit la 

plus profonde coupe possible. Dans ce cas simple on voit géométriquement que la coupe la 

plus profonde i-e, celle qui garde toutes les solutions entières et diminue le plus le domaine 

(D) est donnée par l’équation 521  xx en additionnant les deux contraintes de )3.ˆ( RP on 

a :










5

11

21

43
41

443
4

343
7

21

xx

xxxx
la coupe la plus profonde est 43

41
443

4
343

7 6  xx

Donc la coupe la plus profonde sera : 43
41

443
4

343
7  xx

Et le théorème nous permet d’écrire :

43
41

43
22

43
4

43
42

43
7

43
9  hetheth ce qui donne :h=39  Car :

43
7

43
7

43
36

43
943

43
39 8x9  x , 43

4
43
4

43
39

43
42 383939 x , 

43
41

43
41

43
858

43
22 1939 x .

Au lieu d’introduire )( 1C on introduit 43
41

443
4

343
7

2 :)(  xxC qui correspond à 521  xx , 

sur le graphe on voit bien que )( 2C est plus profonde que )( 1C .

On ajoute à )3.ˆ( RP la contrainte 43
41

5443
4

343
7  xxx    05 x
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Vérifions que deux itérations seulement suffisent pour résoudre )3.( EP .

1x 2x 3x 4x 5x b

1 0
43
9

43
1 0

43
223 

0 1
43
2

43
5 0

43
192 

0 0
43
7

43
4 1

43
41

0 0
43
22

43
7 0  43

1815 

On prend la première équation, on obtient la coupe 4
3

54
3

34
1  xx en ajoutant une 

variable d’écart on obtient 4
3

654
3

34
1  xxx .

1x 2x 3x 4x 5x 6x b

1 0
4
1 0

4
1 0

4
15

0 1
4
1 0

4
5 0

4
5

0 0
4
7 1

4
43 0

4
41

0 0
4
1 0

4
3 1

4
3

0 0
4
1 0

4
7 0

4
515 

Algorithme primal en nombres entiers :

Lorsque le problème relaxé (P.R) de (P.E) est posé sous forme telle que les conditions 
(i) et (iii) sont satisfaites nous développons une procédure qui nous permet de réaliser 
la condition (ii)tout en gardant les conditions (i) et (iii) satisfaites.

Soit (P.R) écrit sous forme canonique par rapport à une base (J) telle que :

 (J) réalisable (condition (i) satisfaite)

 Les coefficients de A, b, C restent entiers (condition (iii) satisfaite).

Examinons  le déroulement de l’algorithme sur un exemple pour illustrer la façon de 
satisfaire la condition (ii) :

Nxx

MaxZxx

xx

xx

EP 












21

21

21

21

,

)(2

1543

04

)4.(

1x 2x 3x 4x 5x b

1 0
4
1 0

4
1

4
33 

0 1
4
1 0

4
5

4
32 

0 0
4
7 1

4
43

4
41

0 0
4
1 0

4
7

4
515 

1x 2x 3x 4x 5x 6x b

1 0 0 0 -1 1 3
0 1 0 0 2 -1 2
0 0 0 1 -16 7 5
0 0 1 0 3 -4 3
0 0 0 0 1 -1 -13
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Le programme relaxé s’écrit sous la forme standard :

4,3,2,1,0

)(2

1543

04

)4.(

21

421

321














jx

MaxZxx

xxx

xxx

RP j

On voit  que )4.( RP est écrit par rapport à la base  4,3 qui est réalisable )0ˆ( bcar et tous 
les coefficients sont entiers.

Si on veut dérouler l’algorithme du simplexe, le pivot qu’on doit choisir doit être non 
seulement positif mais aussi égal à (1) (si possible), pour ne pas engendrer des termes 
fractionnaires, sinon on doit introduire une coupe pour avoir cette propriété.

Dans )4.( RP on voit que ( 1x ) possède un coût réduit égal à (2) donc elle est candidate à 

rentrer dans la base. A ce stade on doit pivoter autour du coefficient de ( 1x ) dans la 1ère  
équation qui est égal à (1), ce qui ne pose pas de problème d’intégrité. Après une itération 

)4.( RP sera écrit sous forme canonique par rapport à la base  4,1J .

4,3,2,1,0

)(29

15316

04

)4.(

32

432

321














jx

MaxZxx

xxx

xxx

RP j

Pour effectuer une deuxième itération du simplexe : il faut pivoter sur le coefficient de 

)( 2x dans la deuxième équation qui vaut (16) et cela va engendrer des termes fractionnaires 

et la condition (iii) ne sera plus satisfaite. Pour remédier à  ce problème on applique la 

règle suivante :

Si le pivot 1S
rA on introduit une coupe correspondant à la ligne pivot (r) de la forme :

       rrj
j

r
j

r
Jj

hbbhxhAAh 


Si on prend   01ˆ;
1

 hAc
A

h S
rS

r

et on aboutit à la 

coupe 



















S
r

r
j

Jj
S
r

j
r

A

b
x

A

A
:(*) .

Les coefficients de cette contrainte sont entiers car ce sont des parties entières.
En multipliant (*) par (-1) et en introduisant une variable d’écart on obtient :






















Jj
s
r

r
js

r

j
r y

A

b
yx

A

A
0:(**) . On ajoute la contrainte (**) à (P.R) et on effectue 

dans le nouveau programme un pivotage sur le coefficient de ( sx ) qui vaut (1) dans la 

contrainte ajoutée.
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Revenons à notre exemple : 162
2 A . On introduit la coupe correspondante à la 2ième

équation .
Le nouveau programme est :                                                     

5,4,3,2,1;0

)(29

0

15316

04

32

532

432

321



















jx

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

j

En pivotant autour de ( 2x ) dans la 3ième équation et en ajoutant la coupe : 

12 653  xxx . On aura :





















)(97

12

0

15613

043

53

653

532

543

531

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

xxx

3,2,13  SrAS
r





















7)(75

12

1

21310

332

65

653

652

654

651

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

xxx

5;2;10  SrAS
r

La coupe correspondante est : 002 7765  xxxx
























7)(75

12

12

1

21310

332

65

765

653

652

654

651

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx
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7)(53

02

02

123

1

2107

32

76

876

765

763

762

764

761

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx






























7)(3

02

02

023

134

1

274

3

87

987

876

875

873

872

874

81

MaxZxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xx






























7)

02

023

034

145

1

24

3

98

987

986

985

983

982

984

1

ZMaxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

x

A cette itération on voit que la condition (iii) est vérifiée, donc on a trouvé une solution 
optimale.
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Algorithme :

Soit à résoudre (P.E).

(0) Baptiser )( 0P le programme linéaire (P.R) écrit sous forme canonique par rapport à une 

base réalisable (J) telle que tous les coefficients soient entiers.

Poser 0;0  kJJ

(1) Si 0icMax aller en (3)  

      Sinon aller en (2)

(2) Choisir S tel que 0sc ; déterminer r tel que : 








 0; s
is

i

i
is

r

r A
A

b
Min

A

b

 Si 1s
rA effectuer un pivotage autour de s

rA poser    )(1 rkk colsJJ  .

 Sinon on ajoute à )( kP la contrainte :

0; 



















y
A

b
yx

A

A
s
r

r
j

Jj
s
r

j
r

On obtient un programme linéaire )( 1kP écrit sous forme canonique par rapport à la base 

réalisable  écartdiableladeindiceJ k 'var .

 Effectuer dans )( 1kP un pivotage autour du coefficient de ( sx ) dans la contrainte 

ajoutée, cette opération permet d’écrire )( 1kP sous forme canonique par rapport à 

une base réalisable 1kJ .

Poser 1 kk ,

Aller en (1)

(3)   la solution de base de )( kP relative à kJ est une solution optimale de (P.E).

Remarque :

On peut supprimer la contrainte relative à une variable d’écart (y) si celle-ci est de nouveau 

candidate à rentrer dans la base.
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I-3) Problème de transport

I) Définition 1.13:

On dispose de (m) entrepôts et (n) points de vente qu’on doit alimenter à partir des 

entrepôts . La quantité ijx est acheminée de l’entrepôt (i) au point de vente ( j) ,

maa ,...,1 représentent les quantités disponibles dans chaque entrepôt et nbb ,...,1 les 

quantités demandées par chaque point de vente.

- On voit que le problème admet une solution si 
 


m

i

n

j
ji ba

1 1

.

- Si ijc représente le coût de transport d’une unité de marchandise de l’entrepôt (i) vers le 

point de vente ( j ) alors notre programme de transport s’écrit :

0

)(

).(

1 1

1

1






























 





ij

m

i

n

j
ijij

m

i
jij

n

j
iij

x

MinZxc

bx

ax

TP

Remarque :

1. On peut poser  
 


m

i

n

j
ji ba

1 1

sinon on ajoute un point de vente fictif auquel on 

affecte la demande  
n

j

m

i bab
11

0 avec un coût de transport mici ,....,1;00  .

2. La condition 



n

j
j

m

i
i ba

11

entraîne directement jbxetiax j

n

j

m

i
ijiij  

 1 1

.
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Démonstration :





m

i
ijj xb

1

supposons que pour un indice j on a 



m

i
ijj xb

1

alors on a : 

  
   

n

j

m

i

m

i

n

j
ijij

n

j
j xxb

1 1 1 11



m

i
ia

1

. Contradiction car 


n

j
jb

1

=


m

i
ia

1

Donc 



m

i
ijj xb

1

nj ,...,1

De même on voit que 



m

i
iji xa

1

.

3. Si 0ia donc l’entrepôt (i) ne peut alimenter aucun entrepôt, donc on peut le 

supprimer.

                  Si 0jb le point de vente n’a aucune demande, donc on peut le supprimer.

En définitive tout problème de transport s’écrit sous la forme :

0

)(

,...,1

,...,1

)(

1 1

1

1






























 





ij

m

i

n

j
ijij

m

i
jij

n

j
iij

x

MinZxc

njbx

miax

T       Avec      

0

,...,1:0

,...,1:0






ij

j

i

c

njb

mia

On peut écrire ce problème de transport sous la forme :

0
)(

)ˆ( 







x
MinZCx

fAx
T

nm

b

a
fmnnmA 








 );,(:

nmC .: vecteur ligne et nmx .: vecteur colonne

Si on examine les contraintes du programme (T) :
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0

,...,1;

,...,1;

1

1 
























ij

m

i
jij

n

j
iij

x

njbx

miax

On peut déduire la structure de la matrice A dont les éléments sont des (0) ou des (1).

Chaque variable ijx intervient deux fois et deux seulement ; une fois dans les  (m) premières

équations et une fois dans les (n) dernières. Donc toute colonne de (A) possède deux 

composantes différentes de (0) (qui sont égales à 1).

Si on pose : 1= 1,...,1 ,0=  0,...,0 des n-vecteur lignes et k1 le ( nm. ) vecteur ligne tel que :

k1 =( mnmminiinn  ,...,,,...,,...,,,...,,...,,,,...,, 21212222111211 ) et 









kjsi

kjsi
ij 0

1
 ni ,...,1

Soit  





















1000

010

001







A et soit 



























n

j

A

1

1

1

1

2

1




alors : 












A

A
A .

Introduisons selon la définition récursive suivante la notion modifiée d’une matrice 
triangulaire [8]:

Définition 1.14:
On dit qu’une matrice carrée non singulière B est ΄΄ triangulaire΄΄ si :

i) un scalaire non nul est une matrice ΄΄triangulaire΄΄ d’ordre (1).

ii) B possède une ligne ayant exactement un élément non nul, et la sous matrice obtenue à 

partir de B en supprimant cette ligne et la colonne de cet élément est ΄΄triangulaire΄΄ (au 

sens modifié).
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Exemple :

 3
06

32

065

004

321



























Définition 1.15:

Une matrice  xA m n est dite totalement unimodulaire (noté t-u) si toute sous-matrice 

carrée de A admet un déterminant égal à : 1, 1,0  .

Remarque :     
       

             Soit ( ) 0
(max)

Ax b
p x

cx Z


 

Où A est  t-u. Si b et A sont à valeurs entières alors pour toute base J la solution de base 
associée à J est à composantes entières.

Théorème 1.16:
Soit B une matrice carrée non singulière extraite de A, alors B est ΄΄triangulaire΄΄ au sens 
de la définition.

Corollaire 1.17:
La matrice du problème de transport est  t-u.

D’après ce corollaire si la matrice A et le vecteur b du problème de transport sont à valeurs 

entières alors toutes les solutions seront entières. Donc résoudre un problème de transport 

en nombres entiers est équivalent à résoudre son problème relaxé.

Théorème 1.18:

Le rang de la matrice (A) des contraintes de )ˆ(T est égal à ( 1 nm ).

Remarque :

1) Le concept de matrice triangulaire défini ici coïncide avec celui des matrices 

triangulaires classiques à une permutation prés des lignes et des colonnes.

2) Si (B) est une matrice ΄΄triangulaire΄΄ alors le système (S) : fBx  , se résout par 

substitution de la manière suivante :
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Soit (i) une ligne de (B) ne contenant qu’un élément non nul disons j
iB , on a 

donc : j
i

i
ij B

fx  . En remplaçant )( ijx par sa valeur dans les autres équations, on a encore 

un système de type (S) (i-e, un système dont la matrice est ΄΄triangulaire΄΄ ) à résoudre 

mais la dimension a diminué d’une unité.

3) La résolution de )ˆ(T se fait par l’algorithme révisé du simplexe, compte tenu de la 

propriété de triangularité des matrices B, pour calculer :

-Le vecteur multiplicatif : on résout BcB  .

-La solution de base associée : on résout 
















b

a

b

a
B

ˆ
.

-La colonne candidate : on résout SS AAB ˆ . 

Ces systèmes sont faciles à résoudre, car l’utilisation de la remarque (2) nous évite 

d’inverser (B) à chaque itération.

Résolution de problème de transport :
En considérant le problème dual du problème de transport on déduit le théorème suivant :

Théorème 1.19:

Une C.N.S pour qu’une solution réalisable (x) de (T) soit optimale est qu’on puisse 

trouver : muuu ,...,, 21 et nvvv ,...,, 21 tel que :

(1) njetmicvu ijji ,...,1,...,1 

(2) njetmixcvu ijijji ,...,1,...,10 

Remarque :
Si iu et jv , qui sont en fait les variables duales, satisfont les contraintes (1) et (2) alors il en 

est de même pour iu et jv cela est dû au fait que toute contrainte du problème de 

transport est redondante, aussi pour chercher les iu et jv on posera systématiquement 

01 u et le théorème précédent nous donnera une solution plus rapidement qu’en utilisant 
l’algorithme du simplexe.

-On peut représenter un problème de transport (T) par le tableau suivant :
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Chaque case de ce tableau représente une colonne de la matrice A.

Une ligne représente une contrainte parmi les (m) premières contraintes de (T) et une 

colonne représente une contrainte parmi les (n) dernières de (T).

Le problème consiste à trouver jiij vetux , tels que :

 La somme des ijx sur la ième ligne soit égale à iu .

 La somme des ijx sur la jème colonne soit égale à jv .

 iu et jv vérifient (1) et (2) du théorème (1.19).

Organigramme [8]:

I- Recherche d’une base réalisable (J) de départ et la solution de base qui lui est 

associée :

(J) désignera l’ensemble des couples ),( ji appartenant à la base, donc : 1 nmJ .

(1) Si       nJalorsnetm ,1,...,2,1,1,1:11  ; nn bxbxbx  122,1111 ,...,, .

(2) Si        mm axaxaxmJalorsnetm  1221111 ,...,,,1,,...,1,2,1,111

(3) Si m>1 et n>1 on choisit une case du tableau (T) par exemple la case (i,j) telle que 

   (*),, SrSrij cMinc  .

*« Ce choix n’est pas obligatoire mais il consiste à prendre d’abord les liaisons de faible 

coût ce qui donne en moyenne une diminution du nombre d’itérations ».

On pose alors    jiij baMinxetjiJJ ,),(  .

12x

nc2

13c
nc1

3mc

11c

2mc mnc1mc

11x
12c 13x

mu1mx 2mx mnx ma

1a

3mx

1unx1

21x 22x 23x nx2 2a
2u

1b
2b 3b

1v
3v2v nvnb

21c
22c 23c
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(ie : La quantité maximum qu’on puisse attribuer à ijx tout en réalisant les autres 

contraintes.)

Si : ji ba  (resp ji ba  )on aura iij ax  (resp jij bx  )

Et .0jix ( )0( jixresp ).pour jj  (resp pour ii  ).

La ième ligne (resp la jème colonne) de (T) est saturée.

On peut considérer maintenant qu’il nous reste à chercher une solution réalisable d’un 

nouveau problème de transport déduit du premier en supprimant la ième ligne (resp la jème

colonne) et en remplaçant jb (resp ia ) par ij ab  (resp par ji ba  ).

II-Procédure de calcul des multiplicateurs :

Déterminer le vecteur multiplicatif de la base J revient à résoudre le système 

JJ cAS :)( où  représente le (m+n) vecteur ligne ( ),...,,,,...,, 2121 nm vvvuuu .Comme la 

matrice A n’est pas de plein rang )1)(( nmnmArg  et admet une solution 

réalisable, donc l’ensemble des solutions est défini à une constante prés .Aussi on peut 

systématiquement poser 01 u .Le système )(S devient JjicvuS ijji  ),(,: ,et ce 

système se résout de proche en proche. Les nouveaux coûts relatifs à la base J 

sont )(ˆ jiijij vucc  .

Soit  ji , un couple hors base tel que :  jiijjijiji vucMinvuc   ),(

 Si  0 alors J est optimale.

 Sinon le couple  ji , rentre dans la base.

III-Changement de la solution et détermination d’une nouvelle base :

Posant  ),( jiJJ  et appliquons la procédure décrite dans (I) jusqu’à ce que le 

tableau réduit obtenu ne contienne aucune case de J  seule dans ligne ou seule dans sa 

colonne. Marquer + la case ),( ji  ,les autres cases sont non marquées.

Tant qu’il existe une ligne ou une colonne contenant une case non marquée et une case 

marquée, marquer la case non marquée du signe opposé de celui de la case marquée.

Fin tant que.
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Poser  
 


marquéestjiji

ijxMin
),/(),(



Soit ( ji ˆ,ˆ ) une case marquée –  telle que 
ji

x ˆ̂

La nouvelle base est      jijiJJ  ,ˆ,ˆˆ

Aller à la procédure de calcul des multiplicateurs ( ie: les variables duales) avec JJ ˆ .

Problème d’affectation :

(n) personnes sont à affecter à (n) travaux, chaque personne devant effectuer un travail et 

un seul, et chaque travail doit être fait par une personne et une seule.

Le coût de l’affectation de la iiem personne au jieme travail est ijc , le problème consiste à 

affecter les personnes aux travaux de sorte que la somme des coûts soit minimale.

Ce problème peut se formuler comme un programme linéaire en nombres entiers








Sinon0

 travailjau affectéeest personneilaSi1 iemeeme

ijx

On a alors : 
































 





n

j

n

i
ijij

n

j
ij

n

i
ij

Minzxc

nix

njx

A

1 1

1

1

)(

,...,11

,...,11

    1,0ijx

Soit )(A le (P.L) obtenu à partir de (A), en relaxant les contraintes d’intégrité sur les 

variables ijx :




























 





n

i

n

j
ijij

n

j
ij

n

i
ij

MinZxc

nix

njx

A

1 1

1

______

1

______

)(

,11

,11

)( 0ijx
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Toute solution optimale de base )(A est une solution de )(A . En effet A est un problème de 

transport, sa matrice est totalement unimodulaire, i-e, toute sous matrice de A non 

singulière aura un déterminant égale à 1 ou -1. Par conséquent toute solution de base A est 

entière(quand les seconds membre sont entiers).

Comme : 0ijx et



n

i
ijx

1

1on a nécessairement 10  ijx et les seules valeurs entières de

l’intervalle  1,0 étant 0 ou 1,  par conséquent résoudre A revient à résoudre A .

Le Programme linéaire )(A est aussi appelé "problème d’affectation" .

Remarque : Pour toute solution de base du problème d’affectation on aura 2n-1 variables 

de base et seulement n variables égales à 1(les autres étant nulles), le problème 

d’affectation sera donc très dégénéré, aussi on se gardera lors de la résolution de conserver 

à chaque itération une base i-e, de ne faire sortir qu’une variable à la fois.
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I-4) Optimisation multicritère :

Un programme multicritère consiste à optimiser plusieurs fonctions objectif soumises à un 

même ensemble de contraintes, on peut le présenter de la manière suivante :

1 1

2 2

1 1

2 2 1 2

( )

( )

( )

( )

( ) ( , ,..., ) ; 0

( )

k k

n i

m m

Max f x Z

Max f x Z

Max f x Z

g x b

g x b x x x x x

g x b


 





 


  


 





( )if x : est la fonction objectif du ième  critère, ki ,...,1 .

)(xg j représente la jème contrainte.  mj ,...,1 .

Soit  mibxgIRxS ii
n ,...,2,1,)(/  alors ( )S est l’ensemble des solutions 

réalisables.

Définition 1.20:

Soient deux vecteurs 21 , ZZ appartenant à kR ,on dit que :
1Z domine 2Z si iZZ ii  ;21    et   il existe j tel que 21

jj ZZ  .

Définition 1.21:

On dit que x S est une solution efficace si Sx )(xf n’est pas dominée par )(xf où 

f est le vecteur critère : kiiff ,1)(  .
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Dans le cas particulier où les fonctions ( )if x et ( )ig x sont linéaires c'est-à-dire de la 

forme :

  

1 2
1 2

1 2
1 2

( ) ... 1, 2,...,

( ) ... 1, 2,...,

n
i i i i n

n
j j j j n

f x c x c x c x i k

g x a x a x a x j m

    

    

Alors le programme linéaire multicritère s’écrit sous la forme suivante :

1 2( , ,.., ) , 0
( ax) n i

Ax b
x x x x x

Cx Z M


  

.

 A est la matrice ( , )m n de terme j
ia .

 C la matrice ( , )k n de terme j
iC .

 b le vecteur colonne : 1 2( , ,..., )T
mb b b .

La fonction d’utilité :

Etant donné qu’un programme multicritère admet rarement des solutions qui optimisent 

simultanément tous les critères, on définit une fonction U dite fonction d’utilité telle que :    

.                                                 IRIRU k :   .

Cette fonction va exprimer une mesure de l’importance ou de la préférence de chaque 

critère par rapport à l’ensemble des autres du point de vue du décideur. Ainsi le 

programme devient monocritère.

Par exemple le programme multicritère linéaire précédent devient :

                                                  SxcxzzuMAx  ,/)(

Pratiquement il est souvent impossible de construire mathématiquement une fonction 

d’utilité à cause déjà de la subjectivité de la notion d’’importance’’ ou de ’’préférence’’.

En outre on peut rarement appliquer les méthodes de la programmation linéaire car la 

fonction d’utilité sera généralement non linéaire .



Chapitre II

Problèmes de flots

II-1) Problème de plus court chemin

Définition 2.1:  Un réseau ),,( dUXR  est défini par un graphe ),( UXG  et une 

application RUd : .  )(ud est appelée longueur ou coût de l’arc u.

Définition 2.2:  La ‘‘longueur’’ d’un chemin (c) dans le réseau ),,( dUXR  est égale à la 

somme des ‘‘longueurs’’ des arcs (comptées avec leur ordre de multiplicité dans c) qui 

constitue le chemin. 



cu

udcl )()( .

Notations :

Si Uyxu  ),( alors on note xuI )( et yuT )(

Si XA  on note : 

   AuTUuAWAuIUuAW   )(/)(;)(/)( et )()()( AWAWAW   .

Soit UW  alors s’il existe XA  tel que )(AWW  on dit que W est un cocycle.

On appelle la matrice des distances du réseau ),,( dUXR  la matrice D dans l’élément ijd se 

définit par :

                                                
















jisi

Uxxsi

Uxxsid

d ji

jiij

ij

0

),(

),(

Algorithmes de recherche de plus courts chemins [3]:

On pose  nxxxX ,...,, 21 et on se propose de trouver un plus court chemin de 1x à nx .

Pour que le problème admette une solution de longueur finie nous supposons que le graphe ne 

comporte aucun circuit de longueur négative (dit circuit absorbant),et qu’il existe au moins un 

chemin de 1x à nx .

Algorithme général (Algorithme de Ford) :

Bien qu’il offre l’avantage d’être utilisé sans aucune restriction ni sur les signes des longueurs 

ou la présence d’un circuit, il est très peu utilisé pour son manque d’efficacité. 
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Algorithme d’identification :
Les chemins recherchés se reconstituent à reculons à partir de nx ,par juxtaposition d’arcs 

( kj xx , ) tel que kjkj d  .

1,,01  jj

Uxx ji  ),(

tel que

ijij d 

Marquer ix de 

ijij d 

Stop : reconstitution du (des)
chemins (donnés par 
l’algorithme d’identification

nonoui

ouinon

Obtention des j

)( n

nk

x

xx






Chercher jx tel 

que : jkkj d  poser jk xx 

),(  kx

1xxk 
Stop :  est l’un des 
chemins cherchés
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Algorithme de BELLMAN :

Si le réseau ne comporte pas de circuit, on utilise l’algorithme de BELLMAN basé sur le 

principe de la programmation dynamique de calcul de proche en proche.

1 kk

0)0(1 
1,)0(  jj

0k

0)(1 k
1),)1(()(  jdkMink iji

i
j 

)1()(

/





kk

x

jj

j



Stop : reconstitution du 
chemin par l’algorithme 
d’identification

oui non
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Algorithme de Dijkstra :

Si iud i  ,0)( : alors on utilise l’algorithme de Dijkstra qui consiste à calculer les plus 

courtes distances de proche en proche par ajustements successifs, en faisant jouer au sommet 

kx obtenu à la ièmk itération un rôle particulier.

 
1

0, 11




jd

xD

ijj


jk Min  Dx j 

 kxDD 
 kjkjj dMin   ,

Stop : reconstitution du chemin 
par l’algorithme d’identification

Dxn  ouinon
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II-2) Problème du flot maximum (Algorithme de Ford et Fulkerson) :

Considérons un réseau ),,( CUXR  avec  paaasX n ,,....,,, 21 ,  mU ,....,3,2,1 ; iC est la 

capacité de l’arc i .

1= ),( sp est appelé l’arc de retour     , 1C .   1)()(   pWsW

alors un flot d’un réseau R est la donnée du vecteur ),....,( 21 m 

Tel que pour tout arc )(i on a : 

                                                         1) ii C 0

                                                        2)  
  


)( )(xWi xWi

ii  Xx .

Définition 2.3 :

-On désigne par 



)( xWi

ix  appelé l’afflux au point x.

-Un arc )(i est dit saturé si ii C .

-Un flot  est dit complet si tout chemin allant de )(s à )( p contient au moins un arc saturé.

Algorithme de Ford et Fulkerson :

Cet algorithme nous permet de chercher un flot  tel que ii C 0 et 1 maximum.

Pour cela on démarre d’un flot  (au jugé) compatible (sinon on prend ii  ,0 ).

-Pour diminuer le nombre d’itérations on cherche un flot complet, c’est-à-dire tel que tout 

chemin allant de s à p contient au moins un arc saturé.

A partir de ce flot utilisons la procédure de marquage suivante :

(1)On marque )(s d’un signe +.

(2)Si ia est marqué, on marque d’un signe + tout sommet ja non marqué tel que

Uaa ji ),( et ),(),( jiji aaCaa  .

(3)Si ia est marqué, on marque d’un signe (-) tout sommet ja tel que 

Uaa ij ),( et 0),( ij aa .
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Si  avec cette procédure on parvient à marquer le sommet )( p alors il existera une chaîne 

élémentaire  de )(s à )( p .

Soient :

           

     

))()((1 uuCMin
iu







; ))((2 uMin
iu


 

 (donc 01  et 02  ), ),( 21  Min .

Posons           

Il est évident que  ainsi construit demeure toujours un flot et en plus 

111),(   sp donc on a augmenté la valeur du flot.

(4) on réitère la procédure de marquage avec le nouveau flot obtenu jusqu'à ne plus pouvoir 

améliorer la valeur du flot, c-à-d  on n’arrive pas à marquer le sommet )( p alors le flot obtenu 

est un flot à valeur maximum  .

Cet algorithme peut être justifié par le théorème suivant :
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Théorème de la coupe minimum : 

Définition 2.4:

On appelle coupe dans le réseau ),,( CUXR  et 1),( ups  une partition A et A de 

l’ensemble X telle que : As et Ap

La capacité d’une coupe  est définie par 



)(

)()(
Awu

uCC 
.

Théorème 2.5:

Pour tout flot réalisable f sur ),,( CUXR  (avec )( 1uC ) et pour toute coupe  séparant 

p de s on a : )()( 1 Cuf  .

Ce théorème possède de nombreuses applications, en fait c’est une autre version du théorème 

1.1 .

Remarque :

Dans le cas des réseaux canalisés ),,,( cbUXR  on peut appliquer l’algorithme de Ford et 

Fulkerson en posant )()(2 ubuMin   mais pour l’initialisation on ne dispose pas de flot 

réalisable car le flot nul ne l’est pas. Le paragraphe suivant va lever cette difficulté.

II-3) Problème du flot réalisable :

Théorème d’existence pour un flot réalisable (A-J-Hoffman) :

Etant donné un réseau ),,,( cbUXR  on ne peut appliquer l’algorithme de Ford et Fulkerson 

que si on dispose d’un flot compatible au départ pour commencer notre procédure car 0

n’est pas nécessairement une solution admissible. Le théorème d’Hoffman établit une C.N.S 

d’existence d’un tel flot.
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Théorème 2.6:

Etant donné des nombres ib et ic mi ,1 la C.N.S pour qu’il existe un flot  sur un réseau 

),,,( cbUXR  tel que iii cb   est que :

Pour tout cocycle élémentaire )(W de ),( UX alors :   

    
 


Wi

i
Wi

i bc     et  
 


Wi

i
Wi

i bc .

La démonstration repose sur une procédure de recherche d’un flot compatible. On va la 

reprendre pour expliquer cette procédure.

Démonstration :

La condition est nécessaire car si un tel flot )( existe alors :  
  


Wi Wi

ii  et iii cb   

   
      


Wi Wi Wi Wi

iiii cb  donc :  
  


Wi Wi

ii cb .

De même    
      


Wi Wi Wi Wi

iiii cb  donc :  
  


Wi Wi

ii cb .

Pour montrer que la condition est suffisante, utilisant la procédure suivante qui du même coup 

nous donne un algorithme de construction d’un flot réalisable s’il existe.

Etant donné le flot 0 non nécessairement réalisable sur le réseau ),,,( cbUXR  associant 

à ce flot un réseau ),,,( cbUXR  tel que Uu :

             







)()()(

)()()(
)(

ubusiu

ubusiub
ub




  et 








)()()(

)()()(
)(

ucusiu

ucusiuc
uc




.

Soit Uyxu  ),( tel que )()( ucuc  alors on ajoute à l’ensembleU un arc ),( xyu  avec :     

       0)(  ub ,  )()()( ucuuc   et  )()( uu       (on voit que )()( ucu  ).

En ajoutant l’arc ),( xy on va créer un cycle de y( à )x et l’algorithme de Ford Fullkerson va 

augmenter la valeur du flot sur le cycle mais le diminuer sur l’arc ),( yx car il est en marquage 

inverse.
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On répétera l’opération jusqu'à épuiser tous les arcs où )()( ucuc  donc on obtient un flot 

tel que Uuucu  )()( .

De même si Uyxu  ),( tel que )()( ubub  on ajoute à l’ensemble U un arc 

),( yxu  avec         

                    )()(,0)( ucucub  et   )()( uu   .

En ajoutant l’arc uon va créer un cycle de y( à )x et l’algorithme Ford et Fullkerson va 

augmenter le flot sur l’arc ),( yx car il est en marquage direct, on répétera l’opération jusqu'à 

épuiser tous les arcs tel  que )()( ubub  , donc on obtient un flot   tel que 

Uuubu  )()( ainsi on obtient un flot  dans le réseau ),,,( cbUXR  tel que 

Uuucuub  )()()(  .

Néanmoins cette procédure peut mener à deux issues :

1) Soit l’algorithme se déroule normalement et on aboutit à un réseau :   ),,,( cbUXR    

où )()(: ububUu  et )()( ucuc  et dans ce cas le flot généré par l’algorithme est 

réalisable sur le réseau ),,,( cbUXR  .

2) Soit en choisissant un arc ),( yxu  tel que )()( ucuc  (ou )()( ubub  ) et en ajoutant 

l’arc ),( xyu  l’algorithme de Ford et Fulkerson ne permet pas d’augmenter la valeur du flot 

sur l’arc ),( yxu  . Cela implique que la procédure de marquage ne permet pas d’atteindre le 

sommet )( y en partant de )(x .

Alors soit )(A l’ensemble des sommets marqués donc : Ax et )(AWuAy  .

)()()()()( ucucuucuc   .













 

Rdeonconstructiparvcvc

et

directmarquageenêtredoitvarclvcv

uvAWv

)()(

)(')()(

)()(
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Rdeonconstructiparvbvb

et

directmarquagevbv

AWv
uv

)()(

)()(

)(



  est un flot sur  cbUXR ,,, par construction de  mais non réalisable et 

uAWYW  )()( est un cocycle sur  UX , :

   
      


)( )( )( )(

)()()()(
YWv YWv YWv YWv

vbvcvv  .

Mais     
    
















)( )( )(

)()()(
)()()(

)()()(

YWv YWv YWv

vbvbvc
vcvcuYWvsi

ucucYWu
.

Donc on a mis en évidence un cocycle ))(( YW où la condition d’Hoffman n’est pas vérifiée. 

Par conséquent la condition d’Hoffman est suffisante.

II-4) Problème de flot de coût minimum :

Définition 2.7 :

Le problème du flot de coût minimum sur un réseau ),,,,( cbaUXR  consiste à trouver un 

vecteur ),....,,( 21 n  tel que :

1)  
  


)( )(

)()(
jWu jWu

ii

i i

uu       nj ,...,2,1 .

2) iii cb                mi ,...,2,1 .

3) 


m

i
iia

1

 soit minimum.
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Remarque : 

Le problème du flot de coût minimum peut être formulé comme un programme linéaire en 

variables bornées qui consiste à trouver un vecteur :  ),...,,( 21 m  tel que :

                         







)(

,10

MinZa

micbA iii




A étant la matrice d’incidence aux arcs du graphe ),( UX définie par :             

                














on

mjuTisi

niuIisi

A j

j

ij

sin0

;...,1,)(1

,...,1,)(1

Théorème 2.8 :

Une C.N.S pour qu’un flot  réalisable sur ),,,( cbUXR  soit une solution optimale du 

problème du flot de cout minimum est que pour tout cycle  de ),( UX tel que :

  0))()(()),()(( 
 

ubuMinuucMinMin
uu


  
on ait :        

  


u u

uaua )()( .

Nous allons reprendre la démonstration de ce théorème car elle constitue une procédure de 

recherche d’un flot de coût minimum.

Démonstration :

La condition est nécessaire.

Soit )( un cycle tel que 0 .Supposant que  
  


u u

uaua )()( ,alors le vecteur   tel que :














 



usi

usiu

usiu

u

0

)(

)(

)( 



 .
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On voit que   est par construction un flot réalisable sur ),,,( cbUXR  et on a en plus 

 auauaaa
u u

  
  

))()(( car .0

Donc  ne peut être optimale par conséquent la condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante :

0 et  est un flot réalisable.

Si  n’est pas optimale, soit   un flot réalisable tel que 0  aa .

 et   étant des flots sur ),( UX donc   est aussi un flot .

D’après le théorème de décomposition [9] on peut trouver dans ),( UX , )(k cycles 

k ,...,, 21 et )(k nombres réels positifs  0,...,, 21 ik  tels que :
















j

j

j
usiu

usiu
u

0)(

0)(




et kk  ...2211 .

j étant le vecteur représentatif de j c-à-d :
















 



ji

ji

ji

i
j

u

u

u

0

1

1

 .

0)(   aaaa

et 0...... 112211  kkkk aaaaaa 

 ii 0 il existe au moins un cycle j tel que 0ja donc  
  


j ju u

uaua 0)()( ,par 

conséquent la condition est suffisante.

Algorithme de recherche d’un flot de coût minimum :

Associons d’abord à tout flot )( réalisable sur  cbaUXR ,,,, le réseau 

 dUUUXR ˆ,,)(ˆ  défini comme suit :

Si   Uyxu  , alors   Uyxu  , et 








)()()(

)()(
)(ˆ

ucusiua

ucusi
ud
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Si Uyxu  ),( alors Uxyu  ),( et 








)()()(

)()(
)(ˆ

ubusiua

ubusi
ud




.

  sXxxsU  /, ; Uuuaud
UUu

 


)()(ˆ     ( s quelconque).

Algorithme

(0) Si  cbaUXR ,,,, n’admet pas de flot réalisable ,terminer.

            Sinon soit  un flot réalisable sur R aller en (1).

(1) Si le problème des plus courtes distances dans )(ˆ R admet une solution, terminer.

            Sinon aller en (2).

(2) Il existe dans )(ˆ fR un circuit absorbant )(C ,les arcs de )(C correspondent dans R à un 

cycle  pour lequel  
  

 )()( uaua .

            Poser 






 

 
))()(()),()(( uucMinubuMinMin 

              :                                        aller en (1)

Flot de valeur maximum de coût minimum :

On se propose de trouver parmi tous les flots de valeur maximale un qui est de coût minimum.

Ce problème est en relation directe avec le problème de transport où le flux sur l’arc (i,j) 

représente la quantité servie par l’entrepôt (i) au point de vente (j) et le coût sur cet arc est 

égal au coût de transport de (i) vers (j).

L’algorithme suivant apporte une réponse à ce problème.

Algorithme :

(0) ),,,,( cbaUXR  , ija :coût unitaire, :0 valeur du flot donné par Ford et Fulkerson.

      Uijij  )()( Uijcb ijijij  )(/  et de valeur  )( .

(1) Construire le graphe d’écart ))(,()(  UXG  tel que :
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                                                     )()( Uij  Si 












0)(

0)(

ijji

ijij

betUji

ou

cetUij





 S’il n’existe pas de chemin de s à p dans )(G :  est de valeur maximale égal 

à 0 et de coût minimum.                                                Stop.

 S’il existe un chemin de s à p dans )(G ,poser :












UUijsia

UUijsia
l

ij

ij

ij )()(

)()(





Construire dans )(G un chemin  de s à p de longueur ( ijl ) minimale

Poser :











Uijsib

Uijsic
r

ijij

ijij

ij 



)(

)(

              )/(ijrMin ij

            )()( .

 Si )(0  poser 











Uijsi

Uijsi

ij

ij

ij 




)(

)(

 Si )()( 0  poser 
 
 










Uijsi

Uijsi

ij

ij

ij 




)(

)(

0

0

Uijij  )()( est de valeur 0 et de coût minimum.            Stop. 

Si dans un réseau de transport le flot est contraint à ne pas dépasser une valeur 1 au niveau 

d’un nœud (une intersection),il suffit de poser 10  pour utiliser cet algorithme.

Remarque [7] :

On peut montrer que le cas particulier où ii C 0 et INCi  est équivalent au cas général 

où la contrainte est iii Cb   en procédant de la manière suivante :

-On construit un réseau R en conservant les sommets et les arcs de R et en posant :

1C ; iii bCC    ni ,2 .

On ajoutera une entrée s et une sortie p que l’on relie aux sommets de G de la façon 

suivante :
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-Si l’arc ),( lk aai  est tel que 0ib on trace un arc ),( pak de capacité ik bpaC  ),( et un 

arc ),( las de capacité il basC  ),( .

-Si l’arc ),( rt aaj  est tel que 0jb on trace un arc ),( pas de capacité jt basC  ),( est un 

arc ),( par de capacité jr bpaC  ),( .

Montrons qu’à un flot   dans G saturant les arcs sortants correspond dans G un flot 

)( compatible.

On posera iii b     mi ,....,3,2 et 11   .

Comme iii bC  0 iii Cbmi  ,...3,2   mi ,...,3,2 donc i construit est 

compatible.

Pour tout sommet a de G on a :

     
 















     


)( )( )( )( )( )(
0 0 0 0

0)()()()(
aWi aWi aWi aWj aWi aWj

jjiijjiiii

ib jb ib jb

bbbb 

(car   est un flot et par la construction particulière de G ).

-Si les capacités sont rationnelles on peut prendre D
1 comme unité des capacités (où D

est le PPCM des dénominateurs des capacités).

Le cas irrationnel ne se pose pas dans la pratique  car la densité de l’ensemble des rationnels 

Q dans l’ensemble des nombres réels R nous permet  d’approximer tout irrationnel par un

rationnel.

II-5 Modélisation des différents problèmes étudiés en termes de flot de coût minimum[9] :

Le problème du flot de coût minimum est un problème très général qu’on peut utiliser dans la 

résolution de tous les problèmes d’optimisation déjà cités.

-Rechercher le «le plus court chemin » de (s) à (p) dans un réseau ),,( dUXR  revient à 

chercher un flot de coût minimum dans le réseau ),,,,( cbaUXR  Ainsi  défini :

),( spUU  / )()( udua  , 0)( ub , Uuuc  1)( , 0),( spa , 1),( spb , 1),( spc .
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-Rechercher un « flot maximum » sur ),,( cUXR  avec Usp ),( revient à chercher un flot 

de coût minimum dans le réseau ),,,,( cbaUXR  tel que : 

0),(1),(,),(0)()(  spbetspaspusiubua .

La résolution d’un problème de transport )(T de la forme :

                                             




























 





m

i

n

j
ijij

ij

m

i
iij

n

j
iij

MaxZxd

xnjbx

miax

T

1 1

1

1

)(

0,...,1

,..,1

)( .

Peut être ramenée à la recherche d’un flot de coût minimum dans le réseau 

),,,,( cbaUXR  construit ainsi :

On ajoute un entrepôt )(s qui va servir tous les entrepôts m ,...,, 21 .

On ajoute un magasin )( p qui sera desservi par tous les magasins n ,...,1 .

 misU i ,...,1/),(1   ensemble des arcs qui relient )(s aux entrepôts.

 njpU j ,...,1),(2   ensemble des arcs qui relient )( p aux magasins.













nj

mi
U ji ,...,1

,...,1
),(3  ensemble des arcs qui relient l’entrepôt )(i avec le magasin )( j .

Posons :

     psX mm ,,...,,,...,, 2121  

321 UUUU 

-Si ),( isu      alors :    iaucubua  )()(,0)( .

-Si ),( pu j   alors :  jbucubua  )()(,0)( .

-Si ),( jiu  alors :   )(,0)(,)( ucubdua ij .

-Si ),( spu        alors :   )(,0)()( ucubua .
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Sommet à capacité [5] :

       Dans de nombreux problèmes réels, les sommets aussi bien que les arcs possèdent des 

capacités limitées. Les réseaux routiers sont de toute évidence caractérisés par ce cas ;car 

aussi bien les tronçons de route(représentés par les arcs)que les intersections(représentées par 

les sommets)possèdent des capacités limitées.

On peut utiliser l’algorithme de Ford et Fulkerson dans les réseaux de ce type en opérant dans 

le réseau initial les modifications suivantes :

Tout sommet )(a à capacité sera subdivisé en deux sommets 21 et aa .

On ajoute l’arc ),( 21 aa de même capacité que le sommet )(a .

Si )(awu  alors )( 1awu 

Si )(awu  alors )( 2awu 

Exemple : 

Ainsi on revient à un réseau classique et la solution cherchée est valable pour le réseau à 
sommets à capacité.

TS

a

b

2a

S

1a

T

1b 2b



Chapitre III

Problèmes de transport bicritère

III-1) définition et caractérisation du flot maximal:

Introduction :

Soit  CUXR ,, un réseau tel que :

 ,,...,,, 21 muuuU  ,  nX ,...,2,1 , nps  )(,1)( ,   )()( pWsW et  *)( INuc  .

 ruUU  avec ),( spur  et )( ruc .

Définition 3.1 :

On appelle matrice d’incidence associée au graphe  UXG , la matrice  nmA , tel que 














 



sinon0

)(si1

)(si1

, iWua

iWua

UuXi jij

jij

j .

Définition 3.2:

Un vecteur colonne )( f de 1mIR est un flot sur R si 0Af   (où A est la matrice 

d’incidence du graphe ),( UXG  ).

On dit que )( f est un flot « réalisable »sur R si de plus on a :

mjucf jj ,...,1)(0  .

Un flot )( f réalisable sur  CUXR ,, est dit « maximal »si pour tout flot réalisable 

)( f  sur R on a : ffjff jj  .
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Définition 3.3:

Si )( f est un flot réalisable sur ),,( CUXR  et )( un circuit dans  UXG , alors  est 

dit « saturé »par )( f s’il existe un arc )()(/)( vcvfv   .

Le théorème suivant nous permet de donner une caractérisation d’un flot maximal

Théorème 3.4:

)( f est un flot maximal sur ),,( CUXR  si et seulement si tout circuit )( dans 

),( UXG  est saturé par )( f .

Démonstration :

Si )( f est maximal sur R supposons que )( est un circuit dans )(G non saturé par 

f donc : )()( vcvfv   posons      0


vfvcMin
v 

 car : )()( vcvfv   .

Représentons  par son vecteur dans  UXG , , T
m ),...,,( 21   tel que :

                                             


 


sinon0

1 
 j

j

usi
.

Et soit le vecteur  AAffAff  .























 
 

)(seulun et un correspond

)( tout àet car 0

flotun est car 

1

iWu

iWuaaAμ

foAf

k

j

m

j u
ijjij

j 

 0 fA donc f  est un flot.

De plus f  est réalisable sur ),,( CUXR  car:

 Si )()()( ucufufu  car f est réalisable

 Si )()()()()()(0 ucufucufufufu   .   car 

)()(0 ufuc   alors f  est réalisable car )()(0 ucuf  , 

f  sature  et ff  mais f est maximal donc fff  sature .
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Montrons que la condition est suffisante.

          Supposons que chaque circuit dans ),( UXG  est saturé par f

Soit f un flot réalisable sur  UXG , tel que ff  .

Posons fff  donc 0f et 000  AffAfA  f  est un flot sur 

),( UXG  réalisable.

Soit  0)(/  ufUuU alors obligatoirementU  doit contenir un circuit car: s’il n’y 

avait pas de circuit  dans U  alors :

Soit Uu  comme il n’existe pas de circuit  dans U  donc  il existe un cocycle 

)( yW inclus dans U  tel que : )( yWu  et  )( yW (l’absence de circuit implique un 

cocycle minimal de ce type).

Mais f  est un flot sur  CUXR ,, donc  
  


)( )(

)()(
yWv yWv

vfvf

UyW  )( et  )( yW alors 0)()(0
)()(

 
  yWvyWv

vfvf contradiction :donc il 

existe obligatoirement un circuit  dans U  .

Soit U  un tel circuit donc : 0)(:  ufu  .

C’est à dire : 0)()(:  ufufu  mais par hypothèse tout circuit est saturé par 

 vf tel que )()( vcvf 

v donc 0)()(0)()(  vcvfvfvf Contradiction car )()( vcvf  ( f  est 

réalisable) par conséquent f est maximal.

Théorème 3.5 :

Si )( f sature un chemin )(γ dans  CUXR ,, alors pour tout flot réalisable )( f  sur R il 

existe au moins un arc u tel que )()( ufuf  .
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Démonstration :

)()(
)()(:doncréalisable

)()(/doncsature
ufuf

vcvfUvf

ucufuf







 

Essayons de trouver un flot « maximal » de valeur « minimum » dans le réseau 

),,( CUXR  ce qui revient à résoudre : 

                                                        
















maximal.

0

0

)(

f

cf

Af

ufzMin r

.

Théorème 3.6 :

Si )( f est un flot « maximal » sur ),,( CUXR  alors tout chemin de (s) à (p) est saturé par 

f .

Démonstration :

C’est un corollaire du théorème 3.4 .

Posons 



)(

)()(
pWu

r ufuf alors f maximal dans fR  maximal dans R .

Tout chemin ( ) de )(s à )( p dans ),,( CUXR  va créer un circuit  ru  dans 

),,( CUXR  .

D’après le théorème (1)  est saturé par f mais ru n’est jamais saturé (car  )( ruc )

Donc )(u tel que ).()()( ucucuf 

Théorème 3.7:

Si ),( UXG  est sans circuit et si XY  tel que :
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Ys )( , Yp )( et  )()( ucuf  )(YWu  alors )( f est un flot maximal sur 

),,( CUXR  .

Démonstration :

Soit )( un chemin de )(s à )( p dans  ruG  alors   )(YW

Soit vYWvYWv   )(:)(  est saturé par )( f

                                            v est un chemin saturé par )( f

 ruG  est sans circuit, donc tous les circuits de  CUXR ,, sont constitués par un 

chemin de )(s à )( p saturé et de l’arc ru .Par conséquent tout circuit dans  CUXR ,, est 

saturé par )( f et d’après le théorème (1) f est maximal.

Procédure de recherche du flot maximal sur  CUXR ,, :

(On suppose ),( UXG sans cycle)

0) Posons 0f (flot nul réalisable)

1)   1,  ksY .

2) Si Yp aller en (3).

     Si Yp poser  )()(/)(Wu ucufY  

 Si  stop : f est maximal.

 Si  poser 



u

ucMinvcyxv )()(/),(

  1,;  kkyYYvk aller en (2).

3) Soi  le chemin ),...,,( 21 k de )(s à )( p .Poser :

     0


ufucMin
u 

 .Poser  ff avec  ru  .     Aller en (1)

Justification :

En (1) si f, est maximal d’après le théorème 3.7 .

En (3) en ajoutant  à )( f on obtient un flot réalisable avec au moins un arc saturé .
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Procédure de minimisation d’un flot maximal : 

1) Soit )( f un flot réalisable maximal sur ),,( CUXR  trouvé par la procédure 

précédente.

    Poser ffk k  )(;0 .

2) Soit  
1)()(

si)()(
),,()(

)( 


r
k

r
k

r
k

k
r

k

ufuc

uuucuc
CuUXfR .

3) 

 Si )( kfR admet un flot maximal )( f  alors :

                  poser 1 kk ; 1)()(,  r
k

r
kk ucucff aller en (2) .

 Sinon : stop )(kf est la solution du problème.

Justification :

Si à l’étape (3) )( kfR admet un flot maximal alors la valeur du flot aura diminué d’une 

unité au moins .Comme les )(uc sont des entiers, la suite des flots maximaux générés par la 

procédure sera finie et de valeurs décroissantes.

Puisque le flot initial a été construit par la procédure du flot maximal en partant du flot nul 

et en choisissant chaque fois un chemin où les valeurs de )(uc sont minimales, donc le flot 

généré à l’étape (3) sera de valeur inférieure à tous les flots maximaux déjà construits.
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III-2 ) Problèmes de flots bicritères :

On peut envisager la résolution des problèmes de flots suivants :

1)Premier Problème :

                      on cherche un flot réalisable de coût minimum et maximal. Ce problème 

s’écrit donc :

                                                        
















)(

maximal

0

MinZaf

f

cfb

Af

Si on privilégie le premier critère, on choisit un flot de coût minimum parmi tous 

les flots maximaux.

Si on privilégie le deuxième critère on choisit un flot maximal (s’il existe) parmi 

tous les flots de coût minimum. S’il n’existe pas, on propose la procédure suivante pour 

trouver un compromis entre les deux critères.

Soit f un flot de coût minimum, construisons un flot f maximal à partir de f .

Soit  un circuit non saturé dans ),( UXG et soit  )()( ufucMin
u




 alors :

                                 











if

if
f

i

i
i si

si
.

f est un flot réalisable qui va saturer le cycle  .On répète la procédure jusqu'à saturer 

tous les cycles de ),( UXG , ainsi d’après le théorème 3.4 le flot obtenu est maximal.

Remarque : Le problème du flot maximal peut être considéré comme un problème 

d’optimisation multicritère car un flot maximal est en fait une solution efficace du 

problème qui consiste  à optimiser le flux sur chaque arc du réseau.

2) Deuxième problème :

On fixe un arc Uv ,on s’intéresse à un flot réalisable sur R maximal et de valeur 

minimal sur v .
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)()(

0

MinZvf

Maximalf

cfb

Af

Ce problème a été traité dans l’article de Maiko-S [4].

3) Troisième problème :

         Trouver un flot réalisable sur R maximum sur v .

                                               













)()(

0

MaxZvf

cfb

Af

C’est le problème du flot maximum, il suffit d’utiliser l’algorithme de Ford-

Fullkerson en posant vur  .

4) Quatrième problème :

  On fixe Uv ,on cherche à maximiser le flot sur v et à minimiser le coût du flot. 

C’est problème bicritère qui s’écrit :

                                                

















)(

)()(

0

2

1

MinZaf

MaxZvf

cfb

Af

L’algorithme du flot maximum de coût minimum nous permet de trouver parmi 

tous les flots maximum celui qui est de coût minimum ainsi on a trouvé une solution qui 

privilégie le premier critère (voir algorithme page 53).

L’algorithme du flot de coût minimum nous permet d’engendrer tous les flots de 

coût minimum et de choisir celui qui est maximum sur v .Ainsi on a privilégié le deuxième 

critère.

Construisons maintenant de la manière suivante un flot qui sera une solution de 

compromis.

Soit  l’ensemble de tous les circuits de ),( UXG passant par v .

Pour tout circuit  soit )( i
i

cMinr
 

 et 


 


)(
0

rMaxr .

Trouvons un flot de coût minimum dans le réseau ),,,,( 0 cbaUXR  .
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Soit )(mf un tel flot, alors soit le flot Uiiff  )( suivant :

                                                                    








0

0
)(




isi

Uisif
f

m
i

i

Construisons le graphe d’écart correspondant à f , appliquons lui l’algorithme de flot 

maximum de coût minimum en fixant  0 , alors le flot obtenu sature tous les circuits 

passant par V donc si U est sans circuit, d’après le théorème 3.4,le flot obtenu est 

maximal .

III-3) Problèmes de transport bicritère:

Considérons le problème de transport du chapitre (I) avec ( )n entrepôts et 

( )m points de vente avec
1 1

n m

i j
i j

a b
 

  .

On a vu qu’en ajoutant un point de vente artificiel avec une demande 1
1 1

n m

m i j
i j

b a b
 

   et 

des coûts de transport , 1 0i mc   on peut  trouver la solution optimale de ce problème.

On s’intéresse maintenant aux deux problèmes de transport bicritère suivants :

1)  Premier problème :

On veut non seulement minimiser les coûts de transport mais aussi pour des raisons 

stratégiques ou économiques minimiser le nombre d’entrepôts utilisés pour assurer 

l’opération de transport.
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Exemple illustratif :

Le problème de transport donné par le tableau (1) admet les solutions données par 

les tableaux (2),(3),(4) :

                             
6

2

12

1 6 3 2

  

              

               

La solution du tableau (2) est optimale du point de vue du 1er critère (cout minimum), mais 
on a utilisé (3) dépôts donc elle est la plus mauvaise du point de vue du 2ème critère. 

)3,65(1 Z .

La solution du tableau (3) en utilisant un seul dépôt est optimale du point de vue du 
deuxième critère, mais nettement mauvaise pour le premier critère )1,135(2 Z

La solution du tableau (4) peut représenter une solution de compromis )2,87(3 Z
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2,3,1,6 343331123 xxxx
xij



 


sinon0

2,1,1,2,6 34333123121 xxxxx
xij



 


sinon0

2,3,6,1 343332312 xxxx
xij

Les solutions )3()2()1( ,, xxx sont des solutions efficaces.

6

2

12

1 6 3 2

6

2

6 12

1 6 3 2

6

2

12

1 6 3 2

(2)

(3) (4)

2 3 8 7

1 4 20

6 11 15 9
2

2 3 8 7

1 40

6 11 15 9

6 0

2
2

11

ib

ia

2

(1)

2 3 8 7

1 40

6 11 15 9

2
31 2

2 3 8 7

1 40

6 11 15 9

6

2
31
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Cas général :

Si on considère le problème bicritère consistant à minimiser le nombre d’entrepôts utilisés 

et minimiser le coût de transport on peut l’écrire comme suit :

 1,0;
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1 1
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Si on veut optimiser le 2ème critère, sans tenir compte du nombre d’entrepôts 

utilisés, il suffit de résoudre un problème de transport classique. Soit f une telle solution.

Afin d’en déduire une solution efficace considérons l’ensemble J des entrepôts 

utilisés :








 


m

j
iiji afeJ

1

0/ et soit Jei  , essayons de construire une solution de 

même coût que f qui n’utilise pas ie .

Si 0
0
ijf trouvons un entrepôt 

00
/ jiiji ccJe   et 


 

m

j
iji af

1

alors on peut 

obtenir la solution f  telle que :














 

sinon

,1

,1

0

0

0

0

rj

ji

ij

rj

f

jjirsif

jjirsif

f

Si on peut répéter l’opération jusqu’à obtenir jfij  ,0 alors le nombre 

d’entrepôts utilisés aura diminué d’une unité et le coût demeurera toujours optimale. 

Quand on ne pourra plus diminuer le nombre d’entrepôts la solution trouvée sera efficace.
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Si on veut optimiser le premier critère on commence par choisir le minimum 

d’entrepôts dont l’offre satisfait la demande. Le problème peut se ramener à un problème 

de sac à dos particulier qui s’exprime de la façon suivante :

 
















 



 



niy

bya

yMin

i

n

i

m

j
jii

n

i
i

,...,11,0

1 1

1

Nous avons un problème avec des variables bivalentes, trouver une solution efficace qui 

engage le deuxième critère est généralement difficile. On peut néanmoins utiliser 

l’heuristique suivante pour donner une solution à ce problème.

On suppose que la suite ia est décroissante (on ordonne les entrepôts dans l’ordre 

décroissant de leurs offres s’il le faut).

Algorithme :

(0) maaa  ...21 mjb j ,...,2,1 , ie entrepôt nii ,...,2,1

(1) Poser   1,1  keS

(2) Tant que  
 


k

i

m

j
ji ba

1 1

             poser : 1:  kk
                         keSS :

Le nombre minimum d’entrepôts à utiliser pour satisfaire la demande est égal à )(k .

Pour trouver une solution qui privilégie le premier critère (qui minimise le nombre 
d’entrepôts utilisés) on résout le problème de transport classique suivant :
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1 1

1

1

)(

,..,2,1

,...,2,1

  ( k : valeur donnée par l’algorithme précédent)

Remarque :

 Si 



m

j
j

k

i
i ba

1

et 1 kk aa la solution est efficace 

 Si 



m

j
j

k

i
i ba

1

et 1 kk aa on doit examiner les solutions obtenues en 

considérant toutes les combinaisons d’ordre l (  ki aakicardl  / ) 

parmi l’ensemble des entrepôts  kii aaeJ  / .

 Si 0
11





m

j
j

k

i
i ba on prend la même précaution en remarquant que :

    
-Si ki  et  1ki aa on doit obligatoirement utiliser l’entrepôt i

-Si ki  et  ji aakj / on peut inter-changer les entrepôts 

)/( ktitat  et )1/( jtktat  et considéré de même toutes les 

combinaisons formées de k entrepôts pour trouver une solution efficace.

Solution de compromis :

a) Première approche :

        On considère la solution précédente )( ijff  avec l’ensemble J des indices 

des entrepôts utilisés  kJ ,...,2,1 ( k minimum).

On calcule îj

m

j
îj

m

j
ijij

Ji
fcfcMax 




11

.
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Pour tout couple ktrntr /),( et îtr aaa  on pose    trîJJ , et on 

résout un nouveau problème de transport avec 1k entrepôts puis on choisira la solution 

de coût minimal. Cette procédure en diminuant les coûts mais en augmentant le nombre 

d’entrepôts va engendrer des solutions qui peuvent être des solutions de compromis.

                           

b) Deuxième approche :

     A partir de la solution )( ijff  donnée par la résolution du problème de 

transport, sans tenir compte du nombre d’entrepôts utilisés, on peut trouver une solution de 

compromis de la manière suivante :

Soit J l’ensemble des entrepôts utilisés pour cette solution.

S’il existe t

m

j
j

Ji
i abaJt  

 1

/   alors on résout le problème de transport suivant :

Nf

MinZfc

tiJiaf

mjbf
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ti
Ji

m

j
ijij

m

j
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jij
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,,,

,...,2,1,

Nous aboutissons alors à une solution )( t
ij

t ff  avec le nombre d’entrepôts utilisés qui a 

diminué d’une unité. Prenons maintenant la solution 0tf qui réalise 

 

ti
Ji

m

j

t
ijij

t
fcMin

1

.   

0tf constitue une solution de compromis avec un entrepôt utilisé en moins. Si on veut 

diminuer encore le nombre d’entrepôts utilisés on a qu’à reprendre la même procédure 

avec la solution 0tf et  0tJJ  .

On obtient ainsi des solutions qui diminuent le nombre d’entrepôts utilisés mais qui 

augmentent le coût. Ces solutions peuvent représenter des solutions de compromis.
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2) Deuxième problème :

Dans beaucoup de problèmes de transport on cherche à se retrouver avec le 

maximum d’entrepôts vidés de leurs contenus  après l’opération d’affectation pour libérer 

ces derniers et éviter de payer des coûts d’occupation ou dans le cas des chambres froides 

de n’en laisser en marche que le minimum afin de réduire les coûts de fonctionnement, ou 

tout simplement pour réduire les problèmes de gestion.

Nous sommes devant un problème bicritère qui consiste à vider le maximum d’entrepôts et 

à minimiser le coût se rapportant à toute l’opération de transport.

Remarque [3] :

Si on a pour chaque entrepôt ( ie ) un coût de stockage unitaire ( ic ) le problème se résout 

aisément en ajoutant un magasin fictif avec une demande ( 



m

j
j

n

i
i bab

11
0 ) et ça revient 

à résoudre le problème de transport classique suivant :

                                                          Nf

fcMinZ
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     ( ii cc 0 )

a) Première approche :

Si on prend en considération les coûts d’occupation des entrepôts iT (supposés 

fixes) on peut modéliser notre problème de la manière suivante :

Pour toute solution ijf du problème de transport posant :
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Alors notre problème peut s’écrire comme suit :
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Du fait que ce problème est bicritère et iy est une variable bivalente, on ne dispose pas de méthode 

pour le résoudre. Néanmoins si on veut maximiser le nombre d’entrepôts vides on peut utiliser la 

procédure suivante :

(0) naaa  ...21 poser  1eS  , 1k

(1) Si 



m

j
j

k

i
i ba

11

                           poser : 1 kk

                                       keSS 

                                        Allen en (1)

       Sinon                          Aller en (2)

(2) On peut vider au maximum k entrepôts ),...,,( 21 keee .

Alors pour trouver une solution efficace à notre problème on peut résoudre le programme linéaire 

suivant :

                     INf
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Sinon on peut décomposer notre problème et développer une heuristique pour trouver une solution 

qui maximise le nombre d’entrepôts vidés en procédant de la manière suivante :

        Inversons le problème de transport où les entrepôts keee ,...,, 21 deviennent des points de 

vente avec des demandes kaaa ,...,, 21 et les points de vente des entrepôts avec des offres 

mbbb ,...,, 21 .Résolvons le problème de transport suivant :
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Considérons la solution )( )1()1(
ijff  telle que :
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Puis posons 



n

i
ijjj fbb

1

)1( et résolvons le problème de transport constitué des entrepôts 

nkk eee ,..,, 21  avec des offres nk aa ,..,1 et de m points de vente avec des demandes mbb ,..,1 :
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Posons )( )2()2(
ijff  telle que :









1

0
)2(

kisif

kisi
f

ij
ij .

Si : kt  , ki  , mj ,...,1 et ml ,...,1 tels que : 0tjf , 0ilf et iltjijtl cccc       .     

. alors poser :                                  
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Ainsi on peut déduire une solution mjniijff ,1;,1)(  qui maximise le nombre d’entrepôts 

vides telle que :               .                                     )2()1(
ijijij fff 

Remarque : On doit reprendre les mêmes remarques vues dans le premier problème à savoir si 

1 kk aa la solution trouvée est efficace, sinon on doit reconsidérer toutes les combinaisons 

décrites précédemment .

b) Deuxième approche :

A partir de la solution du problème de transport (sans tenir compte des coûts 

d’occupation iT ) on va essayer de trouver une solution qui va augmenter le nombre d’entrepôts 

vides tout en évitant d’accroitre excessivement le coût de transport.

Cette solution peut représenter une solution de compromis qui privilégie le critère des coûts. A cet 

effet développons la procédure suivante : 

(0)              1k ,  nF ,..,2,1    , ia quantité disponible dans l’entrepôt ( )i .

           iT coût d’occupation de l’entrepôt ( )i , ijc coût de transport de ( )i vers ( )j .

(1)Si F    Aller en (4).

Sinon : poser  1, 2,...,I m

Trouver ijf la solution optimale donnée par la résolution du problème de 

transport. Aller en (2)

(2)Calculer 
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 Trouver 1 2, ,..., m   et niij ,...,2,1(  et îi  , ),...,2,1 mj  tels 

que:
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Si  îI                        Aller en (3).

            Si 

 


n

îi
i

m

j
ijijjîjî ccT

1 1

   poser :       

                                                                  îj îj jf f  

                                                    ij ij ijf f  
   

si i î .

                                                              I I î 
   

                                           

                 

Sinon                                  poser :

                                                             I I î  ;     Aller en (2)

(3)Soit 
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)(   (nombre d’entrepôts 

vidés).

1 kk ;  îFF  ;     Aller en (1).

(4) Soit  )(

1

)( r

kr

t ZMinZ


 ; )(tf Est une solution minimale avec )(tP entrepôts vidés.

Dans le cas où vider le maximum d’entrepôts est une commodité désirée qui ne 

s’exprime pas en termes de coût, mais obéit à une stratégie d’Independence ou 
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d’organisation de la gestion, on peut changer notre procédure de la façon suivante pour 

générer des solutions de compromis et choisir la plus indiquée.

(0) J ,   mjnifaaanI ijn ,...,2,1et,...,2,1)(;,...,,,,...,2,1 21  , 1, kCij .

(1)Soit *)(0
1
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;    Aller en (2)

Sinon trouver 1 2, ,..., m   et niij ,...,2,1(  et îi  , ),...,2,1 mj  tels que:
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poser :                jîjîj ff 
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ij ff )( mjni ,...,2,1;,...,2,1 

                                   I I î  ;  îJJ  ;  1 kk
  
;  aller en (1).

(2) J est l’ensemble des entrepôts vidés.

Pour :,...,2,1 kt  mjnif t
ij ,...,2,1;,...,2,1:)(  ;  est une solution avec un coût de      

transport )(tC et )(t entrepôts  vidés.
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Conclusion

L’accroissement de la population et la multiplication des réseaux routiers et les 

progrès technologiques nous imposent d’envisager des solutions efficaces à des problèmes 

de transport multicritère de plus en plus compliqués. Selon les besoins, les moyens et les 

objectifs fixés la recherche opérationnelle peut développer des méthodes appropriées pour 

apporter une solution à ces problèmes.

Dans le cadre de notre travail on peut envisager un cas plus général où chaque 

entrepôt ne peut fournir que certains points de vente. Dans le cas du problème de transport 

classique il suffit de poser ijC pour les cas impossibles, mais dans notre problème il 

faut penser à changer complètement les procédures car on ne tient pas comptes des coûts.

De même on peut considérer le cas où il existe un coût d’occupation des entrepôts 

qui varie selon une fonction linéaire de la quantité en stock ( iiii ST   ). Cela 

impliquera une difficulté supplémentaire à surmonter.

En introduisant les valeurs ijt ( ijt temps nécessaire pour un déplacement de i à j ) 

, on peut envisager un troisième critère qui consiste à minimiser le temps de l’opération de 

transport.

Le problème de transport peut être utilisé dans de nombreux domaines, c’est pour 

ça qu’il suscite des centres d’intérêts divers. Toute avancée dans les techniques 

d’optimisation multicritère lui sera aisément adaptée.
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