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Introduction

La recherche opérationnelle dont la vocation est la résolution des problémes
concrets s’est considérablement développée avec la généralisation de 1’utilisation des
ordinateurs...

Néanmoins les méthodes d’optimisation classiques de la programmation linéaire ou
non-linéaire qui ne prennent en compte qu’une seule fonction objectif deviennent
inappropriées dés qu’il s’agit de problémes a objectifs multiples.

Par exemple dans le probléme de transport il est naturel de s’intéresser au colit mais
aussi a la durée du trajet, aux quantités transportées, a I’itinéraire le plus

confortable...etc.

Bien que depuis plus de deux siccles les problémes a objectifs multiples
soient la préoccupation des économistes, qui d’ailleurs nous ont 1égués les notions de

satisfaction, meilleur compromis, fonction d’utilité, paréto-optimal...etc.

Mais depuis trois décennies les mathématiciens ont développé des méthodes
d’optimisation multicritére qui générent des solutions dites de compromis, qui
répondent globalement aux exigences du probléme sans pour autant optimiser

simultanément tous les critéres, ce qui est généralement impossible.

Le mémoire est articulé autour de trois chapitres dont le premier est consacré
aux rappels nécessaires de la programmation linéaire, dont plusieurs résultats seront
mis a contribution, on a défini le probléme de transport comme un programme
linéaire puis on a introduit la terminologie de I’optimisation multicritére.

Du fait que le probléme de transport peut étre ramené a un probléeme de flot
de colit minimum on a abordé au deuxieme chapitre les différents résultats de

I’optimisation dans les réseaux et la théorie des flots.

Au chapitre trois on a introduit la notion de flot maximal et développé une

procédure permettant de générer un flot maximal a valeur minimale.



Ce qui nous a permis de définir et d’étudier certains problémes de flots
bicritéres. Puis on a essayé de répondre a deux problémes de transport bicritére dont
le premier consiste a minimiser le nombre d’entrepots utilis€s pour satisfaire la
demande tout en minimisant les colits de transport et le deuxiéme consiste a vider le
maximum d’entrepdts tout en minimisant les cofits de transport.

Dans les deux cas on a trouvé des solutions optimisant chacun des criteres et

donné des solutions de compromis.



Chapitre I

Rappels ([17et[8]) :

I-1 Programmation linéaire :
la programmation linéaire a pour objet I’optimisation d’une fonction linéaire qui est
soumise a un ensemble de contraintes linéaires au sens large.

On distingue les trois formes de programmes linéaires suivantes :

Ax=b x20 ,
La forme : appelée la forme standard.
cx = z(max)
Ax=2b x20 . ) S
La forme : . appelée la forme canonique de minimisation.
cx = z(min)
Ax<b x20 ; ) C .
La forme : appelée la forme canonique de maximisation.
cx = z(max)

Remarque :

a+c=>b
c20

En tenant compte du faitque: a <b & {

On peut exprimer une variable x; en fonction de deux variables x; et x” de la fagon suivante :

. 1 — >
Six, 20 < X; =X, >0,

Siij0<:>x'/=—x/20.

) ) o S s
Si x; de signe quelconque<> x, =x; —x,,x;, 20ef x; 20.
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De méme que maximiser (Cx) revient & minimiser (- Cx).

Par conséquent tout programme linéaire peut étre ramené a une forme canonique de
maximisation.

Au programme linéaire (P) suivant écrit sous forme canonique de maximisation, on peut

associer un programme linéaire (D)appelé "Probléme Dual" et (P) est dit primal.

Ax<b yA=>c

®) cx = z(max) x20, (D) yb =W (Min)

Comme tout programme linéaire peut étre ramené a une forme canonique de maximisation,

alors tout programme linéaire admet un dual. Par conséquent le dual de (D) est (P).

Aussi on peut déduire les régles suivantes pour €crire le programme dual de tout
programme linéaire :

Primal (dual) Dual (primal)
Fonction a maximiser Fonction a2 minimiser
i contrainte < i“"¢ variable >0
-éme : -éme .
1 contrainte > 1 variable<0
-éme : .éme .
17 contrainte = i variable quelconque
-éme . -eme :
j-" variable <0 ] contrainte <
-éme . -eme .
j°" variable >0 ]~ contrainte >
j™¢ variable quelconque j°™ contrainte =
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Exemple :
2x,—x, +2x, =2 2y -ya+y3 =5,
—x +3x,+x;, <3 -y +3y, =3y3 <-2.
(P)3x, =3x, +5x, 2 4 (D) <2y +yy +5y3 =4.
5x, —2x, +4x; = Z(Max) 2y =3y, +4y3 =W (Min).
x, 2 0,x, <0,x,qcq y19cq,y2 20,3 <0

L’exemple suivant (adapté de [8] ) nous permet d’illustrer la relation entre un
programme linéaire et son dual :

Mensuellement une entreprise fabrique 1000 tonnes de phosphate a Skikda et 500
tonnes a Annaba. Elle doit approvisionner ses usines d’engrais a Alger, Oran et Mila
dont les besoins mensuels sont respectivement : 600 T, 500 T et 400 T.

Les cofits de transport sont supposés varier proportionnellement aux quantités

transportées .Les colts unitaires de transport sont donnés par le tableau suivant :

Alger (1) Oran (2) Mila (3)
Skikda (1) 4 7 2
Annaba (2) 5 8 3

Notre probléme consiste a déterminer un plan de transport optimal .i-e, a déterminer les
poids de phosphate a envoyer de chaque ville (i) vers chaque usine (j) donc trouver :
xij= 0 afin de satisfaire les demandes mensuelles sans dépasser les quantités

disponibles tout en minimisant les colits de transport.

Le programme linéaire s’écrit alors :

X11 + X1 2600

X1p +Xx9p 2500

x13 + x93 =400

X11 +x12+x13 <1000

Xp1 + X9y + x93 <500

Xjj 2 0.i=12;j=123

4x11 4+ Tx19 +2x13 +5x91 +8x9y +3x93=Z(Min)
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Sous forme canonique de Max :

X, +x, +x,; <1000
Xy + X5 + X, <500
- X, — X, <—600
— X, — X, <=500
— X3 — X, <400

—4x,, —7x,, —2x,; —5x,, —8x,, —3x,;, =Z(Max)

Xij 20

Et dont le dual s’écrit:

=y, =24

Y=y, 271

V= Ys 22

Yy =Yy 25 vi>0
Vo =Yy 28

Yy —Ys 23

1000y, + 500y, —600y, =500y, —400y, = W (Min)

Supposons maintenant qu’un transporteur prenne contact avec la direction de
I’entreprise et lui propose de lui acheter le phosphate aux prix M1 et M2 des villes de
Skikda et Annaba, de se charger du transport et de lui revendre le phosphate aux prix
N1, N2 et N3 a Alger ,Oran et Mila.

Pour convaincre la direction, le transporteur garantit que ses prix seront compétitifs

avec les colts actuels i-¢,

N, -M, <4 N, -M, < ,

N, 20 i=123
N, -M, <7 N,-M, <8 ,

M >0 i=12
N,—-M, <2 N,-M, <

Le transporteur ayant obtenu le marché il veut remplir son contrat tout en maximisant son

profit, donc maximiser 1’expression :

600N, + 500N, + 400N, - 1000M, - 500M,

En posant :
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yl:Ml7y2:M2 7y3:N1,y4:N2 ,y5:N3 .

N =V; >—4
Y=Yy 21
Vi —ys =2
Le programme linéaire sera : Y, =y, =5
Yy =Yy 28
Yy —ys 23
1000y, +500y, —600y, =500y, —400y, = W (min)

Donc le programme linéaire du transporteur est exactement le dual du programme linéaire

de ’entreprise . Aussi ¢’est le méme probléme vu sous un centre d’intérét différent.

Théoréme 1.1:

V X Solution réalisable pour (P) et Vy solution réalisable pour (D) .Alors z (}) <w(y)
i-e, cx < yb.

Corollaire 1.2 :
Si 3x * une solution réalisable pour (P) et y* une solution réalisable pour (D)

tel que : ¢ x* = y* b alors : x* optimale pour (P) et y* optimale pour (D).

Théoréme des écarts complémentaires :
Introduisons la définition suivante :

Définition 1.3 :

Soit ¥ une solution réalisable de (P) alors la i"™ contrainte de (P) est dite :
-Serrée si A; X =b,

-Lache si A; x <b,




CHAPITRE I. RAPPELS

Théoréme 1.4:

Une C.N.S. pour qu’un couple de solutions réalisables de deux programmes linéaires

duaux (P) et (D) soit un couple de solutions optimales est que :

-Si une contrainte de (P) est lache alors la variable correspondante de (D) est nulle.
-Si une variable de (P) est positive la contrainte correspondante de (D) est serrée.

Notations :

Un élément de la matrice A sera note 4.

A (m,n) est une matrice a (m) lignes et (n) colonnes.

La i"™ ligne sera notée 4., la j™ colonne sera notée A’ et A/ I’élément de la i™ ligne et
la j™ colonne.

Soit I {l,2,...,m } ; Jc {1,2,...,n } :

A7 : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les colonnes n’appartenant pas a J et
toutes les lignes n’appartenant pas a I.

A’ : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les colonnes n’appartenant pas a J.

A, : Sous matrice de A obtenue en supprimant toutes les lignes n’appartenant pas a L.

Rappel: Soit une matrice A(m,n), on appelle rang de A noté rg (A) le plus grand

entier (k) tel que A possede une sous matrice carrée d’ordre (k) non singuliére.

Définition 1.5: On appelle matrice augmentée du systéme Ax =b la matrice M

notée M =[A4,b] Obtenue en adjoignant la colonne (b) a la suite des colonnes de

(A).

Théoréme 1.6 : (S) étant le systeme Ax =b, A : mxn alors:

(S) admet des solutions <> rg (A) =rg (M).

(S) admet une solution unique <> rg (A) =m.




CHAPITRE I. RAPPELS

Notations :
On suppose (sans perte de généralités) que rg (A) = m ;(S) est dit de plein rang
1) Si m < n infinité de solutions.
Si m=n solution unique donnée par les formules de Cramer.
2) Soit B une sous matrice de A carrée d’ordre (m) inversible sans perte de généralité on

peut supposer 4 = [B, H ] (les premiceres colonnes de A sont supposées indépendantes)

donc B : m x m et chaque colonne de B € IR™ . B étant inversible <> det B# 0 < toutes

les colonnes de B sont indépendantes.

Par conséquent les colonnes forment une base de IR™ (Par abus de langage on dira B
base de A).

Soit J I’ensemble des indices des colonnes de B (Par abus de langage on dira J base de
A).

x, : Les variables dont les indices sont dans J, qu’on appellera variables de base (x) .

x; : Les variables dont les indices ne sont pas dans J qu’on appellera les variables hors

base (x,,).

- X
A s’écritalors [ 47,47 ] etx :( d
J

j. Le systéme Ax=b s’écrira: A”x, + 4" x, =b.

A’ Etant inversible : x, + (AJ)_I.A7x3 =(47)"'b donc:x, =(4")"'b- (AJ)_I.A7x;

. _ n—m
¥ ; xj €IR

. x_(xj]_ (A7) b= (A7) A x,
onc : - -

J X7

Donc le systeme est enti¢rement résolu.
On dit qu’on a résolu le systéme par rapport a la base J. L’ensemble des solutions

dépend du choix des variables x; (i-¢, hors base).

A7
La solution obtenue en posant x; =0, i-e, x = (( ()) j est appelée solution de base

associée a la base J.
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Remarques :

* Comme le nombre de bases est inferieur ou égal a C" donc les solutions de base sont

en nombre fini.

= A chaque base correspond une solution de base unique.

» Siaumoins deux bases ont une méme solution de base (x ) on dit que ( x ) est une

solution dégénérée.

= Dans une solution de base X si une variable de base est nulle alors x est dégénéré.

De ce qui précéde pour un programme lin€aire on fait la transformation suivante :

Soit (P) Ax=b xZOA (A)
oi A:mxn;r =m.
cx = z(Max) g

Soit J {1,2,...,n}une base.
Donc |J|=m et {Af;j € J} sont libres.

Donc: Ax=A"x, + ijj et (P) va s’écrire (P): _
C’'x, + ijj = z(Max)

Qui est équivalent a :

A e, (A A X = (A7) D

(P) x20.

' cf[(AJ)-lb — () A x|+ O %, = 2(Ma).
s +(A7)" A x =(4") b

(€ =ty 4 )x, = Z(Max) - C7 (A7) D

A A
A |Ax=b
(P): N x20.

A

Cx=Z(Max)-«a

A A R _ _
Avec: A= (&Y ' A:b=(A")'b:C=C-nd=(0,C" -z d’)
A
avec: 7w =C’ (A7) " ;a = nb.

A
(P)est dit écrit sous forme basique (forme canonique par rapport a la base).

X, (A7) A = (A7) D

x2>0.

X2

10
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Remarques :

A A
(P)c’est (P)écrit sous forme canonique par rapport a la base J, parfois (P) est
appelé forme basique de (P).

7 : Vecteur multiplicatif relatif a J.

A
C : Coits réduits relatifs a J.

La solution de base (z] = x(J) est dite solution de base associée a J.

A
Si b>0= x(J)=0donc x(J) solution réalisable on dira que (J) est une base

réalisable.

Si x(J) est une solution optimale on dira que (J) est une base optimale.

On aboutit au théoréme fondamental de la programmation linéaire :

Théoréme 1.7 : [8]

a) Si (P) admet une solution réalisable alors (P) admet une solution de base réalisable.
b) Si (P) admet une solution optimale alors (P) admet une solution de base optimale.
¢) Si (P) admet une solution réalisable et z borné supérieurement alors (P) admet une

solution optimale.

Conséquence : Résoudre un P.L revient a se limiter aux solutions de bases réalisables

qui sont en nombre fini comme les bases.

A
Théoréme 1.8 : Si C <0 alors J optimale.

Algorithme du simplexe :

Ax=b A:mxn
>

cx = z(max) = rg(A)=m

Soit (P): {

11
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Initialisation : Soit J {1,2,...,n}|J | =m une base réalisable . On écrit (P) sous forme

canonique par rapport a J .On obtient : (f’) : {Ax =b x>0 .ou:

A~

¢x =z(max) — a

A=(4")"4
bh=(4")".b
c=c—74

J

Ou:m=c’(4”)" solution de base x(J) = (i‘/ j = [gj >0.
a=z(x(J)=nb.
col (i) = indice de la variable de base associée a la i°™ ligne ; Aller en (1)
(1) : Soit s tel que : &° :M]qx ¢’
si ¢* <0Oterminer : J optimale ;

sinon aller en (2).

(2) Soit 1=/ 4% >0}
si [ =¢ terminer ; Z non borné supérieurement,
si [ #¢ allera(3).

1

(3) Soitr tel quel;,/;lf = Min {Z;l./zgl.“‘,iel} :
Poser J =J U {s}—col(r) ;
Poser col(r) =s ;

Ecrire (P) sous forme canonique par rapport a la nouvelle base ; (pour ce faire effectuer un
pivotage autour de flj ).

Aller en (1).
Remarque [8] :
On dispose d’une autre variante de I’algorithme du simplexe, appelée algorithme révisé du

simplexe, basée sur la remarque suivante :

Si on connait une base réalisable de (P) on peut éviter d’effectuer un pivotage pour
revenir a chaque fois a la forme canonique par rapport a la nouvelle base

12
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On peut calculer directement :
A=4")"4
b=(4")"b
x=C’(4")"
C=C-md
Puis choisir s tel que C* > 0et A° =(A47)"' 4°
Si A°<0le programme linéaire n’a pas de solution

firaso)\ / A’

1

Sinon soit » = Min{b" o j

Sans faire de pivotage on a la nouvelle base J' et il suffit de calculer (4”)™" a chaque
itération.

L’algorithme révisé du simplexe offre 1’avantage de revenir a chaque fois aux données
initiales du probléme et évite de répéter les erreurs d’arrondi et dans certains problémes

articuliers le calcul de (4”) ' est facile.
p

Méthode duale du simplexe :
[llustrons cette méthode par I’exemple suivant :

2x1 — Xy +X3 =-1
(P) —X] — Xy +X4 =-2
— X1 —3x, = z(max)

Ecrivons (P)sous forme canonique par rapport a la base J = {3,4} ,on obtient 1’écriture
suivante :

o[z -1 1 0 [
X, |-1 -1 0 1 |2

Cette base (J) n’est pas réalisable (car h<0 ), par contre (J) est dite duale réalisable
carc <0, et on sait que (J) serait optimale si h>0eté<0.

' Dans I’algorithme du simplexe on démarre d’une base réalisable, on garde a chaque
itération cette propriété et on essaye d’arriver a une base duale réalisable . Dans
I’algorithme dual on a une base duale réalisable et on essaye d’arriver a une base

réalisable de (P).

13
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Revenons a notre exemple :

A

b, =min b, =2 Donc x, quitte la base

r

s AT _1 _
Soit CA = Mz‘n/}ko{ CAZ‘ } = Min(—,—fj =1.Donc s =1: x, rentre dans la base.

0 -3 1 2 -5 b, =minb, = -5
1 1 0 -1 2 {é ; } 23
0 -2 0 -1 +2 min , 1——p=—5==
A4 A 2
1
3
l :
Donc la solution (3) .est optimale car elle est
o TS .
1 0 1 _1 1 A
0 0 : > 3 fé réalisable et C<0 : Z* = - 1¢
B e 3

Algorithme dual du simplexe :

Ax=>b

X
cx = z(max)

Soit (P) = {

Initialisation :
Soit J base duale réalisable, on écrit (P) sous forme canonique par rapport a J.

(P)= Ax=b ., avec: r=c’(47)7", b=c-md<0;b=(4")"b;
¢x = z(max) — a

A=(4")"4; G=nb.
Col(1) indice de la variable de base associée a la ligne (i).
Alleren (1) :
(1) Soit (r) tel que l;, =min l;i .
'V Si l;, > 0 terminer (J) réalisable donc optimale car ¢, <0.

¥ Sinon aller a (2).
(2) Soit L=1;/4/ <0}

14
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' Si L=gterminer la 2°™ ligne est irréalisable (car 0< Y A/x, =b, <0Oet A4/ >0:
j
impossible).

¢ Sinon aller en (3) .

nS

(3) Soit (s) tel que jl“ =min {é]/ J}.

Poser J=J U s —col(r) ;
Poser col(r) =s ;

Effectuer un pivotage autour de flj pour avoir la forme canonique par rapport a la

nouvelle base.
Allezen (1) .

La méthode des deux phases :

Introduction : Pour initialiser I’algorithme du simplexe on doit avoir une base
réalisable ce qui n’est pas toujours évident . La méthode des deux phases nous permet

de régler ce probleme.

Ax=b A:mxn

Soit (1
o (){xZO b>0

A:R" > R"etbeR"
Pour x donné dans IR" définissons V, >0 tel que : 4;x+V; =b; i=1,...m

Donc: V, =

b, — Al.x| . Par conséquent : ZVI. définit une distance dans IR™ . On peut
chercher Minz V.=y.

Le probléme (I) admet une solution < Minz V. =0.

Donc pour résoudre le probléme (I) il suffit de résoudre :

A1X+V1 Ibl
A2x+v2 =b2 x>0

(P.A) =

A,x+v, =b, v=0

D vi =y (Min)

(0,b) est une solution réalisable pour (P,A).

15
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Enplus: = Z (v;) 20 =y borné inférieurement = (P.A) admet une solution

Optimale.

Soit (x*,v*) une solution optimale de (P.A) et y * 1a valeur qui lui correspond :

' Si w*>0terminer (I) n’a pas de solution réalisable.

* Siy =0 Alors (I) admet une solution réalisable.

Comment la trouver : Traitons un exemple simple :

2%, =X, +x;+v, =1
2x, —x, +x; =1
—x, +3x, +x;+v, =2

—x, +3x, +x;=2
(P) ; (PA)x, +2x, +2x, +v, =3

X, +2x, +2x,=3
—3x, —4x, +6x; +z=0
3x, +4x, — 6x; = z(max)

v, +Vv, +v; =w(max)

X | x, [ x| Z Vi | V2 | s

2 -1 1 [o 1 o Jo |1

13 |1 Jo Jo |1 o |2

1 |2 |2 |0 [0 |0 |1 |3

31416 |1 o Jo [0 Jo

o [o (o o [1 [1 |1

v

2 -1 [t Jo J1 Jo Jo 1
-1 |3 1 0 0 1 0 2 Forme canonique par
1 [2 [2 Jo o o [1 [3 rapport  (v,,v,,v,)
3T Te 1 0 0 0 0 pp 15V25 Vs
2 |4 1410 [0 o [o [-6

B of1]o]:2 L]0

-2 |1jo|0o| -+ |1 0|1

0 0(0/[0]-1 -1 110

—z jofofl][-d[-1]0]-L

0 0[0[0(2 2 0]0
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Donc y* =0 donc (P) admet une solution réalisable et (P) s’écrit :

5 _5
s + X, =7
(P)=4-3x, +x,=1 x; >0 Finde la 1° phase.

-2 x, =z(max)+ 4

Récapitulation :

Si w* =0 on obtient une base optimale (J) de P.A :

¢ Alors toutes les variables artificielles (qu’elles soient de base ou non). Sont nulles.

' Si Vi,v, ¢ J alors J est aussi une base réalisable de (P) on peut I'utiliser pour
initialiser 1’algorithme du simplexe.

' Si 3, tel que v, € J comme v, = 0un pivotage sur A°(Si A #0) permet de
passer d’une base optimale a une base optimale, v, quitte la base et est remplacer
par xg.

' Si un tel pivotage est impossible (4° = 0,VS)la ligne (r) était redondante, on la
supprime du méme coup on supprime v, (on traitera de la méme maniére toutes les

variables artificielles de base, soit par pivotage, soit en supprimant la ligne
correspondante).

¢ ala fin on obtient une base réalisable de (P).

I-2) Programmation linéaire en nombres entiers :

Définition 1.9: Le programme linéaire :

Ax=b
(P.E) x. €N
Cx=Z(Max)

qui présente la particularité d’avoir la matrice A(m,n), le m-vecteur colonne (b) et le n-
vecteur ligne (C) formés par des entiers est appelé : Programme linéaire en nombres

entiers.

' Sionremplace la contrainte x; € N par x; >0dans (P.E) on obtient le

programme linéaire relaxé noté (P.R)
Ax=>

(P.R) :{ X, 20
Cx=Z(Max)
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Soit (D) I’ensemble des solutions réalisables de (PR) et (S) celui de (PE). Si (D) est

borné alors (S) est fini car tout sous-ensemble borné de IN est fini.

Méthode de résolution : on est tenté de résoudre le programme (P.R) et d’associer a la
solution optimale obtenue les entiers les plus proches . Mais comme I’indique 1I’exemple

suivant on est souvent loin de la solution optimale de (P.E).

10x1 +12.X2 <59
(P.Ey) X|,X, € IN
10x; +11x, = Z(Max)

Ce probléme admet la solution optimal suivante : x*=(1,4);Z*=54.

Le programme relax¢é (PR, )associé¢ admet comme solution optimale x’'=(5,9;0)etZ’=59.

' Sion prend les valeurs entiéres les plus proches dex’, on aura x" =(6,0) qui n’est

méme pas une solution réalisable de (P.E).
¥ Sionprend x" =(5,0)alors Z" =50donc x" est loin de la solution optimale
de(PE)).

Les méthodes des coupes introduites par Gomory [8] figurent parmi les méthodes les plus

répandues pour résoudre les programmes linéaires en nombres entiers.

Une coupe est une inéquation du type ax < d qui est vérifiée par tous les points de (S) mais
pas par tous les points de (D) . L’idée est d’introduire une coupe a chaque itération du
simplexe pour diminuer 1’ensemble des solutions réalisables du (P.R) jusqu’a trouver une

solution optimale enticre.

Ecrivons (P.R) sous forme canonique par rapport a une base J .on obtient :

. |Ax=b
(PR) " X, 20
Cx=Z(Max)—a
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(J) est optimale si et seulement si : (7) :h>0 ;i0):¢<0.

La solution optimale de (PR) est la solution de base associée a J . Donc x, = bet x;=0,si

cette solution optimale est entiere (i-e,si b est entier) alors elle sera aussi optimale pour

(P.E).

Résumé :

(J) sera une base optimale pour (P.E) si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

i) b>0; ii)c<0; iii) b entier.

Algorithme dual fractionnaire :

Définition 1.10:

On appelle partie entiere d’un nombre réel a et on note [a] le plus grand entier relatif

inférieur ou égal a a.

Exemple:
[2,15]=2,[-3,5]=—4,[4]=4,[- 0,001]= 1.

On appelle partie fractionnaire dea et on note <a> le nombre <a> =a- [a].
L’algorithme dual fractionnaire consiste a maintenir les conditions i) et (i) de(P.R)
satisfaites et de chercher a réaliser (iii) .

Pour ce faire on écrit (P.R) sous forme canonique par rapport a une base J en utilisant

I’algorithme du simplexe, et on obtient a I’optimum :
.~ |ax=b
(P.R) .
Cx=Z(Max)—a
' Sibest entier, la solution optimale de (P.R) est optimale pour (P.E).

¢ Sinon soit 7 un indice tel que l;, n’est pas entier, donc <l;,> est strictement positif.
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On ajoute & (P.R) la contrainte * : z <121r’ >x ;2 <Z;r> qui s’écrit apres adjonction d’une
jeJ

variable d’écart y > 0.

*x z<2r’ >x jty= —<l;r> . On dira que (**) est la coupe engendrée par la r'™ équation.

jeJ

Remarque :

La somme de la ligne (r) de (PR)et (**) donne :
xcul(r) + Z(;lrj _<1:1,{ >)xj + y= b’\r - <b’\r> .
jeJ

Al - <121,’ > eth — <Z;, > sont tous deux entiers.

Le programme obtenu ainsi est écrit sous forme canonique par rapport a la base J' telle
que :
J'=J U lindice de la variable d'écart y} comme ¢é< 0 on applique & ce dernier

I’algorithme dual du simplexe.

¢ Sice programme n’a pas de solution réalisable, terminer (P.E) n’a pas de solution

réalisable.

¢ Sinon on écrit ce programme sous forme canonique par rapport a une base optimale

et on refait le méme processus avec ce nouveau programme.

Algorithme :

Soit a résoudre (P.E) :

0) Résoudre le programme linéaire (P.R) par 1’algorithme du simplexe.

¢ Si(P.R) n’apas de solution, terminer (P.E) n’a pas de solution réalisable.
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¥ Sinon : baptiser (P,)le programme linéaire (P.R) écrit sous forme canonique par

rapport a la base optimale J, ; poser k = 1.Aller en (1).

(1) Si la condition (iii) est vérifiée par (P, )aller en (3).
Si la condition (iii) n’est pas vérifiée par (P, ), faire choisir un indice 7 tel
que <l;, > >0.

Introduire la contrainte — z <1:1r’ >x X = —<l;r > .

jeJ
On obtient un programme linéaire (P, ) écrit sous forme canonique par rapport a la

base J, U {n + k}aller en (2).

(2) résoudre (P,,,)par ’algorithme dual du simplexe :

' Si (P,,,)n’apas de solution : Terminer (P.E) n’a pas de solution réalisable.

¥ Sinon écrire (P,,,)sous forme canonique par rapport a une base optimale J, _,;

poser k =k +1. Aller en (1).
(4) la solution de base de (k) relative a (Py) est la solution optimale de (P.E).
Remarque :
Le temps d’exécution de I’algorithme dépend des coupes engendrées a chaque itération.

C’est dans ce sens qu’on introduit la notion de coupe profonde pour diminuer le nombre

d’itérations.

Définition 1.11:

On dit qu’une coupe (c)est plus profonde qu'une coupe (¢') si(D nc) < (D nc') (donc

choisir (c¢)en premier est préférable car cela évitera au moins d’engendrer la coupe (¢') et

’algorithme aura moins d’itérations.)
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Bien qu’il n’existe pas de méthode systématique pour trouver la coupe la plus profonde, on
peut engendrer par des algorithmes particuliers des coupes et choisir parmi celles-ci la plus

profonde. C’est dans ce sens qu’on peut utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 1.12:

' VaeRPinéquation : ) ([oc]A/ - [ocA/ ])x ;2 [a]p—[ab,] est vérifiée par toute solution

jeJ
réalisable de (P.E) i-e, par tout ¢lément de S.

' Pour certaines valeurs de (&) cette inéquation est une coupe . En particulier poura =1.

Exemple :
S5x,+x, <20
(P.E;)=142x,+9x, <29
3x, +2x, = Z(Max)
Dans ce cas simple on peut représenter géométriquement 1’ensemble (S) et les coupes

engendrées par I’algorithme (fig 2).

Bl +m2=20

2xl +9wZ=24

Jx] +H9aE2=32

w1 +md=5

Figure (2)
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L’application de I’algorithme de simplexe a (P.R3)permet d’écrire celui-ci sous la

forme :

X taXs — X, =9+4
(PR3)=4x, —&2x; +5x, =2+ x;20 j=1234
-2 x,—Lx,=Z(Max)-(15+1%

1 eme

équation est ¢, : 35 X; + 4 x, > 2 qui correspond

La coupe engendrée par la >3

a:3x, +9x, <32
Au lieu de cette coupe, choisissons (h) entier tel que (*): <h33 >x3 <h 42>x4 > <h 22> soit la

plus profonde coupe possible. Dans ce cas simple on voit géométriquement que la coupe la

plus profonde i-e, celle qui garde toutes les solutions entiéres et diminue le plus le domaine
(D) est donnée par I’équation x, + x, < 5 en additionnant les deux contraintes de (P.R3)on

a:

X +X, +Lx, +=x,=11+4
s . * L = la coupe la plus profonde est L EX X, 260+8
X, +x,<5

.7 4y 41
Donc la coupe la plus profonde sera : 5x; + 5 x, =4

Et le théoréme nous permet d’écrire :

(h%)="Let (h2)=2%et (h2)=4 ce qui donne :h=39 Car :

(x9) = (82-3) = (8+ %)= % ,<39x%> =(39-3%)=(38+5) =1
(39x2)=(38)=(19+ &) =4

Au lieu d’introduire (C,)on introduit (C,): 5 x; + 4 x, >4 qui correspond ax, +x, <5,

sur le graphe on voit bien que (C, ) est plus profonde que (C,).

On ajoute a (P.R3)la contrainte — L x, —&x, +x, =—4 x>0
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Vérifions que deux itérations seulement suffisent pour résoudre (P.E3).

XX, X3 X, X b X, X, Xy X, Xg b
o g g 0 3+ B
o 1 2 X 0 2+ -0 1 < 0 2 2-3
o o0 I £ 1 Al o o0 I 1 = 4
0 0 3 g 0[5+ 0 0 3 0 g1
On prend la premiere équation, on obtient la coupe 4 x; + 3 x5 >+ en ajoutant une
variable d’écart on obtient— 4 x, —3x; +x, =—1.
X X Xy Xy X5 Xg b Xy Xy X3 Xy X5 X b
1 0o + 0 = 0 I 1 0 0 0 -1 1 3
o 1 o0 o0 2 -1 2
o 1 = 0 3 0 5 —
j fw jl o 0 o0 1 -16 7 5
o 0 3 1 £ 0 4 0 0 1 0 3 -4 3
o o £ 0 3 1 2 O 0 0 o0 1 -1 -13
o o0 L 0 S 0 -15+2

Algorithme primal en nombres entiers :

Lorsque le probleme relaxé (P.R) de (P.E) est posé sous forme telle que les conditions
(1) et (ii1) sont satisfaites nous développons une procédure qui nous permet de réaliser
la condition (ii)tout en gardant les conditions (i) et (iii) satisfaites.

Soit (P.R) écrit sous forme canonique par rapport a une base (J) telle que :

(J) réalisable (condition (1) satisfaite)

Les coefficients de A, b, C restent entiers (condition (iii) satisfaite).

Examinons le déroulement de I’algorithme sur un exemple pour illustrer la fagon de

satisfaire la condition (i1) :

x, —4x,<0
(P.E4){3x, +4x, <15
2x, +x, = Z(Max)

xX,X, €N
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Le programme relaxé s’écrit sous la forme standard :

X, —4x, +x,=0
(P.R4){3x, +4x, +x, =15 x;,20,j=1234
2x, + x, = Z(Max)

On voit que (P.R4)est écrit par rapport a la base {3,4} qui est réalisable (car b> 0) et tous
les coefficients sont entiers.

Si on veut dérouler 1’algorithme du simplexe, le pivot qu’on doit choisir doit étre non
seulement positif mais aussi égal a (1) (si possible), pour ne pas engendrer des termes
fractionnaires, sinon on doit introduire une coupe pour avoir cette propriété.

Dans (P.R4)on voit que (x, ) possede un colit réduit égal a (2) donc elle est candidate a
rentrer dans la base. A ce stade on doit pivoter autour du coefficient de ( x, ) dans la 1
équation qui est égal a (1), ce qui ne pose pas de probléme d’intégrité. Aprés une itération
(P.R4) sera écrit sous forme canonique par rapport a la base J = {1,4}.

X, —4x, +x,=0
(P.R4){16x, —3x; +x, =15 x,20,j=1234
9x, —2x, = Z(Max)

Pour effectuer une deuxieme itération du simplexe : il faut pivoter sur le coefficient de
(x,) dans la deuxiéme équation qui vaut (16) et cela va engendrer des termes fractionnaires

et la condition (iii) ne sera plus satisfaite. Pour remédier & ce probléme on applique la

régle suivante :

Si le pivot 4° >1on introduit une coupe correspondant a la ligne pivot (r) de la forme :

S 3
jeJ .

coupe(*):—Z[j’;}xj 2{3’5}

jeJ

S [/ |na? |k, > [n}p, —[#b,] Si on prend h= AL :¢ A5 >1=>[h]=0et on aboutit & la

Les coefficients de cette contrainte sont entiers car ce sont des parties entieres.
En multipliant (*) par (-1) et en introduisant une variable d’écart on obtient :

A/ b ) .
(**): Z{AZ }xj +y= {Ar‘ } y > 0. On ajoute la contrainte (**) a (P.R) et on effectue
jeJ r r

dans le nouveau programme un pivotage sur le coefficient de (x,) qui vaut (1) dans la
contrainte ajoutée.
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Revenons a notre exemple : 4; =16 . On introduit la coupe correspondante a la 2'“™
équation .
Le nouveau programme est :

X, —4x, +x;,=0

16x, —=3x; +x, =15

x,20;7=01234,5
X, —X;+x,=0

9x, —2x, = Z(Max)
3iéme

En pivotant autour de (x, ) dans la €quation et en ajoutant la coupe :

X; —2x;+x,=1.0naura:

x, —3x; +4x,=0
13x; +x, +6x5 =15
X, —x;+x,=0

Xy —2x5+x,=1
7x;, —9x5 = Z(Max)

A% =13,r=2,5=3

r

X, —2x5+3x,=3

x, +10x, —13x, =2

X, — X5+ x4 =1

Xy —2x5 + x4 =1

S5xs —Txy = Z(Max) -7

A3 =10;r=2;5=5

La coupe correspondante est : x, —2x, +x, =0 x, >0

X, —2x5+3x,=3

x, +10x, —13x, =2
X, — X5+ x4 =1

Xy —2x5 + x4 =1

Xs —2x5 +x, =1

5x, —Txy =Z(Max) -7
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X, — X, +2x, =3

x, +7xs —10x, =2

X, —Xg +x; =1

X, —3x, +2x, =1

Xs —2x5 +x,=0
Xg—2x, +x,=0

3x, —5x, =Z(Max) -7

X, +xg=3

X, +4x;, —Txg =2

X, = X5 + x4 =1

X, —4x,3x, =1

Xs —3x, +2x, =0

Xy —2x; +x,=0

X, =2xg +x,=0

x, =3xy =Z(Max) -7

x, =3

X, +xg —4xy =2

X, —Xg +xy =1

X, —5xg +4x, =1

X; —4xg +3x, =0

Xg —3xg +2x, =0

X, —2xg + x4 =0

— Xy — Xy =ZMax) -7

A cette itération on voit que la condition (iii) est vérifiée, donc on a trouvé une solution
optimale.
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Algorithme :

Soit a résoudre (P.E).

(0) Baptiser (FP,) le programme linéaire (P.R) écrit sous forme canonique par rapport a une

base réalisable (J) telle que tous les coefficients soient entiers.

PoserJ, =J;k=0
(1) Si Max ¢’ <0 aller en (3)

Sinon aller en (2)

. : ) b b
(2) Choisir S tel que ¢* >0 ; déterminer r tel que : A_r‘ = Min, {A_l" A > 0}

i

' Si A° =1 effectuer un pivotage autour de A° poser.J,,, =J, U {s}— {col(,) }

' Sinon on ajoute a (£, )la contrainte :
Z A, X, +y= b 1. >0
2| y x| y=

On obtient un programme linéaire (P, ) écrit sous forme canonique par rapport a la base

réalisable J, U {indice de la variable d'écart}.

' Effectuer dans (7,,,)un pivotage autour du coefficient de (x,) dans la contrainte
ajoutée, cette opération permet d’écrire (P, ,,)sous forme canonique par rapport a

une base réalisable J, ..

Poserk=k+1,
Aller en (1)

(3) lasolution de base de (P, ) relative a J, est une solution optimale de (P.E).

Remarque :

On peut supprimer la contrainte relative a une variable d’écart (y) si celle-ci est de nouveau

candidate a rentrer dans la base.
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I-3) Probleme de transport
I) Définition 1.13:

On dispose de (m) entrepdts et (n) points de vente qu’on doit alimenter a partir des

entrepdts . La quantité x; est acheminée de I’entrepdt (i) au point de vente (j) ,

aj,...,a, représentent les quantités disponibles dans chaque entrep6t et by,...,b,, les

quantités demandées par chaque point de vente.

- On voit que le probléme admet une solution si Z a;, > Zb_/ .
i=1 j=1

- Si ¢, représente le colt de transport d’une unité de marchandise de I’entrep6t (i) vers le

point de vente ( j ) alors notre programme de transport s’écrit :

n
ny sq
=1

(PT){D x,;2b, X, 20
i=1

i i c;x; =Z(Min)

i=1 j=1

Remarque :

1. On peut poser Z a, = Zb_/ sinon on ajoute un point de vente fictif auquel on
i=1 j=1

affecte la demande b, = Z a, —Z b ; avec un cott de transportc,, =0; Vi=1,....,m.
1 1

2. La condition Zai :Zb ;  entraine directementhl.j =a, Vi etz x; =b,Vj.
i=1

i=1 j=1 j=1
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Démonstration :

m m

< inj supposons que pour un indice jona b; < inj alorson a :
i=1 i=1

Zb <22xlj ZZxU_Zal Contradiction car Zb —Zal
Jj=1 i=1

j=1 j=li=l i=1 j=lI i=1

Donc b, :Zx”. j=L..,n

i=1

De méme on voit que a; = le-j .

3. Si a, =0donc I’entrepdt (1) ne peut alimenter aucun entrepdt, donc on peut le

supprimer.

Si b, =0le point de vente n’a aucune demande, donc on peut le supprimer.

En définitive tout probléme de transport s’écrit sous la forme :

a,>0: i=1L...m
(TKY x;=b, j=l.,n x,20 Avec b, >0: j=1l..n

) cijZO

On peut écrire ce probleme de transport sous la forme :

L |Ax = f
(T) x>0
Cx = Z(Min)
a
A:(m+n,mn); f = (b] eR"
C : m.nvecteur ligne et x : m.n vecteur colonne

Si on examine les contraintes du programme (T) :
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n
le-j =a;;i=1L...m
)
J xl'j 20

m
le'j :bj;jzl,...,l’l
i=1

On peut déduire la structure de la matrice A dont les ¢léments sont des (0) ou des (1).

Chaque variable x; intervient deux fois et deux seulement ; une fois dans les (m) premiéres

équations et une fois dans les (n) dernieres. Donc toute colonne de (A) possede deux

composantes différentes de (0) (qui sont égales a 1).

Si on pose : 1=[1,...,1],0=]0....,0] des n-vecteur lignes et 1, le (m.n) vecteur ligne tel que :
lk :(0611,0{12,...,0(1,,,,0{21,0(22,...,0(2,1,...,ail,aiz,...,am,...,aml,amz,...,amn) et

1 sij=k .
a, = I =1lye,n
0 sij#k

Soit A" = . L. . |et soit A" = alors: A =

0 0 0 1

Introduisons selon la définition récursive suivante la notion modifiée d’une matrice
triangulaire [8]:

Définition 1.14:

On dit qu’une matrice carrée non singuli¢re B est *" triangulaire”” si :

1) un scalaire non nul est une matrice "‘triangulaire”” d’ordre (1).

i1) B possede une ligne ayant exactement un ¢lément non nul, et la sous matrice obtenue a
partir de B en supprimant cette ligne et la colonne de cet élément est “"triangulaire”” (au

sens modifié).
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Exemple :
1 2 3
2 3
40 0]> —[3]
6 0
56 0

Définition 1.15:

Une matrice A(mxn)est dite totalement unimodulaire (noté t-u) si toute sous-matrice

carrée de A4 admet un déterminant égal a : +1,—1,0.

Remarque :

) Ax=5b
Soit (p) x>0

cx = Z(max)

Ou Aest t-u. Si bet A sont a valeurs entieres alors pour toute base J la solution de base
associée aJ est a composantes entieres.

Théoréme 1.16:

Soit B une matrice carrée non singuliére extraite de A, alors B est ""triangulaire”” au sens
de la définition.

Corollaire 1.17:

La matrice du probléme de transport est t-u.

D’apres ce corollaire si la matrice A et le vecteur b du probléme de transport sont a valeurs
enti¢res alors toutes les solutions seront entieéres. Donc résoudre un probléme de transport

en nombres entiers est équivalent a résoudre son probléme relaxé.

Théoréme 1.18:

Le rang de la matrice (A) des contraintes de (f ) estégala (m+n—1).

Remarque :

1) Le concept de matrice triangulaire défini ici coincide avec celui des matrices
triangulaires classiques a une permutation prés des lignes et des colonnes.

2) Si (B) est une matrice “‘triangulaire”” alors le systéme (S) : Bx = f, se résout par

substitution de la maniére suivante :
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Soit (i) une ligne de (B) ne contenant qu’un élément non nul disons B/ , on a
donc :x; = % - En remplagant (x;) par sa valeur dans les autres €équations, on a encore

un systéme de type (S) (i-e, un systéme dont la matrice est ““triangulaire’” ) a résoudre

mais la dimension a diminu¢ d’une unité.
3) La résolution de (f ) se fait par 1’algorithme révisé du simplexe, compte tenu de la

propriété de triangularité des matrices B, pour calculer :

-Le vecteur multiplicatif : on résout 7B =c” .

] . ) a a
-La solution de base associée : on résout B (b] = (b] )

-La colonne candidate : on résout BAS = 4° .

Ces systemes sont faciles a résoudre, car I'utilisation de la remarque (2) nous évite

d’inverser (B) a chaque itération.

Résolution de probleme de transport :
En considérant le probléme dual du probléme de transport on déduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.19:

Une C.N.S pour qu’une solution réalisable (x) de (T) soit optimale est qu’on puisse

trouver :u,,u,,...u, et v,v,,..,v, telque:
(Du, +v, <c¢, i=L..metj=1,..,n

2)u, +v, <c¢; =X, =0 i=l.metj=1..n

Remarque :
Si u,et v, qui sont en fait les variables duales, satisfont les contraintes (1) et (2) alors il en

est de méme pour u, —a et v, + « cela est dii au fait que toute contrainte du probléme de
transport est redondante, aussi pour chercher les u, et v; on posera systématiquement

u, =0 et le théoréme précédent nous donnera une solution plus rapidement qu’en utilisant
I’algorithme du simplexe.

-On peut représenter un probléme de transport (T) par le tableau suivant :

33




CHAPITRE I. RAPPELS

X X X a
11 12 13 X !
c]1 ch C13 ___________ ! C] ul
X X, X X a
021 022 2 Cz~ ___________ 2 czn uz
X X xm3 ___________ xmn am
Col | 2 [ Cow3| Com u,
2 - by 2 v
1 v, Val n

Chaque case de ce tableau représente une colonne de la matrice A.
Une ligne représente une contrainte parmi les (m) premiéres contraintes de (T) et une
colonne représente une contrainte parmi les (n) dernieres de (T).

Le probléme consiste a trouver x,,u, ef v, tels que:
' Lasomme des x,sur lai®™ ligne soit égale a u,.
' Lasomme des x,sur la "™ colonne soit égalea v;.

' uet v, verifient (1) et (2) du théoréme (1.19).

Organigramme [8]:

I- Recherche d’une base réalisable (J) de départ et la solution de base qui lui est

associée :

(J) désignera I’ensemble des couples (i, j) appartenant a la base, donc :|J | =m+n-—1.

(Dh)Sim=letn>1alors:J = {(1,1),(1,2),...,(1,11)} 3%, =b,x, =by,..,x,, =b

n n*

2)Si m>letn=1alors J = {(1,1), (2,1),..., (m,l)}, X =0a,Xy =0y, X, =0

m

(3) Si m>1 et n>1 on choisit une case du tableau (T) par exemple la case (i,j) telle que
¢y =Miny, ) ¢, s (*).

*« Ce choix n’est pas obligatoire mais il consiste a prendre d’abord les liaisons de faible

colit ce qui donne en moyenne une diminution du nombre d’itérations ».

On pose alorsJ = J U {(i, j)} et x,; = Min{ai,b_/ }
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(ie : La quantit¢ maximum qu’on puisse attribuer a.x, tout en realisant les autres

contraintes.)

Si:a; <b,(resp a, >b,)onaura x; =a,(resp x, =b;)

Et x;, =0.((resp x,;, =0)).pour j# j'(resp pour i #i").

La i"™ ligne (resp la j™ colonne) de (T) est saturée.

On peut considérer maintenant qu’il nous reste a chercher une solution réalisable d’un
nouveau probléme de transport déduit du premier en supprimant la i™ ligne (resp la j*™

colonne) et en remplagant b, (resp a,) par b, —a,(resp par a, —b,).

II-Procédure de calcul des multiplicateurs :

Déterminer le vecteur multiplicatif de la base J revient a résoudre le systéme

(S):m4” =c”’ ou mreprésente le (m+n) vecteur ligne (u,,u,,...,u, ,v,,V,,...,v,) .Comme la
matrice A n’est pas de plein rang (rg(A4A) =m + n —1<m + n) et admet une solution
réalisable, donc I’ensemble des solutions est défini a une constante prés .Aussi on peut

systématiquement poser u, =0.Le systeme (S)devient S":u, +v, =c;,V(i, j) € J et ce

i
systéme se résout de proche en proche. Les nouveaux cofts relatifs a la base J
sontc; =c; —(u, +v;).

Soit (i, j)un couple hors base tel que : & = Cop —Uy =V, =Min, [c,.j —u, — ij

¢ Si o >0alors J est optimale.

' Sinon le couple (i, ;') rentre dans la base.

ITI-Changement de la solution et détermination d’une nouvelle base :

Posant J'=J U {(i " ’)}et appliquons la procédure décrite dans (I) jusqu’a ce que le
tableau réduit obtenu ne contienne aucune case de J'seule dans ligne ou seule dans sa
colonne. Marquer + la case (i’, j') ,les autres cases sont non marquées.

Tant qu’il existe une ligne ou une colonne contenant une case non marquée et une case
marquée, marquer la case non marquée du signe opposé de celui de la case marquée.

Fin tant que.
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Poser 0 = MinleJ

{(i,j)/(i,j)est marqué —}

Soit (7, ) une case marquée — telle que Xy = 0

La nouvelle base est J = J U {(f ,})}— @)}

Aller a la procédure de calcul des multiplicateurs ( ie: les variables duales) avec J =J .

Probléme d’affectation :

(n) personnes sont a affecter a (n) travaux, chaque personne devant effectuer un travail et

un seul, et chaque travail doit étre fait par une personne et une seule.

Le coiit de I’affectation de la ™ personne au j

:ieme

affecter les personnes aux travaux de sorte que la somme des cofits soit minimale.

Ce probléme peut se formuler comme un programme linéaire en nombres entiers

__J1 Silai®™ personne est affectée au j
Y10 Sinon

Onaalors: A=

j=li=1

ieme

travail

z zcijxij = z(Min)

Soit (4)le (P.L) obtenu a partir de (A), en relaxant les contraintes d’intégrité sur les

variables X,

n
inj =1
=

i=1 j=1

Zn:xl.j =1 j=1n
i=l1

i=Ln

i ic”.x,.j = Z(Min)

travail estc;; , le probleme consiste a
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Toute solution optimale de base (A) est une solution de (4). En effet A est un probléme de
transport, sa matrice est totalement unimodulaire, i-e, toute sous matrice de A non

singuliére aura un déterminant égale a 1 ou -1. Par conséquent toute solution de base A est

entiere(quand les seconds membre sont entiers).

n
Comme : x; > Oetz x,; =1on anécessairement0<x, <1 et les seules valeurs enticres de
i=1

I"intervalle [0,1]étant 0 ou 1, par conséquent résoudre 4 revient a résoudre A .

Le Programme linéaire (Z ) est aussi appelé "probleme d’affectation" .

Remarque : Pour toute solution de base du probléme d’affectation on aura 2n-1 variables
de base et seulement n variables égales a 1(les autres étant nulles), le probléme
d’affectation sera donc trés dégénéré, aussi on se gardera lors de la résolution de conserver

a chaque itération une base i-e, de ne faire sortir qu’une variable a la fois.
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I-4) Optimisation multicritére :

Un programme multicritére consiste a optimiser plusieurs fonctions objectif soumises a un

méme ensemble de contraintes, on peut le présenter de la manicre suivante :

Max  f(x)=Z,
Max  f,(x)=Z2,

Max f,(x)=Z,

g,(x)<h,
g,(x)<b, X=(X,%y,..,%,);x, 20

g, (x)<b,
f.(x) : est la fonction objectif du i*™ critére, i =1,...,k .
g j(x) représente la ™ contrainte. j =1,..., m.

Soit § = {x eIR" /g;(x)<b;,i= 1,2,...,m} alors (§)est I’ensemble des solutions

réalisables.

Définition 1.20:

Soient deux vecteurs Z', Z>appartenant 2 R* ,on dit que :
Z'domine Z? si Z; >Z};Vi et ilexiste jtelqueZ; >Z;.

Définition 1.21:

On dit que x € S est une solution efficace siVx e S f(x)n’est pas dominée par f(x) ou

S estle vecteur critere : f = (f;);_% -
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Dans le cas particulier ou les fonctions f;(x) et g,(x) sont linéaires c'est-a-dire de la

forme :

fi(x)=clx +c'x, +..+c'x, i=12,..,k

gj(x)za;xl+a]2.x2+...+a;7xn j=L2,...m

Alors le programme linéaire multicritére s’écrit sous la forme suivante :

x=(X,%5,.,%,),% 20

Ax <b
Cx=7Z(M ax)

o Aestlamatrice (m,n)de terme a/.
e (Clamatrice (k,n)de terme C/.

e ble vecteur colonne : (b,,b,,...,b, )" .

La fonction d’utilité :
Etant donné qu’un programme multicritére admet rarement des solutions qui optimisent

simultanément tous les critéres, on définit une fonction U dite fonction d’utilité telle que :

U:IR* - IR
Cette fonction va exprimer une mesure de I’importance ou de la préférence de chaque
critére par rapport a ’ensemble des autres du point de vue du décideur. Ainsi le
programme devient monocritere.

Par exemple le programme multicritere linéaire précédent devient :

MAx {u(z)/z =CcX,X € S}
Pratiquement il est souvent impossible de construire mathématiquement une fonction
d’utilité a cause déja de la subjectivité de la notion d’’importance’” ou de *’préférence’”.

En outre on peut rarement appliquer les méthodes de la programmation linéaire car la

fonction d’utilité sera généralement non linéaire .
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Problémes de flots

I1-1) Probléme de plus court chemin

Définition 2.1: Un réseauR = (X,U,d) est défini par un graphe G = (X,U) et une

application d : U — R. d(u) est appelée longueur ou cotit de I’arc u.

Définition 2.2: La “‘longueur’” d’un chemin (c) dans le réseau R = (X,U,d) est égale a la
somme des ‘‘longueurs’’ des arcs (comptées avec leur ordre de multiplicité dans c¢) qui

constitue le chemin. /(c) = Zd (u) .

Notations :
Siu=(x,y)eUalorsonnote /(u)=xet T(u)=y
Si A < X onnote :
WA ={ueU/Iu)e AW (A) ={ucU/Tu)e AfetW (4A) =W " (A) VW (A).
Soit W c U alors s’il existe 4 < X tel que W =W (A)on dit que W est un cocycle.
On appelle la matrice des distances du réseau R = (X,U,d)la matrice D dans I’¢é1ément d, se
définit par :
d, si (x,x;)eU

d;,=q+to si (x;,x;)eU

0 si i=j
Algorithmes de recherche de plus courts chemins [3]:

On pose X = {x,,X,,...,x, jet on se propose de trouver un plus court chemin de x,a x, .

Pour que le probléme admette une solution de longueur finie nous supposons que le graphe ne
comporte aucun circuit de longueur négative (dit circuit absorbant),et qu’il existe au moins un
chemin de x,ax,.

Algorithme général (Algorithme de Ford) :

Bien qu’il offre I’avantage d’étre utilisé sans aucune restriction ni sur les signes des longueurs

ou la présence d’un circuit, il est trés peu utilisé pour son manque d’efficacité.
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A4 =0,4,=0,j#1

\ 4

Marquer x,de

A, =4 +d, Y
7y
) (x;,x;)elU Stop : reconstitution du (des)
oui tel que non__ I chemins (donnés par
I’algorithme d’identification
A, >4 +d, g

Algorithme d’identification :
Les chemins recherchés se reconstituent a reculons a partir de x, ,par juxtaposition d’arcs

(x;,x,)telque 4, =4, —d,;.

Obtention des A i

Chercher x ; tel

4 que:A; =4, —d , poser x;, =x;
A 4
H= (xk > ,Ll)
non oui Stop : wu est 'un des

A

=
-

Il
=

"| chemins cherchés
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Algorithme de BELLMAN :
Si le réseau ne comporte pas de circuit, on utilise I’algorithme de BELLMAN basé sur le

principe de la programmation dynamique de calcul de proche en proche.

2,(0)=0
2,(0)=c0, j %1

A 4
=
Il
=
+
[S—

A,(k)=0
(k)= Min (A;(k=1)+dy), j#1

I/ Stop : reconstitution du
oui ’ on " chemin par I’algorithme
Ay (k) # 4, (k 1) d’identification
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Algorithme de Dijkstra :

Si d(u;)=0,Vi : alors on utilise I’algorithme de Dijkstra qui consiste a calculer les plus

courtes distances de proche en proche par ajustements successifs, en faisant jouer au sommet

x, obtenu a la k™" itération un réle particulier.

D={x}4 =0
A, =d; j#1
A 4
i » A =Mind; x; ¢D
A 4
D=Dulx,}

Aj=Minih;, Ay +dy |

l

A

x,eD -
non oui

Stop : reconstitution du chemin
par 1’algorithme d’identification
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I1-2) Probléme du flot maximum (Algorithme de Ford et Fulkerson) :

Considérons un réseau R = (X,U,C)avec X = {s,al,az,....,an,p},U = {1,2,3,....,m} ; Crestla
capacité de I’arc i.

1=(p,s)est appelé ’arc de retour ,C, =4+0. W (s)=W"(p)=1

alors un flot d’un réseau R est la donnée du vecteur ¢ =(¢,,¢,,....5,,)

Tel que pour tout arc (i)ona:

1)0<¢, <C,
2) D &= D¢ VxeX.
W (x) ieW™* (x)

Définition 2.3 :

-On désigne par ¢, = Zg" . appelé I’afflux au point x.

W (x)
-Un arc (i)est dit saturé si ¢, = C,.

-Un flot £ est dit complet si tout chemin allant de (s)a (p) contient au moins un arc saturé.

Algorithme de Ford et Fulkerson :

Cet algorithme nous permet de chercher un flot ¢ tel que 0 < ¢, < C, et {; maximum.

Pour cela on démarre d’un flot £ (au jugé) compatible (sinon on prend§; =0, V7).

-Pour diminuer le nombre d’itérations on cherche un flot complet, c’est-a-dire tel que tout

chemin allant de sa p contient au moins un arc saturé.

A partir de ce flot utilisons la procédure de marquage suivante :

(1)On marque (s)d’un signe +.

(2)Si a; est marqué, on marque d’un signe + tout sommet g ; non marque tel que
(aiaaj) eUet é/(aiaaj)<c(aiaaj)'

(3)Si a,est marqué, on marque d’un signe (-) tout sommet a tel que

(aj,a;)eUetl(aj,a;)>0.
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Si avec cette procédure on parvient & marquer le sommet (p) alors il existera une chaine

¢lémentaire pde (s)a (p).

Soient :

ut = {u € pifu= @, et aj-marqué d'un signe —|-}

u= {u € flu=aa; et a;marqué d'un signe —}

6, = Min(C(u) - (u)) ; 6, = Min({(u)) (donc 6, >0et 5, >0),6 = Min(6,,9,).
u; N UL

& (u)siug
Posons {'w) =4 L) - dsiue
S+ dsiue gt
I1 est évident que ¢’ ainsi construit demeure toujours un flot et en plus

{'(p,s)=¢) =&, +9 > ¢, donc on a augmenté la valeur du flot.

(4) on réitére la procédure de marquage avec le nouveau flot obtenu jusqu'a ne plus pouvoir

améliorer la valeur du flot, c-a-d on n’arrive pas a marquer le sommet (p) alors le flot obtenu

est un flot a valeur maximum .

Cet algorithme peut étre justifié par le théoréme suivant :
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Théoréme de la coupe minimum :

Définition 2.4:

On appelle coupe ¢ dans le réseau R = (X,U,C) et (s, p) = u, une partition 4 et Ade
I’ensemble X telle que: s € Aet p e A
La capacité d’une coupe ¢ est définie par C(&) = ZC (u)

uew" (A)

Théoréme 2.5:

Pour tout flot réalisable f sur R =(X,U,C)(avec C(u,) = o) et pour toute coupe £ séparant

pde sona: f(u,)<C().

Ce théoréme possede de nombreuses applications, en fait ¢’est une autre version du théoréme
1.1.
Remarque :

Dans le cas des réseaux canalisés R = (X,U,b,c)on peut appliquer 1’algorithme de Ford et
Fulkerson en posant ¢, = Min ¢ (u)—b(u)mais pour I’initialisation on ne dispose pas de flot

réalisable car le flot nul ne 1’est pas. Le paragraphe suivant va lever cette difficulté.

I1-3) Probléme du flot réalisable :

Théoréme d’existence pour un flot réalisable (A-J-Hoffman) :

Etant donné un réseau R = (X,U,b,c)on ne peut appliquer I’algorithme de Ford et Fulkerson
que si on dispose d’un flot compatible au départ pour commencer notre procédure car § =0

n’est pas nécessairement une solution admissible. Le théoréme d’Hoffman établit une C.N.S

d’existence d’un tel flot.
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Théoréme 2.6:

Etant donné des nombres b.et ¢; i = l,—m la C.N.S pour qu’il existe un flot £ sur un réseau
R =(X,U,b,c) tel que b, <&, <c,est que:

Pour tout cocycle élémentaire (W) de (X,U) alors :

ZCI' > Zbl et Zci > Zbl .

iew?® iew” iew” iew”

La démonstration repose sur une procédure de recherche d’un flot compatible. On va la

reprendre pour expliquer cette procédure.

Démonstration :

La condition est nécessaire car si un tel flot ({') existe alors : Z§ .= Z§ ceth <{. <c¢ =

iew™ ieW”
sz‘ < Zé’i = Zé’i < Zci donc : be < ZCZ. .

iew* iew* iew” iew” iew* iew”
De méme Zbl. < Z{i = Z{i < Zci donc : Zbl. < Zci .
iew” iew”™ iew™* iew™ iew” iew*

Pour montrer que la condition est suffisante, utilisant la procédure suivante qui du méme coup
nous donne un algorithme de construction d’un flot réalisable s’il existe.

Etant donné le flot £ = 0 non nécessairement réalisable sur le réseau R = (X,U, b, c)associant

a ce flot un réseau R' = (X,U',b",c")tel queVu e U :

b,(u)_{b(u) si & (u)=>b(u) c(u) si &)< cu)
@ sig <bw C) i C(u)>c(u)

Soit u = (x,y) e U tel que c¢(u) # ¢'(u) alors on ajoute a ’ensemble U un arc u’ = (y,x)avec :

et ¢'(u)= {

b'uy=0, c'w)=C(w)—c(m) et {(w')=<¢(w) (onvoitque (u')<c'(u")).

En ajoutant I’arc (y,x)on va créer un cycle de (y ax) et I’algorithme de Ford Fullkerson va
augmenter la valeur du flot sur le cycle mais le diminuer sur I’arc (x, y)car il est en marquage

inverse.
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On répétera 1’opération jusqu'a épuiser tous les arcs ou ¢(u) # ¢'(u) donc on obtient un flot

tel quel'(u)<c(u) VuelU.

De méme si u = (x,y) € U tel que b(u) # b'(u) on ajoute a I’ensemble U un arc
u' = (x,y)avec

b'wh)=0, c'W)=c'(u)et Ju)=q(u).

En ajoutant I’arc u' on va créer un cycle de (y ax) et I’algorithme Ford et Fullkerson va
augmenter le flot sur I’arc (x, y)car il est en marquage direct, on répétera 1’opération jusqu'a
épuiser tous les arcs tel que b(u) # b'(u) , donc on obtient un flot ' tel que

{'(u)>b(u) Yu e U ainsi on obtient un flot £ dans le réseau R = (X,U,b,c)tel que

bu)<l(u)y<c(u) VuelU.

Neéanmoins cette procédure peut mener a deux issues :

1) Soit I’algorithme se déroule normalement et on aboutit a un réseau: R'=(X,U',b’,c’)
ou YueU :b(u) =b'(u)et c(u) = c'(u) et dans ce cas le flot généré par 1’algorithme est

réalisable sur le réseau R = (X,U,b,c).

2) Soit en choisissant un arc u = (x, y)tel que c(u) # ¢'(u) (ou b(u) # b'(u) ) et en ajoutant
I’arc u' = (y, x)’algorithme de Ford et Fulkerson ne permet pas d’augmenter la valeur du flot
sur I’arc u = (x, y). Cela implique que la procédure de marquage ne permet pas d’atteindre le

sommet (y)en partant de (x).

Alors soit (A4) I’ensemble des sommets marqués donc : x € Aet yg A=>uelW (A).

cu)#c'(u)=<'(w)=c'(u) >c(u).

$'(v)=c'(v) I'arc (v) doit étre en marquage direct
VveW ™ (A) (v#u)=et

c'(v) 2 ¢(v) par construction de R’
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£'(v) = b'(v) marquage direct
VveW (A)= et

v£u'

b'(v) < b(v) par construction de R’

¢ estun flot sur R = (X ,U,b, c)par construction de ¢’ mais non réalisable et

W(Y)=W(A)—u'estun cocycle sur (X,U) :

2, fm= 2 L= 3 = ).

veW™* (Y) veW ™ (Y) veW* (Y) veW ™ (Y)
L ueW (Y c'(u) > c(u
Mais (+) ,( )> el )} = > < D WM< D bv).
siveW " (Y)-u c'(v)2c(v) Vel (Y) Vel (1) Vel (Y)

Donc on a mis en évidence un cocycle (W (Y))ou la condition d’Hoffman n’est pas vérifiée.

Par conséquent la condition d’Hoffman est suffisante.
I1-4) Probléme de flot de colit minimum :

Définition 2.7 :

Le probléme du flot de colit minimum sur un réseau R = (X,U,a,b,c) consiste a trouver un

vecteur (§ =¢,,¢,,.....¢, ) tel que :

D Y Cw)= D <Cw) Vji=12..n.

w, W™ (j) u W= (j)

2) b, <(, <, i=12...m.

3) > a,{, soit minimum.

i=1
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Remarque :

Le probléme du flot de colit minimum peut étre formulé comme un programme linéaire en

variables bornées qui consiste a trouver un vecteur : § =(§,,4¢,,....¢,,)tel que :

AL =0 b, <, <c, i=1lm
al = Z(Min)

A étant la matrice d’incidence aux arcs du graphe (X,U) définie par :

1 osi i=1(u,), i=1,..,n
A, =1-1 si i=T(u;), j=L.,m

0 sinon

Théoréme 2.8 :

Une C.N.S pour qu’un flot ¢ réalisable sur R = (X,U,b,c) soit une solution optimale du

probléme du flot de cout minimum est que pour tout cycle I'de (X,U)tel que :

5= Min[z\@(c(u) ~ £ (). Min(§ (u) - b)|>0 onait: D a@)= Y a().

uel™* uel’™

Nous allons reprendre la démonstration de ce théoréme car elle constitue une procédure de

recherche d’un flot de colit minimum.

Démonstration :

La condition est nécessaire.

Soit (I')un cycle tel que 6 > 0.Supposant que Za(u) < Za(u) ,alors le vecteur £ tel que :

uel* uel™

Cw)+6 siuel”

C'w)y=<C(w)—0 siuel .
0 siugl
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On voit que ¢ est par construction un flot réalisable sur R = (X,U,b,c)et on a en plus

al'=al +8() a(u)- Y a(u)) < al car § > 0.

uel'* uel’™

Donc ¢ ne peut étre optimale par conséquent la condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante :

0 > 0et § est un flot réalisable.
Si ¢ n’est pas optimale, soit £’ un flot réalisable tel que a{'—ad <0.

¢ et ¢’ étant des flots sur (X,U)donc " =¢ — ¢ est aussi un flot .

D’apres le théoreme de décomposition [9] on peut trouver dans (X,U), (k)cycles
I,,T,....T, et (k)nombres réels positifs a,,a,,....a, (&, >0) tels que:

¢"(u)y>0siuel;
Vuerl, et {"=ay, to,y, oy,

C"(u)y<0siuel;
1w el;
y ; €tant le vecteur représentatif de I'; c-a-d : yj. =q-1 wu, el .
0 u el
ad"=a(¢'-¢{)=al'-ag <0
et al"=a,ay, +a,ay, +..+a,ay, = a,ay, +...+aay, <0

a, >0 Vi =il existe au moins un cycle T, tel que ay; <0 donc Za(u) - Za(u) <0 ,par

+ -
uel’; uel’;

conséquent la condition est suffisante.

Algorithme de recherche d’un flot de coiit minimum :
Associons d’abord a tout flot ({) réalisable sur R = (X ,U,a,b, c) le réseau
R()= (X, vu'ou"uu”, c?)déﬁni comme suit :

+oo si §(u)=c(u)

Si u=(x,y)eUalors u'=(x.y)eU"et &(”'):{a(u) si C() <)
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Si u=(x,y)eUalors u"=(y,x)eU"et d(u") = {Z::) S; i((uu);bb((uu))

U"={(s,x)/xeX~s};du"= > |a@)| Vu"eU" (squelconque).
uelU'oU"

Algorithme

(0)Si R= (X ,U,a,b, c)n’admet pas de flot réalisable ,terminer.
Sinon soit ¢ un flot réalisable sur R aller en (1).

(1) Si le probléme des plus courtes distances dans R(¢)admet une solution, terminer.
Sinon aller en (2).

(2) 1l existe dans R( /) un circuit absorbant (C),les arcs de (C)correspondent dans R a un

cycle I' pour lequel Z a(u) > z a(u).
I~ r*

Poser ¢ = Min {Min (& (u)— b(u)),]\?{n (c(u)— é’(u))}

:=¢+el aller en (1)

Flot de valeur maximum de coiit minimum :

On se propose de trouver parmi tous les flots de valeur maximale un qui est de colit minimum.
Ce probléme est en relation directe avec le probléme de transport ou le flux sur I’arc (i,))
représente la quantité servie par I’entrepot (i) au point de vente (j) et le colit sur cet arc est
¢gal au colt de transport de (i) vers (j).

L’algorithme suivant apporte une réponse a ce probléme.

Algorithme :

0) R=(X,U,a,b,c) , a ij :colit unitaire, @, :valeur du flot donné par Ford et Fulkerson.

(1) Construire le graphe d’écart G({) =(X,U({))tel que :
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G el etc;-¢; >0
(i) e U(Z) Si Sou
(jiyeU et —b; >0
e S’il n’existe pas de chemin de sa pdans G({) : £ est de valeur maximale égal

ad et de colit minimum. Stop.

e S’il existe un cheminde sa p dans G(¢),poser :

a; si (HeU@)nU
—a; si (HeU@)-U

y

i

Construire dans G'(¢)un chemin g de sa p de longueur (Zl ; ) minimale

c; —¢; si (HeunU
Poser: r, =4 ‘ o
y—by si (()eu-U
a = Minlr, /(ij) € u|
D) =D() +a.
g, ta si (HeunU
y—a si (eu-U

£+ @, —@(¢) si()eunU
£y =@y +@(¢) si()eu-U

e Si®,>d(J)poser Qz{

* Si(®,)<D() poser ¢ ={

¢ =(&;) e st de valeur @ et de colt minimum. Stop.

Si dans un réseau de transport le flot est contraint a ne pas dépasser une valeur @, au niveau

d’un neeud (une intersection),il suffit de poser @, = @, pour utiliser cet algorithme.
Remarque [7] :
On peut montrer que le cas particulier ou 0 <, < C,et C; € IN est équivalent au cas général

ou la contrainte est b, < ¢, < C, en procédant de la maniere suivante :

-On construit un réseau R'en conservant les sommets et les arcs de R et en posant :

Cl':+oo ; C;:Cl.—bl. i=2,n.

On ajoutera une entrée setune sortie; que I’on relie aux sommets de G de la facon

suivante :

53



CHAPITRE II. PROBLEMES DE FLOTS

-Sil’arc i =(a,,a,)est tel que b, > Oon trace un arc (a, ,;) de capacité C'(q, ,;) =b etun
arc (E,a,)de capacité C'(s, a,)=>b,.

-Sil’arc j =(a,,a,)est tel que b, <0on trace un arc (E,ap)de capacité C'(E, a,)=-b;estun
arc (ar,;) de capacité C'(a,,;) =-b,.

Montrons qu’a un flot ¢’ dans G’ saturant les arcs sortants correspond dans G un flot

(¢) compatible.

Onposera §, =¢/+b, i=23,..,met{ =C.

Comme 0<¢/<C,-b, i=23,,.m=b, <, <C, i=2,3,..,mdonc ¢, construit est

compatible.

Pour tout sommet ade Gona:

X Gim X Gi= X Gt X (bp)— X (GGHb) - (¢ +by) =0

ieW(a) ieW (a) ieW (a) JjeEW (a) ieW’ (a) JjeW (a)

b;20 bj<0 bj<0

(car {'estun flot et par la construction particuliére de G").

-Si les capacités sont rationnelles on peut prendre A = %) comme unité des capacités (ou D

est le PPCM des dénominateurs des capacités).
Le cas irrationnel ne se pose pas dans la pratique car la densité de ’ensemble des rationnels

Q dans I’ensemble des nombres réels R nous permet d’approximer tout irrationnel par un

rationnel.
I1-5 Modélisation des différents problémes étudiés en termes de flot de colit minimum[9] :

Le probléme du flot de colit minimum est un probléme trés général qu’on peut utiliser dans la

résolution de tous les problémes d’optimisation déja cités.

-Rechercher le «le plus court chemin » de (s) a (p) dans un réseau R = (X,U,d) revient a
chercher un flot de colit minimum dans le réseau R' = (X,U’,a,b,c) Ainsi défini :

U'=Uu(p,s)au)=du),b(u)=0,c(u)=1 YueU,a(p,s)=0,b(p,s)=1,c(p,s)=1.
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-Rechercher un « flot maximum » sur R = (X,U,c)avec(p,s) € U revient a chercher un flot

de colt minimum dans le réseau R' = (X,U,a,b,c) tel que :

a(w)=b(u)=0 siu=#(p,s) , a(p,s)=-1 et b(p,s)=0.

La résolution d’un probléme de transport (7') de la forme :

j=1
(T) inj =b, j=1..,n x,20.

Peut étre ramenée a la recherche d’un flot de colt minimum dans le réseau

R =(X,U,a,b,c)construit ainsi :
On ajoute un entrepot (s)qui va servir tous les entrepdts «,,a,,...,a,, .

On ajoute un magasin (p) qui sera desservi par tous les magasins f,...., 5, .

Ul

{(s,ai)/ i=1,.., m}ensemble des arcs qui relient (s)aux entrepots.

U, = {(,Bj, p)j=1.., n} ensemble des arcs qui relient (p) aux magasins.

] = 17"" . . .
U, = {(0‘; B;) / l. { m} ensemble des arcs qui relient I’entrepdt (i) avec le magasin ().
Yl j=La,n

Posons :

X =10y @, OB, Byseees By O U5, P
U=U, U, U,

SSiu=(s,a;) alors: a(u)=0 , b(u)=cu)=a,.
Siu=(B,,p) alors: aw)=0 , bu)=c(u)=>,;.
Siu=(a;,pB,) aors: a(w)=d,;, bu)=0, c(u)=omo.

Siu=(p,s) alors: a(u)=bu)=0, c(u)=wo.
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Sommet a capacité [5] :

Dans de nombreux problémes réels, les sommets aussi bien que les arcs possédent des
capacités limitées. Les réseaux routiers sont de toute évidence caractéris€s par ce cas ;car
aussi bien les trongons de route(représentés par les arcs)que les intersections(représentées par
les sommets)possédent des capacités limitées.

On peut utiliser 1’algorithme de Ford et Fulkerson dans les réseaux de ce type en opérant dans
le réseau initial les modifications suivantes :

Tout sommet (a)a capacité sera subdivisé en deux sommets a, et a, .
On ajoute I’arc (a,,a,)de méme capacité que le sommet (a).
Siuew (a)alors uew (a,)

Siuew’(a)alors uew'(a,)

Exemple :

@@

\
@/' G ) _»@

Ainsi on revient a un réseau classique et la solution cherchée est valable pour le réseau a
sommets a capacité.
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Chapitre I11

Problémes de transport bicritére

III-1) définition et caractérisation du flot maximal:

Introduction :
Soit R = (X,U,C)un réseau tel que :
U={uy,tty ety ), X ={1,2,..,n}, () =1L,(p)=n, W (s) =W (p)=¢ et c(u)eIN*.

U'=UuUlu, tavec u, = (p,s) et c(u,)=o.

Définition 3.1 :
On appelle matrice d’incidence associée au graphe G = (X U )la matrice A(m,n) tel que

a;=+1 si u, eW"(i)

VieX,Vu,eU<a;=-1 si u,eW (i).

0 sinon

Définition 3.2:

Un vecteur colonne (f)de IR™ 1 est un flot sur R si Af =0 (ou A estla matrice

d’incidence du graphe G' = (X,U")).

On dit que (f')est un flot « réalisable »sur R si de plusona:

0<fj<c(u;) Vji=l..m.

Un flot (f')réalisable sur R = {X ,U,C }est dit « maximal »si pour tout flot réalisable

(f)sur Rona: f/>f Vj=f'=f.
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Définition 3.3:

Si (f)est un flot réalisable sur R = (X,U,C)et (x)un circuit dans G = (X,U)alors L est

dit « saturé »par (f)s’il existe un arc (v) € u/ f(v) =c(v).

Le théoréme suivant nous permet de donner une caractérisation d’un flot maximal

Théoréme 3.4:

(f)est un flot maximal sur R = (X,U,C)si et seulement si tout circuit (x) dans

G = (X,U)est saturé par ().

Démonstration :

Si (f)est maximal sur R supposons que () est un circuit dans (G) non saturé par

fdonc: Vveu f(v)<c(v)posonsg = Min(c(v)— f(v)) >0car: Vveu f(v)<c().

Représentons ¢ par son vecteur dans G = (X,U), = (st sy 1,)" tel que :

y = 1 siu, ep
! 0 sinon

Et soit le vecteur f'= f+eu = Af' = Af + cAu .
Af =ocar f estun flot

Au=0 carZal.juj = Zai/. etatoutu;, e W" (i) = Af"' =0 donc f" estun flot.
j=1

u;ep

correspond un et unseulu, € W~ (i)

De plus 1" est réalisable sur R = (X,U,C)car:
o SiUEM= [W)=fU)Sc) o [ et réalisable
. SiUEH=0< L) = f)+E< f)+el) = f)=cW) gy
0<é&<c(u)- f(u)alors f'estréalisable car0 < f'(u) < c(u),

f'sature pet f'> fmais fest maximal donc f = f'= f sature u.
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Montrons que la condition est suffisante.

Supposons que chaque circuit dans G = (X,U) est saturé par f

Soit f"un flot réalisable sur G = (X,U)tel que f'> f .

Posons "= f'— fdonc f">0et Af"=Af'— Af =0—-0=0= f"estun flot sur

G = (X,U)réalisable.

Soit U' = {u eU/ f"(u) > O}alors obligatoirement U’ doit contenir un circuit car: s’il n’y
avait pas de circuit x dans U’ alors :

Soit u € U' comme il n’existe pas de circuit ¢ dans U’ donc il existe un cocycle

W (y)inclus dans U'tel que: u e W (y)et W~ (y) = ¢ (’absence de circuit implique un
cocycle minimal de ce type).

Mais f"estun flot sur R = (X,U,C)donc Z f"v)= Zf”(v)

velW ™  (y) velW ™ (y)

Wr(y)cU'et W (y)=¢ alorsO< > f"(v)= > f"(v)=0 contradiction :donc il

velW ™ () veW ™ (y)
existe obligatoirement un circuit g dans U'.
Soit ¢ € U'un tel circuitdonc : Yu e u: f"(u) > 0.
C’estadire: Yu e u: f'(u)— f(u) > 0mais par hypothése tout circuit est saturé par
f=3dveutelque f(v)=c(v)
ve udonc f'(v)— f(v)>0= f'(v)—c(v) > 0Contradiction car f'(v) <c(v)( f est

réalisable) par conséquent f est maximal.

Théoréme 3.5 :

Si (f)sature un chemin (y)dans R = (X ,U,C )alors pour tout flot réalisable (f")sur Rl

existe au moins un arc u € y tel que f'(u) < f(u).
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Démonstration :

f sature y donc Ju € ¥/ f(u) = c(u) ,
s o = f(u) < f(u)
f'réalisable donc Vv e U : f'(v) < c(v)
Essayons de trouver un flot « maximal » de valeur « minimum » dans le réseau
R'=(X,U’',C")ce qui revient a résoudre :
Min z = f(u,)
Af =0
0<f<c

f maximal.

Théoréme 3.6 :

Si (f)est un flot « maximal » sur R'(X,U’,C) alors tout chemin de (s) a (p) est saturé par

f.

Démonstration :

C’est un corollaire du théoréme 3.4 .

Posons f(u,) = z f(u)alors f maximal dans R = f maximal dans R'.

uel = (p)

Tout chemin (y ) de (s)a(p) dans R = (X,U,C)va créer un circuit y =y U {u, }dans

R' =(X,U',C).

D’apres le théoreme (1) u est saturé par f mais u,n’est jamais saturé (car c¢'(u,) =+ )

Donc Ju € (y)tel que f(u) = c'(u) = c(u).

Théoréme 3.7:

Si G =(X,U)est sans circuit et si Y < X tel que :
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(s)eY,(p)gYet f(u)=c) YueW (Y)alors (f)estun flot maximal sur
R=(X,U,QC).

Démonstration :
Soit () un chemin de (s)a (p)dans G — {u, }alors W Y)ny#¢
Soit veW ™ (Y)ny: veW'(Y)= vestsaturé par (f)
v € y = y est un chemin saturé par (/)
G — {u, }est sans circuit, donc tous les circuits de R = (X,U,C)sont constitués par un
chemin de (s)a (p)saturé et de I’arc u, .Par conséquent tout circuit dans R = (X,U,C)est

saturé par (f)et d’aprés le théoréme (1) f est maximal.

Procédure de recherche du flot maximal sur R = (Xx,U,C) :
(On suppose G(X,U)sans cycle)
0) Posons f = 0(flot nul réalisable)
DY ={s},k=1.
2) Si p eYalleren (3).
Si p¢Yposer Q= {u eW () / f(u)< c(u)}
e SiQ=¢stop: f est maximal.

o Si Q#dposer v=_(x,y)/c(v)=Min c(u)
ueQ)

Yk =v;Y =Y U{y}k =k +1aller en (2).

3) Soi y le chemin (yy,y5,...,y;)de (s)a (p) .Poser :

£ = Min[c(u)—f(u)]> 0.Poser f=f+eu avecu=y v {”r} Aller en (1)

uey
Justification :

En(1)si Q=¢ , f est maximal d’apres le théoréme 3.7 .

En (3) en ajoutant g a( f)on obtient un flot réalisable avec au moins un arc satur¢ .
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Procédure de minimisation d’un flot maximal :

1) Soit (f)un flot réalisable maximal sur R = (X,U,C) trouvé par la procédure

précédente.
Poser k=0; f(k) =f.

) ck(u):c(u) si uF g

2) Soit R(f*)=(x,U .t
) Soit R(f™)=( U{ur} /Ck(u,,)=f(k)(u,,)—1

3)
e SiR(f k )admet un flot maximal (/) alors :
poser k =k +1 ;fk = f’,ck(ur) = ck(ur)—l aller en (2) .
e Sinon : stop f (k) est 1a solution du probléme.
Justification :

Si a I’étape (3) R(f"*)admet un flot maximal alors la valeur du flot aura diminué d’une
unité au moins .Comme les c(u) sont des entiers, la suite des flots maximaux générés par la

procédure sera finie et de valeurs décroissantes.
Puisque le flot initial a été construit par la procédure du flot maximal en partant du flot nul

et en choisissant chaque fois un chemin ou les valeurs de c(u) sont minimales, donc le flot

généré a I’étape (3) sera de valeur inférieure a tous les flots maximaux déja construits.

62



CHAPITRE III. PROBLEMES DE TRANSPORT BICRITERE

II1-2 ) Problémes de flots bicritéres :

On peut envisager la résolution des problémes de flots suivants :

1)Premier Probléme :
on cherche un flot réalisable de colit minimum et maximal. Ce probléme
s’écrit donc :
Af =0
b<L f<c
f maximal
af = Z(Min)
Si on privilégie le premier critére, on choisit un flot de colit minimum parmi tous
les flots maximaux.
Si on privilégie le deuxiéme critére on choisit un flot maximal (s’il existe) parmi
tous les flots de colit minimum. S’il n’existe pas, on propose la procédure suivante pour

trouver un compromis entre les deux criteres.

Soit £ un flot de colit minimum, construisons un flot /' maximal a partir de f .
Soit w un circuit non saturé dans G(X,U) et soit &€ = Min [c(u) — f(u)] alors :
ueu
P f siigu
Ul f+e siien
f"est un flot réalisable qui va saturer le cycle x .On répéte la procédure jusqu'a saturer

tous les cycles de G(X,U), ainsi d’apres le théoreme 3.4 le flot obtenu est maximal.

Remarque : Le probléme du flot maximal peut étre considéré comme un probléeme
d’optimisation multicritére car un flot maximal est en fait une solution efficace du

probléme qui consiste a optimiser le flux sur chaque arc du réseau.

2) Deuxiéme probleme :
On fixe un arc v € U ,on s’intéresse a un flot réalisable sur R maximal et de valeur

minimal sur v.
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Af =0

b f<c

f Maximal
f(v)=Z(Min)

Ce probléme a été traité dans 1’article de Maiko-S [4].

3) Troisiéme probléme :
Trouver un flot réalisable sur R maximum sur v.
Af =0
b<f<c
f(v) = Z(Max)
C’est le probleme du flot maximum, il suffit d’utiliser I’algorithme de Ford-

Fullkerson en posant u, =v.

4) Quatriéme probléme :
On fixe v € U ,on cherche a maximiser le flot sur vet a minimiser le cofit du flot.
C’est probléme bicritére qui s’écrit :
Af =0
b<f<c
f(v) = Z,(Max)
af = Z,(Min)
L’algorithme du flot maximum de colit minimum nous permet de trouver parmi
tous les flots maximum celui qui est de colit minimum ainsi on a trouvé une solution qui

privilégie le premier critére (voir algorithme page 53).

L’algorithme du flot de colit minimum nous permet d’engendrer tous les flots de
colit minimum et de choisir celui qui est maximum sur v.Ainsi on a privilégié le deuxiéme
critére.

Construisons maintenant de la maniére suivante un flot qui sera une solution de
compromis.

Soit 7 I’ensemble de tous les circuits de G(X,U) passant par v.

Pour tout circuit ey soit r, =Min(c,) et r, =Max(r,)=a.
leu ,Llel//

Trouvons un flot de colit minimum dans le réseau R' = (X,U — y,,a,b,c).
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Soit £ un tel flot, alors soit le flot f = (f;);cr suivant :
Y :{fi("’) HsiieU—,uo
a siiey,
Construisons le graphe d’écart correspondant a £, appliquons lui I’algorithme de flot
maximum de colit minimum en fixant ®, = «, alors le flot obtenu sature tous les circuits
passant par V" donc si U —y est sans circuit, d’apres le théoréme 3.4,le flot obtenu est

maximal .
I11-3) Probleémes de transport bicritere:

Considérons le probleme de transport du chapitre (I) avec (n) entrepoOts et

(m) points de vente avec z a, > z b, .

i=1 =
n m

On a vu qu’en ajoutant un point de vente artificiel avec une demande b,,,, = > a,— D _b, et
P =

des cofts de transport ¢, ., =0on peut trouver la solution optimale de ce probléme.

i,m+1

On s’intéresse maintenant aux deux problémes de transport bicritére suivants :

1) Premier probléme :
On veut non seulement minimiser les cotits de transport mais aussi pour des raisons
stratégiques ou économiques minimiser le nombre d’entrepdts utilisés pour assurer

I’opération de transport.
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Exemple illustratif :

Le probléme de transport donné par le tableau (1) admet les solutions données par
les tableaux (2),(3),(4) :

ai
25 %] | O 216303 7 6
2 2
ML 1042 |2 QL1024
12 2 12
611159 Ll 115129
b[T]6]3]2 11632
2| 3| % 7| | © 6 6
- 2164 3| 7
(3)11603422 12 WL 70 74,72 i
3
6| 211 15 L 1342 12

La solution du tableau (2) est optimale du point de vue du 1* critére (cout minimum), mais
on a utilisé (3) dépots donc elle est la plus mauvaise du point de vue du 2°™ critére.
Z' =(653).

La solution du tableau (3) en utilisant un seul dépot est optimale du point de vue du
deuxiéme critére, mais nettement mauvaise pour le premier critére Z> = (135,1)

La solution du tableau (4) peut représenter une solution de compromis Z° = (87,2)

Xjj

3 X, =0,x5 =1,x5; =3,x;, =2
0 sinon

1 {xlz =0,xy; =2,x5 =Lxy; =1,x3, =2

Xy = )
' 0 sinon

£2 = Xy =Lxy, =6,x5 =3,x3, =2
Y |0 sinon

Les solutions x",x®, x® sont des solutions efficaces.
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Cas général :

Si on considere le probléme bicritére consistant @ minimiser le nombre d’entrepdts utilisés

et minimiser le colt de transport on peut I’écrire comme suit :

n
Min Zyl-
i=1

n m

i=1 j=1

n

Dvify =b; [y € IN;y; € {0.1]
i=1

m

Zﬂ] < a;

=

n m

Si on veut optimiser le 2°™ critére, sans tenir compte du nombre d’entrepdts

utilisés, il suffit de résoudre un probléme de transport classique. Soit f une telle solution.

Afin d’en déduire une solution efficace considérons I’ensemble J des entrepots

m

utilisés : J =<e, /0 < z f; Sa,  etsoit e; € J, essayons de construire une solution de
j=1

méme colit que f qui n’utilise pas e, .

Si fijo > Otrouvons un entrepot ey € J/ cyj, = ¢y et i Jij <aj alors on peut
Jj=1
obtenir la solution f'telle que :
Sy, =1 sior=ij=jg
frp =S, +1 si r=i,j=jo
Srj sinon

Si on peut répéter 1’opération jusqu’a obtenir f,]' =0 ,V/ alors le nombre

d’entrepdts utilisés aura diminué d’une unité et le colit demeurera toujours optimale.

Quand on ne pourra plus diminuer le nombre d’entrepdts la solution trouvée sera efficace.
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Si on veut optimiser le premier critére on commence par choisir le minimum
d’entrepdts dont I’offre satisfait la demande. Le probléme peut se ramener a un probléme

de sac a dos particulier qui s’exprime de la fagon suivante :

Min Zn:yi

i=1

2.4y, = 2 b,
i=1 j=1

y, € {0,1} | i=1,..,n

Nous avons un probléme avec des variables bivalentes, trouver une solution efficace qui
engage le deuxieéme critére est généralement difficile. On peut néanmoins utiliser

I’heuristique suivante pour donner une solution a ce probléme.
On suppose que la suite a, est décroissante (on ordonne les entrep6ts dans 1’ordre

décroissant de leurs offres s’il le faut).

Algorithme :

(0) a, za,=..2a, bj j=L12,.,m,e, =entrepot i i=12,..,n
(1)  Poser S={e ), k=1

k m
(2) Tant que Zai < ij
i=1 j=1

poser : k:=k+1.
S=Sule,}

Le nombre minimum d’entrepOts a utiliser pour satisfaire la demande est égal a (k).

Pour trouver une solution qui privilégie le premier critére (qui minimise le nombre
d’entrepdts utilisés) on résout le probléme de transport classique suivant :
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k
Zf;j :bj ] = 1,2,,m
i=1

m
zfl] Sai i:1,2,..,k
j=1 (k : valeur donnée par 1’algorithme précédent)

k m

i=1 j=1

Remarque :

k m
e Si Zai = ij et a, > a,,,la solution est efficace
i= Jj=1

k m
e Si Zai = Zb et a; = a,,, on doit examiner les solutions obtenues en
i= j=l1

considérant toutes les combinaisons d’ordre /(! = card {i < k/a, = a, })

parmi 1’ensemble des entrepots J' = {e, /a, = a, }.

k m
e Si Zai — Zb ; =a > 0on prend la méme précaution en remarquant que :
i=1 Jj=1

-Sii<ket a, >a,,, + o on doit obligatoirement utiliser I’entrepot i

-Sii<ket Jj >k/a, <a, +aon peut inter-changer les entrep6ts
a,(Vt/i<t<k)et a,(Vt'/k+1<¢t" < j)et considéré de méme toutes les

combinaisons formées de k entrepdts pour trouver une solution efficace.

Solution de compromis :

a) Premiére approche :

On considere la solution précédente f = (f;)avec I’ensemble J des indices

des entrepots utilisés J = {1,2,...,k} (k£ minimum).

m m
On calcule ]\l(legxz;cyﬁj = Z:‘ijffj-
J= J=

69



CHAPITRE III. PROBLEMES DE TRANSPORT BICRITERE

Pour tout couple (r,£)/n>r >t > ket a, +a, > a;onpose J =J —{i}U{r,t}et on
résout un nouveau probléme de transport avec k£ +1 entrepdts puis on choisira la solution
de colit minimal. Cette procédure en diminuant les colits mais en augmentant le nombre

d’entrepots va engendrer des solutions qui peuvent étre des solutions de compromis.

b) Deuxieme approche :

A partir de la solution f* = (f};) donnée par la résolution du probleme de
transport, sans tenir compte du nombre d’entrepdts utilisés, on peut trouver une solution de
compromis de la maniére suivante :

Soit J I’ensemble des entrepots utilisés pour cette solution.

S’il existe t € J/ Za .= Zb_/ > a, alors on résout le probléme de transport suivant :
ieJ Jj=1

Zﬁj :bj , ] :1,2,...,7}1
ieJ
i#t

m
nyéal 5 iEJ,iit,f;']'EN
j=1

ieJj=1
1#t

Nous aboutissons alors a une solution f* = (f;)avec le nombre d’entrepdts utilisés qui a

m

diminué d’une unité. Prenons maintenant la solution /' qui réalise Min ZZCU 1y -

ieJ j=1

i#t
/" constitue une solution de compromis avec un entrepot utilisé en moins. Si on veut
diminuer encore le nombre d’entrepdts utilisés on a qu’a reprendre la méme procédure
avec la solution f et J' =J —{t,}.
On obtient ainsi des solutions qui diminuent le nombre d’entrepdts utilisés mais qui

augmentent le cotit. Ces solutions peuvent représenter des solutions de compromis.
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2) Deuxiéme probléeme :

Dans beaucoup de problémes de transport on cherche a se retrouver avec le
maximum d’entrepOts vidés de leurs contenus apres 1’opération d’affectation pour libérer
ces derniers et éviter de payer des colits d’occupation ou dans le cas des chambres froides
de n’en laisser en marche que le minimum afin de réduire les colits de fonctionnement, ou
tout simplement pour réduire les problémes de gestion.

Nous sommes devant un probléme bicritére qui consiste a vider le maximum d’entrepOts et

a minimiser le colt se rapportant a toute I’opération de transport.

Remarque [3] :

Si on a pour chaque entrep6t (e, ) un colit de stockage unitaire (¢, ) le probléme se résout

aisément en ajoutant un magasin fictif avec une demande (b, = Zai — Zb ;) et ca revient
j=1

i=1

a résoudre le probléme de transport classique suivant :

Zfij <a, i=1L..,n

=0

Zfij:bj J=0,.m f,eN (c¢,=c¢)
i=l1

7z = Minizm:cijfij

i=l j=0

a) Premiére approche :

Si on prend en considération les colits d’occupation des entrepots 7 (supposés

fixes) on peut modéliser notre probléme de la maniére suivante :

0 si a, = z S
. . j=1
Pour toute solution f;, du probleme de transport posant : y, = ’

mn
1 si ai>2fg
j=1

Alors notre probléme peut s’écrire comme suit :
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m

2 fi<a
j=1

n

2 Ji =b;

“lmn ) fy €IN; y; e{o).
sin 323y fy + S
j=li=1 i=1

n
Min Zyl-
i=1

Du fait que ce probléme est bicritére et y, est une variable bivalente, on ne dispose pas de méthode

pour le résoudre. Néanmoins si on veut maximiser le nombre d’entrepdts vides on peut utiliser la

procédure suivante :

(0) @, <a,<..<a,poser S=le | k=1

k m
M Si D a <Db,
i=1 Jj=1
poser: k =k +1
S=Sule}
Allen en (1)

Sinon Aller en (2)

(2) On peut vider au maximum k entrepdts (e, e, ,....e, ).

Alors pour trouver une solution efficace a notre probléme on peut résoudre le programme linéaire

suivant :

/= f €IN

z zcijfij = Z(min)

i=1j=1
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Sinon on peut décomposer notre probléme et développer une heuristique pour trouver une solution

qui maximise le nombre d’entrepdts vidés en procédant de la maniére suivante :

Inversons le probléme de transport ou les entrepdts e,,e,,...,e, deviennent des points de
vente avec des demandes a,,a,,...,a, et les points de vente des entrepdts avec des offres

b,,b,,...,b, Résolvons le probléme de transport suivant :

m

sz'l =4a; izl,...,k

j=1

k

Zf}lﬁb] ]=1,,m f]’ZEIN
=1

k m

i=1 j=I

Considérons la solution /" = (f;")telle que :

frosii<k

J

M -
Y 0 sii>k+1

n

Puis posons b’ =b, — Z fl,j(” et résolvons le probléme de transport constitué des entrepots
i=1

€,.1,€,.,5€,avec des offres a,,,..,a, et de m points de vente avec des demandes b,..,b! :

12°9%m

n
D S=b j=12,,m
i=k+1

m
Zfi'f <a; i=k+l..,n fjelIN
j=1

i icljfy" = Z(Min)

i=k+1j=1

Posons f* =( Uﬁz))telle que: f;” =

0 sii<k
flosiizk+1
Si:t<k,i>k,j=1..,metl=1,..,m tels que: fU’ >0, fi7>0et Cy ey <cgj+ey

alors poser :

fi = f =1
fi=fi+1
fi=fi -1
fi = fi 41
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Ainsi on peut déduire une solution f = ( fij) qui maximise le nombre d’entrep6ts

i=Ln;j=lm
vides telle que : fi = ;1) + l.j(z)

Remarque : On doit reprendre les mémes remarques vues dans le premier probléme a savoir si

a, <a,,, lasolution trouvée est efficace, sinon on doit reconsidérer toutes les combinaisons

décrites précédemment .

b) Deuxiéme approche :

A partir de la solution du probléme de transport (sans tenir compte des cofts

d’occupation 7’ ) on va essayer de trouver une solution qui va augmenter le nombre d’entrep6ts

vides tout en évitant d’accroitre excessivement le cotit de transport.

Cette solution peut représenter une solution de compromis qui privilégie le critére des cofits. A cet
effet développons la procédure suivante :

(0) k=1,F= {1,2,..,11} ,a,;quantité disponible dans ’entrepdt (7).
T, colt d’occupation de I’entrep6t (i), ¢, colt de transport de (i) vers ().
(1)Si F=¢ Alleren (4).
Sinon : poser [ = {1,2,...,m}
Trouver f; la solution optimale donnée par la résolution du probléme de

transport. Aller en (2)

(2)Calculer Min | a, — Zf,.j >0|=¢
=1

ielnF j

J= ielmF/ai—Zﬁ.J.:g

J=1

SoitieJ.

e Trouver ¢,¢,,....,¢, et A, ((=12,..,net i#i,j=L12,.,m)tels

m ij

que:
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n
zil.j_gjzo e;€IN ,A; eIN (i#7)

A < fij i=1L2,...n, i#1;j=12,...m

m n
chj'gj — Z//LUCU = Z(Mll’l)

j=1 i=1
i#10

Si I=1{i} Aller en (3).

Si T, >cue,; —zz&jcy_ poser :

=1 j=1
i#0

Ji=1+e;
f,-j=f,-j—/1,-j Sli#1.

Sinon poser :
I=1-{i}; Alleren(2)
1 si a, - >0
(3)Soit P, = l ,Z:‘f”
0 sinon

=) i s Z9=C 0 +>. TP 5 PP =3P (nombre d’entrepdts
J=Lem i=1 i=1

vidés).

k=k+1; F=F-{i}; Alleren(l).

(4) Soit Z = Min [Z (’)] ;£ Estune solution minimale avec P entrepots vidés.

1<r<k

Dans le cas ou vider le maximum d’entrepoOts est une commodité désirée qui ne

s’exprime pas en termes de colt, mais obéit a une stratégie d’Independence ou
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d’organisation de la gestion, on peut changer notre procédure de la fagcon suivante pour

générer des solutions de compromis et choisir la plus indiquée.

0)J =¢,1={12,..n}a,,ay,..a,;(f;) i=12,..,net j=12,...,m,C, k=1.

l],

m m
(1)SoitMl‘;q ai_zfij >0|=¢ (g€IN¥); Soitfe]/af—foj:S
ie . =

j=1 !

SlZaZ

m
ieJ i=l j=1

Sy 5 Alleren(2)

Sinon trouver ¢,,¢,,...,€, et Ay (=L2,.,neti#i,j=1.2,.,m)tels que:

n
z&lj_gj:() é‘JE]N,ﬂUEIN (l?ff)
i%i

l] = f;j i= 1729"'5’/19 lif,] :1,2,...,7]’!

n
ZCl-jgj — z&l]clj = Z(Mli’l)

j=1 i=1
i#0
poser : [y =1t

Sy =1 —A; sii#i.

C(k) = Zn:ictjftj

i=1 j=1

£ =f i=12n; j=12,m

I=1-{i}; J= Jult}; k=k+1 ; alleren (1).
(2) J est I’ensemble des entrepdts vidés.
Pour t=12,....k: (’) i=12,.. =1,2,...,m ; estune solution avec un cott de

transport C(z) et (¢) entrepOts videés.
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Conclusion

L’accroissement de la population et la multiplication des réseaux routiers et les
progres technologiques nous imposent d’envisager des solutions efficaces a des problémes
de transport multicritére de plus en plus compliqués. Selon les besoins, les moyens et les
objectifs fixés la recherche opérationnelle peut développer des méthodes appropriées pour

apporter une solution a ces problémes.

Dans le cadre de notre travail on peut envisager un cas plus général ou chaque
entrepdt ne peut fournir que certains points de vente. Dans le cas du probléme de transport

classique il suffit de poser C; = oo pour les cas impossibles, mais dans notre probléme il

faut penser a changer complétement les procédures car on ne tient pas comptes des colts.

De méme on peut considérer le cas ou il existe un cotlit d’occupation des entrepdts

qui varie selon une fonction linéaire de la quantité en stock (7, = «,S, + S,). Cela

impliquera une difficulté supplémentaire a surmonter.

En introduisant les valeurs , (z, =temps nécessaire pour un déplacement de ia ;)

, On peut envisager un troisieéme critére qui consiste a minimiser le temps de 1’opération de

transport.
Le probléme de transport peut étre utilisé dans de nombreux domaines, c’est pour

ca qu’il suscite des centres d’intéréts divers. Toute avancée dans les techniques

d’optimisation multicritére lui sera aisément adaptée.
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