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INTRODUCTION

Il existe plusieurs ouvrages et publications consacrés aux Courbes Elliptiques.
L’ ouvrage de référence est «The Arithmetic of Elliptic Curves » de Joseph H. SILVERMAN [13].

De nombreux Mathématiciens ont leurs noms associés aux Courbes Elliptiques, Citons:
WEIERSTRASS (équations), MORDELL-WEIL (groupe), SILVERMAN, LANG, etc...

Lathéorie des Courbes Elliptiques est liée ala Théorie des Nombres, al’ Analyse Complexe, et ala
Géométrie Algébrique. [SILVERMAN]

Dans cette these, nous nous sommes intéresses a |’ étude de quel ques propriétés algébriques de la
famille E (s, t) de cubiques de Welerstrass :

E(s,t): y?+ 2sxy + 2ty = x3 + stx? —stx —t? € Q[x,y] (D

Dans le chapitre 1, nous avons expose brievement les Variétés Algébriques Affines, la Topologie de
Zariski, les Variétés Projectives, les Variétés Abéliennes. Au point de vue dela Géométrie
Algébrique, lafamille E (s, t) est une Variété Abélienne dedimension 1.

Dans le chapitre 2, nous avons exposé des notions indispensables de la Théorie Arithmétique des
Courbes Elliptiques : Equation de Weierstrass, quelques Invariants, points singuliers et Genre.

Dans le chapitre3, nous avons passé en revue la Théorie de Mordell-Weil relativement ala structure
du groupe additif abélien del’ensemble E(K) des points rationnels gréce alaregle géométrique de
trois points colinéaires et le point al’infini comme éément neutre.

Ensuite, nous avons construit le symétrique d’ un point, la somme de deux points et, enfin nous avons
défini le sous groupe de torsion.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons choisi  quel ques points de la Théorie des M orphismes des
Courbes Elliptiques tels que : Isomorphismes, Automorphismes, Endomorphismes.

A lafin de chaque chapitre, nous avons appliqué les résultats alafamille E (s, t) de cubiques de
Welerstrass.
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CHAPITRE 1
VARIETES ALGEBRIQUES ABELIENNES

Les cubiques de Weierstrass qui font I’ objet de ma these possedent plusieurs structures al gébriques :
Variétés Algébriques, Courbes Algébriques planes, schémas...

L’ étude des Variétés Algébriques est basée sur la Géométrie Algébrique. Cette théorie est décrite par
plusieurs auteurs: [2], [11]

Ces Variétés sont construites sur des espaces affines et sur des espaces projectifs.

1- Varietés Algébriques Affines :
Définition 1:
Un n-espace affine, pour tout entier n > 1, est I’ensemble des n- uples d’éléments a; d’un corps
commutatif K :
A"(K)={a = (aq,ay, ...,a,),a; € K}

En langage géométrique, a est un point de I’ espace affine A" (K) et aq, a,, ..., a,, sont les coordonnées
de ce point.

On considére I’anneau B = K[x1, X3, ..., x,, ] des polynébmesf an variables et I’ application :

A"(K)-» B, (ay,ay,..,a,) =a - f(a),f € B.Chague polyndmef posseéde des zéros dans une
cl6ture algébrique du corps K.

Soit Z(f1, f, -, f; ) I'ensemble des zéros d’ une famille {fi, f2, ..., f; } de polyndmes de I’ anneau B.
Définition 2 :

Un sous ensemble X de I’espace affine A™(K) est algébrique s’il est égal a I’ensemble

Z(f1,f2 . fq) des zéros d’une famille de polyndmes {f4, f2, ..., fq } de I’'anneau B :

X=Z({fi}i=1..q) ={a€e A"K),f(a)=0,i=1..q}

Ces ensembles algébriques X permettent d introduire une topologie sur I’ espace affine.

Définition 3 :

La topologie de Zariski sur I’espace affine A™(K) est définie avec les ensembles algébriques comme
parties fermées et leurs complémentaires comme parties ouvertes.
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Cette topologie de Zariski satisfait les axiomes d’ une topologie[2]:
T; : Toute intersection de fermés est fermeée.

T, : Toute réunion finie de fermés est fermée.
T5 : Toute intersection finie d’ ouverts est ouverte.

T, : Toute réunion d’ ouverts est ouverte.

En particulier, I’ ensemble vide et |’ espace affine sont des ensembles ouverts et fermés alafois,
d apres|[2]:

Il enrésulte gqu'un espace affine A™(K) devient un espace topologigue avec latopologie de Zariski.

Exemples d’ensembles Algébriques:

1) soit I'ensemble: V; = {x € C, x> + 1 = 0}. Le polyndme x? + 1 = 0 de degré 2 admet 2 zéros
x = +i,donc V; est un ensemble algébrique de 2 éléments dans I’ espace affine A (C),
C = corps des nombres complexes.

2) soit 'ensemble: V, = {P = (x,y) € €%/ x? —y? = 1}, Lepolyndme x> — y? = 1 admet une
infinittdezéros; x =r, y= tVr¢2—1, re€ G
V, est un ensembl e al gébrique dans |’ espace affine A2 (C).

Les parties d' un espace topologique X sont classifiées en deux classes:

La classe des sous ensembl es irréductibles qui ne sont pas réunions de sous ensembles fermés non
vides digoints, et la classe des sous ensembles réductibles Y qui sont réunions de sous ensembles
fermés digoints.

Définition 4 :

Une Variété Algébrique affine est un sous- ensemble fermé irréductible dans un n-espace
affine A™(K) muni de la topologie de Zariski.

Exemplesde Variété Affine:
Soit I’ espace affine A3 (R) sur un corps algébriquement closK ;
L’ensemble: V3 = {(x,y,z) € A3(R), x> —y =0, z— x3 = 0} est formé des zéros;

x=k€K, y=k?€K et z=k®€K,doncV; estunensembleagéorique, ¢ est une Variété
Affine.
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Toute Variété Affine posséde des sous Variétés quas Affines:

Définition 5:

Une Variété quasi Affine est un sous- ensemble ouvert d’une Variété Affine pour la topologie
induite /2 page 7/ exercice 3.10].

Exemple:

L’ensemble X={(k, k2, k3),k € K} est une Variété Algébrique affine dans |’ espace A3 (K) de
dimension 1. [2], Exercice 1.2

2- Variétés Projectives :

A partir d’ une Variété Affine A"*1(K) et d’ unerelation d’ équivalence, on construit une Variété
Projective P™(K).

Dans I’ ensemble des (n+1)-uples (x; , x3, ..., X, 11 ) d’ ééments non tous nuls d’ un corps K, on
considere larelation R définie par : (x1,x2, ..., Xp41) R(b1,by, ..., byyq1) S €t sSeUlement s :

(x1 , X2, ...,xn+1) = )\(bl , bz ) aeny bn+1) = ()\ b1 ,}\bz , ""}\bn+1) pour tout A € K*.

Alors cette relation R est une relation d’ équivalence dans |’ espace A" 1 (K) — {0}.
Définition 6:

L’espace projectif P*(K) est le quotient de I’espace affine A®*1(K) privé du point O par cette
relation R : P*(K) = (A""(K) - (0, 0... 0))/ R;

L’espace projectif peut donc étre represente par I’ensemble des droites passant par I’origine.

Exemples d’ espaces Projectifs:
1) Soit I’ espace projectif P2(IR) = (A3(IR) — {0})/R;

Lepoint al’infini 05 = (o0, 0) apour coordonnées 0; = (0,1,0) € P?(IR) ; Cette classe est
déterminée par ladirection de I’ axe OY.

2) Soit lafamille E(s, t) de cubiques de Weierstrass d' équation affine :
E(s,t): y? + 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x, Y]
Dans le plan projectif P?(Q), cette équation devient :
E(s,t):Y?Z + 2sXYZ + 2tYZ? = X3 + stX*7Z — stXZ? — t?73 € P?(Q)
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L’anneau A = K[xq, X3, ..., X, X, +1] des polynémes homogenes a (n+ 1) indéterminées admet une
décomposition delaforme: A=@ A, ,d = 0.

A est une somme directe de groupes abéliens A, formés de polyndmes homogénes de degré d qui
satisfont lacondition: A;A4; < Agy.

Définition 7 :
Un sous ensemble Y de I’espace projectif P™(K) est algébrique s’il est I’ensemble Z(T) des zéros
d’une famille T de polyndmes homogénes de I’anneau A.

Ces notions permettent de définir des Variétés Projectives et des Variétés quasi Projectives.

Tout espace algébrique projectif P"(K) peut ére muni d une structure de Variété Algébrique
Projective:

Définition 8:
1) Une Variété Projective de dimension n est une partie X de I’espace projectif P*(K) qui est fermée
et irréductible pour la topologie de Zariski [2] ;

2) Une sous-Variété Projective d’une Variété Projective X de dimension n est une partie V de X qui
est irréductible et fermée pour la topologie induite /2 page /]

3) Une Variété quasi-Projective dans une Variété Projective X de dimension n est une partie V de
X qui est ouverte pour la topologie induite /Z/

Exemples:
1) Soit I’ espace projectif P(R) réel.
Il est formé des couples (r,7;), d éléments réels 1, etr,
Des polyndmes homogenes de degré a > 1:
f=rnx+ny ER[xy], f=rnx*+ny*.
2) Soit I’ espace projectif P2(C) complexe.
Il est formé destriplets (1, 7,73 ), d éléments complexe 1, et r;
Des polyndmes homogenes :
f=nrnx+nrny+ rnzeClx,y,z]|, ddegrél
g = rxt+rx3y + ryx?y? + rpy*, dedegré 4
h= 1 x"+nry"+rxky"* dedegrén, k <n
3) Soit I’ espace projectif P3(R) réel.
Il est formé destriplets (ry, 1, 13, 13), a coordonnées réelles
Des polyndmes homogenes :
f=nrnx+ny+ rz + nt €Rlx,y,zt], dedegrél
g = 11 x*yz + r,x*t? + ryxyzt, dedegré 4

h=1rx"+nrx""ty+rx"2y? + nxy" !, dedegrén
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3- Variétés Abéliennes :
Lanotion de Variété Abélienne repose sur les fonctions réguliéres, et des morphismes....
Les Variétés Abéliennes sont construites sur des groupes al gébriques.

Définition 9[2, exercice3.21]:
Une Variété de Groupe est une Variété Y [2, Définition page 15] munie de deux morphismes f, g qui
satisfont :
f:Y XY —>Y devaleur (a,b) » f(a,b) =a+b
{ g :Y-VY devaleur y~ g(y)=y!

La Variété de Groupe munie de cette loi de groupe abdlien est une Variété Abélienne.

Définition 10:
Une Variété Abélienne est une Variété de Groupe munie d’une loi de groupe abélien.

Exemple:

L’ensembleV = {(x,y) € A?,y? + x? = x} dans |’ espace affine A?(R) est muni d’ une structure de
Variéte Abélienne de dimension 1 avec laloi :

(x1,¥1) + (x2,¥2) = (x1 + x3, y1 +¥2)
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CHAPITRE 11
CUBIQUES DE WEIERSTRASS

1- Equation de Weierstrass::
Nous nous intéressons dans ce chapitre a des cubiques particuliéres.

Définition 1:
Une Courbe Elliptique est une cubique planeirréductible, non singuliére, d’ équation de Weierstrass
delaforme:

E:y?* +axy+azy= x3+ a, x* + a,x + ag € K[x,y]; (1)

Cette équation détermine une cubique de Weierstrass.
Les cing coefficients a; sont des é éments d’ un corps commutatif K, global, local ou fini.

Lesvariables x et y sont des zéros de |’ éguation algébrique (1) ; donc x et y sont des ééments d’ une
cléture algébrique K,; deK.

L’ équation (1) de Weierstrass peut étre transformeée en d’ autres égquations par des changements de
variables convenables:
Nous éiminons lesmonémesen xy et en y par le changement de variableslinéaire:

1
(fo) - (XfE(Y_alx_aS)) (2)
Nous obtenons pour un corps K de carac(K) # 2, I’éguation de Weierstrass E; :
E :Y? = 4X3 + by X2 + 2 b, X + bg € K[x,y] (2-1)

Lestrois coefficients b,; sont des polyndmes homogenes de degré 2i dans|’ anneau
Zlay, a; ,az, a4,a6];
bz = a% + 4‘a2 ; b4 = a,as + 2a4 ; b6 = a% + 4‘a6 (2'2)

L’ éimination du mondmeen X2 et du coefficient 4 dans |’ équation E; s obtient avec le
changement devariableslinéaire:

x —3b, y ) 3)

(X’Y)_)< 36’ 108

Pour un corps K de carac(K) # 2,3, nous obtenons |’ équation de Weierstrass E,

E,: y?> = x3— 27c¢, x — 54cq € K[x,y] (3-1)

Les deux coefficients c,; sont des polyndmes homogenes de degré 2i dans|’anneau Z [b;, by ,bg] :

ca=b%—24b, et Ce = 36b, by — b3 — 216 by ; (3-2)
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D’ autres transformations permettent d’ obtenir d’ autres modéles d’ équations de Weierstrass comme :
1) L’équation de Weierstrass : E5: y2 = x3 + Ax + B € K[x,y];

2) LemodéledeLegendre: E,:y? =x(x—1)(x —a) ,aveca# Oet 1;

3) LemodéedeDeuring: Es: y? + axy +y = x3,aveca® # 3;

4) LemoddledeTate: Eg:y? +xy=x3+ax+b;

Ou aet b sont des séries de puissances formellesen q = exp (2ixz) ;

a= —SZ nq"(1—q")!
n=>1
1

b= q" (7n® +5n3)(1—q") !
1

_E nz

2- Invariants d’'une cubique de Welerstrass :

Les cubiques possedent plusieursinvariants : un discriminant, un invariant modulaire, un invariant
différentiel, un conducteur, un régulateur, une série de Dirichlet, etc...

Ces invariants sont associés aux cubiques et ils permettent de classifier I’ ensemble des cubiques.

Définition 2 :
Lediscriminant d une cubique de Weierstrass d équation :
E: y?> +a;xy+azy= x3+ ay x* + asx+ a4 € K[x,y] et de carac(K) =2,3
est le polynbme homogene dedegré 12 del’anneau Z[b,, b, ,be, bg], égale a:
A(E) = 9b, bybg — 8b3 — 27 b — b3bg

Le coefficient bg est déterminé par larelation : 4bg = b,bg — b3
4bg est un polynéme homogéne de degré 8 del’anneau Z[b,, b, , bg,].

Exemples:
Calcul des discriminants des model es précédents :
1) lemodéle:E;: y? = x3 —27c4 x — 54c¢ € K[x,y] , avec carac(K) =2,3

Lediscriminant est égal a: A(E;) = % (c3— cd)
2) lemodéledeLegendre: E,: y? =x(x—1)(x —a),aveca= Oet 1.

Lediscriminant est égal a: A(E,) = 16 a? (1 — a)?
3) lafamille des cubiques de Weierstrass a deux parametres :

E(s,t): y? + 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x, ]
Jobtiens les coefficients: b, = 4s (s + t); b, =2st, bg =0 ; bg = —(st)?
2 2
c, = 16s[s(s+t) —3t] ; Ce = 2°s? (s +t)[9t —25(s+1t) ]

Etlediscriminant:  A(E(s,t)) = 16 53 t? [s(s + t)? — 4t]

Il existe d’ autres méthodes de calcul du discriminant d’ un polynéme f(X) : ¢’ est |la méthode du résultant
de 2 polynémes, d’ apres [ 7], [8]:
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3- Reésultant de deux polyndmes et classification des cubiques planes:
Lediscriminant A(E) d’ une Courbe Elliptique E d’ équation de Weierstrass : y2 = f(x) est liéau
discriminant dis(f) de ce polynéme par lathéorie du résultant.

Le discriminant d’ un polynéme g(x) € K|[x] est un @éément du corps K égale alafonction symétrique
desracines 8; deg(x) ;

Pour: g(x) =Ilicx(x—6;): dis(g) = [1i+(6; — 9j)2

etpour: g(x) = do [lis<n(x — 6;):  dis(g) = d§g"~? [Tix(6: — 6))°

Lediscriminant dis(g) est nul si et seulement si le polyndme g admet une racine multiple.

Exemples:
) g =x-2)(x-3)(x—-5)
Alors: dis(g) = (2 —-3)*(3—-5)?(5-2)? =36
2)  f)=2(x-Dx-4)(x-5)
Alors: dis(f) = (2)?®72(1 — 4)2(4 — 5)*(5 — 1)? = 28.32,
Nous exposons quel ques points de la théorie du résultant :

Définition 3 :
Soient deux polyndmesf et g del’anneau R[X] :
f(x) =dox™ +dyx"1 +--+d,, dedegré n>1
gx) =rgx™ +rx™1+ ...+ r,, dedegré m=>1
Lerésultant des deux polynémesf et g est le déterminant d’ordre n + m, formé de m lignes de
coefficients (dy, d4, ..., d;,) €t den lignes de coefficients (rg, 1, ..., ") ;

do d; d, 0 0
0 do d; d, 0 0 '
0 0 d d . . d 0 . . || M 1Ignes
Reﬁ(f,g): 0 0 do d1 dn J
lo Iy m 0 0 )
0 o ry Tm 0
v n lignes
0 0 lo Iy m
J

L es termes manquant sont remplacés par des zéros.
Ladiagonale principale est formée de m termes d,, et ntermes 7,

Indiquons quel ques propriétés des résultants ;
Le discriminant dis(f) est lié au résultant Res(f, f') def(x) et sadérivée f' (x).
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Proposition 1 :
Soit un polynéme f(x) = do(x — 8,) ...(x — 0,) dedegrén > 1, sadérivée f (x).
Lediscriminant dis(f) et lerésultant satisfont larelation :

n(n—-1)

Res(f,f) = (-1) z dodis(f) = do" ' T1<i<a f (65)

O
Preuve: [8] Lang, et [7] Kostrikin

Proposition 2:
Soient deux polynémes:

f(x) = do HlSiSn(x — 01'), de degrén >1

gx) =1ro[ligan(x — @;), dedegréem =1
Alorsleursrésultant est égal a:

Res(f.g) = dg 1_[ g9(6y)
1<i<n
- o ] 1oy

15j<m

dy'ro 1_[(91' - ;)
ij

Preuve: [6] Lang, et [7] Kostrikin

O

Corollaire:

1) Lerésultant Res(f,g) estnul si et seulement si les deux polyndmesf et g ont uneracine
commune.

2) Lerésultant d'un polyndme f(x) et de sa dérivée f (x). est égal a:

Res(f.f) =dy"* | | £ (00
1<i<n
Preuve: [8] Lang, et [7] Kostrikin
L
Examinonslesrelations entrelesdiscriminants dis(f) d’un polyndme cubique f(x) € K[x] et

A(E) d’unecubique de Weierstrass E: y* = f(x):

Proposition 3:

Soit une cubique de Weierstrass E: y* = f(x), alors Lesdiscriminants A(E) de E et dis(f) du
polynéme f sont liés par larelation :

1) A(E) =16 dis(f) lorsque f(x) = x3 + a; x* + a,x + ag ;

2) A(E) =16 dis(f) lorsque f(x) = x3 + Ax + B € R[x] ;

3) 16A(E) = dis(f) lorsque (x) = 4 x3 + b, x* + 2b,x + b .

10
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1) Preuvede: "A(E) = 16 dis(f) lorsque f(x) = x3 + a; x® + a,x + ag"
Lecacul de A(E) nécessite le calcul desinvariants b,; de la cubique de Weierstrass
E:y?=x3+a,x*+ asx +ag:

b, = 4a, , by = 2a, , be = 4ag, bg = 4aja, — az
Lediscriminant : A(E) = 9b, bybs — 8b; — 27 b2 — b5bg

Alors: A(E) = 16(18a, asaq — 4a3 — 27 a2 — a3aq + a3 a3

D’ apréslesregles de calcul des discriminants des polynémes f(x) € R[x] :

dis(f) = 18a, asaq — 4a3 — 27 a2 —a3ag + da a3

Alors: lorsque f(x) = x3 + a, x? + a4x + a, nous obtenons A(E) = 16 dis(f)

2) Preuvede: "A(E) = 16 dis(f) lorsque f(x) = x3 + Ax + B € R[x]"
Lesinvariants b,; delacubique de Weierstrass E: y? = x3 + Ax + B égalent :
by =0, by =24, be = 4B, bg = B
Alors: lediscriminant A(E) = —16 (443 + 27B%),et dis(f) = — (443 + 27B?)
Celaimplique A(E) = 16 dis(f) lorsque f(x) = x3 + Ax + B € R[x]

3) Preuvede: "A(E) = 16 dis(f) lorsque f(x) = 4 x3 + b, x* + 2b,x + by"
On utilise lathéorie des résultants pour calculer le dis(f) :
dis(f) = 16(9b; bybg — 8b3 — 27 b} — b2bg) impliquedis(f) = 16A(E)
I

Définition 4 :
L’invariant modulaire d’ une cubique de Welerstrass d' équation :
E: y> +ta;xy+azy= x3+a,x*+ asx+ag € K[x,y] , est|’dément j(E) du corpsk,
carac(K) # 2,3, égale a:
J(E) = c§ (E)/A(E)

Exemples:
Calcul del’invariant modulaire des modéles précédents :
1) L’invariant modulairedu modéle: E;: y? = x>+ Ax+ B, estégd a:

. 4(124)3

J(Es) = 4A3+ 27B2
2) L’invariant modulaire du modélede Legendre: E,:y? =x(x —1)(x — a),
Aveca # Oet1,estéga a:

. _ 28(a%-a+1)
.](E4) - aZ(a_l)Z
3) L’invariant modulaire de la famille des cubiques de Welerstrass a deux parameétres :

E(s,t): y® + 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x,y], estéga a:

, _16%s[s(s+ 1) 2 = 3t]
J(E (s, 0) t? [s(s + t)% — 4t]
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Définition 5:
L’invariant différentiel d’'une cubique de Weierstrass d’ éguation :
E:F(x,y) =y* +a1xy+azy — x> —a, x* — a,x — ag = 0, est laforme différentielle:
_dx —dy _
w(E) = E = ? ;
ol F, et F, désignent les dérivées partiellesd ordre 1 de F(x, y) ;
Fy =a;y —3x*— 2a,x— a,,et F, =2y+a;x+ az.

Exemples:

Calcul del’invariant différentiel des modéles précédents:

1) L’invariant différentiel du modéle: E5:y? = x3+ Ax + B, estéga a:

dx  dy

2y 3x2+A4

2) L’invariant différentiel du modélede Legendre: E, : y? = x(x —1)(x —a) ,aveca# Oet 1,
égaea:

w(Es) =

dx dy

W(Es) = 52 3x2 -2(a+ Dx+a

3) L’invariant différentiel de lafamille des cubiques de Weierstrass a deux parametres :
E(s,t): y? + 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x,y], égalea:

(E( t)) _ dx _ —dy
WESE) = 2(y +sx +t) 2sy —3x2 —st(2x — 1)

4- Points singuliers d’ une Courbe Algébrique plane :
Dans lathéorie des courbes a gébriques planes, ces courbes possedent des points ordinaires et des
points singuliers:

Proposition 4 :

Soit une cubique de Weierstrass d’ équation :

C:y?> = x3+a,x*>+ asx+ ag € K[x,y], dediscriminant A(C)

1) Lepoint 0, = (0,1,0) du plan projectif P?(K) est un point non singulier sur C;
2) LacubiqueC est singuliéresi et seulement si son discriminant est nul A(C) = 0.

1) Preuve de « Lepoint 0, = (0,1,0) est non singulier sur C »

Le point (0, 1, 0) est un point du plan projectif IP?(K). L’ équation de C dans ce plan est delaforme :
F(X,Y,Z) =Y?Z + a1 XYZ + a3YZ? — X3 — a,X*7Z — a,X7Z% — aZ3

Les coordonnées du point 0, = (0,1,0) satisfont cette équation: F(0;) = 0

Il en résulte que ce point al’infini est sur la cubique C.

Comme la dérivée partidlle F, (0,1,0) = 1 # 0 aorslepoint 0, = (0,1,0) n'est pas singulier sur la
cubique C.
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2) Preuve de « C est singuliére » implique « A(C) = 0 »

Soit une cubique C d’ équation de Weierstrass : y? = f(x)

L’ hypothése « C est singuliere » implique que le polyndme f(x) admet une racine multiple, donc
dis(f) =0.

Larelation dis(f) =16A(C) implique que A(C) = 0

3) Preuvede « (A(C) = 0 » implique « C est singuliére »

Soit unecubiqueC et A(C) =0

Lathéorie du résultant et larelation entre A(C) et dis(f) impliquent lavaleur dis(f) =0.
Cdaimplique gue le polyndme f admet une racine multiple, donc la cubique C est singuliére.
]

Définition 6 :

Un point P = (x, y) d une Courbe Algébrique C d’ égquation f(x, y) = 0 est singulier si ses
coordonnées satisfont les équations: f(P) = f _(P) = f'y(P) =0.

Le nombre de points singuliers permet de classifier les courbes al gébriques irréductibles en deux
classes:

1) Classe des courbesirréductibles singulieres;

2) Classe des courbesirréductibles non singuliéres ;

Une cubique irréductible singuliére admet 2 types de point singulier :

Un noeud, ou la cubique admet 2 tangentes distinctes. (Figure 1)

Un point de rebroussement, ou la cubique admet 2 tangentes confondues. (Figure 2)

Figurel: unnoaud Figure 2 : un de rebroussement

L es courbes a gébriques admettent un autre invariant : le genre, ¢’ est un invariant arithmétique ;

Définition 7 :
Soit une courbe algébrique C d’ égquation f(x, y) =0 de degré n, qui possede m pointssinguliers, le
genre de cette courbe est I’ entier positif ou nul :

1
90 = (- Dn-2)—m

1) Unedroite aune équation de degré n = 1, son genre est égal a0 ;

2) Lescercleset les coniquesont des équations de degrén = 2, leur genreest égal a0 ;
3) Lescubiquessingulieres ont une équation dedegrén = 3, leur genreestégal a 0

4) Lescubiquesnon singulieres ont des équations de degrén = 3, leur genre est égal a 1.
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5- Courbes Elliptiques:
Une Courbe Elliptique est, par définition une cubique de Weierstrass non singuliére.
Son discriminant n’est pas nul. Le signe de ce discriminant influe sur |’ allure de la Courbe Elliptique.

Proposition 5:
Soit une cubique de Weierstrass d’' éguation :
E:y* = f(x) € K[x,y], dediscriminant A(E)
La cubique E est une Courbe Elliptique si et seulement si son discriminant n’est pas nul :
A(E) # 0.

1) Preuve de « A(E) # 0 » implique « la cubique E est une Courbe Elliptique »

Soit une cubique E d’ équation de Weierstrass: E : y?> = f(x) , et dediscriminant A(E)
L’ hypothése « A(E) # 0 » implique un résultant Res(f, f) # 0.

Alorsle polyndme f admet 3 racines simples, donc la cubique E est une Courbe Elliptique.

2) Preuve de « lacubique E est une Courbe Elliptique » implique « A(E) # 0 »

L’ hypothese « lacubique E est une Courbe Elliptique » implique que le polyndme f(x) admet 3
racines distinctes

Celaimpliquelerésultant Res(f, f') # 0,dors: dis(f) # 0

Larelation dis(f) =16A(C) implique que A(E) # 0 .

]

Il'y a2 types de Courbes Elliptiques : le type des Courbes Elliptiques de discriminant A(E) > 0, et le
type des Courbes Elliptiques de discriminant A(E) < 0.

Proposition 6 :

Soit une Courbe Elliptique E de discriminant A(E) alors -

1) La courbe E coupe |’axe OX, ou une paralléle al’axe OX en trois points simples si et seulement
S A(E)>0;

2) Lacourbe E coupel’axe OX en un seul point simplesi et seulement s A(E) < 0.

1) Preuve de « E coupe OX en 3 points » implique « A(E) > 0 »

Soit une Courbe Elliptique E, alors son discriminant n'est pasnul : A(E) # 0

L’ hypothése : la Courbe Elliptique E coupe |’ axe OX en 3 pointssimples: (e;,0), i=1,2,3
implique que E admet une équation de Weierstrass de laforme:

y? = (x—e)(x—e)(x —e3)= f(x) € IR [x]

Par définition le discriminant d’ un polynéme f(x) est égal a:
dis(f) = [hxs(e —¢)?

Les 3 racines e; sont des nombres réels,
Il en résulte que les carrés (e; — ¢;)* de différences de nombres réels sont positifs et dis(f) > 0
Donc larelation : dis(f) = 16 A(E) impliqueque A(E) > 0.
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2) Preuvede « A(E) > 0 » implique « E coupe OX en 3 points distincts »
Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :
E:Y? = 4X3+4+ b, X2+ 2b,X + by € K[x,y] (1-2)

L’ hypothése « A(E) > 0 » et larelation dis(f) = 16 A(E) impliquent dis(f) > 0 (2-2)
(1-2) et (2-2) impliquent que le polynéme f(x) admet 3 racinessimplese; ,i = 1,2,3
Il en résulte 3 points d’intersection (e; , 0) delacourbe E avec I’ axe OX.

3) Preuve de « E coupe OX en un seul point » implique «A(E) < 0 »

Soit une Courbe Elliptique E qui coupe I’axe OX en un seul point (e, 0) ssimple, aors E aune

équation de Welerstrass :

y? = (x—e)(x®*+rx+s)= f(x) ER[x],r>— 45<0; glx)=x*>+7rx+s (1-3)
Le polyndme du 3°™ degré f(x) admet 2 racines complexes conjuguées : m + in

Le discriminant de ce polynéme f(x) est égal a:

dis(f) = —4n*((e —m)? + n?)?; (2-3)
puisque les 3 nombres e, m et n sont réels, il en résulte la valeur :

dis(f) <0 (3-3)
(3-3) et lardation dis(f) = 16 A(E) impliquent le signe du discriminant : A(E) < 0 (4-3)

4) Preuvede «A(E) < 0 » implique « E coupe I’ axe OX en un seul point simple »
Un polynéme cubique admet 3racinese; , i = 1,2,3 simples ou multiples

E:y? = (x—e)(x—ey)(x—e3)= f(x) €EIR [x] (1-4)
Larelation dis(f) = 16A(E) et I’hypothese A(E) < 0 impliquent dis(f) < 0 (2-4)
Lediscriminant du polyndme f(x) est égal a:

dis(f) = —4*(e; — e2)(e; — e3)*(e3 — e)? (3-4)

(2-4) et (3-4) impliquent un carré négatif ;

Celaimplique uneracine e; réelle et les deux racines e, et e; qui sont conjuguées complexes :
m=in

Alors: dis(f) = —4n?((e — m)? + n?)?

Il en résulte un seul point d'intersection (e;, 0) delacourbe E avec |’ axe OX, ce point est simple.
O

6-Classification des cubiques de Welerstrass :

Les propositions (4), (5) et (6) impliquent la classification des cubiques de Weierstrass

Proposition 7 : Soit I'’ensemble des cubiques de Weierstrass:
E:y* +aixy+azy= x3+ a; x* + a,x +ag € K[x,y] .

L’ ensemble, des cubiques de discriminant A(E) et d’invariant c,(E) est classifié dans 4 classes:

1) Classe des cubiques singuliéres qui admettent un nceud, lorsque: A(E) =0 et c4(E) + 0 ;

2) Classe des cubiques singuliéres qui admettent un point de rebroussement lorsque : A(E) =0
etcy,(E)=0;

3) Classe des Courbes Elliptiques coupant I'axe OX en 3 points simpleslorsque: A(E) > 0;

4) Classe des Courbes Elliptiques coupant |I’axe OX en un seul point simplelorsque:A(E) < 0.

O
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7- Application a la famille E(x, y) :
E(s,t): y? + 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x,y]

Lafamille E(s,t) ades coefficients égaux a:

a, = 2s, a,=st, a3;=2t, a,=-—St, ag = —t*

En faisant les calculs, je trouve les résultats suivants:
b2:45(5+t), b4_:25t, b6 =O,b8=—(st)2

2
cy = 16s[s(s+t) —3t]; ce = 2°s%(s +t) [9t — 25(s + t)?]

Sondiscriminant:  A(E(s,t)) = 16 s3t? [s(s + t)? — 4t]
Etude du signedu discriminant A(E(s, t)):

Je considére lafonction de second degré ent définie par : h(t) = s(s +t)? — 4t
Il en résulte larelation :
A(E(s,t)) = 16 s3t2 h(t)

Lesignede A(E(s,t)) estleproduit dessignesdess et celui de h(t)

A(E(s,t)) =0 impliqgue:t =0ou s=0ou h(t)=0

Etudionsle signe de h(t) :

h(t) = st? + 2(s? = 2)t+s3; avecs,t € Qets # 0;

Le déterminant 6 de lafonction A(t) égale:

§ =4(1—s2); h(t) =0 implique h(t) admet 2 racines

h=-Q2-s?-2/1—s2) e t;=-(2-s>+2V1—52);

Ces 2 racines sont réelleslorsque: 1 —s? > 0 soit: —1 <s < 1
Lesignede 6 est déterminé par :

s< —1lalors:h(t) <0 (a);

1) Sis € |—00,—1[ U ]1,4+oo[ alors § < 0, cela implique {s > 1 alors: h(t) > 0 (b);

2) Sis € ]-1,1[ alors 6 > 0 cela implique que:

(h(t) > 0,t € Jty, t5] (0)
(S € ]-1.0L, alors'{ h(t) <0,t € ]l—ozo,tl[ Ulty, +oof  (d)
_(h(t) > 0,t € ]—oo,t1[ U Jty, +oo[ (e)
k s € 10,1[, alors: {h(t) <0te ]t1,t2[1 2 0

Alorsjedéduislesignedediscriminant A(E(s,t)):
A(E(s,t)) >0si:

1) s€]—oo,—1[U]1,+o] et t#0, t#t;, t#t,
2) s€]-1,0[ et t€]—oo,t;[U]t,, +oof

3) se€]0,1] et te€]—oo,t;[U ]ty +oof

Il'y a3 cas possibles
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A(E(s,t)) < 0si:

1) se]-1,0] et te ]ty ty]
2) s€]0,1] et te ]ty ty]
Il'y a2 cas possibles.

A(E(s,t)) = Osi:

1) s=0

2) t=0

3 t=t;=-(2-s2-2V1-5?)

4 t=t,=-(2-s>+2V1—s?)

S

Il'y a4 cas possibles.

1) Cubique singuliére qui admet un ncaud :
Pour s=1ett =0, équation de Weierstrass :
E.(1,0):y% + 2xy = x3 € Q[x,y]
Avec lecalcul jobtiens: A(E;) =0 et cy(E) =22 #0
A(E;) = 0 impligue que la cubique E; est singuliére ;

c,(Ey) # 0 implique que la cubigue E; possede un noeud.

Tableau des coordonnées de quel ques points de la cubique E;

Cubiques de Weierstrass

X -1 0 1 2
y 1 0 -1+4/2 -2+ 23
racine double 1racine 2 racines 2 racines

Le tableau implique que la cubique E; admet un nceud (0,0).

Courbetracée avec logiciel « Maple »
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2) Cubique singuliere qui admet un point de rebroussement:

Pour s=0et t =2, lacubique apour éguation :

Cubiques de Weierstrass

E,(02):y2 4+ 4y =x3 — 4 € Q[x,y]

Aveclecacul j'obtiens: A(E,) =0 etc,(E;) =0
A(E,) = 0 implique que lacubique E, est singuliére ;
c,(E;) = 0 impligue que la cubique E, possede un point de rebroussement.

Tableau des coordonnées de quel ques points de la cubique E,

X -1 V4 0 2
y Pas de racines 0 -2 2446
réelles 1 racine racine double 2 racines

Letableau implique :
Lacubique E, coupel’axe OX en un seul point (34 ,0) simple
La cubique E, admet un point de rebroussement (0, -2)

02 04 0B 0O& 1 12 1.4

~_

Courbetracée avec logiciel « Maple »
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3) Courbe Elliptique qui coupe I’axe OX en un seul point :

Pour s= —%et t = - 2, lacubique a pour équation :

1
Ey (‘5'—2):% —xy—4y=x3+x2 ~x—4 €Qxy]
Aveclecacul j'obtiens: A(E;) = —110

A(E3) < 0 implique que la cubigue E5 est une Courbe Elliptique qui coupe |’ axe OX en un seul point

simple;

Tableau des coordonnées de quel ques points de la cubique E;

~ 1 0 1. 4856 1
2 0
y Pas de racines ° iz\/ﬁ
reelles racine double 1 racine 2 racines

Letableau implique:
La Courbe Elliptique E; coupe |’ axe OX en un seul point (1.4856, 0), elle est tangente a1’ axe OY au
point (O, 2).

s —

| \

oz O 02 04 0B 0B 1 12 1.4 T8

Courbetracée avec logiciel « Maple »
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4) Courbe Elliptique qui coupe|’axe OX ou une paralléeal axe OX en 3 points
simples:
Pour s = % et t =1, lacubique de Weierstrass :

3 , ; 3 , .3
E4<—§,1>:y —3xy+2y=x —Ex +§x—1 € Q[x,y]

Avec le calcul j’obtiens: A(E,) = 36/24 >0

Tableau des coordonnées de quel ques points de la cubique E,

0 1 -1 2
X
-1 —5++/5 2+2V/2
y 0 1 s
Racine double 2 racines 2 racines

La Courbe Elliptique E, coupe laparaléleal axe OX d’'éguation y = -3 entrois points simples :
(-0.65784, -3), (-1.6126, -3), (3. 7705, -3)

1
1
w

/[ f |
"

Lt _‘q__

-5

Courbetracée avec logicie « Maple»
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CHAPITRE 111

GROUPE DE MORDELL-WEIL DES COURBESELLIPTIQUES

D’ apres [8]. Poincaré a conjecture que I’ ensemble E(K) des points K- rationnels d’ une Courbe
Elliptique E est un groupe abélien additif de type fini.
Sur une Courbe Elliptique E, d’ éguation de Weierstrass :

E:y? +axy+asy= x>+ a, x* + ayx + ag € K[x,y] (1)
ou K est un corps commutatif global, local ou fini.
L’ éément neutre de ce groupe abélien E(K) est le point al’infini 0.

1- Structure de groupe abélien additif sur I’ensemble E(K) des points K-rationnels
d’une Courbe Elliptique E :

Soit une Courbe Elliptique E, d’ éguation de Weierstrass::
E:y? +axy+azy= x3+ a; x*> + asx + ag € K[x,y]
Les5 coefficients a; sont des éléments d un corps commutatif K ; les 2 variables x et y sont des
éléments d’ une cléture algébrique K,,; de K.
Pour obtenir une structure de groupe abédlien, nous considérons :
1) L’ ensemble E(K) des points K-rationnels de la Courbe Elliptique E ;
2) Lepointal’infini 0 qui jouelerbled élément neutre; 0p; = (o0, ) dansle plan affine, et
(0, 1, 0) dansle plan projectif P?(K). Ce point est unique.
Il est déterminé par ladirection de |’axe QY dansle plan R2.
3) Uneloi de compositioninterne: u: E(K) X E(K) - E(K) devaleur :
u(P,P) =P +P,
« Trois points colinéaires de la Courbe E ont unesommenulle»: Py + P, + P; = 0
Cette construction du point P; + P, est représentée dans lafigure 1 :

v

Figurel
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Vérification des 4 axiomes d’ un groupe abélien additif: SIL [13]
Axiomedel’éément neutre 0g [13]:

Cestlepoint 0z al’infini qui est|’éément neutre ; il est déterminé par ladirection del’axe QY.
Pour tout point P de E(K), lasécante P0j est paraléle al’axe OY.

Laregle des 3 points colinéaires implique larelation:

P+ 0g+ 0= 0p+ 0 +P=P"P;

Donc:P+ O = O0g+P=P;

L’ axiome de |’ élément neutre est vérifié.

Axiome du symétrique [13] :

Soit un point P sur le groupe E(K) ;

Laparadléleal axe QY passant par le point P coupe la Courbe Elliptique E en troispoints P, S, 0 ; I
enrésultelarelation: P+ S+ 0p = O

Nous en déduisions le symétrique: S= - P

Cette construction du symétrique d’ un point P de la Courbe Elliptique E est représentée dans la
figure 2 :

Y \

y
o
1
1 X
I |-
1 »
1
I 0
1

S=-P
‘Figure2

Axiome de commutativité[13]:

Les sécantes P; P, et P, P; sont confondues ; il en résultelarelation :
(P1+P2)+P3=(P2+P1)+P3= OE

Celaimplique: P, + P, = P, + P, = —P;.

L’ axiome de commutativité est vérifié.

Axiomed’associativité [13] :

Soient 3 points P, Q, R colinéaires de la Courbe Elliptique E ;

Pour vérifier I’ associativité delaloi, il faut comparer les points: (P+ Q) + Ret P+ (Q +R)

Il faut donc calculer les coordonnées des sommes :

P+ Q= A, A+R=B, Q+R=C, P+C=D

Avec le calcul nous obtenons |’ égalité B= D, I’axiome de I’ associativité est ains vérifié:

(P+ Q)+ R= P+ (Q+R).

(|
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Proposition 1 :

L’ ensemble E(K) des points K- rationnels d’ une cubique de Weierstrass, muni de |’ application
uw:E(K) X E(K) » E(K) devaleur : u(P,P;) = P; + P,

est un groupe abélien additif d'éément neutrelepoint al’infini 0g = (o0,0) = (0,1,0) , et deloi

basée sur larégle géométrique de « 3 points colinéaires de la courbe E ont une somme nulle »:

P+ P, +P3=0g;

1

Définition 1:

Legroupe abélien E(K) est le groupe de Mordell-Weil dela Courbe Elliptique E.
Proposition 2 :

Legroupe de Mordell -Weil E(K) d une Courbe Elliptique E est de type fini, ce groupe est

isomorphe au produit direct E(K) =~ T(E) X Z" ou T(E) = legroupe detorsion deE, Z = groupe
additif abélien et r = r(E) = 0.

Preuve: Lang[8].

Définition 2 :

L'entier r = r(E) = 0 estlerangdela CourbeElliptiqueE.

C'est le nombre de points qui engendrent la partie infini E(K) — T(E)

2- Calcul des coordonnées du symétrique —P d'un point P dela somme Py + P, de 2
pointsP; #+ +P, ,delasomme P + P = 2P du groupe E(K) [13]:
Soit la Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass:
E:y? +axy+asy= x3+ a, x* + asx + ag € K[x,y]
Pour obtenir les coordonnées du symétrique d’ un point, de la somme de 2 points et du point 2P des
Courbes Elliptiques, il faut utiliser laregle géométrique des 3 point colinéaires de la courbe et la
théorie des intersections des courbes par des droites.

2-1) Calcul des coordonnées du symétrique—P d’un point P = (x, y) : (Figure 3)
Equation de laparaléle aOY passant par lepointP: x = xp
L’ équation de Weierstrass de E devient une éguation en'y de degré 2 ;
Lasommede ses2 racines est égale a:
y+yep = —(a1x +az);
Celaimplique: y_py = —(y+ a1x + a3)
Nous en déduisons les coordonnées du symétrique —P de P :
P(x,y) et —LP(x,—y— a1x—az);

Nous avons démontré la:

Proposition 3:

Le symétrique d'un point P = (X, y) d’une Courbe Elliptique E est le point —P de coordonnées
X—py=xp et yc_py = —(y+a;x+ az).
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P Yp
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-Figure 3

2-2) Calcul des coordonnées dela somme Py + P, de2 pointsP; = (x;, y;)i=1,2
telsque
P, # P, : (Figured)

La sécante P, P, apour équation:y = k (x — x;) + y, avec lapente k = % : Q
1= A2

Elle coupe la Courbe E en 3 points Py, P, et P;. Ces 3 points satisfont larelation :
P+ P, +P; = 0O
Remplagons la valeur (1) dans I'’équation de £ nous obtenons :
[k (x — x1) + y11° + (a1x + az)[k (x —x) + y1] = 2° + ap ¥* + asx +ag (2
L’ équation de Welerstrass de E devient une équation en x de degré 3, elle admet 3 racines x4, x, et x3
Avec lafonction symétrique élémentaire « somme desracines d’une équation algébrique» nous
obtenons: x; + x, + x3 = —(a; — k? —a.k) (3)
Celaimplique I’ abscisse x3 du point Ps :

x3=k?®—a, +ark—x — x, 4
Posons: P, + P, = —P; = M = symétrique de P; )
D’apreslaproposition 3 : deux points symétriques ont méme abscisse: xy = xp,
L’ ordonnée de M est égale a:

Ym=—Y3—ax3—az = —[k (x3 —x1) + y1] —a1x3 — a3
Nous obtenons ainsi les coordonnéesdelasomme: P; + P, = M = (xy, yy) de 2 points
Xy = k2+a1k—a2—x1—x2; (6)

yu = —k3 —2a1k?* + (a, — a? + 2x; + x)k + aja; — as + a;(x1 + x3) — yy;

Pour k = X122
X1— X2

Cesrésultats sont rassemblés dans la ;
Proposition 4 :
Les coordonnées dela somme M = P4 + P, de 2 points Py # +P,d une Courbe Elliptique E sont
égalesa:
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Yi— Y,
X1— X2
yu = —k® —2a,k* + (a; — a} + 2x1 + x2)k + aya; — az + a;(x1 + x3) — y1.

xy = k* + a;k — ay — x; — x5; pour k=

I:I y A

v

Figure4

2-3) Calcul des coordonnéesdelasommeP + P = 2P : (Figureb)
L’ équation de latangente alacourbe E au point P est égale & v = yp(x — xp) + yp Q)
Ladérivéey dey est égaea:

, 3x% +2a,x + ag — ary (2
Y= 2y + a1x + as
Laregle géométrique des 3 points colinéaires implique larelation:
P+P+T =0 (3)

D'oularelation: 2P =-T
Calcul des coordonnées du point P : dans (1) en remplacant lavaleur dey dans|’équation de E, nous
obtenons I’ équation cubique en x:

[y,;(x —xp) +yp]* + (a1 x + a3)[y},(x —xp) +ypl = X + ay x* + ayx + ag 4

L’ équation (4) est une équation en x de degré 3, elle admet 3 racines:
xp racine double, x; racine ssmple
La fonction symétrique élémentaire « somme des racines d’'une éguation algébrique» implique:

2 !
Nous en déduisons I’ abscisse x7 :

Xr = Y'12> +ary, — a; — 2xp (7)

Et I’ordonnée y:

yr = yp(xr —xp) + ¥p (8)
Alors les coordonnées du point 2P= -T sont égaesa:
X2p = XT
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Chapitre 111 : Groupe de Mordell-Weil des Courbes Elliptiques

Yop = —Yr—Q1XT — A3
Avec le calcul nous obtenons les coordonnées:

Xop = ¥'3 + ar1yp — az — 2xp (10)
"3 ’ !
Yop = —¥p —2a1y'p + (az + 3xp — af)yp + a;a, — az + 2a;xp — yp

Ces résultats sont rassemblés dansla:
Proposition 5:
Les coordonnéesdelasommeP + P = 2P dune Courbe Elliptique E sont égales a :

2
—v'2 ' 1 3x“+2azxtag—aqy
X2p=Ypt+taiyp—a; —2xp, aveC y =

2y+aix+as
Polyndme quadratique en y

13 ’
Y2p = —¥p —2a1Y'3 + (az + 3xp — a?)yp + aja; — az + 2a,xp — yp.

Polynéme cubigque en y'

O

v

Figure5

3- Pointsd’ ordrefini d'une Courbe Elliptique:

Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :

E:y? +axy+asy= x3+ a, x* + asx + ag € K[x,y]
Un point P du groupe de Mordel-Well dela Courbe Elliptique E est un point d’ ordremsi P
appartient au groupe abélien E(K) et mP = 0g avecnP # 0z pour 0 < n < m.

Définition3 :
Soit m un entier rationnel et P un point d'ordrem du groupe de Mordelle-Weil E(K) dela Courbe
Elliptique E satisfaisant larelation mP = 0, alors le symbole mP représente les sommes :
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P+ P+ -+ P,mfois P,si m est positif
mP =<{(—P) + (—P) + -+ (—P),(—m) fois — P,si m est négatif
OP = 0g,sim = 0.

Pour obtenir des formules utilisables Cassels a éudié les points mP sur une Courbe Elliptique
particuliere ;

Proposition 6 : (Lemme 7-2 de[1])

Soit une Courbe Elliptique E, d' équation de Weierstrass :

E:y* = x3+ Ax + B € Q[x,y] avec 443+ 27B? # 0

L es coordonnées des points mP, pour m> 2 et pour tout point P de E, sont déterminées par les
formules:

| Pm(xy) @n(xy)

YR y) Pih(xy)

Oou ¢, w, et P, sont des polyndmesde |’ anneau Z[x, y]
Avec : 1/}_1 = —1, ll}o =0, 1/}1 =1, ll)z = Zy, 1/}3 = 3x4 + 6Ax2 + 12Bx — AZ
Et ¥, = 4y(x® + 54x* + 20Bx® — 54%x> — 4ABx — B* — A3)

mP

Les polyndmes i, satisfont lesrelations:

lpZm = lem (¢m+2¢73n—1 - lpm—2¢72n+1)

5 ) pour m= 2
o Yoms1 = U1 — Y1
Les polyndmes ¢,, et w,, satisfont lesrelations :
b = XI/JTZn — Y 1¥mi1
pour m=> 3

4ywm = lpm—lerzn—l - lpm+2¢)72n+1

Preuve:

Pour m=-1, le symétrique—P est égal a: —(x,y) = (x,y) = ((_’;)2 ,(_yl)g), dorsy_; = —1;

Pour m= 0, le symétrique —P est égal a: 0(x, y) = (o0, 0) = (% ,%), dorsy, =0

Pour m= 1, lesymétrique—P est égd a: 1(x,y) = (x,y) = (f—2 ,1y—3), aorsy, =1;
: v 3x%+A .
Pour m= 2, laformule 2P = (x,p,y,p) €st lafonctiondey = xz; implique Y, = 2y.

Cette proposition peut étre démontrée par récurrence sur m.
O

Définition 4 :
Soit m un entier rationnel, I’ensemble E(K)[m] des pointsd ordre m d’une Courbe Elliptique E,

est le sous-groupe de m-torsion de E.
E(K)[m] = {P € E(K);mP = O}

Définition 5:
La réunion infinie des sous groupes de m-torsion de E est le groupe de torsion T(E) de la Courbe
ElliptiqueE :
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T(E) = Upez E(K)[m] = {P € E(K): mP = 0, pour m € Z} C'est I'ensemble des points de E
d ordrefini.

4- Application a la famille E(s, t) :
Nous appliquons, ces résultats alafamille de Courbes Elliptiques E (s, t) d’ équation de Weierstrass :

E(s,t):  y%+ 2sxy + 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x, y] (1)
st#Oett#t(i=12) o0ty =-(2—s2—2V1—5s2)et t; =~ (2 — s>+ 2/1—s2);

N

Les2valeursx,y sont des éléments d une cléture algébrique Q,; du corps Q.

1. Le groupe de Mordell-Weil dela Courbe Elliptique E(s, t) :

Soit E (s,t)(Q) I'ensembl e des points rationnels de la Courbe Elliptique de lafamille E (s, t).

Par laproposition 1, I’ensemble E (s, t)(Q) admet une structure de groupe abélien additif, d’ élément
neutre le point 05, avec la regle géomeétrique :

« 3 pointscolinéairesde E (s, t) ont une sommenulle: P+R+S=0; » et laloi de composition interne:
frE(s,0)(Q) X E(s, t)(Q) » E(s,£)(Q) , avec f(P,R) = P + R.

Par définition 1, le groupe abélien E (s, t)(Q) est le groupe de Mordell-Weil de la Courbe
Elliptique E (s, t).

2. Calcul des coordonnées du symétrique - P d'un point P, dela somme P4 + P, de 2 points
P, # +P, EtdelasommeP + P = 2P du groupeE(s,t)(Q):

a) Calcul des coordonnées du symétrique - P d’un point P = (x,,y,) € E(s, t)(Q).

b)

0)

X2

Y2

[4

Avec lesformules de la proposition 3, on obtient les coordonnées du point

=P = (xp) Yp)

X(—p) =%p € Y(p) ="V —25% —2t;

Calcul des coordonnées delasomme M = P; + P, de 2 points P,= (x;,y;) € E(s,t)(Q)
telsque P; # +P, ;

Avec laproposition 4, j’ obtiens les coordonnées du point M = (xy, i)

xy = k% + 2sk — st — x; — x, , polyndbme de degré 2 en k.

yu = —k3 — 4sk? + (st — 45 + 2x; + x5)k + 25%t — 2t + 2s(xy + x,) — y; , polynébme de
degré3en k =212

X1—X2
Calcul des coordonnées delasomme 2P = P + P pour tout P = (x,,y,) € E(s,t)(Q).
Par la proposition 4, nous obtenons |es coordonnées du point 2P = (xzp, yzp)
= y,? + 2sy, — st — 2x,, , polyndme en y' dedegré?2

» = =¥, —4sy,” + (st — 4s? + 3x, )y, + 2s°t — 2t + 4sx, — y, , polyndme en y' dedegré 3:

2
,_ 3xp + 2stx, — st — 2sy,

Yo =

2y, + 25x, + 2t

28



Chapitre IV Homomorphismes de Courbes Elliptiques

CHAPITRE IV
HOMOMORPHISMES DE COURBESELLIPTIQUES

Une Courbe Elliptique a une structure de groupe abélien additif de type fini. Selon lathéorie des
groupes, il existe des homomorphismes, des endomorphismes, des isomorphismes, des
automorphismes de Courbes Elliptiques.

Les homomorphismes de Courbes Elliptiques se répartissent dans la classe des isomorphismes
{E(K) — E’(K)}, laclasse des automorphismes {E(K) — E(K)}.
E(K) et E’(K) sont les groupes de Mordell-Weil respectivement deE et E'.

Soient deux Courbes Elliptiques d' équations de Weierstrass :

E:y?2 +a;xy + asy = x3 + ayx? + a,x + ag € K[x,y]

(1)
Eiy?+aix'y +a3y' =x>+adx'* +ax +as € K[X,Y]

Définition 1 :

Soit deux Courbes Elliptiques E et E’ sur le méme corps K, d’ é éments neutres respectifs
Opet 0 .

Un morphisme de Courbes Elliptiques est un homomor phisme de groupes abéliens additifs
f: E(K) » E'(K).

1- Endomorphismes de Courbes Elliptiques:
Selon Deuring, I’ anneau des endomorphismes End(E) d' une Courbe Elliptique est isomorphe soit a
I’anneau Z, soit a un ordre d’'un corps quadratique imaginaire, soit a un ordre de I’algebre des
guaternions.

Corollaire:

L’ ensemble des endomorphismes Endg (E)d une Courbe Elliptique forme un anneau intégre de
caractéristique nulle, isomorpheal’anneau Z ou isomorpheaun ordre del algébre des
guaternions.

O

Définition 2 :

Soit une Courbe Elliptique E sur un corpsK, d’éément neutre 0.

Un endomor phisme de Cour bes Elliptiques est un endomor phisme de leurs groupesde
Mordell- Well.
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2- Isomorphismes de Courbes Elliptiques:

Définition 3:
Un isomorphisme de deux Courbes Elliptiques E et E’ est un homomor phisme de groupes de
Mordell-Well : f:E(K) - E'(K)

Qui satisfait les formules d’isomorphisme de groupes::

f(P+Q) =f(P)+f(Q);
f(0g) = 0g Pour lespointsal’infini O et 0y , et f bijective.

II'y aun changement de variables particulier pour un tel isomorphisme.

Propositionl :

Soit une Courbe Elliptique E sur un corpsK et sa transformée E’ par |le changement linéaire de
variables: x = u?x +r; y=uly +su?x +t 2)
Avec lesélémentsu # 0,1, s’ et t' dansle corps K.

Alorsles Courbes ElliptiquesE et E’ sont isomorphes.

Preuve:

Soit une application: 1 : E(K) — E’(K) devaleur

A, y) = WPx +7r, udy +su?x +t). Lescaculs permettent de vérifier les relations
d’isomorphisme de groupes :

AP+tR) =A(P)+A(R), A(0g)= 0y etAbijective.

O

Lesrelations entre lesinvariants de E et ceux de la Courbe isomorphe E’ sont déterminées par le:

Corollaire:

Le changement de variables (2) indiqué dans la proposition 1 implique les relations entre les
invariants des 2 Courbes Elliptiques E et E' isomorphes :

1) Relation entreles coefficientsa; et a’; :

ua | = a; + 25’

u?a, = a, —s'a; +3r—s'
uda's = az +ra; + 2t (3)
u*a'y = a4 —s'az + 2ra, — (t' +rs")ay + 3r? = 2s't’

uba ¢ = ag +ray +r%a, —t'ag —rt'a;—t'’? + 13

2

2) Relation entre lesinvariants b,; et b’,; et entre ¢y et ¢'y; :

u?b', = by + 12r

u*bh’'y = by +rb, + 612 (4)
uh' s = bg + 2rby + r2b, + 413

u8b'g = bg + 3rbg + 3r2b, + r3b, + 31*

Et: u*c',=c, et ubc o = ¢4 (5
3) Relation entre lesinvariants A(E) et A(E") ,j(E) et j(E):

u?AE) = A(E) (6)

JE) = J(E) (7
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Larelation (7) implique la:

Proposition 2 :

1) Deux CourbesElliptiquesE et E’ sur un corpsK, qui sont isomorphes admettent des invariants
modulaires égaux j(E) = j(E) .

2) Deux CourbesElliptiquesE et E’ sur un corps K, qui admettent des invariants modulaires égaux
j(E) = j(E") sont isomorphes sur unecléture algébrique K ;4 du corpsK.

Preuvede(1) :
Soit deux Courbes Elliptiques E et E' sur un corps K qui sont isomorphes.
Alorsla 1™ formule (5) précédenteimplique j(E) = j(E).

Preuvede(2) :

Soit deux Courbes Elliptiques E et E' sur un corps K qui ont méme invariant modulaire
J(E)=](E) et carac(K) # 2,3.

Considéronsles3cas:j(E) =0, j(E) =1728 et j(E)=A=+ 0, 1728

1) Lorsque j(E)= j(E)=0:
Je choisis des Courbes Elliptiques d’ équation de Weierstrass :
E:y? = x3— 27c¢c, x* — 54cq (8)
E':y? = x3 - 27¢', x* — 54c,
Alorslaformule desinvariants modulaires égale a:
1728¢} 1728¢,3

=g * I ==

L’ hypothése j(E) = j(E) =0 impliquelesrelations:

cs=c43=0v¢et ¢cgc #0, c'¢c#0.

L’équation (8) devient: E:y? = x3 — 54c,

Les formules d’isomorphismes impliquent larelation : u°c'¢ = ¢

Il en résulte 6 valeursu = (C6/C'6)1/6 dans une cl6ture algébrique du corpsK.

Celaimplique les 6 isomorphismes f: E(K) — E’(K) devaeur : f (x, y) = (u?x, u3y)

2) Lorsque j(E) = j(E) =1728:

Gardons les éguations de Weierstrass des Courbes ElliptiquesE et E’
L’ hypothése j(E) = j(E') = 1728 impliquelesrelations:
ce=Cc=0c¢et ¢, #0, ¢4 #0

L’ équation (8) devient: E:y? = x3 —27c, x?

Les formules d’isomorphismes impliquent larelation: u*c’, = ¢,
Cette équation admet 4 racinesu = ( 04/6,4)1/4 dans une cl6ture algébrique de K.
Il en résulte 4 isomorphismes f: E(K) — E°(K) devaleur : f (x,y) = (ux, u3y)

31



Chapitre IV Homomorphismes de Courbes Elliptiques

3) Lorsque j(E) = j(E)=A#+0,1728
Gardons les éguations de Welerstrass des Courbes ElliptiquesE et .
Laformule del’invariant modulaire j(E) et L’ hypothése j(E) = j(E') = A impliquent :
1728c3  1728c'3

G- -

Alors onalardation: Ac? = c3(A—1728)

Par les formules d’isomorphismes, il existe un éément non nul u tel que:
4

utc,=c, et ubcg= cg

nous déduisons les solutions : u = (C4/c'4)1/4 = (C6/Cf6)1/6.
Celaimplique 24 isomorphismes:  f: E(K) — E’(K) devaleur : f (x, y) = (u?x, uy);
O
Il en résulte une classification des Courbes Elliptiques en classes de courbes de méme invariant
modulaire.

1) Classe des Courbes Elliptiquesd'invariant j(E) = 0

2) Classedes Courbes Elliptiques d’invariant j(E) = 1728

3) Classe des Courbes Elliptiques d’invariant j(E) + 0, 1728

Exemple de Courbes Elliptiquesisomorphes:

Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :
E:y?+2xy+y=x3+3x*+4x+1€K[x,y], cara(K)+223
A(E) = —195.

Une Courbe Elliptique isomorphe E’ pour lesvaleurs :

u=2, r=1, s'=0, t'=0:

E':y'2 +x'y' +§y' =x" +§x'2 +Ex' +i
8 2 16 64
Les formules d’isomorphismes liant les invariants b,; et les discriminants impliquent :
. . . 45 ) 59
b,=7; b,s= 2 beza; b8:ﬁ;

’ —195 —
A(E) :M: 2 12 A(E)

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques pointsde la CourbeE :

1 1
x -1 4 0 6 2
Pas de racines 1 /15 1 /5 2 5114 5 V141
' réeles ——t— -—-t— -5 -5t ——
y 4= 8 27 2 3 36 2 2

La Courbe Elliptique E coupe I’axe OX en un seul point d’ abscisse x; obtenue avec lelogicid :
x; ~ —0,31.

Elle coupe |I’axe OY en 2 points d’ ordonnées : —%+§ et _%_\/2_3
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Tableau de valeur s des coordonnées de quelques pointsdela CourbeE’ :

1 1
x -1 T2 0 6 2
Pas de racines 1 5 3 345 13 /8205 19 /4397
’ rédles ——+— ——+— -—x -—x
y 16 — 16 16 — 16 48~ 144 16 16

Lacourbe Elliptique E' coupe |’axe OX en un seul point d abscisse x, obtenue avec lelogiciel :
x, = —0,33.

EIIecoupeI’aerYeanointsd’ordonnées:—i+ig et _3 3
16 16 16 16

La CourbeElliptiqueE :

L

| ——

04 -0 02 -01 0.1 02 03

1 1 1
( [u]

L3
Courbetracée avec logiciel « Maple»

La CourbeElliptique E" isomorphe & E:

FO-4

-0, -0.1 i 0,1

0.4

F0.6

Courbetracée avec logicie « Maple»
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Lardation j(E) = j(E') implique une relation d’ équivalence dans |’ ensemble des Courbes
Elliptiques.

Il en résulte que les Courbes Elliptiques se répartissent en classes d’ équivalence de Courbes Elliptiques
isomorphes :

cl(E)={E,E ,E ,,...,E ,}, d'invariants modulaires égaux :

JE) = j(E1) =j(E ) = =j(E,)

3-Application a lafamille E(s, t) :
Soit une Courbe Elliptique E G 1) d équation de Weierstrass :

1 1 1
E (E' 1): y2 +xy + 2y = x3 +Ex2 X 1€ Qlx,yl, cara(Q) # 2,3

7
A(E) = —Z

Une Courbe Elliptique isomorphe E’ pour lesvaleurs :
u=2, r=1, s'=0, t'=0:

et o 1, , 3, Y A A
E(E,l):y +Exy +§y =x +§x +§x
Les formules d’isomorphismes liant les invariants b,; et les discriminants impliquent :
. 15 ) 5 ) 9 ) 35
bZZT; b4zz; bsza; bszm;

' -7 _
A(E") == 2 2 A(E)

Tableau de valeur s des coordonnées de quelques pointsde la CourbeE :

X -1 0 1 2 4

Yy Pas de valeurs -1 -3 0 2423 —-3++/78

La Courbe Elliptique E coupe I’axe OX en un seul point (1, 0).
Elle coupe |’axe QY en un seul point (0, -1).

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points dela Courbe E' :

X -1 0 1 2 3
, 3| -7 N 3v/65 1, V3177 15 V9321
y Pas de valeurs | O 8 16 ~ 16 16T 16 6T 16

Lacourbe Elliptique E' passe par |’ origine O (0, 0).
Elle coupe |’ axe OY en un seul point (0,— %).
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La CourbeEIIiptiqueE(%, 1) :

Homomorphismes de Courbes Elliptiques

0. 0.4 0.b 0.5

151

25

La Courbe Elliptique E (% 1) isomorphe & E G 1):

.02

01 e 01
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4- Automorphismes d une Courbe Elliptique :
Sur un corps K, les automorphismes d’ une Courbe Elliptique E forment un groupe Aut(E).
Ce groupe dépend de la caractéristique de K et de I’invariant modulaire j(E).

Définition4 :

Un automorphisme d’une Courbe Elliptique E est un endomorphisme bijectif du groupe abélien
E(K).

L’ ordre du groupe des automorphismes d’ une Courbe Elliptique est un diviseur de 24,
Proposition3 :

Soit une Courbe Elliptique E sur un corps K, d’invariant modulaire j(E).

Alorsle groupe Aut (E) de ses automorphismes est d’ordre :

1) 2s j(E)#+0,1728 et carac(K) + 2 et 3

2) 4s j(E) = 1728 et carac(K) # 2 et 3

3) 6s j(E)= 0et carac(K)#2et3

4) 12s j(E) = 0ou 1728 et carac(K) = 3

5 24s j(E) =0ou 1728 et carac(K) =2

Ou carac(K) est la caractéristique du corps K.

Preuvede(1) :

Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :
E:y?=x3+a,x+as €K[x,y],

avec 4aj +27a2 + 0 e carac(K) # 2 et 3.

Et lesdeux invariants:
4.1728a3

A(E) =4a3+27a; +#0 e j(E)= taTi27a2 9)
Leshypothéses: j(E) #+ 0,1728 et carac(K) # 2 et 3 etlarelation (9) impliquent lesvaleurs:
a,#0 et ag#0 (20

Les formules d’'isomorphismes (2) impliquent I’ automorphisme :
h:E(K) - E(K) devaleur: h(x,y) = (u?x,u3y), pour unonnul deK
La Courbe Elliptique E’ isomorphe a la Courbe Elliptique E par I'isomorphisme h, a pour éguation :
E:y?=x3+ad4x+d,
Avec lesrelations: a, = u*a’y et agz=ud.
Lardation: j(E) = j(E) implique:
a3 B a,

4ai +27a:  4a} +27af
les formules d’isomorphisme impliquent les équations :
as = u*a, et ag =ubag, parlespropriétés del’ automorphisme h
Ces deux équationsimpliquent : u* = u® =1 alors u? =1
Il en résulte les deux automorphismes:
X y) —> (xy) et (xy) —> (X -Y).
Alors le groupe Aut(E) est d’ ordre 2.
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Preuvede(2) :

Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :
E:y?=x3+a,x+ag €K[x,y],

avec 4aj +27a2 +0 et carac(K) # 2 et3.

Et les deux invariants :

AE) =4a3 +27a2 +#0 et j(E)= % (12)
Leshypothéses: j(E) = 1728 et carac(K) # 2et3 etlaformule(11) impliquent lesvaeurs:
ag=0 et a, #0 (12
Laformule (12) et lesrelations a, = u*a’y et ag = uba’y impliquent :

u4=;—‘:¢0 e as=ads=0.

Les formules d’'isomorphismes (2) impliquent I’ automorphisme :

h: E(K) - E(K) devaeur: h(x,y) = (u?x,u3y), pour unon nul deK

La Courbe Elliptique E’ isomorphe ala Courbe Elliptique E par I’isomorphisme h, apour éguation :
E:y?=x%+dx .

Les formules d’isomorphisme impliquent | équation :

as, = u*a, , parlespropriétés del automorphisme h, qui implique: u* = 1. Cette équation admet
guatre solutionsu = +1, +i

Il en résulte les quatre automorphismes :

Xy)—> (xYy) et (Xy) —>(X-y) et (Xy)—> (-X-iy) e (Xy)—> (- % iy).

Alors legroupe Aut(E) est d ordre 4.

Preuvede (3):

Soit une Courbe Elliptique E d équation de Weierstrass :
E:y?=x3+a,x+ag €K[x,y],

avec 4aj +27a2 #0 et carac(K) # 2 et3.

Et lesdeux invariants :

AE)=4a3 +27a2#0 e j(E)= % (13)
Leshypothéses: j(E) = 0 et carac(K) # 2 et3 etlaformule(13) impliquent lesvaleurs:

a, =0 et ag#0 (14)
Laformule (14) et lesrelationsa, = u*a’y et ag = u®a’y impliquent :

a,=a’, =0 et u6=;%¢0

Les formules d’'isomorphismes (2) impliquent I’ automorphisme :

h: E(K) - E(K)devaeur: h(x,y) = (u?x,u3y) , pour unon nul de K

LaCourbe Elliptique E’ isomorphe a la Courbe Elliptique E par I'isomorphisme h, a pour équation :
E:y?=x3+d

Les formules d’isomorphisme impliquent | équation :

as = ua, , parlespropriétés de’ automorphisme h, qui implique: u® = 1. Cette équation admet
Six racines:u =+1, +j, +j%,0u j= exp(z%) et j3=1

Il en résulte les six automorphismes :

X y) —> xy), Ky)y—> X-y), XKy)—> (xy), &y —>0x-y)

X y) —> (*xy) e (xy) —> (*%-Y)

Alors legroupe Aut (E) est d’ ordre 6.
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Preuvede (4) :

Leshypothéses: j(E) = 0 ouj(E) = 1728 et carac(K) = 3 impliquent I’ éguation de Welerstrass:
E:y?=x3+a,x+as €K[x,yl.

Considérons I automorphisme du groupe abélien E(K) de laforme:

h: E(K) - E(K) devaleurs: h(x,y) = (u?x + 1, uy)

Les formules d’'isomorphismes (2) impliquent les valeurs:

ut=2% e ri+ra,tag— ubay=0

a’4
L’ automorphisme h implique les valeurs :
a, = a’4_ et g = a,6

Il en résulte le systeme :

ut =1
r3+ra,+ (1— u?)ag=0 (15)

Celaimplique douze automorphismes de la Courbe E.

Lesquatrevaleurs: u = +1, ti, et lestroisvaeursder sont lesracines d’ éguation (15) :
r=m1,n"3

Il en résulte les douze automorphismes :

% y) —> (xtr,y) s (X Y)—> (X712, y); (X Y) —> (x+13,Y) 5 (X y) —> (Xt71,-Y);

XY) —> (Xt -y); (XY) —>(Xtr3,-y) 5 (X Y) —> (X1, -1 y) 5 (X Y) — (Xt -1 Y);
(% y) —> (-xtr3,-1y) (X Y) —> (X1, 1Y) 5 (X Y) —> (Xtrp, 1Y) 5 (X y) —> (-x+13,1Y)

Il en résulte : le groupe Aut(E) est d ordre 12.

Preuvede(5) :

Les hypothéses: carac(K) = 2, et j(E) = 0ouj(E) = 1728 impliquent |’équation de Weierstrass:
E:y*+as;y=x3+a,x +ag €K[x,y],

Considérons I" automorphisme du groupe E(K) de laforme:

h:E(K) - E(K)devaleur: h(x,y) = (u®x +t?, udy+tu’x+s) (16)
eE:y?+a5y=x3+ad,x+d,

Lesrelations entre a; et a’; impliquent lestrois équations :

as

al
14 ! ’ _ — (17)
t*+azt +(1—uw)a, =0

s +ags'+t' +at’? =0

udl=1=

Le nombre des automorphismes (16) est égal au nombre des triplet (u, t',s") solutions du systéme (17)
qui admet 24 solutions: 3valeurs u, 4 valeursde t', 2 valeursde s’
Il en résulte : le groupe Aut(E) est d ordre 24.

O

38



Chapitre IV Homomorphismes de Courbes Elliptiques

5-Application a lafamille E(s, t) :
Soit la Courbe Elliptique E (s, t) d équation de Weierstrass :
E(s,t):  y?+2sxy+ 2ty = x3 + stx? — stx — t? € Q[x, ]

Avec .
st#0ett#t;(i=12)olt =§(2—s2 —2V1—s?),et t, =§(2—s2 +2V1 —s%);
x,y sont des éléments d une cléture algébrique Q,; deQ.

a) Calcul delatransformée E'(s,t) de laCourbe ElliptiqueE(s,t) :

Soit E'(s,t) latransformée de laCourbe Elliptique E(s,t) par le changement linéaire de variables :

{x =u’x'+r €Y)

Avec, u # 0; r,s'ett’'des éléments de Q.
y =udy' +s'ulx' +t' (2) Q

Par |a proposition1, les Courbes Elliptiques E(s,t) et E'(s,t) sont isomorphes, avec les calculs, nous
obtenons I’ équation:

E'(s,t) : uby? 4+ 2u5(s" + s)x'y + 2u3(t +rs +t)y’
=ubx"? + u*(3r + st — st - ZS's)x'2
+ u?(3r2 4+ 2rst —st —2s't —2t's — 2s'rs — 25 t)x’
+ (3 +stri—rst—t?>—t'?2 -2t rs —2t' t);
pour les conditions :

1 1
(i = ) = — — ¢ _ — g2 = — — 2 — g2
st#+0ett+#t;(i=12)outg 5(2 s —=2{1-s ),et ty 5(2 s+ 241 s)

b) Relations entrelesinvariantsde la CourbeElliptique E(s,t) et desatransformée E (s, t).
Le corollaire de lapropositionl implique lesrelations entre lesinvariants de
E(s,t) et ceux de E'(s,t) :
b.1) Relations entreles coefficients a; et a; :
ua, = 2s + 2s’
u?ay = st — 2s's + 3r — 5"
uda; = 2t + 2rs + 2t
utay, = —st — 2s't + 2rst — 2t's — 2s'rs + 3r? — 25't’
ubag = —t? —rst + r?st — 2t't — 2t'rs — t'> + 13
b.2) Relationsentrelesinvariants b,; et by, :
u?b, = 4s(s +t) + 12r
u*by = 2st + 4rs(s + t) + 612
ulbg = 4rst + 4r?s(s + t) + 4r3
u8bg = —(st)? + 6r2st + 4r3st(s + t) + 3r*
b.3) Relationsentrelesinvariantsc,; et cy; :
u*c, = 16s[s(s +t)? — 3t]
ubcy = 2°s2%(s + t)[9t — 2s(s + t)?]
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b.4) Relationsentrelesdiscriminants A(E(s,t)) etA(E'(s, t)) :
ul2a (E’(s, t)) = 16s3t2[s(s + t)? — 4t]
b.5) Relationsentrelesinvariants modulaires j(E(s,t)) et j(E (s, t))
, 16%[s(s +t) * — 3t]3
i|E (s, t)) =
]( (s )) t? [s(s + t)? — 4t]
b.6) Relationsentre lesééments neutres 0 et 0, des deux courbes E(s,t) et E'(s,t)
Les points neutres sont danslaméme classe du plan projectif P?: 0z = 0, = (0,1,0)

c) Détermination del’ordre du groupe Aut (E(s, t)) desautomorphismesde E(s, t)

J(E(s,t)) éant I’invariant modulaire dela Courbe Elliptique E (s, t).

Comme carac(Q) = 0 # 2,3 et par application de la proposition 3, nous obtenons trois cas possibles
pour I’ordre du groupe Aut (E(s,t)) desautomorphismesde E (s, t):

c.1) 1° Cas: j(E(s,t)) # 0,et 1728 :

3-2s2+v9-1252
J(E(s,£)) # 0 Si et seulement i : 7 2 avec s € [_ﬁ ﬁ]—{O}
' ' 3-252—/9—1252 272

t# »

Et j(E(s,t)) # 1728 i et seulement si :

4s[s3(s +1t)® —9s%(s + t)*t + 27t%s(s + t)? — 27t3] — 27t%s(s + t)*> + 108t3 = 0
C'est un polyndme dedixiemedegréen s et de sixieme degréen t.

Alors Aut (E(s,t)) est un grouped ordre 2.

c.2) 28me (Cag: j(E(s, t)) = 1728 si, et seulement, si :
4s5[s3(s +t)® — 9s%(s + t)*t + 27t%s(s + t)? — 27t3] — 27t*s(s + t)> + 108t3 = 0
C'est un polyndme dedixiéme degréen s et desixiémedegréen t, alors Aut (E(s,t)) estun

groupe d’ ordre 4.
_ 3—2s2+4V9-12s2

t
éme . — ; : 2s
c.3) 3°™€ Cas: ](E(s, t)) = 0 si et seulement, si 3ot oTi? avec
- 2s
SE [—?? — {0}, dors Aut (E(s,t)) estun grouped ordre6.
Conclusion :

J ai traité quel ques aspects des Courbes Elliptiques et j’ ai appliqué cesrésultats alafamille E (s, t).
Je me propose d’ étudier plus tard d’ autres aspects de lathéorie : isogénies de Courbes Elliptiques,
hauteurs et rangs de Courbes Elliptiques, sériesL (E, s) de Dirichlet -Hasse, groupes WL (E/K) de
Chételet -Well, groupes S,, (E/K) de Selmer, groupes I1/(E/K) de Chafarevich-Tate.
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