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1. INTRODUCTION

En Mécanique, les variables dynamiques position et impulsion évoluent
dans le fibré cotangent d’une variété qui se trouve étre le type méme de var-
iété symplectique. Tenir compte de contraintes pour le mouvement impose
de se placer dans une sous-variété qui en général n’est plus symplectique mais
seulement présymplectique. Une structure symplectique permet d’associer
a toute fonction réguliere un champ de vecteur et donc une équation de
mouvement. Malheureusement, en général ce procédé n’existe plus pour
toutes les fonctions sur une variété présymplectique. Cependant, il n’exige
pas vraiment de structure symplectique, mais une notion plus faible, celle
de structure de Poisson que 'on doit a A. Lichnerowicz [4]. La notion de
variété de Dirac que nous présentons ici contient a la fois celle de variété
présymplectique et celle de Poisson. Elle fut introduite par J.T. Courant
dans un article fondateur [2] que nous étudions dans ce travail.

Dans la Section 2, nous rappelons quelques éléments de Calcul Différentiel
sur les variétés puisés essentiellement dans [1]. Nous y introduisons aussi
le crochet de Schouten-Nijenhuis [5]qui généralise le crochet de Lie pour les
champs de vecteurs.

Dans la section suivante, on expose quelques éléments de Géométrie de
Poisson: structure présymplectique, symplectique, de Poisson.

Enfin dans la derniére section, nous introduisons les variétés de Dirac
qui généralisent celles étudiées auparavant. Nous verrons que les notions
connues pour les variétés présymplectiques et de Poisson: champs hamil-
toniens, algébres de Poisson se généralisent aux variétés de Dirac. Le fait le
plus remarquable, est la notion de structure de Dirac induite. En effet, on
aboutit & une condition suffisante pour la restriction de structure de Dirac,
condition moins exigente que celle donnée par A. Weinstein dans [7] pour
les variétés de Poisson. Nous terminerons ce travail par un résultat de struc-
ture locale pour les variétés de Dirac. Ce résultat récent da a J.P. Dufour et
A. Wade[3] améliore celui donné dans [2] et renseigne sur la dimension du
feuilletage singulier induit par une structure de Dirac.



2. CALCUL DIIFFERENTIEL SUR LES VARIETES

Dans tout ce travail, M est une variété de classe C*°, de dimension m. On
note T'M (resp. T*M) son fibré tangent (resp. cotangent). Plus générale-
ment, T, M désigne son fibré des tenseurs de type (Z) (r fois contravariant et
s fois covariant). Ainsi,onaTiM = TM et TVM = T*M. Parmi les champs
tensoriels, on distinguera les formes différentielles et les multivecteurs.

2.1. Champs et formes. Pour tout entier k£ non nul, on notera alors
QF(M) Vespace des formes différentielles de degré k sur M. Par conven-
tion, on pose Q°(M) = C°°(M), puis on construit la somme directe

QM) = P F(m).
k>0

Sur Q(M), on dispose d’un produit extérieur noté A qui en fait une algebre
graduée.

De maniére analogue, on introduit les espaces A¥(M) des champs ten-
soriels contravariants alternés de degré k et leur somme directe A(M) qui
sera aussi une algeébre graduée pour le produit extérieur.

Il existe deux relations entre ces deux algébres graduées. La premiére est
un crochet de dualité défini par

Osir#s

1 s — .
<9 /\ /\ 9 ,vl /\ /\ /U'r> - { det(el(’u‘])) pour r=3s !

les 0'¢tant dans Q'(M) et les v; dans A'(M). La seconde est le produit
intérieur. En effet, a I’aide de tout X € A'(M), on construit une application
i(X) de Q(M) dans lui méme définie par

i(X)(f) = 0 pour f € Q°(M)
W(X)w(vr,...vp—1) = w(X, v1,...0p—1) pour w € QP(M) avec p > 1.
On a alors la formule
1(X)(nAw) = (((X)n) Aw+(—1)PnA(i(X)w) pour n € QP (M) et w € Q(M).

Le produit intérieur se généralise sans difficulté & A(M) de maniére a avoir
la formule

i(PAQ)=1i(P)ANi(Q) VP,Q € A(Q).
On obtient alors que

(1) (X1 A A Xpw = (=1)0D24(X,, .., X, pour w € Q7 (M).

La différentielle extérieure d et la dérivée de Lie L sont les outils du calcul
différentiel sur les variétés. Nous aurons besoin des formules suivantes:

di(P) = (=1)Pi(P)d pour P € AP(M).
i(LxP) = [Lx,i(P)] pour X € AY(M) et P € AP(M).
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La différentielle extérieure et la dérivée de Lie sont reliées par la formule

dw(Xg,Xl,XQ, ...,XS) = Z(—l)iXi.w(Xo, ..,5(\1', . Xs)—l—

)

(2) S (“1)Mw((Xi, X1, Xo, - Xiy ooy X5,y X).

1<j
2.2. Le crochet de Shouten-Nijenhuis. Le crochet de Shouten-Nijenhuis
est une généralisation de la notion de crochet de Lie.

Théoréme 2.2.1. II existe une unique application R-bilinéaire de A(M) x
A(M) dans A(M) appelée crochet de Shouten-Nijenhuis et notée (P, Q) —
[P, Q] qui vérifie les identités:

Propriété 1. Pour f et g dans A°(M), [f,g] = 0.

Propriété 2. Pour X € AL{(M) et Q € A(M), [X,Q] = LxQ (la dérivée
de Lie de @ relativement o X).

Propriété 3. Pour P € AP(M) et Q € A1(M),

(3) [P,Q = ~(-1)r DV [Q, P
Propriété 4. Pour P € AP(M) et Q € AY(M) et R € A(M), on a
(4) [P, QAR = [P,QIAR+(-1)"™Q A [P, R].
Preuve:

Les propriétés 1, 2 et 3 déterminent le crochet [P, Q)] lorsque min(deg P, deg Q) <
1. Puis, la propriété 4, donne par récurrence, le crochet sans restriction sur
les degrés. D’ou l'unicité. L’existence s’établit en suivant les étapes suiv-
antes:

a) On pose [f,g] =0, [X,g] = Lxg = —[g9,X],[X,Y] = LxY pour f et
g des fonctions, X et Y des champs de vecteur.

b) Par récurrence sur le degré de @), on définit les crochets [P, Q] pour
deg P < 1 et ce en choisissant deg R = 1 dans (4). Par construction alors,
la Propriété 4 est assurée pour deg P < 1 et deg R = 1 En raisonnant par
récurrence sur le degré de R, on I’étend & R quelconque.

c) Par l'identité (4), on définit alors les crochets [P, Q] pour P et Q
quelconques.

e) On s’assure des Propriétés 4,5 et 3.

Détaillons maintenant ces étapes.

i) Ici, il ne s’agit que d’imposer les crochets [P, Q] pour max(deg P, deg Q) <
1. Par construction, la Propriété 3 est assurée.

ii) Soit R = RA X avec deg R =r, deg X = 1 et supposons (4). On a

[P,QAR]=[P,(QAR)AX] =[P, (QAR)AX+(—1)~ D (QAR)A[P, X] =
{[P, Ol AR+ (~1)P~ DI A [P, R}} AX 4 (—D)FDE) (Q A R) A [P, X] =

[P,Q] AR + (—1)PD1Q A {[P, RIAX + ()P VR AP, X]}



Mais, par construction, on
[P,R] = [P,RIAX + (-1)P"U'RA [P, X].

Ainsi, on a (4) pour deg P < 1.
iii) On définit alors le crochet de Shouten-Nijenhuis [P, Q] pour des champs
quelconques par récurrence en posant pour X € AY(M),P € A(M),S €

A*(M)
(5) [PAX,S]=(-1)VIPSIANX +PA[X,S].

Nous allons établir la Propriété 4 pour P quelconque en raisonnant par
récurrence sur le degré p de P. Soit X € AY(M),Q € AY(M),R € A"(M).
Par définition, on a

[PAX,QAR]= (-1 D[PQARAX+PA[X,QAR]
= (=)D LPQIA R+ (—1) QA [P, R]} A X
+PA{[X,Q]AR+QAI[X,R]}
D’un autre coté,
[PANX,QINR+ (—D)PMQAN[PANX,R] =
(-1)@ D [P,QIANX AR+ PA[X,Q] A R+
(—1)PQ A {(—1)“—1) [P,RIAX +PA[X, R]} .

iv) Par construction, la Propriété 3 est vraie lorsque max(deg P, deg Q)) <
1. On étend dans une premiére étape cette propriété par récurrence sur
deg Q). En effet, X étant un champ de vecteur, on a

~(-)OVPQAX] = ~(-)" D {[P.QIAX + (-1)VIQ A [P X] |

= —(=1)p~Da {(_1)(p—1)(q—1)+1 [Q,P]A X 4 (=1)P~Dat1Q A [X, p]} =

(—)®V[Q,PIAX +QA[X, Pl = [QAX,P].
Enfin, on procéde par récurrence sur deg P. X étant toujours un champ de
vecteur,on aura

~(=D)EP [P AX, Q] = ~(-1) P {(-1) D [P,QIA X + P ALX, Q] =

[(Q,PIAX 4+ (=D PP AQ, X] = [Q, P AX].4

Proposition 2.2.1. Le crochet de Shouten-Nijenhuis posséde aussi les pro-
priétés sutvantes:

Propriété 5. Si P € AP(M),Q € AYM) et p+q > 1, alors [P,Q] €
APTa=L(M).

Propriété 6. Pour P € A(M),Q € AY(M) et R€ A"(M), on a

[PAR,Q)=PA[R Q]+ (~1)« U [P,Q] AR.



Preuve:

i) Par définition, la Propriété 5 est vraie pour p = 1 et on l’étend par
récurrence grace a la formule (5).

ii) S’obtient en combinant les Propriétés 3 et 4. En effet, on a successive-
ment

[PAR,Q = —(=)=DQ P AR =
~(=)E VD f[Q LA R+ (=)@ 7P A Q. R} =
(_1)(p+r—1)(q—1) {(_1)(p—1)(q—1) [P,Q] AR+ (_1)(q—1)pp A (_1)(7"—1)(11—1) R, Q]}
= (D) [P,QIAR+PA[R,Q].4
Nous avons aussi une identité de Jacobi généralisée pour ce crochet.

Proposition 2.2.2. Pour P € AP(M),Q € AY(M) et R € A"(M) tels que
min(p,q,7) > 1, on a

(=)@ DD [P [Q, R +(~1) VD (@, [R, Pll+(-1) VD[R, [P.Q]] =

Preuve:

Observons que pour p = ¢ = r = 1, cette identité est exactement celle de
Jacobi pour le crochet de Lie des champs de vecteurs. On étend cette identité
par récurrence. Par exemple pour X € A'(M), notons, pour i = 1,2,3 T} le
M terme de la somme

S=(=DP I P[QRAX] + (-1 VEVIQ [RAX, P
+(=D I [RA X, [P,Q]].

Pour calculer Ty, on a besoin de
[P,[Q, RAX]) = [P.[Q. R A X] + (1) [P RA[Q, X]) =
[P,[Q. R A X + (1) V@D [Q R A [P, X] +
(1) P, R A 1Q, X+ (-1 VR A [P[Q, X}

Pour le calcul de Ty, on écrit [Q,[R A X, P]] = (=1)"®=D+L[Q, [P, R A X]).
Ceci permet d’utiliser le calcul précédent en échangeant P et (). On obtient

Q. [RAX, P)) = (~1y =04 {[Q, [P R A X + (1) D[P, R A Q. X] }

~{1QRIA[P.X] + (1) VR A[Q [P X))}
Enfin, on a par définition
[RAX,[P,Ql = (-)P"[R,[P.Q]| AX + RAX,[P,Q]].

Aprés regroupement, et par ’hypothése de récurrence, on trouve que les
"coefficients" de AX et RA sont nuls. Il s’ensuit immédiatement que S = 0.8

Proposition 2.2.3. Le crochet de Shouten-Nijenhuis est un opérateur local.



Preuve:

Soit w un point d’un ouvert €2 sur lequel le champ tensoriel contravariant
Q s’annule. On a alors Q = f2Q ou f est une fonction qui s’annule au
voisinage de w. La Propriété 4 donne [P,Q] = [P, ffQ] = [P, f] A fQ +
(—=1)P=1fQ A [P, f] expression qui s’annule au voisinage de w.#

Il est alors possible de définir la restriction du crochet de Shouten-Nijenhuis
a un ouvert et d’effectuer alors les calculs dans des systéme de coordonnées.

On dispose d’une identité reliant, le produit intérieur, la différentielle
extérieure et le crochet de Shouten-Nijenhuis.

Proposition 2.2.4. On a la formule

([P, Q)) = [[i(P),d] ,i(Q)].
ot les crochets du membre de droite sont les crochets d’endomorphismes de
lespace des formes différentielles.
Preuve:
Il s’agit d’établir l'identité
(6)
i(Xl)i(XU)dw+i([X0, Xl])w = ’i(Xo)di(Xl)w—di(Xo)i(Xl)w+i(X1)di(X0)w

La formule (2) s’écrit
i(X1)i(Xo)dw(Xz, ..., Xs) = Xo.w(X71, .., Xs) — X1.w(Xo, X2, ..., Xs)+

> (1) X w(Xo, X1, X, X

i>2
~w([Xo, X1], Xa, ... Xo) + 3 _ (1) w([Xo, Xj], X1, -, X5, .. X)
j>2
N (=1 w([X1, X5, Ko, oory X, X )+
2<j
ST (D)Mw([X, X ], Xo, X1, Xy oy X5, X).
1<i<j
Un calcul direct donne:
i(Xo)di(X1)w(Xa, ooy Xs) = Xow(X1, ., Xo)+ Y _(—1) Xiw0(Xo, X1,.., X, .o, X)
i>2
+3 (—1Vw([Xo, X;], X1, ... Xj, . X,)
j>2
+ 3 ()w([X, X)), Xo, X1, Koy oo X5, X),
1<i<y

di(Xo)i(X1)w(Xa, ..., Xs) = = > (=1)'X;.0(Xo, X1, Xi, -, Xs)
i>2

=Y (D)X, X)L Xoy X, Xiy s X, - X,

1<i<y



[Z(Xl)dZ(XO)w] (X27 ) Xs) - = Z(_l)ZXi-w(X07 Xl,-'a Xi: ) Xs)
i>1
= > ()Mw([X, X1, X, X Xy o, X, X,
1<i<j

On calcul alors le membre de droite de (6) et on obtient le membre de
gauche. Ainsi, on a la Proposition pour max(deg P,deg@) < 1. On la
généralise par récurrence sur le degré de () puis sur le degré de P. Par
exemple, prenons Q' = Q A X avec deg X = 1. On a

([P, Q] =i([P,QINX) +i(Q A [P, X]) = i([P, Q1)i(X) +i(Q)i([P, X]) =
[i(P), d] ,i(@)]i(X) +i(Q) [[i(P), d] , i(X)]

et [[¢(P),d],i(Q")] = [[i(P),d],i(Q)i(X)]. En développant, on arrive a une

identification.d

Corollaire 2.2.1. Soit P € AP(M), avecp > 1 et f € C*°(M). Pour toute
forme n € =1, on a:
(n, [P, f]) = (n A df, P) .

Preuve:

Drapres la formule (1), (—1)®-20-1/2 5, [P, £l) = i([P, fl)n = [i(P), d] i()] n =
[i(P)d — (=1)Pdi(P),i(f)]n

= (((P)di(f) —i(f)i(P)d)n = i(P)(df An) = (=1)PP-D2{df Ay, P) =
(—1)Pe=1/2+@=1) (4f Ay, P) et on conclut par le fait que p(p—1)/2+ (p—1)
et (p—2)(p—1)/2 ont méme parité.d

Corollaire 2.2.2. Soit P € AP(M) avec p > 1 et fi,..., f, dans A°(M).
On a

<df1 ARTIwA dfpaP> = [ [[Pa fp} fp—l] "'>f1] :

Preuve:
On applique le Corollaire précédent avec n = df1 A ... Adfp—1 et f = fp.
On obtient
(dfi N ... Ndfp, P) = (dfi A ... Ndfp—1, [P, fp])

et on répéte cette opération.d



3. ELEMENTS DE GEOMETRIE DE POISSON

3.1. Variétés présymplectiques. Une 2-forme différentielle w sur M in-
duit un morphisme de fibrés b : TM — T*M défini par

B(X),Y) = w(X,Y) = ixw(Y).

Définition 3.1.1. Une structure présymplectique sur M est une 2-forme
différentielle fermée w sur M. Le couple (M,w) est appelé variété présym-
plectique. Lorsque b est un isomorphisme, on dit que (M,w) est une variété
symplectique.

Exemple 3.1.1. Le fibré cotangent

Soit w : T*M — M le fibré cotangent de la variété M. A partir d’un
systeme de coordonnées {xz}zl au dessus d’un ouvert U de M, on construit
le systéme de coordonnées {ql, ..q", p1, ...,pm} sur Pouvert 7~ 1(U) par les

formules
¢ =x'om &=pi(zx,€)de’ pour z € M et £ € T) M.

On vérifie sans difficultés qu’en posant @ = p;dq’, on obtient une 1-forme sur
T*M. La forme w = df fait de T M une variété symplectique. Observons
que w = dp; N dq".

Exemple 3.1.2. sous-variété d’une variété présymplectique

Soit (M, w) une variété présymplectique et j : N — M une sous-variété;
alors (IV, j*w) est aussi une variété présymplectique.

Proposition 3.1.1. Le noyau du morphisme b est stable par le crochet de
Lie.

Preuve:
Elle repose sur la formule:

(7)
dw(Xo, X1, X2) = > (—1)'X;.w(Xo, Xi, X2)+ Y (1) Hw([X;, X;], X0, Xi, X, Xa).
1 1<)
Puisque w est fermée, on aura w([Xo, X1] X2) = 0 si Xo et X; sont dans
Kerb.#
Ainsi, une structure présymplectique induit un feuilletage singulier au
sens de [6] lorsque Kerb est une distribution.

Définition 3.1.2. Un champ de vecteur X est dit hamiltonien lorsqu’il
existe une fonction f € C*°(M) telle que

IxW = df

Cette notion est I’analogue de celle de gradient en Géométrie Riemanni-
enne.
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Proposition 3.1.2. L’espace vectoriel des champs hamiltoniens est stable
par le crochet de Lie. Plus précisément, si Xy et X1 sont hamiltoniens, alors
i[Xo,X1}w =d [W(leXO)] .

Preuve:

On a

0 = dw(Xo, X1, X2) = Xo.w(X1, X2) — X1.w(Xo, X2) + Xo.w(Xo, X1)

—w([Xo, X1], X2) + w([Xo, Xa] , X1) — w([X1, X2], X0)-

Si Xg et X7 sont hamiltoniens, choisissons alors pour 7 = 0, 1, des fonctions
fi telles que

w(X;, X2) = Xaof; pour tout champ de vecteur X.

On aura
0= XoXaf1—X1X2fo—XoXof1—w([Xo, X1], X2) —[Xo, Xo] f1+[X1, X2] fo.
H S’ensuit que w([Xo,Xl],XQ) = _X2X1f0 = —XQ(UJ(Xo,Xl)), ce qui
suffit.é

On introduit a présent ’ensemble des fonctions admissibles
Po={f€C®(M)/3IX € T'M tel que ixw = df }
Remarquons que la solution de I’équation ixw = df est unique modulo le

noyau Kerb On peut donc définir dans P, le crochet
{f,9} =w(X,Y) lorsque ixw = df et iyw = dg.
On a alors

{f,9y=Yf=—-Xg

Définition 3.1.3. Une algébre de Poisson est une algébre commutative as-
sociative muni d’un crochet R-bilinéaire, antisymétrique et vérifiant les iden-
tités
{f,gh} ={f.g} h+{f,h}g (Condition de Leibniz),
{f. {9, h}} +{g,{h, f}} + {h.{f,g}} = 0 (Condition de Jacobi).

Proposition 3.1.3. Munie de ce crochet, P, est une algébre de Poisson.

Preuve:

Montrons d’abord que P, est stable pour le produit. De fait, si ixw = df
et iyw = dg, alors igx4ryw = dfg. De plus, étant donnée une troisieme
fonction h € P, et Z tel que izw = dh, on aura {h, fg} = w(Z, fY +9X) =
f{g,h}+g{f,h} et donc la régle de Leibniz. De plus, d’apres la Proposition
3.1.2, on a d{g,h} = iz yjw et ainsi P, est stable par le crochet. Enfin, on
a

{f{g,h}} =—{f,Yh} =XYh,
{ga {hv f}} = —YXh,
{hv {f7g}} - [Y7 X] h.
En additionnant ces trois égalités, on obtient l'identité de Jacobi.d
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3.2. Variétés de Poisson.

Définition 3.2.1. Une structure de Poisson sur M est une sructure d’algébre
de Poisson sur C°(M). Une variété de Poisson est une variété munie d’une
structure de Poisson.

Exemple 3.2.1. Le dual d’une algébre de Lie de dimension finie.

1/ Soit G une algebre de Lie et G* son duale. Puisque G est de dimension
finie, on l'identifie & G** et I’on peut donc considérer G** comme une algebre
de Lie. On a besoin aussi de I’application linéaire ady de G* dans G* définie
pour tout X € G** par

(Y,adk (§)) = ([Y. X],£); VY €G", £ € G™.
Pour f € C*(G™), on définit la fonction df de G* dans G ** par

(df (), h) = lim fx+ ﬂ? — f(x)
et on munit C'°°(G*) du crochet

{f.9} (x) = ([df (z), dg(x)] , )
ou [.,.] représente le crochet de I’algebre de Lie G** et (., .) la dualité entre G**
et G. Il est clair que ce crochet est bilinéaire et antisymétrique. Par ailleurs,
la formule de différentiation d’un produit assure que ce crochet satisfait a
la régle de Leibniz. Il nous reste a établir le point le moins évident qu’est
I'identité de Jacobi. Soient donc f, g, h dans C°°(G*). Par définition, on a

a{ .9} (@)(y) = ([df (2), dg(@)] , 9)+{ [ F@) @), dg(@)] , 2)+{[df (2), Pg(x) (3)] , =)
= ([df (2), dg(@)] ,9) + (@) (), adiyy2) — (dg(2)(y), adiyy) =
([df (2), dg(@)) ) + (2 (@) (ady(y2),y) — (Polady ). y).
D’ou I'identité
A{f. g} () = [df (x), dg(x)] + d (2)(ady(,yw) — dgladiy(,7)
et il s’ensuit que

{{,9} h} (@) = ([ (), dg(@)], dh(@)] )+ | (@) (ady ), dh()] )

— ([g(@)(adyy ), dn(@)] o)
La somme des termes obtenus par permutations circulaires de f,g et h
est constitué d’un premier terme

([[df (), dg ()], dh(2)], )+ ([[dg(x), dh(2)] , df ()], 2)+([[dh(z), df ()], dg()] , )
qui est nul par l'identité de Jacobi dans G**. La dérivée seconde d2f(x)
intervient dans

([ £(@) (adiyy2),dh(@)] o) = (|2F @) (adjy ), dg(@)] o) =

VeeG*, heG*.
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(df(2)(adgy0y2), adipnyz ) — (B2 (@) (adfy,y2), ady(y ) = 0
par symétrie de la dérivée seconde. De méme; les contributions des dérivées
secondes de f et g sont nulles.

Exemple 3.2.2. L’espace R>.

On munit R? du produit scalaire usuel (u,v) ~ (u,v) et du produit
vectoriel (u,v) ~ u x v. On sait que R3 muni du produit vectoriel est une
algeébre de Lie. Comme le produit scalaire permet d’identifier R? & son dual,
alors comme cas particulier de I’exemple précédent, on obtient que le crochet

{f,9} (x) = (z, gradf (x) x gradg(z))
définit une structure de Poisson sur R?.

Exemple 3.2.3. Une variété symplectique.

C’est un cas particulier de la Proposition 3.1.3 ou P, = C*°(M).

Etant donnée une fonction f € C°°(M), par la condition de Leibniz,
Papplication g ~ {f, g} est une dérivation de l'algebre C°(M). Il existe
donc un champ de vecteur Xy € A'(M) tel que

{f,9} = X9 Vg € C7(M).

Définition 3.2.2. Un champ de vecteur X est dit hamiltonien s’il existe
une fonction f telle que X = Xy.

Théoréme 3.2.1. L’application f ~~ X; de C*°(M) dans T'M est un
morphisme d’algébres de Lie. De plus, on a la régle Xyq = fXy+ gXy.

Preuve:

i) L’identité de Jacobi se traduit par XX ,h — XoXrh — Xy oy = 0.

it) C’est une conséquence de la régle de Leibniz. En effet, on a Xy h =
{fg.h} = gXsh+ fXgh.#

Corollaire 3.2.1. L’espace des champs de vecteurs hamiltoniens est stable
par le crochet de Lie.

Une autre conséquence importante de la condition de Leibniz est le car-
actére local du crochet {.,.}. En effet, on a le

Lemme 3.2.1. Si f s’annule sur un ouvert V, alors, pour toute fonction g,
{f,g} s’annule aussi sur V.

Preuve:

Pour un point p € V, on peut trouver une fonction « nulle dans un
voisinage de p et telle que f = af. La condition de Leibniz au point p
donne

1,9} (p) ={af,g9} (p) = alp){f, 9} () + f(P) {a, g} (p) = 0.8

Ainsi, on peut donc définir la restriction d’une structure de Poisson a un
ouvert, ce qui permettra d’introduire un peu plus loin la notion de tenseur
de Poisson. Pour cela, il nous faut exploiter encore la condition de Leibniz.
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Lemme 3.2.2. Si f est constante, alors Xy est nul.

Si f =1, pour toute autre fonction g, on aura {f, g} = {fz,g} =2{f,g}
et donc {1,g} = 0. Si X est une constante, on aura {\,g} = A{1,9} =0.#

Théoréme 3.2.2. Il existe un unique tenseur antisymétrique P € A%(M)
tel que

{f,9} = P(df,dg) Vf,g € C(M).

Preuve:

Soit {:L‘Z} un systéme de coordonnées sur un ouvert U de M. Etant
données deux fonctions f et g, on peut supposer, quitte & diminuer U et en
vertu de la formule de Taylor que sur U, on ait pour tout z € U et y € U

F(&) = ) + (@ — ) 22 ) et (x) = o(y) + (2~ ) 22 (y).
47 oz
En utilisant la R-bilinéarité du crochet et le Lemme précedent, on obtient
I’identité

. 8f 69
8 ={z" ) -
( ) {f?g} {'CL‘"I }8.%'13.%3
surU. Le tenseur P est défini par ses composantes P% = {xi, xl } dans tout

systéme de coordonnées{xi} N
P est appelé tenseur de Poisson de la structure étudiée.

Théoréme 3.2.3. Le tenseur de Poisson vérifie l’identité

opik s OPk OPY
pis Pks

oxs * oxs * oxs

Preuve:
La formule (8) donne

En sommant, on obtient

(s f ) oo P ) = P gt

L’identité de Poisson découle alors de celle de J acobl.Q
Réciproquement, & partir d’un champ de 2-vecteurs P € A2(M), on con-
struit le crochet

{f,9} = (df Ndg, P).
De maniére évidente, ce crochet est R-bilinéaire, antisymétrique et vérifie
la régle de Leibniz. Lichnerowicz a montré que le crochet de Schouten-

Nijenhuis [P, P] est nul si et seulement si le crochet associé vérifie I'identité
de Jacobi. En effet, par le Corollaire 2.2.2, on a

{fvg}:[[ng]af]:_HP’f]vg]
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Théoréme 3.2.4. Avec les notations ci-dessus, on a la formule

U A9 hd Y+ (g (n FYY+ ({790} = 5 (df Adg A dn, [P, P])

Preuve:
Elle utilise I'identité de Jacobi graduée. Posons [P,g] =Y et [P,h] = Z.
On a

{Fidg, n}} =[PP 0], g1l f1 = = [P [Py g], B, /] = = ([P [ AL ]

Or par l'identité de Jacobi, on a
[P7 [Y7 h“ = [K [h7 PH + [h7 [Pv Y” = [Yv [P7 h]] + [h7 [PvYH =

Y, Z] + [h,[P,Y]].
L’identité de Jacobi donne encore
[P,Y] =[P, [P, g]] = = [P,|g, P]] — [g, [P, P]]
et donc
2[PY]=—lg, [P, P]] = ——[[P, P],g].

Il s’ensuit que

1
{fa{gvh}} = _[[Y7Z]7f] - 5[[[[P7P]7g]7h]7f]
D’un autre c6té, un calcul direct donne

{g:{h, f1} =V, 12, f]] et {n,{f, 9}} = =2, Y, f]].
En sommant, on obtient
1
{f g, 13} + g Ah, f3} + {0 {f 93} = =S {12, Pl 9], 1], f]
1 1
— 5 {df A dh A dg, [P, Pl) = 5 (df A dg A dh, [P, P]) &
Calculons maintenant le crochet [P, P]. On a en utilisant les regles de
calcul pour le crochet de Schouten-Nijenhuis

0 0 . 0 0 . 0 5]
_ ij Y A Y1 ij Y ij v
[P,P]| =[PP e A axj] [P, PY] A By A £ + PYI[P, py A ij]'
Mais 5 9 9 5
ij) _paB_9 9 pij _ pag; 9, 9 5
et
0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
[ ’83}1/\8x]] [ 8&:‘“/\8x5’8x1/\8x3] [ ’62:’/\8323]/\8960‘/\8305
En regroupant, on obtient
15) 0 . 0 0 OPY 9 0 0
_ af; Y, Y 1] I sk AT
[P, P =2P [8.%'0‘ 4 0zb’ PN Oxt A OxI 4r Oxs Oxt A Oxd A oxk
op4 9Pk 0Pk 9 0 0
sk St S] N N
8 Z (P oxs +F ox* +F oz’ )8mi A oI 4 oxk’

i<j<k
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En conclusion, nous pouvons dire qu’une structure de Poisson équivaut a la
donnée d’un champ de tenseurs deux fois contravariant alterné P vérifiant
soit I'identité (9) soit 'identité [P, P] = 0.
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4. VARIETES DE DIRAC

Dans cette section, V' désigne un espace vectoriel réel de dimension finie
m et V* son dual. Nous savons que sur I'espace vectoriel V' il n’existe pas de
structure géométrique privilégiée (produit scalaire, volume). Il n’existe pas
aussi de moyen privilégié de I'identifier a son dual. Pas plus qu’il n’existe
d’application naturelle de V' sur son dual ou vice versa. Par bonheur, la
somme directe ¥V = V @ V* posséde des structures naturelles qui sont la
base algébrique de la Théorie des Variétés de Dirac. Dans toute la suite, on
notera p et p* les projections respectives de V sur V et V*.

4.1. Structures algébriques naturelles sur V. L’espace )V est munie de
la forme bilinéaire symétrique naturelle

(,6), (5, 1) = 5(€W) +1(2).

Proposition 4.1.1. La forme bilinéaire (.,.) est non dégénérée et de signa-
ture (m, m).

Preuve: ‘
A partir d'une base e = {¢;};*; de V et de sa base duale ¢* = {¢'}
on construit dans V la base

{(ex, e, ..., (em,e™), (e1, —eb), ..., (em, —e™}.

Dans cette base, la forme (.,.) est représentée par la matrice

1, O,
o ).

m
=1’

L’on dispose aussi d’une forme volume naturelle sur I’espace V. En effet,
N ;) m .
a une base e = {e;};", de V et sa base duale e* = {e’}i_l, on associe la
base

E= {(61, 0), ..., (em,0), (0,€l), ..., (0, em)} .
de V.

Proposition 4.1.2. La forme déterminant dans cette base £ est indépen-
dante du choiz de la base e.

Preuve:
Soit ¢’ une seconde base de V et £ la base de V qui lui est associée. Si P
est la matrice de passage de e a €/, on passe de £ a £ par la matrice

P 0,
0, P!

qui est de déterminant 1.4
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4.2. Structure de Dirac linéaire. Etant donné un sous-espace vectoriel
L de V, on notera L+ son orthogonal pour la forme bilnéaire (., .).

Définition 4.2.1. Un sous-espace vectoriel L de V est dit isotrope si L C
Lt

Proposition 4.2.1. La dimension d’un sous espace isotrope est au mazi-
mum m.

Preuve:
L’inclusion L C L+ implique dim L < 2m — dim L et donc dim L < m.#

Définition 4.2.2. Une structure de Dirac linéaire sur V est un sous-espace
isotrope de dimension m.

Exemple 4.2.1. Structure de Dirac induite par un sous-espace vectoriel.
Soit E un sous-espace vectoriel de V' et
Ann(E)={0 € V*/ 0(x) =0 Vz € E}.
L’espace L = E & Ann(E) est de maniére évidente une structure de Dirac.
Exemple 4.2.2. Structure de Dirac induite par une 2-forme.

Soit w une forme bilinéaire antisymétrique sur V. A l'aide du produit
intérieur, on lui associe une application linéaire wy, de V dans V* définie par

wp(z)(y) = w(z,y) pourz €V, y € V.

Par construction, on a l'identité wy(z)(y) + wp(y)(z) = 0. 1l s’ensuit que le
sous-espace graphe de wy

G, = {(z,wp(x)); z €V}

est isotrope. Comme c’est un graphe d’une application linéaire sur V', sa
dimension est celle de V.

Exemple 4.2.3. Structure de Dirac induite par une 2-vecteur.

Soit P une forme bilinéaire antisymétrique sur V* et P# I’application
linéaire de V* dans V' définie par

n(P#(£)) = P(n,€) pour £ € V¥, ne V™.

Dans ce cas aussi, I'identité n(P7(£)) + &(P#(n)) = 0 assure que le graphe

G ={(P*(9).6) ¢V}

est une structure de Dirac linéaire sur V.
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4.3. Structure de Dirac linéaire induite.

Proposition 4.3.1. Soit ¢ une forme bilinéaire antisymétrique sur un sous-
espace vectoriel E de V. Alors le sous-espace

L(E,e)={(z,§) €V/ z € E ete(x,y) =&(y) Vy € B}
est une structure de Dirac linéaire sur V.

Preuve:

Pour (z,€) et (y,n) dans L(E,¢), on a 2((z,£), (y,n)) = £(y) + n(z) =
e(x,y) + e(y,z) = 0 et ainsi, L(E,¢e) est isotrope. Soit e = {e;};~; une
base de V telle que {el}?;nllE engendre F et e* = {ei}?; sa base duale. Un
couple (z,¢) est dans L(E, ¢) si et seulement si

e'(x) = 0 pour i > dim E et &(e;) — (z,¢;) = 0 pour ¢ < dim E.

On voit que L(E, €) est caractérisée par m conditions linéaires. Donc dim L(E, ) >
2m — m et par isotropie, on a dim L(E,e) = m.#

Proposition 4.3.2. Réciproquement, toute structure de Dirac linéaire L
sur'V est de la forme L(E, ) ou E = p(L).

Preuve:

Soit L une structure de Dirac linéaire sur V' et E = p(L). Soient = € E,
EeV* & e V*telles que (z,€) € L et (z,£) € L. Pour un élément y de
E, choisissons n € V* tel que (y,n) € L. Par isotropie, on a £(y) = —n(z) =
¢ (y). D’oul une application § de E dans E* qui & un élément z associe la
restriction a E de toute forme ¢ telle que (z,&) soit dans L. Comme L est
isotrope, on a l'identité 6(x)(y) +60(y)(x) = 0 sur E. D’ou la forme bilinéaire
antisymeétrique € sur E définie par e(z,y) = 6(x)(y). D’apres la proposition
précédente et pour une raison de dimension, pour s’assurer que L(F,¢) = L,
il suffit d’établir 'inclusion L C L(E,¢). Or, si (z,&) € L, par construction
de 6, la restriction de £ a E est justement 0(x) et ainsi, (z,£) € L(E,c).®

Proposition 4.3.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de V* et €* une forme
bilinéaire antisymétrique sur F'. Alors le sous-espace

L*(F,e") = {(2,€) € V/ €€ F et *(€,n) = n(x) ¥ € F}
est une stucture de Dirac linéaire sur V.

Preuve:

Pour (z,§) et (y,n) dans L*(F,e*), on a 2((x,£), (y,n)) = &£(y) +n(x) =
e*(n, &) +e*(&,m) = 0 et ainsi, L*(F,e*) est isotrope. Puis, on choisit une
base {ei}zl de V* dont les premiers éléments engendrent F. Cette base
peut étre considérée comme duale d’une certaine base {e;};"; de V. On voit
alors que (z, &) est dans L*(F,c*) si et seulement si

£(e;) = 0 pour i > dim F et *(£, e') = ¢'(x) pour i < dim F.

11 s’ensuit que dim L*(F,e*) > m, ce qui suffit.®
On a aussi une réciproque.
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Proposition 4.3.4. Toute structure de Dirac linéaire L sur V est de la
forme L*(F,e*) avec F = p*(L).

Preuve:

Soit L une structure de Dirac linéaire sur V et F' = p*(L). Etant donné
un élément & de F', on montre que si (z,€) et (2/,£) sont deux éléments de
L, alors n(z) = n(z’) pour tout n dans F. D’ou une application linéaire 6*
de F dans F* définie par

0*(&)(n) = n(x) x étant tel que (z,€) € L.

L’isotropie de L assure que la forme bilnéaire définie sur F' par €*(§,n) =
0*(€)(n) est antisymétrique. Pour conclure, il suffit d’observer I'inclusion
L C L*(F,c*).®

Grace a la Proposition 4.3.2, on peut introduire la notion de structure de
Dirac induite. En effet, soit L une structure de Dirac linéaire sur V et W
un sous-espace vectoriel de V. On peut considérer cette structure de Dirac
de la forme L = L(E,¢). Soit alors E' = E N W, i I'injection naturelle de
E’" dans E et ¢ Papplication de £’ dans E’* définie par

(@) (y) = e(i(a’),i(y)).
Comme visiblement &’ est antisymétrique, le sous-espace
Ly ={(z,¢) /o' e B', ¢ e W" et £'(2)(y) = €'(y/) Vy' € E'}
est une structure de Dirac linéaire sur W.

Plus loin, nous aurons besoin de la

Proposition 4.3.5. L’espace Ly est isomorphe au quotient
LNn(WaV*)
Ln({0}e w9’

Preuve:

Un élément de LN (W & V™) est un couple (z,&) tel quex € WNE, £ € V*
et {(y) = e(z,y) pour tout y € E. A ce couple (z,£) on associe le couple
(2',¢") défini par i(z') = z et £ = £ |. On obtient ainsi une application
linéaire Ry de L N (W & V*) dans Lyy. Par construction, on a ker Ry =
LN ({0} ® W0 et il suffit donc de s’assurer que Ry est surjective. Pour
cela, choisissons une décomposition

V=EaG
qui va induire une décomposition
W=WnE)®(WnGQG).

A partir d’'un élément (2, £") dans Ly, on construit n € E* défini par n(y) =
e(i(z),y) et un prolongement § & G de la restriction de & & W NG. Puis, on
forme & € V* en posant £ = sur E et £ = 0 sur G. Par construction, on
a (i(z'),§) €e LN (W @& V*). De plus tout w € W se décompose en w’ @ w”
avec

§(w") =& (w") et g(w') = n(i(w')) = '(2',w') = ¢'(w).



20
On voit donc que (2/,¢) = Ry (i(x),£).#
4.4. Structure de Dirac sur une variété.

4.4.1. Définition et généralités. Sur TM & T* M, on définit les deux formes
C*°(M) bilinéaires

(X6, (Vim) . = 2 (€(Y) + (X)),

[\

(X,6), () = S(E(¥) ~n(X)).

La premiére est symérique, la seconde est alternée. On introduit également
le crochet de Courant

[(X,8), (Vo] = ([X,Y], Lxn — Ly& + d(((X,£), (Y, n))_))-

Ce crochet est bien alterné mais en général ne vérifie pas l'identité de Jacobi.

On se donne un fibré de Dirac L au dessus de la variété M, c’est a dire
un sous-fibré vectoriel L CTM & T*M dont la fibre en chaque point o soit
une structure de Dirac linéaire de T,, M. Observons que si (X,€) et (Y,n)
sont deux sections de L, alors

(X,8), (Y,n)_ =&(Y) = —n(X)
et un calcul direct donne

[(Xa 5)7 f(Ya 77)] =f [(X7‘£>7 (Y>77)] + X(f)()/a 77)'
En effet,

[(X,8), f(YV,m)] = (X, fY], Lx fn — Lyy§ +d(f (X, £), (Y,m)) ) =
(XY + [ X Y], X(f)n+ fLxn— fLyn =&Y )df + fd({(X, ), (Y,n))_))
+EY)df = fI(X,€), (V)] + X(f)(Y,n).

Définition 4.4.1. Un algébroide de Lie est un fibré vectoriel A au dessus
d’une variété M avec les conditions supplémentaires suivantes:

o il existe un crochet d’algébre de Lie [.,.] sur l’espace T'(A) des sections
de A,

e il existe un morphisme de fibrés p: A — T M dite ancre vérifiant la
régle de dérivation

[, f0] = £ [, ] + (p()-f)n,

o cette application p est un morphisme d’algébres de Lie sur les sec-
tions.

Exemple 4.4.1. Variété de Poisson.
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Etant donné P € A%(M), cherchons a présent un crochet sur Q!(M)
vérifiant

(10) [, B1p = — [B,0lp,
(11) o, £B]p = (P*a).f)B+ f o, Blp
(12) o, B]p = dP(a, B)

La condition (11) assure que ce crochet est local. On peut donc, en
travaillant dans un systéme de coordonnées voir que nécessairement

(13) [é-u n]P = LP#(E)T/ - LP#(n)f + d<P(n7 g))

Il s’avere par la suite que le crochet défini par cette formule convient. Puis,
on cherche les conditions pour lesquelles ce crochet vérifie 'identité de Ja-
cobi. Par le Théoréme 3.2.4 , on voit que l'identité

d{df Ndg A dh,[P,P]) =0
est une condition nécéssaire et suffisante. Mais cette condition s’écrit aussi
(en prenant f = af3)
(dB N dg A dh, [P, P])da+ (da A dg A dh, [P, P])ds = 0.

Cette derniére identité équivaut a

(dB Ndg Ndh,[P,P])=0
puis a
[P, P] = 0.

Ainsi, le crochet défini par (13) vérifie I'identité de Jacobi si et seulement si
(M, P) est une variété de Poisson. Dans ce cas le morphisme P# : T*M —
TM défini par

B(P*a) = P(a, B)
est une ancre. En effet pour trois formes exactes df, dg, dh, on a
P*([df,dg]p)-h = P*(d{f.g}).-h = P(d{f.g},dh) =
Hfgt by ={fAg,h}} — {9, {f, h}} =
{f, (P#dg).h} - {g, (P#df).h} - [P#df, P#dg] h.

Ce qui prouve l'identité P# ([df,dg]p) = [P#df, P#dg] La condition (11)
permet d’étendre cette identité a des formes quelconques. Nous avons donc
démontré le

Théoréme 4.4.1. Soit P un champ de bivecteur sur une variété M. Alors
le triplet (T* M, P#,[.,.]p) est un algébroide de Lie si et seulement si (M, P)
est une variété de Poisson.
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Pour s1, sg et s3 dans I'(L), on pose

(14) T'(s1,52,53) = ([s1,52],53), -
Un calcul direct donne que pour trois sections s; = (X;,w;) de L, on a
(15) 2T (s1, 52, 83) =

X1.w2(X3)+X2.ws3(X1)+X3.w1(X2)+wi ([Xz, X3]+wa ([ X3, X1]+ws([X1, Xo]
Proposition 4.4.1. T est C*°(M)-multilinéaire.

Preuve:
11 suffit d’établir la C'*° (M )-linéairité par rapport a so. Pour cela écrivons
les sections sous la forme s; = (X;,w;), on aura alors

T(s1, fs2,83) = ([s1, fs2] ,53) 4 = ([ [s1,82] , 83) , + X1(f) (s2,83), =

fT(517 52, 83)
puisque (s2,53), = 0.8
Ainsi, la valeur de T'(s1, s2,53) en un point  de M ne dépend que des
si(x).
Corollaire 4.4.1. I'(L) est stable par le crochet de Courant si et seulement
st T =0.

Preuve:

Supposons T" = 0. Soit s et so deux sections de L; en tout point x,
[s1,82] () € Ly = L. Réciproquement, si I'(L) est stable par le cro-
chet de Courant, on aura pour deux sections quelconques s; et en tout
point x, [s1,s2] (z) € Ly = L} et donc pour toute troisitme section ss,
T(s1,82,83)(z) = 0.4

Théoréme 4.4.2. Lorsque T = 0, T'(L) muni du crochet de Courant est
une algébre de Lie.

Preuve:
Supposons T = 0 et montrons l’identité de Jacobi. Soit donc pour ¢ =
1,2,3 s; = (Xj,w;) trois sections de L. On a

[(Xl,wl), (XQ,WQ)] = ([Xl,XQ] ,LXICUQ — LX2w1 + dwl(Xg)).

Comme I'(L) est stable par le crochet de Courant, la composante sur T*M
de [[(X1,w1), (X2,w2)], (X3, w3)] sera

Lix,, xp)ws — Lixy {Lx,w2 — Lx,wi 4 dwi(Xz)} — dws([X1, X)) =

LX3 (LX20J1 — LXlw2) — d{Xg.wl(XQ)} + L[Xl’XQ}UJg — dOJ3([X1, XQ])
En sommant selon I'identité de Jacobi et aprés multiplication par (—1), la
composante sur T*M sera

—Lx;(Lx,w1 — Lx,wa) + d{X3.w1(X2)} — Lix,, x,ws + dws([X1, Xa])+
—Lx, (LXSWQ - LX2w3) + d{Xl.o.)g(Xg)} - L[Xz,Xg,}wl + dwl([XQ,Xg])-i-
—Lx,(Lx,ws — Lxyw1) + d{Xo.w3(X1)} — Lix, x, w2 + dwa2([X3, X1]). =
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d{Xs.w1(X2) + w1 ([X2, X3] + X1.w2(X3) + wa([X3, X1] + Xo.w3(X7) + ws([ X1, X2]}
= 2dT<81, 59, 83) =0.

Définition 4.4.2. Un fibré de Dirac sur une variété M est un sous fibré L
de TM&TM* dont la fibre L, au dessus de chaque point x est une structure
de Dirac linéaire de l’espace tangent M.

Définition 4.4.3. Une structure de Dirac sur la variété M est la donnée
d’un fibré de Dirac L stable par le crochet de Courant. Une variété de Dirac
est un couple (M, L) ot L est une structure de Dirac sur la variété M.

Une structure de Dirac peut étre vue comme la donnée d’un fibré de Dirac
L tel que le triplet constitué de L, de la premiére projection p et du crochet
de Courant soit un algébroide de Lie.

Voici quelques exemples.

Exemple 4.4.2. Structure de Dirac induite par un feuilletage régulier.

Soit A une distribution involutive et de rang constant. On a déja vu (Ex-
emple 4.2.1) qu’en tout point x de la variété M, 'espace L, = A, Ann(A;)
est une structure de Dirac linéaire sur I'espace tangent 7, M. Comme A est
de rang constant, ces espaces L, constituent un fibré de Dirac L. De plus
la stabilté de A par le crochet de Lie assure celle de L par le crochet de
Courant.

Exemple 4.4.3. Structure de Dirac induite par une forme présymplectique.

Soit (M,w) une variété présymplectique. La forme w induit un morphisme
de fibrés wy : TM — T*M. Le graphe L de ce morphisme sera donc un fibré
de Dirac (voir Exemple 4.2.2). Soit (X, &), (Y,n) deux sections de L et Z
un champ de vecteur; un calcul direct donne l’identité

{Lxn— Ly€+d(((X,€), (Y.n) )} (2) = dw(X,Y, Z) + w([X,Y], 2).

On voit donc que 'hypothése dw = 0 assure la stabilité de L par le crochet
de Courant.

Exemple 4.4.4. Structure de Dirac sur une variété de Poisson.

Soit P un champ de bivecteur sur M. A partir de ’'Exemple 4.2.3,0n voit
que le graphe L du morphisme de fibrés P# : T*M — TM est un fibré de
Dirac. A deux formes ¢ et 7, on associe les sections (P#(£),€) et (P7(n),n)
de la structure de Dirac associée. Le crochet de Courant de ces deux sections
vaut exactement

(|P*(€), P (n)| . [&.np).

D’aprés le Théoréme 4.4.1, on obtient la

Proposition 4.4.2. Soit 7 : T*"M — TM un morphisme antisymétrique
de fibrés. Alors son graphe L est une structure de Dirac si et seulement si
(M, ) est une variété de Poisson.
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Soit L est une structure de Dirac; puisque le triplet (L, p,][.,.]) est un
algebroide de Lie, la distribution A = p(L) est intégrable au sens de Sussman
et induit donc un feuilletage singulier sur la variété M.

Nous allons voir que les feuilles sont des variétés présymplectiques. De
fait, nous disposons d’une 2- forme €27, sur le fibré L, & savoir la restriction
de la forme naturelle (.,.) . Par construction, on a

QL((X,8), (V) = £(Y) = —n(X).

Sur une feuille F, la forme 27, induit une 2-forme différentielle 2z définie
par

Qr(X,Y)=¢§Y) =—n(X) deés que (X,€) et (Y,n) sont des sections de L.
Proposition 4.4.3. La forme Qr est fermée.

Preuve:
Soit X7, Xa, X3 des champs de vecteurs sur la feuille F et pour i = 1,2,3
s; = (X, w;) trois sections de L. On a

dQr (X1, X2, X3) = X1.Qr(Xe, X3) + X0.Qr(X3, X1) + X3.Q£(X1, X2)
—Qr([X1, Xo], X3) + Qr([X1, X3], X2) — Qr([Xe, X3], X1) =
X1.wa(X3)+Xo.ws(X1)+Xs.w1(Xo)+ws ([ X1, Xo]+wa([Xs, X1]4+wi([ X2, X3]
= 2T(s1,52,53) = 0.8
Nous venons donc de prouver la

Proposition 4.4.4. Une variété de Dirac posséde un feuilletage constitué
de variétés présymplectiques.

4.4.2. L’algébre de Poisson et les champs de vecteur hamiltoniens d’une var-
1été de Dirac.

Définition 4.4.4. Soit (M,L) une variété de Dirac; une fonction f €
C*®(M) est dite admissible s’il existe un champ de vecteur X tel que (X, df)
soit une section de L. On notera Pr, l’ensemble de ces fonctions.

On peut définir aussi la notion d’admissibilité locale. Dans le cas d’une
variété de Poisson, P, = C*°(M) tandis que dans le cas d’une stucture de
Dirac induite par une forme présymplectique w, on a Pr, = P,,. Il est alors
naturel d’envisager une structure d’algebre de Poisson sur Pry.

Proposition 4.4.5. Py, est une sous-algébre de C*>(M).

Preuve:

On vérifie aisemént que si (X, df) et (Y,dg) sont deux sections de L,
(gX + fY,d(fg)) lest aussi.®

On construit un crochet sur Py, en reprenant le procédé utilisé pour les
variétés présymplectiques. De fait, soit f et g dans Py, et choisissons X; et
X, tels que (Xy,df) et (Xg,dg) soient deux sections de L. On vérifie sans
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difficultés que la fonction Xy.g = —X,f est indépendante du choix de X,
et X,. Posons alors
{f,9} = Xy.g pour f et g dans Pr.
Théoréme 4.4.3. Munie de ce crochet, l'algébre Py, est de Poisson.

Preuve:
i) Assurons nous en premier lieu de la stabilité de Py, par ce crochet. Elle
découle de l'identité

(16) (X7, df), (Xg,dg)] = ([Xy, Xyl , d(Xg))-

ii) L’antisymétrie de ce crochet découle de I'identité X;.g = —X, f.

iii) La regle de Leibniz est une conséquence directe de la formule X.(gh) =
hXrg+gXih.

iv) Soit f,g,h dans Pr, et (X¢,df),(Xy,dg)(Xn,dh) trois section de L.
On a

2T((Xy, df), (Xg, dg)(Xn, dh)) = ([(Xy, df ), (Xg,dg)], (Xn, dh)) . =

([Xf Xgl d{f, g}), (Xp,dh)) . =
Xh{fag} + [Xf7Xg] I :Xh{fag} +Xf {gvh} _Xg {fah} =
{h AL gkt +{f g, h}} +{g. {h, f}}.

L’identité de Jacobi résulte alors du Corollaire 4.4.1;8
Parallelement & la notion de fonction admissible, on introduit la

Définition 4.4.5. Soit (M, L) une variété de Dirac; un champ de vecteur
X sur M est dit hamiltonien s’il existe une fonction f telle que (X, df) soit
une section de L. Le champ X est dit localement hamiltonien st pour tout
point x de M, il existe un voisinage U de x et une fonction f € C°(U) tels
que (X, df) soit une section de L au dessus de U.

De la formule (16), on déduit la

Proposition 4.4.6. Chacun des espaces de champs hamiltoniens ou locale-
ment hamiltoniens est stable par le crochet de Lie.

4.4.3. Invariance par les flots. Soit X un champ de vecteur sur M. A partir
du groupe local & un parameétre {¢,} associé, on construit le flot {¢,}sur
TM @ T*M défini par

?:(Y,m) = (¢ Y, 9Z4m).

Définition 4.4.6. On dira qu’une structure de Dirac L est invariante par
le flot du champ de vecteur X lorsque

¢1(Lp) = Ly, (p)-

A partir du champ de vecteur X, on définit naturellement la dérivée de
Lie sur les sections de TM ¢ T™* M par la formule

LX(Y777) - ([X7Y] aLXn)'
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Définition 4.4.7. La structure de Dirac L est dite stable par le champ de
vecteur X st
(Y,n) e (L) = Ly(Y.n) € T'(L).

Pour un champ de vecteur dans p(L) ces deux notions sont équivalentes.

Proposition 4.4.7. Soit (X,w) une section d’une structure de Dirac L.Alors,
L est invariante par le flot de X si et seulement si elle est stable par X.

Preuve:
Notons {¢, } le groupe local a un parmeétre engendré par X. Soit (Y, n), (Z,0)
deux sections de L,considérons alors la fonction définie sur R x M par

¢<t7p) = <(dp¢thp7 (d¢t(p)¢—t)*np)7 <Z¢t(p)’ ’(/}(bt(p))>+ '
On a clairement

7/1(0,}7) =0, ¢(f + 5’p) = 1/’(75, ¢t(p))

20(6,0) = 7y [dg, 90—t Zo, )] + | (@8 ", | Yo

%m,p) = (Y, n)(p), Lx(Z,0)(p))

La Proposition est alors immédiate.d

Proposition 4.4.8. Une structure de Dirac L est invariante par le flot de
tout champ de vecteur localement hamiltonien.

Preuve:
Soit (X,w),(Y,n), (Z,0) trois sections de L.On a

[(X,w), (Y,n)] = ([X,Y], Lxn — Lyw + d(w(Y)))
= Lx(Y,n) — (0,iydw).

Il s’ensuit que (Lx(Y,7n),(Z,0), = dw(Y, Z) qui est nul si w est fermée.d
Pour le cas des variétés de Poisson, on a une espéce de réciproque faible.

Proposition 4.4.9. Soit (M, P) une variété de Poisson et L la structure
de Dirac induite. St L est invariante par le flot d’un champ de vecteur X,
ce dernier est de Poisson i.e

X{f, 9} ={Xf g} +{f, Xg}.

Preuve:
Etant données f et g dans C*° (M), les couples (P#df, df) et (P*dg, dg)
sont des sections de L. Par hypothése, L est stable par X. On aura donc

0=2(([x,P*af| Lxdf), (P*dg, dg)>+ -
[X, P#df] g+ Lxdf(P*dg) =
X(P*df.g) — P*df(X.g) + X(P*dg.f) — [X, P#dg] f=
X{f.g} —{f. Xg} + PPdg.(X.f) =
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D’ou la Proposition.#

4.4.4. Structure de Dirac induite sur une sous-variété. Soit N une sous-
variété d’une variété M sur laquelle on dispose d’un fibré de Dirac L. En
chaque point « de IV, le procédé décrit dans 4.3, donne la structure de Dirac
linéaire induite L, sur Npar la structure de Dirac linéaire L, de M,. Deux
questions se posent:

e sous quelles conditions, les espaces L/, s’organisent ils en fibré de
Dirac sur N?
e dans ces conditions, est ce que ce fibré est en fait une structure de
Dirac sur N?
Notons j le plongement naturel de N dans M. Gréce & ce plongement,
on construit sur NNV les fibrés

FH(TM & T*M) = {(:v,X, §)/ = €N, (X,§) € Mz f(x>}

J(D) = {2, X,/ v € N, (X,€) € Ljim }
M) = {(@.6)/ v €N, £ € M}, }

TN®={(z,§)/ v € N, € € (:No)°}
La réponse a ces questions dépend de ’agencement de ces sous-fibrés vecto-
riels.
Pour le voir, on introduit le morphisme de fibré x : TN @& j*(T*M) —
TN @ T*N défini par k(z, X,§) = (z, X, j*¢) dont le noyau est exactement
TNY. on a alors le

Théoréme 4.4.4. Les deux assertions suivantes
i) la dimension des sous-espaces L, N [T'N @ j*(T*M)], est constante,
ii) la dimension des sous-espaces Ly N (T N®), est constante,

sont équivalentes et assurent que L' = |J L, est un fibré de Dirac au
zeN
dessus de N.
Preuve:

Le morphisme x induit en chaque point  de N une application linéaire
kg de LyN[TN & j*(T*M)], dans N, & N dont le noyau est L, N (T'N?),
et 'image L. La dimension de L, étant constante, on a 1’équivalence entre
les assertions ¢) et i7). De plus sous I'une de ces deux hypothéses, les deux
intersections L N [TN @ j*(T*M)] et L N TNV sont deux sous-fibrés de
J*(L). Puisque le noyau du morphisme de fibré x de LN [T'N & j*(T*M)]
sur TN & T*N est un sous-fibré, I'image L’ est un fibré de Dirac.#

La réponse a la deuxiéme question est le

Théoréme 4.4.5. Sous la condition i) du Théoréme précédent, si L est une
structure de Dirac, L' est une structure de Dirac sur N.
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Preuve:

Nous allons voir que le 3-tenseur défini sur L’ par la formule (14) est nul.
En utilisant le morphisme x, étant donnée une section (X,w) de L’ et un
point n de N, on peut trouver un voisinage {2 de n dans N et une section
w de T*M au dessus de Q tels que le couple (X, w) soit une section de L au
dessus de Q) et w = j*w. Pour trois sections (X;,w;), on a d’aprés l'identité
(15)

27 ((X1,w1), (X2, wa), (X3,w3)) =

X1.02(X3)+X2.03(X1)+X3.01(X2)+w1 ([Xz, X3]+w2 ([ X3, X1]+ws([X1, Xo]
= 2T((X1,(,~u'1), (XQ,&V)Q), (X370~03)) =0.6

Examinons le cas d’une variété de Poisson M. La structure de Dirac ici est
le graphe L d’un morphisme de fibré antisymétrique P# : T*M — TM.
Ainsi, pour une sous-variété (), on a

LNTQR"={(0,w) e L/ weTQ}
qui s’identifie & TQY N KerP#. Par ailleurs, en tout point = de @, on a
L = {(X,w 70)/X € T,Q, we TiM, X = P#w} .

Il s’ensuit que L' N TQ s’identifie & TQ N P#(T'Q°). On peut a présent
énoncer le

Théoréme 4.4.6. Soit (M, P) une variété de Poisson et QQ une sous-variété
de M telle que

i) TQ" N KerP# soit de dimension constante,

i) TQ N P#(TQ°) = {0}.

Alors la restriction de la structure de Dirac L de M a Q est une structure
de Poisson.

Preuve:

L’hypothese i) entraine que L induit une structure de Dirac L' sur Q.
La seconde hypothése assure que L’ est le graphe d’un morphisme anti-
symétrique m : T*Q — T'Q. D’apres la Proposition 4.4.2, le couple (Q, )
est une variété de Poisson.#

Ce résultat améliore celui de A. Weinstein [7] ou l'on exige la condition
TQ°N KerP# = {0} au lieu de la condition i).

4.4.5. Structure Locale d’une variété de Dirac. Dans cette section, nous al-
lons reprendre le travail de Aissa Wade pour donner une structure locale
d’une variété de Dirac.

Proposition 4.4.10. Soit (M, L) une variété de Dirac. Sila feuille présym-
plectique qui passe par un point xo est un singleton, alors il existe un voisi-
nage U de xo, tel que Ly soit le graphe d’une structure de Poisson.
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Preuve:
Supposons que la feuille présymplectique qui passe par zq soit P = {zp}.
Alors il existe des champs de vecteurs X1, ..., X,, et des 1 formes o', ...,a™

définies dans un voisinage U de o, tels que L|;; soit engendré par les sections
locales e; = (Xi, 0/) et X; (zg) = 0 pour tout s = 1, ...,m. On peut supposer
que U est le domaine d’un systéme de coordonnées locales {yj };n:l tel que
Y’ (z9) = 0 et ou 'on a la décomposition
X; = ZXUB(?/J' avec X;j(zg) =0 et al = Zaijdyj.
J J
Sur U, on considére 'application & valeurs matricielle

X11 e le 11 ... Oqm

Xm1-~-Xmm04m1---amm
Comme les fibres L, sont de dimension m, cette matrice est de rang constant
égal & m et puisque la sous-matrice (X;;(xo)) est nulle, la matrice (a;(z0))
est inversible. Par continuité, on peut supposer la matrice (cy;) inversible sur

U et on notera («") son inverse. Sur U, on introduit les sections suivantes
du fibré L

m
el; = Z a’e; Vi=1,..,m.
i=1

Par construction, chaque €} est de la forme

“ 0
P= D Xy, dy
ez ~ z]ayj7 Yy

et I'isotropie de L donne X/;; = —X7/;;. Ceci permet de construire le champ
de bivecteur 5 5
pP= Xliyi— N —.
Z; Yoy " Oy;

Par construction, au dessus de U, L est le graphe de P et comme L est
une structure de Dirac, c’est le graphe d’une structure de Poisson par la
Proposition 4.4.2.4

Passons & présent au cas d’'un point xg dont la feuille présymplectique
est une sous-variété N de dimension r > 0. Par le théoréme du rang
constant, il existe dans un voisinage U de xg un systéme de coordonnées

{xl, ozt oyl ...,ys} tel que
2 (z0) =0Vi=1,...r; y/(z0) =0VYj=1,..,s,
W =0Vj=1,..,ssur UNN.
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Par commodité, on utilisera les notations
T = {xl, ...,x’"} , Y= {yl, ...,ys} )

Puisque sur UN N, le fibré tangent & N est engendré par les champs %, on
peut supposer qu'il existe sur U des champs de vecteurs Yj(z,y), Z;(z,y),
des formes a;(z,y), B;(z,y) tels que

Yi(z,y) = Zj(z,y) =0sur UNN

et que les sections

S — (aiimw,y), o (x, y>), T = (2 (x.9) . 5, (z.))

engendrent L. On souhaite construire au voisinage de xg une nouvelle famille
. ’ ’ . . N
de sections {SZ»,’];- } d’expression plus simple. Pour cela, posons

0
Xi:aa:, +Zsz +ZYzzay

Comme la matrice 1 + Y;j vaut 1 sur U N N, on peut la supposer inversible
sur U et on note (f;;) son inverse. On aura alors

T a S
) X = 3V ()
;fk(iﬁy) k awi‘{’; /l(fﬂy)a

Il s’ensuit qu’au dessus de U, la structure de Dirac L est engendrée par des
sections de la forme

i a$1+; ’Lja 7;

avecti=1,...,r et 7 =1,...,s. Il faut observer que

Y, =0sur UNN.

(Z; (z,9),8; (x,y)) .

Soit la décomposition

Z; = Zzzk +Zzﬂ

et posons
r ~
=Y ZyS;.
k=1
Au dessus de U, la structure L est encore engendrée par la famille de sections
{S;, ’Z;'} et chaque 7}/ est de la forme

/ 0 ~
1; = (szi,ﬂé) avec Zij, =0 sur UNN.
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Ainsi, sur UN N, on a

0 o) et T, = (0,0%).

I
Si = (aTZ’ !

2

S
Par isotropie, on a 5;(%) = 0 sur U NN on l'on aura 3 = Y B}ldyl.
‘ =1

. ’ .o, . , .
Comme les sections S/ et ’Z; sont linéairement indépendantes, la sous-matrice
(ng) est inversible sur UNN. Par continuité, on peut la supposer inversible
sur U et on note (g;;) son inverse. On considére alors la famille

S
7" = Zgij (z,y)T1;
dont chaque élément est de la forme

T = Z dyﬂrZB z, y) day.

Finalement, on écrit

Si= 8ii+z 5 By ka x,y) dz* +Z?7/m (z,y) dy"
e

k=1

et on pose
S
S/ =8/ =Y @y T
k=1

Cette famille finale {S{' T} } engendre L au voisinage de zg. On a donc
prouvé le

Théoréme 4.4.7. Soit (M, L) une variété de Dirac. Si la feuille N passant
par un point xg est de dimension r > 0, il existe un systéme de coordonnées
{J: ",y .. ,ys} (s = m —r) dans un voisinage U de ce point tel que

=.=y"=0surU ﬂN et que sur U le fibré L soit engendré par des
sectzons de la forme

0 .
Hi = <8CCZ+ZXZk z, 3/ Zazk z, Yy dxk) L= 7""7.

k=1

8 .
N; = (szk x, Y) dy]—i—Z/Bjk (x, y)d:vk), j=1,..s

avec X, (x0) = Zji (x0) = 0 pour tous i € {1, wort, jEeA{L, ..., s}

En écrivant par isotropie (Nj, Nj), = 0, on obtient 'antisymétrie

Z]'k—i-ij:OSllI‘ U.

Corollaire 4.4.2. Si (M, L) est une variété de Dirac, les feuilles présym-
plectiques du feuilletage singulier induit par p (L) sont de méme parité.
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Preuve:

Dans un premier cas, considérons un point zg tel que la feuille passant
par ce point soit réduite a ce point. Dans un voisinage de ce point, L est
le graphe d’une structure de Poisson et donc la distribution p(L) est de
dimension paire au voisinage de ce point.Dans le second cas, on suppose que
la feuille présymplectique qui passe par xg est de dimension r > 0. Soit alors
la famille de sections {H;, N;} donnée au voisinage U de z par le théoréme
précédent. Sur U la distribution p (L) est engendré par la famille de champs

de vecteurs
S

0 > 0 0
X; — Z; —|i=1,.r,5=1,...
{8xz+; Zk(x’ y) ayk, Z Jk(m7 y) Ok ‘7' y Ty J ’ 73}

k=1

dans le repére induit par le systéme de coordonnées {xl, ez Yyl ...,ys}
cette famille est représentée par une matrice de la forme

(% o)

Comme la matrice (Z;;;) est antisymétrique, elle est de rang paire et ainsi
sur U la distribution p (L) a la parité de r sur U.
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