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Introduction

Dans ce travail on s�intéresse à la théorie de Hecke et ses applications en théorie des

Nombres et en théorie des Equations Di¤érentielles Ordinaires (EDO)

L�objectif principal est de trouver le lien qui existe entre équation di¤érentielle, forme mod-

ulaire et théorie des nombres. Notre ressource principale est l�article de �Yifan Yang�[22],

intitulé :� On di¤erential equations satis�ed by modular forms�. Cet article nous a mené

vers l�irrationalité du nombre � (3) et la méthode utilisée est due à �F:Beukers�[3] .

Ce mémoire est structuré comme suit:

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques résultats classiques concernant

les fonctions et les formes modulaires ainsi que le groupe modulaire et les sous-groupes de

congruence. A la �n de ce chapitre on dé�nit la fonction eta de Dedekind qui est un élément

important pour la construction de formes modulaires et fonctions modulaires.

Dans le deuxième chapitre nous aborderons les équations di¤érentielles et les formes

modulaires, nous exposerons un théorème qui prouvera que sous certaines conditions toute

fonction modulaire de poids k satisfait une équation di¤érentielle d�ordre k+1: On donnera

des informations sur les coe¢ cients de cette équation di¤érentielle.

Le dernier chapitre sera consacré à une application où on mettra en oeuvre le lien entre

forme modulaire et équation di¤érentielle ordinaire.
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Chapitre 1

Groupe Modulaire, Sous-Groupe de

Congruence, Forme Modulaire,

Fonction Modulaire, Opérateurs de

Hecke, Fonction Eta de Dedekind

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de rappeler les notions de la théorie des formes et fonctions

modulaires. contenus dans plusieurs ouvrages [7], [1], [13], [9].

Nous commençons par le groupe modulaire et les sous-groupes de congruence, ensuite

les fonctions et les formes modulaires

Nous décrivons la fonction Eta de Dedekind qui possede des propriétés importantes pour

notre étude.
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1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

1.2 Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

1.2.1 Groupe modulaire

Transformation homographique dans le demi-plan H

Considérons H = fz 2 C j Im z > 0g ; le demi-plan de Poincaré. Soit GL+2 R le sous-groupe
de GL2 (R) des 2 � 2 matrice de déterminant positif. Ce groupe opère naturellement à

gauche par: pour tout z 2 H et  2 GL+2 (R) ;  =

0@a b

c d

1A alors :z = az+b
cz+d

Cette homographie prend les valeurs


��d
c

�
=1

 (1) = a
c

si c 6= 0
 (1) =1 si c = 0

:

Cette application  est la transformation de Möbius.([1])

Le demi-plan H est conservé sous l�action de la transformation de Mobius.

Le groupe special linéaire SL2 (R) est le sous groupe de GL+2 (R) des matrices  de déter-

minant ad� bc = 1

On introduit l�application J associée à la matrice  =

0@a b

c d

1A 2 SL2 (R) par la formule

J : H ! C; J (z) = cz + d; z 2 C

cette application possède les propriétés suivantes:

Lemme 1.2.1 : soit une matrice  2 SL2 (R) et l�application J associée
i) d(z)

dz
= J (z)

�2

ii)J12 (z) = J1 (2 (z)) J2 (z) pour toutes matrices 1; 2 2 SL2 (R)
iii) jJ (z)j2 Im z = Im z:

Classi�cation des transformations homographiques de Môbius ([1])

Soit  =

0@a b

c d

1A 2 SL2 (R) .

Un point z est un point �xe pour  s�il véri�e z = z, cela implique l�équation quadratique

cz2 + (d� a) z � b = 0, qui admet deux solution si c 6= 0

3



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Exemple 1.2.1 :

(i) z 7�! z + t où t 2 R: c�est une translation dont le point �xe est 1
(ii) z 7�! pz avec p > 0 (c�est la dilatation, elle laisse �xe les points 0 et 1)

(iii) z 7�! k (�) z où k (�) =

0@ cos � sin �

� sin � cos �

1A c�est une rotation elle laisse �xe le point i

La classi�cation se fait par le point �xe où par la matrice associée

Classi�cation par le point �xe

Dé�nition 1.2.1 :

i) Une transformation elliptique de SL2 (R) est une transformation qui admet deux points

�xes complexes conjugués

ii) Une transformation hyperbolique de SL2 (R) est une transformation qui admet deux points

�xes réels.

iii) Une transformation parabolique de SL2 (R) est une transformation qui admet un seul

point �xe réel.

Classi�cation par la trace de  La trace de la matrice  est égale à Tr = a+ d

Proposition 1.2.1 Soit  une transformation homographique de valeur z =
az + b

cz + d
avec

z 2 C:Alors
i) Si c = 0;  est une matrice parabolique

ii) si c 6= 0;

8>>><>>>:
ja+ dj > 2; est une matrice hyperbolique
ja+ dj = 2;  est une matrice parabolique
ja+ dj < 2;  est une matrice elliptique

:

Preuve. Soit  =

0@a b

c d

1A 6= �I 2 SL2 (R). Les points �xes de  sont les solutions de

l�équation

cz2 + (d� a) z � b = 0: (1.2.1)

Le discriminant de cette équation est égal à

� = (d� a)2 + 4bc = (d+ a)2 � 4 (ad� bc) = (d+ a)2 � 4:

4



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Nous distinguons plusieurs cas suivant la trace ja+ dj :
Si ja+ dj = 2; l�équation admet une solution donc  est parabolique. Si ja+ dj > 2;

l�équation admet deux racines réelles et  est donc hyperbolique.

Si ja+ dj < 2; l�équation admet deux racines complexes conjuguées;  est elliptique.
Si c = 0; alors ad = 1 et l�équation devient devient du 1er degré

(d� a) z � b = 0;

on distingue deux cas:

Si d = a = �1 et b = 0; alors 1 est le point �xe; si d 6= a le point �xe est : b

d� a
:

Remarque 1.2.1 Les matrices unités I2 et �I2 opèrent trivialement sur H.

Groupe Modulaire PSL2 (Z)

Soit, SL2 (Z) =

8<:
0@a b

c d

1A j a; b; c; d 2 Z avec ad� bc = 1

9=; :
Dé�nition 1.2.2 ([1]) Le groupe PSL2 (Z) = SL2 (Z) = f�Ig :est le groupe projectif spécial
linéaire.

On donne dans la suite quelques propriétés du groupe modulaire G = PSL2 (Z) :

Théorème 1.2.1 Le groupe modulaire in�ni non abélien G = PSL2 (Z) est engendré par

les deux matrices

T =

0@1 1

0 1

1A et S =

0@0 �1
1 0

1A :
avec S4 = I2; T n =

0@1 n

0 1

1A ; TS=
0@1 �1
1 0

1A 6= ST =

0@0 �1
1 1

1A :
Preuve. Soit une matrice  =

0@a b

c d

1A 2 PSL2 (Z)

Si c = 0 alors ad = 1 donc a = d = �1, d�où:

 =

0@1 b

0 1

1A = T boù  = T�b:

5



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Si c = 1; alors ad� b = 1 et

 =

0@a ad� 1
1 d

1A =

0@1 a

0 1

1A0@0 �1
1 0

1A0@1 d

0 1

1A = T aST d:

On suppose que cette propriété est vraie pour toute matrice

0@ � �
F �

1A dont le termeF < c:

On pose d = cq + r avec 0 < r < c, alors :

T�q =

0@a b

c d

1A0@1 �q
0 1

1A =

0@a �aq + b
c r

1A ;

T�qS =

0@a �aq + b
c r

1A0@0 �1
1 0

1A =

0@�aq + b �a
r �c

1A :

Remarque 1.2.2 :[1]Chaque  2 PSL2 (Z) peut se mettre sous la forme:

 = T n1ST n2ST n3 :::::ST n où les ni sont des entiers

Cette représentation n�est pas unique.

Exemple 1.2.2 : ([1] p29)Soit  =

0@ 4 9

11 25

1A ; la formule 25 = 11 � 2 + 3; implique

T�2S =

0@1 �4
3 �11

1A ;
�11 = 3� (�4) + 1:implique T�2ST 4S =

0@0 �1
1 �3

1A = ST�3;

Nous obtenons la décomposition

 = ST�3ST�4ST 2:

Domaine fondamental. On dé�nit sur le demi plan H la relation binaireR
pour tout couple (z1; z2) deH, la relation binaire z1Rz2 équivaut à une relation z1 = �z2 pour
un certain nombre complexe � 2 C: Cette relation binaireR est une relation d�équivalence.

6



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Elle est ré�exive, symétrique et transitive. Les classes d�équivalence forment une partition

de H.

Dé�nition 1.2.3 :([1])Un sous ensemble DG du demi-plan H est un domaine fondamental

pour le groupe modulaire G si

(i) DG est un ouvert de H
(ii) il n�y a pas 2 points z1 et z2 dans DG équivalents par une matrice de G
(iii) si z 2 H, alors il y�a un point z0 dans la cloture H de H équivalent à z par G:

Dans ce qui suit on va dé�nir le domaine fondamental de G = PSL2 (Z) :

Proposition 1.2.2 ([1]) et ([18] )L�ensemble :

DG =
�
z 2 H j jRe zj < 1

2
et jzj > 1

�
;

est le domaine fondamental pour le groupe modulaire PSL2 (Z) :

Pointes et points elliptiques de PSL2 (Z) ([1])

Pointes de PSL2 (Z)

Dé�nition 1.2.4 Une pointe est un point �xé par une transformation parabolique du groupe

PSL2Z:

Proposition 1.2.3 L�ensemble des pointes de PSL2 (Z) est la réunion Q [ f1g :

Preuve. D�après la proposition 1.2.1 , les éléments qui sont �xés par une transformation

parabolique sont les nombres rationnels s 2 Q et le point à l�in�ni:
Inversement, soit un nombre rationel s =

a

c
; par le théorème de Bezout ad � bc = 1; pour

des entiers b et d premiers entre eux. Alors ad� bc = 1 est le déterminant d�une matrice

 =

0@a b

c d

1A 2 SL2 (Z) :

Son inverse est égal à

�1 =

0@ d �b
�c a

1A avec �1
�a
c

�
=1;

7



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

la matrice T =

0@1 1

0 1

1A du théorème 1.2.1 implique la relation:

T�1 =

0@1� ac a2

�c2 ca+ 1

1A 2 SL2 (Z) et T�1
�a
c

�
=
a

c
;

la trace de T�1 est égale à 2 donc T�1 est une transformation parabolique de point

�xe
a

c
. Ainsi

a

c
est une pointe de PSL2 (Z) ; équivalente à 1:

.

Points elliptiques de PSL2 (Z)

Dé�nition 1.2.5 Un élément de H est elliptique s�il est �xé par une transformation ellip-

tique  2 PSL2 (Z) :

Les points elliptiques de PSL2 (Z) ; satisfont le théorème suivant

Théorème 1.2.2 ([13] théorème 4)

Soit le demi-plan H
(i) Tout point elliptique est équivalent à l�un des points i ou ! = e�i=3:

(ii) Le point i est un point elliptique d�ordre 2

(iii) Le point ! est un point elliptique d�ordre 3

�

1.2.2 Sous-groupes de congruence

Le groupe modulaire PSL2(Z) contient plusieurs sous-groupes de congruence d�indice �ni.

Dé�nition 1.2.6 Pour tout entier N � 1 le sous-groupe de congruence principal de

PSL2 (Z) est égal à

� (N) =

8<:
0@a b

c d

1A 2 PSL2 (Z) j b � c � 0 (modN); a � d � 1 (modN)

9=; ;
Pour N = 1 le sous groupe de congruence principal est égal à � (1) = PSL2 (Z)

8



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Dé�nition 1.2.7 Un sous-groupe � de PSL2 (Z) est un sous-groupe de congruence s�il

contient le sous-groupe � (N) :

Le niveau du sous-groupe � est le plus petit entier N tel que � (N) � �:

Exemple 1.2.3 (i) PSL2 (Z) = � (1) est un sous-groupe de congruence de niveau 1.

(ii) �0 (N) = f 2 PSL2 (Z) j c � 0 (modN)g ; �0 (N) = f 2 PSL2 (Z) j b � 0 (modN)g
�0 (N) ;�

0 (N) sont les sous-groupes de congruence de Hecke.

(iii) �1 (N) = f 2 PSL2 (Z) j c � 0 (modN) et a � b � �1 (modN)g

Propriétés des sous-groupes de congruence.de niveau N

Indice d�un sous-groupe de congruence de PSL2 (Z)

Proposition 1.2.4 ([13] th�eor�emes 4:21 et 4:2:4)

(i) � (N) est un sous-groupe normal de SL2 (Z) :

(ii) j� (1) : � (N)j = N3

2

Y
pjN

�
1� 1

p2

�
, p est un diviseur premier de N

(iii) j�1 (N) : � (N)j = N:
(iv) Si N � 3 l�indice est égal à: j�0 (N) : �1 (N)j = N

2

Q
pjN

�
1� 1

p

�
; p est un diviseur

premiers de N

(v) jPSL2 (Z) : �0 (N)j = N
Y
pjN

�
1 +

1

p

�
; le produit se fait sur tous les diviseurs premiers

de N:

�

Représentant d�une classe d�équivalence de �0 (N) dans PSL2 (Z)

Proposition 1.2.5 ([5], page 16 proposition 2.2.1)Soit une matrice j =

0@aj bj

cj dj

1A 2

PSL2 (Z) avec j = 1; 2: Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) les classes d�équivalence à droite de �0 (N) 1 et �0 (N) 2 sont égales.

(ii) c1d2 � c2d1 (modN) :
(iii) Il existe un entier r premier à N avec c1 � rc2 (modN), et d1 � rd2 (modN) :
�

9



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Pointes d�un sous groupe de congruence

Proposition 1.2.6 L�ensemble des pointes d�un sous-groupe de congruence � de PSL2 (Z)

est dans Q[f1g :

Preuve. D�après la proposition 1.2.3 ; les pointes de PSL2 (Z) sont dans l�ensemble

Q[f1g
L�inclusion � � PSL2 (Z), implique que les pointes de � sont dans l�ensemble Q[f1g :
Inversement, soit un nombre rationnel

a

c
par le théorème de Bezout alors ad� bc = 1: Ainsi

a

c
est �xé par une matrice 

 =

0@a b

c d

1A0@1 m

0 1

1A0@ d �b
�c a

1A =

0@1� acm a2m

�c2m 1 + acm

1A :
il su¢ t de prendre m j N alors cette matrice est dans � (N) et donc dans �; de plus sa trace

est 2 et alors
a

c
est une pointe de �:

.

Détermination des pointes de �0 (N) :

Pour déterminer les pointes d�un sous-groupe on a besoin des deux propositions suivantes.

Proposition 1.2.7 (cf [5] )

Soit �j =
pj
qj
( j = 1; 2) deux pointes; les deux assertions sont équivalente:

(i) �2 = �1 pour  2 �0 (N) :
(ii)il existe un entier r premier à N avec q2 � rq1 (modN) et p1 � rp2mod (pgcd (q1; N)) :
�

Proposition 1.2.8 (cf [4])

Les pointes de �0 (N) ; sont en nombre �ni et il y en a

�1 =
X
d=N

� (pgcd (d;N=d)) :

10



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Où � est la fonction indicatrice d�Euler.

Comme représentant de ces pointes dans �0 (N), on choisit l�ensemble des nombres ra-

tionnels a
c
2 Q[f1g tel que c parcourt l�ensemble des diviseurs de N: Soit t =pgcd

�
c;
N

c

�
,

alors pour chaque 0 � a0 < t avec pgcd(a0; t) = 1, on �xe un nombre a tel que:

a � a0mod
N

c
avec pgcd (a; c) = 1:

Exemple 1.2.4 Les pointes de �0 (6) sont 1; 0; 1=2; 1=3:

�0 (6) possède quatre pointes que je détermine par la méthode citée.

Ces pointes sont de la forme
a

c
où c 2 D6 = f1; 2; 3; 6g ; ensemble des diviseurs de 6:

Si c = 1; soit t = p gcd (1; 6) = 1: je choisit a0 = 0 alors a � 0mod 6 et p gcd (a; 1) = 1; ce
qui nous donne a = 6:

il en résulte la pointe �1 =
1

6
équivalente 1

pour c = 0; je trouve la pointe �1 =1
pour c = 2; je touve la pointe �2 = 1

2

pour c = 3; je trouve la pointe �3 = 1
3

pour c = 6; je trouve la pointe �4 = 0

Largeur d�une pointe

Dé�nition 1.2.8 ([4] )On appelle largeur de la pointe
a

c
du sous-groupe modulaire �; le

plus petit entier m , tel que la matrice

0@1� acm a2m

�c2m 1 + acm

1A 2 �:

Si
a

c
est une pointe de �0 (N) , alors sa largeur est:

h =
N

c pgcd (c;N=c)
: (1.2.2)

Exemple 1.2.5 :

Les pointes de �0 (6) sont 0; 1;
1

2
;
1

3
, en appliquant la formule (1:2:9) on trouve

h0 = 6; h1 = 1; h1
2
= 3; h1

3
= 2:

11



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Points elliptiques d�un sous groupe de congruence

Proposition 1.2.9 (cf [17])

Soit �0 (N) un sous-groupe de PSL2 (Z) d�indice �ni �; et soient �2; �3 le nombre de points

elliptiques d�ordre 2; 3 respectivement, alors

�2 =

8><>:
0 si 4 j NQ

pjN;p6=2

�
1 +

�
�1
p

��
si sinon

8><>:
o si 9 j NQ

pjN;

�
1 +

�
�3
p

��
si sinon

:

où les symboles de Legendre

�
�1
p

�
=

8>>><>>>:
0 si p = 2

1 si p � 1 (mod 4)
�1 si p � 3 (mod 4)

�
�3
p

�
=

8>>><>>>:
0 si p = 3

1 si p � 1 (mod 3)
�1 si p � 2 (mod 3)

:

�

Domaine fondamental d�un sous-groupe de congruence

Théorème 1.2.3 (cf[12], [14])

Considérons � un sous-groupe d�indice �ni � de PSL2 (Z) et soient T1; T2; :::; T� des représen-

tants des classes d�équivalence de PSL2 (Z) =�

PSL2 (Z) = �T1 [ �T2 [ �T3 [ ::: [ �T�:

Si D est un domaine fondamental de PSL2 (Z), alors

D� = T1D [ T2D [ ::: [ T�D;

est un domaine fondamental de �:

�

12



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

Exemple 1.2.6 Soit � = �0 (6) ; d�après la proposition 1:2:4 (v) on a

jPSL2 (Z) : �0 (6)j = 12. l�application ' : �0 (6) =PSL2 (Z)! (Z=6Z [ f1g)2

de valeur �0 (6)

0@a b

c d

1A 7�! (c; d) est une bijection

(Z=6Z)2 =

8<: (0; 1) ; (1; 1) ; (2; 1) ; (3; 1) ; (4; 1) ; (5; 1) ; (1; 2)

(5; 2) ; (1; 3) ; (2; 3) ; (1; 0) ; (3; 2)

9=; :
Donc les représentants des classes d�équivalences sont

T1 =

0@1 1

0 1

1A = Id

T2 =

0@1 0

1 1

1A = TST

T3 =

0@1 0

2 1

1A = �ST�2S

T4 =

0@1 0

3 1

1A =

0@1 0

6 1

1AST 3S
T5 =

0@1 0

4 1

1A =

0@1 0

6 1

1AST 2S
T6 =

0@1 0

5 1

1A = T�1ST�1

0@1 0

6 1

1A
T7 =

0@0 �1
1 2

1A = ST 2

T8 =

0@�1 �1
3 2

1A = ST 3ST

T9 =

0@�2 �1
5 2

1A = ST�2

0@ 5 �2
�12 5

1A
T10 =

0@0 �1
1 3

1A = ST 3

13



1.2. Groupe Modulaire, Sous-Groupe de Congruence.

T11 =

0@1 1

2 3

1A =

0@ 5 2

12 5

1AST 2ST�1
T12 =

0@0 �1
1 0

1A = S:

D�après la proposition 1.2.2 et théorème1.2.3 le domaine fondamental est la réunion

D�0(6) =
i=12[
i=1

TiD

Exemple 1.2.7 ([14] ). On a jPSL2 (Z) : � (2)j = 6 et PSL2 (Z) =� (2) � SL2 (Z=2Z)
Les représentants des classes d�équivalence sont:

I =

0@1 0

0 1

1A ; T =
0@1 1

0 1

1A ; S =
0@0 �1
1 0

1A
TS =

0@1 �1
1 0

1A ; TST =
0@1 0

1 1

1A ; TSTS =
0@ 0 1

�1 1

1A
le sous groupe � (2) est engendré par des matrices T 2 =

0@1 2

0 1

1A ; S =
0@0 �1
1 0

1A
Genre d�un sous-groupe de congruence.

Proposition 1.2.10 (cf SHIMURA proposition 1.40 p23)

Soit � un sous groupe de PSL2 (Z) d�indice m, soient �1; �2; �3 les nombres de pointes et

de points elliptiques d�ordre 2; 3 respectivement. Alors le genre de la surface de Riemann

H�/�

g (H�=�) = 1 +
m

12
� �2
4
� �3
3
� �1

2
:

�

Exemple 1.2.8 � = �0 (6) est de genre 0

D�après la proposition 1.2.4, l�indice de �0 (6) dans PSL2 (Z) est 12:

D�après la proposition 1.2.9, �2 = 0; �3: = 0

D�après la proposition 1.2.8, le nombre �1 de pointes de �0 (6) est 4:Par conséquent le genre

de la surface de Riemann H�=� est égal à1 + 12
12
� 0

4
� 0

3
� 4

2
= 0

14



1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

1.3 Formes modulaires, fonctions modulaires

1.3.1 Fonctions méromorphes

Désormais on note par q = e2�iz de sorte que jqj < 1 si z 2 H.
Soit f une fonction méromorphe sur H et de période 1; :alors f admet un développement

en série de Laurent

f (z) =
X
n2Z

anq
n; où q = e2�iz avec z 2 H.

On dira que f est méromorphe à l�in�ni s�il existe N tel que an = 0 si n � �N; f est
holomorphe à l�in�ni si an = 0 pour n < 0; et que f s�annule à l�in�ni , si an = 0 pour

n � 0:

1.3.2 Forme et fonction modulaires pour PSL2 (Z) et pour un sous-

groupe de congruence.

Soit  =

0@a b

c d

1A 2 GL+2 (R) et k 2 Z; et une fonction f : H 7! C

Je pose

f (z) j[]k= (det )
k=2 (cz + d)�k f

�
az + b

cz + d

�
: (1.3.1)

Pour 1; 2 2 GL+2 (R) je trouve la valeur

f j[12]k=
�
fj[1]k

�
j[2] :

Dé�nition 1.3.1 Soit � un sous-groupe de PSL2 (Z) d�indice �ni et un entier k. Une

fonction holomorphe f : H 7! C est dite une forme modulaire si elle véri�e les 2 conditions

(i) f (z)j[]k
= f (z) pour tout z 2 H et  2 �:

(ii) f (z) est holomorphe en chaque pointe de �:

une forme modulairef qui s�annule en chaque pointe, alors f est une forme parabolique où

cuspidal..

L�ensemble des formes paraboliques est un espace vectoriel Sk (�) :

Soit � =
a

c
une pointe de �; on choisit � =

0@a b

c d

1A qui véri�e � (1) = a

c
; ainsi f véri�e

15



1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

la condition (i) si et seulement si la fonction g = fj[]k est invariante par l�action de �
�1��:

Pour tout  2 �; g est invariante en particulier par la translation z 7! z+h; où h la largeur

de la pointe � =
a

c
: Alors g admet un développement en série de Fourier

P
n�0

an;�e
2�inz=h:

Donc f est holomorphe :

Remarque 1.3.1 :i) Pour chaque pointe � de � on associe le développement en série de

Fourier

(cz + d)�k f (�z) =
X
n2Z

a�;nq
n
h ; qh = exp

�
2�iz

h

�
(1.3.2)

Avec � =

0@a b

c d

1A 2 �; véri�ant � (1) = �:

ii) Pour une pointe � de �; le stabilisateur de � est le sous-groupe

�� = f 2 � j � = �g :

En particulier, on a �1 =

8<:Tnh =
0@1 nh

0 1

1A ; n 2 Z, h la largeur de 1
9=;

Il existe une matrice � 2 � avec � (1) = �

�� = ��1
�1
� :

Chaque sous-groupe possède ces �cusp leader�, pour �0 (6) dont les pointes sont 0; 12 ;
1
3
; 1.

Shimura a introduit des matrices particuliéres � du groupe SL2 (R), pour tout entier N > 1

� =

0@ 0 �1=
p
N

p
N 0

1A =
p
N

0@ 0 �1
N 0

1A
Alors � 2 = �I2 et ��1�0 (N) � = �0 (N) : Pour N = 6 j�obtiens les résultat

0 =
1p
6

0@0 �1
6 0

1A ;  1
2
=

1p
3

0@3 1

6 3

1A ;  1
3
=

1p
2

0@2 �1
6 �2

1A : (1.3.3)

Proposition 1.3.1 [9]Soit : f : H �! C une fonction méromorphe, alors (a) et (b) sont

équivalents

a) f (z) = (cz + d)k f (z) avec  2 PSL2 (Z) :
b) f (z + 1) = f (z), f

��1
z

�
= zkf (z) :

�
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

Remarque 1.3.2 Une forme modulaire de SL2 (Z) de poids k admet une série de Fourier

f (z) =
1X
n=0

anq
n; q = e2�inz; z 2 H [Q[f1g

qui converge pour jqj < 1 et qui véri�e la formule

f

�
�1
z

�
= zkf (z)

Lemme 1.3.1 ([21] )Soit : f : H �! C une fonction méromorphe et k un entier alors

i)Si f 2Mk (PSL2 (Z)), alors k est pair

ii)Soient f et g deux fonctions modulaires méromorphes de poids k; k0 respectivement alors

on a

a) fg est de poids k + k0; b) f=g est de poids k � k0

�

Forme Modulaire de poids k entier positif

Il peut y avoir des formes modulaires de poids impair Les sous-groupes de Hecke �0 (N) ;

�0 (N) ne contiennent pas de formes modulaires de poids impair. La fonction theta de

Jacobi, �3 =
1P

n=�1
qn

2=2: la fonction �23 est une forme modulaire de poids 1 sur � (2) (cf [22])

Signalons les documents

1):�Modular forms of half integral weight�de SHIMURA, dans LNM 320(1973, p59-75)

2). �Formes modulaires de poids 3/2� de ZAGIER, dans CRAS de paris n�281 (1975,

p883-886)

Exemples de Forme Modulaire, Fonction Modulaire et de Forme Parabolique

1) Séries d�Eisenstein

Dé�nition 1.3.2 Soit k un entier plus grand que 1.Pour z 2 H une série d�Eisenstein de

poids 2k est de la forme:

G2k (z) =
X

(m;n) 6=(0;0)

1

(mz + n)2k
; m et n entiers

17



1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

Propriétés des Séries d�Eisenstein([9], [1],[7],[?]) i) Pour k >1, la série G2k (z) 2
M2k (Sl2 (Z)) avec G2k (i1) = 2� (2k), où � désigne la fonction zêta de Riemann.
ii) G2k possède un développement en série de Fourier de la forme

G2k (z) = 2� (2k) + 2
(2i�)2k

(2k � 1)!

1X
n=1

�2k�1 (n) q
n; où q = e2�iz;

avec la fonction arithmétique somme des puissance dk des diviseurs de n; �k (n) =
P

djn d
k;

�k (0) = 0

G2k est une forme modulaire de poids 2k:

Exemple 1.3.1 :

G4 (z) =
1
240
+ q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + 126q5 + :::

G6 (z) =
�1
540
+ q + 33q2 + 244q3 + :::

Dé�nition 1.3.3 La série d�Eisenstein normalisée est la série

E2k (z) =
1

2� (2k)
G2k (z) : avec E2k (i1) = 1:

Corollaire 1.3.1 Pour z 2 H, k = 2; 3; 4; :::; la série d�Eisenstein normalisée :

E2k (z) =
1

2

X
pgcd(m;n)=1

1

(mz + n)2k
:

Preuve. Soit la série d�Eisenstein

G2k (z) =
1X

m;n=�1
(m;n) 6=(0;0)

1

(mz + n)2k
=

1X
t=1

0@ X
pgcd(m;n)=t

1

(mz + n)2k

1A ; pour k = 2; 3; 4; 5:::
Posons m = m0t et n = n0t avec m0 et n0 premiers entre eux. Alors,

G2k (z) =

1X
t=1

0@ X
pgcd(m;n)=t

1

(m0tz + n0t)2k

1A =

1X
t=1

0@ 1

t2k

X
pgcd(m0;n0)=1

1

(m0z + n0)2k

1A
=

1X
t=1

�
1

t2k

�0@ X
pgcd(m0;n0)=1

1

(m0z + n0)2k

1A = � (2k)

0@ X
pgcd(m0;n0)=1

1

(m0z + n0)2k

1A :
la dé�nition 2:2:8 implique E2k (z) = 1

2�(2k)
G2k (z) ;j�obtiens

E2k (z) =
1

2

X
pgcd(m;n)=1

1

(mz + n)2k
:

.
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

Proposition 1.3.2 (cf [9])

Soit k � 0 (mod 2), k � 4 et z 2 H. Le développement de Fourier de la série d�Eisenstein
normalisée E2k est

Ek (z) = 1�
2k

Bk

1X
n=1

�k�1 (n) q
n, q = e2�iz;

�
La fonction arithmétique Zéta de Riemann

� (k) =
(2�)k

2 (k!)
jBkj = (�1)(1+

k
2 ) (2�)

k

2 (k!)
Bk:;

les Bk sont les nombres de Bernoulli, dé�nis par le développement en série :

x

ex � 1 =
1X
n=0

Bn
n!
xn; alors tous les nombres B2k+1 = 0 pour k > 1

B1 =
�1
2
; B2 =

1
6
; B4 = � 1

30
; B6 =

1
48
::::Le rayon de convergence de la série du second

membre est 2�:

Exemple 1.3.2 :

E4 (z) = 1 + 240
1P
n=1

�3 (n) q
n; E6 (z) = 1� 504

1P
n=1

�5 (n) q
n:

2) La forme parabolique Discriminant:

Dé�nition 1.3.4 (cf [15] )

Soit la forme modulaire discriminant � = (2�)12

123
(E34 � E26) ;

Cette forme est liée à la courbe elliptique d�équation de Weierstrass

y = 4x3 � g2 (z)x� g3: 2 C [g; y]

Propriétés de la fonction �:

Théorème 1.3.1 [Silverman proposition 12.4]

La fonction discriminant �(z) est une forme modulaire parabolique de poids 12 qui admet

un développement de la forme

�(z) = (2�)12
1X
n=1

� (n) qn, q = e2�iz; � (1) = 1 et � (n) 2 Z
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

la fonction n 7! � (n) est la fonction Tau de Ramanujan de valeur

� (n) =
1

12
(5�3 (n) + 7�5 (n))+

X
r+s=n

(100�3 (r)�3 (s)� 147�5 (r)�5 (s))+8000
X

r+s+t=n

�3 (r)�3 (s)�3 (t) :

�

Série d�Eisenstein de poids 2

Dé�nition 1.3.5 La série d�Eisenstein normalisée de poids 2, est égale à:

E2 (z) = 1� 24
1X
n=1

�1 (n) q
n = 1� 24

1X
n=1

nqn

1� qn :

Remarque 1.3.3 (cf[9], proposition 7)

Cette série est holomorphe sur H mais du fait qu�elle véri�e

z�2E2

�
�1
z

�
= E2 (z) +

12

2�iz

alors E2 (z) n�est pas une forme modulaire (voir la proposition 2.2.1)

Exemple 1.3.3 Soit � = �0 (6) ; alors AN dé�nie par

AN = E2 (z)�NE2 (Nz) ; N 2 f2; 3; 6g ;

est une forme modulaire de poids 2 pour �:

Pour N 2 f2; 3; 6g, on a AN est holomorphe sur H Reste à montrer la condition de

modularité, pour cela soit la matrice  =

0@a b

c d

1A 2 �0 (6) ; c � 0mod 6 :.AN (z) =

(cz + d)2AN (z) :

E2

�
az + b

cz + d

�
= (cz + d)2E2 (z) +

6

�i
c (cz + d) ;

l�hypothése c � 0 (mod 6) ; entraîne c
N
2 Z et

E2

�
N

�
az + b

cz + d

��
= (cz + d)2E2 (Nz) +

6

�i

c

N
(cz + d) :

la formule AN ci dessus implique

AN (z) = (cz + d)2E2 (z) +
6

�i
c (cz + d)�N (cz + d)2E2 (Nz)�

6

�i
c (cz + d)

= (cz + d)2 (E2 (z)�NE2 (Nz)) ;
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

je trouve la valeur

AN (z) = (cz + d)
2AN (z) : (1.3.4)

Pour étudier l�holomorphie des AN aux pointes 1; 0; 1
2
;
1

3
; nous allons utiliser (1:3:1),

(1:3:2) .Nous commençons par A2: On a:

A2 (z) = 1 + 24q + 24q
2 + 96q3 + ::: (1.3.5)

Elle est holomorphe à la pointe 1 (voir la dé�nition 1:3:1; pour 1 on prend 0 = T ):

D�autre part pour la pointe 0 on prend,

0 =
1p
6

0@0 �1
6 0

1A 2 Sl2 (Z) :

Par (1:3:4), (1:3:5) ; on obtient:

A2 (0z) =
�p
6z
�2 �

1 + 24q + 24q2 + 96q3 + :::
�

Ainsi A2 (0z) est holomorphe à la pointe 0 (voir la dé�nition 1:3:1); Pour � =
1

2
; je choisis

la matrice  1
2
= 1p

3

0@3 1

6 3

1A Pour � = 1
3
; je choisis la matrice  1

3
= 1p

2

0@2 �1
6 �2

1A :
1.3.3 L�espace véctoriel des formes modulaires Mk (�)

Ce paragraphe a pour objet d�étudier la dimension des espaces Mk (�) ; où � est un sous-

groupe de congruence. je commence par la structure de Mk: espace vectoriel des formes

modulaires entiéres de poids k sur le corps des nombres complexes

Formule des poids

Dé�nition 1.3.6 Soit f une fonction méromorphe sur H ,non identiquement nulle et soit

p un point de H Nous appellerons ordre de f en p, que nous noterons vp (f), l�entier n tel

que:
f

(z � p)n soit holomorphe et non nulle en p:
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

Cela implique

vp (f)

8>>><>>>:
> 0 si p est un zéro

< 0 si p est un pole

= 0 dans les autres cas

9>>>=>>>; :
Proposition 1.3.3 ([9])

Soit f une forme modulaire (resp fonction modulaire) de poids k, non identiquement nulle.

Alors les nombres �p (f) ci dessus satisfont la formule

v1 (f) +
1

2
vi (f) +

1

3
v! (f) +

X
P2��H;P 6=i;!

vp (f) =
k

12

et i; ! sont les points elliptiques de PSL2 (Z) :

�

Proposition 1.3.4 ([16])

Les pointes de �0 (6) sont 1; 0;
�1
2
;
�1
3
:

Soit f une forme modulaire non nulle de poids k sur �0 (6) : Alors �p (f) ci dessus satisfont

la formule

v1 (f) + v0 (f) + v�1
2

(f) + v�1
3

(f) +
X

p2�0(6)nH

vp (f) = k:

�

Proposition 1.3.5 ([7] proposition 1 page 304)

Soientt k 2 Z:et Mk (resp Sk) espace vectoriel des formes modulaires entiéres (resp des
formes paraboliques) de poids k sur le corps des nombres complexes, alors:

(i)Mk est nul si k si k est pair, négatif ou égal à 2

(ii) Si k = 0; 4; 6; 8; 10; Mk est un espace vectoriel de dimension 1 admettant pour base

(respectivement) 1; G4; G6, G8; G10: De plus on a Sk = f0g dans ces conditions.
(iii) La multiplication par � dé�nit un isomorphismeMk ! Sk+12
�

Corollaire 1.3.2 ([7] corollaire 1 page 304)

L�espace vectoriel Mk:(resp Sk) espace vectoriel des formes modulaires entiéres (resp des
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1.3. Formes modulaires, fonctions modulaires

formes paraboliques) de poids k sur le corps des nombres complexes, alors:

dimMk =

8<:
�
k
12

�
; k � 2 mod 12�

k
12

�
+ 1; si non

et

dimSk =

8>>><>>>:
0; si k = 2�

k
12

�
� 1; si k � 2mod 12; k � 14�

k
12

�
; si si non

:

�

Corollaire 1.3.3 ([7] corollaire 2 page 304) L�espace Mk admet pour base la famille des

monômes G�4G
�
6 ; avec � et � entiers � 0 et 4�+ 6� = k:

�

Dimension dans le cas général

Nous allons donner le théorème qui nous permettra de déterminer la dimension deMk (�) ;Sk (�)
dans le cas où � est un sous-groupe de PSL2 (Z) ;

Théorème 1.3.2 ([17], [14])

Soit � un sous-groupe �ni de PSL2 (Z) et de genre g.(cf SHIMURA proposition 1.40 p23

) Soit c le nombre de pointes non équivalentes de � et e1; e2; e3; :::; er l�ordre des points

elliptiques non équivalents.

Soit k un entier pair, on a

dimMk (�) =

8>>>>>><>>>>>>:

(k � 1) (g � 1) +
rP
i=1

j
k
2

�
1� 1

ei

�k
+ kc

2
si k > 2

g + c� 1 si k = 2

1 si k = 0

0 si k < 0

et

dimSk (�) =

8>>><>>>:
dimMk (�)� c si k > 2

g si k = 2

0 si k � 0
�
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1.4. Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

Exemple 1.3.4 Soit � = �0 (6) déterminons dimM4 (�) ; dimS4 (�) : la propositon 1.2.10

implique que le sous groupe �0 (6) est de genre 0. �0 (6) admet 4 pointes, pour les points

elliptiques, la proposition 1:2:9, implique que �2 = 0; �3 = 1 , j�obtiens

dimM4 (�) = 5; dimSk (�) = 1:

1.4 Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

1.4.1 Description des Opérateurs de Hecke

Selon Apostol, Hecke a determiné toutes les formes entiéres en introduisant une suite

d�opérateurs linéaires Tn; n = 1; 2; 3:::chaque opérateur Tn applique l�espace vectoriel Mk

de formes modulaires dans lui même.

Dé�nition 1.4.1 Pour un entier k �xé et pour tout entier n = 1; 2; ::: l�opérateur de Hecke

est l�application Tn :Mk ! Mk de valeur (Tnf) (z) = nk�1
P

d=n d
�kPd�1

b=0 f
�
nz+bd
d2

�
; n =

1; 2; 3; :::

Dans le cas n = p premier cette formule devient

(Tnf) (�) = p
k�1f (p�) +

1

p

p�1X
b=0

f

�
� + b

p

�

Remarque 1.4.1 Si on pose A� = a�+b
d
alors on a

(Tnf) (�) = n
k�1

X
a�1

ad=n;0�b<d

d�kf (A�) =
1

n

X
a�1
ad=n
0�b<d

akf (A�) =
1

n

X
A

akf (A�) (1.4.1)

1.4.2 Propriétés des opérateurs de Hecke

Le développement en série de Fourier de Tnf

Proposition 1.4.1 (cf [9])Soit f une forme modulaire de poids k avec son développement

de Fourier

f (z) =
1X
m=0

cmq
m où q = e2�iz (1.4.2)
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1.4. Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

Alors Tnf admet un développement de Fourier égal à

(Tnf) (z) =
1X
m=0

0@ X
d=pdgc(m;n)

dk�1c(mnd2 )

1A qm; q = exp (2�iz)
�

Théorème 1.4.1 (cf [1])Si f une forme modulaire etM =

0@� �

 �

1A une matrice dePSL2 (Z).
Alors

(Tnf) (Mz) = (z + �)
k (Tnf) (z) (1.4.3)

�

Théorème 1.4.2 ([1]) Pour un entier k �xé et pour tout entier n = 1; 2; :::Les 2 espaces

vectorielsMk de formes modulaires et Sk de formes paraboliques sont stables pour l�opérateur

de Hecke Tn:

Les opérateurs de Hecke Tn :Mk !Mk sont multiplicatifs

�

Théorème 1.4.3 [7]Soit les opérateurs de Hecke Tn

1) si m et n sont 2 entiers premiers entre eux; les opérateurs de Hecke vé��ent: TmTn = Tmn

2) pour toute paire d�entiers (m;n) les opérateurs de Hecke commutent

TmTn = TnTm =
X

dk�1T
�
mn j d2

�
où d = diviseur du pgcd (m;n)

3) pour p premier, les opérateurs Tn véri�ent

TpTpr = Tpr+1 + p
k�1Tpr�1

�

Propriétés des coe¢ cients du développement de Fourier

On va s�intéresser aux coe¢ cients �n du développement en série de Fourier des opérateurs

de Hecke.

Prenons f 2Mk (PSL2 (Z)) avec

f (z) =
1X
m=0

cmq
m, q = e2�iz:
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1.4. Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

Par la proposition 1:4:2

(Tnf) (z) =
1X
m=0

�mq
m avec �m =

0@ X
djp gcd(m;n)

dk�1c(mnd2 )

1A
Corollaire 1.4.1 :

(i) � (o) = �k�1 (n) c(0); � (1) = c(n)

(ii) Pour n = p premier on a

� (n) =

8<: c(pm) + p
k�1c�m

p

� si m � 0 (mod p)

� (m) = c(pm) si m 6= kp
:

Preuve. Pour n = 0 j�obtiens � (0) =
P

djpgcd(n;0) d
k�1c(0) = c(0)

P
djn d

k�1 = c(0)�k�1 (n)

et pour n = 1 j�obtiens � (1) =
P

djpgcd(n;1) d
k�1c( nd2 )

= c (n)

comme � (m) =
P

djpgcd(n;m) d
k�1c(nmd2 );

pour n = p un nombre premier j�obtient:

� (m) =
X

djpgcd(p;m)

dk�1c�pm
d2

�

1er cas: si m � 0 (mod p)
� (m) = c(pm) + p

k�1c

�
m

p

�
2em cas si m 6= kp on a

� (m) = c(pm):

.

1.4.3 Fonction propre des opérateurs de Hecke

Apostol, Ogg,

Dé�nition 1.4.2 Une eigenforme d�un opérateur Tn de Hecke est la fonction � (n) dans la

relation

Tnf = �nf (n � 1) ; �n 2 C:

Remarque 1.4.2 Si f est une forme propre pour Tn (n � 1) alors cf l�est aussi pour toute
constante c:
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1.4. Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

Propriétés des formes de Hecke

Dé�nition 1.4.3 Une forme de Hecke normalisée est une forme de Hecke de Tn telle que

c(1) = 1

Lemme 1.4.1 (cf[15])Soit f une forme propre de Hecke non nulle telle que

f (z) =
1X
n=1

cnq
n; q = e2�iz

Alors :(i) c1 6= 0, (ii) c(1) = 0) f = 0, (iii) c(1) = 1) c(n) = �n

Théorème 1.4.4 (cf[?])Si f est une forme de Hecke normalisée admettant comme développe-

ment en série de Fourier q + c2q2 + :::; alors:

cmcn =
X

djp gcd(m;n)

dk�1c�mn
d2

�

�

1.4.4 Séries de Dirichlet et Formes modulaires, Théorème de Hecke

Dé�nition 1.4.4 Une série de Dirichlet est une série in�nie de la formeX
n�1

an
ns
; s 2 C:

Elle converge pour Re s > 1 + c si an = O (nc) :

la plus célèbre série de Dirichlet est la fonction Zeta de Riemann � (s) =
P
n�1

n�s; s

complexe

Ordre de grandeur des coe¢ cients et convergence

Théorème 1.4.5 (Théorème de Hecke, cf [15])

(i) Si f est une cusp forme de poids 2k alors:

an = O
�
nk
�
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1.4. Opérateurs de Hecke dé�nis surMk (PSL2 (Z))

D�une autre manière le quotient
janj
nk

est borné quand n!1
(ii) Si f =G2k série d�Eseintiene, alors il existe A;B deux constantes positives telles que

An2k�1 � janj � Bn2k�1:

(iii) Si f est une forme modulaire de poids 2k avec (a0 6= 0) alors :

an = O
�
n2k�1

�
�

Il en résulte

(i) Si f est une forme parabolique de poids 2k alors la série de Dirichlet qui lui est associée,

sera convergente pour

Re s > 1 + k

(ii) Si f est une forme modulaire de poids 2k, alors la série de Dirichlet L (s; f) qui lui est

associé est convergente pour

Re s > 2k:

Série de Dirichlet associé à une forme modulaire

Dé�nition 1.4.5 . Soit une fonction holomorphe sur H , admettant un développement en

série de Fourier f (z) =
P1

n=0 anq
n; q = exp (2�iz) :

L (s; f) =
P1

n=1 ann
�s est la série de Dirichlet associé à f:

Si f est une forme modulaire, on a an = O (n�) pour un � > 0 et donc L (s; f) =
P1

n=1 ann
�s

converge absolument et uniformément sur tout sous compact pour Re (s) > 1 + �:

Théorème de Hecke:

Théorème 1.4.6 :([1] p137)

Soit f 2Mk (SL2 (Z)) une forme modulaire. Alors L (f; s) possède un prolongement méro-

morphe dans tout le plan complexe. L (f; s) est holomorphe si f 2 Sk: Sinon L (f; s) possède

un pôle simple de résidu
(2�i)k

(k � 1)!a (0) en s = k et est holomorphe ailleurs.
Le prolongement méromorphe de L (f; s) satisfait l�équation fonctionnelle

(2�)�s � (s)L (f; s) = (�1)
k
2 (2�)s�k � (k � s)L (f; k � s)
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1.5. Fonction Eta de Dedekind

où � (s) est dé�nie par

� (s) =

Z 1

0

e�tts�1dt; s > 0:

�

1.5 Fonction Eta de Dedekind

Dé�nition 1.5.1 Soit z 2 H et q = e2�iz::La fonction Eta de Dedekind � (z) est égale à:

� (z) = q
1
24

1Y
n=1

(1� qn) :

Remarque 1.5.1 ([9]):

Pour z 2 H et jqj < 1 le produit in�nis
1Q
n=1

(1� qn) converge absolument et n�admet pas de
zéros.

1.5.1 Loi de transformation de � (z) :

Théorème 1.5.1 ([18] p 346)

Soit H le demi-plan de Poincaré. La fonction eta de Dekind véri�e les propriétés suivantes

1) � (z + 1) = e
�i
12� (z) ; pour tout z dans H

2) �
��1
z

�
= (�iz)1=2 � (z) ; pour tout z dans H�:

3) � (z) = (2�)12 � (z)24 ; pour tout z dans H
�

Fonctions arithmetique d�Euler et Symboles de Legendre

Dé�nition 1.5.2 (cf [2])

1) Soit p un nombre premier impair. Un entier a 6= 0 (mod p) est un reste quadratique

(mod p) si l�équation x2 � a (mod p) admet des solutions.
2) Le symbole de Legendre

�
a:

p

�
prend les valeurs

�
a

p

�
=

8>>><>>>:
0 si a � 0 (mod p)
1 si est un reste quadratique (mod p)

�1 si est un non reste qudratique (mod p)

:
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1.5. Fonction Eta de Dedekind

Dé�nition 1.5.3 :Soit n un entier positif produit de puissances peii de facteurs premiers

n =
rQ
i=1

peii . Alors le symbole de Jacobi d�un entier a est le produit des symboles de Legendre�
a
n

�
=

rQ
i=1

�
a
pi

�ei
Proposition 1.5.1 . Soit m et n deux entiers impairs premiers entre eux

Alors les symboles de Jacobi véri�ent les relations

(i)
�a
n

�� b
n

�
=

�
ab

n

�
;

(ii)
� a
m

��a
n

�
=
� a

mn

�
;

(iii)
�a
n

�
=

�
b

n

�
si a � b (modn) ;

(iv)

�
a2b

n

�
=

�
b

n

�
(v)

�
�1
n

�
= (�1)(n�1)=2 ;

(vi)

�
2

n

�
= (�1)(n

2�1)=8 ;

(vii)
�m
n

�� n
m

�
= (�1)(m�1)(n�1)=4 ; c�est la loi de réciprocité quadratique.

�

Théorème 1.5.2 ([1])Soit une matrice  =

0@a b

c d

1A 2 SL2 (Z) ; un nombre z 2 :H et la

fonction Eta de Dedekind. Alors: � (z) = � (a; b; c; d)

r
cz + d

i
� (z) si c > 0; où " est la

somme de Dedekind, "24 = 1

" = � (a; b; c; d) =

8><>:
�
d

c

�
i(1�c)=2e�i(bd(1�c

2)+c(a+d))=12 si c est impair� c
d

�
e�i(ac(1�d

2)+d(b�c+3))=12 si d est impair,

où
�
d

c

�
est le symbole de Jacobi.

�

Théorème 1.5.3 :Soit la fonction Eta de Dedekind, N et h deux entiers positifs et un

diviseur h de N; f (z) =
Q
hjN
� (hz)eh qui satisfait les 4 conditions

(i)
X
hjN

eh � 0mod 4; (ii)
Y
hjN

heh est un carré parfait, (iii)
X
hjN

ehh � 0mod 24;
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1.5. Fonction Eta de Dedekind

(iv)
X
hjN

ehN=h � 0mod 24:

Alors f (z) est une forme modulaire de poids
X
hjN

eh=2 pour �0 (N) :

�

Preuve. Soit la matrice  =

0@ a b

cN d

1A 2 �0 (N) avec c � 0 et f (z) =
Q
hjN
� (hz)eh.

Les valeurs c = 0; et a = d = 1, impliquent

f (z + b) =
Y
hjN

� (h (z + b))eh =
Y
hjN

e�iehbh=12� (hz)eh = exp

8<:�ib12 X
hjN

ehh

9=; f (z) :
l�hypothése

P
hjN ehh � 0 (mod 24) implique exp

n
�ib
12

P
hjN ehh

o
= 1, j�obtiens :f (z + b) =

f (z)

Si c > 0; considérons le cas N pair et d impair.

Posons h0 = N
h

et
P

hjN eh = e: Ainsi pour tout diviseur h de N j�obtiens la valeur

hz =
ahz + bh

cNz + d
=
a (hz) + bh

cN
h
(hz) + d

=

0@ a bh

ch0 d

1A (hz)
le théorème 1.5.2 implique la relation � (hz) = � (a; bh; ch0; d)

q
ch0hz+d

i
� (hz):

Il en résulte la valeur de la fonction f

f (z) =
Y
hjN

�
cNz + d

i

�eh
2 Y

hjN

� (hz)eh
Y
hjN

� (a; bh; ch0; d)
eh (1.5.1)

l�hypothèse (3) du théorème implique e � 0 (mod 4) et

(�i)e=2 = (�1)e=4+e=2 = (�1)3e=4 = (�1)e=4 : (1.5.2)

j�obtiens la valeur

Y
hjN

�
cNz + d

i

�eh
2
= (cNz + d)

X
hjN

eh
2 (�1)

e
4 : (1.5.3)
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1.5. Fonction Eta de Dedekind

Pour calculer le produit
Q
hjN
� (a; bh; ch0; d)eh : j�utilise les résultats

X
hjN

jehj � 0 (mod 2),

Y
hjN

heh est un carré parfait et
Y
hjN

�
ch0

d

�eh
=

0@QhjN(ch)jehj
d

1A = 1; j�obtiens la valeur

Y
hjN

� (a; bh; ch0; d)
eh = exp

8<:�i12X
hjN

eh
�
ach0

�
1� d2

�
+ d (bh� ch0 + 3)

�9=;
= exp

8<:�i12ac �1� d2�X
hjN

ehh
0 +

�i

12
db
X
hjN

ehh�
�i

12
dc
X
hjN

ehh
0 + 3

�i

12

X
hjN

eh

9=; : (1.5.4)

les hypothéses
P

hjN ehh � 0 (mod 24),
P

hjN ehh
0 � 0 (mod 24) et

P
hjN eh � 0 (mod 4)

impliquent le produitY
hjN

� (a; bh; ch0; d)
eh = exp

�
�i

12
ac
�
1� d2

�
24k1 +

�i

12
db24k2 �

�i

12
dc24k3 + �ik

�
(1.5.5)

= exp f2�i (r1 + r2 + r3)g exp �ik = (�1)k : (1.5.6)

1.5.5 , 1.5.3 (1:4:1) impliquent la valeur

f (z) = (cNz + d)

P
h=N

eh
2
f (z) :

1.5.2 Calcul de � (rz) au voisinage d�une pointe

Pour déterminer le comportement de la fonction � (rz) au voisinage d�une pointe
a

c
,

choisissons une matrice � 2 PSL2 (Z) avec �1 =
a

c
; et considérons � (rz)j[�] 1

2
: (cf 1:3:1) :

Nous allons prendre un sous-groupe de Hecke dont les pointes sont connues. Nous étudions

le comportement de la forme modulaire au voisinage de la pointe.

Exemple 1.5.1 :

Soit �0 (6) le sous groupe de congruence dont les pointes sont 1; 0;
1

2
;
1

3
; considèrons la

fonction g (z) = �(6z)8�(z)4

�(2z)8�(3z)4

Calculons les valeurs de la fonction g aux 4 pointes
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1.5. Fonction Eta de Dedekind

Pour la pointe i1, j�obtiens

g (i1) = lim
z!i1

� (6z)8 � (z)4

� (2z)8 � (3z)4
:

j�obtiens

lim
z!i1

g (z) = g (1) = 0:

Pour la pointe
�
1

2

�
, choisissons la matrice :

� =
1p
3

0@3 1

6 3

1A 2 PSL2 (Z) , � (1) =
1

2
:

� (�z) = �

�
3z + 1

2 (3z) + 3

�
= �

0@0@1 1

2 3

1A (3z)
1A : (1.5.7)

le théorème 1.5.2 implique

�

0@0@1 1

2 3

1A (3z)
1A = � (1; 1; 2; 3)

r
2z + 3

i
� (3z) ; �

0@0@1 2

1 3

1A (6z)
1A = � (1; 2; 1; 3)

r
z + 3

i
� (6z) ;

�

0@0@3 1

2 1

1A (z)
1A = � (3; 1; 2; 1)

r
2z + 1

i
� (z) ; :�

0@0@3 2

1 1

1A (2z)
1A = � (3; 2; 1; 1)

r
z + 1

i
� (2z)

je trouve g
�
1
2

�
= limz!1 g (�z) = limz!1

�(6�z)8�(�z)4

�(2�z)8�(3�z)4

g

�
1

2

�
= lim

z!1
g (�z) = 0:

Pour g
�
1
3

�
;je prends la matrice � = 1p

2

0@2 �1
6 �2

1A et je trouve la valeur g
�
1
3

�
= 1:

Pour g (0) ; je prends la matrice � = 1p
6

0@0 �1
6 0

1A et je trouve la valeur g (0) = 1
9
:

Remarque 1.5.2 (cf [9]) Par dérivation logarithmique de la fonction � (z) ; j�obtiens

�0 (z)

� (z)
=
2�i

24

 
1� 24

1X
n=1

nqn

1� qn

!
=
2�i

24
E2 (z)

où E2 (z) = 1� 24
1X
n=1

nqn

1� qn ; q = exp (2�iz)
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Chapitre 2

Formes Modulaires et Equations

Di¤érentielles linéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons montrer que toute forme modulaire de poids k satisfait

une équation di¤érentielle linéaire.En nous inspirant des articles de Klein, de Fricke et de

Poincaré P.Stiller [19].a utilisé un langage plus moderne en 1981

Nous utilisons les 2 opérateurs di¤érentiels Dt et Dq suivant [22]

Dt = t
d

dt
et Dq = q

d

dq
; avec q = e2�iz pour z 2 H : : Dq =

d

2�idz

2.2 Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

Théorème 2.2.1 :[22]

Soit � un sous-groupe discret de SL2 (R) commensurable avec SL2 (Z) et les opérateurs Dt;

Dq ci dessus. On suppose que t = t (q) est une fonction modulaire non constante, invariante

par �. Notons par F (t) = F (t (q)) une forme modulaire méromorphe de poids k pour �:

Alors les fonctions

F (t) ; zF (t) ; z2F (t) ; :::; zkF (t) ;
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

sont des solutions linéairement indépendantes d�une équation di¤érentielle linaire d�ordre

k + 1 de la forme :

Dk+1
t F + rk (t)D

k
t F + rk�1 (t)D

k�1
t F + :::+ r0 (t)F = 0 (2.2.1)

Où les rm (t) sont des fonctions algébriques de t: posons

G1 =
Dqt

t
; G2 =

DqF

F
; p1 (t) =

DqG1 � 2G1G2=k
G21

; p2 (t) = �
DqG2 �G22=k

G21

Alors nous obtenons pour k = 1 l�équation di¤érentielle d�ordre 3

D2
tF + p1DtF + p2F = 0

pour k = 2; nous obtenons l�équation d�ordre 4

D3
tF + 3p1D

2
tF +

�
2p21 + tp

0
1 + 2p2

�
DtF + (2p1p2 + tp

0
2)F = 0:

Les coe¢ cients rm (t) sont des polynômes en t; p1; p2 et les dérivées de p1; p2

:� La preuve de ce théorème repose sur le :

Lemme 2.2.1 :On considère les fonctions t; F;G1 et G2 du théorème. Alors

(i) G1 est une forme modulaire méromorphe de poids 2.

(ii) DqG1 � 2G1G2=k et DqG2 �G22=k sont des formes modulaires méromorphes de poids 4
pour �:

Preuve. de 1) Soit
�
f (z) la dérivée de f (z) par rapport à z: Les fonctions t; F;G1 et G2

sont méromorphes, Pour une matrice  =

0@a b

c d

1A 2 � et z 2 H, comme t est une fonction

modulaire méromorphe, invariante sur �, alors nous obtenons la relation t (z) = t (z) Par

dérivation logarithmique, nous obtenons

�
(t (z))

t (z)
=

�
t (z)

t (z)
(2)

Les fonctions dérivées satisfont la relation

�
(t (z)) =

�
t (z) :

�
 (z) =

�
t (z) (cz + d)�2 : (3)
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

Les formules (3) et (2) ;impliquent

�
t (z) (cz + d)�2

t (z)
=

�
t

t
(z)

Il en résulte l�équation
�
t

t
(z) = (cz + d)2

�
t

t
(z) (4)

Par hypothése, la fonction modulaire F(z) prend la valeur F (z) = (cz + d)k F (z)

La dérivée logarithmique de F:

�
F

F
(z) = kc (cz + d) + (cz + d)2

�
F

F
(z) : (5)

l�hypothése G1 =
Dqt

t
= 1

2�i
dt
tdz
= 1

2�i

�
t
t
implique l�image G1 (z) = 1

2�i

�
t
t
(z)

G1 (z) =
1

2�i

�
t

t
(z) =

1

2�i
(cz + d)2

�
t

t
(z) = (cz + d)2G1 (z) ; (6)

Ce qui prouve que G1 est une fonction modulaire méromorphe de poids 2.

Preuve de 2) par hypothése

G2 (z) =
DqF

F
=

1

2�i

dF

Fdz
=

1

2�i

�
F

F
: (7)

l�action d�une matrice  sur G2 implique la valeur

G2 (z) =
1

2�i
kc (cz + d) + (cz + d)2G2 (z) (8)

Sa dérivée est égale à
�

(Gi (z)) =
�
Gi (z) : (cz + d)

2, i = 1; 2

Par dérivation de (6) et (8) par rapport à z; j�obtiens

�
G1 (z) = 2c (cz + d)

3G1 (z) + (cz + d)
4
�
G1 (z) ; (9)

�
G2 (z) =

1

2�i
kc2 (cz + d)2 + 2c (cz + d)3G2 (z) + (cz + d)

4
�
G2 (z) : (10)

Celà implique les 2 équations di¤érentielles

�
G1 (z)�

4�i

k
G1 (z)G2 (z) = (cz + d)

4

�
�
G1 (z)�

4�i

k
G1 (z)G2 (z)

�
et (11)

�
G2 (z)�

2�i

k
G22 (z) = (cz + d)

4

�
�
G2 (z)�

2�i

k
G2 (z)

2

�
: (12)
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

Par dé�nition de l�opérateur di¤érentiel Dq j�obtiens

DqG1 =
1

2�i

dG1
d�

=

:

1

2�i

�
G
1
, DqG2 =

1

2�i

dG2
dz
:

En multipliant les deux membres de (11) (12) par
1

2�i
j�obtiens les 2 équations di¤érentielles

DqG1 (�)�
2

k
G2 (�)G1 (�) = (c� + d)

4

�
DqG1 (�)�

2

k
G2 (�)G1 (�)

�

DqG2 (�)�
2

k
G2 (�)

2 = (c� + d)4
�
DqG2 (�)�

2�i

k
G2 (�)

2

�
Il en résulte queDqG1�2G1G2=k etDqG2�G22=k sont des fonctions modulaires méromorphes
de poids 4 sur �:

Preuve. du théorème. Par hypothése

DtF = t
dF

dt
= t
q dF
dq

q dt
dq

= t
DqF

Dqt
: (13)

De G1 =
Dqt

t
et G2 =

DqF

F
;on obtient DqF = G2F , Dqt = tG1: (13) implique

DtF = t
G2F

tG1
= F

G2
G1
; Dt

G2
G1

=
t

G1

dG2
dt

� tG2
G21

dtG1
dt

; Dt
G2
G1

=
t

G1

DqG2
Dqt

� tG2
G21

DqG1
Dqt

(14)

la dé�nition de G1 implique

Dt
G2
G1

=
DqG2
G21

� G
2
2

G31
DqG1 (15)

le lemme 2:1:1 implique que les fonctions DqG1 � 2G1G2=k et DqG2 � G22=k sont des
formes modulaires méromorphes de poids 4 sur �. Comme G1 est une forme modulaire de

poids 2 alors G21 serait de poids 4; alors
DqG1 � 2G1G2=k

G21
et
DqG2 �G22=k

G21
sont de poids

0, donc elles pourront être exprimées en fonction algébrique de la fonction t:

je pose p1 (t) =
DqG1�2G1G2=k

G21
; p2 (t) =

DqG2�G22=k
G21

j�obtiens

DqG1 = G
2
1p1 (t) + 2G1G2=k; DqG2 = G

2
1p2 (t) +G

2
2=k:

(15) implique

Dt
G2
G1

=
G21p1 (t) + 2G1G2=k

G21
� G

2
2

G31

�
G21p2 (t) +G

2
2=k
�
: = � G22

kG21
� p1

G2
G1
� p2 (16)
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

Comme Dn
t (F ) = Dt

�
Dn�1
t F

�
alors pour n = 2 j�obtiens

D2
tF = Dt (DtF ) = Dt

�
F
G2
G1

�
=
G2
G1
DtF + FDt

G2
G1

(17)

(14) ; (16) ; (17) impliquent

D2
tF =

G2
G1

�
F
G2
G1

�
+ F

�
� G22
kG21

� p1
G2
G1
� p2

�
= F

��
1� 1

k

�
G22
G21
� p1

G2
G1
� p2

�
(18)

D3
tF = Dt

�
D2
tF
�
= Dt

�
F

��
1� 1

k

�
G22
G21
� p1

G2
G1
� p2

��
= F

(�
1� 1

k

�
Dt

�
G2
G1

�2
� G2
G1
Dtp1 � p1Dt

G2
G1
�Dtp2

)

+F
G2
G1

��
1� 1

k

�
G22
G21
� p1

G2
G1
� p2

�

Dt

�
G2
G1

�2
= 2

G2
G1
Dt
G2
G1

= �2 G
3
2

kG31
� p1

G22
G21
� p2

G2
G1

j�obtiens

D3
tF = F

�
(1� 1=k) (1� 2=k) G

3
2

G31
+ (3=k � 3) p1

G22
G21
+
�
(2=k � 3) p2 � tp01 + p21

� G2
G1
+ p1p2 � tp02

�
:

Pour k = 1 j�obtiens l�équation suivante

D2
tF = �p1DtF � p2F; (19�)

pour k = 2 j�obtiens

D3
tF = �3p1D2

tF +
�
�2p21 � tp01 � 2p2

�
DtF � (2p1p2 + tp02)F:

par dérivation à l�ordre n j�obtiens

Dn
t F = F

(
Gn2
Gn1

n�1Y
j=1

(1� j=k) + sn;n�1
Gn�12

Gn�11

+ sn;n�2
Gn�22

Gn�21

+ ::::::

)
; (19)

où les sn;j sont des polynômes en t; p1; p2 et les dérivées de p1; p2.

Commençons par déterminer Dt

�
Gn2
Gn1

�
:

Dt

�
Gn2
Gn1

�
= Dt

�
G2
G1

�n
= n

�
G2
G1

�n�1
Dt

�
G2
G1

�
; (20)
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

(16) et (20) impliquent

Dt

�
Gn2
Gn1

�
= �n

k

�
G2
G1

�n+1
� p1n

�
G2
G1

�n
� p2n

�
G2
G1

�n�1
: (21)

Dt (D
n
t F ) =

(
Gn2
Gn1

n�1Y
j=1

(1� j=k) + sn;n�1
Gn�12

Gn�11

+ sn;n�2
Gn�22

Gn�22

+ :::

)
DtF + (22)

F

(
n�1Y
j=1

(1� j=k)Dt
Gn2
Gn1

+sn;n�1Dt
Gn�12

Gn�11

+
Gn�12

Gn�11

Dtsn;n�1 + :::

�
Par dérivation, j�obtiens

Dt (D
n
t F ) = F

(
Gn+12

Gn+11

n�1Y
j=1

(1� j=k) + sn;n�1
Gn2
Gn1

+ sn;n�2
Gn�12

Gn�11

)
+

F

(
n�1Y
j=1

(1� j=k)
 
�n
k

�
G2
G1

�n+1
� p1n

�
G2
G1

�n
� p2n

�
G2
G1

�n�1!

+sn;n�1

 
�n� 1

k

�
G2
G1

�n
� p1 (n� 1)

�
G2
G1

�n�1
� p2 (n� 1)

�
G2
G1

�n�2!
+ :::

)
:

j�obtiens

Dn+1
t F = F

(
Gn+12

Gn+11

nY
j=1

(1� j=k) + sn+1;n
Gn2
Gn1

+ sn+1;n�1
Gn�12

Gn�11

+ sn+1;n�2
Gn�22

Gn�22

+ ::::

)
avec

sn+1;n =

�
1� n� 1

k

�
sn;n�1 � p1n

n�1Y
j=1

�
1� j

k

�
(23�)

sn+1;n�1 =

�
1� n� 2

k

�
sn;n�2 � p1 (n� 1)

n�2Y
j=1

�
1� j

k

�
(24�)

sn+1;n�2 =

�
1� n� 3

k

�
sn;n�3�p2:n

n�1Y
j=1

�
1� j

k

�
� (n� 2) p1sn;n�2+Dt (sn�1;n�2) : (25�)

pour n = k + 1 le coe¢ cient de
Gn2
Gn1

s�annule. Alors Dk+1
t F s�écrit en somme linéaire de

dérivée de F
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

Soit la matrice  =

0@a b

c d

1A 2 �: On note eF ; eq, fG1; fG2 les fonctions F (z) ; q (z) ;
G1 (z) ; G2 (z) appliquons l�opérateur Dq à ces fonctions

Deq eF = eqd eF
deq = q (z) dF (z)dq (z)

= q (z)
dF (z)

dz

dz

dq (z)
=

1

2�i
F 0 (z) :

Deq eF = F (z)G2 (z) = eFfG2 (23)

et

Deqt = (cz + d)2

2�i
t0 (z) =

1

2�i
t0 (z) = t (z)G1 (z) = tfG1: (24)

par dérivation de eF j�obtiens
Dt
eF = td eF

dt
=
t

dt
eqd eF
deq deqeq

(23) ; (24) impliquent

Dt
eF = eF fG2eG1 ; (25)

pour z 2 H alors z 2 H et DtF (z) =
�
F G2
G1

�
(z) = (DtF ) (z) : PourDt

fG2=fG1 je trouve
Dt

fG2fG1 = �
fG22
k eG21 � p1 (t)

fG2eG1 � p2 (t) ; (2.2.2)

j�obtiens les images par l�opérateur Dt

Dt
G2
G1
(z) =

�
� G22
kG21

� p1 (t)
G2
G1
� p2 (t)

�
(z) ; Dt

G2 (z)

G1 (z)
=

�
Dt
G2
G1

�
(z)

J�en déduis que eF est solution de l�équation (1).
Suivant 1.2.8, soit N la largeur de la pointe 1 et la matrice  =

0@a b

c d

1A 2 � avec c 6= 0;

je prends la matrice � =

0@1 N

0 1

1A 2 � Il en résulte que �j 2 �, ainsi les fonctions

F
�
�jz

�
= (cz +Njc+ d)k F (z) ; j = 0; 1; 2; :::::; k

sont toutes des solutions de l�équation (2:2:1) : Comme l�espace vectoriel des polynômes en

la variable z, de degré � k est engendré par (cz +Njc+ d)k , j = 0; 1; 2; 3:::; k; j�en déduis

F; zF; z2F; ::::; zkF

sont toutes des solutions de l équation (2:2:1) :

.
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

2.2.1 Coe¢ cients de l�équation di¤érentielle(1)

Soit F une forme modulaire de poids k sur � alors le théorème 2:2:1 implique l�équation

Dk+1
t F + rk (t)D

k
t F + rk�1 (t)D

k�1
t F + :::+ r0 (t)F = 0 (2.2.1)

Par dérivation à l�ordre n j�obtiens

Dn
t F = F

(
Gn2
Gn1

n�1Y
j=1

(1� j=k) + sn;n�1
Gn�12

Gn�11

+ sn;n�2
Gn�22

Gn�21

+ :::

)
: (19)

Lemme 2.2.2 Soit F une forme modulaire de poids k qui véri�e les équations (2:2:1) et

(19) alors les nombres si;j sont égaux à

sn;n�1 = �p1
n (n� 1)

2

n�2Y
j=1

�
1� j

k

�
(27)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n

.

Lemme 2.2.3 Soit F une forme modulaire de poids k qui véri�e les équations (2:2:1) et

(19) alors:

sn;n�2 = p
2
1fk (n)� tp01gk (n)� p2hk (n) (28�)

avec

fk (n) =
n�3Y
j=1

�
1� j

k

� nX
m=1

"
(m� 1) (m� 2)2

2

#

gk (n) =
n�3Y
j=1

�
1� j

k

� nX
m=1

�
(m� 1) (m� 2)

2

�

hk (n) =
n�3Y
j=1

�
1� j

k

� nX
m=1

�
(m� 1) 1� m� 2

k

�
:

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n

.

Lemme 2.2.4 :

Soit F une forme modulaire qui satisfait l�équation di¤érentielle (2:2:1), ses coe¢ cients rj

sont égaux à

rk = k (k + 1) p1=2 rk�1 = d1p2 + d2tp
0
1 + d3p

2
1
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

avec

d1 =
k2

6
+
k

2
+
1

3
=
(k + 1) (k + 2)

6

d2 =
k3 � k
6

=
(k � 1) k (k + 1)

6

d3 =
k4

8
+
k3

12
� k

2

8
� k

12
=
(k � 1) k (k + 1) (3k + 2)

24
:

Preuve. La démonstration de ce lemme utilise les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 .

.

Corollaire 2.2.1 On obtient

p1 =
2rk

k (k + 1)

et

p2 =
6k (1 + k) rk�1 + (2 + k � 3k2) r2k + 2kt (1� k2) r0k

k (k + 1)2 (k + 2)
:

�

2.2.2 Solutions d�une équation di¤érentielle satisfaite par une forme

modulaire avec second membre, dans le cas k = 2

Dans ce paragraphe j�étudie le cas d�une�équation di¤érentielle avec second membre.et k = 2:

Intégrale d�Eichler

Dé�nition 2.2.1 (cf[6]):Soit F une forme modulaire de poids k;et une matrice  =

0@a b

c d

1A 2

PSL2 (Z) de valeur

F (z) = (cz + d)k F (z) ; z 2 H .

F (z) =
P
n�0

anq
n, q = e2�iz; admet pour l�opérateur Dq le développement q

d

dq
F (z) =P

n�0
nanq

n

l�intégrale d�Eichler Ek�1i (F ) représente la (k � 1) ième dérivée itérée de F (z)�
1

2�i

d

dz

�k�1
Ek�1i F = F (z)
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2.2. Equation Di¤érentielle linéaire et forme modulaire

et ainsi

Ek�1i F =

1X
n=1

an
nk�1

qn:

Proposition 2.2.1 ([6]):Si h (z) est solution de l�équation di¤érentielle

D3
t f + r2 (t)D

2
t f + r1 (t)Dtf + r0 (t) f = w (t) (28)

Alors h (z) est aussi une solution, h est de la forme h = Fg

F solution de l�équation

D3
t f + r2 (t)D

2
t f + r1 (t)Dtf + r0 (t) f = 0: (29)
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Chapitre 3

Irrationnalité de � (3)

3.1 La fonction Zéta de Riemann

La fonction Zéta de Riemann est dé�nie par la série de Dirichlet � (s) =
P
n�1

n�s où s =

r + it 2 C: Elle converge dans le demi-plan r > 1: Elle se met sous la forme de produit

eulérien � (s) =
Q

p premier
(1� p�s)�1 : Elle est liée à la fonction � (s) par la formule intégrale

� (s) =
1

� (s)

Z 1

0

xs�1

ex
dx; s = r + it; r > 1

Son équation fonctionnelle est égale à:

� (s) = � (s� 1) où � (s) = 1

2
s (s� 1)��s=2� (s=2) � (s)

D�autres détails dans "The Zéta-Function of Riemann" (Cambridge 1930) ; par E.C.TiTCHMARSH.

Cette fonction opère sur les nombres réels: pour tout entier k > 0 elle est égale à :

� (2k) = (�1)k+1 22k�1B2k
�2k

(2k)!
où les B2k sont les nombres de Bernouilli..

Certains chercheurs ont étudié des nombres � (2k + 1) : En particulier Apery a prouvé en

1978 que le nombre � (3) est irrationnel. En 1985, Beukers a trouvé une preuve basée sur

des formes modulaires.
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3.2. Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

3.2 Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

Proposition 3.2.1 :

Soit H le demi plan de Poincaré et z 2 H pour q = e2�iz, � (z) = q
1
24

Q1
n=1 (1� qn) ; soit les

fonctions

t = t (z) =

�
� (z) � (6z)

� (2z) � (3z)

�12
= q � 12q2 + 66q3 � 220q4 + 496q5 + :::

F (z) =
(� (2z) � (3z))7

(� (z) � (6z))5
= 1 + 5q + 13q2 + 23q3 + 29q4 + 30q5 + 31q6 + :::

t; F véri�ent:

(i) t est une fonction modulaire sur �0 (6) et q = t+ 12t2 + 222t3 + :::

(ii) F est une forme modulaire de poids 2 sur �0 (6) ; F (t) =
P
n�0

ant
n = 1 + 5t + 73t2 +

1445t3 + 33005t5 + :::

(iii) F véri�e l�équation di¤érentielle

�
1� 34t+ t2

�
D3
tF +

�
3t2 � 51t

�
D2
tF +

�
3t2 � 27t

�
DtF +

�
t2 � 5t

�
F = 0

(iv) Pour z 2 H et E4,:la série d�Eisenstein normalisé soit

G (z) =
1

240
(E4 (z)� 28E4 (2z) + 63E4 (3z)� 36E4 (6z))

alors G (z) est une forme modulaire de poids 4 sur �0 (6) et

G (z) = q � 19q2 + 91q3 � 179q4 + :::.

Preuve. Le théorème 1:3:3 implique que t est une fonction modulaire pour �0 (6) ; F

est une forme modulaire de poids 2 pour �0 (6) :

Par la dé�nition de � (z) = q
1
24

Q1
n=1 (1� qn) ; j�obtiens les développement

t = q � 12q2 + 66q3 � 220q4 + 496q5 � 804q6 + :::

F = 1 + 5q + 13q2 + 23q3 + 29q4 + 30q5 + 31q6 + :::

J�obtiens avec le calcul

F (t) =
X
n�0

ant
n = 1 + 5t+ 73t2 + 1445t3 + 33005t5 + ::: (3.2.1)
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3.2. Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

.

Preuve. de iii) Soit �0 (6) le sous-groupe de congruence de PSL2 (Z) ; de genre zéro,

d�après la proposition 1:1:10; il possède quatre pointes:

i1; 0; 1=2; 1=3:

Soit la fonction modulaire g; égal à

g (z) =
� (6z)8 � (z)4

� (2z)8 � (3z)4

les valeurs de g aux pointes sont égales à

g (i1) = 0; g (0) = 1

9
; g (1=2) =1; g (1=3) = 1:

g n�a qu�un seuk pôle simple 1=2 alors g est un générateur du corps des fonctions modulaire

de �0 (6) (voir [22])

la fonction t prend les valeurs .

t (i1)=0; t (0)=0; t
�
1

2

�
=1; t

�
1

3

�
=1;

Il en résulte que t possède un facteur de la forme (g � g (i1)) (g � g (0)) t
�
1
3

�
=1 implique

1
3
est un pôle simple et

t = ag
1� 9g
1� g ;

Il en résulte le développement de t

t = ag
�
1� 8g � 8g2 � 8g3 � :::

�
: (40")

En utilisant l�équation (1:5:7) j�obtiens le produit

g = q
1Q
n=1

�
1� qn + q2n

�8
: (40

000
)

les formules (40000), (40") impliquent

t = g
1� 9g
1� g : (40�)

Avec les opérateurs di¤érentiels Dt = t
d

dt
, Dq = q

d

dq
j�obtiens

G1 =
Dqt

t
; G2 =

DqF

F
:
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3.2. Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

Par dérivation logarithmique des fonctions j�obtiens

1

12

Dqt

t
=

1

2�i

�
�0 (z)

� (z)
+
6�0 (6z)

� (6z)
� 2�

0 (2z)

� (2z)
� 3�

0 (3z)

� (3z)

�
: (40)

et
�0 (z)

� (z)
=
2�i

24
E2 (z) ; avec E2 (z) = 1�24

1P
n=1

nqn

1� qn série normalisée d�Eisenstein de poids
2 qui n�est pas modulaire pour PSL2 (Z) : Il en résulte les relations

G1 (z)=
1

2
fE2 (z) + 6E2 (6z)� 2E2 (2z)� 3E2 (3z)g : (41)

G2 (z)=
1

24
f14E2 (2z) + 21E2 (3z)� 5E2 (z)� 30E2 (6z)g : (42)

les fonctions

A2 = E2 (z)� 2E2 (2z) ; A3 = E2 (z)� 3E2 (3z) ; A6 = E2 (z)� 6E2 (6z)

sont des formes modulaires de poids 2 sur �0 (6). L�espace M4 (�0 (6)) est de dimension

5 engendré par A22; A
2
3; A

2
6; A2A3; A2A6: DqG1 � G1G2 , DqG2 � G22=2 sont des formes

modulaires de poids 4. Avec le calcul j�obtiens

DqG1 �G1G2 =
1

24

�
2A22 + 2A

2
3 + A

2
6 + 5A2A3 � 9A2A6

�
; (44)

DqG2 �G22=2 =
�25
768

A22 �
25

768
A23 �

3

256
A26 �

25

576
A2A3 +

125

1152
A2A6: (45)

j�introduis la fonction P de valeur

P =
1

3
P1=2 �

1

2
P1=3

avec

P1=2 =
�3
8
(E2 (z)� 4E2 (2z)� E2 (3z) + 4E2 (6z)) et P1=3 =

�1
6
(E2 (z)� E2 (2z)� 9E2 (3z) + 9E2 (6z)) :

Alors:

P =
1

24
(�E2 (z) + 10E2 (2z)� 15E2 (3z) + 6E2 (6z)) : (47)

Valeurs particulieres

P1=2 (0) = P1=2 (1) = 0; P1=3 (0) = P1=3 (1) = 0
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3.2. Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

(43) implique les séries normalisées

E2 (2z) =
1

2
(E2 (z)� A2 (z)) ; E2 (3z) =

1

3
(E2 (z)� A3 (z)) ; E2 (6z) =

1

6
(E2 (z)� A6 (z))

(47) implique la fonction

P =
1

24
(�5A2 + 5A3 � A6)

A2; A1; A3 sont des formes modulaires de poids 2 pour �0 (6) alors P 2 M2 (�0 (6)) .P pos-

sède deux zéros 0 et 1:
Les formes modulaires de poids �2�sur �0 (6) n�admettent que deux zéros ([22]) ;

G1=P = (a0 + a1g + a2g
2) = (b0 + b1g + b2g

2) où (b0 + b1g + b2g2) = (g � g (i1)) (g � g (0)) :
(41), (47) impliquent que dans le développement en série de Fourier de G1=P le premier

terme est q�1:Valeurs de G1=P aux pointes 1=2 et 1=3

G1
P
(1=2) = �1 = lim

g�!1

a0 + a1g + a2g
2

g (1� 9g)

cela implique a2 = 9:

g
�
1
3

�
= 1 et

G1
P
(1=3) = 1 impliquent

G1
P
(1=3) = 1 =

a0+a1g( 13)+a2g2(
1
3)

g( 13)(1�9g(
1
3))

et par suite

a0 + a1 + a2 = �8; a0 + a1 = �17:

le développement en série de Fourier de G1=P commence par q�1 alors a0 = 1; d�où:

G1
P
=
1� 18g + 9g2
g (1� 9g)

j�obtiens

A2
P
=
�1� 18g + 27g2
g (1� 9g) ;

A3
P
=
�2� 12g � 18g2
g (1� 9g) ;

A6
P
=
�5 + 6g � 9g2
g (1� 9g) :

de (44) ; (45) j�obtiens

DqG1 �G1G2
G21

=
�17g + 171g2 � 171g3 + 81g4

(1� 18g + 9g2)2
;
DG2 �G22=2

G21
=
10g � 101g2 + 108g3 � 81g4

2 (1� 18g + 9g2)2

(400) implique

p1 (t) =
DqG1 �G1G2

G21
=

�17t+ t2
1� 34t+ t2 ; p2 (t) =

DG2 �G22=2
G21

=
t2 � 10t

2 (1� 34t+ t2)
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3.2. Formes modulaires et fonction Zéta de Riemann

F est une forme modulaire de poids 2 pour �0 (6) c�est une solution de l�équation di¤érentielle

D3
tF + 3p1D

2
tF +

�
2p21 + tp

0
1 + 2p2

�
DtF + (2p1p2 + tp

0
2)F = 0�

1� 34t+ t2
�
D3
tF +

�
3t2 � 51t

�
D2
tF +

�
3t2 � 27t

�
DtF +

�
t2 � 5t

�
F = 0:

C�est une équation di¤érentielle d�ordre 3

.

Preuve. de iv) L�holomorphie est véri�é sur H ( E4 est holomorphe sur H ), reste à

prouver la condition de modularité.

Soit la matrice  =

0@a b

c d

1A 2 �0 (6) ;

G (z) =
1

120
(E4 (z)� 28E4 (2z) + 63E4 (3z)� 36E4 (6z)) :

j�obtiens

E4 (Nz) = E4

�
aNz + bN

cz + d

�
= E4

�
a (Nz) + bN
c
N
(Nz) + d

�
pour N 2 f1; 2; 3; 6g (48)

c � 0 (mod 6) implique c
N
2 Z; l�hypothese E4 2M4 (PSL2Z) et (48) impliquent

E4 (Nz) = E4

�
aNz + bN

cz + d

�
=
� c
N
(Nz) + d

�4
E4 (Nz)

.

Corollaire 3.2.1 ([3] )Soit F (t) =
P
n�0

ant
n; solution de l�équation di¤érentielle

�
1� 34t+ t2

�
D3
tF +

�
3t2 � 51t

�
D2
tF +

�
3t2 � 27t

�
DtF +

�
t2 � 5t

�
F = 0;

les coe¢ cients an; satisfont la relation récurrente

(n+ 1)3 an+1 � (2n+ 1)
�
17n2 + 17n+ 5

�
an + n

3an�1 = 0; n � 1 (49)

Remarque 3.2.1 (cf [20]) (i) Dans la démonstration de Apéry les an sont égaux à a0 = 1;

a1 = 5 et

an =
nX
j=2

�
n

j

�2�
n+ j

j

�2
Remarque 3.2.2 :Si G =

P
n�0

anq
n alors g = E3iG =

P
n�1

an
n3
qn ou E3i est l�intégral d�Eichler
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3.3. Irrationnalité de � (3)

3.2.1 Convergence des séries L

Soit F (z) (resp h (z)) une solution de (29) (resp (28) :): et h (z) = F (z) g (z) où g (z) =P
n�1

cn
n3
qn; q = e2�iz:

lim
q!1

h (t)

F (t)
= lim

t!1

lim
N!1

b0 + b1t+ :::+ bN t
N

lim
M!1

a0 + a1t+ :::+ aM tM
= lim

t!1
lim
N!1

b0 + b1t+ :::+ bN t
N

a0 + a1t+ :::+ aN tN

= lim
N!1

lim
t!1

b0 + b1t+ :::+ bN t
N

a0 + a1t+ :::+ aN tN
= lim

N!1

bN
aN
:

Posons t (0) =1 je peux trouver une matrice A =

0@a b

c d

1A 2 SL2 (Z) tel que A (0) =
�
1
2

�

lim
N!1

bN
aN

= lim
t!1

h (t)

F (t)
= lim

z!0

eh (z)eF (z) = limz!0 eg (z) = limq!1Xn�1 cnn3 qn = LG (3)
3.3 Irrationnalité de � (3)

Soit le sous-groupe de congruence � = �0 (6) et les fonctions

F (z) =
(� (2z) � (3z))7

(� (z) � (6z))5
= 1 + 5q + 13q2 + 23q3 + 29q4 + 30q5 + 31q6 + :::; q = e2�iz

t (z) =

�
� (z) � (6z)

� (2z) � (3z)

�12
= q � 12q2 + 66q3 � 220q4 + 496q5 + ...

la proposition 3:1:1 implique

F (t) =
X
n�0

ant
n = 1 + 5t+ 73t2 + 1445t3 + 33005t5 + ::: (3.3.1)

qui véri�e l�équation di¤érentielle:

�
1� 34t+ t2

�
D3
tF +

�
3t2 � 51t

�
D2
tF +

�
3t2 � 27t

�
DtF +

�
t2 � 5t

�
F = 0

où an véri�e la récurrence (49) ; ces coe¢ cients jouissent des propriétés suivantes

(i) Pour n grand l�équation (49) n�a un sens que si

an+1 � 34an + an�1 ! 0 pour n!1:
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3.3. Irrationnalité de � (3)

(ii) (an)n2N est une suite croissante,

(iii) Si lim
n!1

an+1
an

= �;alors an ! c�n où c est une constante positive et � est solution de

l�équation x2 � 34x+ 1 = 0

� =
�
1 +

p
2
�4
où � =

�
1�

p
2
�4
:

La suite (an)n2N est croissante de premier terme a0 = 1 > 1 �
p
2 implique lim

n!1
an =

lim
n!1

�
1 +

p
2
�4n
:

Soit h (t) =
P

n�0 bnt
n qui véri�e (cf [6], [3])�

1� 34t+ t2
�
D3
th+

�
3t2 � 51t

�
D2
th+

�
3t2 � 27t

�
Dth+

�
t2 � 5t

�
h = 6t;

la proposition 2:2:1 implique

h = FE3iG (3.3.2)

où G est une forme modulaire de poids 4: Dans ce cas(cf [3]) :

G (z) =
1

240
(E4 (z)� 28E4 (2z) + 63E4 (3z)� 36E4 (6z)) = q � 19q2 + 91q3 � 179q4 + ::::

(3:1:2) implique

E3iG =
X
n�1

cn
n3
qn (3.3.3)

De (3:2:1) ; (3:2:2) et (3:2:3) j�obtiens,

h (t) =
X
n�0

bnt
n = t+

117

8
t2 +

62531

216
t3 +

11424695

1728
t4 +

35441621103

21600
t5 + :::: (3.3.4)

Les coe¢ cients bn véri�ent la propriété suivante :

Lemme 3.3.1 ([3])

bn est un nombre rationnel dont le dénominateur est un diviseur de d3n avec

dn:le plus petit multiple commun des entiers 1; 2; 3; :::

On a besoin du résultat suivant:

Théorème 3.3.1 ([2])

Soit n 2 N et dn le plus petit multiple commun des nombres (1; 2; 3; :::; n) alors limn!1 log
dn
n
=

1
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3.3. Irrationnalité de � (3)

Lemme 3.3.2 Soient an et bn les coe¢ cients des formes modulaires dé�nies dans (3:3:1),

(3:3:4) et G la forme modulaire dé�nie précédemment alors: limn!1
bn
an
= LG (3) =

1
6
� (3)

Preuve. (3:1:3) implique que

lim
n!1

bn
an
= LG (3)

Où LG (s) est la série de Dirichlet associé à la forme modulaire G (z) : (cf le théorème de

Hecke) LG (s) est dé�nie par le produit

LG (s) = � (s) � (s� 3)
�
1� 28

2s
+
63

3s
� 36
6s

�
:

Pour s = 3 j�obtiens:

LG (3) = � (3) � (0)
�1
3

� (0) = �1
2
implique:LG (3) = 1

6
� (3) :

Fixons (an)n2N et (bn)n2N deux suites de nombres qui véri�ent les conditions citées dans

les sections 3:2:2 et 3:2:3:

Théorème 3.3.2 :� (3) est un nombre irrationnel.

Preuve. Lemme 3:2:5; implique que

lim
n!1

an� (3)� 6bn = 0

an et bn véri�ent l�expression (49) ;impliquent an� (3)� 6bn la véri�e aussi Ainsi :

an� (3)� 6bn ! c
�p
2� 1

�4n
car lim

n!1

�p
2� 1

�4n
= 0:

Le dénominateur de bn est un diviseurs de d3n (cf lemme 3:2:2) alors d
3
n6bn 2 Z: par théorème

3:2:1 j�obtient

d (n)3 est équivalente à e3n pour n!1

Par conséquent on a:

d3n (an� (3)� 6bn) est équivalente à c
�
e3
�p
2� 1

�4�n
; avec c > 0

ce qui donne:

lim
n!1

d3n (an� (3)� 6bn) = 0:
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3.4. Conclusion

supposons que � (3) 2 Q dont le dénominateur est m:comme d3n6bn 2 Z:alors

d3n (an� (3)� 6bn) =
a

m
; a 2 Z�:

On remarque que la valeur minimale que peut prendre jd3n (an� (3)� 6bn)j est 1
m
.

et par conséquent la suite md3n (an� (3)� 6bn) ne s�annule jamais ce qui contredit le fait que

lim
n!1

d3n (an� (3)� 6bn) = 0:

Donc l�hypothèse que � (3) 2 Q est fausse d�ou le théorème d�Apéry.

3.4 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons établis que toute forme modulaire satisfait une équation

di¤érentielle. Nous avons donné une application de la théorie de Hecke en E D O et en

Théorie des nombres. Nous pensons que le sujet est trés vaste. Le long de ma modeste

recherche j�ai pu rencontré des mots tel que: Mirror maps, Mirror symmetry qui sont à la

frontière entre les Mathématiques et la Physique et qui illustrent comment une théorie peut

enrichir l�autre.

Sur le plan purement mathématique, je me pose des questions qui me semblent naturelles

telle que la comparaison entre l�équation di¤érentielle satisfaite par une forme modulaire f

et celle satisfaite par g = Tnf obtenue en faisant agir un opérateur de Hecke sur f:

La théorie des formes modulaires peut être considérée comme une synthèse de l�Analyse

(théorie spectrale des opérateurs de Hecke), de la Géométrie (groupes agissant sur le demi-

plan de Poincaré) et de la Théorie des Nombres.
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