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Introduction générale

Depuis I'apparition de la programmation mathématique et la rechreche opération-
nelle, la plupart des travaux d’optimisation étaient dédiés a ’optimisation d’une seule
fonction objectif (probléme mono-objectif ou uni-critere)!, or les problemes rencontrés
dans la pratique sont la plupart du temps de nature multi-objectifs (multi-criteres),
il y’a généralement plusieurs objectifs conflictuels 2 & satisfaire simultanément (cotit &
minimiser, quantité a maximiser, temps de réalisation a minimiser, charge de travail
& minimiser, ...), ce type de problémes consiste a les modéliser de sort que tous les
objectifs pertinents soient pris en considération.

Pendant longtemps, les méthodes de résolution des problemes multi-objectifs consis-
taient principalement a les transformer en problemes mono-objectif. Depuis quelques
années, des travaux prenant en compte directement chacun des objectifs ont été réa-
lisés en utilisant la notion d’optimalité de Pareto, définie initialement dans des tra-
vaux en économie au XIX ™ siecle par V.Pareto[23]. Contrairement  'optimisation
mono-objectif la résolution d’un probléeme multi-objectifs ne conduit pas a une solution
optimale, mais un ensemble de solutions offrant un bon compromis entre les différentes
fonctions objectifs a optimiser dite les solutions Pareto-optimales ou efficaces, une so-
lution efficace est une solution a partir de laquelle, il est impossible d’augmenter la
valeur d’un objectif sans diminuer celle d’au moins un autre.

Dans la pratique, une classe de problemes de programmation linéaire multi-objectifs
MOLP (Multiple Objective Linear Programming) suscite une importante attention;
il s’agit des problemes de programmation linéaire multi-objectifs en nombre entiers

MOILP (Multiple Objective Integer Linear Programming), ou les critéres et les contraintes

Lconsiste & trouver une valeur optimale pour un seul objectif.
2deux objectifs sont conflictuels lorsque la diminution de 'un entraine une augmentation de I’autre.
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sont tous linéaires et les variables de décision ne peuvent prendre que des valeurs en-
tieres. L’intérét de tels problemes résulte du fait que dans la plupart d’applications
concretes de programmation mathématique la présence des variables discretes est in-
évitable.

Dans certaines situations réelles, les décideurs n’ont pas besoin de I’ensemble des solu-
tions efficaces d'un probleme multi-objectifs mais uniquement celles qui réalisent 1’op-
timum d’un objectif différent des objectifs déja fixés. Ceci nous mene vers la recherche
de la solution optimale d’un critere sur I’ensemble des solutions efficaces d’un probleme
multi-objectifs.

Dans ce mémoire nous avons fixé notre objectif a ’optimisation d’une fonction linéaire
sur I’ensemble des solutions efficaces d'un probleme MOILP, ce type de problemes est
un cas particulier de I'optimisation non-convexe ou la difficulté est principalemment
due a la non-convexité du domaine d’admissibilité (I’ensembles de solutions efficaces).
Dans ce contexte, nous avons mené une étude détaillée sur la programmation linéaire
multi-objectifs en nombres entiers en focalisant notre intérét sur ’objectif cité ci-dessus,
nous avons concrétisé cet objectif par le développement d’une méthode simple évitant
le passage systématique par tous les points efficaces.

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, des notions
de base sur I'optimisation multi-objectifs ainsi que quelques méthodes de résolution sont
présentées.

Le deuxieme chapitre est exposé sous forme de deux parties, la premiere partie concerne
les principaux résultats de la programmation linéaire discrete, ou les méthodes clas-
siques de résolution comme la méthode de Gomory fractionnaire et la méthode de
séparation et évaluation “branch & bound” sont rappelées. La deuxieme partie est en-
tierement consacré a ’optimisation multi-objectifs en nombres entiers, nous rappelons
d’une part la structure générale d’un probleme MOILP et quelques résultats comme
outils théoriques nécessaires a 1'optimisation multi-objectifs discrete, et d’autre part,
nous présentons quelques méthodes permettant de déterminer I’ensemble des solutions
efficaces d’un tel probléme, nous citons parmi autres, la méthode de Sylva & Crema [9]
et la méthode de M.Abbas et D.Chaabane [1] avec une illustration numérique de cette
derniere.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons notre contribution dans le domaine multi-
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objectifs en mettant le point sur l'optimisation d'un critere linéaire appelé “critere
principal” sur ’ensemble des points efficaces d’'un probleme MOILP tout en s’inspirant
des algorithmes déja développés dans la littérature citons parmi lesquels, la méthode de
D.Chaabane [7] et celle de Jests M. Jorge [19], nous proposons une nouvelles méthode
de résolution qui représente une combinaison entre les principes utilisés dans ces deux
méthodes, nous avons vu la nécessité d’examiner une étape importante dans ce dernier
algorithme, il s’agit d’explorer une région lorsque la solution optimale trouvée dans une
itération n’est pas efficace pour chercher une solution alternative efficace.

Le quatrieme chapitre est consacré a une validation expérimentale de ’algorithme pro-
posé, notre implémentation est testée sur des exemples de la littérature et des instances
de problemes générés aléatoirement a ’aide d’un programme que nous avons développé
et implémenté sous I’environnement Matlab 7.0.

Enfin, nous terminons par une conclusion générale dans laquelle on résume les diffé-

rentes contributions de ce mémoire et quelques perspectives de recherche.




Chapitre 1

La programmation linéaire
multi-objectifs

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons les définitions fondamentales et les principaux
résultats ainsi que les approches de base de la programmation mathématique multi-

objectifs.

1.2 La Programmation Mathématique Multi-objectifs

Un probleme multi-objectifs ou multi-criteres est un probleme de décision qui consiste
a optimiser (maximiser ol minimiser) simultanément p (p > 2,entier) fonctions réelles
notées fi (k=1,2,...,p) appeleés critéres sur un ensemble d’actions noté S.

Un probleme de programmation mathématique multi-criteres peut étre formuler par

“opt”  (f1, fay s fp)

(MO)
tq x€S.

OuS={reR"/g;(r) <0,57=1,2,...m}.

fr(k=1,2,..,p) et g;(j = 1,2,...,m) sont des fonctions a valeurs réelles de vecteur de
décision x € R"™.

Dans l'optimisation multi-objectifs il n’est pas possible de trouver dans I’ensemble des
actions S, une action qui optimise simultanément les p criteres, le probleme multi-
objectifs est donc mal posé méme s’il est correctement formulé par rapport a la réalité

concernée par les problemes de décisions, pour lequel la notion de solution optimale n’a
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pas de sens, on cherche alors une action X* dite solution de meilleur compromis dont le
vecteur f(X*) = [f1(X¥), ..., [(X*)]" est bon ol acceptable selon les préférences d’un
décideur (DM :Decision Maker).
- Si les objectifs fy(k = 1,2,...,p) et les fonctions g¢;(j = 1,2,...,m) sont linéaires
on obtient un probleme de programmation linéaire multi-objectifs (Multiple Objective
Linear Programming) défini par :

“opt” Zy=cfxik=1,..,p

(MOLP)
tq xelS.

Ou c* € R pour k =1,2,...,pet S = {z € R"/Az < b,x > 0}

AeR™" xeR" beR™ m,n €N, si de plus, '’ensemble de décisions est restreint
aux entiers positifs, le probleme devient un probleme de programmation linéaire multi-
objectifs en nombres entiers (Multiple Objective Integer Linear Programming) défini

par :

“opt”  Zjp =cfrik =1, ..,
orLpyd P P
tq x€eD.

Ou D =SNZ" 7Z étant 'ensemble des nombres entiers relatifs.

Remarque. Dans la suite, toute optimisation se rapporte a une maximisation.

Le probleme (MOLP) est écrit comme

“max” Z =Cx
(MOLP)

t.q x e S.

Ou Z = (Zy, Zs, ..., Z,) et C' une matrice de dimension (p X n) composée de vecteurs

lignes c* € RY™,

1.2.1 Concepts de base

Définition 1.1.

e L’espace de décisions est I'espace R™ dans lequel se situe ’ensemble des actions S.

e [’espace des criteres est I'espace RP dans lequel se situe Zg I'image de S dans RP par
I’application linéaire ¢ qui associée a chaque vecteur de décision x € S son image, le

vecteur criteres Z(x) = Cz, dans l'espace des criteres Zg
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b R — R
r=(21,...,xy) €S — Z(x) = (Z1(x),..., Zy(x)) € Zs.

E3) fq(x) __/
Zg
S
= 0 f,(x)
Espace des décisions Espace des critéres

FiGg. 1.1 — Probleme multi-objectifs avec 2 variables de décision et 3 fonctions objectifs.

1.2.2 Relation de dominance

Toute solution admissible (x € S) ne constitue pas évidemment un bon compromis
a considérer, pour qu’elle le soit, on impose généralement une propriété basé sur une
relation d’ordre partiel, notée “ > 7 et appelée dominance définie sur R? par :
VZ,7' € Zg,Z > 7', si et seulement si, Z, > Z;, Vk € {1,...,p} et Z; > Z; pour au

moins un k.

Définition 1.2.

e Soient Z, 7' € Zg, on dit que Z domine Z', si et seulement si, Z > Z'.

C’est-a-dire Z est au moins aussi bon que Z’ sur tous les criteres et strictement meilleur
que Z' sur au moins un critere.

e Un vecteur Z € Zg est dit non dominé, si et seulement si, il n’existe pas un autre

vecteur Z' € Zg tel que Z' > Z.

Définition 1.3. VZ, 7' € Z4
e On dit que Z domine fortement Z', si et seulement si, Z;, > Z;, Vk € {1,...,p}. !

1Z est meilleur que Z’ sur tous les critéres.
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e Un vecteur Z est dit faiblement non dominé s’il n’existe pas de Z' € Zg tel que Z’

domine fortement Z.

1.2.3 L’efficacité ou Pareto optimalité

Au XTX siecle, Vilfredo Pareto, un mathématicien italien, formule le concept
suivant : dans un probleme multi-objectifs, il existe un équilibre tel que 'on ne peut
pas améliorer un critere sans détériorer au moins un des autre criteres, cet équilibre a

été appelé Optimum de Pareto.

Définition 1.4.

Une solution & € S est dite efficace on optimale au sens de Pareto (ot non inférieure),
si seulement si, il n’existe pas de z € S telle que Z(x) > Zy(%),Vk = 1,...,p avec
au moins une inégalité stricte, et le vecteur criteres qui lui est associé, Z(%), est dit

solution non dominée.

Définition 1.5.

e Une solution = € S est dite faiblement efficace s’il n’existe pas de x € S tel que
Zi(x) > Zp(2), Ve =1,..,p .

Autrement dit, une solution T € S est dite faiblement efficace si le vecteur criteres qui
lui est associé est faiblement non dominé.

e Une solution & € S est dite fortement efficace s’il n’existe pas de x € S tel que x # T

et Z(x) > Z(2).
1.2.4 La frontiere de Pareto
Le graphe obtenu de I'image des solutions efficaces est appelé la frontiere de Pareto
(Pareto front).
1.2.5 Le point idéal
Le point idéal Z est le point de RP défini par

Z = (max Zy(z),...,max Z,(z)).

z€eS €S
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1.2.6 Le point Anti-idéal

Le point Anti-idéal Z est le point de R? défini par

Z = (min Zy(x),...,min Z,(z)).

€S T€S

Généralement ZetZ & Zg.

» Point 1deal

\ “\faib]emeut
T non dominges
.

Point anti-idéal

Z

Fi1G. 1.2 — illustration des définitions

1.2.7 La matrice des gains

Soit Z; une solution optimale obtenue en optimisant le critere Z;. La matrice carrée

de dimension p définie par

21 212 Z1p
201 2o Zop
Zpl Zp2 .. Zp

est dite matrice des gains “payoff matrix”.
Ou :
o %= Zi(%;) = max Z;(x);Vi=1,p. 2
zes
o zij = Z;(%;),Vi,j € {1,...,p} avec i # j.
Remarque. La matrice des gains est univoquement déterminée si pour tout critere

J, la solution optimale Z; est unique. Sinon, lorsque un critere j possede plusieurs

2Les coordonées du point ideal.
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solutions optimales, la colonne j de la matrice des gains dépondra de la solution Z;

choisie.

1.2.8 Le point nadir

Le point nadir 1 de R? est le point de coordonées

My = min 2, k=1,...p.
J:17"'7p

ou z; est un élément de la matrice des gains.

1.3 Parametres de préférences

S’il apparait naturel de limiter la considération des solutions a celles qui sont effi-
caces, I'ensemble de celle-ci est généralement tres vaste et méme infini dans le cas de
variables continues. Aussi la sélection d’une solution efficace spécifique comme candidat
de meilleur compromis exige une certaine connaissance de la structure de préférences du
décideur. Cette information est obtenue directement ou indirectement et peut parfois
se traduire en terme de parametres de préférences, citons brievement les parametres
qui sont fréquemment utilisés.

* Le vecteur de poids : (A1, ..., A\p) ou A, réflete 'importance relative de chaque critere
k, k=(1,..,p).

Notons que ces parametres peuvent également étre des points cibles tels que :

* Le point de référence qui est défini par des niveaux d’aspiration (valeurs souhaitables)
sur chaque critere.

* Le point de réservation qui est défini par des niveaux de réservation (valeurs non

souhaitables) sur chaque critere.

1.4 Fonctions scalarisantes

Etant donné un ensemble de paramétres de préférence A = {(A1, .., Ap) € RP} L
est possible de définir une fonction croissante dite fonction scalarisante, qui agrege les

valeurs des criteres pour chaque solution :
s(Z,A):RP x A - R

Ou A € A C RP? est le vecteur de parametres choisi.
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1.4.1 Caractérisation a ’aide de poids

e [La somme pondérée : est largement utilisée dans l'optimisation linéaire multi-
objectifs ou le probleme (MOLP) peut se ramener a un probléeme de programmtion

paramétrique

s1(Z, Z)\ka, avecZ)\k—l)\k>0W€E{1 D).

Z)\sz — 2.

O z;, est la k*™° composante du point ideal.

So(Z, A) mesure la déviation qui sépare 1’évaluation des propositions, qui sont générale-
ment des points efficaces ou faiblement efficaces, du point d’aspiration. Cette déviation
peut étre mesurée par d’autres normes parmi lesquelles citons :

e Norme L, pondérée :

1
p q
k=1
e Norme L., de Tchebycheff pondérée :
84(27 )\) = 1%B§){Ak|Zk — 2k|}

e Norme composée (Tchebycheff pondérée augmentée) :

ss(Z,\) = max{)\k|Zk —zk|}+p2)\k|Zk —Zulip > 0.

k=1
1.4.2 Caractérisation a 1’aide de points cibles

e Niveaux d’aspiration : qui peut étre obtenue en minimisant la fonction

P q
Z,\) = [Z Ml Z, — 2k|q] ,q €LY 5 € Zs.

10



CHAPITRE 1: LA PROGRAMMATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS

Ou (%4, ..., 2,) est un point cible dont on souhaite s’approcher autant que possible.
e Niveaux de réservation : qui peut étre obtenue en maximisant la fonction

q

p
s1(Z,0) = D> Ml Zi — 2
k=1

et des contraintes sur les criteres Z;, > 2.
/ : 54 :
2z, represente une valeur dont on souhaite s’écarter le plus possible en prenant des

valeurs Zj, supérieures ou égale a 2.

1.5 Les trois approches fondamentales

Dans la programmation mathématique multi-objectifs on distingue trois principales

approches :

1.5.1 Optimisation a priori (décideur — recherche)

Les solution les plus intuitives pour résoudre les problemes multi-objectifs consistent
souvent a combiner les différentes fonctions objectifs en une fonction d’utilité suivant
les préférences de décideur. Dans ce cas le décideur est supposé connaitre a priori le
piods de chaque critere afin de les mélanger dans une fonction unique, cela revient a

résoudre un probleme uni-critere dont la fonction objectif est une fonction scalarisante :

max s(Z,\)

ZEeZg
Cependant dans la plupart des cas, le décideur ne peut pas exprimer clairement sa

fonction d’utilité, soit par manque d’expérience ou d’informations.

1.5.2 Optimisation & posteriori (recherche — décideur)

Dans cette approche le décideur prend sa décision d’apres un ensemble de solutions
calculées par un solveur, dans ce cas la qualité de la décision dépend du choix de la
méthode de résolution, celle-ci génere un sous ensemble de solutions efficaces, parmi
lesquelles, le décideur peut sélectionner les compromis les plus satisfaisants pour ses

préférences.

11
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1.5.3 Optimisation progressive ou interactive (décideur < recherche)

Cette approche consiste en une alternance de deux étapes :
(a) I’étape de calcul exécutée par 1'analyste ou le programme;
(b) I'étape de dialogue avec le décideur.
La premiere étape de calcul fournit un ou plusieurs compromis. Ceux-ci sont présentés
au décideur qui réagit en apportant des informations complementaires sur ses préfé-
rences, ces informations sont injectées sous forme des contraintes dans le programme
utilisé et permetant de construire de nouveaux compromis. Le processus d’exploration
se termine apres un certain nombre d’itérations, soit déterminé par le décideur s’il est
satisfait, soit par le programme grace a une condition d’arrét.
Utiliser cette approche peut étre relativement efficace (en terme d’effort informatique),
puisqu’on essaye seulement de produire un sous ensemble de I’ensemble complet de
solutions potentielles régies par les préférences du décideur. Cependant, alors que de
telles approches refletent exactement les intentions du décideur, elles ne peuvent pas
fonctionner indépendamment, le décideur doit étre présent lors I'exécution de I'algo-

rithme.

1.6 Quelques résultats de base

Considérons le probleme (MOLP) :

“max” Zp=cz; k=1,..,p
(MOLP)
t.q xS

Soit A I'ensemble de tous les vecteurs A = (\;),i =1, ..., p défini par :

p
A={XeRD> N=1Xx>0i=1,.,p}

i=1
Pour A € A, on définit le probléme paramétrique (P)) par :

p
“max” Z )\ZZl(I')
i=1

tq Z=(Z(x),...Z,(x)) € Zs.

(Py)

12
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Théoréme 1.1. (Théoréme de Geoffrion [15]). Etant donnée le probléme (Py), alors
Z est un vecteur non dominé si et seulement si Z est une solution optimale du probléme

paramétrique (Py).

Autrement dit :

> Si 3N € A tel que x est une solution optimale de (P,) alors = est efficace pour le
probleme (MOLP).

> Si z est une solution efficace pour (MOLP) et que Zg est un ensemble convexe alors

il existe A € A tel que x solution optimale du probleme paramétrique (Py).

Définition 1.6. Une solution de base optimale du probleme (P)), pour un certain

A € A, est une solution efficace, et elle est dite solution efficace extréme.

1.7 Résolution du probleme multi-objectifs

L’optimisation multi-objectifs consiste a définir des méthodes efficaces pour la ré-
solution de problemes ou tous les objectifs sont pris en compte. Pour les solutions
de probléme multi-objectifs, la relation d’ordre n’est pas totale, une solution peut étre
meilleure qu’une autre sur certains objectifs et moins bonne sur les autres, on ne cherche
pas alors une solution optimale mais un ensemble de solutions offrant un bon compro-
mis entre les différantes fonctions objectifs a optimiser pour lesquelles on ne pourra
pas effectuer une opération de classement. Les méthodes de résolution des problemes
multi-objectifs sont donc des méthodes d’aide a la décision car le choix final sera laissé
au décideur qui choisit parmi les différentes solutions proposées par ’optimiseur la so-
lution de compromis qui lui convient le mieux. Nous présentons brievement quelques

approches proposées au fil des années pour la résolution des problemes multi-objectifs.

1.7.1 Méthode de la Somme pondérée [25]

Cette méthode consiste a additionnner tous les objectifs en affectant a chacun d’eux
un coefficient de poids, ce coefficient représente I'importance relative que le décideur
attribue a l'objectif, cela transforme le probleme multi-objectifs a un probleme mono-

objectif de la forme :

€S

P
maxz MeZi(z), X € A
k=1

13
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Cette méthode est tres efficace et peut étre appliquée pour produire une solution non do-
minée initiale qui peut étre employée comme solution initiale pour d’autres techniques,
mais la difficulté essentielle de cette approche est de déterminer les poids appropriés
quand nous n’avons pas d’informations sur les préférences du décideur, dans ce cas,
toute solution optimale obtenue dépend fortement des coefficients utilisés. La plupart
des chercheurs choisissent d’utiliser une combinaison linéaire des objectifs et de faire
varier les poids de facon a constater I'influence de tel ou tel objectif sur la courbe de
gain (“trade-off”) des objectifs, cette approche est facile a implémentter mais elle a
I'inconvénient de manquer la partie concave de la courbe de gain car tous les résultas
obtenus appartiennent a des zones convexes de I'espace des objectifs, ce qui peut poser

de sérieux problemes dans son application aux problemes réels.

1.7.2 Meéthode de programmation par but“Goal programming”

Charnes et Cooper (1961) et Ijiri (1965) sont crédités du développement de la mé-
thode “goal programming” pour un modele linéaire, Dans cette méthode le décideur
doit fixer un but (niveaux d’aspiration) qu'’il souhaite & atteindre pour chaque critere,
ces valeurs sont ajoutées au probleme comme des contraintes supplémentaire, la nou-
velle fonction objectif est modéfiée de facon a minimiser la somme des écarts entre les
valeurs réalisées des fonctions objectifs et les buts a atteindre. La forme la plus simple

de cette méthode peut étre formulée comme suit :

p
Iglelgl{z 1Zi(x) — Zl}
k=1
O 2; représente la valeur a atteindre pour le i critere.
La méthode est trés facile & mettre en ceuvre mais la définition des buts & atteindre est

une question délicate qui détermine l'efficacité de la méthode.
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1.7.3 Méthode s-contrainte

Cette méthode est basée sur la minimisation d’un objectif Z; en considérant que
les autres objectifs Z; avec j # i doivent étre inférieurs a une valeur ¢;. En général,

I'objectif choisi est celui que le décideur souhaite optimiser en priorité.

min  Z;(z).
t.q S S, ZJ<I> < €5, VJ 7£ 1.

L’ensemble Pareto optimal peut alors étre obtenu en faisant varier les valeurs de ¢}, et
en ne résolvant ainsi qu'un ensemble de probléemes d’optimisation mono-objectif, mais
la connaissance a priori des intervalles appropriés pour les valeurs de ¢; est exigée pour

tous les objectifs.

1.7.4 Meéthode lexicographiques [25]

Cette méthode est proposée par Fourman (1985), dans laquelle les objectifs sont
préalablement rangés par ordre d’importance par le décideur. Ensuite, la solution op-
timale est obtenue en optimisant les objectifs I'un apres 'autre selon cet ordre en
commengant par le plus important, puis dans chaque itération, les objectifs du niveau
supérieur sont ajouté sous forme des contraintes en fixant chaqu’un d’eux a sa valeur
optimale trouvée précédemment.

Supposons que les objectifs sont rangés par 1'ordre suivant :

Zy = Zy = ... = Zp, le premier probleme a résoudre est donné par

max 2, =cz

tq. xelS.

Soit x7 la solution optimale trouvée avec Z7 = Z;(z7).

Z7 devient une nouvelle contrainte qui est ajoutée au deuxieme probleme

max JZs = c’x
tq. x€S.
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Le k°™¢ probleme sera le suivant :

max Z =c*x

tq. €S
Zl<£[)) = Zi’(, ZQ(.T) = Z;, ceny Zk,1<£[)> = ZI:—I'

La procédure est répétée jusqu’a ce que tous les objectifs soient traités et la solution

obtenue a 1’étape p sera la solution du probleme.

1.8 Conclusion

Durant ces 20 dernieres années, les chercheurs ont beaucoup utilisé les techniques
de programmation linéaire dans la résolution du probleme MOLP. Malheureusement,
en ce qui concerne les problemes MOILP, une intégration des méthodes de programma-
tion linéaire uni-critere en nombres entiers et des méthodes de programmation linéaire
multi-objectifs ne conduit pas automatiquement a une méthode de résolution. Nous
présentons dans le chapitre suivant la structure générale d’un probleme MOILP, en

signalant la difficulté d'un tel probleme, et quelques approches de résolution.
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Chapitre 2

La programmation Linéaire
Multi-objectifs en nombres entiers

2.1 Introduction.

Dans de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathé-
matique, les variables de décision ne peuvent prendre que des valeurs entieres, dans ce
cas on parle, dans le cas linéaire, de programmation linéaire en nombres entiers ou de
programmation linéaire discrete, dont le domaine des solutions réalisables n’est plus
convexe, ce qu’il en résulte que la programmation linéaire discrete est plus complexe
et plus difficile a traiter.

La programmation linéaire uni-critere reste une source d’inspiration fondamentale pour
le développement de méthodes multi-objectifs, nous présentons dans ce chapitre, en
premier lieu, les principales notations et les résultats classiques concernant la program-
mation linéaire en nombres entiers. Ensuite, nous rappelons les concepts de base de
I'optimisation discrete multi-objectifs ainsi que quelques méthodes existantes traitant

ce genre de problemes.

2.2 Programmation linéaire uni-critére en nombres entiers

La forme générale d’un probléme de programmation linéaire uni-critere peut étre

donnée par :
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ot S={reR", Az =b,x >0}, A€ R™" x € R",b € R™, c € RI*",
Dans le cas ou seulement quelques variables sont entieres, on a alors un probleme de

programmation linéaire mixte qui s’écrit comme suit :

max (cx + hy)
t.q Az +Gy=0>b
z > 0.

(LPMIX)

yeN

\
Si toutes les variables sont entieres, on aura un programme linéaire en nombres entiers

donné par :

max cx
(ILP)
tq €D

ou D = SNZ" Z est 'ensemble des nombres entiers relatifs.

2.2.1 Complexité

Les problémes de programmation linéaire en variables discréetes (I LP) sont connus
pour étre NP-Complets, on n’espere pas, en général, qu’il existe un algorithme en temps
polynomial pour ces problemes. Les deux principales familles de méthodes actuellement
connues pour résoudre ces problemes sont les méthodes arborescentes et les méthodes
de troncatures (coupes), en effet ces méthodes exigent un effort calculatoire qui croit

exponentiellement avec le nombre de variables du probleme.

Remarque. il existe une relation étroite entre (I LP) et (LP). Si par hasard la solution
optimale de (LP) est entiere, elle est aussi la solution optimale de (ILP), donc la

résolution de (LP) peut aider a résoudre (ILP).

2.2.2 Méthodes de résolution d’un programme linéaire en nombres entiers

Il existe généralement deux méthodes exactes pour résoudre un programme linéaire
en nombres entiers : les méthodes de coupes et les méthodes par séparation et évaluation

“Branch & Bound”.
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2.2.3 Méthodes de coupes[27]

Les méthodes de coupes sont des algorithmes exacts pour les problemes (/LP).
Ces méthodes résolvent une séquence de relaxations du probleme (ILP), les solutions
obtenues sont graduellement améliorées pour donner une meilleure approximation de la
solution optimale. Pour les grandes instances, le probleme (I LP) ne peut pas étre résolu
a optimum, les algorithmes de coupes produisent alors des solutions relativement
proches d’une solution optimale en un temps d’exécution raisonnable, avec une garantie
sur la valeur de I’approximation, nous décrivons dans cette section deux types de coupes
les plus utilisées.

a) Coupe de Dantzig [13]

La coupe de Dantzig a été proposée sur la base que dans le probléme relaxé (LP), le
deuxieme membre de 1’équation matricielle des contraintes est un vecteur positif mais
non entier, et une des variables hors-base est strictement positive (supérieure ou égale

a 1), cette coupe est formulé par

> x> (2.1)

JEN
ou NV est I’ensemble des indices hors-base
La coupe de Dantzig n’est plus utilisée (sauf en cas de nécessité) vu ses conditions
d’utilisation .
b) Coupe fractionnaire de Gomory [16]
L’idée principale de cette méthode est d’ajouter des contraintes linéaires qui n’excluent
aucun point entier réalisable, une par une jusqu’a ce que la solution optimale de la
relaxation soit enticre.
Dans une premiere étape, on résout le programme relaxé (LP), on cherche une solu-
tion de base optimale en utilisant la méthode de simplexe, si elle existe, on choisit une
variable de base non entiere et on génere une inéquation sur la contrainte associée a
cette variable afin de couper la région de faisabilité courante.
Etant donnée une base optimale B du probleme relaxé (LP), le tableau optimal cor-

respondant est donné par
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rg | A=B'A| b=B"1%

—Z |é=c—7mA| z—cgB™'b

TaB. 2.1 — Tableau simplexe optimal associé a la base B.

Ou :
7 = cpB™! : est dit vecteur multiplicateur relatif ¢ la base B.
¢ =c—mA : est dit vecteur cout réduit relatif a la base B, avec ¢g = 0.

Si la solution optimale de (LP) est entiere, elle est une solution optimale du probleme
(ILP). Sinon, parmi les variables de base, choisissons z;, ¢ € B dont la valeur est
fractionnaire.

La i®™ ligne du tableau optimal est donnée par
T + Z a;jT; = b;. (2.2)
JEN
Ou :
a;j : est un élément de la matrice optimale des contraintes A.
N : est I'ensemble des indices hors-base.

Notations : étant donné un nombre réel a, on désigne par :
|a] : le plus grand entier inférieur ou égal a a.
(a) = oo — | ] est appelée la partie fractionnaire de « et |« sa partie entiere.

Puisque toutes les variables sont positives ou nulles, on a :
> lai)e; < aia;.
JEN JEN

de (2.2) on a :

JEN

Comme le membre gauche est entier dans cette inégalité, la partie droite (second
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membre) peut étre remplacée par sa partie entiere

i+ Y lai)z; < [b). (2.3)

JEN

en soustrayant (2.3) de (2.2) on obtient

> ai)w; > (bi)
JEN
En ajoutant une variable d’écart x, a cette derniere inéquation, on obtient la coupe de

Gomory définie par

= Nagj)w; + zo = —(b;).

JEN
Cette contrainte est introduite dans le tableau simplexe optimal et le nouveau probleme
formé peut étre resolu en utilisant la méthode duale du simplexe. Apres un nombre fini
d’itérations, ou bien on obtient une solution optimale entiere, ou bien le probleme

devient impossible.

2.2.4 Méthode par séparation et évaluation “Branch & Bound”

La méthode de “Branch & Bound” a été spécialement élaborée pour des problemes
en variables discetes (ILP), le principe de cette méthode consiste a subdiviser 1'en-
semble S (I'ensembles de solutions admissibles) en un nombre fini de sous-ensembles

S, généralement on prend
USi:S avec S'NST =0,Y(i,5),i#j
i—1

Ces subdivisions successives sont représentées a ’aide d’une arborescence de racine S
et des “noeuds” S présentant les sous-ensembles de solutions efféctués, notons que S°
peut étre vide.

Le déroulement de la méthode est constitué principalement de trois procédures :

1) Procédure de séparation

La phase de séparation consiste a diviser le probleme en un certain nombre de sous-
problemes qui ont chacun leur ensemble de solution réalisables. Ainsi, en résolvant tous

les sous-problemes et en prenant la meilleure solution trouvée, on est assuré d’avoir
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resolu le probleme initial, ce principe de séparation peut étre appliqué de maniere re-
curssive a chacun des sous-ensembles de solutions obtenus.

2) Procédure d’évaluation

I'évaluation d’'un nceud de 'arborescence a pour but de déterminer I'optimum (une
borne supérieure pour un probléme de maximisation) de l’ensemble des solutions réa-
lisables associé au nceud en question, ou au contraire, de prouver mathématiquement
que cet ensemble ne contient pas de solution optimale pour le probleme initial.

La solution optimale du sous-probleme associé a un nceud donné est appelée solution
partielle.

3) Procédure Stérilisation

Le but de cette procédure est d’éviter I’examination de tous les noeuds de I'arbores-
cence. Dans le cas ou l'évaluation de la solution optimale du sous-probmeme traité
est inférieur & la borne supérieure globale (ie. la meilleure solution trouvée jusqu’a
present), on est certain que toute solution réalisable de ce sous-probléeme ne sera pas
meilleure que 'optimum global courant, il est donc inutile d’éffectuer la séparation de
son ensemble de solutions réalisables, ou au contraire, si ’évaluation de la solution
optimale de ce sous-probleme est supérieur a celle de 'optimum global courant, dans
ce cas, ce dernier peut étre actualisé. On peut également arréter la recherche dans un

neeud lorsque le sous-probleme qui est lui associé est non réalisable.

2.3 Programmation linéaire multi-objectifs en nombres en-

tiers

La programmation linéaire multi-objectifs en nombres entiers fait partie du cadre
de l'aide & la décision multi-critere (MCDM) a décisions discretes. Ces dernieres décen-
nies, plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution des problemes (MOILP),
que ce soit des méthodes donnant I’ensemble de toutes les solutions efficaces, ou des
méthodes générant un sous-ensemble de points efficaces selon les préférences de déci-
deur. Dans cette section nous rappelons dans un premier temps la structure générale
d’un probleme (MOILP) et quelques résultats relatifs, ainsi que quelques méthodes de

résolution existantes dans la littérature.
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2.3.1 Formulation mathématique d’un probléeme MOILP

Un programme linéaire multi-objectifs en nombre entiers (MOILP) est constitué
d’un systeme de contraintes linéaires définissant un domaine discret de solutions réali-
sables et d’un ensemble de fonctions linéaires a maximiser ou minimiser définissant des
criteres conflictuels, le probleme (MOILP) consiste & déterminer toute solution reali-
sable entiere z telle qu’il n’existe aucune autre solution realisable y qui fournisse des
valeurs au mois aussi bonne que celles de x sur chaque critére et meilleur sur au mois
I'un des criteres.

Un probleme (MOILP) peut étre formulé par :

“max” Zy=cxk=1,..,
(MOILP) ’ P
t.q reD.

Ou D =SNZ" Z étant 'ensemble des nombres entiers relatifs.
et S={x eR"Ax <bz >0}, Ac R™" 2z €R" beR" m,neN

Rappelons d’abord la définition d’une solution efficace.

Définition 2.1. une solution réalisable z* du probleme (MOILP) est une solution
efficace, si et seulement si, il n’existe pas d’autre solution réalisable x telle que
Zy(x) > Zy(x*),k = 1,...,p, avec au moins une inégalité stricte et le vecteur criteres

correspondant, Z(x*), est dit solution non dominée.
Notons IE 'ensemble de toutes les solutions efficaces du probleme (MOILP).

Théoreme 2.1. [9] Si x* est une solution optimale du probléme (mono-critére)
(Py) : max{\'Z(z):z € S}
alors pour tout A € RP.\ > 0, x* est une solution efficace du probléme multi-critere :

“max”{Z(z) : v € S}.
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2.3.2  Solutions efficaces supportées et non supportées

Les problemes MOLP et MOILP sont de nature différente, la différence est due

I par contre I’ensemble D n’est plus convexe,

au fait que l'ensemble S est convexe
pour cette raison le principe de Geoffrion qui permet de caractériser ’ensemble des
solutions efficaces par les solutions optimales du probleme paramétrique (Py) n’est pas
valable pour les problemes (MOILP), ceci car certaines solutions efficaces peuvent ne
pas étre obtenues pour aucun A > 0. Pour cela, I’ensemble de solutions efficaces peut

étre partagé en deux sous-ensembles :

x ’ensemble des solutions efficaces obtenues en résolevant le probleme paramétrique

(Py) dite solutions efficaces supportées (supported efficient solutions) notée SE.
* 1'ensemble des solutions efficaces qui ne sont pas solutions du probleme (P)) pour

aucun A dite solutions efficaces non supportées (non-supported efficient solutions)

notée NSE.

2.3.3 Détection graphique des solutions efficaces

Nous donnons quelques concepts utilisés pour détecter géométriquement les solu-

tions efficaces d'un probleme MOILP.

Définition 2.2. (Cone).
Soit V € R™, V # (), V est un Cone si et seulement si av € V pour tout scalaire o > 0

et tout v € V . Le vecteur d’origine 0 € R™ est contenu dans chaque Cone.

Définition 2.3. (Cone polaire).
Soit V' € R™ un Cone. Le cone polaire non négatif de V (noté V=) est le cone convexe?

V2={yeR" yv>0WweV}

Définition 2.4. (Vecteurs générateurs d'un cone).

Soit un ensemble de vecteurs {v!,...,vP} de R" et I'ensemble V tel que :

P
V={veR"w= Zaivi, a; > 0 Vi}.

i=1

Un ensemble A C R™ est dit convexe si : Va1, 22 € A,V € [0,1] = Az1+ (1 — Nz2 € A.
2Un cone convexe est un coéne qui est également un ensemble convexe.

24



CHAPITRE 2: LA PROGRAMMATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS EN NOMBRES ENTIERS

V est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires & coefficients non négatifs des v?,

i=1,...,p et est le cone convexe engendré par I'ensemble {v!, ..., vP}.

Définition 2.5. (Cone semi-polaire positif).
Soit V' € R™ un cone convexe généré par {v',v? ..., vP}. Alors, le cone semi-polaire
positif (noté V=) est le cone convexe

V> = {y € R"| y'v' > 0, pour tout i et y'v* > 0 pour au moins un i} J{Og, }.

Définition 2.6. (Ensemble de dominance).
Soit = € S et C~ le cone semi-polaire positif généré par les gradients des p fonctions
objectifs i.e. :
C> ={y € R"|c'y > 0, pour tout i et ¢'y > 0 pour au moins un i} J{Og, }.
L’ensemble de dominance de z est donné par :

D; =z6C~.

={zeRz=z+y,yecC}

L’ensemble de dominance en Z contient tous les points dont les vecteurs criteres do-

minent le vecteur critere de Z. Le théoreme suivant montre I'importance de cet ensemble

dans la détection des solutions efficaces :

Théoréme 2.2. (Steuer,1986). Soit D; ['ensemble de dominance de T € S, T est
efficace si et seulement si Dz NS = {Z}.

2.4 Résolution du probleme MOILP

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution du probleme MOILP, génénalement,
ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories, les méthodes interactives et les
méthodes non interactives, nous présentons dans la suite quelques méthodes des deux

catégories.

2.5 Les méthodes interactives

2.5.1 Méthode de Klein & Hannan [21]

La technique est proposée pour générer séquentiellement un sous-ensemble efficace

ou '’ensemble de toutes les solutions efficaces pour le probleme MOILP, elle consiste
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a résoudre une suite de programmes linéaires en nombres entiers (I PL) en rajoutant
progressivement des contraintes supplémentaires assurant que les nouvelles solutions
seront meilleurs que toutes les solutions déja trouvées sur au moins un critere.
L’algorithme de la méthode :

Etape 1 : Choisir arbitrairement un critére i,7 € 1,2, ...,p du probleme (MOILP) et

résoudre le probleme uni-critere suivant :

max J; =cx

(Fo)

tq xebD.

Si la solution de (Fp) est unique, alors elle est efficace et elle est I'unique élément dans
la liste initiale des solutions efficaces IE\, sinon soit ((P,) 1’ensemble des solutions
optimales de (P,), par comparaison deux a deux des vecteurs critéres associés, retenir
celles qui sont non dominées pour construire IE, ’ensemble des solutions efficaces
correspondant a ((Fp).

Etape j : (j > 1) résoudre le probleme (P;) défini par :

max JZ; =cx
(PJ ) tq xeD.

Ni=1 (Vi:l,s;éi(csx 2> Ty + 55))'
oul<e®*<1leta, k=1,.. rsont les solutions efficaces obtenues dans les itérations
0,1,...,5 — 1.

Si e® < 1 la méthode génere un sous-ensemble de I’ensemble des solutions efficaces, et si
e’ = 1 la procédure donne toutes les solutions efficaces. La liste des solutions efficaces

obtenue a I’étape j est
j—1

IE; = | J IE..

k=0
la procédure s’arréte lorsque le probleme (F;) devient irréalisable. Il est clair que la
procédure est finie étant donné qu’on élimine au moins une solution a chaque étape et

qu’il existe un nombre finie (si D est borné) de solutions admissibles.

2.5.2 Méthode de Gonzales, Reeves & Franz[17]

Dans cette méthode, les préférences du décideur sont requises afin de mettre a jour

I’ensemble des solutions efficaces sélectionnées a chaque étape, la méthode est donc
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interactive et elle s’applique aux problemes MOILP sans restriction, elle est principa-
lement composée de deux phases :

- La premicre phase consiste & sélectionner un sous-ensemble S € SE(MOILP) de
solutions efficaces (solutions supportées) selon les préférences du décideur.

- Dans la deuxieme phase, les solutions non supportées seront considérées et seulement
celles préférées par le décideur (DM) seront introduites dans ’ensemble S. Done, &
chaque étape, une nouvelle solution efficace est présentée au décideur qui doit la com-
parer avec les éléments de S pour actualiser 'ensemble de solutions efficaces préférées.

L’algorithme de la méthode est décrit en détail dans [§].

2.5.3 Méthode de Steuer & Choo[25]

Cette méthode est une procédure générale applicable a tout probleme de program-
mation mathématique multi-critere linéaire ou non, avec le cas échéant des variables
entieres, la procédure se décompose en trois étapes principales :

Etape 1 : Calculer un point cible, par exemple le point idéal, la recherche des solutions
efficaces se fait par quadrillage de I’ensemble D au moyen d’un ensemble diversifié de
valeurs du vecteur de parametres A\, pour chaque valeur de A, la distance de Tchebyt-
cheff calculée par rapport au point cible est minimisée, ceci donne un sous-ensemble de
solutions efficaces supportées, soit ! la solution efficace choisie par le décideur.
Etape 2 : Déterminer un deuxieme ensemble de valeurs du vecteur A de fagon a qua-
driller le voisinage élargi de z! . Une nouvelle solution efficace, soit 22, est désignée par
le décideur comme en étape 1.

Etape 3 : Continuer la procédure mais en focalisant le parametre A dans le voisinage

restreint du nouveau compromis.

2.6 Les méthodes non interactives

2.6.1 Méthode de Chalmet, Lemondis & Elzinga [12]

La méthode est proposée pour la résolution des problemes bi-critére en variables

discretes, dans une premiere étape le probleme paramétrique

max{AZ (z) + (1 — \)Zo(x)}

zeD
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est résoulu pour générer I'ensemble des solutions supportées SFE, en suite I’ensemble
des solutions non supportées est déterminé de la fagon suivante :
Soient Z' = (Z{,Z3) et Z* = (Z%, Z2) deux points non dominés, adjacents parmi les

points déja obtenus. On cherche s’il existe d’autres solutions non-dominées telles que :
<)< ZPet Z3< 7y < Z)

en résolvant le probleme :

[ max AZy (%) + (1 = A) Zs(2)

(P/) t.q Zl(m) > Zl: ...... (Z)
Zo(x) > 22 (i)
v e D,\el0,1]

\

Graphiquement, on a la représentation suivante

Ly
A o

Fi1a. 2.1 — Ilustration de la méthode

S’il existe une solution de (P’), Soit Z' (un vecteur non-dominé) la méme procédure
est appliquée ensuite avec les paires Z1, Z! et Z!, Z2. Sinon, s’il n’existe pas de solution
pour le probleme (P’) alors Z! et Z? sont deux solutions non dominées adjacentes. La

procédure prend fin lorsque toutes les paires adjacentes ont été examinées.

2.6.2 Méthode de Bitran [4]

Une classe tres intéressente du problemes multi-objectifs en nombres entiers sont

les problemes pour lesquels les variables ne peuvent prendre que deux valeurs 0 ou 1.
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Ce type de problémes est noté MOBLP (Multiple Objective Binary Linear Programming)
La formulation mathématique d’un tel probleme est donnée par :

(MOBLP){“max” 2z, =c"z,k=1,..,p}

zeSs’

ou " = {z € {0,1}"|Azx < b}.
Cette méthode identifie toutes les solutions efficaces et elle est spécifique aux problemes

a variables binaires. Bitran a considéré d’abord le probleme :

(P, ){“ gé%)f” 2 =crk=1,..p}

Avec S; = {0, 1}" : I'ensemble des sommets de I’hypercube unité dans R". Les relations
suivantes ont été établies entre (MOBLP) et (Pg,) :

erc E(Pg)NS=uzeEMOBLP).

C’est-a-dire une solution efficace pour le probleme (Pg,) et réalisable pour le probleme
(MOBLP) est aussi efficace pour le probleme (MOBLP).

ex ¢ E(Pg)NS+x¢ E(MOBLP).

C’est-a-dire une solution qui n’est pas efficace pour le probleme (Pg,) n’est pas force-
ment non efficace pour le probleme (MOBLP).

L’algorithme de la méthode comporte trois étapes :

(a) Caractériser I’ensemble des solutions efficaces du probleme (Pg,).

(b) Parmi ces solutions, déterminer celles qui sont réalisables pour le probleme (MO-
BLP).

(c) Adjoindre ensuite les autres solutions efficaces de (MOBLP) non trouvées dans
I’étape (a).

(a) Caractérisation de (Pp,) :

> Soit V' = {v' € R",t € T|Cv* > 0,v} € {0,1, —1}Vj} est dit 'ensemble de directions
de préférence, ou 1" est un ensemble d’indices.

L' = 22 + ¢!, donc

On dit que 2! domine 22 dans la direction v?, si et seulement si, x
Cx! > Cz2.
> Soit M (v') 'ensemble des points de S; dominés dans la direction v par un autre

point de Si. On a M(v') = {z""|r = 1,..., R} avec :
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0 si vj» =1
=9 1 st vj. = —1
Ooul si vi = 0

J
Bitran a montré que cet ensemble peut étre déterminé par l’ensemble des solutions
optimales du probleme  minv'z

z€S]
ou S = {z € R"|0 < x; < 1,Vj} est la relaxation linéaire de S;.

la résolution successive des problemes relaxés, notés (RPg, ), pour différentes directions

vht € T permet de déterminer successivement M (v') puis E(Pp,) = UM (V") 3.

teT
Notons que quelques directions seulement sont examinées.

(b) Détermination de l'ensemble Ey = E(Pg,) NS :

Pour cela il suffit de tester I'admissibilité des solutions de E(Pg,).

(c) Caratérisation de I'ensemble E(MOBLP) :

Pour déterminer I’ensemble des solutions non efficaces dans (Pp,) et efficaces dans

(MOBLP), noté Es, on utilise la propriété suivante :
r€FEy=x+0v' ¢ SV, teT tq xe M

Finalement, E(MOBLP) = E; U E,

2.6.3 Méthode de J. Sylva & A. Crema [9]

La méthode proposée par les auteurs est une variante de celle de Klein & Hannan
présentée précédemment, ils ont élaborés un algorithme d’énumération de tous les vec-
teurs non dominés d’un problemes MOILP en utilisant une approche théorique simple
et directe, le probleme est résolu en résolvant une suite de programmes linéaires en
nombres entiers maximisant une combinaison positive de toutes les fonctions objectifs,
en rajoutant dans chaque étape des contraintes assurant la détection d’une nouvelle
solution efficace.

L’algorithme génere aussi des sous-ensembles de solutions efficaces qui peuvent étre
utiles dans la construction des méthodes interactives pour des problemes concrets de

grande dimension.

34 est le complément de I'ensemble A
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Rappelons qu'un probleme MOILP est défini par

“max” Z =Cx
(P)
tq. zeD={Ax=0bxecZ" x>0}

OuC ez’ Ae R™™ et be R™.

Théoreme 2.3. [9] Si x* est une solution optimale du probléme (mono-critére) :
max{\'Cz : x € S}

Alors pour tout A € RP, X\ > 0, x* est une solution efficace du probléme (P).

Proposition 2.1. [9] Soit x', 2%, ..., 2" des solutions efficaces pour le probléme (P) et
Dy={xe€Z":Cax <Cz® se{l, .. l}}.

St x* solution efficace pour le probleme

“max” Z=Cz
(7) :
tq. ze(D-|]JD,).
Alors x*est une solution efficace pour le probléme (P).
De plus, si le probleme (P,) est non réalisable, alors {Cx*}._, est ’ensemble de tous

les vecteurs critéres non dominés pour le probléme (P).

Corrolaire 2.1. [9] Soit 21,22, ..., 2 des solutions efficaces pour le probléeme (P), D, =
{r € Z"|Cx < Cz® s € {1,...,1}}.

St x* est une solution optimale du probleme

max MCzx
(P :
tq. xe(D-|JD,).
s=1
pour un certain vecteur A € RP, X\ > 0, alors z* est une solution efficace pour le probléme

(P).

L’algorithme de la méthode
Etape 1 : Apres avoir choisi le vecteur A, A > 0, la premiere étape consiste a résoudre

le probleme

max MNCuz
(F)
tq. reD.
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Si ce probleme n’est pas réalisable, alors le probleme (P) est aussi non réalisable. Sinon,
une solution optimale z! est trouvée et elle est efficace pour le probleme (P) d’apres le
théoreme précédent. Ensuite, une suite de problemes linéaires en nombres entiers aug-
mentés par un ensemble de contraintes éliminant les solutions efficaces déja trouvées
sont résolus progressivement.
Apres [ itérations du processus, si le probleme (P |) n’est pas réalisable, 'algorithme
prend fin, sinon, une nouvelle solution efficace z! est trouvée et un nouveau probleme
(P}) est défini en éliminant de I'ensemble d’admissibilité de (P,) toutes les solu-
tions vérifiant Cz < Cz!, ceci peut étre traduit mathématiquement par les contraintes
suivantes :

(Ca:) (Cal)e + Dyl — Mp(1 —9l), k=1,2,....p.

Zyg >1,9L €{0,1},k=1,2,...,p.

k=1
O —M,, est la borne inférieure pour les valeurs réalisables de la k™ fonction objectif
(Par exemple, dans le cas ou la matrice des criteres C' est positive, M}, peut étre fixée
a 0 pour tout k).
Etape l : Résoudre le probleme :

(

max MCzx
tgq. xzeD.
(77) (Cz)p > ((Cx®) + 1)ys — Mi(1 —y3).
iyi > 1,y €{0,1} pour s=1,I;k=1,p
. k=1

Remarque. Pour des problemes de grande taille, I’énumération de tous les vecteurs non
dominés peut ne pas étre possible, Dans ce cas I'intéréet se porte sur une partie seulement

des solutions efficaces, cette partie peut étre obtenue en changeant le probleme (F)) en :

¢

max ACx
tq. xeD.
(P) (0:5) (Cx*)i + fr)ys — Mi(1 — y3).
Zyk>1yk€{01}3:1_ =Lp.

Ou f; représente 1’écart souhaité entre deux vecteurs non dominés successivement trou-

vés pour chaque fonction objectif k.
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La procédure continue jusqu’a ce que le probleme (F)) devient irréalisable. A la fin, on
obtient I’ensemble de toute les solutions efficaces ou seulement une partie qui intéresse
le décideur.

Un autre algorithme est proposé par Sylva et Crema [11] pour énumerer tous les
vecteurs non dominés d’un programme linéaire multi-objectifs en variables mixtes. Ou
a partir d’'un premier vecteur non dominé, la procedure cherche a chaque itération
le premier point qui maximise une distance définie par la norme infini de I’ensemble
dominé par les solutions precédament trouvées, lorsque toutes les variables sont entiers,
I’algorithme génere l’ensemble de tous les vecteurs non dominés, 1’algorithme de la

méthode est décrit en détail dans [11].

2.6.4 Méthode de D.Chaabane & M.Abbas “SEEVD”[1]

“SEEVD” est I'abréviation de “Méthode de détermination des Solutions Efficaces

dans I’Espace des Variables Discretes”, cette méthode est une forme améliorée de la
méthode de Gupta et Malhotra [18] ot le test d’arrét est corrigé pour déterminer toutes
les solutions efficaces du probleme MOILP sans en manquer aucune.
Dans une premiere étape, une solution initiale est déterminée en résolvant un probleme
mono-critere en nombre entier, cette solution constitue le premier élément de la liste
des solutions efficaces, puis une séquence de coupes est appliquée apres avoir exploré
les arétes incidentes a cette solution selon une direction précise définie par un ensemble
d’indices hors-base, ceci nous permet de générer une nouvelle solution efficace ajou-
tée a la liste précédente de solutions efficaces et de réduire le domaine de recherche
jusqu’a ce qu’il devient vide. Dans ce cas le processus s’arrét avec une liste finale
contient toutes les solutions efficaces du probleme traité. Nous commencons d’abord
par quelques définitions et théoremes nécessaire pour la compréhension du fonctionne-
ment de l'algorithme.

Considérons le probleme mono-critére (ou uni-critere) suivant

max 7, =cz

(ILPy)
tq. reD.

ou D = {z € N"|Az = b}.
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Notations
— Z1 = Z : est la valeur optimale de Z; obtenue dans le probleme (ILP;).
— X7 : est la solution optimale correspondant a Z7.
— (21,753, ....Z}) : est le premier p-uplet non dominé, avec Z; = Z;(X}) pour i €
{2,...,p}.
Pour k > 1:
— X} = (21,) : est la solution efficace correspondant & (Zf, Z, ..., Z))
— By : est la base associée a la solution Xj.
— ay,; : est le vecteur d’activité de x;, ; par rapport a la région tronquée.
— Yrj = (Br) g,
— Iy = {jlax; € B}
— Ny = {jlar; & B}
—Tw={j € Nul|Z}; —cj>0ect Z; — ;> 0 pour au moins un i € {2,3, ..., p}}.
Ou Zj ; = ¢ yr; et ¢ est la j* composante du vecteur ¢’ et ¢ est le vecteur des
coefficients cofits des variables de base associées & B du vecteur ¢'.
Un probleme (ILP;) peut avoir plusieurs solutions optimales, nous introduisons la

notion de solution alternative dans la définition suivante :

Définition 2.7. Soit 2* une solution optimale du probleme (I LP;). Une solution réa-

lisable € D est dite solution alternative a x* si Z(x*) = Z(Z).

Définition 2.8. Soit X, une solution optimale de (ILP;) et soit ji € Ny, laréte E;,

incidente a la solution X}, est définie par I’ensemble

Ty = ki — ejkyk7ijk pour 1 E [k
Ej, = (z; € RIGIHIND T — )
Lo — O,VOé € Nk\{]k}
oul<0; < m}n{ﬂ; Yk.ij, > 0}, 6, est un entier positif et 6, X yx,j, est un entier
€l Ykijy
Vi € Ij.
Le théoreme suivant génere des coupes correspondant aux directions définies par les

indices de I';.
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Théoréme 2.4. Toute solution réalisable du probléeme (ILPy) qui n'est pas sur l’aréte
E; g1 € Ty, émanant de la solution optimale X, du probléme (IPLy) appartient au

demi-espace

Z (L’321

JeNI\{j1}
Ce théoreme se généralise sans difficulté pour les étapes successives k > 2, la dé-

monstration peut étre trouvée dans [8].
L’algorithme de la méthode
Etape 1. Résoudre le probleme (ILP,), soit X une solution optimale dont le p-uplet
correspondant est (Z], Zy, ..., Z,). Au lieu de (IPLy), on peut résoudre un des pro-
blemes (IPL;,i = 2,3,...,p) qui maximise Z; = c'z.
e Si Ji ={j € Ni|Zj —cj = 0} = 0, alors la solution optimale est unique, enregistrer
le premier vecteur non dominé (77,71, ..., Zg) et former la liste initiale des solutions
non dominées Opty = {(Z}, Zy, ..., Z,)}. Aller a I'étape 2.
e Si J; # (), la solution optimale peut ne pas étre unique, pour chaque j € J; calculer
6, = [min y—y >0}

(a) Si pour tout j € J; on a ©; < 1, alors il n’existe pas de solutions alternatives a la

solution X1, poser Opty, = {(Z1, Z;, ..., Z,)} et aller a I'étape 2.

(b) Sinon, tant qu’il existe au moins un j € J; tel que ©; > 1 faire;
> Explorer I'aréte
T1; = T1; — 0 Xy pour i€ Iy
E; = (z; € RGN |y =9
210 = 0,YVa € N1\{j}
pour ¢ entier variant entre 1 et ©; et 6 X y;;; entiers.
> Sur chacune des solutions réalisables trouvées sur une aréte, évaluer les criteres,
et ajouter a la liste des vecteurs critéres non dominés(une comparaison deux a
deux est effectuée).
> Choisir arbitrairemet un j; € J; et aller a I'étape 2.2. (on peut choisir j; tel que

©,, soit maximal).

4la] : est le plus grand entier inférieur ou égal & «
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Etape 2 Soit k=1

(2.1) Construire 'ensemble

Ty ={j € Ni|lZ.; —c; >0et 3ie{23,.. pltel que Z ; — c} > 0}.

(2.1.1) Si Ty, = 0, aller a 'étape 2.2, (la coupe effectuée est une coupe de Dantzig

ij >1).

JENK
(2.1.2) Sinon, soit v = I'y, et aller a ().
() Siy = (), choisir un indice j; € Ty et aller a I’étape 2.2. Sinon, soit j; € 7,
Tk,

ko . 7
calculer 0 = L{Jrel}lkl{k—”,yk” > 0}].

e Si 0% =0, alors il 0’y a aucune solution réalisable sur laréte E;,, faire

v :=v\{Jx} et aller a (a).
e Sinon, aller a (2.1.3).

(2.1.3) Pour 0 = 1,2, ..., ka, calculer toutes les solutions réalisables entiere sur

l'aréte £, en utilisant

T = Tp; — 0 X yg 5, POUr ¢ € Iy,

xj, =0

o = 0,Va € Np\{jx}
Evaluer les criteres sur chaque solution, éliminer les vecteurs criteres dominés
et introduire les nouveaux vecteurs criteres potentiellement non dominés (non
dominés par rapport aux solutions de la liste de l'itération k) dans la liste
Opty. Choisir un indice ji de 'y, et aller a I'étape 2.2.

(2.2) Ajouter la coupe Z x; > 1 et appliquer la méthode dual simplexe et les

JENE\{jr}
coupes de Gomory si nécessaire. Soit X, une solution optimale du probleme

augmenté.
Evaluer tous les criteres en cette solution. Si le vecteur critéres correspondant est
dominé par I'un des éléments de la liste Opty, 'ignorer. Sinon, 'ajouter a la liste
des vecteurs non dominés pour produire la liste Opty 1. Faire & = k + 1 et aller
a I'étape 2.1
Etape 3 La procédure prend fin quand l'opération pivot est impossible, C’est-a-dire,
le probleme est devenu irréalisable dans la nouvelle région tronquée.

L’algorithme se termine par une liste finale Opt; | représente ’ensemble de toutes les
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solutions non dominées du probleme.
Gupta & Malhotra ont donnés une autre définition de I'’ensemble I'y, leur définition
favorise la recherche sur des arétes correspondant a des directions améliorantes pour

au moins un des criteres :
Iy={j€NZ,;—c;>0et Z, ; —c <0 pour au moins un i € {2,3,...,p}}.

L’expérimentation numérique semble indiquer qu’il n’y a pas d’avantage a choisir une
définition que l'autre, nous illustrons 'algorithme de la méthode sur un exemple nu-
mérique proposé par Sylva & crema [9].

Illustration numérique

Considérons le probmleme MOILP

max JZ; =1 — 2Ts

max Jo = —x1 + 3Ta
t.gq. x1—215<0
(P)
T < 2
i) S 2
\ r1,T2 €N
X2

'lﬁ:"

Fi1G. 2.2 — Domaine d’admissibilité

La résolution de (/PL;) donne la solution X; = X; = (0,0), les résultats sont repré-

sentés dans le tableau suivant
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Base x1 xo x3 x4 x5 variables de base
1 1 -2 1 0 0 0
x4 0 2 -1 1 0 2
x5 0 1 0 0 1 2
Z} — 31 0 0 1 0 0 0
Z:—¢ 0 -1 -1 0 0 0

TAB. 2.2 — Tableau optimal 1.

Il = {]_,4, 5}, N1 = {2,3},
L’ensemble J; = {j € N1/Z} — ¢j = 0} = {2} # 0, la solution X, peut ne pas étre

unique, calculer alors ®,
Py = Lmln{%7 %}J =1

Explorer 'aréte Ey

r1=0—(-2)=2
s =1
Ey=<¢ 23=0
ry=2-2=0
| al=2-1=1

La solution entiere sur 'aréte Ey est X| = (2,1) dont le vecteur critéres correspondant
est (Z1,73) = (0,1) qui est non dominé, initialiser alors I’ensemble des solutions non
dominées par Opt; = {(0,1)}.

Tronquer 'aréte E, par la coupe : Z r; > 1< x3>1 (ou bien —zy + 2z > 1).

JENI\{2}
Cette coupe est ajoutée au tableau optimal précédent, et par application de la méthode

dual simplexe et les coupes de Gomory si nécessaire, on obtient le tableau optimal

suivant
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Base x1 xo x3 x4 x5 T¢ x7 variables de base
x9 0 1 0 0 0 0 -1 1
Ty O 0 o 1 0 -1 2 1
T5 O 0 0 o0 1 0 1 1
x3 o 0 1 0 0 -1 0 1
T1 1 0 0 0 O 1 =2 1
1_ .1
Zi—c; 0 0 0 0 1 0 -1
2 _ 2
Zj - o 0 o o0 0 -1 -1 2
TAB. 2.3 — Tableau optimal 2.
F1G. 2.3 — Région réduite D*
La solution optimale est X5 = (1,1) dont le vecteur critéres correspondant est

(Z2,73) = (—1,2) qui est non dominé, alors
Opty = Opt; U {(—1,2)}.
[2 - {2, 4, 5, 3, 1}, N2 = {6, 7}

Dy ={jeNy/Zj —c;>0et Z3 —c; <0} = {6} #0

0¢ = [min{7}] =1, la solution entiere sur 'aréte Eg est :
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2=1-1=0

=1-0=1

2=1-(-1)=2
Ee = i=1-(-1)=2

2=1-0=1

T2 =

72 =0

le veteur critéeres correspondant est (—2,3) qui n’est pas dominé par aucun élément de
I’ensemble Opty, donc 'ensemble des solutions non dominées devient

Opty = Opta U {(—2,3)}.

Tronquer Ejg par la coupe Z x; > 1< x7 > 1 ou bien xy > 2.

JEN2\{6}
X2
X =1
, tx
't
>
X1

F1G. 2.4 — Région réduite D?

La solution trouvée dans la région tronquée est présentée dans le tableau suivant
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Base x1 x9o x3 x4 x5 xg x7 xg variables de base

T2 0 1 0 0o o 0 0 -1 2

T6 o o 0 -1 0 1 0 -2 1

x5 0 0 0 0 1 0 O 1 0

3 o o 1 -1 0 0 0 -2 2

x1 1 0 0 10 0 0 0 2

T7 0 0 0 0O 0 0 1 -1 1
Zj—c 0 0 1 0 0 0 2 -2
Zi—¢; 0 0 0 -1 0 0 0 -3 4

TAB. 2.4 — Tableau optimal 3.

X3 = (2,2), (Z3,7Z3) = (—2,4), en comparant (Z}, Z3) avec les éléments de Opts,
on trouve que le point (—2,3) est dominé par (—2,4), on obtient alors
Opts = {opta\ {(~2.3)}} U{(~2,4)}.
I3 ={2,6,5,3,1,7}, N3 ={4,8}
I3 ={4,8} # 0.
pour j =4, 63 = 2, calculer les solutions enticres sur l'aréte Fy :
O0=1;{z3=1,23=2 23=3, 23 =1, 23 =0, 23 =2, 23 =1},
le vecteur criteres correspondant est (—3,5) qui est non dominé, donc
Opty = {(0,1), (~1,2), (~2,4), (=3,5)}.
0=2;{23=0, 23=2, 23=4, 23 =2, 22 =0, 23 =3, 23 =1},
le vecteur criteres correspondant est (—4,6) qui est non dominé, donc
Opts = {(0,1), (—1,2), (~2,4), (~3,5),(~4,6)}.
De la méme maniere, on ajoute la coupe xg > 1 au tableau optimal précédent, le pro-
bleme devient impossible. L’algorithme prend fin avec I’ensemble de toute les solutions

non dominées Opts, et 'ensemble de tous les points efficaces est donné par :

IE(P)=1{(2,1),(1,1),(2,2),(1,2),(0,2)}.
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Chapitre 3

L’optimisation d’une fonction
linéaire sur un domaine efficace
discret.

3.1 Introduction.

Depuis les années 1970, des auteurs se sont intéressés a 'optimisation d’une fonc-
tion sur ’ensemble des solutions efficaces d'un probleme de programmation linéaire
multi-objectifs. Dans certaines situations, les décideurs n’ont pas besoin d’énumérer
I’ensemble de tous les points efficaces mais seulement celles qui optimisent un certain
critere de compromis - généralement linéaire - dit critere principal, ces problemes sont
particulierement difficile a traiter en raison de la nature non convexe de l’ensemble
de faisabilité (I’ensemble des points efficaces). Le probléeme a été étudié la premiére
fois dans le cas continu en 1972 par Philip [24], qui a décrit un algorithme basé sur le
déplacement sur les sommets efficaces adjacents et un bon nombre de chercheurs ont
suivi cette voie ( Benson [3],Isermann et Steuer ,Yoshitsugu Yamamoto [29],Ecker, J.
G. et Song, H.G. [14], Sayin 2000, et autre).

Les algorithmes existants pour résoudre ce probleme peuvent étre classés en plusieurs
groupes selon leur principe de fonctionnement ; citons

e les algorithmes de recherche de sommet adjacent.

e les algorithmes de recherche de sommets non adjacents.

e les algorithmes basés sur la méthode de séparation et évaluation.

e les algorithmes basés sur la méthode de relaxation Lagrangienne.

e les algorithmes basés sur la méthode duale et de bisection.
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CHAPITRE 3: L’OPTIMISATION D’UNE FONCTION LINEAIRE SUR UN DOMAINE EFFICACE DISCRET.

De notre part, nous nous sommes particulierement intéressés a la maximisation d’une
fonction linéaire notée ¢ sur I’ensemble de solutions efficaces E d’un probleme MOILP,
Une approche directe consisterait a déterminer I’ensemble E et par suite a optimiser ¢
sur cette ensemble, cette approche n’est pas appropriée pour des raisons d’ordre pra-
tique (difficulté de déterminer E qui est peut étre un ensemble de taille exponentielle
en nombre de variables).
Contrairement au cas continu qui a été completement étudiée par plusieurs auteurs,
le cas discret n’a pas vu beaucoup de développements semblable, une méthode donne
seulement une borne supérieure de la fonction objectif ¢ est proposée par N.C. Nguyen
[22], la premiere méthode proposée pour I'optimisation sur I’ensemble efficace d’un pro-
bleme MOILP en évitant I'énumération explicite de tous les points efficaces est celle
de M.Abbas et D.Chaabane [2], ou différents types de coupes sont imposées de telle
maniere que 'amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif a chaque ité-
ration soit garantie, plus une autre méthode exacte proposée par D.Chaabane [7] pour
résoudre le méme probleme dans I'espace des critéres en optimisant une somme pondé-
rée des critéres initiaux, suivie par I'algorithme de Jesus M.Jorge [19] qui est basé sur
I’analyse d'un ordre approprié des problemes linéaires en nombres entiers pour éliminer
successivement les solutions moins bonnes sur le critere principal.
Dans ce chapitre, nous allons détailler et illustrer les méthodes proposées par D.Chaabane
et Jesus M.Jorge pour raison qu’a partir de ses principes, nous avons élaboré une nou-
velles méthode de résolution, ou on a utilisé, d'une part, un ensemble de coupes en
nombres entiers pour réduire le domaine d’admissibilité en éliminant les solution do-
minées par une solution efficace trouvée, et d’autre part, une exploration des arétes
incidentes a la solution optimale courante est réalisée si elle est non efficace pour cher-
cher une solution alternative efficace.
Rappelons d’abord quelques définitions et théoréemes nécessaires pour justifier le fonc-
tionement des algorithmes présentés.
Considérons le probleme MOILP défini par :

“max” Z;=cx,i=1,2,..,p.

(P(D)) (3.1)
t.q reD
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Ou:D=5SnNZ"S ={x e R'Ax < b,x > 0},A € Z™" b e Z™ ' 3 ..c° el
sont des vecteurs lignes, et p > 2, Z est ’ensemble des entiers relatifs.

On suppose que D est non vide et que S est un polyedre convexe et borné et I’ensemble
de toutes les solutions efficaces entieres du probleme (P(D)) est noté E. Le probleme

principal est décrit par :

max T) =dx
(Po) #e) (3.2
tq rzek

Ou d est un vecteur ligne de dimension n de composantes entieres.

Le probleme relaxé (Pg) est donné par

(Pr) max ¢(x) = dx (3.3)
tq xzeD

Soit le probléeme mono-objectif (P;(D)),i € {1,2,...,p}

max Z; =cx
(F(D)) (3.4)
tq xze€D

Un probleme (P;(D)) peut avoir plusieurs solutions optimales, nous rappelons la notion

de solution alternative dans la définition suivante :

Définition 3.1. Soit z* une solution optimale du probleme (P;(D)), une solution réa-

lisable € D est dite solution alternative a x* si Z;(x*) = Z;(Z).

Dans I'analyse et la résolution des problemes multi-objectifs, le concept de points ef-
ficaces joue un role important, rappelons la signification d’un point efficace dans la

définition suivante :

Définition 3.2. un point z € D est dit solution efficace du probleme (P(D)), si et
seulement si, il n’existe pas d’autre solution 2’ € D tel que Cx’ > Cx et Caz’ # Cx, et

le vecteur criteres Z(x) est dit solution non dominée.

Soit le probleme paramétrique (PY) :

max Z)\ = )\ka l’)
(PY) ,g? ( (3.5)

t.q xeD.
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la condition nécessaire du théoreme de Geoffrion est une conséquence directe de 1'effi-
cacité d'une solution optimale de (PY) ou les coefficients de pondération Ay > 0,

Vk e {1,2,...,p}.

Théoréme 3.1. [25].5i T une solution optimale du probléme uni-critére (PY) pour un

certain A > 0 alors, T est une solution efficace du probléme multi-objectifs (P(D)).

Comme D n’est pas convexe, la réciproque de ce théoreme n’est pas vraie pour les
problemes M OILP, ceci car certaines solutins efficaces peuvent ne pas étre obtenues

pour aucun A > 0.

3.2 Notations et résultats de base.

On utilisera tout au long de ce chapitre les notations suivantes.

- 2y, Zs, ..., Zy sont les criteres initiaux et ¢ est le critere principal a optimiser ;
- Xopt est la solution optimale du probleme (Pg).

- Qopt = dXope est la valeur optimale du critere ¢.

- Zi(Xopt) est Pévaluation du critere ¢ en la solution Xp.

-H'=D=Sn7Z"

-S={reR"Az <bx>0},AcZ™" beZ" xc "

Pour k> 1ona:

- I, : 'ensemble des indices de base du tableau optimale de l'itération k.

- N : 'ensemble des indices hors-base du tableau optimale de l'itération k.

( )

x € D|Zi(x) > (Zy(Xop) + Dyf — My(1 — ) (¥)

(2

Hk — k-1 ) pour 1=1,2,...,p.

p
> oy =Lyl e {01} (**)

\ =1 J

ol —M; est la borne inférieure de la i*™¢ fonction objectif dans le domaine D et &

chaque critére Z; nous associons une variable binaire y¥ définie par :

By 1 sile critere Z; est strictement amélioré par rapport a Z;(Xp)-

Yy, = )
0 sinon.

Remarque. Dans le cas ol y* = 0, la contrainte (*) donne Z;(x) > —M;, qui n’est

pas restrictive et la contrainte (#x*) veut dire qu’au moins un des criteres est amélioré.
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3.3 Test d’efficacité

Dans les procédures présentées, on est appelé a tester l'efficacité d’une solution
réalisable, nous avons jugé utile de montrer que le résultat déja appliqué pour le cas
des variables de décision continues [14], est vrai aussi pour le cas des variables discretes,
son utilisation est tres simple, a chaque fois qu’on veut tester 'efficacité d’une solution
donnée, on résout un probleme de programmation linéaire en variables mixtes inchangé
dans tous ces parametres sauf le vecteur second membre des contraintes, qu’il faut le
remplacer par la solution en question, le théoreme suivant est utilisé dans les différentes

étapes des algorithmes pour tester 'efficacité d’une solution réalisable donnée.

Théoreme 3.2. Soit X* un élément arbitraire de la région D. X* € E(P) si et
seulement si, ©*, la valeur optimale de la fonction objectif, est nulle dans le probleme
de programmation linéaire mixte suivant :

(

max O = i Ui
i=1

tel que Cx — IV = CX*
x €D, ;€ R":Vi=1,p.

(3.6)

\

ou C' est une matrice p X n, dont la i°™ ligne correspond a c', i = 1,2,....p, I est la

matrice identité (p X p) et ¥ = (V;)i=1. p-

Preuve 3.1.

(=) Soit X* € E(P). Comme ¢; > 0 pour tout i € {1,2,...,p}, alors Cx > CX* dans
P(X*). Supposons que, ©* # 0, alors il existe i tel que 1p; > 0,1V > 0 et IV # 0 ce
qui impliqgue Cx > CX*. Ainsi, il existe v € D tel que Cx > CX* et Cx # CX*, ce
qui est en contradiction avec [’hypothese selon laquelle X* est efficace.

(<) Soit ©F =0, supposons que X* est non efficace, il existe un point x € D tel que
Cx > CX* et Cx # CX*. Par conséquent, il existe x € S tel que Cx — CX* > 0 et
Cr—CX*#0, dou IV > 0, et donc, il existe i tel que 1; > 0 qui est en contradiction
avec l’hypothese ©F = 0. ]
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3.4 Coupes de type I

L’algorithme proposé par D.Chaabane est basé principalement sur I’exploration des
aretes incidentes a une solution trouvée et 1'utilisation de coupes éliminant une aréte

contenant des solutions admissibles au lieu d’un seul point admissible.

Proposition 3.1. Soit X} une solution optimale de (Py(Dy)). Supposons que ji, € Ng.

une aréte I, incidente a la solution Xy, est définie par l’ensemble

i = Thi — 05, Yr,ij, pour i € Iy,
Ejk = (ﬁz - Dk) T = ij (37)
zo = 0,V € Np\{jx}

ot Dy est la région tronquée dans litération k, xy; est la i®™ composante de la solution

Xk, Yk, €st Uélément de la ligne @ et la colonne ji dans le tableau optimale de Xj.
Tk

8;. est un entier positif tel que 0 < 6;, < min{ Uk.ij, > 0} et 0, X Ypij, est un

iEIk yk,ljk
entier Vi € I, si de telles valeurs de 0, existent.

Le théoreme suivant suggere une coupe qui peut étre considéré comme une généra-

lisation de la coupe de Dantzig (voir (2.1)) dite coupe de type I

Théoréme 3.3. [18].Une solution réalisable entiére du probleme (Py(Dy)) qui n'est
pas sur laréte Ej, et incidente a Xy, de la région tronquée Dy, se situe dans le demi

espace fermé

Yooa>1, k>1 (3.8)

JENK\{ik}
L’avantage d’utiliser cette coupe est de tronquer toutes les solutions réalisables en-
tieres du probléme P;(Dy) qui se trouvent sur 'aréte £, issue de la solution optimale
Xk, tandis que, la coupe de Dantzig ne tronque qu'un seul point du domaine d’admis-

sibilité a savoir Xj.

3.5 Coupes de type II

Apres avoir trouvé une nouvelle solution efficace de (P(D)), qui améliore la meilleure
valeur de ¢ obtenue jusqu’a present notée ¢,,;, nous imposons une coupe dite

coupe de type II pour chercher une nouvelle solution efficace dont la valeur ¢ est
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meilleure ou égale a @yp;.

dx 2 ¢opt- (39)

3.6 Résolution du probleme dans I’espace des criteres.

3.6.1 La méthode de D.Chaabane.[7]

L’auteur a dévelpppé une méthode pour résoudre le probleme (Pg) dans ’éspace
des criteres, dont la fonction objectif est donné par une somme pondéré des criteres
initiaux. Le principe de la méthode est le suivant :

Dans une premiere étape la condition nécessaire du theoreme de Geoffrion est utilisée
pour déterminer une solution efficace initiale en résolevant le probleme paramétrique
(PY), en suite, dans chaque itération k, la region d’admissibilité est réduite en ajoutant
des contraintes éliminant les solutions dominées par la solution efficace courante, ainsi
)
qu’une contrainte plus stricte que la coupe (3.9) pour éliminer toutes les solutions moins

bonnes sur le critére principal en résolvant le probleme (PF) défini par :

() max J, = kz:; Mo Zk () (310

tq x¢€D*

ot A > 0 pour tout {i =1,2,...,p} et D* est le domaine réduit défini par

* = (D\(|J A0)) () P (3.11)

Ou DXopt = {I S D|dl’ > Qbopt + 1}
A ={x € Z2"Cx < CX,}; avec Xy, X7, ..., X1 sont les solutions efficaces obtenues
en résolvant les problemes (PY), (P}), ..., (PF~!) respectivement.

Ceci peut étre traduit mathématiquement par les contraintes additionnelles suivantes :

( \
z € D|Zi(x) > (Zi(Xop) + 1)yF — Mi(1 — yF)
HY = H*1 ¢ p[())ur 1=1,2,...,p.
> yF > 1yf e{0,1}.
=1 )
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Si une solution optimale est trouvée non efficace, une exploration des arétes incidentes
est faite pour déterminer une nouvelle solution efficace meilleure sur le critere principal,
si aucune solution efficace n’est trouvée sur les arétes incidentes, on choisit une aréte
contenant le plus grand nombre possible de solutions admissibles et on la coupe de la
région courante en utilisant une coupe de type I. La region d’admissibilité est réduite
d’une itération a 'autre jusqu’a ce qu’elle devient vide.
(a) L’algorithme de la méthode.
Etape 1 : Résoudre le probleme relaxé (Pg), la solution obtenue X* est testée pour
Iefficacité en résolvant le probleme P(X™) (voir 3.6).
e Si X* est efficace, alors la procedure prend fin et X*est une solution optimale
de (Pg).

e Sinon, aller a 'etape 2.

Etape 2 : poser k =0, H® = D et résoudre le probleme (PY) défini précédemment .
Soit Xj une solution optimale de (PY), cette solution est efficace selon la condition
nécéssaire d’efficacité du théoreme de Geoffrion.

Faire Soless := Solesr U{Xo}, Xopt = Xo €t dopr = dXo, et aller a I'étape 3.
Etape 3 : Faire k = k + 1, et résoudre le probleme (P}) défini par

p
max Z)\ = Z )\1Z1(I>
(PY) P

tq x¢€ D
Ou D* = H* N {z € D|dx > ¢op + 1}.
e Si D¥ = (), aller a I’étape 6.
e Sinon, soit X} une solution optimale de (P¥).
o Si Xy, est efficace, alors Solesr = Solesr U{Xi}, Xopt = Xk, opr = dXj, et
aller a ’étape 3.
e Sinon , aller a I'etape 4.
Etape 4 : On explore toutes les arétes Fj;, incidentes a Xj,.
Soit Jp = {j € Ni|Z»; — ¢; = 0}.
e Si J,. =), aller a I'etape 5 (dans ce cas la coupe utilisée dans l’etape 5 devient

une coupe de Dantzig).

e Sinon, soit 7 = Ji et aller a I'etape (4.1)
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(4-1) Si v =0, choisir jj € Ji et aller a I'étape 5. Sinon, sélectionner j, € Ji et

calculer §9 = Lmin{ﬂ]yk i > 0}
Ik i€l kyijk ’

e Si Q?k = 0, alors il n’existe aucune solution entiere sur 'aréte F;

jx» DOSer

v = —{Jk} et aller a l'etape (4-1).
e Si Q?k > 1, aller a I'etape (4.2).

(4-2) chercher une solution entiere efficace sur 'aréte E;, correspondant a 6 com-
mencant de 6§ = 1 jusqu’a Q?k ( 0 est un entier positif) et tester pour l'effica-
cité.

e Si une solution efficace entiere est rencontrée, soit X telle que dX' > ¢op,
poser Soless = Solerr U{X}}, Xopt = X, et dope = dX, et aller a I'étape 3.
e S'il n’existe aucune solution efficace entiere l'aréte Ej;, poser v = y\{Jjx}
et aller a l'etape (4.1).

Etape 5 : Soit k =k + 1.

La nouvelle région tronquée (D), est un sous ensemble de D¥~1 (ou D, sik = 1) en

appliquant une coupe de type I ou une coupe de Dantzig et utilisant la méthode

dual simplexe et les coupes de Gomory si nécessaire pour obtenir une nouvelle
solution optimale Xj. Si cette solution est efficace (faire le test) et dXj > Pop,
faire Solcss = Solesr U{ Xk}, Xopt = Xy dopr = dXj, et aller a I'étape 3. Sinon

aller a ’étape 4.

Etape 6 : (Etape finale) La solution optimale est donc X, et la valeur de ¢ corres-
pondante est ¢, et la liste des solutions efficaces parcourues améliorant ¢ est

Solesr (un sous-ensemble de I'ensemble des solutions efficaces de P(D) qui peut

intéresser le décideur).

(b) Illustration numérique :

Considérons I'exemple suivant

( max JZ; =] — 3%9
max Zo =1+ 39
t.q. x1+ 2x9 <8,

201 + 29 < 7,

1'1—2$2 S 1,

L T1,T9 €N+

'] : est le plus grand entier inférieur ou égal & a.
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Le probleme principal est

max ¢ = —3x; — 219
(Pp)
t.q. x1,r9 € L.
On prend les bornes inférieures des deux fonctions objectifs —M; = —12, —Ms = 0 et

A = %, Ay = %, les poids de la somme pondérée Z, = %Zl + %Zg = 1.
Etape 1 : la solution optimale du probleme relaxé (Pg) est (0,0) qui n’est pas efficace.
Etape 2 : Posons k = 0, H’ = D et cherchons une premiere solution efficace en

résolvant le probleme (PY)

Max Z), =2

(PY)
’ tq (1‘1,1'2) S HO

Xz

4

3 @

2 * L
H?

1 L] ®

L J

ol 1 3 3 =

F1G. 3.1 — Région d’admisibilité H°

Xo = (3,1) est une solution optimale de (P)) dont le vecteur critéres correspondant
est Z(Xo) = (0,6), elle est efficace d’apres le théoreme de Geoffrion, on la considere
comme premiéere solution efficace et on pose Sol.rr == {(3,1)'}, Xopt = (3,1) et ¢opr =
AX oyt = —11.

Etape 3 : Faire k = k+ 1 = 1 et formuler le probleme (P}) augmenté par ’addition

des contraintes suivantes :
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Pourt =1, 0on a
Zi(x) = (Z1(Xop) + Dyt — Mi(1 —y1) 21— 322 > (0+ L)yy — 12(1 —yy)

& —11 + 3wy + 13y; < 12
Pour7=2,0n a:
Zy(x) 2 (Zo(Xopt) + 1)ya — Ma(1 —y5) & @1+ 315 > (6 + 1)ys — 0(1 — y3)
& 1+ 3wy > Tys

& —x1 — 3wy + Tyz < 0.
avec :

duiz1l eyl+uy>1y {01}
i=1
Ainsi que la contrainte :

dflfngopt‘i‘l & —3x1— 29> —11+1
& —3x1 — 29 > —10.
le nouveau domaine réduit est donné par

e

-1 + 3372 + 133/% S 12

1
H—Hnd zep| T2 TRs0

yity; =1
\ (y1,95) € {0, 1}. )
On a donc le probleme
Max Z\ =2
(PY)§ tq. (wy,22) € H'
—3x1 — 29 > —10.

X1 =(2,2), (yi,ys) = (1,1) est une solution optimale et le vecteur critéres correspon-
dant est Z(X;) = (—4,8), on teste son efficacité par la résolution du probleme P(X;)
défini par

( Maz © = 1 + o
t.q. x1+ 2x9 <8,
201 + 29 <7,
P(X1) T1 — 219 < 1,
Ty — 3x2 — P = —4,
T+ 32 — Py =8,
(x1,29) € NT ), e RT i =1,2.
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Nous obtenons 11 = ¢ = 0,0* = 0, donc elle est efficace et comme dX; > ¢y, o1

pose Solepp = Solesr U{X1}, Xop = X1 = (2,2) et ¢pppr = dX1 = —10.

3+ dEp=10

H - 3}{g=1

F1G. 3.2 — La région réduite H'

Etape 4 : Soit k =k + 1 = 2, de la méme facon qu'on a déterminé H', on définit H>

par

—x1 + 320 + 9y% <12
—x1 — 3w+ 9y3 <0

yi +ys > 1

( (vt v3) € {0,1}. )

H? = H'n reD

le probleme (P) est

Max Z) =1,
(P3) t.q. (x1,70) € H?
—3.1‘1 — 21‘2 Z —9.

Soit X5 = (1,0)" une solution optimale de (P}), le vecteur criteres correspondant est
Z(X5) = (1,1), on teste son efficacité (résoudre P(X5)), on trouve qu’elle est efficace
et dXy = —3 > @opt, on pose alors Soless := Solepr U {Xa}, Xopr = Xo = (1,0) et
Gopt = dXos.
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Etape 5 : Soit k = 3, le probleme (P}) est

Max Z) =1,
(P?) t.q. (r1,29) € H3

—le - 21‘2 Z —2.

Ou
( A
—T1 + 319 + 14y§’ <12
—x1 — 3wy +2y3 <0
H}=H2n{ zeD LT
v +ys > 1
\ (vi,93) €{0,1}. )
F1G. 3.3 — La région réduite H3 UZ? = ()
Le probleme devient impossible, la procedure prend fin avec X, = (1,0)" , ¢opt = —3

et le sous-ensemble des solution efficaces examinées est Sol.rr = {(3,1)’,(2,2)’, (1,0)'}.
Cette méthode construit un ensemble notée Sol. s contient toutes les solutions efficaces
rencontrées lors de 'optimisation du critere ¢, elle est efficace dans le sens ou elle peut
fournir un court chemin pour atteindre la solution optimale de (Pg) sans devoir énumé-
rer toutes les solutions efficaces, mais dans chaque itération il y a (2p + 1) contraintes
a ajouter, ce qui cause une explosion en terme de contraintes surtot dans les problemes

de grande taille.
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3.6.2 La méthode de Jests[19]

La méthode est proposée pour produire une solution optimale globale de (Pg) sans
devoir énumérer ’ensemble de toutes les solutions efficaces, la procédure commence a
résoudre le probleme relaxé (Pg). Evidemment, seulement dans un nombre limité de
cas spéciaux la solution optimale de (Pgr) fournit une solution optimale de (Pg). Ainsi,
si ce n’était pas le cas, une solution efficace domine la solution optimale de (Pg) est
alors obtenue. Par suite, dans chaque itération, le critere principal est optimisé sur le
domaine restreint par des contraintes en nombres entiers qui sont inclues progressi-
vement pour éléminer les solutions dominées par la solution efficace courante, afin de
fournir une solution non dominée par les solutions détectées antérieurement jusqu’a ce
qu’une solution optimale soit finalement trouvée.

(a) Formulation de l’algorithme :
Etape 0 : (initialisation)
Poser ¢, = —00, ¢sup = +00,1 = 1 et résoudre le probleme relaxé (Pg)
e Si (Pg) n’est pas réalisable. Alors terminer, le probleme (Pg) n’a pas de solution.

e Autrement, soit z! solution optimale de (Pg).

Etape 1 : Tester l'efficacité de z'.
o Si 2! est efficace, I'algorithme prend fin et Xopt = at, Gopt = dx!.
e Sinon, poser ¢, = dz' et aller a 1'étape 2.

Etape 2:
Soit 2! € E une solution optimale du test d’éfficacité dont le vecteur criteres
domine celui de z'.
Dans l'espace des criteres, plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le méme
vecteur criteres, pour cela le probleme (7)) est résolus pour optimiser le critere

principal sur toutes les solutions équivalentes a .2

Le probleme (7}) est défini par
(T7) : max{dz|Cx = C#',x € D}. (3.12)

soit ' une solution optimale du (77)

e Si dz! > Ging, POSCT Qi = dzt et KXopt = z.

2Les solutions ayant le méme vecteur critéres.
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® Si Pins = Psyup. Terminer, X, est la solution optimale de (Pg).

Etape 3 : Résoudre le probleme (P;) défini par

!
(P) : max{dx|z € D — U D} (3.13)
s=1
ot D* = {x € Z"|Cx < Cz*}; avec 7', 72,..., 7' sont les solutions optimales des
problemes (11), (T3), ..., (T}) respectivement.
e Si (F)) n’est pas réalisable. Terminer, X, est une solution optimale de (Pg).

e Autrement, soit z'*! solution optimale de (P).
> Sidz!tt < Gins- Terminer, X,,, est une solution optimale de (Pg).
> Sinon, poser [ =1+ 1 et aller a I'étape 1.

1

Proposition 3.2. Soit !T! une solution optimale du probléeme (P)) telle que

o(z™) > max {p(z°)}. Si 2! € E alors '+ est une solution optimale de (Pg).
s€

geeey

Preuve :

+1

Supposons que z'"' n’est pas optimale pour le probleme (Pg), alors, il existe une

solution réalisable & € E telle que ¢(2) > ¢(2'!). Comme z'*! solution optimale de
I

(P) alors 7 € U Dy. Ceci implique que, 3s € {1,...,1} tel que & € D;, C’est-a-dire,
Ci < Cz® car sBi ={zeZ"/Cx < Cz*}.

Comme Z € F nous aurons certainement Cz = CZ® (& solution équivalente a z*) donc
o(z) < ¢(z*) car Z° est une solution optimale du probleme (7;).

par conséquence, ¢(z'T!) < ¢(2) < ¢(Z°) qui est en contradiction avec I'hypothese

o't > nax, {6(2°)}. O

Proposition 3.3. Soient z',...,3' € E, si (P,) est irréalisable, alors ’ensemble de

toutes les solutions non dominées est Z(E) = {Cz*,...,Cx'}.

Preuve :

(D) est vérifiée par hypothese.
I

(C) Si (P) n’est pas réalisable, alors DC U Dy, donc Vx € D,3s € {1,...,1} tel que

s=1

xr € D;. Particulierement, soit z € E, il existe s € {1,...,1} tel que Cz* > CZ, ce qui

implique Cz® = Cx car x € E. n
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(b) Illustration numérique :

Considérons I'exemple suivant

max Zl =T — 2%2

max Jo = —x1 + 4x9
t.q. —21’1 + X9 S 0,
(P(D))
T S 37
T2 S 27
L T1,T2 € N
Le probleme principal est
max ¢ = —x; — 22,
(Pk)
t.q. w,x0 € E.
On prend les bornes inférieures des deux fonctions objectifs —M; = —3, —My = —3

Itération 1
Etape 0 : Poser ¢ = —00, @gup = +00,1 = 1.

Résoudre le probleme relaxé

max ¢ = —x; — 2T
(Pr)
t.q. x,x0€D.

soit ! = (0,0) une solution optimale de (Pg) dont le vecteur criteres Z(z!) = (0,0).

Etape 1 : tester l'efficacité de x' en résolvant le probleme

(max © =Y + 1y
t.q. (ZL‘l,Il?Q) eD.

P(i[fl) 1’1—2$2—1/J1:O
—.T1—|—4I2—w220
\ W >0,i=1,2.

©* # 0 donc ' n’est pas efficace, poser ¢g,, = dzt = 0 et aller & letape 2.
Etape 2 : Soit #' = (2,1) une solution optimale de P(z!), qui est efficace, le vecteur

critéres correspondant est Z (') = (0, 2).
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Résoudre le probleme

.
max ¢ = —x; — 2%

t.q. (1'1,1‘2) eD.
(T1)
Xr1 — 2{E2 =0

L —x1 + 419 =2

La solution optimale de (7}) est ! = 2! = (2,1) et comme ¢(T') = —4 > ¢y = —00,
POSEr Biny = —4 et Xy = 7',

Ging # Psup, aller & etape 3.

Etape 3:

Résoudre le probleme (P;) défini par
max gb = —I1 — 2.3(72

t.q. (v1,79) € D;

(F1) Zi(x) > (Zi(Xopt) + Dyt = Mi(1 = });
2

Doy =Lyl e{01}i=12

L i=1

qui est formuler par

max ¢ = —X1 — 21’2

t.q. (x1,22) € D.

(P1) r1 — 229 >y — 3(1 —yi) (1)
—x1 + 4x9 > 395 —3(1 — y%) (2)
\ yi +y3 > 1, (y1,v3) € {0, 1}.
A
Xz
2 b __.-'".-
w1 _.-\_?_._____.--"JIIKTI'-.‘: 1 }
1 ] - o
.-"-J
,-*"f
I? _,-*"f.-
& >
0,0y~ 1 2 3 %1

FIG. 3.4 — La région réduite D!
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soit z2 = (1,0),y = (1,0) une solution optimale de (P;) et Z(2?) = (1,—1).

comme ¢(x?) = —1 > ¢y,s, poser [ =1+ 1 =2 et aller a 'etape 1.

Itération 2

Etape 1 : La solution 2 est testée pour l'efficacité en résolvant le probleme P(2?), on
trouve qu’elle n’est pas efficace (0 # 0), poser ¢, = dz? = —1 et aller a I'etape 2.
Etape 2 : #2 = (3,1) une solution optimale de P(22) qui est efficace, Z(#2) = (1,1).
Résoudre le probleme

(
max ¢ = —X1 — 2.1'2

(TQ) tq (.Tl,ﬂfz) eD.

$1—2Z‘2:1

—I —|—4ZE2 =1

\
La solution optimale de (T3) est z* = 2% = (3, 1).
comme @(z?) = =5 < ¢y = —4, aller & letape 3 sans faire la mise a jour.

Etape 3 : Résoudre le probleme (P,)

(
max ¢ = —x; — 22

t.q. w,x0 € D.
xy — 2w >yt —3(1 —yi)
—x1 + 4wy > 3ys — 3(1 — y3)

(P2) 1 1 1,1
yi +y3 > 1, (y1,92) € {0, 1}
xy — 29 > 297 — 3(1 — i) (3)
—x1 + 4z > 295 — 3(1 — 13) (4)
\ i +v3 > 1, (yi,93) € {0,1}
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&
Xz
2 p -
(3)
L~
" :
L ,.-*.:g
1 ¢ N
F_J.f-* 4
=
* _ —
(0,07 ,l-f""t""; 9 3 b4 |

F1G. 3.5 — La région réduite D?

23 =(2,0),y = (1,0, 1,0) une solution optimale de (P,) et Z(z*) = (2, —2).

P(x3) = =2 > ¢y = —4, poser | =1+ 1 =3 et aller a l'etape 1.

Itération 3

La solution 2 est testée pour l'efficacité en résoulevant le probleme P(z3), on trouve
qu’elle est efficace(©* = 0), donc I'algorithme prend fin.

Xopt = (2,0) solution optimale de (Pg) et ¢or = —2 est la valeur optimale du critere

parincipal.

3.7 Une méthode de résolution proposée : Méthode ODSE

“Optimisation Discrete sur I’ensemble des Solutions Efficaces”

La méthode proposée est une combinaison entre les principes utilisés dans les deux
algorithmes présentés précédemment, le principe de la méthode est le suivant :

Dans une premiere étape, on cherche une solution efficace initiale, on part de la solution
optimale du probleme relaxé (Pg), si elle existe, cette solution est testé pour efficacité,
pour voir si par hasard, on peut résoudre le probleme (Pg) juste en résolvant son
probleme relaxé, si ce n’etait pas le cas, la solution optimale de test d’efficacité, soit
Z, est utilisée pour optimiser le critere principal sur les solutions admissibles ayant un
méme vecteur criteéres en résolvant le probleme (7;) (voir (3.12)), la solution optimale
de ce probleme, soit z, est considérée comme une premiere solution efficace, on initialise

alors Xope = 7 et ¢ = d7.
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Ensuite, dans chaque itération, le domaine de recherche est réduit progressivement par
des contraintes éliminant toutes les solutions dominées par la solution Z en résolvant
le probleme (P;) (voir (3.13)), la solution optimale trouvée, soit x!, produit une valeur
maximum du critere ¢ dans le domaine réduit, si elle est efficace, la procédure se

" une solution optimale du probléme, sinon, en utilisant le tableau optimal

termine avec x
correspodant, une exploration des arétes incidentes a cette solution est réalisée pour
chercher une solution entiere alternative efficace. Si une telle solution existe, elle est
la solution optimale de (Pg), sinon, 'algorithme va poursuivre par une alternance des
étapes de réduction et d’exploration jusqu’a ce qu'une solution améliore la valeur de ¢
soit trouvée ou le domaine de recherche devient vide.

Dans la suite, nous donnons une déscription formelle de ’algorithme.

(a) L’algorithme de la méthode

Etape 0 : Résoudre le probléme relaxé (Pp).
e Si (Pgr) est irréalisable, alors la procédure prend fin, le probleme princial (Pg)
n’a pas de solution.

e Sinon, soit 2V une solution optimale de (Pg).
Etape 1 : Poser [ = 0, ppy = —00, H* = D.
e Si 20 est efficace; terminer, 2° est une solution optimale de (Pg).
e Sinon, soit 2¥ solution efficace dont le vecteur criteres correspond domine celui

de z%( solution optimale du test d’effecacité de ).

Etape 2 : Résoudre le probléme (T}) défini par

max ¢(x)
(T7) tq weD.
Cr=Cg¢

Soit Z! une solution optimale de (7}).

- Si @(Z') > Popt ; POser Xopr = T, Popr = dT' et aller & 'étape 3.
Etape 3 : Poser [ =1+ 1 et résoudre le probleme (P,) défini par

max  ¢(x)

(£)
tq xe H.
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v € D|Zi(x) > (Zi(Xopt) + Vy; — Mi(1 — y;)
H — H-1n pour i =1,2,....p.

p
> yi =14 {01},
=1

\

e Si H' = ; terminer, X,,; est la solution optimale de (Pg).
e Sinon; soit z! solution optimale de (P,).
— Si ¢(a') < @opt ; terminer, X, est la solution optimale de (Pg).
— Sinon,
> Si 2! est efficace ; terminer KXopt = 2!, Dopt = dxt.

> Sinon, soit 2! solution efficace domine z'( solution optimale du teste d’ef-

fecacité de ') ; aller a I’étape 4.

Etape 4 : Construire J; = {j € Nj|¢; — d; = 0}

Ou N, est I'ensemble des indice hors base dans le tableau optimal correspodant a

2.

(4.1) Si J; = 0, aller a I'étape 2.

l

(4.2) Sinon, chercher une solution entiere efficace "' alternative a ! en explorant

A . C o Ll
les arétes incidentes. choisir j; € J; et calculer 6 = I_ml]n{_ﬂ,yl,ijl > 0}].
R YLig

o Si 6?1 = 0, aucune solution entiere ne peut étre existe sur l'aréte E;,, poser
Jy=J\ {4} et aller a (4-1).

e Sinon, chercher une solution entiere efficace sur 'arét E;, correspondant a
0?1 commencant de # = 1 jusqu’a 6 = 6’% (0 est un entier positif) et tester

pour lefficacité.

— Si 3 2" solution entiere efficace alternative a z!; terminer,

W1 _ 1
Xopt =T 7¢opt - dCC .

— Sinon, poser J; = J; \ {Ji} aller a I'étape (4.1).

Proposition 3.4. Soit 2" une solution alternative a ' la solution optimale du probléme

(P) avec ¢(x') > Ser{ri%')fl}{aﬁ(fs)}.

Si 2'' € E alors 2" est une solution optimale de (Pg).

Preuve :

En ajoutant la définition d’une solution alternative (Voir Définition 3.1) & la démonstra-

l

tion de la proposition 3.2, nous obtenons une conséquence directe que si z”*, une solution
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alternative a 2! avec ¢(z') > Iﬁaxl}{¢(fs)}, est efficace alors ¢(z"') > rﬁaxl}{¢(fs)}
eil,..., sel,...,

car ¢(2"') = ¢(x'), donc 2" est une solution optimale de (Pg). O
Proposition 3.5. L’algorithme converge en un nombre fini d’itérations et donne une

solution optimale du probléme (Pg).

Preuve :

Par 'hypothese que la région d’admissibilité S est bornée (il y a un nombre limité de
solutions entiéres) et D est supposé non vide, on aura au moins une solution entiere;
dans chaque itération de l'algorithme, ou bien une solution efficace améliore la valeur
de ¢ est trouvée ou bien le domaine de recherche est réduit progréssivement jusqu’a ce
qu’il devient vide. O
(b) Illustration numérique : Nous illustrons le fonctionnemnt de 1'algorithme par
deux exemples didactiques.

Exemplel : Considérons 'exemple présenté précédement pour illustrer la méthode de
D.Chaabane

Etape 0 : Rappelons que les bornes inférieures des deux fonctions objectifs sont
—M; = —12,— M, = 0 respectivement, la solution optimale du probleme relaxé (Pg)
est z° = (0,0).

Etape 1 : [ =0, ¢, = —0o, H? = D, la solution 20 n’est pas efficace, i° = (3,1) est
la solution obtenue en résolvant le probleme de test d’efficacité P(x°) (voir 3.6).
Etape 2 : Résoudre le probléme (To) défini par

(

max ¢ = —3x; — 219
t.q. (x1,23) € D.
(o) <
T — 31’2 =0
L Ty + 3.272 =6
La solution optimale de (Tp) est z° = (3,1), ¢(z") = —11 > ¢, initialisons alors

Gopt = O(T°) = —11, X,y = (3, 1) et aller & I'étape 3.
Etape 3 : I =1+ 1 = 1, résoudre le probleme (P)
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((max ¢ = —3z, — 22,

t.gq. x1+2x9 <8

201 + x5 < 7

1 — 229 <1

Ty — 3x9 >yl —12(1 — i)

T + 319 > Tys

ity =1

(z1,22) € N, (y1,93) € {0, 1}.
La solution optimale de ce probleme est z' = (1,0); (yi,y3) = (1,0); Z(z') = (1,1) et
ba) = -3

\

FIG. 3.6 — La région réduite D!

et comme @(x') > ¢, cette solution est testé pour Iéfficacité en résolvant le probleme

((max © = Y1+ P
t.q. x4+ 229 <8,
201 + 22 < 7,
(P(a1)) 2y — 219 < 1,
Ty — 3ry — P =1,
T1+ 32 — Yy =1,
(x1,22) € NT 9 e RT i =1,2.
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nous obtenons ©* = 0, donc elle est efficace.
La procédure prend fin avec X, = (1,0) et ¢opr = —3.
Exemple2 : Considérons I'exemple proposé par J. Philip [24]

.
max Zl = 2513'1 — X2

max Jo = —x1 + 229
t.q. x1+ 2x9 <8,
(P(D)) 0 <5,

T <7,

1 + 29 <10,

L T1,T9 €N+

Le probleme principal est donné par

max ¢ = —x; — 3%
(Pr)
tq T1,T2 € FE.

Etape 0 : Résoudre le probleme relaxé (Pg)

.
max ¢ = =X — 3552

tq xr1 + 2.1'2 S 8,
1 S 57
X2 S 77

1 + 29 < 10,

L [L’1,ZL‘2€I\I+

La solution optimale de (Pg) est 2° = (0,0), les bornes inférieures des deux fonctions

objectifs sont —M; = —7, —M, = —5 respectivement.
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i

B les solutions
efficaces

o les solutions
réahzables non
efficaces

o

F1G. 3.7 — Le domaine d’admissibilité D

Etape 1 : [ =0, ¢, = —00, H? = D, la solution z° n’est pas efficace, 2% = (5,5) est
la solution obtenue en résolvant le probleme de test d’efficacité P(x°) dont le vecteur
criteres correspondant est Z(2%) = (5,5).

Etape 2 : Résoudre le probleme (7))

max ¢ = —x; — 3o

) t.q. (z1,22) € D.

2£L'1—ZE2:5

—T —|—2$2 =5

\
La solution optimale est 2 = (5,5), ¢(z%) = —20 > ¢opt,
faire alors X,y = (5,5), popt = —20.

Etape 3 : [ =1+ 1 = 1, résoudre le probleme (P)

;

max ¢ = —x1 — 3%
t.q. (x1,29) €D
(P) ¢ 2wy — 29 > 6y; — 7(1 —y1) (1)
—21 + 219 > 6y — 5(1 — y3) (2)
yi+ys =1
\ (w1, 22) € NT, (1, 93) € {0,1}.
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FIG. 3.8 — La région réduite D!

La solution optimale de ce probleme est z! = (3,0),¢(z!) = =3, Z(z') = (6, —3) et
y = (1,0).
Comme ¢(z1) > ¢op cette solution est testé pour Uefficacité en résolvant le probleme
((max © = Y1+ 1P
t.g. 1 <95,
x9 <7,
(P(xh)) 71 4 35 < 10,
221 — w3 — Yy =6,
—T1 + 279 — P = —3,
(x1,22) € NT 9 e RT i =1,2.

\

On obtient ©* # 0 et 2! = (5,4) solution optimale de (P(x!)) dont le vecteur critéres
correspondant Z (&) = (6, 3).

Etape 4 : 'ensemble J; = {j € Ny|¢; —d; = 0} = @ (en utilisant le tableau optimale
de '), aller alors I'étape 2.

iltération 2

Etape 2 : Résoudre le probleme (T7)

.
max ¢ = —x; — 3T

t.q. (x1,x9) € D.
(1)
201 — x5 =06

—T1 +2IE2 =3
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' = (5,4), o(z') = 17 > Gopt, Taire X, = (5,4), popr = —17.
Etape 3 : [ =+ 1 = 2, résoudre le probleme (P)

(

max ¢ = —x; — 3%
t.q. (z1,79) € D!
(Py) 2wy — w9 > Tyf — (1 — i) (3)
—a1 + 222 > 4yi — 5(1 — y3) (4)
yitys =1
\ (21, 22) € N*, (47, 93) € {0, 1}.
La solution optimale est 2% = (4, 0) qui n’est pas efficace avec ¢(z?) = —4,

Z(z?) = (8,—4) et Y = (1,0,1,0). Soit 2% = (5,2), Z(2?) = (8, —1) solution optimale
du test d’efficacité de z?.

F1G. 3.9 — La région réduite D?

Etape 4 : Pensemble Jo = {j € Ny|c; — d; = 0} =, aller alors I'étape 2.
iltération 3
Etape 2 : Résoudre le probleme (T5)

’
max ¢ = —I1 — 3£C2

() t.q. (x1,x9) € D.

2ZE1—ZE2:8

—r + 21’2 =-1

\

T2 = (5,2), (&%) = =11 > @y, faire alors Xy = (5,2), popr = —11.
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Etape 3 [ = [+ 1 = 3, résoudre le probleme (P;)

(
max ¢ = =T — 3.172

t.q. (x1,29) € D?
201 — 22 > 9y} — (1 — y}) (5)
—11 + 215 > —5(1 — y3) (6)
yi +ys > 1
\ (w1, 22) € N*, (7, 43) € {0,1}.

X214

FiG. 3.10 — La région réduite D3

3 = (5,0),0(z®) = =5 > @p, apres le test d'efficacité de z* on trouve qu’elle est
efficace, la procédure prend fin avec X,y = (5,0) et @opr = —5.
L’ensemble de toutes les solutions efficaces de ce probleme est
E={(0,7),(1,7),(2,7),(3,7),(3,6), (4,6), (4,5), (5,5), (5,4), (5,3), (5,2), (5,1), (5,0) }.
Tandis que 'algorithme proposé optimise le critere ¢ sans devoir passer par toutes ces

solutions mais seulement par E' = {(5,5), (5,4), (5,2),(5,0)}.
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Chapitre 4

Expérimentation et résultats

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous complétons notre étude par des résultats expérimentaux
obtenus lors de I'implémentation de la nouvelle méthode proposée pour 'optimisation
d'un critere linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces d'un probleme MOILP, a
I’aide d'un programme qu’on a réalisé en utilisant le logiciel MATLAB 7.0 “Matrix
Laboratory” qui est un logiciel de calcul numérique, utilisé dans de nombreux domaines

d’application, basé sur le calcul matriciel.

4.2 Implantation et description des codes

4.2.1 Génération aléatoire des instances

Nous avons programmé un algorithme générateur pour construire des instances

aléatoires du probleme multi-objectifs suivant :
“max”{Cx|Ax < b,z > 0}.

Ou AeczZmn, CeZP" x€Z"etbe Zm L

Les éléments des matrices A, C et b ainsi que le vecteur de coefficients d € Z*"
du critere principal ¢ sont générer a l’aide d’une fonction prédéfinie en MATLAB 7.0
appelée randint (1, k, [Vmaz, Umin))

qui renvoie une matrice a [ lignes et k colonnes dont les éléments sont des entiers générés
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aléatoirement entre v,,q4. €t Upmin.

La procédure de ce programme est la suivante :

Algorithm 1 Génération aléatoire des instances.
Entrées :

n : nombre de variables.

p : nombre de criteres.

m : nombre de contraintes.

Soties : les matrices A, b, C et d.

A « randint(m, n, [0, 30]).

C « randint(p, n, [-20, 20]).

d — randint(1,n, [-10, 10]).

pour i =1 jusqu'a m faire
n

bi — k x Y _ Al +randint(1, 1, [0,30]).
j=1
Avec k est fixé a 2 ( le domaine possede au moins deux points admissibles).

Fin pour.

4.2.2 Programme implémentant la méthode “ODSE”

La méthode proposée est basée sur I'optimisation d’un critere linéaire sur un en-
semble des points entiers, avant d’appeler le programme principal, les données néces-
saires : Type = “max” | la matrice des criteres C(p X n), la matrice des contraintes
A(m x n), le vecteur second membre b(m x 1) et le vecteur du critere principal d(1 x n)
sont introduits d’'une maniere interactive ou a partir d’un fichier “data”.

Les principales procédures utilisées sont les suivantes :

- Procédure de simplexe : Cette procédure est appelée au niveau de deux étapes, la
prmiere étape afin de résoudre le probléme relaxé (Pg) du probléme principal en maxi-
misant le critére linéaire ¢(z) = dx sur le domaine d’admissibilité, et la deuxiéme étape
pour déterminer une borne inférieure pour chaque critere qu’on va les utiliser dans les
itérations ultérieures lorsqu’on ajoute les coupes données dans la section (3.2).

- Algorithme de “Branch & bound” : La méthode proposée est basée sur la résolution
des problemes de programmation linéaire en nombres entiers, pour cela, cet algorithme
est appelé dans chaque itération pour déterminer une solution optimale entiere.

- Algorithme dual simplexe : Cette procédure est appelée pour résoudre le probleme
(P,) qui optimise le critere principal ¢ dans le domaine réduit par des contraintes éli-

minant toutes les solutions dominées par la solution efficace courante.
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- Procédure de test d’efficacité qui consiste a résoudre un probleme de programmation
linéaire mixte (Voir 3.6) pour tester l'efficacité d’une solution optimale trouvée.

- Procédure consiste a résoudre le probleme T'(z) pour optimiser le critere principal ¢
sur toutes les solutions équivalentes a la solution efficace courante, si elles existent.

- Procédure de comparaison : dans chaque itération, cette procédure est appelée pour
comparer 1’évaluation du critere principal ¢ en la solution efficace courante avec la
valeur la plus récente de ¢, puis, si la nouvelle solution efficace parcourue est meilleur
que la précédente sur le critere principal, on fait la mise a jour de la solution optimale
Xopt €t la valeur optimale ¢y

- Procédure d’exploration : Si la solution optimale de la région réduite est trouvée non
efficace, cette procédure est appelée pour chercher une solution alternative efficace en

explorant les arétes incidentes a cette solution.

4.3 Résultats pour la méthode ODSE

Nous avons réalisé notre implémentation sur une machine Pentium 4 a 2.4 GHZ avec
512 MO de mémoire vive, notre algorithme est testé sur des exemples traités par des

chercheurs dans différents articles avec une série des instances générées aléatoirement.

4.3.1 Tests sur quelques exemples traités dans la littérature

Le tableau suivant résume les résultas des tests sur quelques exemples résolus par
des chercheurs du domaine, nous présentons pour chaque exemple le nombre totale des

solution efficaces suivi par le nombre des solution efficaces parcourues par 1’algorithme

Proposé.

] Instances ‘ n ‘ m ‘ P ‘ Fitér ‘ durée(sec) ‘ # sol-eff ‘ # sol-eff parcourues ‘
Jests,M.Jorge[19] 21312 3 0.062 7 3
Ecker,J.G.& Song H.G.[14] | 2 | 3 | 2 2 0.031 5 2
Philip,J.[24] 213 1|2 4 0.125 13 4
Bowman,V.J.[5] 3042 1 0.000 3 1
Sylva,J.& Crema,A.[9] 314 |2 1 0.000 4 1
Sylva,J.& Crema,A.[10] 416 |2] 2 0.030 4 2
Gupta,R.& Malhotra,R.[18] | 2 | 3 | 3 5 0.149 9 5
Karaivanova,J.N.,al.[20] 31313 5 0.547 14 4
Klein,D.& Hannan,E.[21] 416 |3 2 0.034 6 2

TAB. 4.1 — Tableau 1.
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Ou :

x n,m,p(p > 2) € NT : sont réspéctivement le nombre des variables, le nombre des
contraintes, le nombre des criteres.

x #itér : est le nombre d’itérations efféctuées, notons qu’il est égal au nombre de pro-
grammes linéaires (P) résolus au cours de 'exécution plus I'itération initiale (résolution
du probleme relaxé).

« durée : la durée d’exécution en secondes (sec).

* # sol-eff : le nombre de solutions efficaces du probleme MOILP.

x # sol-eff parcourues : le nombre des solutions efficaces parcourues au cours de I'exé-
cution.

Nous constatons dans ce tableau que l’algorithme proposé génere une solution opti-
male exacte sans devoir examiner 1’ensemble de tous les points efficaces du probleme
(qui peut étre treés grand méme pour un probleme de petite taille) mais uniquement
un sous-ensembles de points efficaces maximisant le critere principal, ce qui réduit le

temps d’exécution échoué et le nombre d’itérations effectuées.

4.3.2 Tests sur des exemples générés aléatoirement

Dans cette série d’expérimentations, des instances aléatoires de différentes tailles
ont été générés par la procédure décrite ci-dessus, les résultats obtenus pour chaque
instance représentent la moyenne sur dix exécutions indépendantes du temps de calcul
et du nombre d’itérations efféctuées. Ainsi que la valeur minimale et maximamle de ces
deux derniers dans les dix exécutions.

Evidement, les difficultés rencontrés dans la résolution du probléme (Pg) sont étroite-
ment liées a leur dimension, le tableau suivant montre clairement que méme pour les
problemes de tailles relativement grandes le temps moyen requis par le programme et
le nombre d’itérations exigées restent toujours petit par rapport a la taille du probleme

étudié ce qui confirme l'efficacité de la méthode.
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plnx m| 5x5 10 x 10 20 x 15 30 x 15 40 x 15 50 x 15
durée 0.89 2.14 18.23 25.85 104.04 87
3| (sec) | [0.0053] | [0.02;6.5] 0.2;97] [0.5;119] | [0.225;352.5] | [0.105;707]
#iter 3.39 3.23 3.37 4.23 3.69 4.7
[1; 5] [1; 6] [1; 6] (2;7] (2;7] [1;10]
durée 6.3 9.67 49.82 142.75 86.38 273.18
5| (sec) | [0.015:43] | [0.1;71.5] | [0.012;559] | [0.02;885.5] | [0.125;759] | [0.4;1500]
#iter 3.9 3.58 4.38 4.16 3.41 4.8
[1;7] [2; 6] 2;9] [2;11] (1; 8] [1;10]
durée 1.545 11.28 52.56 219 196 147
8| (sec) | [0.02;8] | [0.075;35.6] | [0.02;225] | [0.5;1550] [0.5; 982] [2.02; 658]
#iter 2.37 2.76 3.66 4.22 4.34 3.9
[1; 5] [1; 6] (2;7] [1;10] [1;11] (2;9]

TAB. 4.2 — Tableau 2.

Nous nous intéressons dans ces résultats, au nombre d’itérations effectuées au cours
de I'exécution, nous remarquons dans le tableau ci-dessus que le nombre de solutions
efficaces examinées, qui est égal au nombre d’itérations réalisées, est relativement petit
par rapport aux tailles des instances traitées. En effet, apres l'itération initiale (réso-
lution du probleme relaxé), chaque itération réalisée consiste a résoudre un probleme
(P,) augmenté de p variables et (2p + 1) contraintes (p étant le nombre de criteres)
ce qui cause une explosion en terme de temps et de mémoire, notre algorithme de sa
part, a 'avantage de produire une solution optimale exacte en évitant de parcourir
la totalité de solutions admissibles en utilisant deux techniques : L’optimisation du
critere principal dans chaque itération qui nous dirige continuellement vers la solution
qui accorde une meilleure valeur de ce critere dans le domaine réduit, de plus, si cette
solution est efficace, elle constitue une solution optimale du probleme, si ce n’est pas le
cas , 'exploration des arétes incidentes (pour chercher une solution alternative efficace)
qui est effectuée d’une maniere optimiste (choisir les arétes contenant un nombre maxi-
mum de solutions réalisables) peut étre nous déplacé vers une solution optimale sans
devoir réaliser des autres itérations ce qui minimise le nombre d’itérations réalisées et
par conséquence le nombre de problemes (P,) a résoudre.

4.4 Description algorithmique Nous exposons dans cette partie une description
algorithmique de ’algorithme principal de la méthode proposée ainsi que les différentes

procédures utilisées dans cet algorithme.
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Algorithm 2 I'optimisation discrete d’un critere linéaire ¢ sur I’ensemble efficace d’un pro-
bleme multi-objectifs.

Entrées :

Type : max;

A(nxm) : matrice des contraintes ;

b(nx1) : vecteur second mombre ;

d(1xn) @ vecteur du criteére principal ;
Cr(pxn) : matrice des criteres;

Sorties :

Xopt : solution optimale du probléeme (Pg).
¢Popt : valeur optimale du critere ¢.
Initialisation : ¢opt < —inf, [ < 1, recherche « 1.
Résoudre le probleme relaxé (Pr).

[0, 20, Teal] = Pb_relaxé (T'ype, d, A, b).

Si real =0 alors le probmeéme (Pg) est irréalisable.

Sinon
[x¢, 2¢] = test_ef ficace (Cr, A, b, xo).

Si zz =0 alors Xop: < X0, Popt — 20.
Sinon, poser zef «— z¢, (Po) < (Pr).

Tant que recherche =1 faire
[eq, Zeq] = opt (T'ype, Cr, A b, d, xcy).

Si 2eq > Popt alors Xopi «— Teq, Popt < Zeq-
Finsi

[x1, 21, Dom, tableop] = resol_P, (Type,di—1, Ai—1,bi—1, Tey).
Si Dom =0 Ou z; < ¢opt alors recherche < 0.

Sinon
[z}, 2}] = test_ef ficace(Cr, A, b, x1).
Si zi =0 alors Xopt < 1, Gopt < 21, Techerchre — 0.
sinon

Construire 'ensemble J; = {j € N;/¢; — d; = 0}.
ou N; est ’ensemble des indices des variables hors base de z;.

Si J; # () alors
[Tewp, Zewp, existe] = Explor(Cr, A, b, d, tableopt, Ji).

Si existe = 1 alors
Xopt «— Teap, Qopt < Zewp, Techereche «— 0.
Finsi
Finsi
Finsi
Finsi
l—1+4+1,zcp — L.
Fin tant que
Finsi

Finsi
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Test d’efficacité d’une solution réalisable z :

Algorithm 3 [z, 2] = test_ef ficace(Cr, A, b, x).

Résoudre un probléme linéaire mono-objectif en variables mixte P(x) en utilisant la méthode
de deux phases et la méthode de séparation et évaluation.

soit (x4, z¢) solution optimale du probleme

Si z; =0 alors =z est une solution efficace du probleme multi-objectifs.
Sinon z; est une solution efficace dont le vecteur critéres domine celui de z.

Finsi.

Résolution du probléme relaxé (Pg) :

Algorithm 4 [z, 29, real] = Pb_relaxé (T'ype, d, A, b).

Initialisation : real <« 1

Résoudre le probleme linéaire en nombre entiers (Pg) en utilisant ’algorithme de simplexe
et la méthode par séparation et évaluation.

Si (Pgr) est irréalisable alors real < 0.
Sinon (zg, zp) solution optimale du probleme relaxé(Pg).

Finsi.
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Résolution du probléme (F)) :

Algorithm 5 [z, z;, Dom, tablegy) = resol_P(Type, dj—1, Aj—1,b1—1, Tcf).

Créer un nouveau probleme (P;) & partir de (F,_1) en lui ajoutant les contraintes
Zi(x) > (Zi(wes) + Dyf + Mi(1 = yf), i=1,2,...,p.
SR s
ou M; est la borne inférieure du "€ critere.
pour ¢ =1 a p faire
[M;] = Pb_relaxé (min, Cr;, A, b).
fin pour

Résoudre le probleme (F;) en utilisant la méthode de simplexe, duale du simplexe, la sépara-
tion et évaluation.

Si (P)) est irréalisable alors Dom « 0.

Sinon Dom « 1, (zy, %) solution optimale du probleme et tableyy, le tableau optimale
correspondant.

Finsi.
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Algorithme d’exploration des arétes incidentes a une solution x; en cherchant une

solution alternative efficace :

Algorithm 6 [Tcyp, Zeap, existe] = Explor(Cr, A, b, d, tablegy, J;).
Initialisation : existe «— 0, explor — 1, i + 1.

Tant que J; 75 0 et explor =1 faire
calculer 6,

Si =0 alors J;— J;\{J;(i)}.
Sinon j «— 6
Tant que j > 0 et existe = 0 faire.
déterminer une solution entieres x; qui se trouve sur I'arete E; et tester son

efficacité.
(x4, 2¢] = test_ef ficace(Cr, A, b, x;)

Si z =0 alors
existe < 1, Tegp Tj, Zexp < C(xj)

Sinon j «— j—1.
Finsi.
Fin tant que.
Finsi.
114+ 1.

Fin tant que.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Les problemes d’optimisation issus de la réalité sont la plupart du temps de nature
multi-objectifs car plusieurs critéres souvent contradictoires sont a considérer simul-
tanément. Pour ce type de problemes, la notion d’optimalité disparait au profit de la
notion d’efficacité. Il s’agit de chercher un ensemble de solutions réalisant le meilleur
compromis entre les criteres considérés.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés aux problemes de programmation li-
néaire multi-objectifs en nombres entiers. L’intérét de tels problemes résulte du fait
que dans de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathé-
matique, les variables de décision ne peuvent prendre que des valeurs entieres.
Ensuite, Nous avons focalisés notre attention a 'optimisation d’un critere linéaire sur
I’ensemble de solutions efficaces d’un tel probleme, dans certaines situations pratiques
les décideurs ne sont pas intéressés par toutes les solutions efficaces, mais seulement
par celles qui optimisent la valeur d’un critere prédéterminé, ce type de problemes est
en principe tres difficile a résoudre vu que son ensemble d’admissibilité ( ’ensemble des
solutions efficaces ) n’est pas convexe.

Nous avons commencé ce travail par introduire les notions de base concernant 1’optimi-
sation multi-objectifs et quelques méthodes de résolution existantes dans la littérature
dans le premier chapitre.

Apres, nous avons réalisé une description détaillée sur 'optimisation multi-objectifs
discrete dans le deuxieme chapitre afin de passer a I’analyse de I'optimisation d’un cri-
tere linéaire sur I’ensemble des points efficaces d’un probléme multi-objectifs en nombre
entier dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a deux méthodes de résolution

les plus récentes dans la littérature a notre connaissance. Il s’agit de la méthode de
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D.Chaabane [7] et celle de Jestis M.Jorge [19]. A partir de lesquelles nous avons élaboré
une nouvelle méthode de résolution ou on a combiné entre les principes utilisés dans
ces deux méthodes, nous avons exposé et illustré les trois méthodes par des exemples
didactiques, puis nous avons testé l'efficacité de la nouvelle méthode par une étude ex-
périmentale réalisée a ’aide d’un programme qu’on a implémenté sous ’environnement
Matlab 7.0

D’apres notre modeste étude, nous avons constaté que I'algorithme proposé est tres ef-
ficace en terme de gain précieux du nombre d’itérations effectuées (le nombre de points
efficaces examinés) ce qui lui permet d’aller tres loin dans la taille des problémes traités,
nous proposons comme perspectives de recherche :

e Appliquer des métha-heuristiques pour la résolution de ce probleme.

e L’optimisation d’un critere linéaire sur I’ensemble de solutions efficace d’un pro-
bleme multi-objectif en variables mixtes.

e Résoudre les problemes d’optimisation des flots maximaux.

e L’optimisation d’un critere non linéaire sur les solutions efficaces d’un probleme
multi-objectifs, nous pensons particulierement au cas fractionnaires et quadra-
tique.

e L’optimisation d’un critere de compromis sur I’ensemble des solution efficaces

d’un probleme stochastique.
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Organigramme de la méthode

Insérer les données :
(A7 b> c, d7 type)

I

Résoudre le probléme relaxé
(Pr)

(PRr) est irréalisable
Non

= 0a¢opt = -0

|

Tester I'efficacité de x°
(Solution optimale de (Pg))

Non

Fin

(Pg) est irréalisable

Fin

_ .0 _ 0
Xopt = 7¢opt =dzx

l=1+1

I

Résoudre le probleme (T;)

(Soit Z solution optimale)

- Oui _ -
¢($) > ¢opt Xopt =, ¢opt =dz

|

Non
Résoudre le probleme (P))

ODSE

Fin

(P;) est irréalisable

Xopt est la solution optimale.




Soit x; solution optimale de (P;)

Fin

Xopt est la solution optimale.

¢($l) < ¢opt

Tester Defficacité de x;

Non

Fin
Xopt = Xy, (bopt = dxl

Construire ’ensemble J;

i

Non

Explorer les arétes incidentes
a x; en cherchant une solution

alternative efficaces ]

Oui Fin
/ /
Xopt =y, ¢opt = dSUl

é

Non
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