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Introduction

En géométrie algébrique et en théorie des nombres, une valuation est une ”me-
sure” de multiplicité. C’est une généralisation, en algèbre, de la notion de ”degré”
ou ”ordre” d’annulation d’un polynôme, alors qu’en analyse complexe, elle généra-
lise la notion d’ordre d’un pôle ou d’un zéro (exemple 5.3.1, page 54). En théorie
des nombres, les valuations traduisent la notion de ”divisibilité” par un nombre pre-
mier, de sorte que dans un anneau factoriel A, tout élément s’écrit sous la forme
x =

∏
p irrductible p

νp(x), et la divisibilité d’un élément b ∈ A par un autre a ∈ A se
produit lorsque νp(a) 6 νp(b) pour tout p ∈ A irréductible. νp est appelée valuation
p-adique (exemple 5.3.2, page 54).

C’est Dedekind et Weber qui introduisirent, en 1882, pour la première fois la notion
de places d’un corps K, plus ou moins équivalente à la notion de valuations de K,
pour étudier les courbes algébriques planes et fournir des démonstrations purement
algébriques des constructions de Riemann.

En 1897, Hensel définit la valuation p-adique, et la valeur absolue p-adique
|| q||p = p−νp(q) sur Q qui lui permit de construire la complétion Qp de Q. On put
alors établir le premier parallèle historique entre le corps des fonctions rationnelles
et le corps des nombres : Sur une courbe algébrique C, on put associer à chaque
point non-singulier x, une valuation νx qui attribue à chaque fonction rationnelle
f/g son ordre d’annulation νx(f)− νx(g). L’analogie {νp, p irréductible} ↔ {νx, x

non-singulier} suggéra d’ailleurs, la notion de complétion mx-adique, et plus tard la
henselisation et a ouvert de nombreux autres corps en algèbre commutative.

En 1931, alors qu’on étudiait jusque là les valuations multiplicatives qui généralisent
la notion de valeur absolue, Krull définit et étudia pour la première fois la notion
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5

de valuation générale sur un corps abstrait K, qui diffère dans la définition, des
valuations discrètes (définition 2.2.1, page 21), par le fait qu’elle prend ses valeurs
dans un groupe totalement ordonné ”abstrait”.

C’est encore à l’aide des valuations, que Zariski put formuler, en termes purement
algébriques une preuve, en caractéristique 0, de la résolution des singularités des
variétés algébriques de dimension 2 et 3. Il dut, pour cela, définir une topologie sur
la surface abstraite de Riemann S (définition 5.2.1, page 50), qui fit de S un
espace quasi-compact, en général non séparé.
En géométrie algébrique, la théorie des valuations est largement tombée en disgrâce,
en 1964, lorsque Hironaka a aboutit à une preuve , en caractéristique 0, de la résolu-
tion des singularité, où il ne fit nul usage des valuations. Le manque de succès qu’on
rencontra en tentant d’adapter les techniques de Hironaka en caractéristique positif
a néanmoins fait revivre la théorie des valuations.

Ce travail est consacré à énoncer les définitions et principaux résultats avec dé-
monstrations, élémentaires pour comprendre cette théorie aux diverses applications
comme on vient de le voir. On y parle d’anneaux de valuations, de leur lien avec des
classes de valuations qu’on définira. On définira le rang et le rang rationnel d’une
valuation et on expliquera de quelle façon ils contribuent à l’étude des anneaux de
valuations. On s’intéressera à la composition et le prolongement des valuations ainsi
qu’à la variété de Riemann abstraite que Zariski a utilisé pour obtenir une résolution
des singularités en caractéristique 0. Des exemples seront donnés tout au long de ce
mémoire.



Chapitre 1

Valuations et anneaux de

valuations

Ce chapitre est consacré aux définitions et propriétés des valuations et anneaux de
valuations. Nous montrerons que ces deux notions sont équivalentes.

1.1 Anneaux de valuations

Rappels et terminologie 1. Tous les anneaux, dans ce chapitre et toute la suite,
sont supposés commutatifs et unitaires.

Un anneau est dit local s’il n’a qu’un seul idéal maximal. On notera parfois (A,m) ou
(A,m, k) pour un anneau local A d’idéal maximal m et de corps résiduel k = A/m.
L’ensemble des éléments inversibles d’un tel anneau est alors l’ensemble A \m.
SpecA désignera l’ensemble des idéaux premiers d’un anneau A.

Soit (G,+) un groupe commutatif. Un élément x ∈ G est dit élément de torsion
s’il existe n ∈ Zn tel que nx = 0. Un groupe G est dit de torsion si tout élément de
G est de torsion. G est dit sans torsion si le seul élément de torsion de G c’est 0.

Soient (G1,≺1), (G2,≺2), . . . , (Gn,≺n) des groupes totalement ordonnés. On appelle
ordre lexicographique sur le groupe produit G1 ×G2 × . . . Gn l’ordre total défini
comme suit : (a1, a1, . . . , an) ≺ (b1, b2, . . . , bn) si et seulement si{

a1 ≺1 b1 ou

∃i ∈ {1, . . . , n− 1} | a1 = b1, . . . ai = bi et ai+1 ≺i+1 bi+1.

6



1.1. ANNEAUX DE VALUATIONS 7

On notera (G1 ×G2 × . . . Gn)lex, le groupe G1 ×G2 × . . . Gn muni de cet ordre.

Définition 1.1.1.Soient (A,mA) et (B,mB) deux anneaux locaux. On dit que B
domine A si A ⊂ B et mB ∩A = mA.

Définition 1.1.2.– Un sous-anneau (intègre) V d’un corps K est dit anneau de

valuation s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. V est un anneau local de corps des fractions K ;

2. Tout sous-anneau local W de K distinct de K dominant V est égal à V
(i.e. V est maximal parmi les sous-anneaux locaux de K, ordonnés par la
relation ”B domine A”).

– Plus généralement, un anneau intègre est dit anneau de valuation s’il est an-
neau de valuation pour son corps des fractions.

D’autres définitions équivalentes sont énoncées dans le théorème suivant. Ce dernier
présente les principales propriétés d’un anneau de valuation.

Théorème 1.1.3.Soit V un sous-anneau intègre d’un corps K. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. V est un anneau de valuation de K.

2. Pour tout x ∈ K∗ ; si x /∈ V alors x−1 ∈ V .

3. K est le corps des fractions de V et l’ensemble des idéaux de V est totale-
ment ordonné par l’inclusion.

Remarque 1.1.4. Ces autres propriétés découlent du théorème 1.1.3 :
– Tout anneau de valuation est intégralement clos, i.e. l’ensemble des élé-

ments de K entiers sur V cöıncide avec V . C’est une conséquence de l’équiva-
lence (1) ⇔ (2). Si x ∈ K est entier sur V tel que x /∈ V alors x−1 ∈ V

car V est un anneau de valuation et x vérifie une équation polynômiale uni-
taire à coefficients dans V : xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 = 0. Si on pose
α = −a0x

−1 = xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1, alors dire que x /∈ V implique que

α = −a0x
−1 /∈ V contradiction ! L’élément x est donc forcement dans V .
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– Tout idéal de type fini d’un anneau de valuation est principal et l’en-
semble des idéaux principaux d’un anneau de valuation est totalement ordonné par
l’inclusion. En effet, soit I =< a1, . . . , an > un idéal de type fini. D’après la pro-
position (3) du théorème 1.1.3, l’ensemble des idéaux principaux sont totalement
ordonnés ; en particulier, < a1 >, . . . , < an > le sont aussi. il existe par conséquent
j ∈ {1, . . . , n} tel que ∀i ∈ {1, . . . , n}, < ai >⊆< aj >. Ainsi I =< aj >.

Démonstration. (du théorème 1.1.3)
(1) ⇒ (2) Soit x ∈ K. Si x est entier sur V , on considère l’anneau W = V [x]. Le
théorème de Cohen-Sëındenberg (voir par exemple [2]) dit que si A et B sont deux
anneaux tels que A ⊂ B et B est entier sur A, alors ∀P ∈ SpecA, ∃Q ∈ SpecB
tel que P = Q ∩ A. De ce fait, étant donné que V ⊂ W et que W est entier sur V ,
il existe Q ∈ SpecW tel que mV = V ∩ Q, l’anneau WQ domine donc l’anneau de
valuation V , d’où WQ = V (x ∈W ⊂WQ ⊂ V ).
Si x n’est pas entier sur V , on considère l’anneau W = V [x−1], x−1 ne peut être
inversible dans W , sinon x serait entier sur V . Il existe alors un idéal maximal Q de
W qui contient x−1 et on a le morphisme canonique surjectif :

ϕ : V
φ−→W

ρ−→W/Q

est surjectif. Le corps W/Q est alors égal à ρ
(
W

)
= ρ

(
φ(V )

)[
ρ(x−1)

]
= ρ

(
φ(V )

)
;

( x−1 ∈ Q donc ρ(x−1) = 0). Par conséquent ρ
(
φ(V )

)
= ϕ(V ) est un corps et

φ−1(Q) = ϕ−1(Q) est maximal dans V , on en déduit que V ∩ Q = mV . D’un coté
on a mV ⊂ Q = m WQ

et de l’autre, on a WQ domine V , d’où WQ = V et x−1 ∈ V .
(2) ⇒ (3) : D’après (2), K est le corps des fractions de V . Soient I et J deux idéaux
de V . Supposons que J 6⊂ I. Il existe un élément ∃x ∈ J tel que x /∈ I et pour tout
élément y ∈ I, nous avons x /∈ (y)V . Par conséquent x

y ∈ K \ V , d’où y
x ∈ V , c.à.d.

y ∈ (x)V et donc y ∈ J .
(3) ⇒ (1) : L’ensemble des idéaux de V étant totalement ordonné par l’inclusion
implique que V est un anneau local. Soit W un sous-anneau local de K qui domine
V . Montrons que W ⊆ V . Soit x ∈ W , ∃ a, b ∈ V tels que x = a/b. D’après (3)
on a soit (a) ⊂ (b) ou (b) ⊂ [a). Si (a) ⊂ (b) alors a s’écrit en fonction de b avec
des coefficients dans V d’où x = a

b ∈ V . Si (b) ⊂ [a) alors b s’écrit en fonction de
a avec coefficients dans V , donc x−1 = b

a ∈ V ⊂ W ; ainsi x et x−1 ∈ W d’où x−1

est inversible dans W et x−1 n’appartient ni à mW (voir 1.3.4) ni à mV ⊂ mW , par
conséquent x−1 est inversible dans V . x−1 et x sont donc tous les deux dans V .
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Corollaire 1.1.5.Si V est un anneau de valuation d’un corps K alors parmi n élé-
ments de V il y en a un qui divise tous les autres.

Démonstration. Si a1, . . . , an sont de tels éléments alors les idéaux (a1), . . . , (an)
étant totalement ordonnés, on a le résultat.

Corollaire 1.1.6.Si V est un anneau de valuation d’un corps K tel que V contient
un sous-anneau A de K alors V contient la clôture intégrale de A dans K.

Démonstration. L’anneau V étant intégralement clos, tout élément x de K entier
sur A est à fortiori entier sur V qui est égal à sa clôture intégrale. Donc x ∈ V .

La proposition qui va suivre, prouve l’existence d’un anneau de valuation pour tout
corps K. Soient A un sous-anneau d’un corps K et L un corps algébriquement clos.
Soit h : A −→ L un homomorphisme d’anneaux.

Proposition 1.1.7.Il existe un anneau de valuation V de K et un homomorphisme
h̃ : V −→ L tels que V ⊇ A et h̃ prolonge h avec h̃−1(0) = mV .

Corollaire 1.1.8.Tout sous-anneau local de K est dominé par au moins un anneau
de valuation de K.

Démonstration. soit (A,mA, k) un sous-anneau local quelconque de K. En appli-
quant la proposition 1.1.7 au morphisme canonique h : A → k, où k désigne une
clôture algébrique de k, on conclut l’existence d’un anneau de valuation V ⊇ A

de K et d’un homomorphisme h̃ : V −→ k qui prolonge h tel que ker h̃ = mV .
L’homomorphisme h̃ étant un prolongement de h, on a ker h̃ ∩ A = kerh = mA,
or ker h̃ = mV , d’où mV ∩ A = mA : V domine donc A. On a bien l’existence d’un
anneau de valuation pour K.

Démonstration. (de la proposition 1.1.7)
L’ensemble H des couples (B, f), où les B sont les sous-anneaux de K et les f :
B → L sont les homomorphismes d’anneaux, est un ensemble ordonné, l’ordre étant
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défini par :
(B, f) � (C, l) ⇔ B ⊂ C et l prolonge f

H muni de cet ordre est un ensemble inductif, c.à.d. tout sous-ensemble totalement
ordonné admet une borne supérieure. La borne supérieure d’un sous-ensemble fini
{(Bα, fα) | α ∈ I fini } de H est donnée par

( ⋃
αBα, f

)
où f|Bα

= fα. D’après le
lemme de Zorn, H admet un élément maximal (B, f). Soit maintenant P le noyau
de f : B → L. D’après la propriété universelle des anneaux quotients, il existe un
unique homomorphisme d’anneaux h : BP → L tel que le diagramme :

B� _

��

// L

BP

h

>>

soit commutatif (B → BP défini par a 7→ a/1). l’homomorphisme h appartient à H
et prolonge f, or f est maximal, par conséquent B = BP et h = f. En particulier,
B = BP est un anneau de valuation V (il suffit de montrer que si x ∈ K alors, x
ou x−1 est dans V = B = BP , la démonstration est analogue à celle du 1)⇒ 2) du
théorème 1.1.3). On a h prolonge h et h−1(0) = P = mV .

1.2 Valuations

Sauf mention contraire, dans toute la suite, Γ désignera un groupe commutatif to-
talement ordonné et additif. En particulier, Γ est sans torsion. Posons Γ = Γ+ ∪ Γ−

avec Γ+ ∩ Γ− = {0} et α < β si et seulement si α− β ∈ Γ− et β − α ∈ Γ+.
On obtient un groupe totalement ordonné Γ∞ en adjoignant à Γ un élément ∞ plus
grand que tous les autres éléments, et on fixe les conventions suivantes : ∞+∞ = ∞
et pour tout α ∈ Γ, ∞+ α = ∞.

Définition 1.2.1.Soit A un anneau. On appelle valuation de A à valeur dans Γ
toute application ν : A −→ Γ∞ qui vérifie pour tout x, y ∈ A :

V-1 ν(xy) = ν(x) + ν(y) ;

V-2 ν(x+ y) > min(ν(x), ν(y)) ;

V-3 ν(0) = +∞
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Remarque 1.2.2. La condition [V-1] fait d’une valuation un homomorphisme du
groupe (A∗,×) dans le groupe (Γ,+) et en particulier on a ν(1) = 0.

Si l’anneau A est intègre, une valuation de A peut se prolonger à son corps des
fractions :

Proposition 1.2.3.Soit A un anneau intègre et K son corps des fractions. Si ν est
une valuation de A à valeurs dans Γ telle que pour tout x 6= 0, ν(x) = ∞, alors il
existe une unique valuation µ sur K qui prolonge ν.
De plus, ν(K∗) est le sous-groupe de Γ engendré par ν(A∗).

Définition 1.2.4.On appelle groupe des ordres ou groupe des valeurs de la
valuation ν le sous-groupe ν(K∗) de Γ.

Démonstration. [de la proposition 1.2.3] Pour tout z ∈ K∗, il existe x, y ∈ A∗ tels
que z = x/y, il suffit alors de poser µ(z) = ν(x)−ν(y). Nous vérifions immédiatement
que µ(z) ne dépend pas du représentant x/y et que µ ainsi définie est une valuation
de K qui prolonge ν, et qu’elle est unique.
Il est par ailleurs clair que, par construction, µ(K∗) est un sous-groupe de Γ engendré
par le sous-groupe ν(A∗).

Remarque 1.2.5. Si ν : A −→ Γ∞ est une valuation sur l’anneau A, alors ν−1(+∞)
est un idéal premier P de A appelé support de ν (en effet, soient x, y ∈ A, alors
xy ∈ P implique que ν(xy) = ν(x) + ν(y) = +∞, on a donc soit ν(x) = +∞, ou
ν(y) = +∞, en d’autres termes, soit x ∈ P, ou y ∈ P). Il est facile de vérifier que
l’application ν̃ : A/P → Γ∞, déduite par passage au quotient, définit une valuation
de l’anneau intègre A/P. L’image réciproque ν̃−1(+∞) est alors réduite à (0). Dans
le cas où A est un corps, P ne peut être que l’idéal (0). En d’autres termes

ν(x) = +∞ ⇔ x = 0.

Définition 1.2.6.Une valuation sur un corps K est une application ν : K → Γ∞,
vérifiant pour tout x, y dans K :

W-1 ν(xy) = ν(x) + ν(y) ;
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W-2 ν(x+ y) > min
(
ν(x), ν(y)

)
;

W-3 ν(x) = ∞⇔ x = 0

Soit ν : A −→ Γ∞ une valuation sur un anneau A. On a alors les propriétés, faciles
à démontrer, suivantes :

Propriétés 1.2.7. 1. ν(1) = ν(−1) = 0 ;

2. Pour tout x ∈ A tel que xn = 1, ν(x) = 0 ;

3. Pour tout x ∈ A, ν(x) = ν(−x) ;

4. Pour tout élément inversible x ∈ A, ν(x−1) = −ν(x) ;

5. Pour tout x, y ∈ A, ν(x) < ν(y) implique ν(x+ y) = ν(x).

Plus généralement que la propriété 5, on a :

Proposition 1.2.8. (1) Pour toute famille finie d’éléments {x1, . . . , xn} de A :

ν
( n∑

1

xi

)
> min

i=1,...,n
ν(xi).

(2) S’il existe k ∈ {1, . . . , n} tel que ∀i 6= k ν(xk) < ν(xi) alors

ν(
n∑
1

xi) = ν(xk).

Démonstration. (1) se démontre facilement par récurrence sur n en utilisant la pro-
priété [V-2].
(2) Grâce à (1), on peut se ramener au cas n = 2 déjà démontrée plus haut (propriété
5).

1.3 Relation entre valuations et anneaux de valuations

Soit K un corps.
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Proposition 1.3.1.Soit ν : K∗ −→ Γ une valuation sur K. Le sous-ensemble V =
{x ∈ K | ν(x) > 0} de K est un anneau de valuation de K d’idéal maximal {x ∈
K | ν(x) > 0}.
Réciproquement, Si V est un anneau de valuation de K, on peut trouver une va-
luation ν de K à valeurs dans Γ qui vérifie V = ν−1(Γ+).

Remarque 1.3.2. En dehors de la relation existante entre un anneau de valuation
d’un corps et une valuation sur ce corps, la proposition 1.3.1 adjointe à la proposition
1.1.7 prouve l’existence d’une valuation pour tout corps K.

Démonstration. D’après les axiomes qui définissent une valuation, V est un anneau
de valuation de K :
Soit x ∈ K, alors soit ν(x) ≥ 0 ou ν(x) ≤ 0, ceci revient à dire qu’on a soit ν(x) ≥ 0
ou ν( 1

x) ≥ 0, c.à.d. soit x ∈ V soit x−1 ∈ V . D’où V est un anneau de valuation
de K. Si x ∈ K tel que x, x−1 ∈ V alors ν(x) ≥ 0 et −ν(x) ≥ 0 , par conséquent
ν(x) = 0 et V \ {x ∈ K / ν(x) = 0} est l’ensemble des éléments inversibles de V .
L’idéal maximal de V est donc {x ∈ K / ν(x) > 0} (remarque 1.3.4).
Réciproquement, soit V un anneau de valuation. Construisons une valuation ν :
K∗ −→ Γ telle que V = {x ∈ K / ν(x) ≥ 0}. Commençons par décrire son groupe
des ordres : soit H l’ensemble de tous les idéaux principaux (par rapport à la mul-
tiplication) de V , différents de V . Posons

Γ = H
∐
{0}

∐
−H,

et ν|V ∗ : V ∗ −→ Γ telle que
ν|V ∗(x) = (x) ∈ H,

ν(0) = +∞ et

ν(
x

y
) = ν|V ∗(x)− ν|V ∗(y).

V étant un anneau de valuation, les idéaux principaux de V sont totalement ordonnés
par l’inclusion : Posons

(a) � (b) ⇔ (a) ⊃ (b) ⇔ ∃α ∈ V | b = αa.

Soient a, b ∈ V , alors soit (a) ⊂ (b) ou (b) ⊂ (a). Supposons par exemple que
(b) ⊂ (a). On a ν(ab) = (ab) = (a) + (b) et ν(a+ b) = (a+ b) > min

(
(a), (b)

)
= (b)

(car a + b ∈ (a) et donc (a + b) ⊂ (a)). L’application ν ainsi définie est donc la
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valuation de K qu’on recherchait.

Définition 1.3.3.L’anneau de valuation associé à une valuation ν de K est appelé
anneau de valuation de ν.

Notation 1. Dans toute la suite, Rν désignera l’anneau d’une valuation ν d’un
corps K :

Rν = {x ∈ K | ν(x) ≥ 0},

et mν son idéal maximal :

mν = {x ∈ K | ν(x) > 0}.

Quant à kν , il désignera le corps résiduel Rν/mν de Rν et Γν le groupe des valeurs
de ν.
Le groupe des valeurs de ν sera, dans toute la suite, supposé égal à ν(K∗) :

Γν = ν(K∗).

Il arrivera qu’on note mV l’idéal maximal d’un anneau de valuation V pour un corps.
On supposera dans toute la suite Γν = ν(K∗).

Remarque 1.3.4. L’ensemble U(V ) des éléments inversibles d’un anneau de valua-
tion V est égal à V \mV ; en d’autres termes, si ν est la valuation associée à V , alors
U(V ) = {x ∈ V | ν(x) = 0}.

Proposition 1.3.5.Si U(Rν) est l’ensemble des éléments inversibles de Rν alors :

Γν
∼= K∗/U(Rν).

Démonstration. Définissons sur K∗ la relation de divisibilité :

x|y ⇔ ∃a ∈ Rν / y = ax ⇔ y ∈ (x)Rν .

Cette relation est une relation d’ordre sur K∗/U(Rν) :

x � y ⇔ x|y.
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Cet ordre est total (si x/y, x′/y′ ∈ K∗, alors xy′ et x′y sont dans Rν . On a donc
soit (xy′) ⊂ (x′y) ou (x′y) ⊂ (xy′). On en déduit que soit x′y ∈ (xy′)Rν ou xy′ ∈
(x′y)Rν). On a :

y � x⇒ ν(y) > ν(x),

d’où l’isomorphisme de groupes ordonnés : ν : K∗/U(Rν) −→ Γν = ν(K∗).

La valuation ν associée à un anneau de valuation V de K n’est pas tout à fait unique,
mais si ν ′ est une autre valuation de K d’anneau de valuation V , et si Γ, Γ′ sont
respectivement les groupes des ordres de ν et ν ′, alors il existe un isomorphisme
ϕ : Γ → Γ′ tel que ν ′ = ϕ ◦ ν :

Définition 1.3.6.Deux valuations ν et ν ′ de K sont dites équivalentes s’il existe
un isomorphisme de groupe φ : Γν −→ Γν′ qui préserve l’ordre et vérifie ν ′ = φ ◦ ν.

Proposition 1.3.7.Deux valuations ν et ν ′ sont équivalentes si et seulement si
elles ont le même anneau de valuation.

Démonstration. (⇒) : évident.
(⇐) : Rν = Rν′ = A implique que Γν w K∗

UA
w Γν′ .

Remarque 1.3.8. La précédente proposition établit que tout anneau de valuation
définit une seule valuation à équivalence près, nous pouvons donc penser que les
anneaux de valuations et les valuations sont deux aspects d’une même chose.

Définition 1.3.9.Soient k ⊂ K une extension de corps et ν une valuation de K.
On dit que ν est une valuation sur K/k si la restriction de ν à k est triviale,
i.e. ∀x ∈ k∗ : ν(x) = 0.

Remarque 1.3.10. Dire d’une valuation ν sur un corps K qu’elle est une valuation
sur K/k revient à dire que son anneau Rν est une k-algèbre (k ⊂ Rν).
L’image de l’application naturelle k ↪→ Rν est incluse dans U(Rν), et en particulier
on a k ⊂ kν .

♦



Chapitre 2

Rang et rang rationnel

2.1 Rang d’une valuation

Soit ν une valuation à valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné Γ.

Définition 2.1.1.Un sous-ensemble non vide ∆ de Γ est dit segment de Γ si ∀α ∈
∆, ∀β ∈ Γ tels que l’on ait soit −α < β < α ou α < β < −α, alors β ∈ ∆. Cela
revient à dire que ∀ α ∈ ∆+ et ∀ β ∈ Γ tels que 0 6 β 6 α alors β ∈ ∆+.

Définition 2.1.2.Un segment ∆ ( Γ est dit sous-groupe isolé de Γ s’il est en
plus un sous-groupe de Γ.

L’ensemble des sous-groupes isolés de Γ est, par définition, totalement ordonné par
inclusion.

Définition 2.1.3.On appelle rang de ν ou rang de Γν le nombre de sous-groupes
isolés de Γν . Ce nombre peut-être infini. Il est noté rg(ν) ou rg(Γν).

Le théorème qui va suivre décrit une analogie entre l’ensemble des sous-groupes isolés
de Γ et SpecRν . Ça permettra de déterminer le rang d’une valuation ν comme étant
la dimension de Krull de son anneau Rν .

16
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Notation 2. SoitE un sous-ensemble de l’anneauRν . On note ∆E = Γ\{± ν(x) | x ∈
E \ {0}}. Il est évident que si E ⊂ E′ alors ∆E′ ⊂ ∆E .

Théorème 2.1.4.Un sous-ensemble I ⊂ Rν est un idéal de Rν différent de Rν si
et seulement si ∆I est un segment de Γ. De plus, l’application I 7→ ∆I est une
bijection qui renverse l’ordre d’inclusion. Et on a I est premier si et seulement si
∆I est un sous-groupe isolé de Γ.

Démonstration. L’ensemble ∆I n’est pas vide car (0 ∈ ∆I), il est différent de Γ (car
si x ∈ I alors ν(x) /∈ ∆I). Montrons que ∆I est un segment : montrons donc que si
α /∈ ∆+

I , ∀β ∈ Γ tel que α < β alors β /∈ ∆+
I .

Comme α /∈ ∆+
I , il existe x ∈ I \ {0} tel que α = ν(x). D’un autre coté, α < β

implique que β−α ∈ ν(Rν), en d’autres termes, il existe z ∈ Rν tel que β−α = ν(z).
On a donc β = ν(x)+ν(z) = ν(xz). Étant donné que I est un idéal, x ∈ I implique
que xz ∈ I et β ∈ ν(I). Par conséquent, β /∈ ∆+

I . Réciproquement, l’ensemble
I = {x ∈ Rν | ν(x) /∈ ∆} associé à un segment ∆, est un idéal de Rν : En effet,
soient x ∈ I ⊂ Rν , et y ∈ Rν . On a alors ν(x) > 0 et ν(y) > 0, de plus ν(x) /∈ ∆. Il en
découle que ν(x)+ν(y) /∈ ∆ (dans le cas contraire, on aurait [0, ν(x)+ν(y)] ⊂ ∆, et
comme [0, ν(x)] ⊂ [0, ν(x)+ ν(y)] alors [0, ν(x)] ⊂ ∆. Contradiction avec ν(x) /∈ ∆).
La valeur ν(xy) n’appartient donc pas à ∆, ce qui revient à dire que xy ∈ I. Soient
maintenant x et y dans I. On a ν(x) et ν(y) /∈ ∆. Comme ν(x+y) > min(ν(x), ν(y)),
alors ν(x+ y) /∈ ∆, d’où x+ y ∈ I, ce qui fait de I.
Le renversement de l’ordre est une conséquence de la relation I ⊂ J ⇒ ∆I ⊃ ∆J .
Par ailleurs, on a I ∈ Spec(Rν)) si et seulement siRν\I est stable par multiplication,
c.à.d. si et seulement si ν(Rν \ I) est stable par addition. Donc I ∈ Spec(Rν)) si et
seulement si ∆I est un sous-groupe isolé de Γ. Il en découle qu’on a une bijection
entre les idéaux premiers de Rν et les sous-groupes isolés de Γν qui renverse l’ordre
d’inclusion et que le cardinal de SpecRν est égal à rg(ν).

Rappel 1. Rappelons que la dimension (de Krull) d’un anneau A est le nombre
maximal de ses idéaux premiers propres formant une châıne croissante par l’inclusion.
Rappelons aussi que les idéaux premiers d’un anneau de valuation sont totalement
ordonnés par inclusion (1.1.3- 3).

Corollaire 2.1.5.Le rang d’une valuation ν est égal à la dimension de son anneau
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de valuation Rν :
rg(ν) = dimRν

Remarque 2.1.6. L’idéal maximal mν est l’idéal premier associé au sous-groupe
isolé ∆mν = {0}, et l’idéal (0) est quant à lui associé à ∆(0) = Γ.

Nous allons à présent décrire une autre analogie : une bijection entre l’ensemble des
idéaux premiers de Rν et l’ensemble des sous-anneaux locaux de K contenant Rν .
Au passage, cela nous permettra d’affirmer que le rang d’une valuation ν de K est
égal au nombre des sous-anneaux locaux de K contenant Rν .

Proposition 2.1.7.Soit V un anneau de valuation d’un corps K. On a les proposi-
tions suivantes :

1. Tout sous-anneau local B de K contenant V (V ⊂ B ⊂ K) est un anneau de
valuation de K.

2. L’idéal maximal mB est un idéal premier de V

3. L’application ϕ : P 7→ VP de l’ensemble des idéaux premiers P de V dans
l’ensemble des sous-anneaux locaux de K contenant V est une bijection dé-
croissante.

Démonstration. 1. Soit x ∈ K. Si x /∈ B alors x /∈ V , comme V est un anneau de
valuation, x−1 ∈ V . Par conséquent x−1 ⊂ B. L’anneau B est donc un anneau
de valuation (théorème 1.1.3).

2. Soit x ∈ mB, donc x−1 /∈ B et x−1 /∈ V d’où x ∈ mV (voir remarque 1.3.4).
On a donc mB ⊂ mV ⊂ V . De l’autre coté, comme mB est un idéal premier de
B, il est aussi un idéal premier de V .

3. Montrons que l’image inverse ϕ−1 de notre application ϕ est B 7→ mB. Tout
d’abord, ϕ−1 est bien définie puisque d’après (2) mB est premier dans V . Soit
B un anneau local contenant V . On a ϕϕ−1(B) = ϕ(mB) = VmB . Montrons
que VmB = B. L’inclusion mB ⊂ mV implique VmB ⊂ BmB = B (rappelons que
si I est un idéal premier d’un anneau A, alors AI = {a

i | a ∈ A, i /∈ I}). D’un
autre coté, soit x ∈ B, si x ∈ V alors x ∈ VmB et si x ∈ B\V on a x−1 ∈ V ⊂ B,
d’ou x−1 /∈ mB (voir remarque 1.3.4). par conséquent x = xx−1

x−1 = 1
x−1 ∈ VmB .

On en déduit que ϕϕ−1(B) = B.
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Réciproquement, soit P un idéal premier de V . On a alors ϕ−1ϕ(P ) = ϕ−1(VP ) =
mVP

= PVP .

Corollaire 2.1.8.L’ensemble des sous-anneaux locaux de K contenant V est totale-
ment ordonné par inclusion. Leur nombre est égal au rang de la valuation associée
à V .

C’est une conséquence directe du fait que l’ensemble des idéaux premiers de V soit
totalement ordonné (théorème 1.1.3).
On déduit de la démonstration de la proposition 2.1.7, le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.9.Tout sous-anneau local de K contenant un anneau de valuations
V de K est un anneau de valuation égal à VP pour un idéal premier P de V , son
idéal maximal est l’idéal PVP .

Remarque 2.1.10. Soit V un anneau de valuation d’un corps K associé à une
valuation ν de rang fini r.
Pour i = 1, . . . , r notons Pi, Vi et ∆i respectivement les idéaux premiers de V , les
sous-anneaux locaux de K contenant V et les sous-groupes isolés de Γν le groupe
des ordres de ν. On a vu que :

Pi = mVi ; Vi = VPi ; ∆i = ∆Pi .

Rappelons que pour tout i = 0, . . . , r on a ∆i = ∆Pi = Γ \ {±ν(x) | x ∈ Pi \ {0}},
Pi = P∆i = {x ∈ V | ν(x) /∈ ∆i} et Vi = VPi .
Les idéaux Pi sont totalement ordonnés (théorème 1.1.3). Supposons alors que les
indices i ∈ {1, . . . , r} sont ordonnés de façon à ce que P0 ⊂ P1 ⊂ ... ⊂ Pr = mV . On
a alors :

(0) = P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pr = mV ; (2.1)

K = V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vr = V ; (2.2)

et Γν = ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆r = (0); (2.3)
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Si, pour tout i = 0, . . . , r, on note νi la valuation de K associée à l’anneau Vi et
Γi son groupe des valeurs, alors Γi ' Γ/∆i et νi est la composée de la valuation
ν : K∗ −→ Γ et de l’homomorphisme canonique θi : Γ −→ Γi = Γ/∆i :

Proposition 2.1.11.Soit V l’anneau d’une valuation ν sur un corps K. Soit Pi un
idéal premier de V et ∆i = ∆Pi. Alors la valuation associée à l’anneau de valua-
tion Vi = VPi est donnée par νi = θi ◦ ν, où θi : Γ −→ Γ/∆i est l’homomorphisme
canonique.

Démonstration. Le sous- groupe ∆i étant isolé, Γ/∆i est un groupe ordonné avec
a 6 b⇒ ∃d ∈ ∆i | a 6 b+ d. Il est très facile de vérifier que νi ainsi définie est une
valuation. Il suffit donc de montrer que Vi = VPi : On a Vi = {x ∈ K | νi(x) > 0} =
{x ∈ K | θi ◦ ν(x) > 0}.
⊂) : Soit x ∈ K, x = a/b tel que a, b ∈ V ∗ et b 6= 0. Comme x ∈ Vi, on a
νi(x) = θi

(
ν(a)−ν(b)

)
= θi

(
ν(a)

)
−θi

(
ν(b)

)
positif dans Γ/∆i. Il existe donc d ∈ ∆i

tel que ν(a+d) > ν(b). L’élément d étant dans ∆i, il existe y ∈ K tel que y, y−1 /∈ Pi

et d = ν(y). Donc ν(a) + ν(y) > ν(b) et ν(a/b) > ν(y−1) d’où a/b ∈ (y−1)V . Par
ailleurs, on a y ∈ V ou y−1 ∈ V ; si y ∈ V alors a/b ∈ (y−1)V ⊂ VPi (car y /∈ Pi) et
si y−1 ∈ V alors a/b ∈ V ⊂ VPi .
⊃) : Soit a/b ∈ VPi , on a alors b /∈ Pi i.e. ν(b) ∈ ∆i, donc θi

(
ν(b)

)
= 0. On en déduit

que νi(a/b) = θi

(
ν(a)

)
> 0, d’où a/b ∈ Vi.

EXEMPLE . 2.1.12.La valuation triviale d’un corps K, i.e. la valuation défi-
nie par ν(x) = 0 pour tout x ∈ K∗, est l’unique valuation de rang zéro.

EXEMPLE . 2.1.13.Soient k un corps et x, y deux indéterminées. On définit une
valuation sur k(x, y) à valeurs dans (Z× Z)|lex en posant :

ν(x) = (1, 0) , ν(y) = (0, 1),

et pour tout f =
∑
aijx

iyj ∈ k[x, y] :

ν(f) = inf{(i, j) | aij 6= 0}.

c’est bien une valuation (voir l’exemple 4.2.5 ). Son anneau de valuation Rν est
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égal au sous-anneau de k(x, y) engendré par les monômes de la formes xiyj tels
que i > 0 et les monômes de la forme yj avec j > 0, en effet :
Un élément f

g ∈ k(x, y) s’écrit sous la forme∑
aijx

iyj∑
bklxkyl

.

Supposons que ν(f) = (r, s) et ν(g) = (n,m), alors :

(r, s) > (n,m) ⇔

{
r > n s quelconque , ou

r = n et s > m.

Si r > n, alors f/g peut s’écrire sous la forme f
g = xr−nyj f ′

g′ ,
f ′

g′ ∈ k[x, y] et si

s > m, f
g s’écrit f

g = ys−m f ′′

g′′ ,
f ′′

g′′ ∈ k(x, y). Par conséquent Rν est inclus dans le
sous-anneau de k(x, y) engendré par les monômes de la forme xiyj tels que i > 0
et les monômes de la forme yj avec j > 0. Par ailleurs, si i > 0, alors ν(xiyj) > 0
et si j > 0, ν(yj) > 0. De la même façon on démontre que son idéal maximal est
l’idéal engendré par les monômes de la formes xiyj tels que i > 0 et les monômes
de la forme yj avec j > 0.
Un élément de Rν peut toujours s’écrire sous la forme f/g avec f = ai(y)xi + · · ·+
an(y)xn et g = b0(y) + · · · + bm(y)xm tel que ai(y)b0(y) 6= 0 avec soit j > 0 soit
ν(ai(y)) > ν(b0(y)). Donc Rν est un sous-anneau de l’anneau local k[x, y]x dont
le seul idéal premier non trivial est l’idéal (x), celui-ci correspond au sous-groupe
isolé {0} × Z de Z × Z. Alors la valuation ν(x) décrite dans la proposition 2.1.11
est la valuation ν(x) = θ ◦ ν, où θ : Z× Z→ Z est la première projection.

2.2 Valuations discrètes

Définition 2.2.1.Une valuation ν est discrète si son groupe des ordres Γ = ν(K∗)
est isomorphe à Zk. En particulier, si k = 1, on dit que ν est une valuation dis-

crète de rang 1 et que son anneau de valuation est discret de rang 1.

Proposition 2.2.2.Soit A ⊂ K un sous-anneau qui ne soit pas un corps. On a
alors équivalence entre les propriétés suivantes :

1. A est l’anneau d’une valuation de rang 1 ;

2. A est un anneau de valuation et ses idéaux premiers se réduisent à (0) et
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mA ;

3. A est maximal parmi les sous-anneaux de K distincts de K.

Démonstration. 1) ⇒ 2) ⇒ 3) : C’est une conséquence directe des inclusions (2.1),(2.2)
et (2.3) page 19.
3) ⇒ 2) ⇒ 1) : Soit A maximal parmi les sous-anneaux de K distinct de K. Soit m

un idéal maximal de A. Si V 6= K est un anneau de valuation qui domine Am alors
A ⊂ Am ⊂ V ⊂ K, or A est maximal, d’où A = Am = V (V existe, corollaire 1.1.8).
L’anneau A est donc un anneau de valuation de K. De plus, comme A est maximal
alors ses idéaux premiers sont {0} et m et rgA = 1 (voir (2.1) et (2.2) page 19).

Proposition 2.2.3.Soit Γ un groupe abélien totalement ordonné différent de (0).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. rg(Γ) = 1 ;

2. Γ archimédien (ie. ∀x > 0 avec x, y ∈ Γ alors il existe n > 0 tel que
y < nx, ou encore Γ est un sous-groupe de (R,+)).

Démonstration. 1) ⇒ 2) : Soit x > 0. Posons Hx = {y ∈ Γ | ∃n > 0 : |y| 6 nx}.
On vérifie immédiatement que Hx est un sous-groupe isolé de Γ et que si ∆ est un
sous-groupe isolé contenant x alors Hx ⊂ ∆. Donc Hx est le plus petit sous-groupe
isolé contenant x. le fait que rg(ν) = 1 indique que le seul sous-groupe isolé de Γ est
(0), or Hx 6= (0) car x ∈ Hx, d’où Hx = Γ.
2) ⇒ 1) : Si Γ archimédien alors Γ = Hx, et ce pour tout x > 0. Soit ∆ un sous-
groupe isolé de Γ différent de (0), il existe alors x0 > 0 tel que Hx0 ⊂ ∆, d’où ∆ = Γ,
et rg(ν) = 1.

Proposition 2.2.4.Soit A un anneau local intègre de corps de fractions K. Il y’ a
équivalence entre les propositions suivantes :

1. A est un anneau de valuation discrète de rang 1 ;

2. A est principal ;

3. mA est principal et A est noéthérien ; ;

4. A est un anneau de valuation noéthérien.
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Démonstration. 1) ⇒ 2) : Soit ν la valuation discrète associée à A. Soit t ∈ A tel que
ν(t) = 1. Un tel élément existe car le groupe des ordres de ν est isomorphe à Z. Pour
tout x ∈ mA non nul, ν(x) > 0, il existe donc n > 0 tel que ν(x) = n. Par conséquent
ν( x

tn ) = ν(x) − nν(t) = 0. Donc pour tout élément non nul x ∈ mA, on peut écrire
x = utn où u est un élément inversible de A (i.e. ν(u) = 0). En particulier, mA = tA

pour tout t ∈ A tel que ν(t) = 1.
Maintenant, soit I 6= (0) un idéal quelconque de A. Soit ∆ = {νA(x) | x ∈ I \ {0}},
les éléments de ∆ sont tous positifs (I ⊂ A) et admettent un plus petit élément n.
Si n = 0, alors I contient un élément inversible de A et ne peut donc être inclus
dans mA, d’où I = A. Si maintenant n > 0, alors il existe x ∈ I tel que ν(x) = n

avec I ⊂ mA = tA. On en déduit que I = tnA. D’où A est principal.
2) ⇒ 3) : évident.
3) ⇒ 4) : Posons m = maxA = (t) avec t ∈ A. A est noéthérien donc ∩n∈Nmn = (0),
(m0 = A). On peut alors définir la valuation µ : K∗ → Z telle que ∀x ∈ A :

µ(x) = max{n | x ∈ mn}.

On a µ(x) > m si et seulement si x ∈ mm. On a par ailleurs que tout élément
x ∈ A s’écrit x = utn avec u inversible dans A et n = µ(x) ∈ N. Et tout élément
y ∈ K s’écrit y = u′tm avec u′ inversible dans A et m = µ(y) ∈ Z. On a bien
A = {x ∈ Rµ | µ(x) > 0}, d’où A est un anneau de valuation.
4) ⇒ 1) : Soit ν la valuation associée à l’anneau noéthérien A. Supposons rg ν > 1.
Soit α ∈ ∆+. Comme ∆ est un groupe, alors ∀n ∈ N on a nα ∈ ∆. Soit β ∈
Γ+ \∆, donc ∀n ∈ N, β > nα (car ∆ est un segment). On a une châıne strictement
décroissante :

β > β − α > · · · > β − nα > . . .

d’éléments positifs, d’où une châıne strictement décroissante de segments de Γ et
donc une châıne infinie strictement croissante d’idéaux de A, ce qui contredit le fait
que A soit noéthérien.
D’autre part, A noéthérien implique que toute suite croissante d’idéaux de A se
stabilise, par conséquent, toute suite décroissante de segments de Γ se stabilise aussi.
Il existe alors, un plus petit élément α ∈ Γ+. On a {nα | n ∈ Z} est un sous-groupe
isolé de Γ (en effet, c’est clairement un sous-groupe de Γ et s’il existe γ ∈ Γ tel que
nα < γ < (n+1)α, alors 0 < γ−nα < α, ce qui contredit le fait que α soit minimal,
c’est donc aussi un segment). Comme rg ν = 1 alors Γ = {nα | n ∈ Z} ' Z.

Corollaire 2.2.5.L’anneau de valuation Rν est noéthérien si et seulement si le
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groupe des valeurs Γ de ν est isomorphe à Z.

Remarque 2.2.6. Soit ν une valuation discrète de rang 1 de K. On a vu dans
la démonstration de la précédente proposition que m = mν est engendré par tout
élément t ∈ Rν tel que ν(t) = 1, et que tout élément y ∈ K s’écrit sous la forme
y = utn, où u ∈ Rν \m et n ∈ Z, et on a ν(y) = n. La valuation ν vérifie :

ν(y) > n⇔ y ∈ mn,

et tout idéal de Rν est de la forme Pn = (tn) avec Pn = {x ∈ Rν | ν(x) > n}.

Définition 2.2.7.La valuation ν décrite plus haut (remarque 2.2.6), est appelée va-

luation m−adique ou encore valuation t-adique. Toute élément t qui engendre
l’idéal maximal m est appelé uniformisante. Il vérifie ν(t) = 1 et il est non nil-
potent.

Corollaire 2.2.8.Si on est dans l’un des 4 cas de la proposition 2.2.4 , alors les
idéaux de A sont tous de la forme Pn = (tn) = {x ∈ Rν | ν(x) > n}, où (t) = mA,
t (non nilpotent).

Corollaire 2.2.9.Un anneau local intègre, intégralement clos (A,m) dont le spectre
est réduit à (0) et m est un anneau de valuation discrète de rang 1.

Démonstration. A est donc un anneau local de dimension 1, intégralement clos, donc
m = (t) est principal et A est l’anneau de la valuation t-adique.

Corollaire 2.2.10.Si A est un anneau local, intègre, intégralement clos et noéthé-
rien et si p est un idéal premier minimal (non nul) de A, alors Ap est un anneau
de valuation discrète de rang 1.
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2.3 Rang rationnel d’une valuation

Soit Γ un groupe commutatif totalement ordonné.

Définition 2.3.1.On appelle rang rationnel de Γ, le nombre

rg.rat Γ = dimQ Γ⊗Z Q.

C’est en fait le plus grand entier r tel qu’il existe r éléments de Γ, Z-linéairement
indépendants. Le rang rationnel d’une valuation ν est le rang rationnel de son
groupe des ordres Γν . Il est noté : rg.rat(ν) = rg.rat Γν .

EXEMPLE . 2.3.2.Le groupe additif ordonné G = Z+ Z
√

2 est un sous-groupe de
R. Il est de rang 1 et de rang rationnel 2.

Proposition 2.3.3.Le rang rationnel d’un groupe commutatif Γ est nul si et seule-
ment s’il est de torsion. Si en plus, Γ est totalement ordonné, alors Γ est de rang
rationnel 0 si et seulement si Γ = {0} (c’est le cas en particulier d’un groupe des
ordres d’une valuation triviale).

Démonstration. ⇒ : Si rg.ratΓ = 0 alors le nombre d’éléments de Γ, Z-linéairement
indépendants, est nul, donc ∀x, y ∈ Γ, ∃α, β ∈ Z tels que αx+βy = 0. En particulier,
∃α, β ∈ Z tels que αx+ βx = 0, i.e. (α + β)x = 0. Le groupe Γ est par conséquent
de torsion.
⇐ : Γ de torsion implique que pour tout x ∈ Γ, il existe α ∈ Z tel que αx =
0. Supposons que r = rg.ratΓ > 0, il existe donc x1, . . . , xr ∈ Γ Z-linéairement
indépendants, i.e. si

∑r
i=1 αixi = 0 avec pour tout i = 1, . . . , r αi ∈ Z alors α1 =

· · · = αr = 0. Pourtant Γ étant de torsion, il existe pour tout i = 1, . . . , r un entier
βi ∈ Z∗ tel que βixi = 0 qui fait que

∑r
i=1 βixi = 0 : contradiction !

Supposons Γ totalement ordonné et montrons qu’il est de torsion si et seulement
si Γ = {0} : ⇒) : montrons que Γ ne contient qu’un seul élément, notamment 0.
Supposons x1 6= x2 dans Γ avec x1 < x2. le groupe Γ étant de torsion, il existe
n,m ∈ Z∗ tels que nx1 = mx2 = 0. Par conséquent, on a nmx1 = nmx2 = 0. De
l’autre coté x1 < x2 implique que soit nmx1 � nmx2 = 0, soit nmx2 � nmx1 = 0
(n,m 6= 0) : contradiction ! L’implication inverse est évidente.
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Proposition 2.3.4.Soit Γ un groupe commutatif et Γ′ un sous-groupe de Γ. On a :

rg.rat(Γ) = rg.rat(Γ′) + rg.rat(Γ/Γ′). (2.4)

De plus, quand Γ est totalement ordonné, on a :

rg(Γ) 6 rg(Γ′) + rg.rat(Γ/Γ′). (2.5)

Démonstration. - D’après la définition du rang rationnel, on a rg.rat Γ
Γ′ = rg.ratΓ−

rg.ratΓ′, d’où l’égalité (2.4).
- Pour l’inégalité (2.5), faisons une récurrence sur le nombre n donné par la suite

croissante des sous-groupes isolés de Γ :

Γ0  Γ1  ...  Γn  Γ,

avec n 6 rgΓ. Montrons que :

n 6 rgΓ′ + rg.rat
Γ
Γ′
. (2.6)

L’inégalité (2.6) est vraie pour n = 0. Supposons qu’elle est vraie pour n−1, c.a.d.
que :

n− 1 6 rgΓ′ + rg.rat
Γ
Γ′
. (2.7)

On a donc on a n− 1 6 rg (Γ′∩Γn−1)+ rg.rat Γn−1

Γ′∩Γn−1
. Deux cas se présentent. Si

Γ′∩Γn−1 = Γ′ alors Γ′ ⊂ Γn−1. Donc n−1 6 rg(Γ′)+rg.rat Γn−1

Γ′ . Comme le groupe
Γ

Γn−1
est totalement ordonné alors il est sans torsion et vérifie rg.rat Γ

Γn−1
> 1 c.à.d.,

rg.ratΓn−1 6 rg.ratΓ− 1 (proposition 2.3.3). Et d’après (2.4) rg.rat Γn−1

Γ′ est égal
à rg.ratΓn−1 − rg.ratΓ′ qui est inférieur ou égal à (rg.ratΓ − 1) − rg.ratΓ′ =
rg.rat Γ

Γ′ − 1. D’où n 6 rg.rat+ rg.rat Γ
Γ′ . Si maintenant Γ′ ∩ Γn−1 6= Γ′, alors

rgΓ′ > rg(Γ′∩Γn+1)+1 (car Γ′∩Γn−1 est un sous-groupe isolé propre de Γ′). Par
ailleurs rg.rat Γ

Γ′ > rg.rat Γn−1

Γ′∩Γn−1
, donc (2.7) nous donne n 6 rgΓ + rg.rat Γ

Γ′ .

Corollaire 2.3.5.Le rang rationnel d’une valuation ν est supérieur ou égal à son
rang :

rg ν 6 rg.rat ν.
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Démonstration. Il suffit de remplacer Γ′ par {0} dans la proposition 2.3.4.

♦



Chapitre 3

Valuations composées

3.1 Composition de valuations

Soit K un corps et µ une valuation de K.

Définition 3.1.1.La valuation µ de K est dite composée avec une autre valuation
ν de K, si Rµ ⊂ Rν .

Rappel 2. Les anneaux de valuations de K qui contiennent Rµ sont totalement
ordonnés par inclusion et ils sont tous de la forme (Rµ)P , où P est un idéal premier
de Rµ (corollaires 2.1.8 et 2.1.9).
Rappelons aussi que pour chacun de ces anneaux Vi = (Rµ)Pi , la valuation νi qui
lui est associée est définie par θi ◦ µ, où θi : Γµ → Γµ/∆i et ∆i est le sous-groupe
isolé de Γµ associé à l’idéal Pi (proposition 2.1.11).

Soit V un anneau de valuation de K et R un sous-anneau local de K contenant V .

Proposition 3.1.2.Supposons V 6= R ; on a alors :

1. mR ⊂ mV ⊂ V ⊂ R et mR 6= mV .

2. mR est un idéal premier de V et R = VmR .

3. V/mR est un anneau de valuation du corps résiduel kν = R/mR.

4. Pour tout anneau de valuation S de R/mR = kν , soit S l’mage inverse de S
dans R par l’homomorphisme canonique R → R/mR. S est alors un anneau

28
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de valuation du même corps des fraction K que R.
En particulier, pour S = V/mR et S = V .

Démonstration. 1. Si x ∈ mR alors x−1 /∈ R (remarque 1.3.4). Donc x−1 /∈ V et
x ∈ V , x n’étant pas inversible dans V , on a x ∈ mV .

2. Voir corollaire 2.1.9, page 19.

3. V/mR est un anneau de valuation de R/mR : Soit x un élément non nul de
R/mR. Soit x un représentant de x dans R. Si x ∈ V alors x ∈ V/mR. Et si
x /∈ V alors x−1 ∈ V , car V est un anneau de valuation. Donc x−1 = x−1 ∈
V/mR.

4. Soit x ∈ K, où K est le corps de fractions de R.. On a mR ⊂ S et S = S/mR,
donc si x ∈ R et x /∈ S alors x est inversible dans R et x /∈ S. Ainsi, x−1 =
x−1 ∈ S, (S anneau de valuation). Donc x−1 ∈ S. Si maintenant x ∈ K \ R
alors x−1 ∈ mR ⊂ S.

Définition 3.1.3.L’anneau de valuation S dans (4.) est dit composé avec R et S.
Si ν est la valuation associée à R et ν est la valuation associée à S, on dit que la
valuation µ associée à S est composée avec ν et ν et on note : µ = ν o ν.

Remarques 3.1.4. 1. En particulier, R est égal à VP où P est un idéal premier
de V et l’anneau V est donc composé avec R et V/mR = V/P.

2. Par définition, un anneau de valuation V est composé avec R si et seulement
si V ( R ⊂ K. En particulier V doit être de rang strictement supérieur à 1.

Soit ν une valuation d’un corps K, d’anneau V et de groupe des valeurs Γ. Si rg ν > 1
alors Γ admet un sous-groupe isolé propre ∆ 6= (0). Soit m′ l’idéal premier de V
associé à ∆ par le théorème 2.1.4. On sait d’après la proposition 2.1.7 et le corollaire
2.1.9 que l’anneau V ′ = Vm′ est un anneau de valuation de K d’idéal maximal m′

tel que V ⊂ V ′, et si on note ν ′ la valuation de K associée à V ′, et Γ′ son groupe
des ordres, alors :

ν = ν ′ ◦ ν ′,

où ν ′ est la valuation de kν′ d’anneau V/m′. On a également que ν ′ ∼ νm′ = θm′ ◦ ν,
où θm′ : Γ → Γ/∆ est l’application naturelle décrite dans la proposition 2.1.11.
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Mais alors, à quoi ressemble la valuation ν ′ ?

Soit V l’anneau associé à une valuation ν du corps K. Soient P ′ ⊂ P deux idéaux
premiers de V et ∆′ ⊃ ∆ les sous-groupes isolés de Γν correspondants à P ′ et P. On
a alors VP ⊂ VP ′ ⊂ K.
Soient les homomorphismes canoniques :

θ : ∆′ −→ ∆′

∆
,

ψ : VP ′ −→ kP ′ =
VP ′

P ′VP ′
.

Proposition 3.1.5.L’application νP ′P : kP ′ −→ ∆′/∆ définie par :

∀x ∈ VP ′ , x /∈ P ′ : νP ′P
(
ψ(x)

)
= θ ◦ ν(x)

est une valuation de kP ′, d’anneau VP/P ′VP d’idéal P/P ′ et de groupe des ordres
∆′/∆.

Démonstration. On a VP ⊂ VP ′ , donc d’après la proposition 3.1.2 P ′VP ′ est un idéal
premier de VP , VP ′ =

(
VP

)
P ′VP′

et VP est composé avec VP ′ et VP/P ′VP ′ . En par-
ticulier, VP/P ′VP est un anneau de valuation de kP ′ . Il suffit donc de montrer que
νP ′P est bien définie et que la valuation associée à VP/P ′VP correspond à νP ′P :

– Soient x, y ∈ VP ′ , x, y /∈ P ′ tels que ψ(x) = ψ(t) 6= 0. x s’écrit x = a/b avec
a ∈ V, b ∈ V \P ′, donc ν(b) ∈ ∆′. Par ailleurs, x /∈ P ′ donc a /∈ P ′, i.e. ν(a) ∈ ∆′.
On a la même chose pour y, donc ν(x) et ν(y) sont dans ∆′. Par contre ψ(x) = ψ(y)
implique que ψ(x − y) = 0, d’où x − y ∈ P ′, i.e. ν(x − y) /∈ ∆′. Par conséquent,
ν(x) = ν(y) car sinon, ν(x− y) serait égal à ν(x) ou ν(y) qui eux, sont dans ∆′ :
L’application νP ′P est bien définie.

– Soit x ∈ VP ′ , x /∈ P ′ tel que νP ′P
(
ψ(x)

)
> 0. L’élément x s’écrit x = a/b avec

a, b ∈ V \P ′. le fait que θ
(
ν(x)

)
> 0 implique que quelque soit α ∈ ∆, ν(x)+α > 0.

L’élément α étant dans ∆ implique qu’il existe y /∈ P, y−1 /∈ P tel que α = ν(y).
Dès lors, on a ν(x) + ν(y) > 0, i.e. ν(ay

b ) > 0. Par conséquent, ay
b ∈ V . On a donc

a/b ∈ (y−1)V ⊂ VP ⊂ VP/P ′VP .
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Inversement, si x ∈ VP , x /∈ P ′ alors x = a/b avec a, b ∈ V, a /∈ P et b /∈ P ′. En
particulier, ν(b) ∈ ∆. On a alors νP ′P

(
ψ(x)

)
= θ

(
ν(a) − ν(b)

)
, d’où νP ′P

(
ψ(x)

)
est égal à θ

(
ν(a)

)
qui est positif car ν(a) > 0.

Remarque 3.1.6. La valuation ν ′P ′P est de rang 1 si et seulement si les idéaux
premiers P ′ ⊂ P sont successifs.

Corollaire 3.1.7.Si ν et ν ′ sont deux valuations du corps K telles que ν = ν ′ ◦ ν ′,
alors

ν ′ ∼ νmν′mν ,

où νmν′mν est la valuation décrite dans la proposition 3.1.5, et

ν ′ ∼ νmν′ = θmν′ ◦ ν

Démonstration. Supposons que V ⊂ V ′. La proposition 2.1.11 nous dit qu’il existe
un idéal premier P ′ = mV ′ de V tel que ν ′ = θmV ′ ◦ ν : K → Γν/∆mV ′ , avec
V ′ = VmV ′ . De l’autre coté et d’après la proposition 3.1.2, on a V ⊂ V ′ implique que
V/mV ′ est un anneau de valuation de V ′/mV ′ pour une valuation ν ′ de kν′ = V ′/mV ′

et ν = ν ′◦ν ′. Or νmV ′mV est aussi une valuation de kν′ , d’anneau V/mV ′ : On a mV ′ ⊂
mV ⊂ V . Soient ∆mV ′ ⊃ ∆mV = (0) les sous-groupes isolés de Γν correspondants.
Soit L’application canonique ψ : V ′ → V ′/mV ′ . D’après la proposition 3.1.5, la
valuation :

νmV ′mV : V ′/mV ′ −→ ∆mV ′

et est définie par :

∀x ∈ V ′, x /∈ mV ′ , : νmV ′mV

(
ψ(x)

)
= ν(x),

et on a νmV ′mV

(
ψ(x)

)
> 0, donc ν(x) > 0 et x ∈ V . Ce qui est équivalent à

ψ(x) ∈ V/mV ′ . Donc ν ′ ∼ νmV ′mV . On a bien ν = ν ′ ◦ νmV ′mV .

Remarque 3.1.8. Les groupes de valeurs respectifs de ν, ν ′ et ν ′ sont Γν , Γν/∆mV ′

et ∆mV ′ , d’où la suite exacte :

0 −→ Γν′ −→ Γν −→ Γν′ −→ 0.
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Corollaire 3.1.9.Si µ, ν sont deux valuations d’un corps K telles que µ = ν ◦ ν,
alors

1. Γν est naturellement isomorphisme à Γµ/∆.

2. Γν est isomorphisme à ∆.

où ∆ est le sous-groupe isolé de Γµ associé à l’idéal maximal mν de Rµ, et :

0 −→ Γν′ −→ Γν −→ Γν′ −→ 0 (3.1)

est une suite exacte.

Corollaire 3.1.10.Si µ est une valuation composée avec deux valuations ν et ν,
alors :

1. rg(µ) = rg(ν) + rg(ν).

2. rg.rat(µ) = rg.rat(ν) + rg.rat(ν).

Démonstration. 1. Montrons que rg(ν) = rg(∆) + rg(Γ/∆). Considérons l’homo-
morphisme canonique surjectif Γ → Γ/∆. Les sous-groupes isolés de Γ qui
contiennent ∆ correspondent aux sous-groupes isolés de Γ/∆, et comme un
sous-groupe isolé de Γ est soit contenu dans ∆ ou contient ∆, on a le résultat
voulu .

2. C’est un résultat direct de la proposition 2.3.4

Proposition 3.1.11.Soit µ la valuation composée avec ν : K∗ → Γν et ν : k∗ν → Γν .
Alors l’anneau de valuation associé à µ est donné par :

V = {x ∈ Rν | ν(x) > 0},

où x est la classe de x dans kν = Rν/mν .

Démonstration. Comme précédemment, soit ψ l’application canoniqueRν → Rν/mν .
On sait que Rν = Rµ/mν (proposition 3.1.2), d’où Rµ = ψ−1(Rν). Or Rν = {x ∈
kν | ν

(
ψ(x)

)
> 0} (proposition 3.1.5), donc Rµ = {x ∈ Rν | ν

(
ψ(x)

)
= 0}.
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Corollaire 3.1.12.Le corps résiduel kµ de la valuation µ = ν ◦ µ est égal au corps
résiduel kν de ν.

Remarque 3.1.13. Soient µ et ν deux valuations de K telles que µ = ν ◦ ν. Si
ν est discrète de rang 1, i.e. Γν w Z, alors la suite (4.1) est toujours scindée, ie
Γµ w Γν × Γν . Nous pouvons alors décrire la valuation composée µ = ν ◦ ν comme
suit :
Comme la valuation ν est discrète alors il existe un élément t ∈ Rν tel que mν = (t)
et ∀x ∈ Rν , x s’écrit sous la forme x = utn avec u inversible dans Rν et n ∈ N (re-
marque 2.2.6). Soit y l’image de xu−ν(x) ∈ Rν dans kν par l’application canonique :
Rν → kν . Alors pour tout x ∈ R∗

ν , on définit :

µ(x) =
(
ν(x), ν(y)

)
∈ Γν × Γν ,

et ∀ x
x′ ∈ K

∗, µ( x
x′ ) = µ(x)− µ(x′).

EXEMPLE . 3.1.14.Considérons la valuation ν de k(x, y) décrite dans l’exemple
2.1.13. L’anneau de la valuation νx associé à l’idéal (x) de Rν est égal à k[x, y](x) =

(Rν)(x). Son corps résiduel n’est autre que le corps k(y) = (Rν)(x)

(x)(Rν)(x)
.

Notons f l’image de f ∈ Rνx par la surjection canonique φ : Rνx → kνx. Alors,
d’après la proposition 3.1.2 et le corollaire 3.1.7, ν = νx ◦ νx telle que νx est la
valuation du corps kνx à valeurs dans {0}×Z définie pour tout f ∈ k[x, y](x) = R∗

νx

par :
νx(f) = ν(f).

Son anneau est égal à k[y](y) = Rν
(x) (proposition 3.1.5 et corollaire 3.1.7).

3.2 Arbre associé à une famille de valuations

Soit K un corps.
On peut définir un ordre partiel sur l’ensemble des valuations de K de la façon
suivante :

ν � ν ′ ⇔ Rν′ ⊂ Rν ⇔ ν ′ composée avec ν. (3.2)

On dit que ν est plus fine que ν ′ ou que ν ′ est moins fine que ν.
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Définition 3.2.1.Deux valuations d’un corps K sont dites incomparables si au-
cune n’est composée avec l’autre.

Corollaire 3.2.2.Deux valuations ν et ν ′ d’un corps K admettent toujours une
borne inférieure dans l’ensemble des valuations de K par rapport à l’ordre partiel
(3.2).

Démonstration. Si elle existe, la borne inférieure inf{ν, ν ′} correspond à la moins
fines des valuations ν ′′ de K telles que ν ′′ � ν et ν ′′ � ν ′ et son anneau de valuation
sera alors le plus petit anneau de valuation contenant V = Rν et V ′ = Rν′ . Or le plus
petit anneau contenant V et V ′ est l’anneau produit V V ′. Il suffit alors de montrer
que c’est un anneau de valuation : Soit x ∈ K, si x /∈ V V ′ alors x /∈ V et x /∈ V ′.
Les anneaux V, V ′ étant des anneaux de valuations implique que x−1 appartient à
V et V ′, et par conséquent, à V V ′, d’où V V ′ est un anneau de valuation.

Remarque 3.2.3. Soient ν et ν ′ deux valuations de K d’anneaux (V,m) et (V ′,m′)
respectivement. Dire qu’il existe un anneau de valuation (V ′′,m′′) de K tel que
V ⊂ V ′′ et V ′ ⊂ V ′′ revient à dire que si ν ′′ est la valuation de K associée à V ′′,
alors ν et ν ′ sont toutes les deux composées avec ν ′′.

Définition 3.2.4.Deux valuations ν, ν ′ de K sont dites indépendantes si inf{ν, ν ′}
est la valuation triviale. Ça revient à dire que ν et ν ′ ne sont composée en com-
mun avec aucune valuation de K autre que la valuation triviale.

EXEMPLE . 3.2.5.Deux valuations de rang 1 d’un corps K sont indépendantes
(puisque leurs anneaux de valuations sont maximaux parmi les anneaux de valua-
tions de K).

Définition 3.2.6.Si ν1, . . . , νn sont des valuations de K 2 à 2 non équivalentes,
on appelle arbre associé à la famille {ν1, . . . , νn} l’ensemble des valuations de K
composées avec au moins l’une des νi, i = 1, . . . , n.

♦
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Si ν1 est une valuation d’un corps K, et ν2 une valuation du corps résiduel k1 de ν1,
alors on peut définir la valuation composée :

µ1 = ν1 ◦ ν2;

c’est une valuation de K de corps résiduel égal au corps résiduel de ν2 : kµ1 = k2

(corollaire 3.1.12). Si ν3 est une valuation du corps résiduel k2 = kµ1 , alors on peut
définir la valuation composée :

µ2 = µ1 ◦ ν3 = ν1 ◦ ν2 ◦ ν3;

c’est une valuation du corps K de corps résiduel égal au corps résiduel kµ2 = k3 de
la valuation ν3 et puisque ν1 est une valuation de K, alors ν2 ◦ ν3 est une valuation
sur k1 corps résiduel de ν1.
Encore une fois, si ν4 est une valuation sur le corps résiduel k3 = kµ2 de la valuation
ν3, alors on peut construire la valuation composée :

µ3 = µ2 ◦ ν4 = µ1 ◦ ν2 ◦ ν4 = ν1 ◦ ν2 ◦ ν3 ◦ ν4;

c’est une valuation de K, de corps résiduel égal au corps résiduel kµ3 = k4, et puisque
ν1,µ1 et µ2 sont des valuations de K, alors ν4, ν3◦ν4 et ν2◦ν3◦ν4 sont des valuations
des corps résiduels kµ2 , kµ1 et k1 des valuations µ2, µ1 et ν1 respectivement.
Ainsi, par récurrence, on peut définir une valuation composée de K :

µ = ν1 ◦ ν2 ◦ · · · ◦ νn, (3.3)

telle que ν1 est une valuation de K ; et pour tout i = 2, . . . , n, νi est une valuation
du corps résiduel ki−1 de la valuation νi−1 et pour tout i = 1, . . . , n ωi = ν1 ◦ · · · ◦ νi

est une valuation de K et ωi = νi+1 ◦ · · · ◦ νn est une valuation du corps résiduel kωi

de ωi.
Si on note Wi l’anneau de valuation de ωi, alors les valuations ω1, . . . , ωn corres-
pondent à la châıne Wn ⊂Wn−1 ⊂ · · · ⊂W1 ⊂ K.

Définition 3.2.7.On appelle la valuation µ = ν1 ◦ ν2 ◦ · · · ◦ νn la valuation com-

posée avec la famille {ν1, . . . , νn}.

♦
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Prolongement d’une valuation

Soient K ⊂ L une extension de corps et W un anneau de valuation de L pour une
valuation µ, alors V = K ∩W est un anneau de valuation de K pour la valuation
ν = µ|K et on a W domine V . En particulier, kν ⊂ kµ.
En effet, il est très facile de verifier que la valuation ν = µ|K vérifie tous les axiomes
d’une valuation. Son groupe des ordres Γν = µ(|K∗) est un sous-groupe de Γµ =
µ(L∗) groupe des ordres de µ. L’anneau de valuation Rν = V d’idéal maximal mν

sont respectivement inclus dans Rµ = W et mµ. En fait, V = W ∩K et mν = mµ∩K,
d’où W domine V .

Définition 4.0.8.Soit K ⊂ L une extension de corps. Une valuation µ de L est dite
prolongement d’une valuation ν de K si µ|K = ν.

Théorème 4.0.9.Soit K ⊂ L une extension de corps. Toute valuation ν de K ad-
met au moins un prolongement à une valuation µ de L.

Démonstration. L’anneau de valuation Rν est un sous-anneau de L et d’après le
corollaire 1.1.8, il existe W anneau de valuation de L qui domine Rν . On a donc
Rν ⊂ W et mW ∩ Rν = mν . En particulier, Rν ⊂ W ∩ K. L’inclusion inverse est
aussi vérifiée : si x ∈ K et x /∈ Rν alors x−1 ∈ mν ⊂ mW , par conséquent x /∈ W .
On a ainsi Rν = W ∩K, ça implique que la valuation de L associée à W restreinte
à K est équivalente à la valuation ν de K. Notons µ la valuation de L associée à
W . µ|K ∼ ν implique qu’il existe un isomorphisme entre leurs groupes des ordres

36
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respectifs :
θ : Γµ|K −→ Γν .

Soit E le groupe extension de Γµ

Γµ|K
par Γν ' Γµ|K . θ se prolonge donc en un isomor-

phisme
θ̃ : Γµ −→ E.

On a alors une valuation de L définie pour tout x ∈ L∗ par ω(x) = θ̃
(
µ(x)

)
et on a

ω|K = ν. Il existe donc une valuation ω de L qui prolonge la valuation ν de K.

Deux situations se distinguent dans le prolongement d’une valuation d’un corps K
à une extension L de K. Selon que l’extension L soit algébrique ou transcendante.

4.1 Extension algébrique

Soient K ⊂ L une extension de corps algébrique. Soit ν une valuation de K et µ un
prolongement à L de ν.

Définition 4.1.1.– On appelle indice de ramification de µ relatif à ν l’élément
de N ∪+∞ égal à l’indice :

e(µ/ν) = [Γµ,Γν ].

– On appelle degré résiduel de µ par rapport à ν l’indice :

f(µ/ν) = [kµ, kν ],

qui appartient aussi à N ∪+∞.

Remarque 4.1.2. Si µ′ est un prolongement à une extension L′ de L de la valuation
µ, alors µ′ est aussi un prolongement de ν et on a :

e(µ′/ν) = e(µ′/µ).e(µ/ν),

f(µ′/ν) = f(µ′/µ).f(µ/ν).

Remarque 4.1.3. L’indice de ramification e = e(µ/ν) est égal à l’ordre de Γµ/Γν ,
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s’il est fini, cela implique qu’il existe exactement e éléments α1, . . . , αe non nuls de
Γµ tels que ∀i 6= j dans {1, . . . , e} on a αi 6= αj mod [Γν ]. Ça revient à dire qu’il
existe x1, . . . , xe ∈ L∗ tels que ∀i 6= j dans {1, . . . , e}, on a µ(xi) 6= µ(xj) mod [Γν ].

Proposition 4.1.4.Si L est une extension algébrique de K de degré n, nous avons :

e(µ/ν).f(µ/ν) ≤ n.

En particulier, f(µ/ν) ≤ n et e(µ/ν) ≤ n.

Démonstration. – Il suffit de montrer que l’on a rs ≤ n pour tout r, s vérifiant
r ≤ e(µ/ν) et s ≤ f(µ(ν)). Posons donc les hypothèses suivantes :
Hyp 1 : ∃x1, ..., xr ∈ L tels que ∀i 6= j on a ν(xi) 6= ν(xj) mod [Γν ] et
Hyp 2 : ∃y1, ..., ys ∈ Rµ \ mµ tels que y1, ..., ys ∈ kµ sont linéairement indépen-
dants sur kν .
Montrons que les r × s éléments xiyi sont linéairement indépendants sur K. Pro-
cédons par l’absurde. Soit :∑

ij

aijxiyj =
∑

i

xi

( ∑
j

aijyj

)
= 0, aij ∈ K (4.1)

une relation de dépendance sur K .
– Soit (α, β) une paire d’indices tel que ∀(i, j) on ait µ(aαβxαyβ) 6 µ(aijxiyj). On

a alors aijxiyj

aαβxα
∈ Rµ. En particulier aαβ 6= 0. Si i 6= j, alors on a µ(aαβxαyβ) 6=

µ(aijxiyj) et par conséquent, ∀i 6= j, aijxiyj

aαβxα
∈ Mν . En effet, si µ(aαβxαyβ) =

µ(aijxiyj), alors µ(xi)−µ(xj) = µ(aαβ)−µ(aij) = ν(aαβ)−ν(aij) ∈ Γν (∀j, µ(yj)
car yj /∈ mµ). On aurait alors ν(xi) = ν(xj) mod [Γν ], ce qui contredit l’hypothèse
1.
Multiplions (4.1) par (aαβxα)−1, on obtient∑

j

a1jx1

aαβxα
yj + · · ·+

∑
j

aαjxα

aαβxα
yj + · · ·+ arjxr

aαβxα
= 0

. ∑
i6=k

∑
j

aijxi

aαβxα
yj +

∑
j

aαj

aαβ
yj = 0

C’est une équation de la forme z+
∑

j
aαj

aαβ
yj = 0, où z ∈Mµ et bj = aαj/aαβ ∈ Rν ,
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car µ(aαβxαyβ) = µ(aαjxαyj), µ(aαβ

aαj
) = µ(aαβ)− µ(aαj) = µ(xα)− µ(xµ). Ainsi,

au passage dans le corps résiduel kµ, on a une relation
∑
bjyj = 0, avec bβ = 1.

Contradiction avec l’hypothèse 2.

Proposition 4.1.5.Soient K ⊂ L une extension algébrique de corps, µ un prolonge-
ment à L de la valuation ν de K. Alors le groupe Γµ/Γν est de torsion et le corps
résiduel kµ est algébrique sur kν .

Démonstration. – Soit y ∈ L et soit µ(y) = β ∈ Γµ. L est algébrique sur K, il existe
donc une relation de dépendance algébrique :

a0y
n + a1y

n−1 + · · ·+ an = 0, ai ∈ K, a0 = 1.

Notons I = {1, 2, . . . , n}. L’élément µ(a0y
n + a1y

n−1 + · · ·+ an) est :{
> mini∈I{µ(aiy

n−i)} si ∃i, j ∈ I | µ(aiy
n−i) = µ(ajy

n−j),

= mini∈I{µ(aiy
n−i)} si ∀i, j ∈ I | µ(aiy

n−i) 6= µ(ajy
n−j).

Mais µ(a0y
n + a1y

n−1 + · · · + an) = µ(0) = +∞. Il existe donc i 6= j dans I tels
que µ(aiy

n−i) = µ(ajy
n−j). Il en résulte que (j − i)µ(y) = ν(ai)− ν(aj) ∈ Γν . En

d’autres termes, il existe n = j − i 6= 0 tel que nβ = nµ(y) = 0 dans Γµ/Γν qui,
de ce fait, est de torsion.

– Il est évident que kν ⊂ kµ. Soit x ∈ Rν \mµ ⊂ L ; x est algébrique sur K. Il existe
alors une relation de dépendance algébrique

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ K. (4.2)

Si tous les ai ∈ Rν , alors l’équation (4.2) induit une relation de dépendance
algébrique de l’image x de x dans kν . Si ce n’est pas le cas, il existe des ai /∈ Rν ,
i.e. ν(ai) < 0. Alors si ν(ai0) = mini{ν(ai) | ν(ai) < 0}, les coefficients de :

a−1
i0

(xn + · · ·+ a0) = 0 (4.3)

sont tous dans Rν et (4.3) induit une relation de dépendance algébrique de x sur
kν (les coefficients de (4.3) ne sont pas dans mν ⊂ mµ, proposition 3.1.2).
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Remarque 4.1.6. Si k ⊂ K est une extension algébrique de corps, alors le prolonge-
ment ν à K de la valuation triviale νk de k (exemple 2.1.12) est la valuation triviale
de K : en effet, Γν/Γνk

w Γν est d’après la proposition 4.1.5, de torsion, et donc Γν

est réduit à {0} (voir proposition 2.3.3).

Corollaire 4.1.7.Soit µ un prolongement à L d’une valuation ν de K. Alors :

1. rg.rat Γµ = rg.rat Γν ,

2. Si k ⊂ K ⊂ L est un sous corps tel que ν|k est trivial, i.e. ∀x ∈ k∗, ν(x) = 0,
alors deg. trk kµ = deg. trk kν .

Démonstration. 1. C’est un résultat direct de la proposition 2.3.3.

2. La valuation ν est triviale sur k, donc k ⊂ kν ⊂ kµ. L’égalité des degrés de
transcendance vient alors du fait que kµ est algébrique sur kν .

Lemme 4.1.8.Soient Γ′ un groupe totalement ordonné et Γ un sous-groupe de Γ′.
Soient S′ et S les ensembles composés des sous-groupes isolés de Γ′ et Γ respecti-
vement (S ⊂ S′).
Alors l’application ϕ : S′ → S qui à ∆′ ∈ S′ associe ∆′ ∩ Γ ∈ S est surjective. Si
de plus Γ′/Γ est de torsion, alors ϕ est bijective.

Démonstration. Il est évident que ϕ est bien définie. Soit ∆ ∈ S. L’ensemble ∆′ =
{x ∈ Γ′ | ∃h ∈ ∆ ,−h 6 x 6 h} est un sous-groupe isolé de Γ′ et on a ∆′ ∩ Γ = ∆.
Supposons maintenant que Γ′/Γ est de torsion et montrons que ϕ est injective. Soient
∆′

1 et ∆′
2 deux éléments de S′ qui vérifient ∆′

1 ∩ Γ = ∆′
2 ∩ Γ. L’ensemble S′ étant

totalement ordonné, supposons alors ∆′
2 ⊂ ∆′

1. On a donc ∆′
2 = ∆′

1∩Γ. Il en résulte
que ∆′

1/∆
′
2 est un sous-groupe isolé de Γ′/Γ, il est donc de torsion ; ∀x ∈ ∆′

1, ∃n ∈ Z∗

tel que nx ∈ ∆′
2, donc −nx ∈ ∆′

2. On a soit −nx 6 x 6 nx ou nx 6 x 6 −nx, d’où
x ∈ ∆′

2 puisque ∆′
2 est un sous-groupe isolé. En fin de compte ∆′

1 = ∆′
2.

Corollaire 4.1.9.Soit µ un prolongement à L d’une valuation ν de K. Alors

rg(µ) = rg(ν);
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Démonstration. Le groupe Γν est un sous-groupe de Γµ avec Γµ/Γν de torsion. Donc
si S′ et S sont les ensembles composés des sous-groupes isolés de Γµ et Γν , respec-
tivement, alors rgµ = CardS′ = CardS = rg ν.

Corollaire 4.1.10.Si K ⊂ L extension algébrique finie, et µ un prolongement à L
d’une valuation ν de K, alors µ est une valuation discrète si et seulement si ν est
une valuation discrète.

Démonstration. Soient S′ et S les ensembles composés des sous-groupes isolés de
Γµ et Γν , respectivement, et ϕ l’application de S′ dans S qui à ∆′ ∈ S′ associe
∆′ ∩ Γν ∈ S.
Soient ∆i ⊂ ∆i+1 deux sous-groupes isolés successifs de Γν , donc (∆i+1/∆i) est de
rang 1. Il est par conséquent isomorphe à un sous-groupe de (R,+). Ainsi, si Γν

est discret, i.e. isomorphe à Zk, alors ∆i+1

∆i
' Z. Réciproquement si tous les groupes

quotients ∆i+1

∆i
sont isomorphes à Z, le groupe Γν est discret.

Il suffit alors de montrer que :(
∆′

i+1/∆
′
i ' Z

)
⇐⇒

(
∆i+1/∆i ' Z

)
.

∆i ⊂ ∆′
i et ∆i+1 ⊂ ∆′

i+1, donc ∆i+1/∆i est un sous-groupe non trivial de ∆′
i+1/∆

′
i.

⇐) : Si ∆′
i+1/∆

′
i ' Z alors ∆i+1/∆i ' pZ ' Z.

⇒) : [L,K] < +∞ donc l’indice [∆′
i+1/∆

′
i,∆i+1/∆i] est fini, il s’en suit que si

∆i+1/∆i ' Z alors ∆′
i+1/∆

′
i ' Z.

4.2 Extension transcendante

Soit ν une valuation d’un corps K.

Proposition 4.2.1.Soit Γ un groupe totalement ordonné tel que Γν ⊂ Γ et soit ξ un
élément de Γ.

1. Soit νξ : K(X) −→ Γ∞ l’application définie par :

νξ

( n∑
i=0

aiX
i
)

= min
0,...,n

{ν(ai) + iξ} ∈ Γν + Z.ξ;
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νξ(f/g) = νξ(f)− νξ(g) ∀f, g ∈ K[X], g 6= 0.

Alors νξ est une valuation du corps K(X) qui prolonge ν. Si de plus ∃n ∈ Z
tel que n.ξ ∈ Z implique n = 0, alors νξ est la seule valuation de K(X)
prolongeant ν telle que νξ(X) = ξ et on a kνξ

= kν .

2. Il existe une unique valuation µ de L = K(X) prolongeant ν telle que µ(X) =
0 et telle que l’image t de X dans kµ soit transcendante sur kν , et on a kµ =
kν(t) et Γµ = Γν .

Remarques 4.2.2. 1. Cette proposition montre que contrairement au cas des
extensions algébriques, le groupe Γµ/Γν n’est pas toujours de torsion.

2. Il n’y a pas que ces deux types de prolongements à K(X) de ν. Il peut exister
d’autres prolongements µ de ν à l’extension monogène L = K(X), tel que le
groupe Γµ/Γν soit un groupe de torsion et tel que le corps résiduel kµ soit une
extension algébrique de kν .

Démonstration. 1. On vérifie facilement que pour tout ξ ∈ Γ, l’application νξ

vérifie les propriétés d’une valuation. Il est alors manifeste que ça restriction
à K est égale à ν.
Supposons que ∃n ∈ Z tel que n.ξ ∈ Z implique n = 0.

– L’unicité : Soit µ une autre valuation qui prolonge ν à K(X) et vérifiant
µ(X) = ξ. Si Γµ 3 ν(aiX

i) = ν(ajX
j) alors ν(ai) − ν(aj) = (j − 1)ξ,

dès lors et par hypothèse, on a j − i = 0. Par conséquent ν(
∑n

i=0 aiX
i) =

min0,...,n{ν(ai) + iξ} = νξ(
∑n

i=0 aiX
i), d’où l’unicité.

– kνξ
= kν : νξ prolonge ν, donc kνξ

⊃ kν . Tout élément f de K(X) peut
s’écrire sous la forme f = Xnb(1 + f̃) avec n ∈ Z, b ∈ K∗ et f̃ ∈ K(X)
tel que νξ(f̃) > 0. Si f est dans kνξ

, alors νξ(f) = 0 = kξ + ν(b) + 0. Par
conséquent kξ = −ν(b) ∈ Γν , et par hypothèse, on a k = 0 et ν(b) = 0,
c.à.d. b ∈ Rν \mν . En d’autres termes, f modulo mν est un élément de Rν :
On a bien kνξ

= kν .

2. D’après 1., la valuation ν0 prolonge ν à K(X) et envoie X vers 0. On a aussi
pour toute

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X], ν0(
∑n

i=0 aiX
i) = min0,...,n{ν(ai)} et Γν0 =

Γν + 0.Z = Γν .
– t transcendant sur kν : Si t était algébrique sur kν , on aurait une relation∑

ajt
j = 0 dans kν0 à coefficients dans kν . On aurait alors

∑
aiX

j ∈ Rν\mν ,
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i.e. ν0(
∑
ajX

j) = min0,...,n{ν(aj)} � 0, en particulier, ∀j, ν(aj) � 0. Donc
pour tout j, aj ∈ Rν \mν et aj = 0.

– L’unicité : Soit µ une valuation de K(X) telle que µ(X) = 0 qui prolonge
ν. Soit f ∈ K[X] non nul, f peut s’écrire sous la forme

∑n
0 aiX

i tel que
ν(ai) > 0 et tel que l’un des ν(ai) s’annule (quitte à diviser f par ak avec
ν(ak) = min0,...,n{ν(ai)}). On a alors µ(f) = µ(

∑
i aiX

i) = mini{ν(ai)} > 0,
d’où f ∈ Rν . L’image f de f dans kµ s’écrit f =

∑
ait

i ∈ kµ où ai désigne
l’image de ai dans kν . Or il existe k tel que ν(ak) = 0, par conséquent
ak ∈ Rν \ mν et ak 6= 0. Donc f est non nul et inversible dans Rν , i.e.
µ(f) = 0 = mini{ν(ai)} = ν0(f).

– kν0 = kν(t) : Soit f =
∑

I aiX
i ∈ K[X], I fini, alors f =

∑
I ait

i ∈ k∗ν0

si et seulement si ν0(f) = 0 et si et seulement si minI{ν(ai)} = 0. Donc
∀ i ∈ Iν(ai) > 0, i.e. ai ∈ kν , on a f =

∑
I ait

i ∈ kν(t). D’où kν0 ⊂ kν .
l’autre inclusion est évidente.

On peut généraliser le résultat précédent pour une extension de degré de trans-
cendance fini supérieur à 1. Soient (K, ν) un corps valué et K ⊂ L une extension
transcendante de corps. Soit µ un prolongement à L de ν. Notons deg. trK L le degrés
de transcendance (fini) de L sur K.

Théorème 4.2.3.– Soient x1, . . . , xs des éléments de Rµ tels que leurs images
x1, . . . , xs dans kµ soient algébriquement indépendants dans kν (kν(x1, . . . , xs)
est une extension de degré de transcendance s sur kν).

– Soient y1, . . . , yr des éléments de L tels que les images canoniques de µ(y1), . . . , µ(yr)
dans Γµ/Γν soient algébriquement indépendants sur Z. Alors :

1. les r + s éléments x1, . . . , xs, y1, . . . , yr de L sont algébriquement indépen-
dants sur K ;

2. La valuation ω = µ|K(x1,...,xs,y1,...,yr), restriction de µ, admet comme groupe
des valeurs Γ + µ(y1)Z + · · · + µ(yr)Z et son corps résiduel est kω =
kν(x1, ..., xs).

3. Pour f =
∑

α,β aαβx
αyβ ∈ K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys],

ω(f) = min
α,β
{ν(aαβ) +

r∑
1

βiµ(yi)}.



4.2. EXTENSION TRANSCENDANTE 44

Démonstration. Par récurrence sur r + s.
– Pour r + s = 0, c’est évident ;
– Supposons que le théorème est vrai pour r′ + s′ où r′ 6 r, s′ 6 s et r′ + s′ 6
r + s− 1. On a alors x1, .., xs′ , y1, .., yr′ algébriquement indépendants sur K, et si
ωs′+r′ = µ|K(x1,..,xs′ ,y1,..,yr′ )

alors Γωs′,r′ = Γν +µ(y1)Z+· · ·+µ(y′r)Z et kωs′,r′ = kν .
Montrons qu’il reste vrai pour r′+s′+1 : i.e. on rajoute soit xs′+1 ∈ Rµ soit yr′+1 ∈
L aux x1, .., xs′ , y1, .., yr′ et on montre dans le premier cas que Γωr′+s′+1

= ωr′+s′ et
kωr′+s′+1

= kωr′+s′ et dans le deuxième cas que Γωr′+s′+1
= ωr′+s′ +µ(y′s + r′ + 1)Z

et kωr′+s′+1
= kωr′+s′ .

Ça revient en fait à démontrer le théorème dans le cas r + s = 1. On a alors deux
cas :

1. Soit r = 0, s = 1, i.e. il existe x ∈ Rµ tel que x ∈ kµ est transcendant sur kν ,

2. Soit r = 1, s = 0, i.e. il existe y ∈ L tel que µ(y) vérifie ∃n ∈ Z | n.µ(y) ∈
Γν ⇒ n = 0.

Dans le premier cas, x est transcendant sur K : s’il était algébrique, L = K(x) serait
une extension algébrique de K, et d’après la proposition 4.1.5, kµ serait algébrique
sur kν . Ce qui ne peut être le cas puisque x ∈ kµ est transcendant sur kν .
Dans le deuxième cas, y est transcendant : S’il était algébrique, toujours selon la
proposition 4.1.5, Γµ/Γν serait de torsion, ce qui ne saurait être le cas puisque
∃n ∈ Z | n.µ(y) ∈ Γν ⇒ n = 0.
En ce qui concerne Γω et kω, les deux cas se ramènent à la dernière proposition.
Dans le premier cas, x transcendant sur kν , on est donc dans le deuxième cas de
la proposition 4.2.2 : Γω = Γν , kω = kν(x) et ω(

∑
α,β aαβx

αyβ) = minαβ{ν(aαβ)}.
Dans le deuxième cas, ∃n ∈ Z | n.µ(y) ∈ Γν ⇒ n = 0 nous conduit au premier
cas de la proposition 4.2.2 : Γω = Γν + µ(y)Z, kω = kν et ω(

∑
α,β aαβx

αyβ) =
minαβ{ν(aαβ) + βµ(y)}.

Corollaire 4.2.4.Dans les conditions du théorème 4.2.3, on a :

a)
rg.rat(Γµ/Γν) + deg. trkν

kµ 6 deg. trK L. (4.4)

et si K ⊂ L est une extension finie et qu’on a l’égalité dans (4.4), alors
Γµ/Γν est un Z-module de type fini et kµ est une extension de type fini de
kν .

b)
rg(µ) + deg. trkν

kµ 6 rg(ν) + deg. trK L. (4.5)
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et si L est une extension finie de K, Γν ' Zk muni de l’ordre lexicographique
et qu’on a l’égalité dans (4.5), alors Γµ w Zl et kµ est une extension de type
fini de kν .

Démonstration. a) Soient r et s deux entiers naturels tels que r 6 rg.ratΓµ/Γν et
s 6 deg. trkν

kkµ , alors d’après le théorème 4.2.3, il existe x1, . . . , xs, y1, . . . , yr ∈
L algébriquement indépendants sur K. On a donc s+ r 6 deg. trK L.
Si on a l’égalité dans (4.4) avec deg. trK L = d < +∞, alors r = rg.ratΓµ/Γν

et s = deg. trkν
kµ sont aussi finis, et s + r = d. En particulier, l’extension

k(x1, . . . , xs, y1, . . . , yn) ⊂ L est une extension algébrique. Donc d’après le pro-
position 4.1.4, on a [Γµ,Γν ] et [kµ, kν ] finis. Or d’après le théorème 4.2.3, on
a :

Γω = Γν + ν(y1)Z+ · · ·+ ν(yr)Z, et

kω = kν(x1, . . . , xs).

Donc Γµ/Γν est un Z-module de type fini (il est isomorphe à la somme de
[Γµ,Γν ] - copies de Z + ν(y1)Z + · · · + ν(yr)Z), et kν ⊂ kµ est une extension
de type fini (kω ⊂ kµ extension algébrique et kω = kν(x1, . . . , xs)).

b) On sait que rgΓµ/Γν 6 rg.ratΓµ/Γν (proposition 2.3.4), d’où l’inégalité (4.5).
Si maintenant on a l’égalité dans (4.5), alors on l’a aussi dans (4.4) et par
conséquent Γµ/Γν est un Z-module de type fini et kν ⊂ kµ est une extension
de type fini. Donc si Γν w Zk, alors Γµ w Zk+rg.ratΓµ/Γν .

EXEMPLE . 4.2.5.Soit k un corps et x, y deux indéterminées. L’application de
k(x, y) à valeurs dans (Z× Z)|lex définie par :

ν(x) = (1, 0) , ν(y) = (0, 1),

et pour tout f =
∑
aijx

iyj ∈ k[x, y] :

ν(f) = inf{(i, j) | aij 6= 0}.

est une valuation, en effet, (1, 0) et (0, 1) sont Q-linéairement dépendants, ν est
le prolongement à k(x, y) de la valuation triviale sur k décrite dans le théorème
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4.2.3 :
ν(f) = ν(

∑
aijx

iyj) = min{i(1, 0) + j(0, 1) | aij 6= 0}.

Il a deja été question de cette valuation dans l’exemple 2.1.13 et l’exemple 3.1.14.



Chapitre 5

Surface de Riemann abstraite

5.1 Centre d’une valuation

Soit K un corps, et A un sous-anneau de K.

Définition 5.1.1.Une valuation ν de K est dite centrée en A si A ⊂ Rν . On ap-
pelle alors centre de ν dans A, l’idéal premier P = A ∩mν .

Remarque 5.1.2. En fait, le centre de ν dans A est l’unique idéal premier P de A
tel que Rν domine AP . Inversement, si P est le centre de ν dans A, alors Rν domine
AP . On peut se restreindre aux anneaux locaux A, le centre de ν dans A est alors
l’idéal maximal de A.

Proposition 5.1.3.Une valuation ν de K est centrée dans un sous-corps k ⊂ K

si et seulement si elle est triviale sur k, i.e. de valeurs nulles pour tout élément de
k∗.

Démonstration. k peut être considéré comme un sous-anneau local de K, d’idéal
maximal {0}. Pour tout x ∈ Rν \mν , on a ν(x) = 0. Or dire que ν est centrée dans
k est équivalent à dire que k ⊂ Rν et que {0} = mν ∩ k, c’est aussi équivalent à
k ⊂ Rν et ∀x ∈ k \max k = k∗, ν(x) = 0 (remarque 1.3.4).

47
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Lemme 5.1.4.Soit A ⊂ K un sous-anneau, et P un idéal premier de A. Alors
il existe un anneau de valuation Rν de K centré dans A en P , i.e. A ⊂ Rν et
P = mν ∩A.

Démonstration. Remplaçant A par Ap, on peut supposer A local d’idéal maximal
p = mA.
Soit H l’ensemble des sous-anneaux B de K contenant l’anneau A, tels que 1 /∈ pB.
A appartient à H.
Si F est un sous-ensemble de H totalement ordonné par inclusion, alors la réunion
de tous les éléments de F est aussi un élément de H. Donc, d’après le lemme de Zorn,
H admet un élément maximal R pour l’inclusion. 1 /∈ pR donc pR 6= R, il existe
alors un idéal maximal m de R contenant l’idéal pR, de sorte que R ⊂ Rm ∈ H. Or
R est maximal, on en déduit que R = Rm. R est un anneau local et p = m ∩A, car
p est l’idéal maximal de A et il est inclus dans m. Il reste ainsi juste à montrer que
R est un anneau de valuation de K.
Soit x ∈ K avec x /∈ R. Montrons que x−1 ∈ R.
Dire que x /∈ R implique que R[x] /∈ H. Pourtant A ⊂ R[x] ⊂ K, donc 1 /∈ pR[x].
Par conséquent, il existe une relation de la forme :

1 = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n , ai ∈ pR. (5.1)

L’élément 1− a0 étant inversible, car il appartient à m (voir 1.3.4), la relation (5.1)
peut s’écrire sous la forme :

1 = b1x+ · · ·+ bnx
n , bi ∈ m. (5.2)

Si x−1 /∈ R, on aurait de même une relation de la forme :

1 = c1x
−1 + · · ·+ cmx

−m , ci ∈ m. (5.3)

Parmi toutes les relations (5.2), (5.3) possibles, soient n′ etm′ les plus petits possibles
parmi n et m respectivement :

1 = b′1x+ · · ·+ b′n′x
n′ , b′i ∈ m. (5.4)

1 = c′1x
−1 + · · ·+ c′m′x−m′

, c′i ∈ m. (5.5)

Si n′ > m′, multiplions la relation (5.5) par b′n′x
n′ et soustrayons le résultat de (5.4).

On obtient une relation de la forme (5.2) pour un n < n′. Contradiction.
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De même, si n′ < m′ et si on multiplie la relation (5.4) par cm′x−m′
et qu’on soustrait

le résultat de (5.5), on obtient une contradiction. Au définitif, x−1 appartient bien
à R, ce qui fait de R un anneau de valuation.

Proposition 5.1.5.Si A est un anneau intègre et que K est son corps des fractions,
alors pour tout idéal premier P de A, la clôture intégrale de AP est égale à l’inter-
section de tous les anneaux Rν des valuations de K centrées en P dans A, si on
note N(P ) l’ensemble de ces valuations, on a :

AP =
⋂

νi∈N(P )

Rνi .

Démonstration. Soient B =
⋂

νi∈N(P )Rνi et B = AP . Tout anneau de valuation est
intégralement clos (remarque 1.1.4), il est donc évident que pour tout νi ∈ N(P ), on
a AP ⊂ Rνi ⊂ B.
Pour l’autre inclusion, il suffit de montrer que pour tout élément x ∈ K qui ne soit
pas entier sur B, il existe un anneau de valuation centré dans B qui ne contienne
pas x : Remarquons que l’idéal (x−1)B[x−1] ne contient pas l’élément unité 1, car
sinon, 1 s’écrirait sous la forme 1 = a1x

−1 + a2x
−2 + · · · + anx

−n, et x vérifierait
xn = a1x

n−1+a2x
n−2+· · ·+an, ce qui contredit le fait que x ne soit pas entier sur B.

Il existe, par conséquent, un idéal maximal M de B[x−1] qui contient (x−1)B[x−1],
et d’après le lemme 5.1.4, il existe un anneau de valuation Rν de K centré dans
B[x−1] en M, i.e. M = mν ∩B[x−1]. Le fait que x−1 ∈ M ⊂ mν implique que x /∈ Rν

(remarque 1.3.4).

5.2 Surface de Riemann

Soient K un corps et A ⊂ K un sous-anneau. Notons S(K/A) l’ensemble des va-
luations non triviales de K centrées dans A . On considère S(K/A) comme espace
topologique, muni de la topologie suivante :

Pour x1, . . . , xn ∈ K, posons
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U(x1, . . . , xn) = S(K/A[x1, . . . , xn])

= {ν ∈ S(K/A) | A[x1, . . . , xn] ⊂ Rν}.

Puisque U(x1, . . . , xn) ∩ U(y1, . . . , yn) = U(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), alors la collection
F = {U(x1, . . . , xn) | n > 0, et xi ∈ K} constitue une base d’ouverts pour une
topologie sur S(K/A), i.e. un ouvert pour cette topologie, est un sous-ensemble de
S(K/A) qui peut être écrit comme réunion d’éléments de F.

Définition 5.2.1.La topologie définie ci-dessus est dite topologie de Zariski sur
S(K/A). L’ensemble S(K/A) muni de la topologie de Zariski est appelé variété

abstraite de Riemann-Zariski ou surface de Riemann de K sur A.

Soit k un corps. Une valuation ν de K est centrée dans k si et seulement si elle
est triviale sur k (proposition 5.1.3). Dans ce cas là, S(K/k) est l’ensemble des
valuations ν de K dont la restriction à k est la valuation triviale. La topologie de
Zariski sur S(K/k) est alors la topologie dont la base d’ouverts F est constituée des
ensembles U(B), où B parcourt l’ensemble des sous k-algèbres de type fini de K,
c.à.d. de la forme B = k[x1, . . . , xn], x1, . . . , xn ∈ K :

U(B) = {ν ∈ S(K/k) | B ⊂ Rν}.

Remarque 5.2.2. On a U(k) = S(K/k) et U(B)∩U(B′) = U([B,B′]) où [B,B′] dé-
signe le sous-anneau de K engendré par B et B′, i.e. [B,B′] = {bib′j | bi ∈ B et b′j ∈
B′}. Remarquons aussi que si B ⊂ B′ alors U(B) ⊃ U(B′).

Remarque 5.2.3. Si k ⊂ K est une extension algébrique, alors d’après la proposition
4.1.5, le seul prolongement à K de la valuation triviale sur k, est la valuation triviale
sur K et S(K/k) est vide.

Supposons donc que K est une extension de degré de transcendance fini du corps k.

Théorème 5.2.4.La clôture d’un élément ν de S(K/k) est l’ensemble des valua-
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tions µ de S(K/k) obtenues par composition avec ν :

{ν} = {µ ∈ S(K/k) | Rµ ⊂ Rν}
= {µ ∈ S(K/k) | ν � µ}.

Démonstration. ⊆) : Soit µ ∈ {ν}, si µ n’était pas composée avec ν alors Rµ 6⊆ Rν ,
i.e. il existe x ∈ K tel que µ(x) > 0 et ν(x) < 0. Posons B = k[x], on a alors
ν /∈ U(B) et µ ∈ U(B), c.à.d. ν appartient au fermé S(K/k) \ U(B) alors que µ n’y
appartient pas ! Contradiction avec le fait que µ ∈ {ν} censé être l’intersection de
tous les fermés contenant ν.
⊇) : Supposons µ composé avec ν, donc Rµ ⊂ Rν . Pour toute k-algèbre B de type
fini de K, telle que ν appartient au fermé S(K/k) \U(B), on a B 6⊆ Rν , et à fortiori
B 6⊆ Rµ ⊂ Rν ,d’où µ appartient aussi au fermé S(K/k)\U(B). En d’autres termes,
tout fermé de base qui contient ν contient aussi µ, donc µ ∈ {ν}.

Corollaire 5.2.5.La clôture {ν} est isomorphe à la variété abstraite de Riemann
S(kν/k) du corps résiduel de ν sur k.

Démonstration. Considérons l’application ψ : {ν} → S(kν/k) qui à toute valuation
µ composée avec ν associe la valuation ν de kν telle que µ = ν ◦ ν. Cette application
est clairement bijective, la réciproque étant assurée par la proposition 3.1.11.

Corollaire 5.2.6.Si deg. trkK = 1 alors tout point de S(K/k) est fermé

Démonstration. Supposons deg. trkK = 1. Soit ν ∈ S(K/k), c’est donc un pro-
longement de la valuation triviale ν0 de k. D’après le corollaire 4.2.4, on a rg ν +
deg. trk kν 6 deg. trkK, i.e. rg ν + deg. trk kν 6 1. Par conséquent, ν n’étant pas la
valuation triviale de K, elle est de rang 1. En d’autres termes, le nombre de valua-
tions µ de K telles que Rµ ⊂ Rν est zéro, i.e.{ν} = {ν}.

La surface de Riemann n’est, en général, pas un espace de Séparé, mais il est quasi-
compact :
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Proposition 5.2.7.La variété de Riemann S(K/k) munie de la topologie de Zariski
est un espace quasi-compacte.

Démonstration. Soient Z = {0,+,−} et Zk l’ensemble de toutes les applications
ϕ : K → Z. Si l’on muni Z de la topologie dont les ouverts sont ∅, {0,+} et
Z, et Zk de la topologie produit (i.e. dont les ouverts de base sont de la forme
V (x,U) = {ϕ ∈ Zk | ϕ(x) ∈ U}, où x ∈ K et U est un ouvert de Z ), alors on peut
considérer S(K/k) comme un sous-espace topologique de Zk. En effet, une valuation
ν ∈ S(K/k) peut s’écrire sous la forme ν : K → Z et la topologie de Zk induite sur
S(K/k) est alors définie comme suit :
Pour tout {x1, . . . , xn} ⊂ K, l’ensemble V(x1, . . . , xn) = ∩n

i=1V (xi, {0,+}) est un
ouvert de Zk inclus dans S, il est en fait égal à l’ouvert de base U(x1, . . . , xn) =
U(B), B = k[x1, . . . , xn] de la topologie de Zariski. Les V(x1, . . . , xn), forment une
base d’ouverts pour la topologie de S(K/k).

Maintenant, si on munit Z d’une topologie plus fine qui fait de Z un espace séparé
et de S(K/k) un fermé de Zk, alors Z étant fini, serait compact. On pourrait alors
conclure que, Zk étant muni de la topologie produit et que S(K/k) étant un fermé
de Zk, sont aussi compacts. Donc si l’on muni Z d’une topologie moins fine, S(K/k)
serait quasi-compact.
La topologie plus fine que l’on va considérer sur Z est la topologie discrète, c.à.d.
la topologie dont les ouverts sont les sous-ensembles de Z. Il est évident que pour
cette topologie, Z est séparé, et donc compact (puisqu’il est fini.)
Reste à montrer que S(K/k) est fermé dans Zk pour cette topologie.

Soit x ∈ K. Posons
ψx : Zk → Z

ϕ 7→ ϕ(x)

L’image inverse de tout ouvert U de Z par ψx c’est l’ouvert V (x,U), ψ est par
conséquent une application continue.

Posons, à présent, pour tout x, y ∈ K :

Fxy = Axy ∩Mxy,
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où
Axy = ψ−1

x

(
{−}

) ⋃
ψ−1

y

(
{−}

) ⋃
ψ−1

x+y

(
{0,+}

)
et

Mxy = ψ−1
x

(
{−}

) ⋃
ψ−1

y

(
{−}

) ⋃
ψ−1

xy

(
{0,+}

)
Un élément ϕ ∈ Zk est dans S(K/k) si et seulement s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

1. L’ensemble V = {x ∈ K | ϕ(x) ∈ {0,+}} est un anneau, i.e. stable par
l’addition et la multiplication ;

2. L’anneau k est inclus dans V ;

3. Si x ∈ K, alors soit x ∈ V , soit x−1 ∈ V .

On en déduit que ϕ ∈ S(K/k) si et seulement s’il vérifie les trois conditions sui-
vantes :

1. ∀x, y ∈ K tels que ϕ(x) > 0 et ϕ(y) > 0 : ϕ(x+ y) > 0 et ϕ(xy) > 0 ;

2. ∀x ∈ k : ϕ(x) > 0 ;

3. ∀x ∈ K : soit ϕ(x) > 0, soit ϕ(x−1) > 0.

Et donc si et seulement si

1. ∀x, y ∈ K : ϕ ∈ Fxy = Axy ∩Mxy qui est fermé dans Zk ;

2. ∀x ∈ K : ϕ ∈ ψ−1
x

(
{0,+}

)
, c’est un fermé de Zk ;

3. ∀x ∈ K : ϕ ∈
(
ψ−1

x

(
{0,+}

) ⋃
ψ−1

x−1

(
{0,+}

))
, qui est encore un fermé de Zk.

S(K/k) est donc un sous-espace fermé de Zk, et il est donc quasi-compacte pour la
topologie de Zariski.

Remarque 5.2.8. Quand K est un corps de fonctions algébriques sur un un corps
algébriquement clos k de caractéristique 0 (c.à.d., K est une extension de type fini
de k), Zariski a donné une classification des anneaux de valuations de K contenant
k, et utilisant cela et la quasi-compacité de la variété de Riemann S(K/k), il a réussi
à démontrer en caractéristique 0, de façon purement algébrique, à travers la notion
d’uniformisation local, la résolution des singularités d’une variété algébrique de
dimensions 2 et 3, mais on ne développera pas ce point ici. C’est dire les vastes
domaines d’application de la théorie des valuations. Pour plus de détail, voir [5], [6],
[7] et[8]

Pour finir, donnons quelques autres exemples de valuations.
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5.3 Exemples

EXEMPLE . 5.3.1.Soit k un corps algébriquement clos. Soit X l’espace affine
A1

k. Soient p un point de X et OX,p l’anneau des fonctions rationnelles régulières
en p. Le corps k étant algébriquement clos, tout élément h ∈ OX,p s’écrit sous la
forme :

h = (x− p)n f

g
;

où f(p) 6= 0 et g(p) 6= 0. En particulier, f/g est inversible dans OX,p. On dé-
duit que l’anneau OX,p est un anneau de valuation discrète de rang 1, avec x − p

comme uniformisante. Le corps des fractions de OX,p est k(x). On obtient ainsi
une valuation ν discrète de rang 1 de k(x), où ν(h) est l’ordre du zéro s’il est
positif, ou l’ordre du pôle s’il est négatif de f en p.

EXEMPLE . 5.3.2.Soit K un corps. Soient x, y deux indéterminées et α un nombre
irrationnel positif. Alors l’application définie pour tout f =

∑
cijx

iyj ∈ k[x, y]
par :

ν(f) = min{i+ jα | cij 6= 0}

est une valuation de k(x, y). En effet, c’est le prolongement à l’extension transcen-
dante k(x, y) de la valuation triviale de k ; 1 et α étant Q-linéairement indépen-
dants avec ν(x) = 1 et ν(y) = α.

EXEMPLE . 5.3.3.Soit A un anneau factoriel. Alors tout élément x de A s’écrit
sous la forme

x =
∏
pi

pi
ni (5.6)

où les pi parcourent l’ensemble des élément irréductibles de A (i.e. (pi) parcourt
l’ensemble des idéaux premiers de A). Pour tout i, on a la valuation νpi de K
corps des fractions de A définie par :

νpi(x) = ni,

où ni est l’exposant de pi dans (5.6). Cette valuation est dite valuation pi-adique

de A. Son anneau de valuation est l’ensemble {x/y ∈ K | νpi(x) > νpi(y)} qui n’est
autre que l’anneau local A(pi).
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EXEMPLE . 5.3.4.Soit k un corps. Il est facile de vérifier que l’application ν

définie pour tout polynôme f ∈ k[x] par :

ν(f) = −d̊ f

est une valuation de k(x) à valeurs dans Z. Son anneau est l’anneau local k[x−1](x−1).
En effet, si h ∈ k(x) alors h s’écrit sous la forme h = f(x)/g(x). L’élément h est
dans Rν si et seulement si d̊ f 6 d̊ g. Posons :

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, an 6= 0,

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m, bm 6= 0.

On a alors :
f(x) = xn(a0x

−n + · · ·+ an), an 6= 0,

g(x) = xm(b0x−m + · · ·+ bm), bm 6= 0.

Donc l’élément h est dans k[x−1](x−1) si et seulement si n 6 m.
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