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CHAPITRE I 
GEOMETRIE DES COURBES ELLIPTIQUES 

 
 

 
        
       Les Courbes Elliptiques sont des courbes algébriques planes particulières ; c’est 
pourquoi nous commençons par une étude des courbes algébriques planes.  
La théorie de ces courbes se trouve dans les ouvrages de géométrie analytique 
(géométrie dans le plan et géométrie dans l’espace). 
 
1. Courbes algébriques planes : équations et classifications  
Définition 1 :  une courbe algébrique plane est l’ensemble des points ( )yxP ,=  qui satisfont 
l’équation ( )yxf , 0= , où ( )yxf , est un polynôme de degré n  de l’anneau IR [ ]yx, . 
 
Pour n  = 1, les courbes algébriques sont des droites : 
                 ( ) ( ) 321, dydxdyxf ++= ,                                                                                      ( )1                       
Pour n  = 2, les polynômes sont de la forme : 
                 ( ) ( ) ( ) 654

2
32

2
1, dydxdydxydxdyxf +++++= ,                                                ( )2  

Les courbes sont des cercles lorsque : 
                 ( ) ( ) ( ) 22

2
2

1, rdydxyxf =−+−= ,                                                                  ( )12 −  
des ellipses lorsque : 

                 ( ) 1, 2

2

2

2

=+=
b
y

a
xyxf ,  ba ≠ ,                                                                         ( )22 −  

des hyperboles lorsque : 

                 ( ) 1, 2

2

2

2

=−=
b
y

a
xyxf ,  ba ≠ ,                                                                         ( )32 −  

ou des paraboles lorsque : 
                 ( )yxf , pxy 22 ==                                                                                           ( )42 −  
Pour n  = 3, les polynômes sont de la forme : 
                 ( ) 0123, ggggyxf +++= ,   =tg polynôme homogène de degré t  , 
                                                                      ( )yxgt ,=                                                            ( )3  
Les courbes algébriques associées sont des cubiques. 
        Dans la théorie des courbes algébriques, les courbes sont des quartiques pour n = 4, des 
quintiques pour n  = 5, des sextiques pour n  = 6, etc.… 
        Un polynôme ( )∈yxf , IR [ ]yx, de degré n  peut être factorisé ou non. Cela implique une 
classification des courbes algébriques en deux classes : la classe des courbes irréductibles et la 
classe des courbes réductibles. 
Pour n  = 1, les droites sont irréductibles. 
Pour n  = 2, il y a les courbes irréductibles (cercles et coniques) 
et les courbes réductibles qui sont produit de deux droites. 
Pour n  = 3, il y a la classe des cubiques irréductibles et la classe des cubiques dégénérées en 
produit de trois droites ou dégénérées en produit d’une quadratique par une droite. 
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                                                                                                              Equations de Weierstrass 
       
       
        Dans la classe des courbes algébriques, de degré n, irréductibles, il y a possibilité de points 
singuliers. 
        Cela implique une classification en deux classes : 
Classe des courbes non singulières et classe des courbes singulières. 
        Le nombre s de points singuliers d’une courbe algébrique intervient dans l’invariant genre : 
Définition 2 : le genre d’une courbe algébrique plane C  de degré n , ayant s  points singuliers, 
est l’entier naturel positif ou nul :  

                                ( )Cg ( )1
2
1

−= n ( )2−n s−  ,                                                                    ( )4  

 
Exemples :  
Les droites, les cercles, les coniques et les cubiques singulières ont un genre égal à ( ) 0=Cg . 
Les cubiques non singulières ont un genre ( ) 1=Cg . 
 
2. Equations de Weierstrass des cubiques irréductibles : 
          Une Courbe Elliptique est munie de plusieurs structures algébriques.  
Nous choisissons la : 
Définition 3 : une Courbe Elliptique est une cubique plane, irréductible, non singulière, 
d’équation spécifique de Weierstrass : 
     [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++  ;                                                      ( )5  
où K est un corps commutatif global, local ou fini. 
 
        Les deux variables sont des éléments d’une clôture algébrique lgaK du corps K .         
Les propriétés de la Courbe Elliptique dépendent du corps de base K . 
        Lorsque K est le corps Q des nombres rationnels ou un corps de nombres algébriques nous 
étudions la Courbe Elliptique au moyen de la Théorie des Nombres (entiers algébriques, idéaux, 
équations diophantiennes, nombres premiers, fonctions arithmétiques, valuations, etc.…). 
Lorsque K est le corps c des nombres complexes, nous étudions la Courbe Elliptique au moyen 
de l’Analyse Complexe (réseaux et tores complexes, fonctions elliptiques, formes modulaires, 
etc.…) et la Géométrie Algébrique (variétés abéliennes, diviseurs, schémas, cohomologie, 
etc.…). 
        Lorsque K est un corps fini IF q , à npq = éléments, p premier, nous étudions la Courbe 
Elliptique au moyen de la théorie des corps finis. 
        Lorsque K est un corps local, nous étudions la Courbe Elliptique au moyen de la théorie des 
corps locaux. 
 
        L’équation affine de Weierstrass se met sous la forme d’équation projective : 
                 ∈+++=++ 3

6
2

4
2

2
32

31
2: ZaXZaZXaXYZaXYZaZYE IP ( )K2                   ( )6  

 
        L’équation ( )5 de Weierstrass peut être transformée au moyen de substitutions convenables. 
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                                                                                                              Equations de Weierstrass 
 
 
Nous éliminons les monômes en xy  et en y avec le changement de variables linéaire : 

         ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−→ 312

1,, aXaYXyx                                                                                       ( )7  

Nous obtenons pour un corps K  de caract ( )K 2≠ , l’équation de Weierstrass :            
         1E  : 32 4XY = 2

2 Xb+ 642 bXb ++ [ ]YXK ,∈                                                           ( )17 −      
 
Les trois coefficients ib2 , sont des  polynômes « homogènes » de degré 2i de l’anneau 
Z [ ]64321 ,,,, aaaaa  : 

             2
2

12 4aab +=  ; 4314 2aaab +=  ; 6
2

36 4aab +=  ;                                              ( )27 −   
L’élimination du coefficient 4 et du monôme en 2X dans l’équation 1E  s’obtient avec le 
changement de variables linéaire : 
 

         ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

→
108

,
36

3, 2 ybxYX                                                                                                ( )8  

Pour caract ( )K ≠ 2, 3, nous obtenons l’équation de Weierstrass : 
         2E  : 64

32 5427 cxcxy −−= [ ]yxK ,∈                                                                         ( )18 −   
Les deux coefficients ic2 sont des polynômes « homogènes » de l’anneau z [ ]642 ,, bbb    
        4

2
24 24bbc −=  ; 642

3
26 21636 bbbbc −+−=                                                               ( )28 −  

 
D’autres transformations permettent d’obtenir d’autres équations de Weierstrass : 
     (1)     L’équation de Weierstrass :     

E : BAxxy ++= 32 [ ]yxK ,∈                                                                                   ( )9  
     (2)     L’équation de Legendre : 

E :  ( ) ( )txxxy −−=  12      ; 1,0≠t                                                                      ( )19 −  
     (3)       L’équation de Tate : 
            E :   ∈++=+ baxxxyy 32 C [ ]yx,                                                                       ( )29 −  
       Les coefficients a et b admettent des développements en séries : 
      
             ( ) 1

1

3 15 −

≥

−−= ∑ n

n

n qqna  ; 

                                                                                                                                            ( )39 −  

             ( ) ( ) 1

1

35 1 57
12
1 −

≥

−+−= ∑ n

n

n qnnqb  ;                                                                  

       avec exp=q ( πi2 z) et z dans le demi-plan supérieur IH ={ ∈z C, Im z > 0 }. 
     (4)    L’équation de Deuring : 
           E : 32 xyaxyy =++  ;  273 ≠a , sur un corps K de caractéristique 3≠ .               ( )49 −  
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                                                                                                                                       Invariants 
 
 
3. Invariants des cubiques de Weierstrass : 
       Les Courbes Elliptiques possèdent plusieurs invariants : arithmétique, algébrique, 
géométrique, différentiel, analytique : le discriminant, l’invariant modulaire, l’invariant 
différentiel, l’invariant de Hasse, le conducteur, le régulateur, le rang, la série L de Dirichlet, la 
fonction Zêta, etc.… 
Ces invariants sont des objets mathématiques associés aux cubiques de Weierstrass qui 
permettent de classifier l’ensemble des cubiques. 
Définition 4 :  le discriminant d’une cubique de Weierstrass E  est le polynôme « homogène »  de 
degré 12 de l’anneau Z [ 8642 ,,, bbbb ] égal à :  

       ( ) ;2789 8
2

2
2

6
3

4642 bbbbbbbE −−−=∆                                                                       ( )10  

Où l’on a posé 2
46284 bbbb −= et pour caract ( )K 3,2≠ . 

 
Définition 5 : l’invariant modulaire d’une cubique de Weierstrass E est l’élément du corps K  
égal à : 

 ( ) ( ) ;
3

4

E
c

Ej
∆

=                                                                                                                  ( )11  

       
Définition 6 : l’invariant différentiel d’une cubique de Weierstrass E est l’élément différentiel : 

                         

    ω ( )E ''
142

2
31 232 xy F

dy
F
dx

yaaxax
dy

axay
dx −

==
−++

−
=

++
= .               ( )12  

   
Les dénominateurs sont les dérivées partielles dans l’équation différentielle : 

      0'' =+= dyFdxFdF yx  ; 
 

où ( ) 0, 64
2

2
3

31
2 =−−−−++= axaxaxyaxyayyxF  est l’équation de Weierstrass de la 

cubique E . 
 
Avec les formules (10), (11) et (12) nous obtenons les invariants : 
 
1) Cubique de Weierstrass E  : BAxxy ++= 32  

 ( ) ( )23 27416 BAE +−=∆  , ( ) ( ) ( )233 27441728 BAAEj +=  , ω ( )E
Ax

dy
y

dx
+

−
== 232

   ( )13  

 
2) Cubique de Legendre : ( ) ( )txxxyE −−=  1 : 2 ,   1,0≠t  

( ) ( )22 116 −=∆ ttE , ( ) ( ) ( )22328 112 −+−= ttttEj  ,  ω ( )E = ( ) txtx
dy

y
dx

++−
−

=
1232 2  ( )113−  
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                                                                                                                      Variétés algébriques 
 
 
4. Variétés algébriques abéliennes : 
       Une Courbe Elliptique admet une structure de Variété abélienne de dimension un. 
       Nous indiquons quelques notions de Variétés algébriques en nous inspirant d’ouvrages de 
Géométrie Algébrique, (HARTSHORNE), (SHAFAREVITCH), (LANG).... 
       Nous décrivons successivement les espaces et les Variétés affines, les espaces et les Variétés 
projectifs, les Variétés abéliennes, les Diviseurs. 
 
4-1. Espaces affines, Variétés affines :  
   Considérons un corps K algébriquement clos et le K -espace vectoriel nK des points 

( )naaa ,...,1= à n coordonnées naa ,...,1 dans K . 
 
Définition 7 : un n -espace affine sur un corps K est l’ensemble des −n uples ( )naa ,...,1  
d’éléments de K  : 
                     ( ) ( ){ }KaaaaaKIA nn

n ∈== ,...,;,..., 11                                                             ( )14  
             C’est un espace de dimension n . 
     Cet espace est muni d’une topologie spéciale : la topologie de Zariski qui repose sur les 
ensembles algébriques. 
 
Définition 8 : un ensemble algébrique affine est l’ensemble des zéros d’une famille de 
polynômes dff ,...,1 de l’anneau [ ]nXXK ,...,1  associé au n -espace affine ( )KIAn . 
 
      Ce sont les ensembles algébriques de l’espace ( )KIAn qui jouent le rôle de fermés. 
 
Définition 9 : la topologie de Zariski est formée par les ensembles algébriques comme des 
fermés et leurs complémentaires comme des ouverts. 
 
Pour cette topologie, l’ensemble vide et l’espace ( )KIAn sont les seules parties ouvertes et 
fermées à la fois. 
Cette topologie n’est pas de Hausdorff. 
Avec cette topologie, l’espace affine devient une Variété affine. 
 
Définition 10 : (1) une Variété affine est une partie d’un espace affine, irréductible et fermée                          
                pour la topologie de Zariski. 
                          (2) une Variété quasi affine est une partie ouverte d’une Variété affine. 
                          (3) une sous Variété d’une Variété affine V est une partie Y de V irréductible                    
                et fermée. 
 
Exemple : 
L’ensemble ( ) ( ) ( ) ( ){ }223

321 ,,;0;,, xzyxzyxfafIRIAaaaaV −==∈==  
muni de la topologie de Zariski est une Variété affine. 
 
Pour obtenir une Variété projective, nous considérons une relation d’équivalence Eq dans 
l’espace affine ( )KIAn 1+  : 
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                                                                                                                      Variétés algébriques 
 
 
"Deux points ( )121 ,,...,, += nn aaaaa  et ( )121 ,,...,, += nn bbbbb  sont équivalents si et seulement si il 
existe un élément 0≠λ dans K  tel que :               
                                                            ( )11 ,..., +== naaab λλλ  ;                                            ( )15  
Cette relation Eq satisfait les propriétés d’une relation d’équivalence : réflexivité, symétrie et 
transitivité. 
 
Définition 11 : le n -espace projectif est l’ensemble des classes : 
                                ( ) ( ) { } EqKIAKIP nn 01 −= +                                                                   ( )16  
 
Il en résulte que les notions d’ensembles algébriques et de topologie de Zariski valables sur 
l’espace affine ( )KIAn 1+ , le sont aussi sur l’espace projectif ( )KIPn . 
 
Définition 12 : (1) une Variété projective est une partie de l’espace projectif ( )KIPn  
irréductible et fermée. 
                         (2) une Variété quasi projective est une partie ouverte d’une Variété projective. 
                         (3) une sous Variété projective est une partie irréductible et fermée d’une Variété 
projective. 
 
Exemple : 
La Variété projective ( )IRIP 2 est l’ensemble des classes : ( )321 ,, rrrcl  

        ( ) ( ){ ( ) ( ) },.....0,2,0,0,2,0,0,1,00,1,0 =cl  
        ( ) ( ){ ( ) ( ) },.....,,,5,5,5,1,1,11,1,1 4

3
4
3

4
3 −−−=cl                                                                     ( )17  

 
 
Signalons que la réunion 21 YY ∪ de deux sous Variétés de la Variété projective ( )KIPn n’est pas 
une Variété ; la réunion 21 YY ∪ est réductible. 
Les polynômes ( )121 ,,...,, +nn xxxxf  d’une Variété projective ( )KIPn sont homogènes de degré 

,.....2,1=d  
 
Le passage des coordonnées affines aux coordonnées projectives s’obtient avec l’application : 
                        
                        ( )KIAn ( )KIAn→  

                      ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→

++ 11

1
1 ,...,,...,

n

n

n
n x

x
x
x

xx                                      (tr 1) 

 
suivie de l’application multiplication par d

nx 1+ , où d = degré du polynôme [ ]nxxKf ,...,1∈ . 
 

                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

++ 11

1
1

11

1 ,...,,...,
n

n

n

d
n

n

n

n x
x

x
x

x
x
x

x
x                         (tr 2) 
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                                                                                                                          Espace projectif 
 
 
Exemple de passage du plan affine ( )KIA2  au plan projectif ( )KIP 2  : 
Soit le polynôme affine : ( ) 7423, 23 −−+−= yyyxxyxf ( )KIA2∈  ; 
La transformation (tr 1) transforme le polynôme f en polynôme : 

                                        7423, 2

2

23

3

−−+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
y

z
y

z
xy

z
x

z
y

z
xf ( )KIA2∈ . 

 

Pour 3=d , la multiplication par 3z transforme le polynôme ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
y

z
xf , en le polynôme homogène 

de degré 3 : 
                                  ( ) 3223 7423,, zyzzyxyzxzyxg −−+−= ( )KIP 2∈ . 
 
Le passage du polynôme homogène ( )zyxg ,, au polynôme affine s’obtient avec l’application : 
                                     
                                          ( ) ( )1,,,, yxzyx →  
 
Une Variété abélienne se construit avec une Variété de groupe abélien. 
 
Définition 13 : une Variété abélienne est une Variété projective X munie de 2 applications : 
                
                XXX →× ,   ( ) baba +→,  : loi de groupe abélien. 
                  
                  XX →     ,     1−→ aa  :  application inverse 
 
 
 
Exemple : Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                   ( )KIPzaxzazxaxyzaxyzazyE 23

6
2

4
2

2
32

31
2: ∈+++=++ . 

La loi de groupe abélien sur le groupe de Mordell-Weil ( )KE  : 
                   :f ( ) ( ) ( )KEKEKE →×  de valeur : ( ) 2121 , PPPPf +=  
                                                                          ( ) == EE OOf point à l’infini 
           et   ( ) ( )KEKE →      ,    PP −→  
la dimension de cette Variété abélienne est égale à : 
             dim ( )KIP 2 -nombre de relations = 2-1 = 1. 
 
Donc une Courbe Elliptique a une structure de Variété abélienne de dimension un. 
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                                                                                                                                       Diviseurs 
 

 
5. Diviseurs des courbes algébriques : 
 
[HARTSHORNE] : II-6- Divisors ;  [SHAFAREVICH] : III- Divisors and Differentials Forms 
. 
 
Hartshorne distingue les Diviseurs de Weil sur les courbes algébriques, les Variétés et les 
Diviseurs de Cartier sur les schémas. 
Shafarevich traite les Diviseurs sur les Variétés, sur les schémas et sur les fonctions [ ]XKf ∈  
Nous suivons la description de [HARTSHORNE]. 
Soit une courbe algébriqueC , projective, non singulière dans ( )KIP 2 , de degré d et une famille 
{ }L de lignes de ( )KIP 2 .  
L’intersection CL∩ contient d points dPP ,...,1 , simples ou multiples de multiplicités in . 
Définition 14 : un Diviseur sur une courbe algébrique C est une somme formelle : 
                            i

i
i PnD ∑=     ,   ∈in Z   ,                                                                          ( )18  

 
Lorsque la ligne L varie, l’intersection CL∩ varie et les Diviseurs varient. 
Nous obtenons une famille de Diviseurs Div ( )C  ; cet ensemble possède une structure de groupe 
abélien avec le Diviseur : ∑==

i
iPD .00 , comme élément neutre. 

la loi : ( ) i
i

iii
i

ii
i

i PnnPnPnDD ∑∑∑ +=+=′+ '' , 

et le symétrique ( ) i
i

i PnD ∑ −=− .                                                                                 ( )118 −  

Définition 15 : un Diviseur de Weil est un élément du groupe abélien libre Div ( )X engendré par 
les Diviseurs premiers. 
 
Les entiers in > 0 correspondent aux zéros de la courbeC , les entiers jn < 0 correspondent aux 
pôles deC . 
 
Exemple : Diviseurs de la courbeC d’équation : 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 41322 54324 −− −−−−== xxxxxfy . 
Alors son Diviseur de Weil est égal à : 
              4321 432 PPPPD −−+= , 
avec les points : 
              ( )0,21 =P  zéro d’ordre 2 , ( )0,32 =P  zéro d’ordre 3 , ( )0,43 =P  pôle d’ordre 1 et  

( )0,54 =P  pôle d’ordre 4. 
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                                                                                                                                      Diviseurs 
 
 
Il y a des Diviseurs particuliers. 
Définition 16 : (1) un Diviseur effectif est un Diviseur ∑=

i
ii PnD  à coefficients 0≥in . 

(2) un Diviseur principal est le Diviseur ( ) i
i

i Pnf ∑=  d’une fonction rationnelle non nulle ∈f K 

(c ), les iP  sont les zéros et les pôles de f avec leurs ordres de multiplicités in . 
 
Alors pour deux fonctions rationnelles f , Kg ∈ (c ), les Diviseurs principaux associés sont 
( )f , ( )g et ( ) ( ) ( )gfgf −= . 
Le groupe ( )XDiv des Diviseurs d’une courbe X contient un sous groupe particulier : le sous 
groupe ( )XP des Diviseurs principaux. 
 
Définition 17 : (1) deux Diviseurs D et D′du groupe ( )XDiv sont linéairement équivalents si 

DD ′− est un Diviseur principal. 
(2) le groupe quotient ( ) ( )XPXDiv est le groupe des classes des Diviseurs de X. 
                             ( ) ( ) ( )XPXDivXcl =                                                                      ( )218 −  
 
 
Le degré d’un Diviseur i

i
i PnD ∑=  est l’entier rationnel : 

                              ∑=
i

inDdeg ,   pour des points iP . 

Le degré d’un Diviseur i
i

i XnD ∑= , où les iX sont des sous schémas de codimension un, est 

l’entier rationnel : 
                              i

i
i XnD degdeg ∑= . 

 
Exemple : 6.6.1, [HARTSHORNE]. 
 
Soit une surface quadrique non singulière H d’équation : zuxy = dans l’espace projectif ( )KIP3  ; 
alors son groupe de classes de Diviseurs est le groupe infini : 
                                                                         ( ) ≅Hcl Z⊕Z 
 
Exemple 3 : [SHAFAREVICH]. 
 
Groupe de classes de Diviseurs particuliers : 
 
(1) ( )( ) 0=KIAcl n  ; 
(2) ( )( ) =KIPcl n Z ; 
(3) ( )lnn IPIPcl ×× ...1 =Z l . 
 
 
 
                                                 
 



 - 10 -

                                                                                                                          Discriminants 
 

 
6. Discriminants – Résultants : 
L’équation de Weierstrass d’une cubique irréductible : 
       [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++                                                      ( )19  
peut être singulière ou non singulière.  
C’est avec le discriminant ( )E∆ de la formule précédente que nous pouvons le savoir. 
Pour cela, nous considérons une équation cubique :                                                  
                                                               ( )xfy =2  [ ]xK∈  
 
L’irréductibilité d’un polynôme ( ) ∈++++= −

−
nn

nn aXaXaXaXf 1
1

10 ... Q [ ]X peut être 
déterminée au moyen du : 
 
Critère d’irréductibilité (Eisenstein) : 
Soit un polynôme ( ) ∈++= n

n aXaXf ...0 Q [ ]X de degré n et un nombre premier p . 
Supposons que p satisfait les congruences : 
    0a non congru à 0 modulo 2p , paaa n mod0... 110 ≡≡≡≡ −  et na non congru à 0 modulo p  
Alors ( )xf est irréductible sur Q. 
 
Preuve : [LANG-1]. Chapitre V § 7 
               [KOSTRIKIN]. Chapitre V § 3. 
 
 
Il y a un lien entre le discriminant ( )E∆ d’une cubique de Weierstrass E et le discriminant 

( )( )xfdis d’un polynôme ( )xf de la cubique de Weierstrass : ( )xfy =2  
Commençons par le discriminant de ( )xf . 
Définition 18 : le discriminant d’un polynôme :  
( ) ( )( ) ( )nnn

nn txtxtxaaxaxaxaxf −−−=++++= −
− ... ... 2101
1

10 de degré n  > 1, est la fonction 
symétrique des racines it  égale à : 

                                         ( )( ) ( )2
1

22
0 ∏

≤〈≤

− −=
nji

ji
n ttaxfdis .                                                  ( )20  

[KOSTRIKIN] page 245 ,  [LANG] page 139. 
Avec le calcul nous obtenons les discriminants ( )fdis des polynômes cubiques :  
(1) pour ( ) baXXXf ++= 3 , alors : ( ) ( )23 274 bafdis +−=  ;                                            ( )21  
(2) pour ( ) 32

2
1

3
0 dXdXdXdXf +++= , alors : 

                  ( ) 2
3

2
03

3
1

3
20

2
2

2
13210 274418 ddddddddddddfdis −−−+=  ;                            ( )121−  

(3) pour ( ) 64
2

2
3 24 bXbXbXXf +++= , alors : 

                 ( ) ( )8
2
2

2
6

3
4642 278916 bbbbbbbfdis −−−=  ;                                                     ( )221−  

(4) pour ( ) 64
3 5427 cXcXXf −−= , alors : 

                ( ) ( )2
6

3
4

3274 ccfdis −×=  ;                                                                                ( )321−  
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                                                                                                                                    Résultants 
 
 
En comparant les discriminants ( )E∆ et ( )fdis , nous obtenons la : 
Proposition 1 : 
Soit une cubique plane E , irréductible, d’équation de Weierstrass : 
                                  ( )xfyE =2: . 
Les discriminants ( )E∆ de E et ( )fdis satisfont les relations : 
1) ( ) ( )Efdis ∆= 16 lorsque ( ) 64

2
2

3 24 bxbxbxxf +++=  ; 
2) ( ) ( )fdisE 16=∆ lorsque ( ) BAxxxf ++= 3 et lorsque ( ) 64

2
2

3 axaxaxxf +++=  
 
 
Les zéros de deux polynômes ( )xf et ( )xg d’un anneau [ ]xK sont liés par le résultant ( )gfs ,Re  : 
Définition 19 : soient 2 polynômes ( ) n

nn uxuxuxf +++= − ...1
10 de degré n > 1 

et ( ) p
pp vxvxvxg +++= − ...1

10 de degré p > 1 ; le résultant de ces 2 polynômes est égal au 
déterminant d’ordre pn +  : 
 
 
 
                      

                                 ( )

p

p

p

n

n

n

n

vvv

vvv
vvv

uu
u

uuu
uuu

gfs

......0
..........
..........
0.....0
0..0...

..0....0
.0.......
..........
..0...0
...0...

,Re

10

10

10

0

10

10

=                    

 
 
formé de p lignes ( )nuu ,...,0 et n lignes ( )pvv ,...,0 , les termes manquants sont remplacés par des 
zéros. 
La diagonale principale est formée de p termes 0u et n  termes pv . 
 
Les résultants possèdent de nombreuses propriétés que l’on peut trouver dans (LANG-1) et 
(KOSTRIKIN). 
Proposition 2 :  
Le résultant ( )gfs ,Re de deux polynômes est nul si et seulement si f et g ont un zéro commun. 
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                                                                                 Classification des cubiques de Weierstrass 
 
 
Le résultant est une fonction des zéros des 2 polynômes. 
Proposition 3 :  
Soit deux polynômes : 
                     ( ) ( ) ( ) ( )nxxxuxf θθθ −−−= ... 210 de degré n > 1    
                et  ( ) ( ) ( ) ( )pxxxvxg λλλ −−−= .... 210  de degré p > 1. 
Alors leur résultant est égal à : 
                                       

                                 ( ) ( )∏∏
≤≤ =

−=
ni

p

j
ji

npvugfs
1 1

00,Re λθ  

                                                 ( ) ( ) ( )∏∏
≤≤≤≤

−==
pj

j
nnp

ni
i

p fvgu
1

0
1

0 1 λθ . 

 
 
 
Le discriminant ( )fdis est lié au résultant ( )ffs ′,Re de ( )xf et sa dérivée ( )xf ′ par la : 
Proposition 4 : 
Soit un polynôme ( ) ( ) ( )nxxuxf θθ −−= ...10 de degré n > 1, sa dérivée ( )xf ′ .  
Alors le discriminant ( )fdis et le résultant ( )ffs ′,Re satisfont les relations : 
            
                                          ( ) ( )

( )

( )fdisuffs
nn

0
2

1

1,Re
−

−=′  
                                                            ( )∏

≤≤

− ′=
ni

i
n fu

1

1
0 θ  

 
 
Proposition 5 :  
Soit les hypothèses de la proposition 4. 
Alors :   ( ) ( ) ( )∏∏

≤≤ ≠

− −=′
ni ij

ji
nn nuuffs

1
0

1
0,Re θθ . 

 
  
7. Classification des cubiques irréductibles par leurs discriminants :      
Soit une cubique planeC , algébrique, irréductible, d’équation de Weierstrass : 
                                        ( )xfyC =2: [ ]xK∈ . 
Le résultant ( )ffs ′,Re est nul lorsque ( )xf admet 2 racines égales ; (proposition 4) ; il en résulte 
que la cubiqueC est singulière ; son discriminant ( )C∆ est nul ;(proposition 1). 
Cela implique une classification des cubiques irréductibles par leurs discriminants. 
Proposition 6 :  
Soit une cubique algébrique planeC , irréductible, d’équation de Weierstrass : 
                                               :C  ( )xfy =2 [ ]xK∈  
de discriminant ( )C∆  : 
1) la cubiqueC est une Courbe Elliptique si et seulement si ( ) 0≠∆ C . 
2) la cubiqueC est singulière si et seulement si ( ) 0=∆ C . 
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                                                                                            Cubiques de Weierstrass singulières 
    
 
Preuve de " C est une Courbe Elliptique " implique " ( ) 0≠∆ C " 
Prenons une équation de Weierstrass de la forme : 
                                         
                                                               ( ) [ ]xIRxfyC ∈=2:                                                 ( )1  
 
Par définition, une Courbe Elliptique est une cubique non singulière ; donc elle coupe l’axeOx en 
trois points simples : 
                                                    ( )0,ii eP =  ;  ji ee ≠  ;  .3,2,1=i                                          ( )2  
( )1 et ( )2 impliquent le polynôme ( )xf  : 
                                                    ( ) ( ) ( ) ( )321   exexexxf −−−=                                              ( )3  
Cela implique le résultant ( ) 0,Re ≠′ffs                                                                               ( )4  
La proposition ( )1 implique le discriminant : 
                                                                        ( ) 0≠∆ C                                                           ( )5  
Preuve de " ( ) 0≠∆ C " implique " la cubiqueC est une Courbe Elliptique" 
La relation ( ) ( )fdisdC .=∆ et l’hypothèse ( ) 0≠∆ C impliquent : 
                                                                        ( ) 0≠fdis                                                        ( )6  
Il en résulte que ( )xf admet 3 zéros simples : 321 ,, eee  ;                                                         ( )7  
Donc la cubiqueC est non singulière ; c’est une Courbe Elliptique.                                       ( )8  
 
Preuve de " la cubiqueC est singulière " implique " ( ) 0=∆ C "         
L’hypothèse "C est singulière " implique " ( )xf admet un zéro multiple".                             ( )9  
D’après la théorie des discriminants des polynômes, 

( ) 0=fdis si et seulement si f a une racine multiple                                                             ( )10   
( )9 et ( )10 impliquent :  ( ) 0=fdis                                                                                           ( )11  
Les relations ( ) ( )fdisdC .=∆ et ( )4 impliquent la valeur : 
                                                                   ( ) 0=∆ C .                                                            ( )12        

 
 
Une cubique irréductibleC , singulière, admet 2 types de point singulier : 
un nœud , où la cubique admet 2 tangentes distinctes, 
un point de rebroussement , où la cubique admet 2 tangentes confondues.  
 
Figure 1 : un nœud au point ( )0,0                                    Figure 2 : un point de rebroussement S       
 
 
 
 
 
                                    C                                                                                                                                         
                                                                                     
                                                                                                             
 
 
                   0                                                                                      S                      
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                                                                                         Les deux types de Courbes Elliptiques 
                         
 
Proposition 7 : 
Soit une cubique de WeierstrassC , son discriminant ( )C∆ et son invariant 
usuel ( ) 44 cCc = . 
1) la cubique admet un nœud si et seulement si ( ) 0=∆ C et ( ) 04 ≠Cc  
2) la cubique admet un point de rebroussement si et seulement si ( )C∆ 0= et ( ) 04 =Cc  
Preuve de " la cubiqueC admet un nœud " implique " ( ) 0=∆ C et 04 ≠c " 
Soit une cubiqueC qui admet un nœud ; donc la cubiqueC est singulière ; par la proposition 6, 
son discriminant est nul : 
                                            ( ) 0=∆ C                                                                                       ( )1  
L’hypothèse d’un nœud S sur la cubiqueC implique que la cubique admet 2 tangentes distinctes 
en S  ;                                                                                                                       ( )2  
La pente d’une tangente est égale à la dérivée y′ de y . 
Prenons une équation de Weierstrass : 
                                    64

32 5427: cxcxyC −−=  ;                                                                ( )3  
La dérivée de y est égale à : 

                                      ( ) ( ) ( )
y
xN

y
cx

y
cx

y
22

93
2

273 4
2

4
2

=
−

=
−

=′                                            ( )4                  

Les tangentes au nœud S sont distinctes ; cela implique que le polynôme ( ) ( )4
2 93 cxxN −=   

admet 2 zéros simples. 
Donc 4c 0≠ sur un corps K  de carat ( ) 3≠K .                                                                          ( )5  
Preuve de " la cubiqueC admet un point de rebroussement " implique " ( ) 0=∆ C et 04 =c ". 
Soit une cubiqueC qui admet un point de rebroussement, cela implique que la cubique est 
singulière ; donc ( ) .0=∆ C  
Les formules (1), (3) et (4) sont valables. 
L’hypothèse d’un point de rebroussement S surC implique 2 tangentes confondues à la cubique 
en .S  
Cela implique que ( )xN admet un zéro double ; il en résulte : 
                                                                          04 =c                                                             ( )6  
 
 

 
Les Courbes Elliptiques sont classifiées en 2 classes par leurs discriminants : 
classe des Courbes Elliptiques qui coupent l’axeOx en 3 points simples, 
classe des Courbes Elliptiques qui coupent l’axeOx en un seul point, qui est simple. 
 
Proposition 8 :  
Soit une Courbe Elliptique E  et son discriminant ( )E∆ . 
1) E coupe l’axeOx en trois points simples si et seulement si ( )E∆ > 0. 
2) E coupe l’axeOx en un seul point, qui est simple, si et seulement si ( )E∆ < 0. 
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                                                                                 Intersection de courbes elliptiques avec Ox                    

 
 
Preuve de " E coupe l’axeOx en trois points simples " implique " ( )E∆ > 0 ". 
Nous choisissons une équation de Weierstrass : 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]xIRxfexexexyE ∈=−−−= 321
2   : ,  .ji ee ≠                                                        ( )1  

Par définition, le discriminant de ( )xf est égal à : 
       ( ) ( ) ( ) ( )2

32
2

31
2

21 eeeeeefdis −−−=                                                                               ( )2  

Les trois zéros 321 ,, eee sont des nombres réels ; les carrés ( )2ji ee − sont positifs.                  ( )3  
Il en résulte :                 
                                                        ( )fdis > 0                                                                        ( )4  
La formule (4) et la relation entre les discriminants de f et de E  impliquent : 
                                                       ( )E∆ > 0.                                                                           ( )5  
Preuve de " ( )E∆ > 0 " implique " la Courbe Elliptique E coupe l’axeOx en 3 trois points simples 
" 
Soit une Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass : 
                              64

2
2

32 24 bxbxbxy +++= ( ) [ ]xIRxf ∈=                                               ( )6                        
La relation ( )( ) ( )Exfdis ∆= 16 et l’hypothèse ( )E∆ > 0 impliquent : ( )( )xfdis > 0                 ( )7   
( )6 et ( )7 impliquent que le polynôme ( )xf admet 3 racines simples : 321 ,, eee . 
Il en résulte trois points d’intersection ( )0,ii eP = de la courbe E avec l’axe .Ox  
   
Preuve de " E coupe l’axeOx en seul point simple " implique " ( )E∆ < 0 "  
Considérons une Courbe Elliptique qui coupe l’axeOx en un seul point simple ( )0,eP = . 
Cela implique l’équation de Weierstrass : 
                                              ( ) ( ) ( ) [ ]xIRxfxgexy ∈=−=  2  .                                              ( )8  
Les deux racines 1e et 2e du polynôme ( )xg sont conjuguées complexes.                           
                                              isre +=1 ,  isre −=2 ,  r et s  réels.                                        ( )9  
   
Le discriminant du polynôme ( )xf est égal à :  
                                           ( ) ( ) ( ) ( )( )2

321   eeeeeefdis −−−=                                               ( )10            
Avec le calcul nous obtenons la valeur : 
                                           ( ) ( )( )2224 sresfdis +−−=                                                         ( )11                         
Les carrés des nombres réels sont positifs, il en résulte : 
                                           ( )fdis < 0                                                                                    ( )12                         

                  
La relation entre ( )fdis et ( )E∆ implique : 
                                                          ( )E∆ < 0                                                                       ( )13                         
Preuve de " ( )E∆ < 0 " implique " la Courbe Elliptique E coupe l’axeOx en un seul point, simple 
" 
Un polynôme cubique admet trois racines ie , simples ou multiples :           
                           ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]xIRxfexexexyE ∈=−−−= 321

2   4:                                      ( )14            
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                                                                                                                                       Exemples 
 
 
La relation entre ( )( )xfdis  et ( )E∆ et l’hypothèse ( )E∆ < 0 impliquent : ( )( )xfdis < 0.    ( )15   
Par définition ( )fdis est lié aux racines ie par : 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) IReeeeeefdis ∈−−−= 2
32

2
31

2
21

44                                             ( )16  
Les relations (14) et (15) impliquent un carré négatif. 
Cela implique ee =1  réel,  itre +=2  et itre −=3  ; conjuguées complexes. 

Alors :  ( ) ( ) ( ) ( )222 2ititreitrefdis +−−−=  

                        ( )[ ]22224 tret +−−= < 0. 
Il en résulte un seul point d’intersection ( )0,11 eP = de la courbe E avec l’axeOx . 
 
 Les résultats précédents sont rassemblés dans la : 
Proposition 9 : (classification des cubiques de Weierstrass). 
Soit une cubiqueC de Weierstrass, son discriminant ( )C∆ , son invariant usuel 4c et son équation : 
                      ( ) [ ]xIRxfy ∈=2 . 
L’ensemble de ces cubiques se répartit en quatre classes selon les valeurs ( )C∆ et 4c : 
I) la classe des cubiques qui ont un nœud, lorsque ( ) 0=∆ C et .04 ≠c  
II) la classe des cubiques qui ont un point de rebroussement, lorsque ( ) 0=∆ C et .04 =c  
III) la classe des Courbes Elliptiques E qui coupent l’axeOx en trois points simples, 
lorsque ( )E∆ > 0. 
IV) la classe des Courbes Elliptiques E qui coupent l’axeOx en un seul point, qui est simple, 
lorsque ( )E∆ < 0. 
 
 
Illustrons cette classification avec un exemple de chaque classe. 
Exemple 1 : cubique ayant un nœud : 
Soit la cubique 1E d’équation de Weierstrass : 
          935: 232

1 ++−= xxxyE                                                                                          ( )1  
Nous obtenons avec le calcul les invariants de :1E  

202 −=b ,   64 =b ,   366 =b ,   1898 −=b ,   ( ) 025614 ≠=Ec ,   ( ) 01 =∆ E .                        ( )2  
( ) 01 =∆ E  implique que la cubique 1E est singulière. 

Cette cubique 1E a un point singulier. 
Le coefficient 4c 0≠ implique que ce point est un nœud. 
Les coordonnées de ce nœud sont les solutions du système de 3 équations algébriques : 

                        

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

=−+−=

=−−+−=

02,

03103,

0935,

2

232

yyx
dy
df

xxyx
dx
df

xxxyyxf

                                                              ( )3  
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                                                                                                              Cubique avec un noeud 
 
 
Nous obtenons la solution ( )0,3 . 
Pour trouver les abscisses entières, nous utilisons le : 
Théorème :  
          Soit une équation diophantienne : 
                    ( ) 0.........1

1 =+++= −
n

nn rxrxxf       
          Toute solution de ( )xf est un diviseur du coefficient nr . 
 
Ici 9=nr , le test des diviseurs de 9 implique ( ) ( )301 ff ==− . 
Donc ( )xf admet 2 racines 1: 1 −=x et .32 =x  
Il en résulte la factorisation ( )( )( )133935 23 +−−=++− xxxxxx  
                                     ( ) ( )13935 2232 +−=++−= xxxxxy                                           ( )4  
La relation ( )4 implique la condition 1−≥x . 

Tableau de coordonnées de quelques points de la cubique 1E  : 

    x  -1 
2
1

−  0     1    2       3    4     5 

    y    0  

4
27

±  
3±  22±  3±        0    5±  62±  

 

La cubique 1E coupe l’axeOx en un seul point simple ( )0,1− et un point double ( ).0,3  

 
                               Figure 3  (Courbe tracée avec le logiciel Maple) 
             
 

x    

y  
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                                                                         Cubique avec un point de rebroussement 
 

                                                                                                                      
Exemple 2 : cubique ayant un point de rebroussement                                                                  
.Soit la cubique 2E d’équation de Weierstrass : 
              1322: 232

2 +++=+ xxxxyyE .                                                                             ( )1  
Nous obtenons par le calcul les invariants de :2E  
             122 =b ,   64 =b ,   46 =b ,   38 =b ,   ( )24 Ec 0= ,   ( ) .02 =∆ E                                ( )2                         
( ) 02 =∆ E implique que la cubique plane 2E n’est pas une Courbe Elliptique. 

Cette cubique 2E a un point singulier. 
Le coefficient 04 =c implique que ce point singulier est un point de rebroussement. 
Les coordonnées de ce point de rebroussement sont les solutions du système de trois équations 
algébriques :  

                         

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+=

=−−−=

=−−−−+=

022,

03432,

01322,

2

232

xyyx
dy
df

xxyyx
dx
df

xxxxyyyxf

                                                   ( )3  

Nous obtenons la solution ( )1,1− .            
Tableau de coordonnées de quelques points de 2E  
 
      x              -2      -1 

2
1

−  
      0 

       
2
1         1 

 y  Pas de 
racines y réelles. 

       1 
  Racine     
  double. 4

2
2
1
±  

1±  
4

63
2
1
±−  

221±−  

 
La cubique 2E coupe l’axeOy en deux points d’ordonnées 11 −=y et 12 =y . 
                   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                                   Figure 4 (Courbe tracée avec le logiciel Maple) 
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                                                                                                          Courbe Elliptique de type 1 
 
 
Exemple 3 : Courbe Elliptique qui coupe l’axeOx en trois points simples. 
Soit la cubique 3E d’équation de Weierstrass : 
               8255: 232

3 −++=−+ xxxyxyyE .                                                                      ( )1  
Nous obtenons avec le calcul les invariants de :3E     
               212 =b ,   14 −=b ,   76 −=b ,   378 −=b ,   ( ) 163253 =∆ E  > 0.                            ( )2  
( )3E∆  > 0 implique que la cubique 3E est une Courbe Elliptique qui coupe l’axeOx en trois 

points simples. 
Avec le logiciel Maple j’obtiens les abscisses 1x , 2x et 3x de ces points : 
              1x 4−= ,  22 −=x ,  .13 =x                                                                                        ( )3  
Tableau de coordonnées de quelques points de .3E  
 

x  -5 -4 -3 -2 0 1 3 6 
y  75 ±  0 et9  524 ±  0 et 7  Pas de 

racines
réelles 

0 et 4  711±  
2

1601
2
1
±−

 
La Courbe Elliptique 3E  coupe l’axeOx en trois points simples : 
                

( ),0,41 −=P  ( ),0,22 −=P  ( )0,13 =P . 
 
                                                              

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                           Figure 5 (Courbe tracée avec le logiciel Maple) 
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                                                                                                           Courbe elliptique de type 2 
 
 
Exemple 4 : Courbe Elliptique qui coupe l’axeOx en un seul point simple. 
Soit la cubique 4E d’équation de Weierstrass : 
               :4E 12346 232 +++=+ xxxyy .                                                                           ( )1  
Nous obtenons par le calcul les invariants de :4E  
               162 =b ,   64 =b ,   846 =b ,   3278 =b ,   ( ) 2033764 −=∆ E  < 0.                          ( )2  
Donc la cubique 4E est une Courbe Elliptique qui coupe l’axeOx en un seul point, simple. 
Avec le logiciel Maple j’obtiens l’abscisse 4x de ce point : 
               44 −=x .                                                                                                                    ( )3  
Tableau de coordonnées de quelques points de 4E . 
 
x  -5 -4 -3 -2 0 2 5 8 
y
 

Pas de 
racine

s 
réelles 

0 et
6−  

213±−
 

233±−
 

213±−
 

513±−
 

2933±−
 

8133±−
 

 
 
La Courbe Elliptique 4E coupe l’axeOx en un seul point ( )0,4−=P  

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         

 
 
 
 

Figure 6 (Courbe tracée avec le logiciel Maple) 
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CHAPITRE II 
GROUPES DE MORDELL-WEIL DES COURBES ELLIPTIQUES 

 
 

1.  Introduction : 
         D’après Lang [Elliptic curves Diophantine Analysis], Poincaré a conjecturé que 
l’ensemble ( )KE des points K -rationnels d’une Courbe Elliptique E est un groupe abélien de type 
fini. 
 En 1922 Mordell a prouvé cette conjecture [On the rational solutions of the indeterminate 
equations of the third and fourth degrees] Proc. Camb. Philos. Soc 21 (1922) 179-192; Weil a 
étendu ce résultat aux Variétés Abéliennes [Sur un théorème de Mordell-Weil, Bull-Sci.Math-
54(1930) p 182-191].  

 
L’élément neutre d’une Courbe Elliptique E , d’équation de Weierstrass : 
                   [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++  
 est le point à l’infini. Ce point est ordinaire. 
 

Proposition 1 : 
 Le point à l’infini ( )0,1,0=EO est un point non singulier sur les Courbes Elliptiques E . 
 

Preuve : 
     Considérons l’équation projective de E dans le plan ( )KIP 2  : 
   ( ) [ ]zyxKzaxzazxaxyzaxyzazyzyxf ,,,, 3

6
2

4
2

2
32

31
2 ∈−−−−++=                            ( )1  

    Au point EO , la fonction polynôme f prend la valeur : 
        ( ) ( ) 00,1,0 == fOf E  ;                                                                                               ( )2  

   il en résulte que le point à l’infini EO est sur la courbe E . 
   Pour savoir si ce point est simple ou multiple nous prenons la dérivée partielle : 
              2

64
2

231
2' 322 zaxzaxayzaxyayf z −−−++=                                                         ( )3  

      Cette dérivée prend la valeur ( ) 10,1,0 =′f .  
Il en résulte que le point EO n’est pas singulier. 

  
         

       Une loi de groupe sur une Courbe Elliptique peut être déterminée par la théorie des    
 Diviseurs sur une Variété Abélienne. 
       Cette loi peut être aussi déterminée par «une propriété géométrique de trois points 
colinéaires d’une Courbe Elliptique».  
C’est cette loi que nous choisissons d’exposer. 
 

2.  Structure de groupe abélien sur l’ensemble E (K) des points K-rationnels d’une    
Courbe Elliptique E : 
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                           [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++                                 ( )1  
 Pour obtenir une structure de groupe abélien, nous considérons : 
1) L’ensemble ( )KE des points K -rationnels de la Courbe Elliptique E . 
2) Le point à l’infini EO qui joue le rôle d’élément neutre ; 
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                                                                                                       Structure du groupe E(K) 
 
 

( )∞∞= ,EO dans le plan affine, et ( )0,1,0 dans le plan projectif ( )KIP 2 . 
Ce point est unique. Il est déterminé par la direction de l’axeOy dans le plan 2IR . 
3) Une loi de composition interne : 

                            ( ) ( ) ( )KEKEKEu →×:  
                de valeur : 
                                  ( ) 2121 , PPPPu +=                                                                              ( )11−  
       «Trois points colinéaires de la courbe E ont une somme nulle»  
                                        EOPPP =++ 321                                                                        ( )21−  
Cette construction du point 21 PP + est représentée dans la figure 1 : 

 
Vérifions les 4 axiomes d’un groupe abélien : 
Axiome de l’élément neutre EO  : 
   C’est le point EO à l’infini qui joue le rôle d’élément neutre ; il est déterminé par la direction de 
l’axeOy . 
Pour tout point P de ( )KE , la sécante EPO est parallèle à l’axeOy . 
La règle des 3 points colinéaires implique : 
                                                  PPOOOOP EEEE =++=++ . 
                                      Donc :  PPOOP EE =+=+  
                            
                                     
Axiome du symétrique : 
      Soit un point P sur le groupe ( )KE  ; 
la parallèle à l’axeOy passant par le point P coupe la courbe E en trois points EOSP ,,  ;           il 
en résulte la relation :                              

 
 
                                   
 

    
   1P   2P  

 
3P  

 

213 PPP +=− =M  

x

y

 
Figure 1 

 
1P− 2P−  
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                                                                                                          Structure du groupe E(K) 
     
 
                     EE OOSP =++  

 
Nous en déduisons le symétrique : 
                                                       PS −= . 
Cette construction du symétrique d’un point P de la courbe E est représentée dans la figure 2 : 
  
 

 
 

             Figure 2  
        
Axiome de commutativité : 
Les sécantes 21PP et 12 PP sont confondues ; il en résulte la relation : 
                      312321 PPPPPP ++=++ EO=  ; 
cela implique la relation : 
                     31221 PPPPP −=+=+  . 
      
Axiome d’associativité : 
Soient 3 points RQP ,,  colinéaires de la Courbe Elliptique E . 
Pour vérifier l’associativité de la loi, il faut comparer les points : 
 
                                             ( ) RQP ++   et  ( )RQP ++  
 
Il faut donc calculer les coordonnées des sommes : 
                          
                            =+QP A  ,  BRA =+  ,  CRQ =+  et  DCP =+  
Avec le calcul nous obtenons l’égalité DB = et l’associativité de la loi : 
                                                
                                                        ( ) ( )RQPRQP ++=++  
 
 

 
  P  
 

 

    y

x  
        0

          PS −=  
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                                                                                                  Formules des coordonnées de -P 
 
 
Nous avons démontré la : 
Proposition 2 : 
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                     [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++ . 
Alors l’application    ( ) ( ) ( )KEKEKEu →×:  
de valeur  ( ) 2121 , PPPPu +=  ,  est une loi de groupe abélien d’élément neutre le point à 
l’infini EO avec la règle géométrique de" 3 points colinéaires de la courbe E " : 
                                                       EOPPP =++ 321  
 
Définition 1 : le groupe ( )KE des points K -rationnels d’une Courbe Elliptique E est le groupe de 
Mordell-Weil de la Courbe Elliptique E . 
 
3. Formules du symétrique P− , de la somme 21 PP + et de la somme PPP 2=+ dans le 
groupe ( )KE  : 
 
3-1. Calcul des coordonnées du symétrique P− d’un point P de la courbe E , (figure 2) : 
Soit un point P ( )pp yx ,=  sur une Courbe Elliptique E . 
Son symétrique est l’intersection P′ de la courbe E par la parallèle àOy passant par P . 
Equation de la parallèle :  pxx = .                                                                                           ( )1  
Cette parallèle coupe la courbe E en deux points de même abscisse pxx = , et 

d’ordonnées py et py ′ racines de l’équation du ème2 degré en y  : 
 
                             y ( ) 64

2
2

3
31

2 axaxaxaxay pppp +++=++                                                   ( )2  
 
La somme des deux racines est une fonction symétrique de ces racines : 
                           
                            ( )31 axayy ppp +−=+ −                                                                            ( )3  
Nous en déduisons les coordonnées du symétrique P− du point P  : 
Pour ( )pp yxP ,= , alors =− P ( )31 , axayx ppp −−−                                                               ( )4  
 
3-2. Calcul de la somme 21 PP + de deux points ( )iii yxP ,= , 21 PP ±≠  (figure 1) : 
La sécante 21PP coupe la courbe E en un 3 ième point 3P . 
La règle géométrique de trois points colinéaires implique la relation : 
                                     
                                                      EOPPP =++ 321                                                                  ( )1  
 
Il en résulte la sommeT de deux points : 
                                                     
                                                      321 PPPT −=+=                                                                ( )2  
 
Donc le point TPP =+ 21 est l’intersection de la parallèle àOy passant par 3P avec la courbe. 
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                                                                                            Formules des coordonnées de P+R 
                   
  
L’équation de la sécante 21PP  est égale à : 
                  ( )11 xxtyy −=−   ,  ( ) ( )2121 xxyyt −−= , 21 xx ≠                                              ( )3  
Les abscisses des trois points 321 ,, PPP sont solutions de l’équation cubique en x  : 

              ( )[ ] ( ) ( )[ ] 64
2

2
3

1131
2

11  axaxaxyxxtaxaxxty +++=+−++−+                            ( )4  
La fonction symétrique somme des racines vaut : 
              21

2
321 atatxxx −+=++                                                                                          ( )5  

Cela implique l’abscisse 3x du point 3P  : 
              2121

2
3 xxatatx −−−+=                                                                                         ( )6  

 
Les formules ( )3 et ( )6 impliquent l’ordonnée 3y du point 3P  : 
              ( ) 1133 yxxty +−=                                                                                                     ( )7  
 
Avec le calcul nous obtenons les coordonnées du symétrique  213 PPP +=−  : 
                   

       ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−−+−+++−−=

−−−+=
==+

2111321
2
1212

2
1

3
2121

2

21 22 xxayaaaaxxattaty

xxatatx
TPP

T

T     ( )8  

 
                  ( ) ( )2121 xxyyt −−= , 21 xx ≠ . 
 
Rassemblons les résultats précédents dans la : 
 
Proposition 3 : 
        Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                         [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++  
1) Le symétrique d’un point ( )pp yxP ,=  de E est le point ( )31, axayxP ppp −−−=− . 
2) La somme 21 PP + T= de deux points 21 PP ±≠ de la courbe E , est le point T  de coordonnées : 
 
                      

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−−+−+++−−=

≠
−
−

=−−−+=
==+

2111321
2
1212

2
1

3

21
21

21
2121

2

21

22

   ,  et           

xxayaaaaxxattaty

xx
xx
yy

txxatatx
TPP

T

T  

 
            

 
D’après la théorie des groupes abéliens, le groupe abélien de Mordell-Weil ( )KE  possède des 
sous groupes abéliens et des sous groupes cycliques. Ces sous groupes cycliques sont engendrés 
par un point P du groupe de Mordell-Weil d’ordre fini. 
{ }EOPP =2,  ,  { }EOTTT =3,2,  , etc… 
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                                                                                                   Formules des coordonnées de 2P 
 
 
3-3. Coordonnées du point PPP 2=+  de la courbe E (Figure 3) : 
 
Soit un point ( )pp yxP ,=  de la Courbe Elliptique . 
La tangente à la Courbe Elliptique E  au point P  a pour équation : 
                                    ( ) ppP yxxyy +−= ' , 

où '
Py  est la pente de la tangente à la Courbe Elliptique E au point ( )pp yxP ,=  : 

 

                               
31

142
2

'

2
23

axay
yaaxax

y
pp

ppp
p ++

−++
=       

 
Cette tangente coupe la courbe E en un point double ( )pp yxP ,= et un point 
simple ( )MM yxM ,= . 
La règle de trois points colinéaires implique la relation : 
                                                  EOMP =+2  et  MP −=2                                                    ( )1  
Les abscisses de ces trois points sont les racines de l’équation cubique en x  : 
            ( )[ ] ( )[ ] 64

2
2

3
1

2 axaxaxyxxyxaxxyy pppppp +++=+−′+−′+                                ( )2  
La fonction symétrique élémentaire somme des racines de l’équation ( )2 implique la relation : 
                                             21

22 ayayxx ppMp −′+′=+                                                        ( )3  
La relation ( )3 implique l’abscisse du point M  : 
                                              pppM xayayx 221

2 −−′+′=                                                       ( )4  
 
( )1 , ( )4 et la formule du symétrique d’un point impliquent les coordonnées du point P2  : 
        

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−++−′+′−′−=

++

−++
=−−′+′=

ppppppp

PP

pPP
Ppppp

yxaaaaxaayyayy

axay
yaaxax

yxayayx

1321
2
12

2
1

3
2

31

142
2

'
21

2
2

232

2
23

et           2
 

          
  Nous avons obtenu la :  
Proposition 4 : 
           Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
     [ ]yxKaxaxaxyaxyayE ,: 64

2
2

3
31

2 ∈+++=++    
Soit un point ( )pp yxP ,=  de E .  
Alors les coordonnées du point ( )pp yxPPP 22 ,2 ==+  sont égales à : 
                     

 
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−+−++−′+′−′−=

++
−++

=−−′+′=

ppppppp

PP

PPP
Ppppp

yxaaaaxaayyayy

axay
yaaxax

yxayayx

1321
2
12

2
1

3
2

31

142
2

'
21

2
2

232

2
23

et         2
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                                                                                                                                       Exemple 
 
 
 

 
 

Figure 3 
 
 
Exemple 1 : (Figure 4) 
Soit la Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
         [ ]yxQxxxyxyyE ,22: 232 ∈−−+=+− . 
Le groupe de Mordell-Weil E (Q) contient les deux points ( )3,2 −−=M et ( )2,1 −−=R . 
Calcul des coordonnées des points RM + , M− , R− , M2 , R2  : 
Nous obtenons les résultats : 
               

( )0,1=+ RM , ( )0,2−=− M , ( )0,1−=− R , ( )4,22 =M , ( )3,22 −=R . 
 
 

 
Figure 4 

 
 
Avec les propositions 3 et 4, nous pouvons calculer les coordonnées de tout  point mP , m > 2. 
Ainsi PPP += 23  ,  ( )PP 224 =   ,  PPP += 45  ,  etc… 
       Les coordonnées de ces points sont des fractions rationnelles du corps ( )61 ,...,,, aayxK . 
   
 
 
                                                                                                           
 

P
M

PM 2=−

x  

y

M

R T
T

RM

−=
=

+
 

M−  R− x

y
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                                                                                                                          Formules de Cassels 
 
 
Il existe des formules de récurrence que l’on trouve dans l’article de « Cassels »  
[Diophantine Equations with special references to elliptic curves] et dans [S.Lang, Elliptic 
curves. Diophantine analysis].                     
 
4. Formules de Cassels des coordonnées des points mP , m > 2  : 
Cassels a obtenu les formules des coordonnées de points mP en prenant une Courbe Elliptique 
d’équation de Weierstrass : 
                        
                             [ ]BAyxIZBAxxyE ,,,: 32 ∈++=  avec 0274 23 ≠+ BA . 
 
Soit un point P du groupe E (Q) de Mordell-Weil de E . 
Posons : 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−−++−+−

+++
=

.0 si                                                                       
0 si          fois  m-    ; 

  0 si              fois                      ;  

mO
mPPPP

mPmPPP
mP

E

πΛΛ
φΛΛ

                                      ( )1  

 
Selon Cassels les points mP ont pour coordonnées : 
 

                   ( ) ( )
( )P
P

mPx
m

m
2ψ

φ
=             et                ( ) ( )

( )P
P

mPy
m

m
3ψ

ω
=                                           ( )2                         

 
 
Les polynômes mψ sont égaux à : 

( )2322346
4

224
3

21

01

8452054

1263

2   ,      1
0   ,   1

BAABxxABxAxxy

ABxAxx

y

−−−−++=

−++=

==
=−=−

ψ

ψ

ψψ
ψψ

                                                     ( )3                        

 
Les polynômes mψ , sont déterminés par des relations de récurrence : 

3
11

3
212 +−++ −= mmmmm ψψψψψ                      ;       2≥m  

( )2
12

2
1222 +−−+ −= mmmmmmy ψψψψψψ         ;        3≥m                                                          ( )4  

 
Les polynômes mφ et mω sont déterminés par les formules : 

11
2

−+−= mmmm x ψψψφ                    ;  2≥m  
2

12
2

124 +−−+ −= mmmmmy ψψψψω     ;   2φm                                                                            ( )5  
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                                                                                                                     Formules de Cassels 
 
 
Proposition 5 :     
         Soit un point ( )yxP ,= du groupe de Mordell-Weil ( )QE d’une Courbe Elliptique E   
d’équation de Weierstrass : 
         [ ] 0274  avec   , 2332 ≠+∈++= BAyxQBAxxy  et A , B IZ∈  
Alors un point ( )mm yxmP ,= a des coordonnées égales à : 
 
 

                                     ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

              ,        32 P
P

mPy
P
P

mPx
m

m

m

m

ψ
ω

ψ
φ

==  

 
Les numérateurs et les dénominateurs mmm ωψφ et     ,  sont des polynômes de 
l’anneau [ ]yxBAIZ ,,,  . 
Les polynômes mmm ωφψ et   ,  satisfont les relations : 

( )2322346
4

224
3

2101

8452054

1263

2   ,  1   ,  0   ,   1

BAABxxABxAxxy

ABxAxx

y

−−−−++=

−++=

===−=−

ψ

ψ

ψψψψ

                                                                                  

 
3

11
3

212 +−++ −= mmmmm ψψψψψ                      ;       ( 2≥m )                                                      

( )2
12

2
1222 +−−+ −= mmmmmmy ψψψψψψ         ;        ( 3≥m )                                                      

 

 
( )
( )2    ;     4

2m    ;                    
2

12
2

12

11
2

φmy

x

mmmmm

mmmm

+−−+

−+

−=

≥−=

ψψψψω

ψψψφ
                                                                 

 
 
Preuve : 
 
C’est le lemme 7-2 dans «Diophantine Equations with special references to elliptic curves» de 
Cassels. 
 

Pour ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∞∞=== 3

0

0
2

0

0 ,,0  ,  0
ψ
ω

ψ
φ

EOPm  ; cela implique 00 =ψ  ,  100 == ωφ  

Pour 1−=m  ,  P− est le symétrique du point P  ; il en résulte 11 −=−ψ  
 
Les formules se démontrent par récurrence sur l’entier naturel m . 
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                                                                                                                           Formules de Cassels 
 
 
En appliquant ces formules pour 2=m , nous obtenons les polynômes : 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−−−++=

+−−=

=

2322346
2

224
2

2

845205

82

2

BAABxxABxAxx

ABxAxx

y

ω

φ

ψ

                                                         ( )6  

 
 Les coordonnées du point P2 sont donc égales à  
 

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−−−++
=

+−−
=

3

2322346

2

2

224

2

2
845205

2
82

y
BAABxxABxAxxy

y
AABxAxxx

P

P

                                                       ( )7  

 
 
Pour 3=m , nous obtenons les polynômes : 
 

( )
( ) ( )232322

323452679
3

88323348

431224309612

BABxBAABxA

xBAABxxABxAxx

++++

+++−+−−=φ
                                      ( )8  

C’est un polynôme de l’anneau [ ]BAxIZ ,,  de degré 9 en x ,  
 

[ ( )
( ) ( )

( ) ( ) ; ]51296332328104156       
480576375264A         

44423452816522022

4236232232

33242352

62378291012
3

BBAAxBAABxBAA  
xABBxBAABx

xBAABxxABxAxxy

−−−+−+

−+−+−

++−−−++=ω

                   ( )9  

 

donc 
y

3ω
est un polynôme de l’anneau [ ]BAxIZ ,,  de degré 12 en x . 

Avec le calcul, nous obtenons le carré du polynôme 3ψ  : 

( ) 422323425682
3 2412121443072369 ABxAxABABxxABxAxx +−−+++++=ψ         ( )10  

2
3ψ est un polynôme de l’anneau [ ]BAxIZ ,, de degré 8 en x . Nous en déduisons le polynôme :  

( )
( ) ( ) ( )

;12
24184432112889A1080

12108129629732416227

64

223233243252

623782910123
3

ABxA
xBAAxABBxABBxA

xBAABxxABxAxx

−−

++−+−+

+++++++=ψ

                ( )11  

  
3

3ψ est un polynôme de l’anneau [ ]BAxIZ ,,  de degré 12 en x . 
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                                                                                  Sous groupes de torsion, groupe de torsion 
 
 
Les formules ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11et    10  ,9  ,8  ,2  impliquent les coordonnées du point P3  : 

                   3
3

3
32

3

3
3        ,      

ψ
ω

ψ
φ

== PP yx                                                                              ( )12                         

 
5. Sous groupes de m-torsion, groupe de torsion d’une Courbe Elliptique : 
           Le groupe ( )KE de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique E , qui est abélien, admet des 
sous groupes cycliques et des sous groupes abéliens. 
 
Définition 2 : 1) Le sous groupe de m-torsion d’une Courbe Elliptique E , pour tout entier m>1, 
est l’ensemble des points P ( )KE∈  d’ordre m : 
( )[ ]mKE   ( ){ }EOmPKEP =∈=   ;   

Ces sous groupes sont cycliques ou abéliens d’ordre m. 
                       2) Le groupe de torsion de la Courbe Elliptique,  est l’ensemble des points P 
d’ordre fini ; c’est la réunion infinie des sous groupes de m-torsion de E : 
( ) ( ){ } ( )[ ]Υ

m
E mKEIZmOmPKEPET      ,   ; =∈=∈= . 

 
Ce groupe de torsion ( )ET est cyclique ou abélien, selon les invariants de la Courbe Elliptique. 
La détermination du groupe de torsion ( )ET a été réalisée pour les Courbes Elliptiques sur le 
corps Q des nombres rationnels. La structure de ce groupe a été conjecturée  par Ogg. 
 
Cette conjecture a été démontré par Mazur [ ]213− . 
 
Proposition 6 :  
       Le groupe de torsion d’une Courbe Elliptique E , sur le corps Q ,  est isomorphe à l’un des 
15 groupes additifs abéliens finis : 
1) 12et    10 ..., 3,... 2, , 1pour    == mmmIZIZ  
2) 4 , 3 , 2 , 1pour    22 =⊕ ddIZIZIZIZ  
 
Preuve :  Mazur a obtenu la preuve en utilisant les travaux de Ogg sur les équations 
diophantiennes, les propriétés des points rationnels sur les courbes modulaires et les travaux de 
Kubert sur les bornes de torsion de Courbes Elliptiques. 
 
 
 
Citons quelques résultats publiés sur les groupes ( )( )KET . 
 
(1) Kenku a montré qu’il n’y a pas de Courbe Elliptique E , sur un corps quadratique, qui 
contient un point d’ordre 32 ; il a utilisé les courbes modulaires ( )161X et ( )321X . 
 " Certain torsion points on Elliptic Curves defined over quadratic Fields "; J. Lond. Math. 19 
(1979)-233- 240. 
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                                                                               Sous groupes de torsion, groupe de torsion 
 
 
(2) Kamienny a montré qu’il n’y a pas de Courbe Elliptique, sur un corps quadratique, qui 
contient un point d’ordre premier 31 ,29 ,23 ,19 ,17=p  ; il a utilisé des courbes modulaires 

( )pX 1 . 
" Torsion points on Elliptic curves over all quadratic Fields "; Duke Math. J-53 (1986)-157- 162. 
 
(3) Fung, Stroker, Williams et Zimmer ont montré que le groupe de torsion ( )( )KET est 
isomorphe à l’un des 8 groupes abéliens finis :  nIZIZ  pour  .12 ,5 ,4 ,3 ,2=n  
                                                                     dIZIZIZIZ ⊕2  pour .6 ,3 ,2=d  
K  est un corps cubique pur ( )3 aQK =  et a non puissance 3 ème dans le corps K . 
Ils ont utilisé les formes normales de Kubert ( )cbE , , les propriétés de l’invariant 
modulaire ( )Ej et des valuations p-adiques pv . 
 " Torsion Groups of Elliptic Curves with integral −j invariant over pure Cubic Fields "; Journal 
N. T. 36 (1990)-12- 45. 
 
(4) Kishi a montré que le groupe de torsion ( )( )KET est isomorphe à l’un des groupes abéliens 
finis : 
            IZIZ 11  ; IZIZ 13  ; IZIZIZIZ 56 ⊕  ; IZIZIZIZ 78 ⊕  ; IZIZIZIZ 73 ⊕  ;             

IZIZIZIZ 516           ⊕  ; IZIZIZIZ 964 ⊕  ; IZIZIZIZIZIZ 9322 ⊕⊕ . 
 
K est un corps quartique cyclique imaginaire. 
Il a utilisé la forme normale de Kubert ( )cbE , , des valuations additives normalisées pv et les 
réductions d’une Courbe Elliptique. 
 " On Torsion Subgroups of Elliptic Curves with Integral −j Invariant over Imaginary Cyclic 
quartic Fields "; Tokyo J. Math vol 20 (1997) 315-327. 
 
Exemple 2 : 
       
Considérons la Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
 
               [ ]yxQxyE ,1: 32 ∈+=                                                                                          ( )1         
Calcul des invariants de E  :     
        042 == bb     ,    46 =b     ,    08 =b      ,      ( ) 1627×−=∆ E . 
               
En utilisant les formules iψ , nous obtenons les coordonnées d’un point P2 : 

              
( ) ( )3

36

22

4

2 2
820et                

2 y
xxy

y
xx PP

−+
==                                                             ( )2                         

 
Par définition, un point de 2-torsion satisfait la relation : 
 
               ( )∞∞== ,2 EOP                                                                                                      ( )3  
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                                                                                                Exemple de points de 2-torsion 
 
 
Les formules ( )2 et ( )3 impliquent l’ordonnée du point P  : 
             
                0=y                                                                                                                        ( )4  
                                                                                            
  
 
Les équations ( )1  et ( )4  impliquent trois solutions qui sont les abscisses de 3 points : 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=−= 0,

2
31 ,plan  le dans 0,1 2

2
1 PIRP  et ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
= 0,

2
31

3P d’abscisses complexes. 

Ces trois points iP , satisfont la relation Ei OP =2  ; ce sont donc des points d’ordre 2 . 
Le point ( )0,11 −=P est le seul point de 2-torsion du groupe abélien ( )QE . 
 
Exemple 3 :       
         
         Certains points de 2-torsion d’une Courbe Elliptique E  d’équation : 
 
              ( ) ( ) ( ) [ ]xIRexexexyE ∈−−−= 321

2   :  ; 
peuvent être obtenus avec la règle géométrique de 3 points colinéaires d’une cubique de 
Weierstrass. 
        Aux 3 points d’intersection ( )0,ii eT = avec l’axe Ox , la parallèle à l’axeOy est la tangente à 
la Courbe Elliptique au point iT . Il en résulte que ces trois points d’intersection iT sont des points 
de 2-torsion du groupe abélien E (Q). 
 
Exemple 4 : 
 
     Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass : 
                         
                          ( ) [ ]yxQxnxynE ,: 232 ∈−=   
 
Cette courbe ( )nE coupe l’axeOx en 3 points : 
                  
                          ( )0,01 =P  ; ( )0,2 nP =  et ( )0,3 nP −=  
 
Ces trois points engendrent un groupe abélien d’ordre 4. 
 
                          { } IZIZIZIZOPPPP E 22 , , , 2121 ×≅+  
 
Ces 3 points sont d’ordre 2 ; ce groupe est le groupe de torsion ( )( )nET de la Courbe Elliptique. 
C’est un groupe de Klein :  ( ){ }eabbabaabba ==== 222 ,  , ,  . 
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      Les coordonnées de points de torsion des Courbes Elliptiques ( )QE peuvent être calculées 
avec la : 
 
Proposition 7 :  
        Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                  [ ]yxQBAxxyE ,: 32 ∈++=  ,  A et B IZ∈  et  0274 23 ≠+ BA . 
       Soit un point ( )QEP∈ de torsion. Alors : 
1) Les coordonnées x  et y  de P sont des entiers rationnels. 
2) Lorsque EOP ≠2  , alors 2y divise 23 274 BA + . 
Preuve : 
Elle a été obtenue par ( Lut ) et ( Nag ). 
 
Exemple 5 : 
Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
         [ ]yx,Q 103: 32 ∈+−= xxyE                                                                                         ( )1  
Alors 5423 23274 ×=+ BA  
 
Les valeurs possibles 2y sont égales à : 
                      36  ,81  ,9  ,16  ,42 =y . 
Pour 42 =y , on obtient l’équation diophantienne cubique 0633 =+− xx , pas de solutions 
rationnelles. 
Pour 162 =y , on obtient l’équation diophantienne cubique 0633 =−− xx , pas de solutions 
rationnelles. 
Pour 92 =y , on obtient l’équation diophantienne cubique 0133 =+− xx , pas de solutions 
rationnelles. 
Pour 812 =y , on obtient l’équation diophantienne cubique 07133 =−− xx , pas de solutions 
rationnelles. 
Pour 362 =y , on obtient l’équation diophantienne cubique 02633 =−− xx , pas de solutions 
rationnelles. 
 
6. Théorème de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique :  
Selon Lang, la preuve de ce théorème comporte 2 parties ; l’une est consacrée à l’ordre fini du 
groupe quotient ( ) ( )KmEKE , l’autre partie concerne le type fini du groupe abélien ( )KE . 
Proposition 8 : ( Théorème faible de Mordell-Weil ) 
Soit le groupe de Mordell-Weil ( )KE d’une Courbe Elliptique E . Alors le groupe quotient 
( ) ( )KmEKE est fini pour un entier 2≥m . 

Preuve :  
          Selon Lang , il faut prendre une équation de Weierstrass : 
                        ( ) ( ) ( ) [ ]xKexexexyE ∈−−−= 321

2   : . 
Soit 3 homomorphismes de groupes : 
            ( ) 3 ,2 ,1   ,  : 2** =→ iKKKEiθ  
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tels que les noyaux satisfont : 
                         ( )Ι

3,2,1

 2ker
=

⊂
i

i KEθ  ,  pour carac ( ) 3,2≠K . 

 
      Ces 3 homomorphismes iθ sont choisis tels que : 
( ) 1=Ei Oθ  ,  ( ) ii exyx −=,θ  si  iex ≠  et  ( ) ( )( )kijiii eeeee −−=  0,θ . 

Alors en utilisant certaines propriétés des groupes abéliens, les auteurs obtiennent le résultat 
annoncé. 
 
 
Pour le type fini du groupe ( )KE de Mordell-Weil, commençons par les fonctions hauteurs.  
Définition 3 : ( selon Silverman ) 
Une hauteur sur un groupe abélien A est une fonction h à valeurs réèlles : 
                                                IRAh →:  
          qui satisfait les 3 axiomes : 
( )1h  à tout point 1P  de A correspond une constante ( ) 111 , cAPc =  telle que :                                  

( ) ( ) 11   2               cPhPPh +≤+  , pour tout point P de A. 
( )2h  à une constante 2c  correspond un entier 2≥m  tel que : 
   ( ) ( ) 2

2             cPhmmPh −≥  , pour tout point P de A. 
( )3h  l’ensemble des points P de A de hauteur ( )Ph  bornée est fini. 
             ( ){ }3  ; cPhAP ≤∈  est un ensemble fini. 
 
 
       Les fonctions hauteurs sont déterminées par leur valeur aux points du groupe abélien A . 
Elles permettent de démontrer la finitude du groupe AA 2 . 
 
Proposition 9 : 
        Soit un groupe abélien A tel que le groupe quotient mAA  soit fini. Alors le groupe abélien 
A est de type fini. 
 
Preuve : 
       Le groupe quotient mAA  étant fini, considérons des représentants des classes de mAA  : 
                            sTTT  ......, ,   , 21                                                                                              ( )1  
Construisons une suite infinie de points de A  avec des combinaisons linéaires : 

sijTmPPTmPPTmPP innnii ,....,1  avec    . ......, ,    ;   122111 =+=+=+= −                              ( )2   
Toute combinaison linéaire ijjj TmPP +=−1  implique : 
                                                        ijjj TPmP −= −1                                                                 ( )3  
 
Appliquons au 1 er membre de ( )3  l’axiome ( )2h et au 2 ème membre de ( )3 l’axiome ( )1h . 
         Nous obtenons l’inégalité : 

                          ( ) ( )( )cPh
m

Ph jj ′+≤ −12   21  ;                                                                          ( )4  
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En appliquant cette procédure à chaque point 11  ,..., , −nPPP et en ajoutant les inégalités obtenues 
membre à membre, nous obtenons l’inégalité : 

                          ( ) ( ) c
mmmm

Ph
m

Ph n

nn

n ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

−

 2...421 2 2

1

6422  ;                               ( )5  

L’hypothèse 2≥m  et le développement limité égal à la somme 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

−

n

n

mmm 2

1

42

221
Λ impliquent l’inégalité : 

                           ( )
2

1 cPh n
′

+≤  ;                                                                                             ( )6  

Donc l’ensemble { }∞→nPn  , est un ensemble de points de hauteur bornée. 
Par l’axiome ( )3h , cet ensemble est fini 
                                     { }rPP ,...,1  ;                                                                                          ( )7  
 
Il en résulte que tout point P du groupe abélien A est une IZ -combinaison linéaire de la forme : 
                     IZnPnPnTnTnP irrssss ∈+++++= ++   , .............. 1111  ;                                   ( )8  
 
Donc le groupe abélien A , admettant un nombre fini de générateurs, est de type fini. 
 
 
Cette proposition s’applique aux groupes de Mordell-Weil des Courbes Elliptiques. 
 
Il existe plusieurs types de hauteurs. Indiquons quelques unes : 
 
1- La hauteur logarithmique sur une Courbe Elliptique ( )QE est la fonction : 
                                                  ( ) IRQEh →:log  

                               de valeur     ( ) ( ){ }  ,  maxloglog baPh = , pour baxP =  et  ( ) 0log =EOh . 
Pour certains auteurs c’est aussi la hauteur de Weil. 
 
2- La hauteur logarithmique relative à une fonction ( )EKf ∈ est la fonction : 
                                                   ( ) IRKEh f →:  
                               de valeur      ( ) ( )( )PfhPh f log=  
 
3- La hauteur canonique ( ou de Néron-Tate ) sur une Courbe Elliptique E est la fonction : 
                                                    ( ) IRKEh →:ˆ  
                               de valeur      ( ) ( )PhPh n

f
n

n
24lim ˆ −

∞→
=  

 
Cette hauteur canonique satisfait la : 
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Proposition 10 : 
1) La hauteur canonique ( ) IRKEh →:ˆ  satisfait la loi du parallélogramme : 
        ( ) ( ) ( ) ( )MhPhhMPh  ˆ 2 ˆ 2M-P ˆ ˆ +=++     pour tous points P et M de E ( )K . 
2) Pour tout point ( )KEP∈  et tout entier IZm∈      
                                                 ( ) ( )PhmmPh  ˆ ˆ 2=    
3) La hauteur ĥ  induit une forme quadratique sur ( )KE  
                                                < , > : ( ) ( ) IRKEKE →×   

                                    de valeur   <M,P> ( ) ( ) ( )MhPhMPh  ˆ ˆ ˆ −−+=  . 
Cette forme < , > est bilinéaire. 
4) ( ) ( ) 0 ˆet    0 ˆ =≥ PhPh  si et seulement si le point P est d’ordre fini . 
Preuve : 
On utilise la définition de ĥ  et les propriétés des formes quadratiques bilinéaires. 
C’est un théorème de Néron-Tate. 
 
 
Cette forme quadratique ĥ  de Néron-Tate, bilinéaire, permet d’introduire un invariant des 
Courbes Elliptiques. 
 
Définition 4 : Soit une Courbe Elliptique E et un système de générateurs rPP ,....,1  de la partie 
infinie ( ) ( )( )KETKE  ; le régulateur de E est le déterminant d’ordre r : 
                             ( ) ( )><= jPPER , det i  ,  rji ≤≤  , 1 ,  pour r 0φ  
                       et   ( )   1=ER pour r=0   ,   < , > = Forme quadratique de la proposition 10 . 
C’est le régulateur elliptique de la Courbe Elliptique E. 
 
La proposition 9 s’applique au groupe abélien ( )KE . 
Proposition 11 : 
       Le groupe de Mordell-Weil ( )KE d’une Courbe Elliptique E est de type fini. 
 
 
La structure de ce groupe de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique est précisée par le : 
 
Corollaire 1 : 
          Le groupe de Mordell-Weil ( )KE  d’une Courbe Elliptique E  est isomorphe au produit de 
groupes abéliens : 
                                                 ( ) ( ) rIZETKE ×≅  
où ( )ET est le groupe de torsion de la Courbe Elliptique E , qui est fini. 

( )Err = est un entier positif ou nul. 
rIZ = r copies du groupe abélien additif infini IZ. 
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Définition 5 : L’entier naturel ( ) 0≥= Err  de cette formule d’isomorphisme est le rang de la 
Courbe Elliptique E . C’est aussi le nombre de générateurs rPP  ,...,1  de la partie infinie du 
groupe ( )KE . 
 
Le rang d’une Courbe Elliptique ne peut être obtenu à l’aide d’une formule.  
 
 
7. Morphismes de Courbes Elliptiques :    
 
     Une Courbe Elliptique a une structure de groupe abélien de type fini ; selon la théorie des 
groupes de courbes il existe des homomorphismes, des endomorphismes, des isomorphismes, 
des automorphismes et des isogénies de courbes elliptiques. 
 
Définition 6 : Soit deux Courbes Elliptiques EetE ′    , sur le même corps K , d’éléments neutres 
respectifs EO  et EO ′ . Un morphisme de Courbes Elliptiques est un homomorphisme de groupes 
abéliens  ( ) ( )KEKEf ′→ : . 
 
 
7-1.  Endomorphismes de courbes elliptiques :                                                       
    La description de l’anneau des endomorphismes ( )E End  d’une Courbe Elliptique a été 
indiquée par Deuring. 
Selon Deuring, l’anneau des endomorphismes d’une Courbe Elliptique est isomorphe soit à 
l’anneau IZ , soit à un ordre d’un corps quadratique imaginaire, soit à un ordre de l’algèbre des 
quaternions. 
Ce dernier cas se produit lorsque carac ( ) 0φpK = . 

 
L’ensemble des endomorphismes ( )EEnd K d’une Courbe Elliptique forme un anneau intègre de 
caractéristique nulle, isomorphe à l’anneau IZ  ou isomorphe à un anneau contenant IZ . 
 
Définition 7 : Les Courbes Elliptiques  dont l’anneau des endomorphismes ( )EEnd K contient 
l’anneau IZ sont des Courbes Elliptiques à Multiplication Complexe. 
 
Dans le cas où la Courbe Elliptique E  est à Multiplication Complexe, l’anneau ( )EEnd est 
isomorphe à l’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire 
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7-2. Isomorphismes de Courbes Elliptiques : 
 
Définition 8 : Un isomorphisme de 2 Courbes Elliptiques est un isomorphisme 

( ) ( )KEKEf ′→:  de leurs groupes de Mordell-Weil. 
 
Donc il satisfait les formules d’isomorphisme de groupes abéliens : 
       

( )
( ) ( ) ( )

       bijectiveest   3)
      2)

 )1

2121

f
PfPfPPf

OOf EE

+=+
= ′

 

 
Examinons les propriétés de ces isomorphismes : 
 
Soit deux Courbes Elliptiques E  et E ′ , d’équations deWeierstrass : 

[ ]
[ ]YXKaXaXaXYaXYaYE

yxKaxaxaxyaxyayE

,:

et        ,:
'
6

'
4

2'
2

3'
3

'
1

2
64

2
2

3
31

2

∈+++=++′

∈+++=++
  

 
 
Proposition 12 : 
      Un isomorphisme de 2 Courbes Elliptiques E  et E ′est une application : 
                                     ( ) ( )KEKEf ′→:  
                    de valeur   ( ) ( )YXyxf ,, =  
    pour   rXux += 2   ,   tXsuYuy ++= 23    et  ,0≠u  r , s , Kt ∈ .                                 ( )1  
 
 
Preuve : 
   Les formules d’homomorphismes : 
         ( ) ( ) ( )2121 PfPfPPf +=+  et  ( ) EE OOf ′= , se vérifient par le calcul. 
Pour vérifier que f est bijective, nous calculons les valeurs de X etY . 
          ( ) 2urxX −=  et   ( ) 32 utXsuyY −−=  
L’hypothèse 0≠u  implique la bijection. 
                  

      
 
      La relation ( )1  et les calculs impliquent des relations entre les coefficients et les invariants 
des deux courbes que nous résumons dans le : 
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Corollaire 2 :  
      Soit 2 Courbes Elliptiques E et E ′  isomorphes. Alors : 
 
 Les coefficients ia  et '

ia  sont liés par les relations : 

                          

( )
.

; 232

; 2

; 3

; 2

1
2

3
3

2
2

46
'
6

6

2
2134

'
4

4
13

'
3

3

2
12

'
2

2
1

'
1

rtattararraaau

strraarstsaaau

traaau

srsaaau

saua

−−−+++=

−+++−−=

++=

−+−=

+=

                                           ( )2  

Les invariants ib2 et '2ib sont liés par les relations : 

                          

.333

; 42

; 6
;  12

4
2

3
4

2
68

'
8

8

3
2

2
46

'
6

6

2
24

'
4

4
2

'
2

2

rbrbrrbbbu

rbrrbbbu

rrbbbu
rbbu

++++=

+++=

++=

+=

                                                           ( )3  

 
Les relations entre les invariants ic2  et  '

2ic sont :  4
'
4

4 ccu =  et  6
'
6

6 ccu =                           ( )4                        
 
Les discriminants satisfont la relation : 
                        
 
                                                 ( ) ( )EEu ∆=′∆12                                                                       ( )5                        
 
Les invariants modulaires sont égaux : 
                                                 ( ) ( )EjEj ′=                                                                            ( )6                         
  
Les invariants différentiels satisfont la relation : 
                                                 ( ) ( )EEu ωω =′−1                                                                      ( )7                        
 
Preuve :  
En remplaçant yx et   dans l’équation de E par les fonctions 

tXsuYuyrXux ++=+= 232 et     ,  nous obtenons toutes les relations du corollaire 2. 
 
 
Les Courbes Elliptiques peuvent être classifiées par leurs invariants modulaires ( )Ej . 
 
Proposition 13 : 
1) Deux Courbes Elliptiques sur un corps algébriquement clos sont isomorphes si et seulement si 
leurs invariants modulaires sont égaux. 
2) Pour tout nombre t d’une clôture algébrique du corps K, il existe une Courbe Elliptique 
d’invariant modulaire ( )Ejt = . 
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Preuve de  « EE ′et     isomorphes »  implique  « ( ) ( )EjEj ′=  »  
    Soit deux Courbes Elliptiques EE ′et     isomorphes, la relation ( )6 du corollaire 2 implique 
l’égalité :  ( ) ( )EjEj ′= . 
 
Preuve de  « ( ) ( ) EjEj ′= » implique « isomorphes  et    EE ′ » 
    Soit deux Courbes Elliptiques d’équations de Weierstrass : 
 
                  

( )                           1                                                        ; :et                : 3232 BxAxyEBAxxyE ′+′+=′++=
 
satisfaisant les deux conditions : 0274 23 ≠+ BA  et 0274 23 ≠′+′ BA .                                ( )2  
L’hypothèse : « ( ) ( )EjEj ′=  » et les valeurs : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )EAEjAEj ′∆′=′=∆= 33 41728E4 1728  ;                                                          

implique l’égalité :          
                                      2323 BABA ′=′                                                                                   ( )3  
Les relations d’isomorphismes de Courbes Elliptiques impliquent les relations : 

AAu =′4   ,    BBu =′6    et     ( ) ( )EEu ∆=′∆12                                                                      ( )4  
                 
                                                                                                                     
Examinons les trois cas : 
1 er cas : 0et    0 ≠= BA , les formules ( )2  et ( )4  des isomorphismes impliquent : 

0=′A  et  .0≠′B   
La formule ( )4  implique les six valeurs ( ) 6

1
BBu ′=  qui déterminent les six 

isomorphismes EEf ′→:  de valeurs : ( ) ( )yuxuyxf 32 ,, = . 
 
2 ème cas : 0=B , 0≠A , les formules ( )2  et ( )4 des isomorphismes impliquent : 

0≠′A  et 0=′B . 
La formule ( )4  implique les quatre valeurs : ( ) 41AAu ′=  qui déterminent les quatre 
isomorphismes f  des deux Courbes Elliptiques de valeurs : ( ) ( )yuxuyxf 32 ,, = . 
3 ème cas : 0≠AB , les formules ( )2  et ( )4  des isomorphismes impliquent : 

0≠′A et 0≠′B . 
La formule ( )4  implique ( ) ( ) 6141 BBAAu ′=′= . 
Il en résulte les isomorphismes EEf ′→:  de valeur : Xux 2=  ,  Yuy 3= . 
Les équations de Courbes Elliptiques isomorphes sont : 

6432: uBxuAxyE ′+′+=            et              BxAxyE ′+′+=′ 32:  ; 
 
 
Preuve de « tout nombre t d’une clôture algébrique lgaK  est l’invariant modulaire d’une Courbe 
Elliptique » 
          Soit un élément lgaKt ∈ . 
Considérons la Courbe Elliptique E  d’équation de Weierstrass : 
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                              BAxxyE ++= 32:                                                                                   ( )1  
Son discriminant vaut : 
                           
                              ( ) ( ) 027416 23 ≠+−=∆ BAE                                                                     ( )2  
Son invariant modulaire vaut : 
                               

                               ( ) 23

3

274
.1728.4

BA
AEj

+
=                                                                                   ( )3  

 
L’hypothèse : ( ) tEj =  implique la relation : 
 

                               ( ) t
BA

AEj =
+

= 23

3

274
.1728.4                                                                            ( )4  

 
Pour déterminer les valeurs de A  et B , nous examinons les trois cas possibles : 
  0=t ,1728  et 0≠t , 1728 . 
 
             Lorsque 0=t , la formule ( )3  implique la valeur : 0=A                                           ( )5           
L’équation ( )1 devient : 
                                        BxyE += 32:                                                                                ( )6  
 
La condition ( )2  implique 0≠B . 
Cette Courbe Elliptique E  est isomorphe à toute Courbe Elliptique  BuxyE 632: +=′ avec 

*Ku∈ . 
             Lorsque 1728=t , la formule ( )3  implique la relation : 
 

                                    23

3

274
.4.17281728

BA
A

+
=                                                                             ( )7  

 
La relation ( )7  et la condition ( )2  impliquent : 
 
                                     0=B   ;   0≠A                                                                                   ( )8  
 
La Courbe Elliptique E  d’équation de Weierstrass : 
 
                                     AxxyE += 32:                                                                                  ( )9  
 
est isomorphe à toute Courbe Elliptique E ′d’équation de Weierstrass : 
 
                                     AxuxyE 432: +=′     avec *Ku∈ . 
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      Lorsque ,0≠t 1728 , la formule de l’invariant modulaire d’une Courbe Elliptique implique la 
relation : 
                                      ( ) 32 172827 AttB −= .                                                                      ( )10  
 Cette équation admet les solutions : 
 
 

  ( )tK
t

tA ∈
−

=
1728

3        et          
t

tB
−

=
1728

                                                                    ( )11                       

 
Il en résulte la Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :                                                      

t
tx

t
txyE

−
+

−
+=

17281728
3:                             32  ,  ( ) 1728 ,0≠= tEj . 

 
  
 
Exemple 6 :  Courbes Elliptiques isomorphes : 
Soit une Courbe Elliptique 1E  d’équation de Weierstrass : 
               [ ] ( ) . 3 ,2 , ,1432: 232

1 ≠∈+++=++ KcaracyxKxxxyxyyE . 
Courbe Elliptique isomorphe 2E pour les valeurs  : 0  , 0  , 1  , 2 ==== tsru   
                  

               
64
9

16
13

2
3

8
3: 232

2 +++=++ xxxyxyyE  

 
Les formules d’isomorphismes liant les invariants ib2 et les discriminants impliquent : 

( ) ( )1
12

28642 2
4096

195    , 
256
59    , 

64
45    , 2    , 7                EEbbbb ∆=

−
=∆=′=′=′=′ −  . 

 
Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la Courbe 1E  : 
 

x  1−  
4
1

−  
0  

6
1  2  

y  Pas de 
racines 
réelles 8

15
4
1
±−  

2
5

2
1
±−  

36
1145

3
2
±−  

2
141

2
5
±−  

 
     La Courbe Elliptique 1E  coupe l’axe Ox  en un seul point d’abscisse 1x  obtenue avec le 

logiciel  Maple :  1x ≈ 31,0− . Elle coupe l’axe Oy en deux points d’ordonnées
2
5

2
1
+−  et 

2
5

2
1
−− . 
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Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la Courbe 2E  : 
 

x  1−  
4
1−  

0  
6
1  2  

y  Pas de 
racines y réelles 16

5
16
1
±−  

16
53

16
3
±−  

144
8205

48
13

±−  
16
4397

16
19

±−

 
La Courbe Elliptique 2E  coupe l’axeOx  en un seul point d’abscisse 2x obtenue avec le logiciel 
Maple : 2x ≈ 33,0− . Elle coupe l’axe Oy en deux points d’ordonnées  

16
53

16
3
+− et 

16
53

16
3
−− . 

 
La Courbe Elliptique 1E  : 
                                                                                               
 
 
 
                                                                                                        
 
                                                                                                          
 
 
                                                                                                    F   
 

Figure 5 
 
La Courbe Elliptique 2E isomorphe à 1E  :                                      

 
 
 

 
 
 
                                                                    
                                                    
 
                                                                                   
                                      

 
 

    Figure 6 
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La relation ( ) ( )EjEj ′=  implique une relation d’équivalence dans l’ensemble des Courbes 
Elliptiques. 
Il en résulte que les Courbes Elliptiques se répartissent en classes d’équivalences de Courbes 
Elliptiques isomorphes : 
 
( ) { }nEEEEEcl ′′′′=′ ,  ,,, 21 ΚΚΚ , d’invariants modulaires égaux : 

                        ( ) ( ) ( ) ( )nEjEjEjEj ′==′=′=′ ΚΚΚ   21 . 
 
 
7-3. Automorphismes d’une Courbe Elliptique : 
 
Définition 9 : Un automorphisme d’une Courbe Elliptique est un endomorphisme bijectif du 
groupe abélien E(K). 
 
L’ordre du groupe des automorphismes d’une Courbe Elliptique E  est un diviseur de 24, comme 
le montre la : 
 
Proposition 14 : 
              Soit une Courbe Elliptique E  sur un corps K , d’invariant modulaire ( )Ej .  
Alors, le groupe ( )EAut  de ses automorphismes est d’ordre : 
1)   2   si ( ) 0≠Ej  , 1728  et ( )  2≠Kcarac et 3 . 
2)  4   si ( ) 1728=Ej  et carac ( ) 2≠K  et 3 . 
3)  6   si ( ) 0=Ej  et carac ( ) 2≠K  et 3 . 
4) 12 si ( ) 17280 ==Ej  et carac ( ) 3=K . 
5) 24 si ( ) 17280 ==Ej  et carac ( ) 2=K . 
Où carac ( )K  est la caractéristique du corps K . 
 
Preuve de 1) : 
   Soit une Courbe Elliptique E  d’équation de Weierstrass : 
              BAxxyE ++= 32:    avec   0274 2

6
3
4 ≠+ aa  ;                                                        ( )1  

sur un corps K  de caractéristique ( ) 3et  2≠Kcarac . 
    Les formules impliquent les deux invariants de la Courbe : 
 

( ) ( ) 027416 2
6

3
4 ≠+−=∆ aaE    et    ( ) 1728 ,0

274
.1728.4

2
6

3
4

3
4 ≠

+
=

aa
aEj .                                        ( )2  

 
Les hypothèses ( ) 3,2≠Kcarac , ( ) 1728,0≠Ej  et la relation ( )2  impliquent les conditions : 
                                               04 ≠a       et     06 ≠a                                                               ( )3  
Les formules d’isomorphismes ( )1  impliquent l’automorphisme : 
 

                                       
( ) ( )

( ) ( );,yx,       

:
32 yuxu

KEKEgu

→

→
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                                                                                      Automorphismes de Courbes Elliptiques 
 
 
pour un certain élément u  non nul du corps K . 
      La Courbe Elliptique E ′  image de la Courbe Elliptique E par l’isomorphisme ug est : 
                                               ;: 64

32 axaxyE ′+′′+′=′′  
 
avec les relations : 
 
                                     4

4
4 aua ′=       et        6

6
6 aua ′=                                                           ( )4  

 
Les invariants modulaires des deux courbes EE ′et  sont égaux : 
                                                              ( ) ( ); EjEj ′=      
ce qui implique l’égalité : 
 

                                             2
6

3
4

3
4

2
6

3
4

3
4

274274 aa
a

aa
a

′+′
′

=
+

. 

Les formules ( )4 impliquent les valeurs de l’élément 1  : 64 == uuu  par les propriétés de 
l’automorphisme ug . Il en résulte 12 =u  et les deux automorphismes : 
                         ( ) ( )yxyx ,, →     ;     ( ) ( )yxyx −→ ,, . 
Donc le groupe ( )EAut est d’ordre deux . 
 
Preuve de 2) : 
       Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                64

32: axaxyE ++= [ ]yxK ,∈ .                                                                             ( )1  
Les formules impliquent les valeurs des invariants de E  : 

                ( ) ( ) 027416 2
6

3
4 ≠+−=∆ aaE    et    ( ) 1728

274
.4.1728

2
6

3
4

3
4 =

+
=

aa
aEj .                             ( )2               

Les hypothèses ( ) 3 ,2≠Kcarac  et la formule ( )2 impliquent la condition : 
                                                            
                                                       06 =a                                                                                ( )3  
La Courbe E  étant Elliptique et la formule ( )3 impliquent la condition :  04 ≠a . 
Les formules d’isomorphismes ( )1  impliquent l’automorphisme : 
 

                                            
( ) ( )

( ) ( ); ,yx,      

:
32 yuxu

KEKEgu

→

→
 

  
pour un certain élément u non nul du corps K . La Courbe Elliptique E ′  image de la 
Courbe E par l’isomorphisme ug a pour équation de Weierstrass : 
 
                                           64

32: axaxyE ′+′+=′  ; 
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                                                                                     Automorphismes de Courbes Elliptiques 
 
 
avec les relations : 
 
                                           44

4 aau =′  et  66
6 aau =′ .                                                              ( )4  

Les formules ( )3 et ( )4  impliquent :  044
4 ≠=′ aau  et  066 ==′ aa                                       ( )5  

La formule ( )5  implique :  14 =u . 
 
Il en résulte les quatre automorphismes :  ( ) ( ) ;  ,, yxyx →       ( ) ( )yxyx −→ ,,  ; 
                        ( ) ( )iyxyx −−→ ,,  ;       ( ) ( )iyxyx ,, −→ . 
 
Preuve de 3) : 
      Soit une Courbe Elliptique E  d’équation de Weierstrass : 
                              64

32: axaxyE ++= .                                                                               ( )1  
Il en résulte les invariants : 
 
( ) ( ) 027416 2

6
3
4 ≠+−=∆ aaE         et        ( ) 0=Ej .                                                                ( )2                

Les hypothèses ( ) 3 ,2≠Kcarac ,  ( ) 0=Ej  et la relation ( )2 impliquent les valeurs : 
                                       04 =a   et   06 ≠a .                                                                           ( )3  
Les formules d’isomorphismes ( )1 impliquent l’automorphisme : 
 

                                            
( ) ( )

( ) ( ); ,yx,      

:
32 yuxu

KEKEgu

→

→
 

pour un certain élément u  non nul du corps K . La Courbe Elliptique E ′ image de la 
Courbe E par l’isomorphisme ug a pour équation : 
                                            6

32: axyE ′+=′  ; 
avec la relation : 
 
                                           66

6 aau =′ .                                                                                    ( )4  
L’équation 16 =u  admet six racines : 2j  ,  ,1 ±±±= ju . Il en résulte les six automorphismes : 
( ) ( )yxyx ,, →  ;  ( ) ( )yxyx −→ ,,  ;  ( ) ( )yjxyx ,, →  ;  ( ) ( )yjxyx −→ ,,  ;  ( ) ( )yxjyx ,, 2→  ;  

( ) ( )yxjyx −→ ,, 2   où  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
2exp πij  et  13 =j . 

 
Preuve de 4) : 

     C’est la valeur ( ) 0=Ej  et la formule ( ) ( )E
cEj
∆

=
3
4  qui justifient la forme convenable de 

l’équation de Weierstrass de la Courbe E  : 
 
                                                    64

32: axaxyE ++= . 
 
Nous considérons l’automorphisme du groupe abélien ( )KE de la forme : 
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( ) ( )

( ) ( ); ,yx,      

:
32 yurxu

KEKEgu

+→

→
 

 
Les relations entre ia  et ia′  impliquent les formules : 
 
                                    44

4 aau ′=       et          06
6

64
3 =′−++ auarar . 

 
 
Pour EE ′= , l’automorphisme implique les valeurs 44 aa =′  et  66 aa =′ .  
         Il en résulte le système : 
          

             ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−++

=

. 0 1
; 1

6
2

4
3

4

aurar
u

                                                                                         ( )1  

                                                   
Cela implique 1234 =×  paires ( )ru,  qui déterminent un groupe de douze automorphismes de la 
courbe E . Les quatre valeurs de u  sont  i±±   ,  1  , les trois valeurs de r sont les trois racines de 
l’équation dans le système ( )1 . Les douze automorphismes de la courbe E sont : 
( ) ( )yrxyx ,, 1+→  ; ( ) ( )yrxyx ,, 2+→  ; ( ) ( )yrxyx ,, 3+→  ; ( ) ( )yrxyx −+→ ,, 1  ; 
( ) ( )yrxyx −+→ ,, 2  ; ( ) ( )yrxyx −+→ ,, 3  ; ( ) ( )iyrxyx −+−→ ,, 1  ; ( ) ( )iyrxyx −+−→ ,, 2  ; 
( ) ( )iyrxyx −+−→ ,, 3  ; ( ) ( )iyrxyx ,, 1+−→  ; ( ) ( )iyrxyx ,, 2+−→  ; ( ) ( )iyrxyx ,, 3+−→ . 
Ce groupe est le sous groupe alterné 4A  du groupe symétrique 4S . Ce sous groupe alterné est 
d’ordre 12. 
 
Preuve de 5) :   
      Les hypothèses ( ) 2=Kcarac , ( ) 0=Ej  et les formules :  4c  et  ( ) ( )EcEj ∆= 3

4  justifient 
l’équation de Weierstrass de la forme :   
                                       [ ]yxIFaxaxyayE q ,: 64

3
3

2 ∈++=+  ;    nq 2=                          ( )1  
ses invariants valent : 
                                         44  48 ac −=       ;       ( ) 02

3 ≠=∆ aE .                 
Les automorphismes du groupe ( )qIFE sont : 
                      

                                           
( ) ( )

( ) ( ); ,,       

:
2322 txsuyusxuyx

KEKEgu

+++→

→
                                       ( )2  

pour certains paramètres u , ts et     du corps K . 
     Les relations entre ia  et  ia′  impliquent les trois équations : 
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                                                                                                  Isogénies de Courbes Elliptiques 
 
 
 

    ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=−++

′
==

. 0

; 0 1

; 1

2
4

6
3

2
43

4
3

33

sastat

ausas

a
a

u

                                                                     ( )3  

 
Tout automorphisme ( )2 de la courbe E  est déterminé par un triplet ( )tsu ,, . Les équations 
( )3 admettent 3 solutions u , 4 solutions s  et 2 solutions t . Il en résulte que le groupe ( )EAut est 
un groupe produit d’un groupe cyclique 3C  d’ordre 3 twisté par le  
produit d’un groupe engendré par un élément s d’ordre 4 et un groupe engendré par un élément t  
d’ordre 2 qui forment le groupe des quaternions d’ordre 8. 
Ce groupe ( )EAut est donc d’ordre 3×8 = 24. 
Il est isomorphe au groupe spécial linéaire ( )3,2 IFSL . 
 
 
La théorie des Courbes Elliptiques introduit des homomorphismes particuliers : les isogénies. 
 
7-4. Isogénies de Courbes Elliptiques :  
Signalons que le terme d’isogénie est utilisé pour les Variétés Abéliennes et pour les Tores 
Complexes. 
     Une Courbe Elliptique E , a une structure de groupe abélien de type fini. 
Tout morphisme de Courbes Elliptiques : 
                                          ( ) ( )KEKEf 21: →  ; 
satisfait les relations d’homomorphisme de groupes : 
                                
                                     ( ) ( )KEKEf 21: →                        
                de valeur    ( )

21 EE OOf =  et  ( ) ( ) ( )2121 PfPfPPf +=+  ; 
pour les points neutres 

iEO de la courbe iE . 
    Il existe des morphismes surjectifs de noyaux finis ; ce sont des isogénies . 
Définition 10 ( selon Shimura ) : Une isogénie de deux Courbes Elliptiques 1E  et 2E , est un 
morphisme de Courbes Elliptiques : 
                                            ( ) ( ); : 21 KEKEf →  
qui satisfait les relations : 
1)  f n’est pas nulle. 
2) Le noyau de f est un sous groupe fini du groupe ( )KE1 . 
3) L’application f est surjective. 
4) ( ) ( ) ( )2121 PfPfPPf +=+    et  ( )

21 EE OOf = . 
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                                                                                                  Isogénies de Courbes Elliptiques 
 
 
Exemple 7 : 
La multiplication par un entier m sur le groupe de Mordell-Weil ( )KE est une isogénie. 
              ( ) ( )KEKEtm →:  ; de valeur ( ) mPPtm = . 
Le symbole mP signifie : 
                P  ++= ΚΚΚPmP ,  0  si    fois  φmPm . 
                ( ) ( )PmmP −−=  ,  0  si πm . 
                ( )∞∞== ,EOmP ,  si  0=m . 
 
Une isogénie possède des invariants : un degré et une isogénie duale ; 
 
Définition 11 : 1) Le degré d’une isogénie ( ) ( )KEKEf 21: → est égal à  l’ordre de son noyau  
                                       ( ){ }

2

1deg EOfcardf −=  

                      2) l’isogénie duale de l’isogénie f de degré d est l’isogénie 
∧

f ( ) ( )KEKE 12: →  
qui satisfait les relations de composition des applications : 

                     ( ) ( )KEKEff 21: →
∧

ο  est la multiplication par d sur la courbe 1E . 

                    ( ) ( )KEKEff 12: →
∧

ο  est la multiplication par d sur la courbe 2E . 
 
La multiplication par un entier rationnel possède des propriétés liées à la caractéristique du corps 
de base de la Courbe Elliptique. 
 
Proposition 15 : 
      Soit la multiplication ( ) ( )KEKEtm →:  par un entier rationnel m . Alors : 
1) Le degré de cette multiplication est égal à 2m . 
2) Si la caractéristique du corps K  est nulle, alors le noyau de l’isogénie mt est isomorphe au 
groupe abélien produit mIZIZmIZIZ × . 
 
3) Si la caractéristique du corps K est un entier premier p , premier à m, alors le noyau de la 
multiplication par ep  est isomorphe au groupe trivial { }EO ou bien isomorphe au groupe 
abélien IZpIZ e  pour e=1, 2, 3,Κ  
 
Preuve : Elle a été indiquée par Deuring [6]. 
 
 
Le noyau d’une isogénie et les sous groupes du groupe ( )KE sont liés par la : 
 
Proposition 16 : 
    Soit une Courbe Elliptique 1E , et un sous groupe fini F du groupe de Mordell-Weil ( )KE1 . 
Alors il existe une unique isogénie ( ) ( )KEKEf 21: → de noyau ( ) FOf E =−

2

1 pour ( )KE2 . 
Preuve : ( Silverman [20-1] ) 
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                                                                         Multiplications sur des Courbes Elliptiques 
 
 
Les formules d’isomorphismes de Courbes Elliptiques montrent qu’il y a une infinité de Courbes 
Elliptiques isomorphes à une Courbe Elliptique E sur K  lorsque K  est un corps infini. Il en est 
de même pour les Courbes Elliptiques isogènes. 
Les isogénies de Courbes Elliptiques sur le corps des nombres rationnels Q, qui sont de degré 
premier N  sont en nombre fini d’après Mazur. 
 
Proposition 17 : 
       L’ensemble ( )EM des multiplications par un entier rationnel sur une Courbe Elliptique E  
est un anneau isomorphe à l’anneau IZ. 
 
Preuve : 
     Considérons l’application ( )EMIZf →: , de valeur ( )nf = multiplication par l’entier n  : 
                       ( ) ( )KEKEtn →: ,  ( ) nPPtn =                                                                         ( )1  
 
Soient deux entiers rationnels IZnn ∈′ , . 
Calculons les valeurs ( )nnf ′+ ,  ( )0f  et  ( )nnf ′  pour déterminer la structure de l’ensemble 

( )EM . 
( ) nntnnf ′+=′+  de valeur ( ) ( ) PnnPPnnPt nn ′+=′+=′+ . 

Cela implique ( ) ( ) ( )nfnfnnf ′+=′+                                                                                   ( )2  
 
( ) nntnnf ′=′  de valeur ( ) ( ) ( )PnnPnnPt nn ′=′=′ . 

Cela implique la relation ( ) ( ) ( )nfnfnnf ′=′ ο                                                                       ( )3  
( ) 00 =f ,  == EOP0  élément neutre du groupe ( )KE .                                                        ( )4  

Les relations ( )2 , ( )3  et ( )4 impliquent que f  est un isomorphisme de l’anneau IZ sur 
l’ensemble ( )EM . 
Un isomorphisme conserve la structure algébrique ; 
cela implique que l’ensemble : 
 
        ( )EM = { multiplication par IZ sur la Courbe Elliptique } est un anneau isomorphe à .IZ  
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CHAPITRE III 
p-DESCENTES SUR LES COURBES ELLIPTIQUES 

 
 
 

       La notion de descente est utilisée en mathématiques pour des procédures de calculs 
qui comportent une " infinité " de calculs : descente de Fermat, descente sur un groupe 
abélien, descente sur un espace homogène, descentes sur des Courbes Elliptiques, 
descentes galoisiennes,… 
       La p-descente sur une Courbe Elliptique a pour but de déterminer la structure du 
groupe abélien E(K). 
Le point de départ de cette  "descente" est varié : valuations, groupe K(S,p), isogénies, 
espaces homogènes, cohomologie… 
1. Descente infinie de Fermat : (1632) 
             Elle a été utilisée par Fermat dans des problèmes d’arithmétique : prenons un exemple : 
Démontrer que le nombre 7  n’est pas rationnel. 
Faisons un raisonnement par l’absurde : 
Dans la suite des carrés 2n , entre 422 =  et 932 =  il n’y a pas d’autre carré 2n  ; donc 7 n’est 
pas un carré 2n . 
Supposons que 7 est un nombre rationnel. 
          
          Alors ba=7 , a et b  entiers rationnels premiers entre eux ;                                     ( )1  
 
En élevant les deux membres de ( )1 au carré, nous obtenons l’égalité : 
                                                  
                                                 ;7 22 ab =                                                                                ( )2  
 
Par un théorème de Gauss appliqué à ( )2 , 7 divise 27b et 2a  ; il en résulte : 
                                                  
                                                  17aa =  ;                                                                                 ( )3  
 
( )2 et ( )3  impliquent l’égalité : 
                                                   
                                                  2

1
2 7ab =  ;                                                                             ( )4  

 
Par le théorème de Gauss appliqué à ( )4 , 7 divise 2

17a et 2b  ; il en résulte l’égalité : 
                                                    
                                                   17bb =  ;                                                                                ( )5  
 
( )4 et ( )5 impliquent l’égalité : 
                                                   2

1
2

17 ab =  ;                                                                           ( )6  
Par le théorème de Gauss appliqué à ( )6 , 7 divise 2

17b et 2
1a  ; il en résulte l’égalité : 
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                                                                                                      2-Descente sur le groupe E(K)                     
 
 
                                                    21 7aa =  ;                                                                             ( )7  
 
En poursuivant cette procédure, nous obtenons 2 suites infinies d’entiers : 
 
                ΚφφΚφφφ naaaa 21    et    ΚφφΚφφφ nbbbb 21                                  ( )8          
 
        Ces deux suites impliquent que les entiers a  et b  sont divisibles par 7, cela est en 
contradiction avec la supposition " a et b sont premiers entre eux ". 
Donc le nombre 7  n’est pas rationnel. C’est un nombre irrationnel quadratique. 
 
        Cette descente infinie est utilisée avec les hauteurs sur les groupes abéliens A  pour montrer 
que le groupe A est de type fini lorsque le groupe quotient AA 2  est fini. 
        Pour déterminer les points du groupe de Mordell-Weil ( )KE d’une Courbe Elliptique il y a 
d’autres descentes qui sont finies. 
 
2. 2-Descente sur le groupe E(K) : 
         Cette descente est basée sur certaines valuations du corps K , et sur le groupe 
quotient ( ) ( )KEKE 2 . 
 
Proposition 1 : 
          Soit une Courbe Elliptique E  d’équation de Weierstrass : 
                                ( )( )( ) [ ]yxKexexexyE ,: 321

2 ∈−−−= . 
          Soit l’ ensemble de valuations v  du corps K. 
 }{ réductionmauvaiseaElesquellespourvetdivisantvnnesarchimédievS         ,2   ,  = .  
 
Soit le groupe ( ) ( ){ }SvpourdordKKdSK v ∉≡∈=    2mod0  ; 2; 2** . 
Soit l’homomorphisme injectif : 
                                          ( ) ( ) ( ) ( )2 ,2 ,2: SKSKKEKEf ×→ , 
     de valeur       ( ) ( ) 2121 ,    ,,, eexsiexexyxf ≠−−= , 

                           ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

= 21
21

31 ,, ee
ee
ee

yxf ,  si 1ex = , 

                           ( ) .     ,,, 2
12

32
12 exsi

ee
ee

eeyxf =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=  

    et ( ) ( )1,1=EOf . 
Soit une paire ( ) ( ) ( )2;2;, 21 SKSKdd ×∈ différente des images ( ) ( ) ( ).  , ,, 21 EOfetyefyef  
          Alors ( ) ( )yxfdd ,, 21 = si et seulement si 21 , dd est solution du système : 

                    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

−=−

13
2
321

2
11

12
2
22

2
11

eezddzd

eezdzd
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                                                                               Valuations et 2-Descente sur le groupe E (K) 
 
 
Preuve :   
                   ( Selon Silverman – Proposition 1-4 – X p 281 ). 
 
On utilise plusieurs homomorphismes : 
 
La forme bilinéaire de Kummer : 
                                     ( ) ( ) [ ]mEKKGKEKum a ⎯→⎯× lg:  
                     de valeur  ( ) ( ) RRPKum −= σσ,    et   PmR = . 
 
La forme bilinéaire de Weil : 
                                      [ ] [ ] ( ) .1     : demordreracines d'desgroupemCmEmEem =⎯→⎯×  
 
L’isomorphisme de groupes : 
                                       ( ) ( )( )mCKKGHomKK a

m ,: lg
** ⎯→⎯δ  

                      de valeur   ( ) ( ) ( ) ββσσδ ==d    et   dm =β . 
 
On obtient l’abscisse x pour 2=m . 
 
                                     2

3213
2
222

2
111 zddezdezdex +=+=+= . 

 
 
 
        Cette 2-descente a été utilisée par plusieurs chercheurs (Cremona, etc…). 
 
Exemple : (Silverman) 
         
     Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass : 
 
              ( ) ( ) [ ]yxQxxxyE ,10 2 : 2 ∈−−=  
 
     Calcul du discriminant : ( ) 21452409600 ==∆ E . 
Il en résulte que la courbe E  a bonne réduction pour les valuations p-adiques 5 ,2 , ≠pv p . 
      L’ensemble de valuations est : 
                                                { }∞= ,5,2S . 
 
      Le groupe ( ) ( ){ }SvdordQQdSQ v ∉≡∈=  ;2mod0 ;2, 2** . 
 
      La paire ( )21 , dd de ( )2,SQ satisfait les 2 équations : 
                           
                                               10   ;   2 2

321
2
11

2
22

2
11 =−=− zddzdzdzd . 
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                                                                                                                  Isogénie et descente 
 
 
Il existe une autre 2-descente particulière basée sur une isogénie de Courbe Elliptique de degré 2. 
 
Proposition 2 : 
           Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                         [ ]yxQbxaxxyE ,: 232 ∈++=     et   ( ) .0422 ≠− bab     
Soit la courbe isogène : 
                        ( )XbaaXXYE 42: 2232 −+−=′ . 
 
Par la 2-isogénie EEf ′⎯→⎯:  ,  ( ) ( )( )2222  ,, xxbyxyyxf −= , 
           de noyau [ ] ( ){ }EOfE  ,  0,0=  d’ordre 2. 
 
Soit l’ensemble de valuations du corps Q : 
                       ( ){ }babdivisevS 4 2    ;  2 −∞= . 
Alors il y a une suite exacte de groupes : 
                
                        ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]fKEWCSKKEfKE hg  2;0 ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ . 
( ) 1=EOg           ;        ( ) bag 40,0 2 −=       ;         ( ) XYXg =,     et    ( ) { }KCdh d= . 

 
Où KCd =espace homogène de la Courbe Elliptique E : 
                                ( ) 42222  42: zbaadzddwCd −+−= . 
 
[ ] =fA sous groupe de torsion de A = ensemble des points P d’image ( ) EOPf = . 

( ) ( ){ }SvpourdordKKdSK v ∉≡∈=   2mod0 ,2, 2** . 
Alors le f-groupe de Selmer est égal à : 
 
                        ( ) ( ) ( ){ }          ;2, SdehorsvtoutepourvidenonKCSKdKES vdf ∈≅ . 
 
Preuve : 
                  (Silverman Proposition 4-9-X [ ]20 ). 
    On utilise la théorie des espaces homogènes pour une Courbe Elliptique E et les groupes 
associés à ces espaces : 
Les groupes ( )KEWC de Châtelet-Weil, ( )ES f de Selmer et ( )KEIII de Shafarevich-Tate. 
Ces groupes sont liés par la suite exacte : 
           ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 00 ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ fKEIIIKESKEfKE f . 
 
 
Ces notions d’espaces homogènes, de groupes de Châtelet-Weil, de Selmer, de Shafarevich-Tate 
se trouvent dans [20-1].   
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                                                            Groupe K(S,p) et p-descente sur les courbes Elliptiques  
 
 
Exemple :  (Silverman 4-10-X [20]) 
          
      Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
               
                 [ ]yxQxxxyE ,176: 232 ∈+−=  
 
Calcul du discriminant :  ( ) .17.2 29−=∆ E  
Ensemble de valuations  { }17,2,∞=S associé à la 2-isogénie. 
La courbe 2-isogène a pour équation : 
 
                 XXXYE 3212: 232 −+=′ [ ]yxQ ,∈                                                                     ( )1  
 
Il en résulte l’espace homogène correspondant à tout nombre ( )2,SQd ∈  : 
 
                  4222 3212: zdzddwCd −+=                                                                                ( )2  
 
Les valeurs possibles de d sont : 
                            
                                2=d      et    17=d . 
 
En étudiant les espaces homogènes 2C et 17C , Silverman obtient le groupe quotient :  
 
                                       ( ) ( ) ( )222 IZIZQEQE ≅  
 
et le groupe de Mordell-Weil : 
 
                                        ( ) ( )ETIZQE ×≅ , avec ( ) IZIZET 2≅ . 
 
    Donc cette Courbe Elliptique E , a un rang égal à ( )( ) 1=QEr  et un groupe de 
torsion ( )ET d’ordre 2. 
 
3. Notion de p-descente : 
 
     Dans ce qui précède, la notion de 2-descente est liée à un ensemble de valuations S  contenant 
les valuations qui divisent 2 et au corps ( )2,SK . 
La p-descente sur une Courbe Elliptique E  est obtenue par le corps : 
 
             ( ) ( ){ }SvpdordKKdpSK v

p  de hors   valuationpour toute  mod 0 ;, ** ≡∈=  
     et  
 
              { }pEvS divisent qui valuationsréduction, mauvaise a où    valuation,∞= . 
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                                                                                                        Exemples de 3 et 5 descentes 
 
 
Alors on lui associe l’application bilinéaire : 
 
                         ( ) ( ) [ ] pKKpEKpEKE **   : ⎯→⎯×ψ ,      
 
liée à l’application de Weil : 
 
                         [ ] [ ] { }1 de p racines  : èmes=⎯→⎯× pp BppEe , 
 
à l’homomorphisme de groupes : 
 
                         ( ) ( ) [ ]( )pEGHomKpEKEE  ,    : ⎯→⎯δ , 
 
et à l’homomorphisme de groupes : 
 
                          ( )p

p
K BGHomKK   ,      : ** ⎯→⎯δ , 

 
où  G = groupe de galois KK a lg . 
 
      Ces applications permettent de construire des nombres d  et des espaces homogènes dC . 
Il existe une autre méthode de p-descente sur les Courbes Elliptiques qui est décrite dans [16]. 
      Cette p-descente est en relation avec la suite exacte de groupes abéliens : 
 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 00 ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ pEIIIESKpEKE p , 
 
            où  ( )   courbe la deSelmer  de groupe - EpS p = , 
             et  III (E)[p] = sous groupe de p-torsion du groupe de Shafarevich-Tate. 
 
 
L’algorithme de calcul du groupe de Selmer utilise la théorie de la cohomologie des groupes et 
une extension cubique L  du corps de base K de la Courbe Elliptique. 
 
Les deux auteurs étudient la 3-descente sur la Courbe Elliptique E  : 
 
                  [ ]yxQxxxyE ,12122: 232 ∈++−= . 
 
Ils trouvent une borne ( ) 2≥Er . 
 
Ils étudient la 5-descente sur la Courbe Elliptique : 
 
                   [ ]yxQxxyE , 1483: 32 ∈−= . 
 
 
 
 
 



 - 58 -

                                                                                          p-descente sur les Courbes Elliptiques  
 
 
L’anneau ( )EEnd  est isomorphe à l’anneau [ ]iIZ , 
le nombre 5 admet la décomposition ( )( )ii −+= 2 25 . 
Il en résulte le groupe de Mordell-Weil : 
 
                                                    ( ) IZIZQE 2≅ , 
 
ce groupe est réduit au groupe de torsion ( )ET . 
 
Le 5-groupe de Selmer ( ) ( )ES 5  est isomorphe au 5-groupe de Shafarevich-Tate ( )[ ]5EIII . 
Pour mener à son terme cette étude, il est nécessaire d’utiliser des outils de Théorie des Nombres 
et de Géométrie Algébrique. 
 
En conclusion, la suite de mon programme de recherche concerne l’acquisition de notions sur la 
cohomologie, les espaces homogènes, les groupes de Châtelet-Weil, les groupes de Selmer, les 
groupes de Shafarevich-Tate, les extensions de degré p du corps Q, les valuations d’un corps, les 
réductions des Courbes Elliptiques, les twists de Courbes Elliptiques.   
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