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Hn  = det  Hn   est appelé Déterminant de Hankel associé à la suite ( )nα  .   Nous étudions 

des matrices de Hankel et donnons une méthode pour évaluer leurs déterminants. 

Le déterminant de Hankel permettent de savoir si la fonction génératrice  ∑αnzn décrit 

ou non une fonction rationnelle.Un théorème de Borel-Dwork  permet de caractériser 

les séries formelles à coefficients algébriques représentant des fractions rationnelles par 

une propriété sur des domaines de convergence dans le plongement p-adique 
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Introduction:  

                      

                  Soit A un anneau commutatif et 0)( ≥nnα  une suite à valeurs dans A.La 

matrice de Hankel  Hn associée est : 
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Hn  = det  Hn   est appelé Déterminant de Hankel associé à la suite ( )nα     
 

  

                A partir de divers articles, nous étudions de manière plus détaillée des 

matrices de Hankel  et donnons une méthode pour évaluer leur déterminant lorsque 

certaines conditions sur la fonction génératrice exponentielle, associée à la suite (αn) 

sont données. Plusieurs cas particuliers bien connus sont ainsi déduits dans ce contexte 

(polynôme de Bell, d’Hermite, ….) .       

 

    Lorsque les matrices de Hankel associées à une même suite dans IR  ont 

des déterminants tous positifs, elles permettent de définir  un produit scalaire et donnent 

donc lieu à un système de polynômes orthogonaux.    

Nous nous inspirons de ce fait pour définir des «produits scalaires généralisés » ainsi 

que des « systèmes de polynômes orthogonaux associés ». 

 

  L’idée de base consiste à relier une suite α = (αn)n≥0 (dans un anneau A 

commutatif unitaire intégré, éventuellement un anneau de polynômes) à la base 

canonique (xn)n≥0 de A[x] par une application linéaire φ :  xn  → αn , appelée ombre de α 

( le terme est dû à Sylvester). 

 

 De plus, les déterminants de Hankel permettent également de savoir si la 

fonction génératrice ∑αnzn décrit ou non une fonction rationnelle. 
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 Et que si K un corps de nombres et f ∈  K [ [x] ] une série formelle à 

coefficients dans K. A chaque extension évaluée C de K correspond un domaine de 

convergence de f dans C. 

Le théorème de Borel-Dwork  permet de caractériser les séries formelles f représentant 

des fractions rationnelles par une propriété sur ces domaine de convergence  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



 7

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

Chapitre 1 
 

                                     Polynômes de Bell 
 

I.1 Polynômes de Bell  
I.1.1 Définition : 

          Nous désignons par A un anneau unitaire commutatif intègre qui contient  Ζ . 

Cela peut être aussi  Ζ ,  Ζp  ou   Ζ(p) = Q∩Ζ p , pour certain nombre premier p ou les 

anneaux de polynômes associés   Ζ [t],    Ζp[t]   ou   Ζ(p)[t] . 

Les polynômes de Pochhammer  

                                (x)0 = 1, (x)n = x(x-1) … (x – (n-1))           pour n≥ 1 

Constituent une base de A module libre A[x] et considéreront l’application linéaire : 

                                Ф : A[x] →  A[x] 

                                      (x)n →  xn 

On définit alors les polynômes et nombre des Bell par : 

                                  Bn(x)=φ  (xn)          et               Bn = Bn(1) = φ (xn) 1=x  
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Les modèles de Sterling de deuxième espèce S(n,k)donnent de manière explicite       

comme                       xn = ∑
=

n

k
kxknS

0

))(,(  

         Bn(x) =φ  (xn) =φ  (∑
=

n

k
kxknS

0

)))(,( =∑
=

n

k

knS
0

),( xk         et       Bn  = ∑
=

n

k

knS
0

),(  

 

Donc Bn(x) ∈  Ζ [x] et    Bn∈  Ζ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Les premières valeurs Bn  et Bn(x)   sont suivantes : 

n Bn Polynômes de Bell Bn(x) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

1 

2 

5 

15 

52 

203 

877 

4140 

21147 

1 

x 

x + x2  

x + 3x2 + x3 

x + 7x2 + 6x3 + x4 

x + 15x2 + 25x3 + 10x4 + x5 

x + 31x2 + 90x3 + 65x4 + 15x5 + x6 

x + 63x2 + 301x3 + 350x4 + 140x5 + 21x6 + x7 

x + 127x2 + 966x3 + 1701x4 + 1050x5 + 266x6 + 28x7 + x8 

x + 255x2 + 3025x3 + 7770x4 + 695x5 + 2646x6 + 462x7 + 36x8 + x9 

 

 

I.1.2 Premières propriétés : 

 

Par tous les entiers m,n ≥ 0, on a la relation : 

                                x nφ  ((x)m) = xm+n =φ  ((x)m+n) =φ  ((x)n(x-n)m) 
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et par linéarité on  

                               xn φ  (f(x)) =φ  ((x)nf(x-n)                pour tout polynôme f(x)∈A[x] 

En particulier avec n = 1 cela donne  

                               xφ  (f(x)) = φ ((x)f(x-1)                    pour tout polynôme f(x)∈A[x] 

 et en prenant  f(x) = (x + 1)n    on trouve la relation de récurrence   

Bn+1(x) = x )(
0

xB
k
n

k

n

k
∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
,                                      Bn+1 = k

n

k
B

k
n

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0
 

 Bn+1(x) = x φ  ((x + 1)n) = xφ  ( k
n

k
x

k
n

∑
=
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1
) = x )(
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n

k
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ou 

                               Bn+1(x) = x )(
0
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On peut écrire également  

φ  ((x)n) = xn = e-xexxn = e-xxn  ∑
≥0 !k

k

k
x = e-x∑

≥

+

0 !k

kn

k
x = e-x∑

≥ −nk

k

nk
x

)!(
= e-x k

k

n x
k
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Alors 

                                φ  ((x)n)         = e-x k

k

n x
k
k∑

≥0 !
)(

 

Et par linéarité on a : 

 φ (f(x)) = e-x kx
k
kf∑ !

)(                                 pour tout polynôme f(x)∈A[x] 

En considérant en particulier f(x) =xn on obtient la formule de Dobinski : 

                                 Bn(x) = φ (xn) = e-x k
n

x
k
k∑ !

, Bn  = ∑
≥0 !

1
k

n

k
k

e
 

 

I.2.1 Polynômes de Bell (exponentiels) partiels : 

         Sont les polynômes Bn,k = Bn,k(x1,x2,x3,…,xn-k+1) de le suite infinie d’indéterminées 

x1, x2, ….  

Définies par le développement en série double (formelle)  

                          φ  (t,u) = exp(u∑ !m
tx

m

m ) = k

kn

n

kn u
n
tB∑

≥0,
, !

 

                                      = 1 + 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∑∑

=≥

n

k
kn

k

n

n

xxBu
n
t

1
21,

1

,....),(
!

 

Ou bien ce qui revient au même, par développement en série de simple : 
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m
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k !
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!
(
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1
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1

        avec      k = 0,1,2,… 

 

Théorème : [1] 

         Les polynômes de Bell partiels sont à cœfficients entiers, homogènes de degré k, 

de poids n, et ont pour expression exacte : 

                                  Bn,k(x1,x2,x3,…….,xn-k+1) = ...
...)!2()!1!...(!

! 2

2

2

121
21

cc

cc
xx

cc
n∑  

La sommation ayant lieu sur   

                        

                                 c1 + 2c2 + 3c3 +...= n 

                                 c1 + c2 + c3 +. . . = k 

Nous trouvons une autre formule pour φ  (t,u) 

                            

 

                φ (t,u) = exp(u )
!

(
1
∑
≥m

m

m m
tx = ∑

∑
≥0 !

)
!

(

k

k
m

m

k
m
txu

 = 
!k

u k
k

m

m

m m
tx )

!
(

0
∑
≥

 

                 φ  (t,u) = ∑
≥0 !k

k

k
u

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∑

=++ kcc

cc txtx
cc
k

.....21

2
2

1
1

21

....)
!2

()
!1

(
!...!

!  

                                       = 21

21
21

2121

21
0..... 21

.....2.....

)!2()!1!.....(!
cc

cc
cc

cccc

xx
cc

tu∑
≥++

++

                      (2) 

On obtient la formule en utilisant l’identité multinomiale : 

  Si  x1,x2,…,xm sont des éléments permutables d’un anneau implique  

xixj = xjx        ou          1≤ i, j≤m 

On pour tout entier n≥ 0 

(∑
=

m

i
ix

1
)n = (x1+x2+,……+xm)n = ma

m

aa

aa m

xxx
aaa

n
...

,....,
2

2
1

1
0,....2,1 21

∑
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

La dernière sommation ayant lieu sur tous les m – uples (a1,……am) d’entiers   ai ≥0 

 Tels que         a1+a2+…+am = n 

 

 

Les polynômes de Bell (exponentiels) complet Yn 
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Yn = Yn(x1,x2,…..xn) sont définis par : 

                                φ (t,1) = exp )
!

(
0
∑
≥m

m

m m
tx = 1 + ∑

≥1
21 !
,.....),(

n

n

n n
txxY  

C’est-à-dire : 

Yn = ),...,,( 121
1

, +−
=
∑ kn

n

k
kn xxxB           et                 Y0 = 1 

 

 

Séries de Bell pour les indices négatifs : 

         Nous allons définir maintenant les séries de Bell d’indices négatifs on commence 

par prolonger φ  ((x)n) = xn   et  les polynômes de Pochhammer  comme : 

 (x)n+1 = (x-n)(x)n avec (x)0 = 1, il convient de poser : 

 

(x)-1 = 
1

1
+x

  ,  (x)-2 = 
)2)(1(

1
++ xx

  ,  (x)-n = 
nnx )(

1
+

 

On doit respecter la relation     xnФ(f(x)) = Ф((x)nf(x-n))    on peut ainsi écrire : 

φ  ((x)-n) = x-nφ  ((x)n(x-n)-n) = x-nφ  ((x)n
nx)(

1 ) = x-nφ  (1) = x-n 

                                x-n = ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

(x)-k = ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

kkx )(
1
+

 

et il ne reste ainsi plus qu’à poser : 

B-n(x) = φ  (x-n) = φ (∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

kkx )(
1
+

) = φ  (∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

(x)-k) = ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

φ  ((x)-k) 

          = ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

x-k pour n≥ 0 

Alors  

                                  B-n(x) = ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

 x-k 

Ou ∑
≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0k n
k

=(-1)n+k S(n,k) 

 

II- Nombres de Stirling (rappels)  
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II- 2 Nombres de Stirling de seconde espèce S(n,k)  

Définition :  

         Le nombre S(n,k) de k partitions d’une ensemble N à n éléments s’appelle nombre 

de Stirling de seconde espèce. Donc S(n,k) >0 si 1≤ k≤ n 

On pose S( 0,0) = 1 et S(0,k) = 0 si k≥ 1 

 

Théorème : 

        Le nombre de Stirling de seconde espèce S(n,k) vaut : 

S(n,k) = 
!

1
k

n

kj

k jk
j
k

)()1(
0

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

≤≤

   1≤ k≤ n 

La formule encore valable si k>n ( ⇒  S(n,k) = 0) 

 

 

 

1- Diverses fonctions génératrices des S(n,k) :[1] 

Théorème : 

       Les nombres de Stirling de seconde espèce S(n,k) ont pour fonction génératrice 

« verticale » 

                               φ k(t) = ∑
≥kn

knS ),(
!n

t n

= 
!

1
k

(et-1)k           k≥ 0       

Et on a comme résultats :                           

 

1. Les S(n,k) ont pour fonctions génératrice « horizontale » 

                                 xn = ∑
≤≤ nk

kxknS
0

))(,(  

On identifie les coefficients de 
!n

t n

dans les nombres extrêmes de : 

∑
≥0 !n

n
n

n
tx = etx = {1 + (et-1)}x = ∑ −

!
)1()(

k
ex

kt

k = ∑ ∑
≤≤ ≥nk n

k knSx
0 0

),()(
!n

t n

  

Car :  

(1 + t)x = ∑
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0n n
x

tn = ∑
≥0 !

)(
n

n

n n
tx      

 
 

2. Les S(n,k) admettent la fonction génératrice rationnelle : 
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                                 kn

nk
uknS −

≤≤
∑

0
),( = 

)1)...(21)(1(
1

kuuu −−−
      

En effet la décomposition en éléments simple de la fraction rationnelle uk ϕk fait 
apparaître : 

uk ϕk = 
)1().........1( kuu

u k

−−
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−∑
≤≤ j

k
kkj

j

0 !
)1(

ujk )(1
1
−−

 

 

          = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−∑
≤≤ j

k
kkj

j

0 !
)1( ∑ − nn ujk )(  

          = ∑ ∑
≥ ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0

)()1(
!

1
n

njk jk
j
k

k
u = ∑

≥kn

nuknS ),(  

 

 

 

 

 

Théorème : 

         On a la formule exacte S(n,k) = ∑
−=+++ knccc

ccc

k

kk
.......21

21 ......21  

Par exemple : 

S(5,2) = 13 + 12.2 + 1.22 + 23 = 15 

 

2- Nombres de Stirling de première espèce s(n,k) et leurs fonctions génératrices[1] 

        Les s(n,k) ont pour fonction génératrices « double » 

                                  ψ(t,u) = ∑
≥kn

kns ),(
!n

t n

uk 

Ou pour fonction génératrice « verticale » 

                                  ∑
≥kn

kns ),(
!n

t n

= ][ kt
k

)1log(
!

1
+  

Donc s(n,k) = 0   si l’on n’a pas    1≤k≤n     sauf        s(0,0) = 1 

La matrice triangulaire infinie (inférieure) des s(n,k) et l’inverse de celle des S(n,k) 

|[s(n,k)]| = |[S(n,k)]|-1 ce qui signifie fn = ∑
≥kn

knS ),( gk ⇔ gn = ∑
≥kn

kns ),( fk 
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Théorème : 

         Les s(n,k) ont pour fonction génératrice « horizontale » 

(x)n = ∑
≤nk

kns ),( xk                                           et          
n

x = ∑
≤≤ nk

kxkns
0

),(  

Où  

(x)n = x(x-1)……..(x-n+1) 

n
x = x(x + 1)………(x + n -1)        (x)0 = 

0
x = 1 

Il suffit d’identifier les coefficients de 
!n

t n

comme : 

(1 + t)x = ∑
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0n n
x

tn  = ∑
≥0

)(
n

nx
!n

t n

 

Et  

(1-t)-x = ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
n

x
(-1)n tn = ∑

≥0n
n

x
!n

t n

 

 

 

Alors :  

∑
≤≤ nk

kxkns
0

),(
!n

t n

= (1-t)-x = ∑
≥0n

n
x

!n
t n

 

 

3. Les s(n,k) ont pour fonction génératrice « horizontale » 

ψ(u) = ∑
≥kn

kns ),( un-k = (1-u)(1-2u)……(1-(n-1)u) 

ψ(-u) = ∑
≤≤ nk

kns
1

),( un-k = (1 + u)(1 + 2u)……(1 + (n-1)u) 
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Chapitre II 
                         

                                            Matrice de Hankel 

 
         Nous considérons en toute généralité un anneau A unitaire, commutatif et intègre. 

Et une suite (αn )n≥0 dans A .   Une matrice dite de Hankel est de la forme : 

  

                                         Hn = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+ nnn

n

21

1

10

...
......
......
......
.....

...

ααα

α
ααα

 

 

Nous étudions de manière plus détaillée des matrices de Hankel et donnons une 

méthode pour évaluer leurs déterminants lorsque certaines conditions sur la fonction 
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génératrice exponentielle associée à la suite (αn )n≥0 sont données et ceci  pour plusieurs 

cas particuliers (polynôme de Bell, Euler, …) 

 

II- Déterminant de Hankel : 
II-1- Définition  

         Soit a = (an) une suite d’éléments d’un corps K, on appelle déterminant de Hankel 

de rang n et d’ordre k de la suite a et on note )(aH n
k   le déterminant [αij], 0≤i≤k,  0≤j≤k 

où αij = an+i+j 

Le déterminant  H0
n(a) est appelé nieme déterminant de Kronecker de la suite (a) .  

  

            On définit le produit de Hurwitz vuω de deux suites u et v par le produit de deux 

séries de Hurwitz ∑
≥

=
0 !

)()(
n

n

u n
xnuxg      et          ∑

≥

=
0 !

)()(
n

n

v n
xnvxg  

                                        )()().( xvuvu gxgxg ω=  

                                ∑
=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k
knvku

k
n

nvu
0

)()()(ω  

 

Le groupe additif sous – jacent agit alors par le produit de Hurwitz sur l’ensemble. 

F(|N, A) = {fonctions α : IN→  A} = {suites (αn)n≥0 ⊂  A}  

 Pour a ∈A et α ∈  F (IN, A) on définit Ta
α∈  F (IN, A) par :  

                                 ωαα qa aT =                et   aq    est la suite  (an) 

(Ta
α)n = k

kn
n

k

q a
k
n

na αωα −

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

)( )(  

 On a        TaTb = Ta+b (a,b ∈A).  
 
 

II-2- Etude d’opérateur de convolution  Ta : 

 

P : Ν→  A[x]           a ∈A 

Une nouvelle suite Ta P : |N →  A[x] 

(Ta P)n (x) = Ta Pn (x) = )(
0

xPa
k
n

k
kn

n

k

−

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  [Pq(x)ω aq  ](n) 

ou    aq  et   pq(x)   désignent les suites 
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(an)n≥0 et (P(x))n≥0 des suites  

La fonction génératrice exponentielle est donnée par : 

 

)().()( )()(
zgzgzg xPaxPa q

q
q

q =
ω

               

 avec   ∑
≥

==
0 !

)(
k

k
kaz

a k
zaexg q     et ∑

≥

=
0

)( !
)()(

k

k

kxqP k
zxPzg  

Alors 

∑
≥0 !

)(
k

k

k

a

k
z

xPT  = eaz ∑
≥0 !

)(
k

k

k k
zxP  

 

 

 

 

 

 

 

II-3- Proposition : [2] 

         Si Hn est la matrice de Hankel (d’ordre n) associée à α ∈F(IN, A) alors la matrice 

de Hankel(d’ordre n) associée à la convolution αaT ∈  F(IN, A)   est  

Ha,n = SHn tS  où S = Sn(a) = ( jia
j
i −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)0≤i, j≤n   

ou   tS  est la matrice transposée 

 

Preuve : 

         Par calcul direct, nous avons  

(SH tS  )ij = ∑ ∑
= =

n

k

n

l
lkiljk HSS

0 0
= kj

k
a

k
j −

≥
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

li

l
a

l
i −

≥
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0
  αl+k 

En posant m = k + l et en utilisant la formule de convolution de Vandermonde, on 

obtient  

(SH tS )ij = m
m

mji
m

mji

m

m

k
a

m
ji

a
km

i
k
j

αα ∑∑∑
≥

−+−+

≥ =
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

00 0
 

Autrement dit  
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(SH tS )ij = (Ta
α)i + j = (Ha,n)ij                        k,m≤n 

 

 

II-4-Proposition :[2] 

         Notons F(z) = ∑ !n
z n

nα  la série génératrice exponentielle associée à une suite 

 α ∈  F(IN, A) et δ = δZ l’opérateur de dérivation par rapport à la variable z. S’il existe 

des séries formelles Fk (z) ∈  A[[z]] et des éléments dk ∈  A tels que : 

1   [δn Fk(z)]z=0 = 0                      chaque fois que k > n 

2/   ∑
≥

+=
0

)()()(
k

kkk zyFzFyFd  

Alors les déterminants de Hankel sont données par : 

                                                                    ddeett  ∏
=

==
n

k
zk

k
kn zFdH

0
0

2)]([δ   

 

 

 

 

Preuve : 

A l’aide de l’identité binomiale, on peut écrire  

=+ )( zyF ∑ ∑ ∑∑
=+

+
≥

+ ==
+

nmk

kk

km
kn

kkkm

n

n

n km
zyzy

kmn
zy

!!!!!
)(

0,

α
α

α  

 Comme  nzy )( + = ( )∑
=

−
n

k

knkn

k zy
0

 

Alors que les développements de Taylor : 

=)(yFk ∑
≥0 !

)0(
n

n

k
n

n
yFδ  et =)(zFk ∑

≥0 !
)0(

m

m

k
m

m
zFδ  permettent d’expliquer : 

∑
≥0

)()(
k

kkk zFyFd = ∑ ∑
≥ ≥0, 0 !!

)0()0(
nm k

mn

k
m

k
n

k m
y

n
yFFd δδ  

Par identification, la deuxième condition exprime le fait que : 

nm+α = ∑
≥

==
0

00 )]([)]([
k

zk
m

zk
n

k zFzFd δδ  

(Remarque que la somme est finie, elle porte sur les indices k = 0,1,…, min(n,m)). Ainsi 

la matrice de Hankel Hn = (αi + j)0≤i, j≤n admet une décomposition  Hn = LnDnLn
t ou 
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 Dn = Diag (d0,d1, ……. ,dn) est une matrice diagonale et    Ln = (δiFj(z))z = 0)0≤i, j≤n une 

matrice triangulaire inférieure par la condition (1) 

 

Un cas particulier : 

         Si A est un anneau de polynôme, on peut considérer des suites Pn(x) = n, de degré 

inférieure ou égale à n,pour  la fonction génératrice exponentielle est alors  

F(x,z) = ∑
≥0 !

)(
n

n

n n
zxP  et dans des nombreux cas, on peut prendre : 

Fk(x,z) = ),( zxFk
xδ ou δx est l’opération de dérivation par rapport à x la première 

condition de la proposition est alors automatiquement vérifiée : 

[ ),( zxFk
xδ ]x = 0 = [δz

n δx
k F(x,z)]x = 0 = δx

k[δz
nF(x,z)] x = 0 = δx

kPn(x) est nul dés que k>n 

Ainsi s’il existe des polynômes dk(x) vérifiant : 

),(),(),()(
0

zyxFzxFzxFxd k
x

k

k
xk +=∑

≥
δδ                                                                      (*) 

Alors les déterminants de Hankel sont  

det (Pi + j(x)) 0≤i, j≤n = 2

0

))()(( xPxd
n

k
k

k
k∏

=

δ  

 

Exemple : 

1- Celui de la base canonique Pn(x) = xn , on a F(x,z) = exz, et la relation (*) peut 

s’écrire sous la forme suivante : ∑
≥

=
0

1))((
k

k
k yzxd , les polynômes constants 

d0(x) = 1      et    dk(x) = 0 si         k≥0    

En effet  

),(),(),()(
0

zyxFzxFzxFxd k
x

k

k
xk +=∑

≥
δδ  Implique )(

0
)( zyxxzkxyk

k
k eezeyxd +

≥

=∑  

)()(

0
))(( zyxzyxk

k
k eeyzxd ++

≥

=∑  le calcul donne le résultat  

∑
≥ ⎩

⎨
⎧

≥=
==

⇒=
0

0

10)(
01)(

1))((
k k

k
k ksixd

ksixd
yzxd       

alors                  det(Pi+j) =1 (pour k=0) ou 0 (pour k>0) 

2- Pour le polynôme Pn(x) = n !xn de fonction génératrice F(x,z) = (1-zx)-1 on trouve  
1)1(!),( −−−= kkk

x zxzkzxFδ  car )]1[(),( zxzxF k
x

k
x −= δδ  

Et  
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21 )1(),( −−= zxzzxFxδ , 322 )1(2),( −−= zxzzxFxδ  

Alors (*) est  1)]1)(1[(!!)( −−∑ −−
kkk

k yxzxyzkkxd = 1)](1[ −+− zyx  

122 ])(1[)()!)(( −−∑ ++−
kk

k yzxzyxzykxd  = 1)](1[ −+− zyx  

En considérant ici les polynômes dk(x) = 
2

! ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
xk

on obtient  

det (Pi + j(x))0≤i, j≤n = 2

0

))()(( xPxd k

n

k

k
xk∏

=

δ  = 4
2

0

)!(
!

k
k
xn

k

k

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∏

=

n

k

kxk
0

2)!(  

                              = ∏
=

+
n

k

nnxk
0

)1(2)!(  

3- Les polynômes  Dn(x) = ∑
=

−−
n

k

kkn
k xn

0
)1()( engendrent les mêmes déterminants pour 

la fonction génératrice exponentielle est donnée par  

F(x,z) = e-z (1 – xz)-1 et la relation (*)  
122 ])(1[)()!)(( −−∑ ++−

kk
k yzxzyxzykxd  = 1)](1[ −+− zyx                                        (A) 

Car  

 δx
k F(x,z) = δx

k(e-z(1 – xz)-1) = e-z(k !zk(1-zx)-k-1) 

δx
k F(x,z) = e-y(k !yk(1-yx)-k-1) et ),(),()( zxFyxFxd k

x
k
xk δδ∑ = F(x,y+z) 

donne  

∑ −−+− −− 1)( )]1)(1[()()( kkyz
k yxzxzyexd = 1)( ))(1( −+− +− zyxe xy  

d’où la formule (A)  

et pour 
2

!
)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
xxd

k

k  

det (Pi + j(x)) = det (Pi + j(x)) 0≤i, j≤n = 4
2

0

)!(
!

k
k
xn

k

k

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∏

=

n

k

kxk
0

2)!( = ∏
=

+
n

k

nnxk
0

)1(2 ])![(  

De manière générale : nous avons les déterminants de Hankel engendrés par : 

)()()(
0

, xPa
k
n

xP k
kn

n

k
na

−

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ une suite, et a ∈A et alors  

P0,n (x) = Pn (x) (polynôme de Poisson – charlier) 

Et les polynômes Dn (x) s’obtiennent à partir de Pn (x) = n !xn et a = 1 

C'est-à-dire : 
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 P1,n (x) = Dn (x) = kkn
n xk

k
n

xP !)1()(,1
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑  et d’après le résultat suivant : 

Le nombre de k – parties de N, 0≤k≤n = N , noté ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

vaut  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

 = 
!
)(

k
n k  

 Alors  

 Dn (x) = ∑
≥

−−
0

)1()(
k

kkn
k xn  

Pour x = 1 on a : 

Dn (1) est le nombre de dérangements (permutations sans point fixe) d’un ensemble à n 

éléments  

d(n) = Dn (1) = n !(1 - 
!1

1  + … + 
!
)1(

n

n− ) (ne possède aucun point fixe xx ≠)(σ ) 

  d(n) = Dn (1)  = ∑
≤≤

−
nk

k

k
n

0 !
!)1(  

4- In le nombre d’involutions sur un ensemble à n élément, c’est-à-dire le nombre de 

permutation )(nSym∈σ d’ordre 2. Nous avons I0 = I1 = 1 et la relation de récurrence  

In + 1 = In+ n In -1 conduit à la fonction génératrice 2/2

!
zz

n

n e
n
zI +=∑    ,il faut construire 

des polynômes In(x) par exemple considérer ),(
!

)(
2

zxFe
n
zxI zxz

n

n == +∑  

On a   In (1) = In et en dérivant F(x,z) par rapport à z, on trouve  

In + 1 (x)= x In (x) + n In – 1 (x) ce qui montre du même coup que les polynômes In(x) sont 

unitaires avec deg In(x) = n 

La relation (*) devient ∑
≥

=
0

))((
k

yzk
k eyzxd car xzkzk

x ezezxF 2/2

),( =δ  

xykyk
x eyeyxF 2/2

),( =δ  et F(x,y + z) = 2/)()( 2zyzyxe +++ avec dk(x) = 
!

1
k

 

det (Ii + j (x)) = ∏∏
=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n

k

kk
k 0

2 !)!(
!

1  

5- Les polynômes d’Hermite Hn(x) admettent la fonction génératrice 

22),( zxzezxF −= ∑= !
)(

n
zxH n

n  

et satisfaite la relation de récurrence  
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Hn + 1(x) = 2x Hn(x) – 2n Hn – 1 la relation (*) devient ∑ −= yzk
k eyzxd 2)4)(( car  

∑ ),(),()( yxFzxFxd k
x

k
xk δδ = F(x,y + z)                                                            (*) 

la formule(*) implique 

∑ −− kxyykxzz
k yeezeexd )2()2()( 22 22

= 
2)()(2 zyzyxe +−+ = yzzyzyxe 2)(2 22 −−−+  

Alors  

∑ −= yzk
k ezyxd 2)4)(( elle est vérifiée pour les polynômes constants  

dk (x) = 
!)2(

1
kk−

 

Et comme le coefficient dominant de Hk (x) est 2k , on trouve  

det (Hi + j (x)) = ∏ ∏ +−=
−

2/)1(2 )2(!)!2(
!)2(

1 nnk
k kk
k

 

6- Considérant maintenant les polynômes de Bell Bn (x) étudiés avant on a 
)(),( xxgezxF = avec g(x) = ex – 1  

)1(),( −=
xexezxF  alors la relation (*) devient ∑ +−−+ )1)(( zyzyk eeexd = )1( +−−+ xyzy eeexe  

Car )1()1(),( −−=
xexkzk

x eezxFδ  

)1()1(),( −−=
yexkyk

x eezxFδ  et )1( )(

),( −+

=+
zyexezyxF  

)21( )(

)1()1( +−−−+

=−−
yxzy eeexkykx eee = 1+−−+ yzyz eee = )1( +−−+ yxzy eeexe  

Ceci est vérifié pour  dk(x) = 
!k

xk

et on obtient  

det (Bi + j(x)) = 2

0

)!(
!

k
k
xn

k

k

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∏

=

n

k

kxk
0

! = 2/)1(

0

)!( +

=
∏ nn

n

k

xk  

7- Les nombres d’Euler en (n≥0) peuvent être définis par : 

zn
ZEnzF

n

cos
1

!
)( == ∑       Cette fonction génératrice exponentielle vérifie : 

zy
zy

zyzyzy
zy

zy
zyF

coscos
)tantan1(

coscos
1

sinsincoscos
coscos

)cos(
1)(

1−−
=

−
=

+
=+  

Ce qui à l’aide d’une série géométrique, peut s’exprimer  

z
z

y
yzy

zy
zyF

k

k

k
kk

k cos
)(tan

cos
)(tan)(tan)(tan

coscos
1)(

00
∑∑
≥≥

==+  
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La deuxième condition de la proposition est donc vérifiée si l’on considère les 

constantes dk(x) = 1 les fonctions 
z

zzF
k

cos
)(tan)( = la première condition l’est 

également : 

0
cos
tan)]([ 0, === = z

zzFE n
zk

n
kn δδ            lorsque        k>n et vaut n ! si k = n 

En fin de compte, la proposition 2 fournit : ∏
=

≤≤+ =
n

k
njiji kE

0

2
,0 )!()det(  

 

II-5- Fonction génératrice exponentielle  

         Dans l’exemple des nombres d’Euler (de fonction génératrice
z

zF
cos

1)( = ) nous 

avons introduit les fonctions )()()( zFzgzF k
k =  où zzg tan)( =  vérifie l’équation 

différentielle 2)(1)(' zgzg +=  avec la condition initiale g(0) = 0. Cette situation peut 

être généralisée comme suit  

 

II-5-1-Théorème : [3], [4] et [5]  

         On considère une fonction  )()( zGezF =  avec G(0) = 0 et on suppose que 

)0(')(')( GzGzg −= vérifie 2))(()()'( zgzgzg γβα ++= pour certains paramètres 0≠α , β 

et γ dans A alors  

)()()()(
!

))1(1)...(1(1)(
0

zFzgyFyg
k

kzyF kk

k
k∑

≥

−++
=+

α
γγ  

Les déterminants de Hankel correspondant sont donnés par  

∏
=

+ −++=
n

k

nn
n kkH

0

2/)1( ))1(1)...(1(!(det γγα  

Preuve : 

Pour k≥0, on considère les fonctions )()()( zFzgzF k
k = on peut écrire 

''1 FgFgkgF kk
k += −δ  

       = GFgggkg kk +++− )( 21 γβα   car 2' ggg γβα ++=  et GeF =  

       = FgkgkGgk kkk ))1())0('(( 11 +− ++++ γβα  

       = 11 )1())0('( +− ++++ kkk FkFkGFk γβα  

Par convention, Fk(z) = 0 pour k<0 c’est-à-dire : 

)]()1()())0('()([)( 11 zFkzFkGzFkzF kkk
n

k +− ++++= γβαδδ  pour n 0≥  cette relation 

nous permet d’établir les faits suivants  
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0)]([ 0 ==zk
n zFδ  chaque fois que k>n 

n
zn

n
zn

n nzFnzF αδαδ !...)]([)]([ 01
1

0 === =−
−

=  

Un calcul direct montre que : 

)()1()()()()()( 1
11 zHkzHkxFzFzFzF kkk

m
k

n
k

m
k

n γαδδδδ +−=− −
++  

Avec )()()()()( 11 zFzFzFzFzH k
n

k
m

k
m

k
m

k ++ −= δδδδ  (= 0 si k<0) 

Considérant alors les éléments (dans Frac A, coups des fonctions de A) 

kk k
kd

α
γ

!
)1(1)...(1( −++

=  = 1                si k = 0 

Ils vérifient )1()1(1 γα kdkd kk +=++ , de sorte que tous les éléments de la somme  

∑ ∑
≥ ≥

−
++ +−=−

0 0
1

11 )]()1()([)]()()()([
k k

kkkk
m

k
n

k
m

k
n

k zHkzHkdzFzFzFzFd γδδδδ α  

Il s’agit d’une somme télescopique nulle pour tout entier m,n ≥0  

∑ ∑ ∑ ++−
= === )()(...)()()]()([ 11

0 zFzFdzFzFdzFzFd k
nm

kkk
m

k
n

kzk
m

k
n

k δδδδδ  

Et en évaluant cette expression en  z = 0, il vient  

On a donc ∑ ∑ =
+

=
+

= == 000 )]([)]()[0()]()([ z
nm

zk
nm

kkzk
m

k
n

k zFzFFdzFzFd δδδδ  

 

Cela montre que pour la suite qui admet la fonction génératrice F(z), on peut utiliser la 

proposition (II-4) avec les éléments dk et les fonctions Fk(z) définis au-dessus.  

 

Voici les données correspondantes aux exemples (1 à 7) 

 

 

 F(z) G(z) g(z) α β γ 

Base canonique  

Pn(x) = n !xn 

Polynôme de dérangement 

Polynômes d’involution  

Polynômes d’Hermite 

Polynômes de Bell 

Nombres d’Euler 

xxe  

(1-xz)–1 

e-x(1-xz)-

2/2zxze +
 

 
22 zxze −  

)1( −zexe  

1/cos z 

        xz 

-log(1 – xz) 

-z-log(1 – xz)

xz + z2/2 

2xz – z2 

x(ex – 1) 

-log(cos z) 

x 

xxz
x −−1  

xxz
x −−1  

z 

-2z 

x(ez- 1) 

tan z 

0 

x2 

x2 

1 

-2 

X 

1 

0 

2x 

2x 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 
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Ajouter les exemples suivants  

 

8- La suite décalée des polynômes de Bell 01 ))(( ≥+ nn xB admet la fonction génératrice 

)1(),( −=
zexzexezxF  elle mène à )1()( −= zexzg comme pour la suite (Bn(x)) et donc  

2/)1(

0
,0,01 )!())(det())(det( +

=
≤≤+≤≤++ ∏== nn

n

k
njijinjiji xkxBxB       pour n 0≥  

Et pour tout n≥0 

9- Les polynômes d’Euler ))(( xE m
n d’ordre m≥1 sont définis par la fonction génératrice 

xz
m

z e
e

zxF ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

1
2),( on peut considérer la fonction génératrice ),0()( zFzF = pour 

évaluer le déterminant de Hankel associés. On trouve ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

2
1

1
1)( xe

mzg  et on peut 

appliquer la théorème avec 
4
m−

=α , β = 0 et γ = 
m
1  

∏
=

+

=−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

k
n

nn

n HkmmmkxH
0

2/)1(

)0(det)1)...(1(!
4
1)(det  

 

 

II-6- Fonctions génératrices ordinaires : 

         

              Le théorème précédent, concernent les fonctions génératrices exponentielles 

(ou « série de Hurwitz »), pour des fonctions génératrices 
!

)(
k
z

zF
k

kα
=  

∑==
!
)()( )(

k
zGezF

k
zG  avec G(0) = 0, 

 Nous nous  intéressons à des fonctions génératrices ordinaires de la forme 

∑ −
==

)(1
1)()(

zG
zGzF k  avec G(0) = 0 

L’opérateur de dérivation δ tirait son importance du fait qu’il est associé à la base 

polynomiale 
!

)(
n
zzf

n

n =  dans le sens ou 0)(0 =zfδ  et )()( 1 zfzf nn −=δ  pour n≥1 

Son analogue dans notre nouveau contexte est donné par  
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z
fzfzf )0()()(: −

→∇    , Opérateur associé à la base canonique (zn) 

 

II-6-1- Théorème :  

         Considérons une fonction génératrice ordinaire 
)(1

1)(
zG

zF
−

= avec G(0) = 0  et 

supposons que 

)0(')()0()()( G
z
zGGzGzg −=∇−∇= Vérifie une relation 

))()(()( 2zgzgzzg γβα ++= pour certains paramètres 0≠α , β et γ dans A alors les 

déterminants de Hankel sont donnés par  

                                   2/)1(2/)1(det −+= nnnn
nH γα  

 

 

 

 

Preuve : 

Les fonctions )()()( zFzgzF k
k = vérifient : 

z
FzF

z
FgzFzg

z
FzF

zF )0()()0()0()()()0()(
)(

00
00

0
−

=
−

=
−

=∇  

z
GzGzF )0(1
1

)(1
1

)(0
−

−
−

=∇  et comme G(0) = 0 

)(1
)0(')(

))(1(
)()(0 zG

Gzg
zGz

zGzF
−
+

=
−

=∇  car )0(')()( Gzg
z
zG

+=  

alors ))0(')()((
)(1

)0(')()(0 GzgzF
zG

GzgzF +=
−
+

=∇  

                      = )()0(')()0(')()()( 01 zFGzFGzFzgzF +=+  

Et )()()()( 11 zFzFzFzF kkkk +− ++=∇ γβα pour tour k≥1 

En effet 
z

zFzg
z

FgzFzg
z

FzF
zF

kkk
kk

k
)()()0()0()()()0()(

)( =
−

=
−

=∇  

                           = )())()(()())(()(( 112
2

zFzzgzg
z

zFzgzgz kk
kk

−−++=
++ γβαγβα  
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                           = ))()(()()( 12 zFzgzgzg k−++ γβα  

                           = )()()()()()( 11 zFzgzFzgzFzg kkk +− ++ γβα  

 

 

Par induction on obtient 0)]([ 0 =∇ =zk
n zF  si k>n  ,  n

zk
n zF α=∇ =0)]([  

D’autre part 
⎩
⎨
⎧

−
−

=∇∇−∇∇
−

++

)()(
)(

)()()()(
1

011

zHzH
zH

zFzFzFzF
kk

k
m

k
n

k
m

k
n

γα
  

si
si

  
1
0

≥
=

k
k  

Avec )()()()()( 11 zFzFzFkzFzH k
n

k
m

k
n

k
m

k ++ ∇∇−∇∇=  

En considérant les éléments d0 = 1 et k

k

kd
α
γ 1−

=  pour k≥1  

On vois que : ∑
≥

++ ∇∇−∇∇
0

11 )]()()()([
k

k
m

k
n

k
m

k
n

k zFzFzFzFd  

Est une somme télescopique nulle pour tous les entiers m,n≥0, on pet écrire  

∑ ∑ ∑ ++− ∇==∇∇=∇∇ )()(....)()()()( 11 zFzFdzFzFdzFzFd k

nm

kkk

m

k

n

kk

m

k

n

k  

En z = 0 donne : 

0])([)]()([ =
+∑ ∇=∇∇ x

nm
k

m
k

n
k zFzFzFd  

On applique la proposition (II-4) on trouve  

                           2/)1(2/)1(det ++= nnnn
nH γα  

 

Remarque : 

Comme 
)(
1)(

)(
111)(

zzF
zF

zFzz
zG −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  tend vers F’(0) lorsque z tend vers 0,on peut 

expliquer  

)0('
)(
1)()( F

zzF
zFzg −
−

=  Donc 1))()0('1()( −−−= zzgzFzF  de plus la condition initiale 

g(0) = 0 et la relation quadratique ))()(()( 2zgzgzzg γβα ++=  montrent que : 

z
zzz

zg
γ

γαββ
2

4)1(1
)(

22 −−−−
=   (si )0≠γ  

 

Exemple : 

1- Pour les nombres de Catalan ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
n

n
n

Cn

2
1

1  on a 
z

zzF
2

411)( −−
=  donc 

)(
1

)()(
1

)( z
k

Fz
k

Fz
k

Fz
k

F
+

++
−

=∇ γβα
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z
zz

z
zzz

zz
zzzg

2
41211

4
411(241

)411(
2411)( 2

−−−
=−

−+−
=−

−−
−−−

=  

On peut utiliser le théorème avec  α = 1, β = 2 et γ = 1  

on obtient    det Hn = 1 pour tout entier n≥0 

2-Les nombres de Motzkin, définis par la fonction 

génératrice 2

2

2
3211)(

z
zzzzF −−−−

=  engendrent les mêmes déterminants avec (γ = β 

= α = 1) 

Les polynômes de Legendre sont définis par 2
12 )21(),( −

+−= zxzzxF  et le théorème 

peut être utilisé avec 
2

12 −
=

xα , β = x et γ = 2
1  on trouve alors :                        

2

2
)1()(det

2/)1(2

n

nn

n
xxH

+−
=   

Exemple :  

 

 Nombres de Catalan généralisé : [12] 

 

Résumé : 

 Rappelons que le nieme nombre de Catalan Cn est donné par la formule : 

1

2

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
n
n

n

Cn ce nombre a très nombreuse interprétation combinatoire par exemple depuis 

Euler on sait qu’il n’est autre que le nombre de décomposition en triangles d’un 

polygone convexe de (n+2) cotés par les diagonales formés de n nombres 1 et de n 

nombres – 1 à somme partielles toutes positives ou nulles 

 - Une nouvelle propriété sera démontrer par une technique algébrico-analytique 

remontant à Sylvester quel que soit n, le déterminant de Hankel de dimension n formé 

sur les nombres de Catalan vaut 1 cet article en donne maintenant une preuve directe et 

élémentaire il calcule aussi l’inverse de cette matrice. 

 

Théorème : 

 Soit Hn la matrice de Hankel construite sur la suite de Catalan  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= +

+

+

.

......
........
........
...14304291324214

..42913242145

..132421452

..4214521

..145211

2

3

2

1

nn

n

n

n

n

n

CC

C
C
C
C

H  

n∀ ,   1)det( =nH  

 

 

Démonstration : 

 

A- le coefficient de 1++ jix dans jixx 222 )1()1( ++− vaut  

B-  

jiC
ji

ji
ji

ji
ji

ji
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
2

1
22

1
22

2
1

22
 

 

 

B- D’autre part, le coefficient de xa dans ixx 2)1)(1( +− vaut  

 

12
1222

1
22

+−
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ai
ai

a
i

a
i

a
i

 

 

 

C- Ainsi, en considérant le terme 1++ jix dans l’identité triviale  

[ ][ ]jiji xxxxxx 22222 )1)(1()1)(1()1()1( +−+−=+− +  

Puisque en exploitant l’antisymétrique des coefficients de ces polynômes on a : 

1)(2
1)(222

1)1(2
1)1(22

1
2),min(

0 +−−
+−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++−

+++−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

= ∑
=

+ kjj
kjj

kj
j

kii
kii

ki
i

C
ji

k
ji  

Où 0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b
a

 lorsque b<0 ou b>0 
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1
122

1
12

1
2),min(

0 ++
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

= ∑
=

+ kj
k

kj
j

ki
k

ki
i

C
ji

k
ji  

C’est-à-dire ∑
=

+ =
),min(

0
,,

ji

k
kjkiji TTC  

Moyennant 
( )

1

)12
2

, ++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
ki

k
ki

i

T ki  

Appelons Tn la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients Ti,k Appelons 

Tn la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients Ti,k  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= .

...
..............
..............
..............
....11713566322445508999613119344862
....011510444012602548364034321430
....001137727363720011001429
....00011154154275297132
....00001935759042
....0000017202814
....0000001595
0...0000000132
0...0000000011
0...0000000001

,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0, nnnnnnnnnnnn

n

TTTTTTTTTTT

T  

 

Notre dernier résultat peut s’écrire maintenant nnn HUT =  

nU désignant la transposée de nT . 

Puisque tous les éléments diagonaux de nT valent 1, on obtient  
 

( ) ( ) ( ) 11.1det   ,  detdet === nnn UTH  
comme annoncé. 
 

2-Inverse de nH  : 
 
Posons  

( ) jinjin H ,
1

,,
−=α

 
D’une part, 
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( ) ααα nn
n

k
kn kT 22

0
, cossin212sin =+∑

=  
D’autre part, par récurrence, 

( ) ( )∑
=

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−=+
n

k

kkkn

kn
kn

n
0

22 cossin2 112sin ααα
. 

On voit donc que 
1−

nT , matrice triangulaire inférieure inverse de celle des knT ,  est 

formée des 
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

− +

kn
knkn1

 
Il en résulte  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−= ∑+

jk
jk

ik
ikji

jin 1,,α
 

Ainsi que l’identité 
 
 

( ) ij

j

k
kj

ik T
ik
ik

δ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−∑
=

+

0
, 1
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CHAPITRE III 

Polynômes orthogonaux 
 

III-1- Produits scalaires et polynômes orthogonaux :  

         On suppose que A est un sous anneau de IR ainsi pour a>0 fixé associons à  

 ][][: xAxA →Φ  

        n
n xx →)(  

L’application symétrique bilinéaire Φa définie par 

∑
≥

−
=
=Φ=Φ→

0 !
)()())()(())()(();(

k

ka
axa a

k
kgkfexgxfxgxfgf     est un produit 

scalaire sur A[x]. Nous pouvons nous restreindre à un sous – ensemble  

    Vn = {Polynôme ∈A[x] de degré ≤ N} ⊂  A[x] 

Il s’agit d’un A module libre de rang N + 1 < ∞ et la matrice de Gram associée au 

produit scalaire ( * | *)a : VN x VN →  |R par rapport à la base {1, x, ..., xn}est donnée par 

Njiji aB ≤≤+ ,0))(  pour deux polynômes ∑= k
k xaxf )( et ∑= k

k xbxg )( dans VN, nous 

avons t
NNN bbbxHaaaxgxf )...).(()....())()(( 1010=Φ avec NjijiN aBxH ≤≤+= ,0))()(   

avec Bi(x) : polynômes de Bell 

Nous nous proposons de trouver la famille de polynômes unitaires Pn(x) = Pa,n(x) avec  

deg Pa,n(x) = n, qui sont orthogonaux pour le produit scalaire ( * | *)a issu de Фa. 

L’orthogonalité de Pa,n(x) face aux polynômes de Vn-1 se traduit par le fait que : 

))()(( , xPx namΦ  est nul pour m = 0,1, …, n – 1  
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Nous avons ))()(( , xPx namΦ =(1) )(())(( ,
0

)2(, xP
k
m

amxPa na

k
m

k

m

na

m ∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=+Φ ∑

=

 

                                             =(3) 
axna

km

axna

k
m

k

m xP
k
m

axP
k
m

a
==

=

Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∇Φ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∑ ))(()( ,)4(,
0

δ  

Pour A anneau unitaire, commutatif et intègre qui contient Ζ et les polynômes de 

Pohhammer  

1)( 0 =x , ))1()...(1()( −−−= nxxxx n  (n≥0) 

ou la propriété suivante :  

))(())()(( xfxnxfx n
n Φ=−Φ  pour tout polynôme ][)( xAxf ∈  

Nous déduisons 

axna
m

axna
m

axnamnama nxPanxPxxPxxPx
===

+Φ=+Φ=Φ=Φ ))(())(())()(())()(( ,,,,  

car  x = a, d’où la (1) 

Et pour montrer (2), il faut définir, la base canonique (x)n est associée à l’opérateur de 

différence finie  : 

][][: xAxA →∇  

        )()1()( xfxfxf −+→  

Et la base canonique (xn)n≥0 est associée à l’opération de dérivation 

 ][][: xAxA →δ  

    )(')( xfxf →  

Par un calcul direct  
kn

kknkknkn
k xnxnxnx −

−− =Φ=Φ=∇Φ )())(()())()(())((  .                                             (1) 

Correspond à la kieme dérivée de ))(( nxΦ  

De plus d’après la propriété de )(, xP na on a : )()()( ,
0

, xPy
k
n

yxP kakn

n

k
na −

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+  

Alors )()()( ,
0

, xPn
k
m

nxP kakm

m

k
ma −

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+  

))()(())(( ,
0

, xPn
k
m

anxPa kakm

m

k
a

m
na

m
−

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=+Φ  

Avec la relation (1) on obtient m ))(())(( ,
0

, xP
k
m

anxPa ka
k

m

k
a

m
na

m ∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=+Φ ∑

=

 

D’où l’égalité (3) 
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Et comme l’application Ф relie ces deux bases, relie de manière naturelle les opérations 

associées : par linéarité, il suit alors  

Φ=∇Φ kk δ  C’est-à-dire  ))(())(( xfxf kk Φ=∇Φ δ pour tout polynôme ][)( xAxf ∈  

Alors on a l’égalité (4) 

Et en considérant successivement les entiers m = 0,1,….,n-1, il suit que x = a annule le 

polynôme ))(( , xP naΦ ainsi que ses n – 1 premières dérivées. Autrement dit (x-a)n divise 

))(( , xP naΦ mais comme ces polynômes sont unitaires et de même degré, il sont 

identiques , on obtient le développement de Mahler  

k
kn

n

k

n
na xa

k
n

axxP )()())(()(
0

1
,

−

=

− −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−Φ= ∑                                                                  (2) 

Les polynômes )(, xP na sont appelés polynômes de Poisson – Charlier  

On a la formule (2) car  
n

n xx =Φ ))((   

alors  

))1()...(1()()(1 −−−==Φ− nxxxxx n
n  

En prenant m = n dans la relation précédente (2), on trouve de même  

axna
nn

axna
k

n

k

n
naana xPaxP

k
n

axxPxP
==

=

Φ=Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑ ))(())(())()(()( ,,

0
,

2
, δδ  

Comme ))(( , xP naΦ est un polynôme unitaire de degré n, sa nième dérivée vaut n ! en tout 

point, et on a donc 
2

, )(
ana xP  

D’autre part le procédé d’orthogonalisation de Gram – Schmidt permet d’écrire  

xx
aBaBaB

aBaBaB
aBaBaB

aH
xP

NNN

N

N

N
Na

...1
)(...)()(

......

......
)(...)()(

)(...)()(

)(det
1)(

11

121

10

1
,

−−

+

−

=  

)(det)(det))(())()(( 1,,,
2

, aHaHxxPxPxPP NNa
N

NaaNaNaaNa −===  

et il s’ensuit  

 detHN(a)= 
2

0,
2

1,
2

,1
2

, )(...)(.)()(det.
aaaNaaNaNaNa xPxPxPaHP −− =  
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C’est-à-dire : !!...1!0)(det 2/)1( NaaH NN
N

+=  ceci étant valable pour tout entier a>0 

On en déduit le  

 

III-1-1- Théorème : [6]  

         La matrice NjixBxH jiN ≤≤= + ,0))(()( admet le déterminant 

2/)1(

0

)!()(det +

=
∏= NN

N

k
N xkxH  

 On dit que HN(x) est la matrice de Hankel d’ordre N construite avec les 

polynômes de Bell et on remarque que pour a>0, la matrice de Hankel HN(a) 

correspond à la matrice de Gram associée au produit scalaire issu de )(aBx n
n →  

 

 

 

Exemple 1 : (preuve de Delsarte) 

Dans la base canonique {1,x, … ,xn} de Vn, nous pouvons exprimer (avec les nombres 

de Stirling de première espèce noté 
k
n

kns =),(  

n
na x

n
n

x
nn

xP +++= ......
10

)(, avec 
a

knin

i
n

a
i
k

k
n

i
n

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= −− ∑)1(  

(en particulier 1=
n
n

 et 0=
k
n

 si nk et formé la matrice triangulaire  
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⎟
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⎟
⎟
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⎟
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⎠

⎞
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⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

≤≤

N
NNN

o

j
i

aQ
Nji

N

...
10

0.....
......
......

....
1
1

0
1

0...0
0

)(
,0

 

Le déterminant 1)(det =aQN  les conditions d’orthogonalité de la suite 0, ))(( ≥nna xP se 

traduisent  par la relation matricielle. 
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)!,...,!1,!0()()()( 10 Nt

NNN aNaaDiagaQaHaQ = et le théorème est vrai en prenant le 

déterminant. 

 

Remarque : 

         Lorsque a>0, les polynômes de Poisson – Charlier )(, xP na )0( ≥n forment un 

système orthogonal (pour le produit scalaire issu de Фa) et vérifient de ce fait certaines 

relations de récurrence (qui restent valables pour tout Ra∈ ) 

1/ )()1()( ,,1, xaPxxPxP nanana −−=+  

2/ )()()()( ,,1, xnaPxPanxxP nanana −−−=+  

 

 

 

 

 

Preuve : 

Par calcul direct on trouve  

1/ ))(())(())(()( 11111
,

−−−−− −Φ−−Φ=−Φ= nnn
na axaaxxaxxP  

                )()1())(()1( 1,1,
11

1, xaPxxPaxaxxP nana
n

na −−
−−

− −−=−Φ−−=  

Comme la base canonique de Pochhammer est associée à ∇ on voit que 1)(0, =xPa   

et )()( 1,, xnPxP nana −=∇ pour n≥1 

(En particulier 0, ))(( ≥nna xP est une suite de Scheffer par rapport à l’opérateur )∇  

On calcul directement (pour n≥1) 

2/ ))()(()()()()()( 1,,,1,, xaPxPnxPaxxnaPxPanx nanananana −− +−−=−−−  

                                                     )1()()( 1,, −−−= − xnxPxPax nana  

                                                     )())1()(( ,1,, xaPxnPxPx nanana −−−= −  

                                                     )()()( 1,,, xPxaPxxP nanana +=−  

 

Remarque : 

         L’orthogonalité des polynômes de Charlier )(, xP na pour le produit scalaire 

engendré par Фa (lorsque a>0) découle immédiatement de la propriété : 
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))((
!

))()((
0

xg
k
xxgxf k

k

k

Φ=Φ ∑
≥

δ  Valable pour tout les polynômes ][)(),( xAxgxf ∈  

 

Preuve : 

         Les polynômes de Pochhammer (x)n étant de type binomial (puisqu’ils sont 

associés à un delta – opérateur), on  a  

k
kn

k

m
kkn

n

k

m
n

m
nm mx

k
n

xmx
k
n

xmxxxx )()()(())(())()((
00

−

≥
−

=
∑∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=+Φ=Φ  

Autrement dit  

))()()((
!

)()(
!

))()((
00

n
k

m
k

k

k
km

k
kn

k
k

k

nm xx
k
xxmxn

k
xxx ΦΦ==Φ ∑∑

≥

−−

≥

δδ  

Et le fait que les polynômes de Charlier généralisés  

k
kn

n

k

n
nz xz

k
n

zxxP )()())(()(
0

1
,

−

=

− −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−Φ= ∑  

(Dans A[x] avec A =   Ζ [z]  ou  Ζ p[z]) vérifient 

))()()((
!

))()(( 11

0
,,

nm

k

k

nzmzz zxzx
k
xxPxP −Φ−Φ=Φ −−

≥
∑  

                               
⎩
⎨
⎧

=−−
=

≥
∑ 0

!
))(()((

! 0
0

n

x

nkmk

k

k zn
zxzx

k
x δδ

si
si

    
non

nm =
 

 

Remarque : 

La relation )()( ,
0

xPy
k
n

kakn

n

k
−

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 (pour les polynômes de Charlier) 

Fournit : 

alakalnkm
k k

anama xPxP
l
n

k
m

xPxP ))()(()()())()(( ,,
0 0

,, −−
≥ ≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++ ∑∑ βαβα  

                                          !)()(
0

ia
i
n

l
m i

inim
i

−−
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ βα  

 

III-2- Polynômes orthogonaux : 

         Supposons toujours que A est un sous anneau de IR et pour une suite donnée  

∈α F (IN,A) 

on considère l’application A -linéaire AxA →Φ ][:  
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       n
nx α→  

 Nous supposons de plus que les déterminants de Hankel sont tous positifs. Cela 

signifie que pour un entier n fixé, la matrice symétrique Hn est définie positive et que 

l’application bilinéaire 

))()(()/(),( xgxfgfgf Φ=→  

 Est un produit scalaire sur { }npxAxpxVn ≤∈= deg:][)(][ (la matrice de Gram 

dans la base canonique étant donnée par la matrice de Hankel Hn) comme ceci est 

valable pour tout entier n≥0, cette application définit un produit scalaire sur 

][][ xVUxA nINn∈= une famille orthogonale de polynômes unitaires est alors obtenue par le 

procédé d’orthogonalisation de Gram – Schmidt  

n
nn

n

n

n
n

x

x

H
xPxP

12

1

10

1
0

...
......
......
......

...
1...

det
1)(,1)(

−

−

−

==

αα

αα
αα

 pour n≥1 

Et on notera : 

)1(................)( ,
1

1,
2

2,1,0, =+++++= −
− nn

nn
nnnnnn PxxPxPxPPxP                 

 ces polynômes unitaires admettent des coefficients dans Frac A et vérifient une relation 

de récurrence. 

)()()()( 11 xPxPxxP nnnnn −+ −−= μλ     (pour n≥1) 

Avec nnnnn PP ,11, +− −=λ  et 2
1

2 )()( xPxP nnn −=μ  

Comme la matrice de Hankel (d’un certain ordre n) est symétrique définie positive, elle 

admet une unique décomposition de la forme H = LD tL où la matrice L est une matrice 

triangulaire inférieure avec des 1 sur une diagonale et ),...,,( 10 ndddDiagD = est une 

matrice diagonale et la relation L-1H  t(L-1) = D  montre alors que  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

nnnn PPP

PP
P

L

,1,0,

1,10,1

0,0

1

...
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......
......
....
0...0
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La k – ieme ligne de L-1 est formé avec les coefficients de Pk(x) est on a 

kk dxP =2)( on en déduit ainsi que 
1−

=
k

k
k d

d
μ on en déduit ainsi que 

1−

=
k

k
k d

d
μ  

Et que  

                                  22

1

2

0 )(...)(.)( xPxPxPH nn =  

D’autre part, la matrice M = L-1 admet le polynôme caractéristique 1)1()( +−= n
M xxP  et 

le théorème de Cayley – Hamilton permet d’exprimer formellement (avec l’opérateur 

∇ défini précédemment) 

11
1

1

1 )1(
1

)]([
det

1 −−
+

=
=

− −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=∇−== ∑ ll

n

l
MxM M

l
n

xP
M

ML   

On considérant les éléments situés juste au-dessus de la diagonale de nMMM ,....,, 2  
on a : 

kkkk PL ,1,1 ++ −=       de sorte que         1,,1 −+ −= kkkkk LLd  
 

III-2-1- Théorème : [7] 

         Si les déterminants de Hankel sont tous positifs et sont déterminés par la fonction 

génératrice exponentielle vérifiant les hypothèses du (Théorème II-5 -1) (resp ordinaire, 

théorème II-6 -1) alors 

βλ nGn += )0('  et  ))1(1( γμ α −+= nnn pour tout n≥1 

(resp αμβλ == 111 ,  et αγμβλ == nn ,  pour tout n≥2) 

Preuve : 

Avec les conditions précédentes on a  

0
2

1
1

1

0
2

2
1

2

)]([
)]([

)(

)(
=−

−
−

=

−

==
zn

n
n

zn
n

n

n

n
n zFd

zFd
xP

xP
δ
δ

μ
   D’après (II-5 -1) les fonctions génératrices 

exponentielles (théorèmeII-6 -1 ) et la relation suivante 0)]([ 0 ==zk
n zFδ chaque fois 

que k>n 

Mais pour k = n alors on a 
n

zn
n

zn
n nzFnzF αδαδ !............)]([)]([ 01

1
0 === =−

−
=  

Et comme       αγ )1()1( 1 ndnd nn +=+ +         alors   

α
γ

n
n

d
d

n

n )1(1
1

−+
=

−  
En remplaçant dans la formule (1)  
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α
γαμ

n
nnn

)1(1)( 2 −+
=

          

 d’où  le résultat  

 

Remarque : 

Soit ∈α F (IN,A) une suite dont la fonction génératrice exponentielle (resp ordinaire) 

vérifie les hypothèses du théorème II-5 -1 (resp du théorème II-6-1) on a alors de 

manière plus explicite. 

1)( 00 == αxP  , α−= xxP )(1  et la relation de récurrence  

)())1(1()()()( 111 xPnnxPnxxP nnn −+ −+−−−= γαβα  pour n≥1 

Dans le cas exponentiel car ))0(')0('( 1α== FG , respectivement 

)()()()( 012 xPxPxxP αβ −−= , )()()()( 11 xPxPxxP nnn −+ −−= αβ  pour n≥2 

 

III-2-2- Proposition :[2] 

         Si une base polynomiale 0))(( ≥nn xP est orthogonale pour le produit scalaire issu de                        

∈α F (IN,A)alors la famille 0))(( ≥− nn axP est une base orthogonale pour le produit 

scalaire de ∈aTα  F (IN,A) 

 

Preuve : 

         Notons Hn (resp Ha,n) les matrices de Hankel (d’ordre n) associés à la suite α (resp aTα ) 

 Et considérons la matrice njijiPP ≤≤= ,0, )( dont la m – ieme ligne est formée avec 

les coefficients de )(xPm où m

mmmmm xPxPPxP ,1,0, ....)( +++=  

 Par construction, la matrice t
n PPHD = est diagonale et en reprenant les 

notations de la proposition (I-1) 

On a PaSHaPSPPHD t
n

t
nan

t
n ))(()( 1

,
1 −−==  car SSHH t

nna =,  

Où         
nji

ji
n a

j
i

aSS
≤≤

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

,0

)(  et Aa∈  

La matrice Sn(a) est triangulaire inférieure et qu’elle vérifie  

)()( 1 aSaS nn −=−  alors 

 t
nnan

t
n aPSHaPSPPHD ))(()( , −−==  
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Chapitre IV 

 

Théorème de rationalité : 
IV-1-1- Introduction  

 

         Soient  K  un corps de nombres et ]][[xKf ∈ une série formelle à coefficients 

dans K. A chaque extension valuée C de K correspond un domaine de convergence de 

 f dans C. 

 Un des moyens de reconnaître, parmi les séries formelles à coefficients dans K, 

celles qui sont des fractions rationnelles consiste à étudier les fonctions analytiques 

associées à f dans des domaines sont « assez grande ». 

 

IV-1-2- Proposition : 

 Soit ∑
≥

=
0

)(
n

n
n xaxf une série formelle à coefficients entiers définissant dans C 

une fonction méromorphe dans un disque de rayon strictement supérieur à 1, alors f est 

une fraction rationnelle. 

 

IV-2- Critères algébriques ,déterminants : 

 Soit Hn(a)= )(aH n
k le déterminant de Hankel de rang n et d’ordre k  
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IV-2-1- Proposition: [8]   

 Pour que la série formelle : ∑
≥

=
0

)(
n

n
n xaxf soit une fraction rationnelle il faut et 

il suffit qu’il existe k tel que, pour n assez grand, )(aH k

n = 0 

Preuve : (avec la relation de Sylvester)  

 Supposons d’abord que f soit une fraction rationnelle 

Soient k
kn xqxqaqxQ +++= ..........)( 10 un dénominateur de f  et QfP = alors pour 

n>deg P 

0...........110 =+++ −− knknn aqaqaq donc, pour n + k>deg P, 0)( =aH k
n  

Montrer la réciproque avec la relation de Sylvester  

 Soit ][ ijaH =   0≤i≤m, 0≤j≤m , un déterminant d’ordre m + 1 : c’est un 

polynôme homogène de degré m + 1 par rapport à l’ensemble des variables aij de degré 

1 par rapport à chacune d’entre elles. 

 Notons Aij le coefficient de aij dans H, et d le déterminant ][ ijad =  0≤i≤m-1, 

0≤j≤m-1, (d est le déterminant extrait de H en supprimant les lignes et les colonnes 

extrêmes), alors la relation de Sylvester s’énonce : 

0000 mmmm AAAAHd −=   

 Pour la montrer, on peut considérer le déterminant ][' ijbH =  , où 

mjmjjoj AbAb == ,0 et pour mi ,0≠ , ijijb δ= (ie 1 pour i = j et 0 si non) 

 On obtient )(' 0000
2

mmmm AAAAHdHHH −== comme le polynôme H n’est pas 

nul, la relation de Sylvester en résulte. Appliquée aux déterminants de Hankel d’une 

suite a 

Elle devient : 

21
1

11
2

2
2 )( −

+
−−

+
−
+ −= k

n
knk

n
k
n

kn HHHHH pour k≥2                                                                      (S) 

Supposons la suite a non stationnaire : si elle l’est f est rationnelle  

 

IV-2-2- Lemme: 

 Soit a une suite non stationnaire, s’il existe k et n0 tels que, pour 0nn ≥  et 

0)( =aH k
n , il existe h et n1 tels que 0)( =aH k

n  pour 1nn ≥ et 0)(1 ≠− aH h
n pour 
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11 +≥ nn   nous dirons que k est admissible pour a, si  pour 0=k
nH  pour n assez grand. 

Remarquant que nn aH =0  donc 0 n’est pas admissible (a non stationnaire).  

 Par hypothèse, il existe k admissible, soit h le plus petit entier admissible et soit 

n1 le plus petit indice tel que 0=h
nH pour n≥n1 

 Si h = 1, on conviendra que 11 =−

nH et la relation (S) est encore vraie pour k≥1 

(elle s’écrit alors ).)( 2
12

1
++ −= nnnn aaaH  

 Soit un indice tel que 01 =−h
mH , si m≥n+1, la relation de Sylvester appliquée à   

n = m – 1  
21

1
1
1

1
1

1
11 )( −

+
−
−

−
+

−
+− −= h

m
h
m

h
m

h
m

h
m HHHHH  

 Montre par récurrence, que 01 =−h
mH pour m’≥m. S’il en est ainsi, h – 1 est 

admissible, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc, pour m≥n1 + 1 01 ≠−h
mH et le 

lemme est démontré  

 

Fin de la preuve de la proposition : 

 Supposons a stationnaire, et satisfaisant l’hypothèse du lemme, choisissons h et 

n comme dans le lemme  

 Soit (En) l’équation linéaire par rapport aux inconnues Y0,...,Yh : 

0...110 =+++ −− hnhnn aYaYaY  

 Le système d’équation (En), N + h≤n≤N + 2h a pour déterminant h
NH  

 Pour N≥n1 il admet donc une solution, mais il est de rang h – 1, car 1
1

−
+

h
NH est un 

des ses mineurs d’ordre h et est non nul. Donc ce système admet une solution unique 

telle que Yh = 1 

 Alors si 0
1

1 ...)( YXYxxQ h
h

h +++= −
−  

 Q est un polynôme, et f est rationnelle 

 

 

IV-3- Le théorème de BOREL – DWORK  
 Soit K un corps de nombres, les places de K les classes de valeurs absolues 

équivalentes sur K. Les places finies de K sont en bijection avec les idéaux premiers de 

l’anneau des entiers de K, on notera P(K) l’ensemble de ces idéaux premiers. 
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 Si )(KP∈β on notera 
β

x  la valeur absolue β – adique normalisée associée à β. 

 Soient p le nombre premier divisant β et Cp le complété de la clôture algébrique 

de Qp on notera Cβ l’extension de K isomorphe à Cp munie de l’unique valeur absolue 

β
x prolongent la valeur absolue β – adique normalisée de K. 

 De même, à toute place infinie de K, est associée une valeur absolue
i

x  

 1≤i≤r + s, qui est la valeur absolue induite par le prolongement correspondant de  

K dans C muni de la valeur absolue usuelle zzz =2 . 

 Noterons C un corps valué complet algébriquement alors, extension de K, et 

dont la valeur absolue normalisée suivante : C est donc ou bien C , ou bien Cβ  

 

IV-3-1- Définition : 

 Soient ∑= n
n xaxf )( une série formelle à coefficients dans C et R >0, nous 

dirons que f définit une fonction méromorphe dans le disque de centre O et de rayon R, 

si quelque soit r<R, il existe un polynôme Qr tel que la série Qr f converge pour rx ≤ . 

 

IV-3-2-Théorème 1 : (Borel – Dwork) [9] 

 Soient K un corps de nombres et ∑= n
n xaxf )(  une série formelle à 

coefficients dans K. S’il existe une partie finie )(1 KP de )(KP telle que : 

i/   pour tout )(1 KP∉β et tout n≥0, 1≤
βna  

ii/ pour chacune des r + s places infinies de K, f définit dans C une fonction 

méromorphe dans un disque ouvert de centre O et de rayon Ri , i = 1,…….., r + s 

iii/ pour )(1 KP∈β , , f définit dans C une fonction méromorphe dans un disque ouvert 

de centre O et de rayon Rβ 

iv/ le produit ∏ ∏
+

= ∈

=
sr

i kP

iN
i RxRR

1 )(

)(

1β
β satisfait R>1,(R le rayon de convergence) 

 alors f est une fraction rationnelle 

La proposition (IV-1-2)est un corollaire de ce théorème (BOREL – DWORK)si f 

satisfait les hypothèses de la proposition (IV-1-2),en prenant K = Q, la condition (i) est 

satisfaite par  

P1(Q) = Ф et implique an Ζ∈  
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la condition (µ) pour R1 = R, la condition (iii) est vide, et (iv) est satisfaite puisque 

R>1, donc f est rationnelle. 

- Le théorème initiale de Borel est la généralisation de la proposition(IV-1-2) . 

 

IV-3-3-Lemme : 

 Avec les notations du théorème, et si la condition (i) est satisfaite, pour tout 

)(1 KP∈β et pour tout n et k 1)( ≤
β

aH k
n  

En effet,  

Le sous anneau de K constitué des x tels que 1≤
β

x contient es an donc contient aussi la 

valeur au point ),,.........,( 21 knnn aaa ++ de tout les polynômes à coefficients entiers et en 

particulier )(aH k
n . 

Et par majoration de la valeur absolue de k
nH relative à une place pour laquelle f définit 

une fonction méromorphe dans un disque du corps C correspondant 

La majoration obtenue, jointe à la condition (iv) et à la  formule du produit, permettra 

de montrer que, sous les hypothèses du théorème, il existe k telle que pour n assez grand 

)(aH k
n = 0, d’après la proposition (IV-2-1) 

 

IV-3-4-Lemme : [9] 

 Soit ∑= n
n xaxf )( une série entière à coefficients dans C, définissant une 

fonction meromorphe dans le disque ouvert de centre O et de rayon R. soient r<R et  

Q un polynôme de degré s tel que Qf converge pour rx ≤ et soit k≥s, alors il existe M 

tel que, pour n≥0 : 
)( sknnsk

n rMbH −−−≤  

Où b désigne la borne inférieure des z lorsque z parcourent les zéros de Q 

Preuve du théorème (IV-3-2) 

D’après le lemme(IV-3-4)  

Soient les réels ri pour i = 1, … ,r+s et rβ, )(1 KP∈β , de telle sorte que ri<Ri et rβ<Rβ 

et que le produit : ∏ ∏ >= 1)(
βrrr iN

i  

Notons v un indice parcourant { } )(,.....,1 1 KPsrV U+= pour Vv∈  
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Soit Qv un polynôme de degré sv satisfaisant « 0)0( ≠vQ et fQv converge dans Cv pour 

vrx ≤ et soit bv la borne inférieure des zv où z parcourt les zéros de Qv  

Soit s la borne supérieure des sv alors pour k≥s, il existe des constantes Mv,k telles que : 

∏∏
∈

−−−

∈

≤
Vv

vNsvkn
v

ns
vkv

vN

vVv

k
n rbMH v )()(

,

)(
)(  où N(v) = 1 si v = β 

Posons : )()(()( vNsvk
v

sv
vv rbk −−−=Δ  et ∏

∈

Δ=Δ
Vv

v kk )()(  

Alors 

2
1))(lim(

1
=Δ kk , donc on peut choisir k de telle sorte que 1)( <Δ k  

Fixons un tel k, et soit )(kΔ=Δ alors en posant ∏
∈

=
Vv

vN
kvMM )(

, on a : 

MH nvN

vVv

k
n Δ≤∏

∈

)(
avec Δ<1 

Compte tenu du lemme (III-3-3) et de la formule du produit 0)( ≠aH k
n entraîne 

1≥ΔnM donc pour n assez grand, 0)( =aH k
n  ce qui prouve le théorème  

 

Preuve du lemme (IV-3-4) 

 Nous utilisons l’inégalité de HADAMARD  

Soit ][ ijaH = un déterminant d’ordre m + 1 et soit 1
0  C),...,( +∈= m

mjjj aaA  

On munit Cm + 1 de la norme x  qui au vecteur )( ixX =  

Associé ixx max= si C = Cβ  

Et [ ] 2
122

0 ... mxxx ++=  C = Cβ 

Alors mAAAH ...10≤         (*) 

Cette inégalité étant triviale lorsque des Aj est nul pour 1=jA , j = 0, … ,m 

Dans ce cas : 

- Si C = Cβ les aij sont  dans l’anneau de valuation de C β donc H aussi 

et 1≤H  

- Si C = C et 0≠H  et si mUU ,...,0 est une suite orthogonale construite à partir 

de Aj par le procédé de Schmidt  

HAAHUUH mm =≥= ),...,(1),...,( 00  



 47

Avec les hypothèses de lemme 

Noterons : )( fan la suite des coefficients de f et g = Qf  

Où s
s xqqxQ ++= ...)( 0  

Noterons aussi 1))(),...,(()( +
+ ∈= k

knn
k
n KfafafA  

))(),...(),(det())(( 1 fAfAfAHfaH n
kn

k
n

k
n

k
n

k
n ++==  

De plus pour k≥s  et m≥s  )(...)()()( 110 fAfAqfAqgA k
sm

k
m

k
m

k
m −− +++=  

On a donc, pour k≥s   

))(),...,(),(),...,(det( 1 gAgAfAfAH k
kn

k
sn

k
sn

k
n

k
n ++−+=  

Or f(resp. g) définit une fonction analytique bornée dans le disque bx < (resp rx ≤ ) 

de C et C algébrique clos, donc d’après les inégalités de Cauchy, il existe deux 

constantes L et L’ telle que, pour n≥0, n
n Lbfa −≤)( (resp n

n rLga −≤ ')( ) on en 

déduit, pour tous n et k 

⎩
⎨
⎧

+++
≤

−−−

−−

2
1221

1

)...1(

),1max(
)(

k

k

k

n bbLb

sibLb
fA      

Il existe deux constantes L1 et '
1L  telles que, pour tout n≥0 (k fixé) 

nk
n bLfA −≤ 1)( et nk

n rLgA −≤ '
1)(  

En appliquant l’inégalité (*) de Hadamard, on en déduit, pour sk ≥  et  0≥n  
)( sknnsk

n rMbH −−−≤  

Avec 2/)2)(1(2/)1(1'
1

+−+−−−−+−= sksksssks
s rbLLM    ce qui prouve le lemme 

 

IV-4-Diamètre transfini : [10] 
 

Soient E un espace métrique, B une partie de E, pour 0≥n , on pose 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈== ∏
≠ ji

n
njin BxxxxxdBD ),...(),(sup)(  

)1(
1

))(()( −= nn
nn BDBd  

Alors 

 )(lim Bdnn ∞→
 existe  

On note )(Bd cette limite et c’est le diamètre transfini de B  

Si    C = Cβ 

Si    C = C 
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- Si B est borné, +∞=)(BDn  alors )(Bd est fini mais on s’intéresse à des parties 

bornées de E 

- Si B est borné, soit )(BDn son diamètre  

{ }2),(),(sup)( ByxyxdBD ∈=  

Alors 2
2 )()( BDBD =  et pour 0≥n , on a n

n BDBd 2)()( ≤  

On a donc )()( BDBd ≤ et si on remplace la distance h par une distance 'h on a  

),(),(' yxrdyxd =      0>r  

La quantité )(' Bdn correspond à 'd  et )(Brdn  

Supposer que 1)( ≤BD  posons ∏
+

==
ji

njinn xgxxdxxg )(),(),...( 1  

Alors 11111 ,......,),,.........( +++ = n
n

nn ttxxg  

Où )( i
ni xgh = , n

nj
i Bxxxx ∈= + ),........,,........,( 11  

Donc 1
1 )())(( +
+ ≤ n

n
n

n BDBD , n
n

n
nn BHBdBdBd /1/11

1 ))()(())(()( ≤≤ +
+  

Si 1)( <BD , la suite )(Bdn est décroissante et minorée donc convergente  

 

IV-4-1- Lemme : [10] 

 Soit B une partie bornée du corps valué K, on note nP l’ensemble des polynômes 

unitaires de degré n à coefficients dans K, et : 

( ){ }nn PPxPInfBS ∈= )(sup)( , n
nn BSBs /1))(()( =  

Alors )()( BdBsn → , ∞→n  

- Si f est une fonction définie sur B et à valeurs dans K ou |R, nous noterons : 

{ }Bxxff
B

∈= ,)(sup  donc { }nBn PPPInfBS ∈=)(  

Choisissons n
n Byyy ∈= ),........,( 1  

Et soit )().........()( ny yxyxxP −−= alors ),....,()(),........,,( 1
2

211 nnynn yygxPyyyxg =+  

Pour 0>ε , on peut associer ny PP ∈ et satisfaisant cette inégalité  

D’où n
nnn BDBDBS /1

1 ))(/)(()( +≤  

Or quand ∞→n n
nn BDBD /1

1 ))(/)(( + tend vers 2)(Bd  

On a donc )()(lim BdBsn ≤  
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 D’autre part on a : 2
11 ),...(),...( nnn xxVxxg = ou ),...( 1 nxxV et le déterminant de 

Van der Monde associée à nxx ,...,1 , [ ]ijbV =  ,  1−= j
iij xb  , ni ≤≤1 , nj ≤≤1  

 Soit 1−∈ nPP alors ),...( 1 nxxV est encore égale au déterminant obtenu en 

remplaçant, dans la dernière colonne de V par 1−n
ix  . En développant cette dernière 

expression de V par rapport aux éléments de la dernière colonne, alors 

∑=
i

iin xPVxxV )(),...( 1 Vi est le déterminant de Van der Monde de  ),...,,...,( 11 +nj xxx  

Choisissons ),...,( 1 nxxx = de telle sorte que : )1)(()( ε−≥ BDxg nn on a : 

)()()1( 1
22 BDPnBD nBn −≤− ε quel que soit 1−∈ nPP  alors 

)(/)())( 1
22

1 BDnBDBS nnn −− ≥  

Et )()(lim BdBsn ≥ d’où la proposition  

 

IV-4-2- Corollaire : [8] 

 Soient B une partie bornée de K, d(B) son diamètre  transfini, 0>ε  et 1>r , il 

existe un entier n et un polynôme nPP∈ tels que : 

{ }rBdxPKxB n))(()(/ ε+≤∈⊆  

En effet, pour n assez grand, n
n BdBs ))(()( ε+≤ , pour un  tel n , il existe nPP∈  tel 

que : 

nB
rSP ≤ (B) 

 

Exemple : 

Supposons K non archimédien et algébriquement clos, ),( MPBB = défini par un 

polynôme unitaire P de degré 1≥q  est une constante M a un diamètre 

transfini qMBd
1

)( ≤ . 

En effet, )(BSMP qk
k

B

k ≥= donc aMBd /1)( = . D’autre part, si Q est un polynôme 

unitaire de degré kq, soit : 
k

k PQPQQQ +++= ...10  ou qQi <deg  

 

IV-4-3- Corollaire : 
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 Soit ][xKQ∈ ,  k
k PQQQQ +++= ...10 , l’unique représentation de Q ou les Qi 

soient des polynômes de degré < q alors : 

( )i
cic
MQMaxQ =  à l’aide de ce corollaire on a : 

1=kQ  et kk
ckcB

MMQQQ =≥≥ donc k
nq MBS =)(  et qMBd

1
)( =  

 

 

 

 

 

 

IV-4-4- Lemme: 

 Soient C  un corps complet pour une valeur absolue et algébriquement clos (par 

exemple C= C ou C = Cβ) et  

∑
≥

=
1

)(
k

k

k

x
axf , C∈ka soit ][C xP∈ , 1deg ≥= Pq , 0>d  et 

{ }qq dxPxBdPB ≥∈== )(,C'),(' , si f es prolongeable en une fonction de )'(0 BH   

dH kk ≤2
2

1lim  

 

Corollaire A : 

 Soit )'(0 BHf ∈ , il existe une constante M(f) telle que, pour tout polynôme Q : 

( )
c

QMfQfa ≤1 où :  

(1a  Q (f)) )( fM≤ Q
c
  

Et si L la longueur de C,on a d’après l’inégalité de Cauchy 

(1a  Q f)
π2
L

≤ Q
cc

f = )( fM  Q
c
 

avec 

)'(BH  : L’espace des éléments analytiques sur 'B  

)'(0 BH  : le sous espace de ceux qui tendent vers zéro à l’infini  

Notons Cj la courbe orientée dans le plan associée à Cj 
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∫
⎯→⎯

=
c

dzzf
i

a )(
2
1

1 π
   avec Tz∈  

Preuve du lemme (IV-4-4) 

 Soit { }qdxPCxT =∈= )(/ , on sait (par le corollaire A si C  non archimédien et 

corollaire B si C = C qu’il existe une constante M(f) telle que, pour tout polynôme Q : 

T
QfMfQa )()(1 ≤  

Soient kPP ,...,1 des polynômes unitaires, 1−∈ kk PP  

Par définition [ ]ij
k aH =1 ou 1−+= jiij aa , ki ,...,1=  

kj ,...,1=  par une combinaison linéaire des colonnes de kD1 on voit que, si  

1,

2

1

1 ....)( −

−− +++= jj

j

j

j

j PxPxxP  et ∑
−>

=
jk

k
kjj xbfP /  

 On a aussi [ ]ij
k bH =1  , ki ,...,1= , kj ,...,1= . En faisant une combinaison 

analogue sur les lignes de kH1 on voit que [ ])(11 fPPaH ji
k = , ki ,...,1= , kj ,...,1=  

Posons 
Tii PP = il existe une constante )( fM telle que [ ] jiji PPfMfPPa )()(1 ≤  

Posons ),.......,( 1 kk PPMaxS =             si C est non archimédien 

 et 2/122
1 ).......( kk PPS ++=  

si C = C  en appliquant l’inégalité de Hadamard, on obtient : 
k

kk

kk SPPfMfH )(....)()( 11 ≤  

 Choisissons kPP ,.......,1 de telle sorte que k
k dP )( ε+≤ pour k assez grand  

 Supposons d’abord 1<d et notons L une constante alors, en choisissant ε  assez 

petit pour que 1<+ εd , on a kLSk ≤ , 2/)1(
1 )(,......, −+≤ kk

k dLPP ε d’où : 

2/ Lkdk
LfHk k +++≤ /)log()(log 1

2 ε  

Lorsque +∞→k , on en déduit 

 ε+≤ dD kk 2
2

1lim  

Si 1<d , le lemme est démontré or, soit K∈λ et soit )()( xfxf λλ = , λf est 

prolongeable en un élément de ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ '1

0 BH
λ

, ou '1 B
λ

et l’image de 'B dans l’homothétie 

de centre O et de rapport λ
1 il est clair que : 
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)()( 11

2

fHfH kkk −= λλ et dBd
λλ
1'1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ on en déduit que si le lemme est vrai pour 

1<d , il est vrai pour tout 0>d  

 

IV-5-Fonctions méromorphes 
Si a fonction f(x) définie par la série Σanxn dans la région D a coefficients dans C peut 

être représentée comme : 

f(x) = f1(x) + f2(x) 

Où f1(x) à seulement des pôles dans le plan fini, et f2(x) est régulière dans D, alors  

f(x) est méromorphe dans D. 

 On obtiendra une condition nécessaire et suffisante due à HADAMARD, pour que la 

série soit méromorphe dans le disque de convergence. 

 

On note Hn,m le déterminant  de Hankel 

.........

............

.........
...

1

1

mn

n

mnnn

a

a
aaa

+

+

++

 

Les ai sont les coefficient de la série Σanxn
 . Si R est le rayon de la convergence alors : 

 

       1,
1lim +∞→

≤ m
n

mnn R
H                                                                                 (1) 

 

la preuve de cette proposition dépend des deux lemmes suivant, dont on procède à 

établir : 

 

IV-5-1-Lemme: 

 On donne k suite de nombres positifs : 

 
)()2()1( ,...,, k

nnn ααα  

alors :  

[ ] ≤
∞→

)()2()1( ...lim k
nnnn

ααα )()2()1( lim...limlim k
nnnnnn

ααα
∞→∞→∞→
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comme 

i
i

nn
ρα =

∞→

)(lim   ; i = 1, 2, … ,k 

 

par définition il existe un nombre n0 tel que pour n>n0 on a : 

 

( )ερα +< 1)(
i

i
n , 

k
k

k
nnn )1(......, 21

)()2()1( ερρρααα +<  , i = 1,2, … ,k 

 

pour η >0 arbitraire, on choisi ε  très petit et ηε +<+ 1)1( k   

 

[ ] )1(lim...limlim..., )()2()1()()2()1( ηαααααα +<
∞→∞→∞→

k
nnnnnn

k
nnn  

 

et donc : 

 

[ ] ≤
∞→

)()2()1( ...lim k
nnnn

ααα )()2()1( lim...limlim k
nnnnnn

ααα
∞→∞→∞→

 

 

La conséquence de ce lemme est : pour un entier positif arbitraire m : 

1

1...lim
121 +∞→
≤

+ mn R
aaa

mααα                                                           

où jj in +=α  ,       ij est un nombre fixe dépends de j tel que mi j 20 ≤≤  

 

 

L’inégalité est vérifiée pour  chaque valeur de j  

en effet, pour un i donné 

 

j
jj

in
inn

n
inn

aa +
+∞→+∞→

= limlim  

 

Comme : 

 
j

j
j

j

in
n

n
inn

in
inn

aa
+

+∞→

+
+∞→ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
11

limlim  
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    n
inn j

a
1

lim +∞→
=  

 

 D’où :  
R

aa n
n

n
inn j

1lim ==+∞→
 

 

Pour un m donné : 

 

1

1...lim
121 +∞→
≤

+ m
n

n R
aaa

mααα  

 

 

IV-5-2-Lemme : 

 

Soient p série de Taylor, avec les coefficients { }{ } { })()2()1( ,...,, p
nnn AAA  

respectivement. 

 Si   

 

ρ
1...lim )()2()1( ≤+++

∞→

p
nnnn

AAA  

 

où ρ  est le nombre le plus petit des kρ  

 

la série nk
n xA )(∑  converge pour kx ρ≤  

d’où ρ<x  

et la série 

 

[ ] np
nnn xAAA )()2()1( ...+++∑ , admet un rayon de convergence  R qui est plus grand que ρ  

 

ρ
11...lim )()2()1( ≤=+++

∞→ R
AAA p

nnnn
 

 

On écrit Hn,m sous la forme 
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)!1()2()1(
, ... ++++= m

nnnmn AAAH  

Où chaque terme est de la forme
1121

...
+m

aaa ααα   

 

Alors, comme conséquence du lemme, on a pour tout m: 

 

1
)( 1lim +∞→
≤ m

n k
nn R

A   , k = 1, 2, …, (m+1)! 

Et 

1,
1lim +∞→

≤ m
n

mnn R
H  

 

IV-5-3-Théorème : [11] 

   Si la série  admet p pôles et pas d'autres singularités sur le cercle de convergence 

alors: 

 

1,
1lim +∞→

< p
n

pnn R
H  

 

Par hypothèse, il existe un polynôme Pp(x) = 1 + A1x+…+Apxp tel que la série: 

 

Σbnxn=(1 + A1x + … + Apxp) Σanxn 

 

bk+p = ak+p +A1ak+p-1+…+Apak       (2) 

 

 

Admet un rayon de convergence R1 qui excède R. Le terme constant de PP(x) est égal à 

1, car par hypothèse la série donné est régulière al'origine, et avec la relation (2), le 

déterminant Hn,p est réduit à 

pnpn

pnpnn

ba

baa

2

1

......
............

...

++

+−+

 

 

On note Δn,i le minorant de bn+i alors : 

inin
pi

p

pi
pn bH ,

2

, )1( Δ−∑±= +
−

=
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Notons Δn,i le déterminant d'ordre p, on obtient: 

 

p
n

inn R
1lim , <Δ

∞→
 

 on a par le choix de Pp(x) 

 

RR
bn

nn

11lim
1

<=
∞→

 

D'où, finalement : 

1
1

,
111lim +→∞

<≤ pp
n

pnn RRR
H  

 

IV-5-4-Théorème :  

S’il existe un métier m on a 

i /    
m

n mn
n RH 1lim 1, =−

∞→
 

et 

ii /     11,
11lim +∞→

<= mm
n

mnn RRR
H  

Alors, pour m donné  

m
n

mnn R
H 1lim

1, =
−∞→

 

On veut monter pourε  >0, il existe n0 tel que  

 

01,
1 npourn
R

H
n

mmn 〉⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
〉−

ε  

 

Considérons le déterminant   

 

121

1

11

,1

......
............

...

...

−+−+

++

−+−

− =

mnmn

mnnn

mnnn

mn

aa

aaa
aaa

H  
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Parmi les minorants Hn+1,m -1, Hn-1,m -1 Hn,m-1, de ce déterminant on obtient la relation 

 

2,1,1
2

1,111,1 −+−−−−−+ =− mnmnmnmnmn HHHHH       (3)

  

 

Ici m est  fixe. On utilise en premier l’identité (3) pour montrer que : 

Pour n assez grand on peut obtenir une inégalité de la forme. 

 
n

mnmn kHH

2

2,1,1

2
1

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
〈−+− ε

εα         (4) 

 

Où, en prenant ε assez petit, le k est  une constante positive inférieure à 1. Pour cette 

hypothèse, on introduit temporairement ηηεε ′′′′′′ ,,, , chacune d’elle peut être construite 

arbitrairement petite. 

Avec n grand, ε assez petit qu’on veut. 

En fait, donné
′ε , on a pour ii), en prenant n assez large. 

1

1

1

,1
1

−

− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
〈

n

mmn RR
H ε  

 

Et comme 

( ) 0

0

0 2

1,

1,1 1 n

mn

mn k
H

H
−〉

−

−+ α  pour n assez grand , on a 

 

( ) ( ) n

mn

n

nmnn

nn

mnmn RR
R

RR
HH

2

2/12/1

2/12/1

121

11

2,1,1
111

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+
′

〈
′

′′+′′+
〈 −

+

−−−

+−

−+−
ηεε  

 

où  ( ) ( ) nn 2/12/12/12/1 111 +− ′′+′+〉′+ εεη  
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n

m

n

mn

n

RR
R

RR
R

22

2/12/1

2/12/1 11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′′+
′

〈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+
′ −

+ ηη  

Où    ( )ηη ′+′〉′′+ 11 2
1

2
1

nn RR  

 

( )

n

m

n

m

n

m RR
R

RR
R

RR
R

22

2

2
1

12
1

1

2
1

12
11

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

′
+=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

′′+−

′
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′′+
′ ε

ε
ε

η
ε
η

ε
η  

Où 
ε
ηη
−

′′+
=+

1
11  

En écrivant alors ( )
R
Rk
′

+= η1    , mR

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 2
1 ε

α  

L’inégalité désirée est prouvée pour (3) et (4) pour tout n suffisamment grand, on a donc 

l’inégalité   
n

mnnmn kHHH

2

2
1,13,11,1

2
1

1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
〈− −−−−+ ε

εα                                             (5) 

 

Donné ε, peut importe qu’il soit petit, il existe une infinité de n pour qui n
mnH α〉−1, , 

pour i) si c’est vraie pour tout n, n suffisamment grand, le théorème est prouvée.  

Si non, il existera un ε, et il peut être donné aussi petit qu’on souhaite, pour qu’il 

existera un 1,0 −mnH  excédent αno en valeur absolue, précédé pour un  1,10 −− mnH  qui en 

valeur absolue est au plus aussi grand que αno-1 et ceci pour n0 arbitrairement grand . 

Mais par (5). 

en prenant n = n0  on a  

 

0

0

0

0

0

00 2

2

2
1,

1
2

1,

1,11,1

2
1

1 n

n

mn

n

mn

mnmn kk
H
H

H
HH

〈
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
〈=

−

−

−

−−−+

ε
ε           

d’où on a 
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0

0

00 2
2

1,

1,11,1 1 n

mn

mnmn k
H

HH
−〉

−

−−−+  

 

Comme 0

0 1,
n

mnH α〉−   , 1
1,1

0

0

−
−− ≤ n

mnH α    , cette inégalité donne ce qui suit  

 

( ) 00

0

21
1,1 1 nn

mn kH −〉 +
−+ α                                                                          (6) 

et pour la même raison, aussi la suite   

 

( ) 0

0

0 2

1,

1,1 1 n

mn

mn k
H

H
−〉

−

−+ α                                                                               (7) 

 

En particulier, pour n0 suffisamment grand, k étant inférieur à 1, on peut écrire (6) de la 

forme suivante :   

 

2
1

11
1,1

0
0 ε

εα
−

−
〉+

−+
n

mnH                                                                              (6’)  

 

On souhaite obtenir les inégalités de la forme (6), (7) (6’), vérifié pour n0+i, où i est 

arbitraire à condition que n0 soit suffisamment grand. 

 

Ces inégalités sont  

 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]12122

1,1

1, 000

0

0 1...11 −++

−−+

−+ −−−〉 innn

min

min kkk
H
H

α                                         (8) 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]121122
1,

0000

0
1...11 −+−++

−+ −−−〉 inininin
min kkkH α                                  (9)     

 

 

2
1

1
0

0 1,1 ε
εα

−

−
〉+

−+
in

mnH                         (10) 
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Et on le montrera par  (récurrence), c’est vérifié pour i = 1, si c’est vérifié pour i, on le 

montre pour i+1.   

Si on applique (10), dans la forme : 
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à  avec(5), on a  
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2
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2
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ε
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ε
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Conséquence  

( )in
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minmin k
H
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−+
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0

00 2
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1,

1,1,1 1  

 

et 

( )[ ]in
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min
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min k
H
H

H
H +

−−+

−+

−+

−++ −〉 0

0

0

0

0 2

1,1

1,

1,

1,1 1  

Mais ceci appliqué à (8) implique immédiatement l’inégalité correspondante pour i+1, 

appelé  

 

 

[ ] ( )[ ]inn

min

min kk
H

H +

−+

−++ −−〉 00

0

0 22

1,

1,1 1...1α                                  (11) 

 

et si on multiplie cette inégalité par (9), on obtient la seconde inégalité pour (i+1)  
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[ ] ( )[ ]innin
min kkH +++
−++ −−〉 000

0

221
1,1 1....1α                                 (12) 

 

L’inégalité (10) pour (i+1) est une conséquence immédiate de (11) et (12).  

D’après (12)  
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( ) ( )[ ]12122 000 ....1 ++ +++−〉 nnn kkk  
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k
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Finalement, si alors on prend n0 assez grand tel que   

 

ε
ε
−

〈
− 21 2

2 0

k
k n

 

 

 

L’inégalité (10) sera établit comme conséquence de (8) et (9), quel que soit la valeur de i. 

L’inégalité (10) est celle voulait voir. 

En fait, en remplaçant a par sa valeur  

mR

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 2
1 ε

α     , on a 

 
n

mmn R
H ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −
〉−

ε1
1,       , n>n0 

 

qui est ce qu’on voulait prouver. 

Il est naturel de dire que si α est l’unique limite de la séquence ⎨αn⎬ : 
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αα =
∞→ nn

lim  

La séquence converge régulièrement vers α. Cette terminologie est due à Hadamard. 

 

 

IV-5-5-Théorème :  

Sous les hypothèses du théorème (IV-5-4) les séries ont dans le cercle de convergence, 

exactement m pôles et pas d’autres singularités.  

En premier, supposons que les séries, ayant seulement des pôles dans le cercle de 

convergence, ont m-r pôles, r étant un entier positif. Alors d’après le corollaire du 

théorème (IV-3)    

 

( ) ( ) ( ) ( ) 111,
1lim +−+−−+−∞→

〈 rrm
n

rrnnn R
H  

 

alors m
n

mnn R
H 1lim 1, 〈−∞→

 

qui contredit l’hypothèse i)  

 

On tente après de déterminer un polynôme de degrés m 

 

( ) ∑
=

+=
m

i

i
im xAxp

1

1     , Am ≠ 0 

tel que les séries représentant les fonctions  

 

( ) ( ) ( ) ∑== n
nm xbxfxPxφ  

 

Où,  pour un nombre fini de termes  

 

mnmnmnmn AaAaab +++= −+++ ....11    

 

Converge dans le cercle de rayon plus grand que R. 
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D’après le théorème (IV-4), on a  

 

m
n

mnn R
H 1lim 1, 〈−∞→

 

alors Hn,m-1  n’est pas un zéros pour n> n0, par conséquence il existe des ensemble des 

nombres A1
(n), A2

(n),…, Am
 (n)  qui satisfont un système d’équation de la forme. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Si on considère  

 
( ) ( ) ( )n

h
n

h
n

h AA −= +1δ    ,  h = 1 , 2 , ….m            n= n0  , n0+1  , … , 

 

 

le système  d’équation devient 

 

 

 

 

 

où 

 

 

 

 

-Ln+m + an+2m + an+2m-1A1
(n) + ...+ an+m Am

(n) = 0                                         (16) 

 

an+m + an+m-1 A(n) + an+m-2  A2
(n) +.......+  an Am

(n) = 0 

 

a n + m + 1  +  a n + m  A 1
( n )  + . . . . .+   a n + 1  A n +

( n )  =  0  

.         

   

. 

an+2m-1 + an+2m-2 A1
(n) +....+  an+m-1 Am+

(n)  =  0 

14 

an+m δ1
(n) + an+m-1 δ2

(n) +.....+ an+1 δm
(n) = 0 

 

an+m+1 δ1
(n)  +......+  an+2 δm

(n) = 0 

 

   ……..   

an+2m-2 δ1
(n)  +.......+  an+m-1 δm

(n) = 0 

 

an+2m-1 δ1
(n)  +.......+  an+m δm

(n) = - Ln+m  

15 
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Eliminant A(n),…, An
(n) pour (14) et (15) , on obtient 
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D’après (15)  
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Où  ( )h
mnH 2,1 −+  d’ordre m-1, composé des coefficients de la série donnée par la suite  
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n

m
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Pour n assez grand et comme on a  
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et 

 11,
11lim +→∞

<< mm
n

mnn RRR
H  

 
il doit existé un entier n1, indépendant de h, tel que pour n ≥ n1, on aura :  
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pour n ≥ n1 
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Si on suppose ε petit, la quantité entre parenthèse est inférieur a   1. Alors les séries 

∑
∞

= 0

)(

nn

n
hδ  convergent. 
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Soit )(lim n
hnh AA

→∞
=             , h = 1 , 2 , …., m 

 
Cette limite existe puisque 
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On peut montrer que les séries ∑ n

nxb    pour φ (x) converge dans le cercle de rayon 
plus grand que R. On a 
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et  
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La dernière inégalité montre que  
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Exemple :  

 

4- Nombres de Catalan généralisés : [12] 

 

Résumé : 

 Rappelons que le nieme nombre de Catalan Cn est donné par la formule : 

1

2

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
n
n

n

Cn ce nombre a très nombreuses interprétation combinatoire par exemple 

depuis Euler on sait qu’il n’est autre que le nombre de décomposition en triangles d’un 

polygone convexe de (n+2) cotés par les diagonales formés de n nombres 1 et de n 

nombres – 1 à somme partielles toutes positives ou nulles 

 - Une nouvelle propriété sera démontrer par une technique algébrico-analytique 

remontant à Sylvester quelque soit n, le déterminant de Hankel de dimension n formé 

sur les nombres de Catalan vaut 1 cet article en donne maintenant une preuve directe et 

élémentaire il calcule aussi l’inverse de cette matrice. 

 

Théorème : 

 Soit Hn la matrice de Hankel construite sur la suite de Catalan  
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Démonstration : 

A- le coefficient de 1++ jix dans jixx 222 )1()1( ++− vaut  
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B- D’autre part, le coefficient de xa dans ixx 2)1)(1( +− vaut  
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C- Ainsi, en considérant le terme 1++ jix dans l’identité triviale  

[ ][ ]jiji xxxxxx 22222 )1)(1()1)(1()1()1( +−+−=+− +  

Puisque en exploitant l’antisymétrique des coefficients de ces polynômes on a : 
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 lorsque b<0 ou b>0 
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C’est-à-dire ∑
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0
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k
kjkiji TTC  



 68

Moyennant 
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Appelons Tn la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients Ti,k  
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Notre dernier résultat peut s’écrire maintenant nnn HUT =  

nU désignant la transposée de nT . 

Puisque tous les éléments diagonaux de nT valent 1, on obtient  
( ) ( ) ( ) 11.1det   ,  detdet === nnn UTH  

comme annoncé. 
 

2-Inverse de nH  : 
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On voit donc que 
1−

nT , matrice triangulaire inférieure inverse de celle des knT ,  est 

formée des 
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Il en résulte  
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