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Introduction:

Soit A un anneau commutatif et («,),, une suite a valeurs dans A.La

n=0

matrice de Hankel H, associée est :

o, a a,
al

H, =
an an+1 a2n

H, =det H, estappelé Déterminant de Hankel associé a la suite (&, )

A partir de divers articles, nous étudions de manicre plus détaillée des
matrices de Hankel et donnons une méthode pour évaluer leur déterminant lorsque
certaines conditions sur la fonction génératrice exponentielle, associée a la suite (o)
sont données. Plusieurs cas particuliers bien connus sont ainsi déduits dans ce contexte

(polyndéme de Bell, d’Hermite, ....) .

Lorsque les matrices de Hankel associées a une méme suite dans IR ont
des déterminants tous positifs, elles permettent de définir un produit scalaire et donnent
donc lieu a un systéme de polynomes orthogonaux.

Nous nous inspirons de ce fait pour définir des «produits scalaires généralisés » ainsi

que des « systémes de polynomes orthogonaux associés ».

L’idée de base consiste a relier une suite o = (0y)n>o (dans un anneau A
commutatif unitaire intégré, éventuellement un anneau de polyndomes) a la base
canonique (x"),=0 de A[x] par une application linéaire ¢ : X" — o, , appelée ombre de o

(le terme est da a Sylvester).

De plus, les déterminants de Hankel permettent également de savoir si la

fonction génératrice 2o,z"  décrit ou non une fonction rationnelle.



Et que si K un corps de nombres et f € K [ [x] ] une série formelle a
coefficients dans K. A chaque extension évaluée C de K correspond un domaine de
convergence de f dans C.

Le théoréeme de Borel-Dwork permet de caractériser les séries formelles f représentant

des fractions rationnelles par une propriété sur ces domaine de convergence



Chapitre 1

Polyndmes de Bell

1.1 Polyndmes de Bell
1.1.1 Définition :
Nous désignons par 4 un anneau unitaire commutatif intégre qui contient Z .
Cela peut étre aussi Z, Z, ou Zy =QMNZ,, pour certain nombre premier p ou les
anneaux de polyndmes associés Z [t], Zy[t] ou Zg)[t].
Les polyndomes de Pochhammer
x)o =1, (X)n = x(x-1) ... (x—(n-1)) pour n>1
Constituent une base de A module libre A[x] et considéreront I’application linéaire :
D A[x] — A[x]
(), = x"
On définit alors les polynomes et nombre des Bell par :

Bu(x)=¢ (x") et By = Bu(1) = 4 (x)

x=1



Les mod¢les de Sterling de deuxieme espece S(n,k)donnent de maniere explicite

comme x'= ZS(n,k)(x) .
k=0

B =4 () =4 (XS0 ) =Y Stk et By =

Donc B,(x) € Z [x]et B,e Z

Les premiceres valeurs B, et By(x) sont suivantes :

S(n, k)
=0

n B, Polynomes de Bell B, (x)

0 1 1

1 1 X

2 2 x+x

3 5 x+ 3+

4 15 x + 77+ 6x° + x*

5 52 |x+ 157+ 25K +10x" + X

6 203 |x+3Ix° + 90x7 + 65x" + 15x° +x°

7 877  |x+63x° + 301x° + 350x" + 140x° + 21x° + X

8 4140  |x + 127x° + 966x° + 1701x" + 1050x + 266x° + 28x” + x°
9 21147 |x+ 25557 + 3025x° + 7770x" + 695x° + 2646x" + 462x” + 36x° + x°

1.1.2 Premieres propriétés :

Par tous les entiers m,n >0, on a la relation :

X" G () = x"" =4 (Dsn) =¢ (()u-1))




et par linéarité on

X" ¢ (f(x)) =¢ ((x),f(x-n) pour tout polyndme f(x) € A[x]
En particulier avec n = 1 cela donne
x@ (f(x)) = ¢ ((x)f(x-1) pour tout polyndme f{x) € A[x]

et en prenant f{x) = (x +1)" on trouve la relation de récurrence

Bu+1(x) =xzn:(ZjBk (%), By = i(ZJBk

Bii(x) =x ¢ (x+ 1)) =x¢ (ZHZ(Z}(") —XZ( jﬁﬁ(x

ou

Byoy(x) = xZ(Zj B,(x)

On peut écrire également

_ . _ X XN _  xXn ﬁ: -x xn+k:-x x" (k)nk
¢ (x)) =x"=e"ex" =e™x 2 e ;‘ i e ;‘(k ;
Alors

k o
AE IR

k>0

Et par linéarité on a :
pioy =" T

En considérant en partlcuher f(x) =x" on obtient la formule de Dobinski :

B = g0y =" T,

k! e

pour tout polyndme f(x) € A[x]

1.2.1 Polyndmes de Bell (exponentiels) partiels :

Sont les polyndmes B, = B, x(X1,X2,X3, ...,Xnx+1) de le suite infinie d’indéterminées
X7, X2, onn.
Définies par le développement en série double (formelle)

@ (tu)—exp(uZx —)— Z kU

n,k>0

_1+Z {2“ B, (x,%,,... )}

nl1

Ou bien ce qui revient au méme, par développement en série de simple :



n

1 ", t _
E(ZX” %) _ZBM(xl,xz,...,xn,M)E avec k=0,1.2,..

Théoréeme : [1]

Les polynomes de Bell partiels sont a ccefficients entiers, homogenes de degré k,

de poids n, et ont pour expression exacte :

2 €2

n!
Z xl xz
cle .2 ...

Bn,k(XJ,)C2,X3, ....... ,xn_k+1) =
La sommation ayant lieu sur
c;+2c;+3¢c3+...=n

citetezs+. .=k

Nous trouvons une autre formule pour ¢ (¢,u)

mtm k
u X —
Wy LA

t" t"
tLu) = exp(u X,—/)= ) ———————— = — X, —
¢ (tu) = exp( (; vy kZ(; a a (’; vy
ut k! to., t..
P 20 A e ) )
u cl+c2.....tcl-¢—202 ..... 0 o
- Xy (2)

On obtient la formule en utilisant I’identité multinomiale :
Si x7,X2,...,X, sont des éléments permutables d’un anneau implique
XX; =XxXx ou 1<i, j<m

On pour tout entier n> (0

m n
(Y x, )" = (bt ety =Y XX
i=1 a1,a7 ,..20 am

a,a,,...

La derniére sommation ayant lieu sur tous les m — uples (ay, ... ... an) d’entiers  a; >0

Tels que ajtat..ta,=n

Les polynémes de Bell (exponentiels) complet Y,

10



Y, = Yu(x1,x2,.....x,) sont définis par :

tn
$ (1) =exp(Q x, —)— I+ D0, (x), %y e );
m=>0 nxl1 .
C’est-a-dire :
Y, = ZB (X, X, e X, ) et Yo=1

Séries de Bell pour les indices négatifs :
Nous allons définir maintenant les séries de Bell d’indices négatifs on commence

par prolonger ¢ ((x),) =x" et les polynomes de Pochhammer comme :

(X)n+1 = (x-n)(x), avec (x)p = 1, 1l convient de poser :

1 1
07T O ey O G,

On doit respecter la relation  x"®(f(x)) = ®((x),f(x-n)) on peut ainsi écrire :

¢ (X)) = X0 ((n(x-1)-0) =x" ¢ ((X)n( 1) )=x"¢ (1) =x"

n

R v I v I
* _;M(X)"‘ ,(Z;M (x+h),

et il ne reste ainsi plus qu’a poser :

Bax)=¢ (x7) = ¢(Z{}

k>0

)= ¢ (Z{ }(X)k) Z{ }15 ((x)1)

( k)k k=0 k>0

= Z[ }x'kpournZO
n

k>0

Alors

B.(x) = Z{ }

k=0

Ou Zm (-1 S(nk)

k=0
I1- Nombres de Stirling (rappels)

11



11- 2 Nombres de Stirling de seconde espéce S(n,k)
Définition :

Le nombre S(n,k) de k partitions d’une ensemble N a n éléments s’appelle nombre
de Stirling de seconde espéce. Donc S(n,k) >0si [ <k<n

On pose S(0,0) =1 et S(0,k) =0sik>1

Théoréme :
Le nombre de Stirling de seconde espéce S(n,k) vaut :
1 k k> Y]
S(nk) = o DD |te= )" I1<k<n
J

- 0<<k

La formule encore valable si k>n ( = S(n,k) = 0)

1- Diverses fonctions génératrices des S(n,k) :[1]
Théoréeme :
Les nombres de Stirling de seconde espéce S(n,k) ont pour fonction génératrice

« verticale »

Pu(t) = D S(n,k) % = %(e’-l)k k>0

n2k

Et on a comme résultats :

1. Les S(n k) ont pour fonctions génératrice « horizontale »
X'= ) S(nk)(x),
0<k<n

n

On identifie les coefficients de — dans les nombres extrémes de :

n:
Sxloe = preenr= Yo s W, Y seh S
Car:
(1+07= Z[xjt“= >, o

2. Les S(n,k) admettent la fonction génératrice rationnelle :

12



nt _ 1
og‘S (m, o™ = (1= u)(1 = 2u)...(1 — ku)

En effet la décomposition en éléments simple de la fraction rationnelle u* oy fait
apparaitre :

Ko u' _ oy Gk
A=tt)eoe(l—ku) 52 K \j) 1= (k= ju

=D’ (* A
2 Sz

0<j<k

(k
Z{ukéz(—ly(jj(k—j)"}: S S(n. k"

n=0 n=k

Théoréme :

On a la formule exacte S(n,k) = Z:l"1 2%,k

c+CyFotcp=n—k
Par exemple :

S(5.20) =P +1P2+122+2 =15

2- Nombres de Stirling de premiére espéce s(n,k) et leurs fonctions génératrices[1]

Les s(n,k) ont pour fonction génératrices « double »

n

t

w(tu) = ZS(n,k) R
n>k n!

Ou pour fonction génératrice « verticale »

3 s(n,k) %z %[mg(lﬂ) I

n2k
Donc s(n,k) =0 sil’onn’apas [I<k<n sauf s(0,0) =1

La matrice triangulaire infinie (inférieure) des s(n,k) et I’inverse de celle des S(n,k)

|[s(n.k)]| = |[S(n,k)]|" ce qui signifie f, = > S(n,k) g < ga = Y s(n,k) fi

n>k n>k

13



Théoréme :

Les s(n,k) ont pour fonction génératrice « horizontale »

(x)y = Zs(n,k) x* et <x>” = Z

0<k<n

S(n,k)|xk

Ou
(xX)y =x(x-1)........ (x-n+1)
<x>n=x(x+1) ......... (x+n-1) (x)o = <x>0=]

n

. . ) t
11 suffit d’identifier les coefficients de -~ comme :
n!

1+ = Zm =Y, L

n=0 n=0 n.

Et

(19" = Z[;x] (=Y, L

n=0

Alors :
Lt . "
L= (1) = L
O;’!s(rz,kﬂx n! (1-t) ;<x>n n!

3. Les s(n,k) ont pour fonction génératrice « horizontale »

y) = Y s(n k) u™* = (1-u)(1-2u)......(1-(n-1)u)

n=k

y(w= >

I<k<n

s(n, )| u™ = (1 +u)(1 +2u)......(1 + (n-1)u)

14



Chapitre |1

Matrice de Hankel

Nous considérons en toute généralité un anneau 4 unitaire, commutatif et intégre.

Et une suite (@, ),>odans A . Une matrice dite de Hankel est de la forme :

aO al an
a,

H,=
an an+l a2n

Nous étudions de maniere plus détaillée des matrices de Hankel et donnons une

méthode pour évaluer leurs déterminants lorsque certaines conditions sur la fonction

15



génératrice exponentielle associée a la suite (o, ),>9 sont données et ceci pour plusieurs

cas particuliers (polyndme de Bell, Euler, ...)

I1- Déterminant de Hankel :
11-1- Définition

Soit a = (a,) une suite d’éléments d’un corps K, on appelle déterminant de Hankel
de rang n et d’ordre & de la suite a et on note H, (a) le déterminant [ay], 0<i<k, 0<<k
ou O = Qp+i+j

Le déterminant %" (a) est appelé n” déterminant de Kronecker de la suite (a) .

On définit le produit de Hurwitz u@v de deux suites u et v par le produit de deux

séries de Hurwitz g (x) = Zu(n)x— et g, (x)= ZV(n) al

n n
n=0 n' n=0 n'

gu (x)‘gv (X) = gu(uv(x)

zmw@)ziiﬁ}KHVM—k)

Le groupe additif sous — jacent agit alors par le produit de Hurwitz sur I’ensemble.
(N, 4) = {fonctions o : IN—> A} = {suites ()0 < A4}
Poura €4 eto € Z(IN, A) on définit 7%, Z#(IN, A) par :

T'a=a"wa et al estla suite (a")

(T, = awa(n) = i[:]a”"kak

Ona TT"=T""(ab cA).

I1-2- Etude d’opérateur de convolution T%:

P:N—> A[x] a €A
Une nouvelle suite 7° P : [N — A/x]

(T Py (5) = T* P, (x) = i(,’ja"‘ka(x) = [P d’ ()

ou a’ et py(x) désignent les suites

16



(@") =0 et (P(x)).>0 des suites

La fonction génératrice exponentielle est donnée par :

gaquq(x) (Z) = gaq (Z)'qu(x) (Z)

k k
avec g, (N)=e“=Ya' " etg, ()= P
“ = k! ‘ = k!

Alors

;T“amzk—! = Y R0

11-3- Proposition : [2]

Si H, est la matrice de Hankel (d’ordre n) associée a o ¢ Z{IN, A) alors la matrice

de Hankel(d’ordre n) associée a la convolution I'a e HIN, A) est
H,, = SH,'S o S = S,(a) = ((’Jal‘--/’ )0<i, j<n
J

ou 'S est la matrice transposée

Preuve :

Par calcul direct, nous avons

i) .
(SH'S ); = ZSijS,,H,k M T o
pr =0 k !

=0

En posant m = k + [ et en utilisant la formule de convolution de Vandermonde, on

obtient
(SHtS)U Zz[ J( jaiﬁ m —Z(Z+Jj ijm oy a,
m=0 k=0 m>0

Autrement dit

17



(SHtS)lj = (Ta(l)l +j = (Ha,n)ij k,mSn

11-4-Proposition :[2]

n

Notons F(z) = Zan — la série génératrice exponentielle associée a une suite
n!

a € #IN, A) et 0 = o7 ’opérateur de dérivation par rapport a la variable z. S’il existe

des séries formelles Fy (z) € A[[Z]] et des éléments d; € A4 tels que :
1 [0" Fi(z)].=0 =0 chaque fois que k > n
2 YA F(F(2)=F(y+2)

k>0

Alors les déterminants de Hankel sont données par :

det H, =[] d,[6°F, ()]’
k=0

Preuve :

A I’aide de I’identité binomiale, on peut écrire

k _k

N (y+2)" A i y'z
Fly+a)=Qa = ==, D wy's =2 o

n,k=0

Comme (427~ £+

k=0

Alors que les développements de Taylor :

m

F.(y)= 25an (O)y—| et F (z)= Z5ka (0) z ; permettent d’expliquer :
n>0 n. m=>0 m.

> dF(IF ()= Y, Y d5"F (05" F,(0)

k20 m,n20 k=0 n. m.

Par identification, la deuxieéme condition exprime le fait que :

Apn= DA [0"F ()], o[6"F,(2)].

k=0
(Remarque que la somme est finie, elle porte sur les indices k = 0,1, ..., min(n,m)). Ainsi

la matrice de Hankel H, = (a; + ))o<; j<» admet une décomposition H, = L,D,L, ou

18



D, =Diag (dydj, ....... ,d,) est une matrice diagonale et L, = (5’F,~(z))z = 0)0<i, j<n UNE

matrice triangulaire inférieure par la condition (1)

Un cas particulier :

Si A est un anneau de polyndme, on peut considérer des suites P,(x) = n, de degré

inférieure ou égale a n,pour la fonction génératrice exponentielle est alors

Fxz) = Z P (x)% et dans des nombreux cas, on peut prendre :
n=0 .

Fi(x,z) = é'xkF (x,z)ou 0, est ’opération de dérivation par rapport a x la premicre

condition de la proposition est alors automatiquement vérifiée :

[8 F(x,2)] -0 = [0 0, Fx.2)] -0 = 0. [0."F(x.2)] x — 0 = 6,*P.(x) est nul dés que k>n

Ainsi s’il existe des polyndmes di(x) vérifiant :

de(x) 54 F (x,z)é}kF (x,2)=F(x,y+2) *)

k=0

Alors les déterminants de Hankel sont

det (P ) g jon = | [ d (2)(S*P(x))°

Exemple :

1- Celui de la base canonique P,(x) = x", on a F(x,z) = ¢“, et la relation (*) peut

s’écrire sous la forme suivante : Zd L (X)(yz)* =1, les polyndmes constants
k>0

do(x) =1 et dix)=0si k>0
En effet

> di(x)5< F(x,2)0 F(x,z)=F(x,y+z) Implique Y d (x)y*e™z"e” =e ")

k>0 k=0

D d (x)(yz) e = """ le calcul donne le résultat
k>0

>d,x)(yz) =1=

k>0

dy(x)=1 si k=0
d(x)=0 si k21

alors det(P;i+j) =1 (pour k=0) ou 0 (pour k>0)

2- Pour le polynéme P,(x) = n Ix" de fonction génératrice F(x,z) = (I-zx)”" on trouve
SYF(x,z) =klz"(1-2x)™" car 6 F(x,z) = 6 [(1 - zx)]

Et

19



S'F(x,z)=z(1-zx)7, 8. F(x,2)=2z"(1—2x)"
Alors (*) est Y d, (kK 2"y [(1 = zx)1 = y)] = [1=x(y +2)]"

> d (K @) -5y +2)+x2yz] = [-x(y+2)]"

k 2
En considérant ici les polynomes dj(x) = [%} on obtient

k=0

det (P ))osi jon = | [ dy ()G P (x))? = H(%] (ky*= [T ki)’

n
= (H k!)an(nJrl)
k=0

3- Les polynomes D,(x) = Z(n) . (=1)"* x* engendrent les mémes déterminants pour

pany
la fonction génératrice exponentielle est donnée par

F(x,z) = ¢ (I —xz)” et la relation (*)

> d, (KD () 1= x(y+2) +x7yz] T = [=x(y+2)]”

Car

88 F(x,z) = 0 e™(1 —xz)”) = e*(k 12 (1-zx)™")

0. Fx,z) = & (k Y(1-yx)™) et Y. d, (x)8LF(x,»)SL F(x,2)= F(x,y+z)
donne

D d (e (2p) (- zx) (1= y0)] ' = e (1= x(y +2))

d’ou la formule (4)

k 2
et pour d, (x) = (%J

det (Py () = det (i /(x)) o jon = H[%j (k)y*= T (k) = [ kD2 2"

De maniére générale : nous avons les déterminants de Hankel engendrés par :

(7 n—k :
P, (x)= Z . (=a)"" P,(x) une suite, et a € A et alors
k=0
Py, (x) = P, (x) (polyndome de Poisson — charlier)
Et les polyndmes D, (x) s’obtiennent a partir de P, (x) =n Ix"eta = 1

C'est-a-dire :

(A)
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Pin(x)=Dn(x)= B, (x)= Z(Zj(—l)”"k k'x* et d’aprés le résultat suivant :

L (n
, hote vaut
k

Le nombre de k — parties de N, 0<k<n = |N

) e
k) K

Alors
Dy ()= 3" (), (~1)"*x*

k=0

Pourx=1ona:
D, (1) est le nombre de dérangements (permutations sans point fixe) d’un ensemble a n

¢léments

dm) =D, (1) =n!(l - % + ..+ (_1') ) (ne possede aucun point fixe o(x) # x )
! n!

. nl
d(w =D, (1) = (-1’ 7
4- I, le nombre d’involutions sur un ensemble a n élément, ¢’est-a-dire le nombre de

permutation o € Sym(n)d’ordre 2. Nous avons [y = I; = [ et la relation de récurrence

n

s . e z 2 ) )

1, + ;= I,+ n I, ; conduit a la fonction génératrice E I, —= e/ il faut construire
n!

des polynémes 7,(x) par exemple considérer Zln (x)Z—' — et = F(x,z)
n.

Ona [, (1) = I, et en dérivant F(x,z) par rapport a z, on trouve
L+ (x)=x1,(x) +nl,_;(x) ce qui montre du méme coup que les polynomes I,(x) sont

unitaires avec deg I,(x) = n

La relation (*) devient Y d, (x)(yz)" =’ car &, F(x,z) = e’ 2k e
k>0

2 > 1
SEF(x,y)=e" "y e et F(x,y +z) = """ 2avec dy(x) = o

det (I;+; (x) = H(%j(k!)z =T]*
. k=0
5- Les polynomes d’Hermite H,(X) admettent la fonction génératrice

H (x)z"

n!

F(x,z)= X = Z

et satisfaite la relation de récurrence

21



H,+ 1(x) = 2x Hy(x) — 2n H, _; la relation (*) devient ) d, (x)(4yz)" =e™
D d ()8 F(x,2)8, F(x,y) = F(xy + z)

la formule(*) implique

zd (x)e—z 2% (27) e 3 2w Q2y)" = P D S M
Alors

D d, (x)(4zy)" = e elle est vérifiée pour les polyndmes constants

1
(-2) k!

dy (x) =
Et comme le coefficient dominant de H (x) est ok , on trouve

det (Hy+; () = [ |

k | 2 — 1(_ n(n+1)/2
= k'(z ) =TTk (=2

6- Considérant maintenant les polynomes de Bell B, (x) étudiés avant on a

F(x,z)=e"avec g(x) = ¢ — I

F(x,z)=e"“ ™ alors la relation (*) devient Zd" (x)(e’F —e’ —e” +1)= "

Car éfF(xy z)=(e’ - l)kex(ex—l)
5 F(x Z) (e _l)k x(e”’-1) et F()C,y n Z) _ ex(e(”:)fl)

(y+2) _q_x__¥ Yz _ XLy
(ex_l)k(ey_l)k:ex(e 1—e e+2):ez+y_ez_ey+1: ex(e e —e’ +1)

k
. R X .
Ceci est vérifié pour di(x) = m et on obtient

det (B,+/(x)) H( j(kl) = Hk!x — (Hk') n(n+1)/2

7- Les nombres d’Euler en (n>0) peuvent étre définis par :

“ car

(*)

= Cette fonction génératrice exponentielle vérifie :
n!  cosz
COS ¥ COS Z 1 1—tan ytanz)™'
Fy+2)= - YCOSZ - (-tnytanz)
cos(y+2z) c€osycosz—sinysinz cosycosz COS Y COS Z

Ce qui a I’aide d’une série géométrique, peut s’exprimer

F(y+z)= ;Z(tan »)* (tan z)* Z (tany)* (tanz)"*

COS Y COS Z 5o iso COSy cosz

_e¥

—e*+1)
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La deuxiéme condition de la proposition est donc vérifiée si I’on considéere les

. tan z)" . "
constantes di(x) = I les fonctions F(z) = ( ) la premiere condition 1’est
cosz
également :
" , tanz .
E,, =[0"F(2)]..,=0 =0 lorsque k>netvautn!/sik=n
cosz

En fin de compte, la proposition 2 fournit : det(E,, ;) <, = (H k!)?
k=0

11-5- Fonction génératrice exponentielle

Dans I’exemple des nombres d’Euler (de fonction génératrice F'(z) = ) nous

COSZ

avons introduit les fonctions F,(z) = g(z)" F(z) ou g(z) = tanz vérifie I’équation

différentielle g'(z) =1+ g(z)* avec la condition initiale g(0) = 0. Cette situation peut

étre généralisée comme suit

11-5-1-Théoreme : [3], [4] et [5]

%) avec G(0) = 0 et on suppose que

On considére une fonction F(z)=e
g(z) = G'(z) - G'(0) vérifie g'(z)=a+LPg(z)+1g(z))? pour certains parametres o # 0, f
et y dans A alors

F(y+7z)= Z 1(1+ 7/)...k(|10-[|-k(k -1y)

g(») F(y)g(2)" F(2)

Les déterminants de Hankel correspondant sont donnés par

n

detH, = """ [ T(R(1+ p)...A+ (k =1)y)

k=0

Preuve :
Pour k>0, on considére les fonctions F, (z) = g(z)" F(z) on peut écrire
OF, =kg"'g'F+g"'F'

=kg" ' (a+ Pg+@*)+g"GF car g'=a+fg+yg’ et F=e°

= (kag"™" +(G'(0)+kp)g" +(1+ky)g" ) F

= kaF, | +(G'(0)+kBF, +(A+ky)F,,
Par convention, Fi(z) = 0 pour k<0 c’est-a-dire :
OF, (z)=0"[kaF,_(z)+(G'(0)+kB)F,(z) +(1+ ky)F,,,(z)] pour n> 0 cette relation

nous permet d’établir les faits suivants
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[0"F,(2)]._, =0 chaque fois que k>n

[0"F (2)]._, = nald"'F,_(2)]._, = ... = nla”

Un calcul direct montre que :

S"F (2)0"F,(2)-6"F (2)6""'F (x)=kaH,_ (z)—(1+ky)H (z)
Avec H, (z)=0"F,,(2)0"F,(z2) - 30" F,(2)0"F,,,(z) (= 0si k<0)
Considérant alors les éléments (dans Frac A, coups des fonctions de A)

:(1+7)...(11'(k—1):1 sik=0
kKla

dk

Ils vérifientd, ,(k + )a =d, (1+ ky), de sorte que tous les éléments de la somme

> d [6" F (2)0"F(2) = 8"F, (2)0"" F,(2)] = Y d, [k, H, (z) -1+ ky)H (2)]

k>0 k>0

Il s’agit d’une somme télescopique nulle pour tout entier m,n >0
D> d,[8"F(2)8"F (2)],_o = D d,6" ' F,(2)6""'F,(2) = ... = D d,F(2)6""F,(2)
Et en évaluant cette expression en z = 0, il vient

Onadonc Y d,[6"F,(2)5"F,(2)].., = Y d, F (O[6""F,(2)]., =[6""F(2)]._,

Cela montre que pour la suite qui admet la fonction génératrice F(z), on peut utiliser la

proposition (I1-4) avec les éléments dj et les fonctions Fi(z) définis au-dessus.

Voici les données correspondantes aux exemples (1 a 7)

F(z) G(z) g(z) o

Base canonique e™ Xz X 0 0

Pux) =n X" (I-xz) | -log(1-xz) | A —x x| 2x

Polynéme de dérangement e*(l-xz) |-z-log(l—xz)| « _ x x| 2x

1-xz
Polyndmes d’involution =2 xz +2°/2 1 0
z

Polynomes d’Hermite 2z s 2xz — 2 -2 0
e -2z

Polynomes de Bell ] x(e"—1) : X | 1
£ D x(&- 1)

Nombres d’Euler -log(cos z) 1 0
1/cos z tan z
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Ajouter les exemples suivants

8- La suite décalée des polynomes de Bell (B,,,(x)),., admet la fonction génératrice

F(x,z) =xe’e™ ™ elle méne a g(z) = x(e* —1) comme pour la suite (B,(x)) et donc
det(B,, ;. (¥))ger jen = det(B,,  (0))gs; jcn = ([ TAIx""""? pourn>0

=0
Et pour tout n>0

9- Les polynomes d’Euler (£]"(x)) d’ordre m>/ sont définis par la fonction génératrice

j e™ on peut considérer la fonction génératrice F(z) = F(0,z) pour

F(x,z) =( 22

e’ +1

X

évaluer le déterminant de Hankel associé¢s. On trouve g(z) = m( ! - %] et on peut

appliquer la théoréme avec o = %, p=0ety= e
m

n(n+l)/2 R
det H (x)= (‘le [T m(m+1)...(m+ k1) = det H (0)

11-6- Fonctions génératrices ordinaires :
Le théoréme précédent, concernent les fonctions génératrices exponentielles

k
az
k!

(ou « série de Hurwitz »), pour des fonctions génératrices F(z) =

F(z)=e"? = ZM avec G(0) =0
k! ’
Nous nous intéressons a des fonctions génératrices ordinaires de la forme

F(z)=).G(2)" =

) avec G(0) =0

1-G(z

L’opérateur de dérivation 0 tirait son importance du fait qu’il est associé a la base
n

polynomiale f (z) = Z—' dans le sens ou Jf,(z) =0 et of,(z) = f, ,(z) pour n>1
n!

Son analogue dans notre nouveau contexte est donné par

25



, Opérateur associé a la base canonique (z")

Vi 1) 1O 1O
z

11-6-1- Théoréme :

Considérons une fonction génératrice ordinaire F(z) = ) avec G(0) =0 et

1-G(z
supposons que

g(z)=VG(2)-VG(0) = GG _ G'(0) Vérifie une relation
zZ

g(2) = z(a + Pe(z) + yg(2)*) pour certains paramétresa # 0, B et y dans A4 alors les

déterminants de Hankel sont donnés par

_ n(n+1)/2 , n(n-1)/2
detH =« %

Preuve :

Les fonctions F, (z) = g(z)" F(z) vérifient :

Fy(2) = Fy(0) _ g(2)"F(2)-g(0)°F(0) _ F(z)-F(0)

VF,(2) =
z z
o
VF,(z)= 1-G(z) 1-60) et comme G(0) = 0
_ Gz _g(2)+G6'0) G _ oo
VF,(z)= Z1-G(2) == G2 car =g(2)+G'(0)
alors VF,(z) = %ﬁgo) = F(2)(g(2) + G'(0))

= F(2)g(2) + F(2)G'(0) = F(2) + G'(0)F, (2)
Et VF, (z) =aF,_,(z)+ BF,(z) + yF,,,(z) pour tour k>1

F(2)-F(0) _ g(2)' F(2)-g(0)' F(0) _ g(2)" F(2)

z z z

En effet VF, (z) =

_ 2 (a+ fe(2) +7(g(2)) F(2)
z

=(a+fg(2)+18(2)")"" 2" F(2)
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a+feg(z)+1g(2)’ (g(2) F(2))

ag(2) F(2)+ fg(2)" F(2) + 12(2) " F(2)

VF (z) = aF (z) + PF (z) + yF (z)
k k-1 k k + 1

Par induction on obtient [V"F, (z)],,, =0 sik>n , [V"'F,(2)]._, =a"

—H,(z) si k=0

D’autre part V'"'F (2)V"F.(z)-V"F, (2)V™'F (z) =
p k( ) k( ) k( ) k( ) {OCHkl(Z)—]/Hk(Z) si k>1

Avec H (2)=V"F_(2)V"Fk, (2)-V"F (2)V"F(2)

7k—l

En considérant les €léments dg=1 et d, = p
a

pour k>1

Onvois que: ) d,[V"™"'F (2)V"F,(z)=V"F,(z2)V""F,(2)]

k>0

Est une somme télescopique nulle pour tous les entiers m,n>0), on pet écrire
Y dNV'F(z2)V"F(2)=>.d V" F.(2)V"F(2)=...= Y d F (2)V""F,(z)
En z = 0 donne :
YAV F (V" F ()]=[V""F(2)],

On applique la proposition (I1-4) on trouve

_ n(n+l)/2 _ n(n+l)/2
detH =« %

Remarque :
Comme Gz) = 1 1- ! = F)-1 tend vers F’(0) lorsque z tend vers 0,on peut
z z F(z) zF'(z2)
expliquer
F(z)-1 . . 1 e
g(z)= ﬁ —F'(0) Donc F(z)=(1-F'(0)z—zg(z))" de plus la condition initiale
zF(z

2(0) = 0 et la relation quadratique g(z) = z(a + fg(z) + yg(z)z) montrent que :

1- Bz —J(1- f)* —dyaz?
2pz

g(z)= (si y #0)

Exemple :

1- Pour les nombres de Catalan C, = donc

(21@) ona F(z):—l_ -4z

n+lin z
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l-+v1-4z -2z 4z -2z(1++1-4z 1-2z—-+1-4z
= —1: 2 —1:
z(1-4/1-4z) 4z 2z

On peut utiliser le théoreme avec a =1, f=2ety =1

g(2)

on obtient det H, = I pour tout entier n>0
2-Les nombres de Motzkin, définis par la fonction

l—z—+1-2z-327

2z2

génératrice F'(z) = engendrent les mémes déterminants avec (y = S
=a=1)

1
Les polyndmes de Legendre sont définis par F(x,z)=(1-2xz+z") % et le théoreme

2
. -1
peut étre utilis€¢ avec a=2 S p = x et y = % on trouve alors:
2 n(n+l)/2
-1
detHn(x):%
2}’!
Exemple :

Nombres de Catalan généralisé : [12]

Résumé :

Rappelons que le n'™

)

= ce nombre a trés nombreuse interprétation combinatoire par exemple depuis
n+

nombre de Catalan C, est donné par la formule :

n

Euler on sait qu’il n’est autre que le nombre de décomposition en triangles d’un
polygone convexe de (n+2) cotés par les diagonales formés de n nombres 1 et de n
nombres — 1 a somme partielles toutes positives ou nulles

- Une nouvelle propriété sera démontrer par une technique algébrico-analytique
remontant a Sylvester quel que soit n, le déterminant de Hankel de dimension n formé
sur les nombres de Catalan vaut 1 cet article en donne maintenant une preuve directe et

¢lémentaire 1l calcule aussi 1’inverse de cette matrice.

Théoréme :

Soit H, la matrice de Hankel construite sur la suite de Catalan
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1 1 2 5 14 C,

1 2 5 14 42 C,.

2 5 14 42 132 C, .,

o 5 14 42 132 429 . . C,,
" 114 42 132 429 1430 .
c, . . . L. Gy

Vn, det(H,)=1

Démonstration :

A- le coefficient de x"/*'dans (1—x)*(1+x)*** vaut

B-

2i+2j 2i+2j 2i+2j
-2 + =-2C,, .
i+j+1 i+j-1) i+j-1 /
B- D’autre part, le coefficient de x* dans (1—x)(1+ x)* vaut
2i 2i ) (20)2i-2a+1
a a-1) la ) 2i—a+1

. . “ 1, i+ i+l . ..
C- Ainsi, en considérant le terme x'*/* dans ’identité triviale

(1-x)>(1+ x> = 1= x)1+x)* Ja- 0@+ 07|

Puisque en exploitant I’antisymétrique des coefficients de ces polynomes on a :

N L 2i=2(i+k+D)+1(2j 12j-2(j—k)+1
o i+k+1)2i—(+k+D)+1\j—-k)2j-(—k)+1

k=0

Ou (ZJ =0 lorsque b<0 ou b>0
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min(i./) (2§ 2k+1 (2] 2k +1
= L [ j (j—kJ

= U+k+1)i+k+1 J+k+1

min(i, /)

Clest-a-dire C,,; = zTi,ij,k
k=0

(121 kj(zk +1))

i+k+1

Moyennant 7;, =

Appelons T, la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients T;x Appelons

T, la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients Ti

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
5 9 5 1 0 0 0 0 0 0
14 28 20 7 1 0 0 0 0 0
42 90 75 35 9 1 0 0 0 0
132297 275 154 54 11 1 0 0 0
L= 429 1001 2001 637 273 77 13 1 0 0
1430 3432 3640 2548 1260 440 104 15 1 0
4862 11934 13 9996 5508 2244 663 135 17 1
T, T, L, T.. T.. T.s T, T, T.x T, .. . T,

. . . TU =H
Notre dernier résultat peut s’écrire maintenant ~»~ » n

v, désignant la transposée de T, .
Puisque tous les éléments diagonaux de L, valent 1, on obtient

det(H,)=det(T,) , det(U,)=1.1=1
comme annonce.

2-Inverse de H, :

Posons
0., -(01),

n

D’une part,
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N T . sin(2k +1)a = 2*" sina cos® a
n,k
k=0
D’autre part, par récurrence,

n n+k .

sin(2n+1)er = Y (-1)"* 2°*sina cos™ a

k=0 n—k
. T D S . T,

On voit donc que " , matrice triangulaire inférieure inverse de celle des ~"* est

(_ 1))1+k [7’1 + k]
formée des n—k

Il en résulte

Ainsi que I’identité
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CHAPITRE I
Polynémes orthogonaux

I11-1- Produits scalaires et polynémes orthogonaux :
On suppose que 4 est un sous anneau de IR ainsi pour a>0 fixé associons a

@ : A[x]— A[x]
(x), > x"

L’application symétrique bilinéaire @, définie par

est un produit

(f18) = @, (f()g() = 0/ (g _ =y LBED i

k>0 k'

scalaire sur A/x/. Nous pouvons nous restreindre a un sous — ensemble

V, = {Polyndme € A[x] de degré <N} c A4/x/
Il s’agit d’un 4 module libre de rang N + [ < et la matrice de Gram associée au
produit scalaire ( * | *), : Vyx Vy — |R par rapport a la base {1, x, ..., x" }est donnée par

B, (@) <y pOur deux polyndmes f(x) = Zakxk et g(x)= Zbkxk dans Vy, nous

avons @(f(x)g(x)) = (aya,...ay).H, (x).(bb,...by) avec H, (x) = B, (@)os j<n

avec B;j(x) : polynomes de Bell

Nous nous proposons de trouver la famille de polyndmes unitaires P,(x) = P, ,(x) avec
deg P, .(x) = n, qui sont orthogonaux pour le produit scalaire ( * | *), issu de @,.
L’orthogonalité de P, ,(x) face aux polyndomes de V., se traduit par le fait que :

O((x),, P, (x)) estnul pourm =0,1, ..., n— 1

m* a,n
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Nous avons ®((x),, P, ,(x))=(1) a"®(P_ (x+m)) =, a'”CD(i (Z)VkP (x)

k=0

=) aZ[ZJWP @, = amz[,’f}*@(&, ).

Pour A anneau unitaire, commutatif et intégre qui contient Z et les polynomes de
Pohhammer

x), =1, (x), =x(x=1)...(x =(n=1)) (n=0)

ou la propriété suivante :

D((x), f(x—=n))=x"D(f(x)) pour tout polynome f(x) € 4[x]

Nous déduisons

®,((x), P,,(x) = D((x), P, ()| _ =x"OP,,(x+n)| _ =a"®P,,(x+n)|

m< a,n

car x =a, d’oula (1)

Et pour montrer (2), il faut définir, la base canonique (x), est associée a 1’opérateur de

différence finie :

V:Alx] > A[x]
Jx) = fx+1) - f(x)

Et la base canonique (x"),> est associée a 1’opération de dérivation

51 Alx] — A[x]
Sx) = f'(x)

Par un calcul direct
q)(vk (x),) =®((n),(x),_,) =), P((x),_;) = (n), X"

Correspond a la k'™ dérivée de d((x),)

De plus d’apres la propriét¢ de P, ,(x)ona: P, (x+y)= Z(:J( Wi Boi (%)
k=0
m(m
Alors P, (x+n)= Z[k J(n)m_k P, . (x)
k=0
m m S m
a"®(P,,(x+m)=a"®,(}, i |nei Foi ()
k=0

Avec la relation (1) on obtient m a"®(P, ,(x +n))=a"®, (z (:JV"PM (x))
k=0

D’ou Iégalité (3)

(1)
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Et comme I’application @ relie ces deux bases, relie de maniere naturelle les opérations

associées : par linéarité, il suit alors

OV* = 5D C’est-a-dire ®(V* f(x)) = 5*D(f(x))pour tout polyndome f(x) € A[x]
Alors on a I’égalité (4)

Et en considérant successivement les entiers m = 0,1, ....,n-1, il suit que x = a annule le
polyndome ®(P,,(x))ainsi que ses n — I premiéres dérivées. Autrement dit (x-a)" divise
®(P,,(x)) mais comme ces polyndmes sont unitaires et de méme degre, il sont

identiques , on obtient le développement de Mahler
. L N(n .
P, (x)=0"((x-a)")= Z(kj(—a) () )
k=0

Les polynémes P, , (x) sont appelés polyndmes de Poisson — Charlier
On a la formule (2) car

D((x),) = x"

alors

O7'(x") = (x), = x(x =1)...(x — (n—1))

En prenant m = n dans la relation précédente (2), on trouve de méme

P, =&,

(1) =a’ i(,’jﬁ"@(% )| =a's" 0P, ()| _

=0

Comme ®(P,  (x))est un polyndme unitaire de degré n, sa n“™ dérivée vaut n ! en tout

a,n

P,

D’autre part le procédé d’orthogonalisation de Gram — Schmidt permet d’écrire

point, et on a donc

By(a) B(a) . . . By(a
B(a) By,(a) . . . By, (a)
1
Fv®= e @l L
B, (@) By(a) . . . By,(a)
1 X S X

Pl =@

Py(x), = (P (0)x"), = det H,y (@)|det H ., (a)
et il s’ensuit

detHy(a)= P, [ .det 1, (a) = ; j

Pyya ) -

Bz,N(x)

Ez,o(x)
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C’est-a-dire : det H  (a) = a""™""?01!...N! ceci étant valable pour tout entier a>0

On en déduit le

I11-1-1- Théoreme : [6]
La matrice H, (x) = (B,

i+j

(x))0 <1, j < N admet le déterminant
N

det H, (x) = (] )"0
k=0

On dit que Hy(x) est la matrice de Hankel d’ordre N construite avec les

polyndmes de Bell et on remarque que pour a>0, la matrice de Hankel Hy(a)

correspond a la matrice de Gram associée au produit scalaire issu de x" — B, (a)

Exemple 1 : (preuve de Delsarte)

Dans la base canonique {1.x, ... ,x"} de V,, nous pouvons exprimer (avec les nombres

n
de Stirling de premiére espece noté s(n,k) = <k>

P ()= <g> + <f>x S <Z>x ave <f> = ()" Z[Z]ma _ <7>

(en particulier <n> =1et <Z> =0 si k<n> et form¢ la matrice triangulaire
n

0, (a) = (<’>] -
J 0<i, j<N

0

N

N
Le déterminant detQ, (a) =1 les conditions d’orthogonalité de la suite (P, , (x)) ., S€

traduisent par la relation matricielle.
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0.(a)H ,(a)Q,(a) = Diag(0la’lla',...,Nla")et le théoréme est vrai en prenant le

déterminant.

Remarque :

Lorsque a>0, les polyndmes de Poisson — Charlier P, ,(x) (n 2 0) forment un

systeme orthogonal (pour le produit scalaire issu de @,) et vérifient de ce fait certaines
relations de récurrence (qui restent valables pour touta € R)

1/ Pa,n+l (x) = XI)a,n ('x - 1) —aP, (.X)

a,n

2/ B,y (x) = (x=n-a)P, (x)—nak,,(x)

a,n

Preuve :

Par calcul direct on trouve
I/P,(x)=0(x-a)") =0 (x(x—a)" ) —a® " (x~a)"")
=xP,, (x=D)-a® " (x~a)"")=xP,, (x~1)-aP,, (%)
Comme la base canonique de Pochhammer est associee a V on voit que P, ,(x) =1
et VP, (x)=nP,,_ (x)pour n=/
(En particulier (P, (x)),s, st une suite de Scheffer par rapport a I’opérateur V)

On calcul directement (pour n>1)

2/ (x=n—-a)P,,(x)~naP,, ,(x) = (x~a)P, ,(x) ~n(P,,(x) + aP,,_, (x))
= (x~a)P,,(x)~mxP,,, (x~1)
= X(P,,(x)~nP,,, ,(x~1) - aP, (x)

xBJ,n (x) - aPa,n (x) = Pa,n+l (x)

Remarque :

L’orthogonalité des polyndémes de Charlier P,,(x)pour le produit scalaire

engendré par @, (lorsque a>0) découle immédiatement de la propriété :
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O(f(x)g(x)) = Z%w “®g(x)) Valable pour tout les polyndmes f(x), g(x) € A[x]

k>0

Preuve :
Les polyndémes de Pochhammer (x), étant de type binomial (puisqu’ils sont
associés a un delta — opérateur), on a
q)((x)m(x)n) = x’”@((x + m)n) = xmq)(Z( ](x)n k(m)k X Z( }n_k (m)k
k=0 k>0

Autrement dit

k

D((x),, (x),) = D () x"* (), x" —Z—(5 D(x), )5 D(x),)

k>0 k! k>0

Et le fait que les polynomes de Charlier généralisés
- n C n n—
P,(x)=0"((x-2)")= Z(kJ(—Z) e
k=0
(Dans A/x] avec A= Z[z] ou Z y[z]) vérifient

® (P, ()P, ()= (@ (x—2)" YD (x-2)")

k>0 k'

3
I
S

Z—(ak (x—2)" (5"

iz k!

nlz"
0 si non

Remarque :

La relation " (), P, (x) (pour les polynomes de Charlier)
k y n—k = ak p p y

k=0

Fournit :

(P, (x+a)

P, (x)),

P, (x+p), —ZZ(ZJ("]@M@H( ()

k>0 k=0

( j( J(Of)nz_i(ﬂ),l_,-a"i‘

111-2- Polyndmes orthogonaux :

Supposons toujours que 4 est un sous anneau de IR et pour une suite donnée
ae F(IN,A)

on considére I’application A -linéaire @ : A[x] — A4
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x">a,

Nous supposons de plus que les déterminants de Hankel sont tous positifs. Cela
signifie que pour un entier n fixé, la matrice symétrique H, est définie positive et que
I’application bilinéaire
(f,8) = (f/8)=D(f(x)g(x))

Est un produit scalaire sur V, [x]= {p(x) € A[x]:degp < n}(la matrice de Gram
dans la base canonique étant donnée par la matrice de Hankel H,) comme ceci est
valable pour tout entier n>0, cette application définit un produit scalaire sur

A[x]=UnevVa[x] une famille orthogonale de polynomes unitaires est alors obtenue par le

procédé d’orthogonalisation de Gram — Schmidt

a, . . . a, 1
o . . . «a, X
P(x)=1P (x)= ! o " | pour n>1
‘ o detH | . . . . . : B
a, a5, x"
Et on notera :
P(xX)=P,y+P, x+P x> +.ccoervers +P,, x"" +x"(P,, =1)

ces polyndmes unitaires admettent des coefficients dans Frac A et vérifient une relation
de récurrence.

Pii(x)=(x—An)Pi(x)—ttn Pi-1(x)  (pour n>1)

Avec A, =P, P, et u, =P, [P, )|

n n

Comme la matrice de Hankel (d’un certain ordre n) est symétrique définie positive, elle
admet une unique décomposition de la forme = LD ‘L ou la matrice L est une matrice

triangulaire inférieure avec des 1 sur une diagonale et D = Diag(d,,d,,...,d )est une

matrice diagonale et la relation L'H ‘(L) = D montre alors que

Py, O ... 0
B, A,

L' =
) . 0
P, P, ... P,
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La k — ieme ligne de L' est formé avec les coefficients de Pi(x) est on a

||Pk (x)||2 = d, on en déduit ainsi que g, = —"—on en déduit ainsi que x, =

k
dyy diy

Et que

2 2

H = P

£ (x)

£ (x)

D’autre part, la matrice M = L admet le polyndme caractéristique P,(x)=(1-x)"" et
le théoréme de Cayley — Hamilton permet d’exprimer formellement (avec I’opérateur
V défini précédemment)
1 win+1
L:]\l_1 =—— VP )], = _1 l—lMl—l
aorar Vo Z(l j( )

On considérant les éléments situés juste au-dessus de la diagonale de M, M*,....M"
ona:
Ly =—F.x  desorte que di=Liy — L

11-2-1- Théoreme : [7]
Si les déterminants de Hankel sont tous positifs et sont déterminés par la fonction
génératrice exponentielle vérifiant les hypothéses du (Théoréme II-5 -1) (resp ordinaire,

théoréme II-6 -1) alors
A, =GO +nf o, =n, A+ 1=D7) o tout n>1
(resp A= Pot=a o = Bopt, = ay pour tout n>2)

Preuve :

Avec les conditions précédentes on a

PO _ d,[6"F, ()0
P, (x)”2 d,. [5”71Fn—1 (Z)]zzzo

n

D’apres (II-5 -1) les fonctions génératrices

[0"F(2)].., =0

exponentielles (théorémell-6 -1 ) et la relation suivante chaque fois

que k>n

Mals pour k =p alors ona [5”Fn (Z)]Z:(] = an[é‘n_an_l (Z)]Z:O I = n!O{n

d (1+ny)=d, (1+na

Et comme alors

d, 1+(n-1y
d, -1 no

En remplacant dans la formule (1)
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, 1+ (n =1y
=(nao B ———
u, =(na) =

d’ou le résultat

Remarque :

Soit ae ¥ (IN,A) une suite dont la fonction génératrice exponentielle (resp ordinaire)

vérifie les hypothéses du théoréme II-5 -1 (resp du théoréme II-6-1) on a alors de
maniere plus explicite.

F,(x)=a,=1, B(x)=x—-«a etlarelation de récurrence
P,,(x) = (x~a, ~nf)P,(x)=na(l+ (n~1)y)P,., () pour n>1
Dans le cas exponentiel car (G'O)=F'0)=«,), respectivement

P,(x) = (x~ A)P(x) = aPy(x), P, (x) = (x~ B)P,(x)~ aP,_,(x) pour n2

111-2-2- Proposition :[2]
Si une base polynomiale (P,(x)),., est orthogonale pour le produit scalaire issu de

ae T (IN,A)alors la famille (P, (x—a)),.,est une base orthogonale pour le produit

scalaire de Ti#e F(IN,A)

Preuve :

Notons H, (resp H,,) les matrices de Hankel (d’ordre ) associés a la suite a (resp 7' )
Et considérons la matrice P =(F, )., ., dont la m — ieme ligne est formée avec

les coefficients de P, (x)ou P (x)=P +P x+...+P x"

m

Par construction, la matrice D = PH P'est diagonale et en reprenant les

notations de la proposition (I-1)

Ona D=PH,'P =PS,(a)"'H,,' (S,(a)"") 'P car H,,=SH,'S

ou  S=5(a)= ((’ja"-f j etacd
‘] 0<i,j<n

La matrice Sy(a) est triangulaire inférieure et qu’elle vérifie
S (a)”" =S, (~a) alors

D=PH,P' =PS,(-a)H,,(PS,(-a))'

a,n
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Chapitre IV

Théoréeme de rationalité :
1VV-1-1- Introduction

Soient K un corps de nombres et f € K[[x]]une série formelle a coefficients

dans K. A chaque extension valuée C de K correspond un domaine de convergence de
fdans C.

Un des moyens de reconnaitre, parmi les séries formelles a coefficients dans K,
celles qui sont des fractions rationnelles consiste a étudier les fonctions analytiques

associées a f dans des domaines sont « assez grande ».

I\VV-1-2- Proposition :

Soit f(x) = Zanx” une série formelle a coefficients entiers définissant dans €

n=0
une fonction méromorphe dans un disque de rayon strictement supérieur a 1, alors f est

une fraction rationnelle.

IVV-2- Criteres algebriques ,déterminants :

Soit Hu(a)= H| (a)le déterminant de Hankel de rang n et d’ordre &
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IVV-2-1- Proposition: [8]

Pour que la série formelle : f(x) = Zanx” soit une fraction rationnelle il faut et

n>0
il suffit qu’il existe k& tel que, pour n assez grand, H (a)=0

Preuve : (avec la relation de Sylvester)

Supposons d’abord que f'soit une fraction rationnelle

Soient Q(x)=gq,a, +q,x+.......... +¢,x" un dénominateur de f et P =Qf alors pour
n>deg P
God, +q @, | e +g,a, , =0donc, pourn+k>deg P, H"(a)=0

Montrer la réciproque avec la relation de Sylvester

Soit H=[a;] 0<ism, 05j<m , un déterminant d’ordre m + [: c’est un
polyndme homogene de degré m + I par rapport a I’ensemble des variables a; de degré
1 par rapport a chacune d’entre elles.

Notons 4;; le coefficient de a; dans H, et d le déterminant d =[a;] 0<ism-1,

0<j<m-1, (d est le déterminant extrait de A en supprimant les lignes et les colonnes
extrémes), alors la relation de Sylvester s’énonce :

}Jki::140014mnr—140m14m0

Pour la montrer, on peut considérer le déterminant H'=[b,] , ou

b, =4,;,b,, =4, etpour i #0,m, b, =5, (ie 1 pouri=jet0 sinon)

of — 1072 my

On obtient HH'= H*d = H(A,A,,, — A,,4,,) comme le polyndome H n’est pas
nul, la relation de Sylvester en résulte. Appliquée aux déterminants de Hankel d’une
suite a
Elle devient :

HIHF3=HIHI'—(H )2 pour k>2 (S)

n+l

Supposons la suite a non stationnaire : si elle I’est f'est rationnelle

1V-2-2- Lemme:

Soit a une suite non stationnaire, s’il existe k et ny tels que, pour n=n, et

H*(a)=0, il existe h et n; tels que H'(a)=0 pour n>net H''(a)=0pour
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n>n, +1 nous dirons que k est admissible pour a, si pour H' =0 pour n assez grand.
Remarquant que H?=a» donc 0 n’est pas admissible (a non stationnaire).

Par hypothése, il existe k£ admissible, soit / le plus petit entier admissible et soit
n; le plus petit indice tel que H' = 0 pour n>n,

Si h =1, on conviendra que H ' =let la relation (S) est encore vraie pour >/

(elle s’écrit alors H! =a,a, , —(a,.)’).

Soit un indice tel que H'™ =0, si m>n+1, la relation de Sylvester appliquée a
n=m-—1
H! H' =HIH!" —(H!)?

m+1 m+17 " m—1 m+1

Montre par récurrence, que H'™ =0pour m’>m. S’il en est ainsi, & — I est

admissible, ce qui est contraire a I’hypothése. Donc, pour m>n; + I H!™" #0et le

lemme est démontré

Fin de la preuve de la proposition :

Supposons a stationnaire, et satisfaisant I’hypothése du lemme, choisissons / et
n comme dans le lemme

Soit (E£,) I’équation linéaire par rapport aux inconnues Yy,..., Y :

Ya,+Ya, +..+Y,a, ,=0

Le systéme d’équation (E,), N + h<n<N + 2h a pour déterminant H |,

Pour N>n; il admet donc une solution, mais il est de rang h — 1, car H ' est un
des ses mineurs d’ordre / et est non nul. Donc ce systéme admet une solution unique
telle que ¥, = 1

Alorssi Q(x)=x"+Y, X" +..+Y,

Q est un polynome, et f'est rationnelle

IV-3- Le théoreme de BOREL - DWORK

Soit K un corps de nombres, les places de K les classes de valeurs absolues
équivalentes sur K. Les places finies de K sont en bijection avec les idéaux premiers de

I’anneau des entiers de K, on notera P(K) 1’ensemble de ces idéaux premiers.
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Si feP(K)on notera |x| 5 la valeur absolue § — adique normalisée associée a f3.

Soient p le nombre premier divisant B et €, le complété de la cloture algébrique
de O, on notera & ’extension de K isomorphe a €, munie de I’'unique valeur absolue

|x| ﬂprolongent la valeur absolue B — adique normalisée de K.

De méme, a toute place infinie de K, est associée une valeur absolue|x|i
1<i<r + s, qui est la valeur absolue induite par le prolongement correspondant de
. 2 —_
K dans C muni de la valeur absolue usuelle|z| =zz.

Noterons C un corps valué complet algébriquement alors, extension de K, et

dont la valeur absolue normalisée suivante : C est donc ou bien € , ou bien &3

IV-3-1- Définition :
Soient f(x)= Zanx” une série formelle a coefficients dans € et R >0, nous

dirons que f définit une fonction méromorphe dans le disque de centre O et de rayon R,

si quelque soit 7<R, il existe un polyndme Q. tel que la série O, f converge pour |x| <r.

IVV-3-2-Théoréme 1 : (Borel — Dwork) [9]
Soient K un corps de nombres et f(x)= Zanx" une série formelle a
coefficients dans K. S’il existe une partie finie P,(K)de P(K)telle que :

i/ pour tout B ¢ P,(K)et tout n>0,

an|ﬂ <1

ii/ pour chacune des r + s places infinies de K, f définit dans C une fonction
méromorphe dans un disque ouvert de centre O et de rayon R;, i = [,........ rts

iii/ pour fB € P,(K), , f définit dans C une fonction méromorphe dans un disque ouvert

de centre O et de rayon Rg

v/ le produit R = HRZ.N @y HR ; satisfait R>1,(R le rayon de convergence)

i=1 BeR (k)
alors f est une fraction rationnelle
La proposition (IV-1-2)est un corollaire de ce théoreme (BOREL — DWORK)si f
satisfait les hypothéses de la proposition (IV-1-2),en prenant K = Q, la condition (i) est
satisfaite par

Pi(Q) = @ et implique a, c 7,
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la condition (n) pour R; = R, la condition (iii) est vide, et (iv) est satisfaite puisque
R>1, donc f est rationnelle.

- Le théoréme initiale de Borel est la généralisation de la proposition(IV-1-2) .

IVV-3-3-Lemme :
Avec les notations du théoréme, et si la condition (i) est satisfaite, pour tout

P € P,(K) et pour tout n et k ‘H,f(a)‘ﬂ <1

En effet,

Le sous anneau de K constitué des x tels que |x| 5 < 1contient es a, donc contient aussi la

valeur au point (a,,a ,a,.,, ) de tout les polynémes a coefficients entiers et en

i peeeeenees
particulier H (a) .
Et par majoration de la valeur absolue de H ' relative a une place pour laquelle f définit

une fonction méromorphe dans un disque du corps C correspondant
La majoration obtenue, jointe a la condition (iv) et a la formule du produit, permettra

de montrer que, sous les hypotheses du théoréme, il existe k telle que pour n assez grand

H*(a)= 0, d’apres la proposition (IV-2-1)

IV-3-4-Lemme : [9]

Soit f(x) = Zanx” une série entiére a coefficients dans €, définissant une
fonction meromorphe dans le disque ouvert de centre O et de rayon R. soient <R et
O un polyndme de degré s tel que Qf converge pour |x| < ret soit k>s, alors il existe M
tel que, pour n>0 :

k —ns _,—n(k—s)
|| < b

Ou b désigne la borne inférieure des |z| lorsque z parcourent les zéros de QO

Preuve du théoreme (1V-3-2)

D’aprés le lemme(IV-3-4)

Soient les réels r; pour i = 1, ... ,r+setrg [ € P (K), de telle sorte que r,<R; et rp<Rp

et que le produit : » = Hrl.Nerﬂ >1

Notons v un indice parcourant V' = {1, ..... 7+ S}U P(K)pour velV
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Soit Q, un polyndme de degré s, satisfaisant « Q,(0) # Oet fO, converge dans C, pour
|x| < <rv> et soit b, la borne inférieure des z, ou z parcourt les zéros de Q,
Soit s la borne supérieure des sy alors pour k>s, il existe des constantes M, i telles que :

H‘H: N(v) < H(Mv’kbvfnsvrv—n(k—sv))N(v) ou N(V) =] Si v =B

velV v velV

Posons : A (k) = (b, r, " et A(k) =] ] A, (k)

vel

Alors

lim(A(k))% = A , donc on peut choisir k de telle sorte que A(k) <1

Fixons un tel k, et soit A = A(k) alors en posant M = HMV],V;V) ona:

vel

H‘H;“Nm < A'"M avec A<l

velV v

Compte tenu du lemme (I11-3-3) et de la formule du produit H'(a)# Oentraine

MA" >1donc pour n assez grand, H"(a) =0 ce qui prouve le théoréme

Preuve du lemme (1V-3-4)
Nous utilisons 1’inégalit¢ de HADAMARD

Soit H =[a; Jun déterminant d’ordre m + 1 et soit 4, = (ay,,...,a,;) € C """

On munit C™ "' de la norme x| qui au vecteur X = (x,)

Associé x| = max|x,|si C = Cy

Bt o =[ 2| +...+x2] 12 c=Cy

Alors [H| < |4yl 4,]- 4. *)

Cette inégalité étant triviale lorsque des A; est nul pour HA ; H =1,j=0,...,m

Dans ce cas :

- SiC= G les aj sont dans I’anneau de valuation de C p donc H aussi
et |H | <1
- SiC=6€ et H#0 etsi U,,...,U,, est une suite orthogonale construite a partir

de A par le procédé de Schmidt
HU,,..,.U,)=1>H(A4,,...,4,)=H
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Avec les hypotheses de lemme

Noterons : a, (f)la suite des coefficients de fet g = Qf

Ou O(x)=q, +...+q,x°

Noterons aussi A* (1) =(a,(f),...a,, (f)) e K*"

H,(a(f) =H, =det(4, (f), Ay (/) A)o ()

De plus pour k>s etm>s A*(g)=q, A (f)+q, A% (f)+..+ A5 _(f)

On a donc, pour k>s

H,y = det(A; (f ooy Ay () Ay ()5 A1t (2))

Or f(resp. g) définit une fonction analytique bornée dans le disque |x| < b (resp |x| <r)

de C et C algébrique clos, donc d’apres les inégalités de Cauchy, il existe deux

a,(f)| < Lb™" (resp

constantes L et L’ telle que, pour n>0,

an(g)| <L'r™) on en
déduit, pour tous n et k
| Lb™ max(1,b™")si St C=6

Lb ' (1+b7 +...+4b7)" Si C=¢€

A< {

11 existe deux constantes L; et L, telles que, pour tout n>0 (k fixé)
[4r s mbet 4y @] < 1
En appliquant I’inégalité (*) de Hadamard, on en déduit, pour £k > s et n >0

‘Hlll{‘ < Mb—nsrfn(kfs)

Avec M = LS L/Hp0D2p ks DE=D2 - e qui prouve le lemme

IVV-4-Diamétre transfini : [10]

Soient E un espace métrique, B une partie de E, pour » > 0, on pose

D, (B) = sup{Hd(x[,xj )‘x =(xX,..x,) € B”}

i#]

d (B)=(D,(B)) """
Alors

limd, (B) existe

On note d(B) cette limite et ¢’est le diamétre transfini de B
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- SiBestborné, D, (B)=+w alors d(B)est fini mais on s’intéresse a des parties

bornées de E

- SiBestborné, soit D, (B) son diametre
D(B):sup{d(x, y)|(x, y)eBz}
Alors D,(B)=D(B)* etpour n>0,0na d,(B)<D(B)"
On a donc d(B) < D(B) et si on remplace la distance % par une distance /'on a
d'(x,y)=rd(x,y) r>0
La quantité d, (B) correspond a d' et rd,(B)

Supposer que D(B) <1 posons g, (x,,...x,) = Hd(xi,xj) =g, (x)

i+
Alors g, () yceene. 3 X)) =t
Oou h =g, (x'), x' = ,X
Donc (D, (B))" <D, (B)"™", d,.,(B)<(d,(B)™"" <d,(B)(H(B))""

Si D(B) <1, la suite d,(B) est décroissante et minorée donc convergente

IV-4-1- Lemme : [10]
Soit B une partie bornée du corps valué K, on note P, ’ensemble des polyndmes
unitaires de degré n a coefficients dans K, et :
S,(B) = Inf {sup(P(x)|P € P, |, 5,(B) = (S, (B)""
Alors s,(B) > d(B), n — ©
- Sifest une fonction définie sur B et a valeurs dans K ou |R, nous noterons :
I, =suplf o

Choisissons y = (1;,e.ecn... ,y,)€B”

,xe B} donc S,(B) = Inf{|P|,|P < P,

Et soit P,(x) =(x—p)-cerenee (x—=y,)alors g, (X, 1, Vsseeemee. yn):Py(x)zgn(yl,....,yn)
Pour & >0, on peut associer P, € P, et satisfaisant cette inégalite

Dou S,(B)<(D,.,(B)/D,(B))""

Or quand n — o (D,,,(B)/ D, (B))""tend vers d(B)’

On a donc lims, (B) < d(B)
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D’autre partona: g,(x,..x,) = |V(x1,...xn) “ou V(x,,...x,) et le déterminant de

cr _ -1 . .
Van der Monde associée a x,,...,x,, V—[by.J , bij =x/7 ,1<i<n,1<j<n
Soit PeP alors V(x,,.x,)est encore égale au déterminant obtenu en

remplagant, dans la derniére colonne de V par x/”' . En développant cette derniére

expression de V par rapport aux ¢léments de la derniére colonne, alors

V(x,.x,)= Z V,P(x;) V; est le déterminant de Van der Monde de (x,,...,X;,...,X,,;)

Choisissons x = (x,...,x, ) de telle sorte que : g, (x) =D, (B)(1-¢&)ona:
(1-&)D,(B) < n’ ||P||Z D, (B)quel que soit P € P, alors
Sn—l (B))2 2 Dn (B)/nan—l (B)

Et lims, (B) =2 d(B) d’ou la proposition

I\VV-4-2- Corollaire : [8]
Soient B une partie bornée de K, d(B) son diametre transfini, £ >0 et » > 1, il

existe un entier n et un polynome P € P, tels que :
BcfxeK \P()|<(d(B)+&)'r}
En effet, pour n assez grand, s, (B) < (d(B)+¢)", pour un tel n , il existe P e P, tel

que :

IP|, <rS,(B)

Exemple :

Supposons K non archimédien et algébriquement clos, B = B(P,M)défini par un

polyndme wunitaire P de degré ¢=>1 est une constante M a un diamétre
transfini d(B)<M )i .

En effet,

PkHB =M"* =S, (B)donc d(B)=M"". D’autre part, si Q est un polynome

unitaire de degré kg, soit :

0=0,+Q,P+..+0,P" ou degQ, <q

1VV-4-3- Corollaire :
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SoitQ € K[x], Q=0Q,+Q, +...+Q,P", I'unique représentation de Q ou les Q;

soient des polynomes de degré < ¢ alors :

l9|. = Max(]|Qi||cMi) a I’aide de ce corollaire on a :
0 1o, o], > 10, 1" =" done 5,(5) =" et e
IV-4-4- Lemme:

Soient C un corps complet pour une valeur absolue et algébriquement clos (par

exemple C= €ouC= &)et
k
f(x)=za—k, a, € Csoit P e([x], qg=degP>1, d>0 et

k=1 X

B'(P,d")=B'={xeC,

Tim{H

P(x)| >d1 }, si f'es prolongeable en une fonction de H,(B")

%zgd

Corollaire A :

Soit f e H,(B'), il existe une constante M(f) telle que, pour tout polynéme Q :
(o) < Mol oi:
la( Q)M Q

Et si L la longueur de C,on a d’apres I'inégalité de Cauchy

c

fl.=m)| ©

c c

la,( 0 S%” 0

avece

H(B'") : L’espace des ¢léments analytiques sur B'
H,(B'") : le sous espace de ceux qui tendent vers zéro a I’infini

Notons C;la courbe orientée dans le plan associée a C;
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a, =

If(z)dz avec zeT

L.’

L
2ir
Preuve du lemme (1V-4-4)

Soit T = {x eC /|P(x)| =d‘ }, on sait (par le corollaire 4 si C non archimédien et
corollaire B si C = C qu’il existe une constante M(f) telle que, pour tout polynéme Q :
ja,(fO)| < M ()2,

Soient A,..., P, des polynOmes unitaires, P, € P, ,
Par définition H} = [al.j]ou a;=a, ., i=1..,k

j =1,....k par une combinaison linéaire des colonnes de D} on voit que, si

P (x)= s +Pﬂx»"’2 +..+P et Pf= zbkf / x*

k>—j

On a aussi Hlk = [bﬁ] , i=1..,k, j=1..k. En faisant une combinaison
analogue sur les lignes de Hlk on voit que Hlk = [al(Pl.ij)], i=L..,k, j=1...k
Posons P, = ||R||T il existe une constante M (/) telle que [al (PP f )J <SM(f)PP,

Posons S, = Max(F,,.......,P,) s1 C est non archimédien

si C=C en appliquant I’inégalit¢ de Hadamard, on obtient :
[H! (N €M) P RS
Choisissons P,,......., P, de telle sorte que P, < (d +&)" pour k assez grand

Supposons d’abord d < 1et notons L une constante alors, en choisissant ¢ assez

petit pour que d +&<1,ona S, <kL, P,,.....,P, < L(d +&)"* "> d’ou :
2/ K loglH (f)| < %+log(a’ +e)/k+L
Lorsque & — +o, on en déduit
2
lim| D} WZ <d+e
Si d<1, le lemme est démontré or, soit AeKet soit f,(x)=f(Ax), f,est

prolongeable en un élément de H| (%B’j , ou %B'et I’image de B'dans I’homothétie

de centre O et de rapport % il est clair que :
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Hi(f)= y Hf(f)et d(%B'j :ﬁd on en déduit que si le lemme est vrai pour

d <1, il est vrai pour tout d > 0

IVV-5-Fonctions méromorphes
Si a fonction f(x) définie par la série Za,x" dans la région D a coefficients dans C peut
étre représentée comme :

f(x) = fi(x) + f2(x)

Ou fi(x) a seulement des poles dans le plan fini, et fo(x) est réguliere dans D, alors

f(x) est méromorphe dans D.

On obtiendra une condition nécessaire et suffisante due a HADAMARD, pour que la

série soit méromorphe dans le disque de convergence.

On note H, m le déterminant de Hankel

a a a

n n+l o0 n+m

a

n+l

a

n+m

Les a; sont les coefficient de la série Za,x" Si R est le rayon de la convergence alors :

1
Rm+1

limz

n—0

H,,| < ()

la preuve de cette proposition dépend des deux lemmes suivant, dont on procede a

établir :

1V-5-1-Lemme:

On donne k suite de nombres positifs :

M

n 2

(2)

(k)
a,,a,”,..,a,

alors :

lim [a Mg () g (O ]S lima" lima'”...lima®
n— oo n—>0 n—>0 n—>0
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comme

par définition il existe un nombre ng tel que pour n>ng on a :

a” < p(l+¢),

1 2 k k1=
ala?...a® <pp,.p(l+e),i=12,.. k

pour 77>0 arbitraire, on choisi € trés petitet (1+&)" <1+7

ala?...a® < hlma(” lima hma“‘)kl+77)

n—>0

et donc :
lim [a Mg 2 q (P ]< lima® lima?...lima®
n—-> o n—»0 n—»0 n—>0

La conséquence de ce lemme est : pour un entier positif arbitraire m :

im 1
nl_l;l;'} aal aaZ | T RW!+1
oua =n+i , ijestunnombre fixe dépends de j tel que 0<i, <2m

L’inégalité est vérifiée pour chaque valeur de j

en effet, pour un i donné

limz/|a = hm”ﬂ’ lla,
n—o0 n—0
Comme :
n

1 2 n+ij
: n+i; _— 11 n
limla,,, |"" =lim<la,,,
n— J n— o J
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=lim n

Nn—>0)

an+i

J

N P 1
D’ou: limzlla, ., |=4/la,| =—
J
n—»w R

Pour un m donné :

n <
}11152 Ay Gy -, | < R

1V-5-2-Lemme :

Soient p série de Taylor, avec les coefficients {Aﬁ”},{Aﬁ”},...,{Aim}

respectivement.

Si

hm\/‘A,ﬁ” + AP+ + AP <~
n—»0 p

ou p est le nombre le plus petit des p,

la série X 4."x" converge pour |x| < p,
d’ou |f < p

et la série

Z[Ai” + AP +..+ 4P ]x" , admet un rayon de convergence R qui est plus grand que p

lim\/‘A,ﬁl) + AP + .+ A,ﬁ’”‘ =

11
n—om R p
On écrit Hp, sous la forme

54



H,,=A"+47 +. .+ 4"

Ou chaque terme est de la formea, a, ...a

A1l
Alors, comme conséquence du lemme, on a pour tout m:

1

limsfl40) < —— ,k=1,2,..., (m+1)!
n—»0 Rm+

Et

Ty, <

IVV-5-3-Théoréme : [11]
Si la série admet p poles et pas d'autres singularités sur le cercle de convergence

alors:

1

limz R

n—>0

H,,,p‘ <

Par hypothése, il existe un polyndme Py(x) = 1 + Ajx+...+Ax" tel que la série:
Ebpx"=(1 + Ajx + ... + ApxP) Zax"

b = AP TA a1 T ARAK )

Admet un rayon de convergence R; qui exceéde R. Le terme constant de Pp(x) est égal a

1, car par hypothese la série donné est régulicre al'origine, et avec la relation (2), le

an an+p—1 bn+p

déterminant H, , est réduit a

n+p n+2p

On note A, ; le minorant de b,.; alors :

2p .
Hn,P = ilgl"(_l) pbn+iA11,i
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Notons A, ;le déterminant d'ordre p, on obtient:

on a par le choix de Py(x)

— 1 1
limz/lb | =—<—
n—s0 ”| R1 R
D'ou, finalement :

11 1

H,|<——<—
R*R R

limz np

n—>0

1V-5-4-Théoréme :

S’il existe un métier m on a

i/ 11?2 4 H”””"|=RL

et

1 1

H 1 < +1
R"R  R"

n,m

i/ limz -

n—>0

Alors, pour m donné

1

lim= ‘H -—
R

n—>0

n,m_

On veut monter pour & >0, il existe n tel que

1-¢
Rm

|, |>(

j pournyn,

Considérons le déterminant

n-1 n n+m-1
H n n+l A n+m
n-l,m

n+m-1 °ee °ee n+2m-1
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Parmi les minorants Hy+\ m -1, Hn-i m -« Ham-1, de ce déterminant on obtient la relation

H H

n—lm-1

2 _
n+l,m—1 - Hn,m—l - Hn—l,mHiHl,m—Z (3)

Ici m est fixe. On utilise en premier 1’identité (3) pour montrer que :

Pour n assez grand on peut obtenir une inégalité de la forme.

2n

l-¢

Hn—l,mHnJrl,mfZ ‘< ka (4)
€
2

Ou, en prenant ¢ assez petit, le k est une constante positive inférieure a 1. Pour cette
!

hypothése, on introduit temporairement® >€ >7>’"  chacune d’elle peut étre construite
arbitrairement petite.

Avec n grand, € assez petit qu’on veut.

i

En fait, donné € , on a pour ii), en prenant n assez large.
n—1
1+¢&'
‘[_In—l,m‘< T
R"R

Et comme

Hno+l,m—1 21
— I g(1—k )™ pour n assez grand , on a

ny,m-1

et myr 1/241/2n , 720
‘Hn—l,mHnJrl,m—zk (1 e ) (1 +é& ) <|: R 1 =+ 77 j|

R!n—lRZmn—n—l Rll/2—1/2n Rm

ol T+7)(1+ &) ™ (14 g7)
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n 2n
RI/2+1/2n 147 2 R 1+7"
TG By T
1 1

Ou  1+7"R>"R'>(1+7)

Ny 1_£ 2n l_f 2n
R 1+7" _| R 2 1+7n" _ (1+77) R 2l-¢
R( Rm R! Rm l_f R! RWI l_f
2 2
. 1+77ﬂ
Oul+n=
l1-¢

e
En écrivant alors k = (1+7) ri a= 2

L’inégalité¢ désirée est prouvée pour (3) et (4) pour tout n suffisamment grand, on a donc

Rm

I’inégalité
2n

1-¢

H {| ka

2
Hn—1,3—1 - Hn,m—l

()

n+l,m—1
’ &

1 -
2

Donné ¢, peut importe qu’il soit petit, il existe une infinité de n pour qui ‘Hn’m_lba” ,

pour i) si ¢’est vraie pour tout n, n suffisamment grand, le théoréme est prouvée.
Si non, il existera un g, et il peut étre donné aussi petit qu’on souhaite, pour qu’il

existera un H, excédent o™ en valeur absolue, précédé pour un H . . qui en

1

valeur absolue est au plus aussi grand que o™ et ceci pour ng arbitrairement grand .
Mais par (5).

cn prenant n=np ona

2n,
|Hno+l,m—1HnO—1,m—1 _ | Hno—l |/ k 1_ & <k2no
2 - Hz \
noy,m-1 gy ,m—=1 1——
2
d’ouona
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H, il )
ny+l,m=1"" ny—1,m-1 2n,
! M-k
ny,m-1

o

ny—1
Comme ‘Hno,mfl ‘)a , |H <a

ny—1,m-1 ‘ -

, cette inégalité donne ce qui suit

|, (1=K (6)

ny+,m—-1

et pour la méme raison, aussi la suite

ny+1,m—-1

ha(l—k)" (7)

ny,m-1

En particulier, pour ny suffisamment grand, k étant inférieur a 1, on peut écrire (6) de la

forme suivante :

l-¢ )
A H i (6)
1-<
2

On souhaite obtenir les inégalités de la forme (6), (7) (6”), vérifié pour no+i, ou 1 est

arbitraire a condition que ny soit suffisamment grand.

Ces inégalités sont

‘ Hn0+i,m—1 >a[1 _ 2 Il _kz(noﬂ)]“[l _k2(n0+i—1):| (8)
ny+i=l,m—1
‘Hnﬂ-#i,m—l ‘>ano+i [1 _ 2 ]’ [1 _ kz(n0+1)]"—1m[l B k2(n0+i—1)] (9)
ng+i Hn0+1,m—1 ‘ >0( 1-¢ (10)
2
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Et on le montrera par (récurrence), c’est vérifié¢ pour i = 1, si ¢’est vérifié pour 1, on le
montre pour i+1.

Si on applique (10), dans la forme :

|
‘Hnﬂﬂ',m—l ‘> a
£
1-<
2
a avec(5), on a
2()10+i)
kot l-¢
€
|Hno+i+l,m—1Hno+i,m—l i 1< 2 — kZ(nOH')
Hjoﬂ',m—l 2("0”)
l1-¢
€
2
Conséquence

|Hn0+i+l,m—1Hno+i,m—l |>1 _ kZ(noﬂ‘)
2
no+i,m—1

et

|Hnﬂ+[+1,m71 |\| Hnoﬂ‘,m—l | 1 k2(n0+1')
/ H -
ny+i,m—-1 ny+i—1,m—-1

Mais ceci appliqué a (8) implique immédiatement 1’inégalité correspondante pour i+1,

appelé

Hn0+i+l,m—l

yall -k | J1—k200] (11)

ny+i,m—-1

et si on multiplie cette inégalité par (9), on obtient la seconde inégalité pour (i+1)
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I Yoo 1=k |1 - 20| (12)

ny+i+1,m—1

L’inégalité (10) pour (i+1) est une conséquence immeédiate de (11) et (12).

D’apres (12)

é"wﬂ/ A () e ) e I SO e

>[1_k2n0 Il—kz("°+l)]...[l _k2(n0+i)]
Y- [kz”O + j 2ot +....+k2(”°”)]

k2no
1-k?

Finalement, si alors on prend ny assez grand tel que

k2 < £
1-k* 2-¢

L’inégalité (10) sera établit comme conséquence de (8) et (9), quel que soit la valeur de 1.
L’inégalité (10) est celle voulait voir.

En fait, en remplagant a par sa valeur

-
o= 2 pm sona

‘H 1 ‘)F];—mg}n , I>Ng

qui est ce qu’on voulait prouver.

I1 est naturel de dire que si a est ’'unique limite de la séquence {0nr
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lime, =«

n—>x0

La séquence converge réguliérement vers a. Cette terminologie est due a Hadamard.

IVV-5-5-Théoreme :

Sous les hypotheses du théoréme (IV-5-4) les séries ont dans le cercle de convergence,

exactement m poles et pas d’autres singularités.

En premier, supposons que les séries, ayant seulement des poles dans le cercle de

convergence, ont m-r poles, r étant un entier positif. Alors d’apres le corollaire du

théoreme (IV-3)

. 1
L A e~ e

alors limy ‘H nam-t ‘ <%

n—>x0

qui contredit I’hypothése 1)

On tente apres de déterminer un polyndme de degrés m

pm(x)=1+iAix" A # 0

i=1

tel que les séries représentant les fonctions
#(x)= P, (x)f(x) =2 b,x"

Ou, pour un nombre fini de termes

Converge dans le cercle de rayon plus grand que R.
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D’apres le théoréme (IV-4), on a

limz
n—o0

1
Hn,m—l‘<Rm
alors Hy 1 n’est pas un zéros pour n> ny, par conséquence il existe des ensemble des

nombres A, ™, A,"™,..., An™ qui satisfont un systéme d’équation de la forme.

An+m + An+m-1 A(n) + Adn+m-2 AZ(n) ton

Ansm+l + Anem AT+ + oag; Apr™ =0

n n —
Ap+2m-1 + An+2m-2 Al( ) ...t antm-1 Am+( ) = 0 _/
Si on consideére

5}!("):14’(1"“)—14}(!") ,h=1,2,...m n=ng ,Nos+1 , ...,

le systéeme d’équation devient

\

an+m 61(n) + an+m_1 62(n) +..... + an+1 6m(n) = O

Anime 1™+t nin 8™ =0

an+2m-2 01 @ 4.

Ant2m-1 Sl(n) T + apim 6m(n) = - Ly+m /

-Liytm T @piom + an+2m—1A1(n) + .. T g Am(n) =0

14

15

(16)
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Eliminant A™,..., A,"” pour (14) et (15) , on obtient

L _ Hn,m
e Hn,m—l
D’aprés (15)
5(;1) _ Hr(tﬁ,m—Z _ Hn,mHIEQ,m—Z
ho n+m
n+l,m-1 Hn,m—lHn+l,m—1
Ou H ,Eﬂ’m_z d’ordre m-1, composé des coefficients de la série donnée par la suite
1+&Y
h
K

Pour n assez grand et comme on a

- 1

},g{.}n ‘Hn,m—lkR_m

et

P 1 1
limz/|H, | < R G—
n—>0 ” RmR Rm+

il doit existé un entier n', indépendant de h, tel que pour n > n', on aura :

1
pourn =n

1+¢) R RT
{(:) HH“*’”ﬂ

Si on suppose ¢ petit, la quantité entre parenthese est inférieur a 1. Alors les séries

(n)
R

> 6" convergent.

n=n,
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Soit A, = lim4." ,h=1,2,....m

n—»0

Cette limite existe puisque
ny+k—1

Z5h(j) — A£"o+k) _A}(l'lo)

J=ny

On peut montrer que les séries anx” pour ¢ (x) converge dans le cercle de rayon

< ._OO [(l + n)%}

J=ny

plus grand que R. On a

o0

Zé‘}gj)

J=ny+k

(ng+k)
|4, - 4"

et

b, =a,, (A4-A+a, (A—A")+..+a,(4,—A")

n+m

et comme

b, —a, =a, A+.+aA
et

Ay = —Cl,,+,,1_1A1(n) —..—a, A';”)

La derniere inégalité montre que

— 7 _R 1 1
}111_1;2”*'"1 b’1+m| SE(1+77)E<E
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Exemple :
4- Nombres de Catalan généralisés : [12]

Résumé :

ieme

Rappelons que le n°™ nombre de Catalan C, est donné par la formule :

(2nj
C, = —y ce nombre a trés nombreuses interprétation combinatoire par exemple

n+
depuis Euler on sait qu’il n’est autre que le nombre de décomposition en triangles d’un
polygone convexe de (n+2) cotés par les diagonales formés de n nombres 1 et de n
nombres — 1 a somme partielles toutes positives ou nulles

- Une nouvelle propriété sera démontrer par une technique algébrico-analytique

remontant & Sylvester quelque soit n, le déterminant de Hankel de dimension n formé

sur les nombres de Catalan vaut 1 cet article en donne maintenant une preuve directe et

¢élémentaire 1l calcule aussi 1’inverse de cette matrice.

Théoréme :

Soit H,, 1a matrice de Hankel construite sur la suite de Catalan
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1 2 5 14 C,
1 2 5 14 4 C,.,
2 5 14 42 132 C,.,
5 14 42 132 429 C

" 14 42 132 429 1430

C, . . .G,

Vn, det(H,)=1

Démonstration :

A- le coefficient de x" /"' dans (1—x)°(1+ x)***/ vaut

2i+2j 2i+2j 2i+2j
-2 + =-2C,,;
i+j+1 i+j-1) li+j-1 /

B- D’autre part, le coefficient de x* dans (1—x)(1+ x)* vaut

2i) (20 ) (2i)2i-2a+1
a a-1) \a ) 2i—a+1

C- Ainsi, en considérant le terme x'*/*' dans I’identité triviale

(1-x)>(1+x)*" = |[1- )1+ 2> Ja- 00+ x|

Puisque en exploitant 1I’antisymétrique des coefficients de ces polynomes on a :

minti.j) (0 2i-2(i+k+)+1(2j \2j-2(j—-k)+1
i+k+1) 2i—(i+k+D)+1\j—k)2j—(j—k)+1

Cz‘+j =

k=0

Ou (Zj =0 lorsque b<0 ou b>0

min(i, ;) 2 2
c - z .l 2k +1 "] 2k +1
s Utk +)ivk+1\j—k)j+k+1

min(i, )

Clest-a-dire C,,; = ZTi’kTM
k=0
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(12: k](zk +1))

i+k+1

Moyennant 7, =

Appelons T, la matrice triangulaire inférieure formée par ces coefficients Tiy

1 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 O 0
2 3 1 0 0 0 0 0 0 O 0
5 9 5 1 0 0 0 0 0 0
14 28 20 7 1 0 0 0 0 O
42 90 75 35 9 1 0 0 0 0
132 297 275 154 54 11 1 0 0 0
L= 429 1001 2001 637 273 77 13 1 0 0
1430 3432 3640 2548 1260 440 104 15 1 0
4862 11934 13 9996 5508 2244 663 135 17 1
Tn,O Tn,l Tn,2 ]—;1,3 Tn,4 Tn,S Tn,6 Tn,7 Tn,S Tn,9 o Tn,n
Notre dernier résultat peut s’écrire maintenant Ly, =4,

U, désignant la transposée de T, .

Puisque tous les éléments diagonaux de T, valent 1, on obtient
det(H,)=det(T,), det(U,)=1.1=1

comme annonce.

2-Inverse de d, :

Posons

D’une part,
DT, sin(2k +1)ar = 2*" sina cos™ &

k=0
D’autre part, par récurrence,
. u i n+k ]
sin(27+ o = > (1) ”‘( kJ 2% sinacos™ a
k=0 -

. T L e . T
On voit donc que “» , matrice triangulaire inférieure inverse de celle des ~"* est

(_ 1)n+k {” + kj
formée des n—k
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Il en résulte

ainsi que I’identité
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