N° d’ordre : /2007 — M / MT.

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

Université des Sciences et de la Technologie
Houari Boumediene

& %x
T T T

Faculté de Mathématiques

Theése présentée pour ’obtention du diplome de Magister

En : MATHEMATIQUES
Spécialité : Algebre et Théorie des Nombres

Par M : AZIZI Hanane

- G)
4 LES COURBES ELLIPTIQUES SEMI STABLES
SUR
LE CORPS Q DES RATIONNELS
<
Soutenue publiquement le : .15/ 07/ 2007, devant le jury composé de :
Professeur a I’'U.S.T.H.B Président

Mr Meziane AIDER
Mr Mohamed-Salah. HACHAICHI Maitre de conférence I’'U.S.T.H.B  Examinateur

Mr Mohand-Ouamar. HERNANE Maitre de conférence ’'U.S.T.H.B  Examinateur

Mr Mohamed- ZITOUNI

Professeur a I’'U.S.T.H.B Directeur de these




SOMMAIRE
INTRODUCTION

CHAPITRE 1 VARIETES ALGEBRIQUES ABELIENNES

1. Espaces algébriques affines.........ccccccuvveieeiiiiiiniiieeiee e 1
2. Topologie de ZariSKi ........ccccvieieiiieeiiiiieecieeeeeee e 2
3. Variétés algébriques affines.........ccceevevveieeiciiieciiee e 3
4. Variétés algébriques projeCtives........cucueeeercuieeeeririeeeerieeervreeeerveenns 4
5. Variétés algébriques abeliennes............ceevvveieeiceeeeeciieeeecieee e 5
6. Diviseurs d’une variété algébrique et diviseurs d’une courbe.......... 6
7. EXCMPIES. . .eiiett i e 8
CHAPITRE II ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES
1. Courbes algébriques planes: degré, singularité, genre...................... 9
2. Cubiques de Welerstrass .......vveuiveeiieeeiiiieeiieeeeieeeenvireeeens 13
3. Invariants des cubiques de Weierstrass ...........cccevevveeinnnnnnn.. 14
4. Résultant de 2 polyndmes. Discriminant d’un polynoéme ............. 15
5. Classification des cubiques de Weierstrass avec A(E) et ¢,(E).......18
0. EXeMPICS. ..ot 24

CHAPITRE Il GROUPE DE MORDELL-WEIL D’UNE COURBE ELLIPTIQUE
1- Construction du groupe abélien E(K)............cccovvviiiiiiiiinnnn. 28
2- Coordonnées des points —P, P;+P, , 2P, mP......................29

3- Points d’ordre fini d’une courbe elliptique - Groupe de torsion......36
4- Théoreme de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique...................... 38
5- Rang d’une courbe elliptique.........c.ceevuveeeciiienieeiiieeieeeeeeeee e, 42
0- EXCMPICS.....eviiiieiiiieeee et 43
CHAPITRE 1V ISOMORPHISME - AUTOMORPHISME - ISOGENIE TWISTS
1- Isomorphismes de courbes elliptiques.............ooeeviiiiiiiiininnnne. 44
2- Automorphismes d’une courbe elliptique ..............coeeeeieiniennnnen. 50
3- Isogénies et endomorphismes de courbes elliptiques
algorithme de VElU ......coovvviiiiiiiie e 53
4- Twists de courbes elliptiques............ovvierieeeiiieeieeeee e 58

SR 2553 101 0] (<1 TR o1 |
CHAPITREYV  REDUCTION DES COURBES ELLIPTIQUES

1- Valuations d’Un COTPS.....ccccuvrieiiiieeeeiiieeesiieeeeeiveeeereeeeeireeeeeneereee e 61
2- Réduction d’une courbe elliptique........cceeeeviiieeciiieeniiiieeeiiee e, 66
3- Courbes semi —stables, exemples numeriques...........ocovveeeevveeeennnnen. 68

REFERENCGES.. ...ttt sttt sassaesssssaesnes 70



INTRODUCTION

Ma these porte sur les courbes elliptiques semi stables.
Les courbes elliptiques sont liées aux domaines des variétés Algébriques, au domaine

de la théorie des nombres et aux domaines des courbes Algébriques planes.

Dans le Chapitre 1, j’ai décrit quelques propriétés des variétés affines, des variétés
projectives et des variétés abéliennes.

Une courbe elliptique a une structure de variété abélienne de dimension un ; ces

variétés munies de la topologie de Zariski deviennent des espaces topologiques.

Dans le Chapitre II, j’ai étudie les courbes algébriques planes : degré singularite,
genre. Les courbes algébriques sont liées aux courbes elliptiques sont les cubiques de
Weierstrass. J’ai utilis¢é des changements lin€aires de variables pour introduire
plusieurs invariants de ces cubiques ( ¢, , A(E), j(E),WE)...) . I’ai utilisé la théorie du
résultant de 2 polyndome f , g < IR[x] pour obtenir une relation entre les
discriminants Dis ( f) d’un polynome et A(E) d’une cubique de Weierstrass .

Cela m’a permis de classifier ces cubiques de Weierstrass en 4 classes .

Dans le Chapitre III et IV j’ai déterminé une loi de groupe abélien sur I’ensemble
E(K) des points K- rationnels de E .Avec la regle géométrique de 3 points colinéaire
d’une courbe elliptique .

J’ai obtenu les formules des coordonnées des points -P, P; + P, et 2P .

J’ai ensuite établi les propriétés de quelques homomorphismes de Courbes
Elliptiques : Isomorphismes, Automorphismes, Endomorphismes, Isogénies, Twists.
Dans le chapitre V, j’ai décrit la théorie des Valuations d’un corps de nombres, les
valuations p- adiques qui sont des valuations non archimédiennes fournissent des
réductions des Courbes Elliptiques, réductions stables, réductions semi stables
seulement .

J ai illustré chaque chapitre de plusieurs figures et de plusieurs exemples.
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CHAPITRE I : VARIETES ALGEBRIQUES ABELIENNES

Les Variétés Abéliennes sont du domaine de la Géométrie Algébrique. Parmi
les ouvrages de Géométrie Algébrique, nous avons choisi ceux de R.Hartshorne[3]
et de I.LR.Shafarevich [2].
Nous décrivons les espaces affines, les espaces projectifs, les variétés affines, les
variétés projectives, les variétés abéliennes, et les diviseurs d’une variété et d’une
courbe algébrique plane.

1- Espaces algébriques affines
Un tel espace est formé d’¢léments d’un corps commutatif K algébriquement clos
ou non.

Définition 1:
Un n-espace affine est l’ensemble des n-uples a = (a,..., a,) d'éléments a; d'un
corps K :
A" (K) = { a= (ay,.., a,) ,a,eK } (1)
L’éléement a =( ay,..., a,) est un point de l'espace IA" ( K ) a n coordonnées
ai,..., a, dans le corps K .

A chaque espace affine /4"( K ), nous associons l'anneau K [ X,...Xn]
des polyndémes f a n indéterminées X,...X,,.
f o IA(K) — K devaleur f(a) = f(ay.. a,).

Dans tout espace affine il y a des ensembles particuliers.

Définition 2:
Un ensemble algébrique d'un n-espace affine 14" ( K ) est l’ensemble H des

zeros d'une famille de polynomes { f1 ..., fa} de l'anneau K [X;,.. X,] .
H={a=(ai..a,);fi(a)=f:(a)=..=fi(a)=0}=H(f1, ..fa) (2)

Exemple :
Soit I’ensemble :
H={(x, y) € C;x’-y" = 1}; le polynéme x’ - y’=1 admet une infinité de zéros

X=1t, y=x-1 ,te C

H est un sous ensemble algébrique dans 1’espace affine 14°(C) .
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Les opérations sur les ensembles algébriques sont précisées par la.

Proposition 1:
1) La réunion et l'intersection de deux ensembles algébriques d'un n- espace
affine 14" (K) sont des ensembles algébriques.
2) L'espace IA"(K) et l' ensemble vide sont des ensembles algébriques.

Preuve de 1) :
Soient deux ensembles H:=H (f; ) et H, =H (' g; ) dans le n-espace affine /4" (K)

Leur réunion H:u H, = H(f;, g;) est ’ensemble des zéros des polynomes

f; et g; ; cet ensemble est donc algébrique.

Leur intersection H: N H, = H (f;, g;) est l'ensemble des zéros communs des
polyndmes f; et g; .

Preuve de 2) :

Le polynome [ = [ + 0X; +...+ 0X, n’admet pas de zéros. Il en résulte que
I’ensemble vide est algébrique.

Le polynome f = 0X; +...+ 0X, admet tous les éléments a du n-espace affine /4"
comme z€ros, Il en résulte que le n-espace affine est algébrique.

0

Les sous ensembles algébriques du n- espace /4" (K) et leurs complémentaires jouent
le réle de fermés et d’ouverts d’une topologie .

2- Topologie de Zariski
Les ensembles algébriques permettent de déterminer une topologie spécifique.

Définition 3 :

La topologie de Zariski sur le n-espace affine IA"( K ) est définie avec les
ensembles algébriques comme sous ensembles fermés et leurs complémentaires
comme des ouverts.

Donc [’espace affine peut étre mun d’une structure d’espace topologique pour la
topologie de Zariski.
Cette topologie n’est pas de Hausdorff. [ Hartshorne]

La topologie de Zariski est associée a un espace topologique.

Définition 4 :

Dans un espace topologique X, un sous espace Y est irréductible s’il n’est pas
la réunion de deux sous ensembles fermés non vides disjoints.
1l en résulte qu’un sous ensemble non irréductible est la réunion de composantes
irréductibles.
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Exemples :

1) Le sous ensemble ¥ = H (x’+x+1) de ’espace affine 14’ (0),sur le corps O,est
irréductible. Dans ’espace affine 74’ (C),sur le corps C, ce sous ensemble ¥
est réductible .
Il admet 4 composantes irréductibles correspondant a la factorisation
du polynome x” +x +1.

2) L’espace affine I4" (K) est irréductible parce que ses sous-ensembles fermés
sont finis .

3- Variétés algébriques affines
Une partie d’un espace affine devient une variété a certaines conditions.

Définitions 5 :
1) une variété algébrique affine est un sous espace irréductible et fermépour la
topologie de Zariski d’un espace affine 14"( K ).
2) une variéte algebrique quasi affine est un sous ensemble ouvert d’'une variété

affine.

Exemples :
1) I’espace affine /4”( K ) est une variété algébrique affine .
2) I'ensemble X = { P = (x,y) ; »’ =x" — 5x + 12 } est une variété algébrique
affine de I’espace 14°(() .

Dans un anneau commutatif, il y a des idéaux.

Définition 6 :
L’idéal d’une variété algébrique affine Y est [’ensemble des polynomes
feK [x),....x,] qui s’annulent sur la variété algébrique Y.

La dimension d’une variété algébrique affine est déterminée par la

Définition 7 :

Soit des chaines croissantes de sous ensembles algebriques fermés d’un espace
topologique IA"(K ) :

H(Ty) cH(T))c...c H(Ty) (H)

ou les T; sont des familles de polynomes a n indéterminées et les H(T;) sont
des familles irréductibles d’ensembles algébriques .
Alors, la dimension d’une variété algébrique affine, ou quasi affine, X, est le
maximum des indices s dans les chaines (H) contenues dans X

Exemple :
1A"( K ) est une variété algebrique affine de dimension n pour n=1,2,3...
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A chaque variété affine X nous associons le corps des fractions K(X) de I’anneau
K/[X]. C’est le corps des fonctions rationnelles sur X.

Définition 8 :
Une fonction rationnelle ¢ € K(X) est réguliere en un point xeX si elle se met
sous la forme d’une fraction rationnelle :

o =fg ot f,ge K[X] avec g(x)#0.

4- Variétés algébriques projectives
Une variété projective [P"(K) est construite a partir d’une variété algébrique
affine 74"/ (K) et d’une relation d’équivalence .
Considérons la relation R définie par :
xRy si et seulement si > A # 0 tel que y = 1 x

X=(X;,X3,..., Xp+7 ) €t pour un élément non nul 2 du corps K.
Alors cette relation R satisfait les axiomes d’une relation d’équivalence.

Définition 9 :
L’ espace projectif IP"( K ) est le quotient de l’espace affine A" (K )
privé du point 0 par la relation R .
IP(K) = I4""K)-(0,..,0)) /R
L’espace projectif peut donc étre représenté par l’ensemble des droites passant par
[’origine.

Exemples :

1) I’espace projectif IP'(IR) est I’ensemble :
IP(IR) = {Ax, x= (x1x2) ;x;€IR, A# 0}={classe des couples (x;x}
Il existe un représentant canonique dans chaque classe.

2) I’espace projectif IP° (IR) = {classe des triplets (x,X2,x3) }.

3) I’équation de Weierstrass d’une cubique C dans le plan projectif IP° (IR) est
un polyndome homogene en x, y, z de degré 3:

Vz4axyz+ayr = xX tax z+anz +asz € IP°(IR)

Définition 10 :
Un sous ensemble X du n-espace projectif IP"(K) est algébrique, s’il existe un
ensemble T de polynémes homogenes de l’anneau K[X;, ..., X, ;] tel que :

Y=H(T)={(x0x;._x,) € IP(K); P (x9x;._x,) =0 pourtout Pe T} .

Tout n-espace algébrique projectif /P"( K) peut étre muni d'une structure
de variété algébrique projective.
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Définition 11 :
1) Une varieteé algebrique projective est un sous ensemble algebrique
irréductible d'un espace projectif IP"( K ) muni de la topologie de Zariski .
2) Une variété algébrique quasi projective est un sous ensemble ouvert d 'une
variété algébrique projective.
3) La dimension d'une variété algébrique projective ou quasi - projective est
égale a sa dimension en tant qu'espace topologique pour la topologie de
Zariski et telle que définie par la définition 7.

La notion d’idéal d’une variété algébrique affine se prolonge aux variétés projectives

Définition 12 :
l’idéal d’un sous ensemble Y de [’espace projectif IP" ( K ) est engendré
par ’ensemble des polynomes homogenes f € K [X;...,X,+;] qui s ’annulent en
tout point de Y
I(Y) = {feK[X;...X,:1] ; f(P) = 0pourtout P € Y c IP"(K) }

5- Variétés algébriques abéliennes
Nous considérons des variétés algébriques munies d'une structure de groupe
abélien.

Définition 13 : [ Hartshorne |
Une variété de groupe est une variété algébrique Y munie d’une loi de groupe
abélien :
w o YxY____ Y
(a,b) —>a+b
qui satisfait les 2 conditions :
1) I’ensemble des points de Y est un groupe additif pour l’application u.

! est un morphisme de variéte Y.

2) l'application inverse u™ : x — x
Exemples :
1) le groupe additif formé par la variété ¥ = I4’ (K ) et le morphisme
u (a, b) =a + bestune variété de groupe
2) une cubique plane X avec la loi de groupe abélien sur I’ensemble de ses
points est une variété de groupe .

Une variété de groupe devient une variété algébrique abélienne par la :
Définition 14 :

Une variété algébrique abélienne est une variété de groupe munie d'une loi de
groupe abélien ;elle est projective et irréductible.
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Dans une variété algébrique abélienne il y a la notion de groupe abélien. Il en résulte
que toute variété algébrique abélienne est commutative.

6- Diviseurs d’une variété algébrique et diviseurs d’une courbe

La notion de diviseur en Géométrie Algébrique permet de construire des diviseurs
de plusieurs types pour 1’étude des variétés algébriques, des courbes, des surfaces et
des schémas algébriques.

Définition 15 : [ Hartshorne |
Soit une variété algébrique irréductible X , et une famille de sous variétés C; de
X de codimension 1, alors un diviseur de X est une combinaison linéaire :
D=0(C)+L(Cy) +....+1,(C,) 4)

a ceefficients [; entiers rationnels.

Les opérations sur les variétés algébriques sont la réunion, I’intersection, le produit.
Cela implique qu’un diviseur D n’est ni une variété algébrique, ni une sous variéte .
Il y a des diviseurs particuliers :

Définition 16 :
1) lorsque tous les entiers [; sont nuls,dans la formule (4), le diviseur D = 0
est nul.
2) lorsque tous les entiers [; sont positifs, le diviseur D>0 est un diviseur positif.
3) lorsque [; = 1 et tous les autres coefficients sont nuls, le diviseur D = (C,) est
premier.

L’ensemble des diviseurs d’une variété algébrique a une structure de groupe avec la :

Définition 17 :
L’ensemble Div( X ) des diviseurs d’une variété algebrique X a une structure de
groupe additif abélien pour la loi :
D'+D" =(n')(C)+...+n".(C) )+ (n" (C) +....+n".(C,) )
=n; (C)) +.....+n,(C,) avec n',+n", =n,

La structure de groupe est précisée par la
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Proposition 2:
Dans [’ensemble des diviseurs

Papplication :
Div(X) x Div(X) Div(X)
(D;,D;) > D,+D,

est une loi de composition interne, cette loi est associative et commutative .

Elle admet comme élement neutre le diviseur D = 0.

Div( X ) d’une variété algébrique X

v

r

Chaque diviseur D = Y_n,(C;) admet un symétrique -D = Y, —n,(C,) .

i=1 i=1

Donc ’ensemble Div( X ) est un groupe additif abélien.

Preuve :
Soit I’ensemble Div (X) des diviseurs d’une variété algébrique X .

Considérons I’application :
f : Div(X) x Div(X) » Div(X)
de valeur f( D;,D,)=D;+D, .
La loi d’adition est une loi de composition interne pour 2 diviseurs :

D=n(C) et D =Yn(C)
i=1 i=]

La somme est le diviseur D +D = Z(n,. +n )(C,).

i=1
Vérifions que cette application f satisfait les 4 axiomes d’un groupe additif abélien :

1)Axiome de [’¢lément neutre :
Pour D=0, ZO( C,) =0, I’élément neutre de ’ensemble de diviseur est le
i=1
diviseur D = 0.
2)Axiome du symétrique :

r

D :ini(Ci) , =D :Z(— nXC,) qui est le symétrique.
i=1

i=1

3)Axiome de commutativité :

D+D =Y n(CO+Yn(CI= (n,+n)(C,) =Y (W +n,)(C,)= D+D.

4)Axiome d’associativite :
il est veérifie par le calcul des diviseurs
(D+D)+D" et D+ (D+D")

O

La notion de diviseur d’une variété algébrique se prolonge aux fonctions rationnelles
du corps K (X)
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Définition 18 :
1) Un diviseur D = (f) d’une fonction f e K(X) est un diviseur principal

(f) = il’“” 5)

ou les P; sont les zéros et les poles de f et les entiers [;sont des entiers

rationnels égaux aux multiplicités des zéros et des poles de la fonction f .
2)’ensemble des diviseurs principaux de X, forme un sous groupe P( X )

du groupe des diviseurs Div( X ).

I1 en résulte que le groupe quotient Div( X) / P( X ) est un groupe abélien.

Définition 19 :
le groupe des classes de diviseurs d’une variété algébrique X est le groupe
quotient :
Cl(X)= Div(X)/P(X) (6)
ou P( X ) désigne le sous groupe des diviseurs principaux de la variété algébrique .

Les courbes algébriques planes admettent des diviseurs.

Définition 20 :
1) Un diviseur d’une courbe C est une somme formelle :

D= an.(P) (7)

PeC
ol les entiers rationnels np sont presque tous nuls .
2) Le groupe des diviseurs Div( C ) d’une courbe algébrique C est le groupe
abélien libre, engendré par les points de C .

Tout diviseur d’une courbe algébrique C poss€de un invariant qui est « le degré ».

Définition 21:
Le degré d’un diviseur D d’une courbe C est[’entier :

degD = > 'n,

PeC
Exemple :
Soit une courbe algébrique plane C d’équation affine :
f(x)=(x+a;)(x+a)’ (x +a3)” (x + ay)’ (8)
L’¢équation (8) implique les pdles ;—a; multiple d’ordre 5 , et —a; multiple d’ordre 3
et les zéros —a, multiple d’ordre 2 et —a, multiple d’ordre 4 .
Le diviseur de C est égal a :
(f)==5(P1)+2(P;) =3 (P;)+4(P;)
ou P;,P,, P;, P,sontles points de la courbe C d’abscisses — a;, —a,, —a;, —ay
et les coefficients =5, 2, —3, 4 sont les ordres de multiplicité des zéros et des
poles de la courbe C .
La définition 23 implique la valeur du degré de C
degC=-5+2-3+4=-2 .0
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CHAPITRE II : ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES

Les courbes elliptiques ont une structure de courbe algébrique plane sur un corps K
commutatif que nous allons décrire

1- Courbes algébriques planes : degré, singularité, genre ;[1], [S], [7] , [17]
Définition 1 :

Une courbe algébrique plane est [’ensemble des points P = (x,y) qui
satisfont un polynome f(x,y)= 0 dans [’anneau K [ x,y] .

Un polynome f(x,y) = Zdl;,-xi ¥’ ; aun degré égal au maximum » des sommes i+/.
i,j20

C’est une somme de polyndomes homogenes f; de degré n, n—1, ...,0.

Joy) =fot for A S o

Exemple : Figure 1
Pourn=1;
fx,y)=d;x + dyy +d; est1’équation d’une droite
Pourn=2;
fxy)=(x—a )2 + (v —b)2 — 7 est I’équation d’un cercle
f(xy)= y2 - ax - b est I’équation d’une parabole

2 2

N x,y)zx—z +;—2— I1=0 est1’équation d’une ellipse pour a # b # 0 de centre (0,0)
a
2
f(xy)= z —%—1 =0 est’équation d’une hyperbole pour a # b # 0.

Dans la géométrie dans I’espace euclidien IR’ ,les intersections d’un cone
par un plan sont des cercles, des ellipses ,des hyperboles ,des paraboles ,Les plans
passant par le sommet du cone le coupent en 2 droites passant par le sommet ou
le coupent au sommet seulement .
Pourn=3;
f(x,y) =(d1x3 + ngZy + afgxy2 + 6174)/3)-1-(41’5x2 + dgxy + d7y2)+d8x+d9y+ do
est I’équation d’une cubique plane.
Pourn=4;
un polyndme de degré 4 est I’équation d’une quartique.
Pourn=35;
un polyndme de degré 5 est I’équation d’une quintique.

Ces courbes sont irréductibles lorsque leur équation f'(x ,y) est irréductible.
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Figure 1
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Une courbe algébrique C de degré n admet des points ordinaires et des points
singuliers éventuels.

Définition 2 :
1) Soit une courbe algébrique plane C d’équation :f(x,y) =0.
Alors un point S = (x,,y,) de la courbe C est singulier si le systeme :
AS) =11(S) = £1(8) =0

2) Soit une courbe algébrique plane C d’équation :f(x,y) =0 de degré n.
Un point S = (x,,y,) de C est singulier multiple d’ordre d si f(S) =0 ;
toutes les déerivées partielles de f d’ordre 1 a d sont nulles en S et une
derivée partielle d’ordre d+1 n’est pas nulle en S.

Exemple :
Soit une courbe C d’équation f(x,y) =x"—y".
Les dérivées partielles sont égales a :

fl=4, fo=12x, [P =24x | [V =24
v 3 " 2 3 _ _ 4 _ _
foay fr=m120t £ =y | p =24

Les autres dérivées partielles sont nulles : fxy = fxnzy =..=0,

f8) = [o(8) == 10 S) = D) =0 et =24

Donc § est un point singulier multiple d’ordre 3 de la courbe C.

Le nombre s de points singuliers d’une courbe algébrique C de degré n permet
de définir I’invariant genre de C.

Définition 3 :
Le genre d’une courbe algébrique C de degré n, qui posséde s points singuliers

est [’entier positif ou nul :
—1)fn -2
b0

g(0) =

ou s = nombre de points singuliers indépendant de [’ordre de multiplicite

Exemple 1:

Les droites les cercles, les coniques,les cubiques singulieres ont un genre égal a zéro.
Les cubiques planes sont des courbes algébriques de degré n = 3 ; soit une cubique C
qui poss€de un point singulier, ce point est d’ordre 2 ou 3. Alors s = 1 .son genre

g(c):(3—1)2(3—2)_1:0

Pour une courbe elliptique E, s=0 et g(E) = 1.

11
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Les quartiques planes sont des courbes algébriques de degré n =4
Soit une quartique C , qui possede un point singulier, d’ordre 2,3 ou 4 .
Alors s=1et

Soit une quartique C qui admet 2 points singuliers d’ordre 2, alors s = 2 et

o(C) (4_1)2(4_2)_2:1

Pour une quartique E sans point singulier,s = 0et g(E) =3.
Les quintiques planes sont des courbes algébriques de degré n =35,
soit une quintique C qui admet 1 point singulier d’ordre 2,3,4 ou 5, alors s =1

son genre est ¢gal a
(5-1)(5-2)_, .

g(C) =1

Une quintique ayant 2 points singuliers a un genre
(5-1)(5-2)
g(0) =" -2 =4

Les sextiques non singulieéres ont un genre g=(6-1)(6-2)/2=10
Donc les sextiques ayant un point singulier ont un genre g=9.

Exemple 2 :
1) Soit la courbe algébrique £; d’équation :
E i fixy) =y =x" +x;
Les dérivées partielles sont égales a :
floy)=3+1 et fy'(x, y)=2y; lesysttme f=f!=f = 0 n’a pas de solution.
Donc E; n’admet pas de point singulier, il en résulte g(E;) = 1
2) Soit la courbe algébrique £, d’équation :
Ey:flxy) =y —x .
Les dérivées partielles sont égales a :
filey)= =3 et fi(x,y)=2y; lesysttme f = f, = f, = 0 admet donc s =1
une solution (0,0), il en résulte un point singulier S= (0,0).
Le genre de E, est égal a g(E,) =0.
3) Soit la courbe algébrique E; d’équation :
Es: fixy) = x"=3x"+2x +4)y" —6xy .
Ces dérivées partielles sont égales a :
fiey)=4x—6xy’ +6xX -6y ; fllxy)=-6xy+8y-6x
Le systéme d’équations f{x,y) = f, = f, = 0 admet au moins la solution
x= 0,y =0 .Cela implique 1 point singulier au moins , il en résulte s > 1 et le
genre :
(4-1)(4-2)

gB)<— ——-1=2

12
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Dans la suite nous nous intéresserons a des cubiques particulieres.

2- Cubiques de Weierstrass :
Les cubiques de Weierstrass sont des courbes algébriques planes particulieres.

Définition 4 :
1) Une cubique de Weierstrass est une courbe algébrique plane C, irréductible
d’équation spécifique de Weierstrass :
C:y2 +axy +azy =x3+a2x2+a4x+a6eK[x,y] (1)
Dans [’équation (1), les 5 coefficients a;, a,, ..., as sont des éléments d 'un
corps commutatif K, les deux variables x et y sont des éléments d’une cloture
algébrique K, du corps K, ce corps K est global, local ou fini.

2) Une cubique de Weierstrass non singuliere est une courbe elliptique .

Pour I’é¢tude des cubiques de Weierstrass, nous utilisons des changements de
variables.

2-1 Changements de variables - Invariants :
L’¢limination des mondmes en xy et en y dans 1I’équation (1) s’obtient avec le
changement linéaire de variables :

x=Xety= (Y—aX—a3)/2 pourcarac(K) # 2 (2)
Avec le calcul nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E;: Y =4X+ b.X+ 2b,X +bs € K [X,Y] (3)

Les coefficients by; sont des polynomes « homogénes de degré 21 » dans 1’anneau
Zl[ay,..., as] .

b, = a +4a,; b,= aa,+2a, et bs;= & +4a, (4)
L’¢limination, dans 1’équation (3), du coefficient 4 et du mondme en x? s’obtient
avec le changement lin€aire de variables :

X =(x—-3by)/36 et Y =y/108, pour carac (K) #2,3. (5)
Nous obtenons avec le calcul, I’équation de Weierstrass :
Ey: v’ =x—27c;x-54cs € K [x,y] (6)
Les coefficients ¢, sont des polyndmes « homogenes de degré 2i » dans I’anneau

ZI [ by,bybs] .
cy= by —24b, et ¢, = b} +36b,b, —216b, ; (7)

13
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Il existe d’autres formes d’équations de Weierstrass :

La cubique de Weierstrass :

E;:y =xX+A4Ax+B <K [xy] (8-1)
Elle est utilisée en cryptographie et codage lorsque K est un corps fini
a g=p" éléments.

La courbe elliptique de Tate :

E;: V4+xy=x+ax+as € Clxy] (8-2)
Les coefficients a4 et as sont des séries infinies complexes :

a = —52n3q” /(l—q”) et 3= -5 (7n5 +5n3)7” /(l—q”)

n=1 n>1

oug=expRinz) etz=x+iy,y,0.

La courbe elliptique de Deuring :
Es: V' +Axy+y=x e K[xy] et A +3 (8-3)

La courbe elliptique de Legendre :
Es ;v =x(x-1)(x-t) e K [x,y] avect# 0,1 (8-4)

Chaque cubique de Weierstrass est caractérisée par plusieurs invariants :

le discriminant A (E), P’invariant modulaire j(E), 1’invariant différentielw (E),
le rang r(E),

le conducteur N(E) , I’invariant de Hasse Hasse(E) , le régulateur R(E) , la série L de
Dirichlet L(E,s) ,etc ,...

3- Invariants des cubiques de Weierstrass : [1], [4], [6]
Avec les coefficients b,;, nous obtenons le discriminant.

Définition S :
Le discriminant d’une cubique de Weierstrass E est le polynome
« homogene de degre 12 » de l’anneau ZI [ by, by bsbs] égal a :

A (E) = 9bbbs - 8bj _27b62 _b22b8 € ZI [ by,bybsbs] )]
ou 4b, =b,b, —b; et carac (K) # 2,3

Lorsque E : y° = x’ + Ax + B, le discriminant est égal a :
A(E)=-16(44°+27B)

La cubique de Weierstrass :
E: y2 = x’-27¢,x - 54 ¢, le discriminant est égal a:

A(E) = 20x3° (cj —cﬁ) .

Avec le coefficient ¢4 et le discriminant, nous obtenons 1’invariant modulaire.
14
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Définitions 6 :
1) l'invariant modulaire d’une cubique de Weierstrass E est [’élément
du corps K égal a :
J(E) = ¢}/ NE) ; pour carac (K) # 2,3
2) linvariant différentiel d 'une cubique de Weierstrass d’équation :
fey) =V +axy tay - X —ar,x’ —asx—ag e K [x],
estégal a :
W(E)=dx /2y + aix + a;)=-dy / (3" + 2ax + a,— ayy ),pour carac (K) # 2,3.
Les dénominateurs sont les derivées partielles d’ordre 1 dans la forme

différentielle :
dfzf);dx-l-fy'dy s fl= 3+ 2ax + a,— ay fy' =2y +tax+a;s .

Calcul d’invariants de 3 cubiques :
(1) Cubique de Weierstrass: E; -y’ =x +Ax+B < IR [x,)]
by=0; b;=24; bs=4B; by=-A"; cE;) = - 484;
1728x44°

A(E]) = - ]6(4143 +27BZ) et ](E]):m

(2) Cubique de Tate : E, : y* + xy =x" + ax + a5 < K[x,y]
bg = ],' b4 = 2614 N b6 = 4616 N bg = dg- Cli 5 C4(E2): 1- 48614,'
1-48a,)’
S(E = 72 ay g 64 d~42a,+@}~a; J(Ey) = o
AE,)
(3) Cubique E;:y'= x'-27c,x-54¢s < IR [x,)y]
by=0;b,=-2x27c; ; bsg=-4x54cs ; bs=-27"xc ; cuE;) = 48x27c, .

. 1728¢;
Amyz@ngﬁ&jﬁﬁ;]@y=(ﬁ_?
4 6

4- Résultant de 2 polynomes. Discriminant d’un polynéme
L’¢équation de Weierstrass d’une courbe elliptique E se met sous la forme
' = f{x).Pour ’étude du polyndéme f{x), il est utile d’utiliser le résultant de 2
polyndmes
La théorie des polyndomes d’un anneau K /¢/ donne une relation entre un polyndme
f(t) € K[t] et sa dérivée par le moyen du résultant Res( f, g ) de deux polyndomes

f)etg®:

f(t)=apt" +a "+ a, "+ ... +a, t+a,,de degré n>1
g(t) = bot™ +b t™ + by t"*+ ...+ by t+by, ,dedegré m>1
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Définitions 7 : ( d’apres « Algebra » de S.Lang)
Le résultant des 2 polynomes f et g est le déterminant d’ordre n +m :

2 i) =
0 & . &1 L m lignes
0 Y ) ey

Res(f.g)* By by .. oo by S

} n lignes

bo .0 . . bw

Avec m lignes (ay,..., a,) et nlignes (b,,..., by)
Les termes manquants sont remplacés par des zéros.
La diagonale principale est formée de m termes a, et n termes by, .

Les résultats suivants sont énoncés sans démonstration, ils se trouvent dans
les ouvrages «Algebra »de Lang [10] et «Introduction a 1’algebre »de Kostrikin [8] .

Proposition 1 :

Soit un scalaire non nul 1 K, et deux polynomes f(x)de degré n
et g(x)de degré m, d’un anneau K[X] . Alors leur résultant satisfait les propriétés :
1) Res(f,g)=(-1)""Res(g,f)

2)Res(2f,8)=A"Res(f,g)et Res(f, 2 g)= A" Res(f,g)
O

La comparaison des zéros de 2 polyndmes peut étre effectuée par leur résultant.

Proposition 2 :
Soit 2 polynomes :
f(t)=ay(t-a,)...(t- a,),dedegré n>1
g(t)=by(t- B,)...(t-B,), de degré m>1. Alors leur résultant
est égal au produit :

Res(f.g) =arb; []la-5,) (10)

I<isn;I<j<m
0
Le résultant des polyndmes f'et g s’exprime donc en fonction des zéros de
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ces polyndmes par la formule (10) qui implique la :

Proposition 3 :
Le résultant Res ( f,g ) est nul si et seulement si ces 2 polynomes ont
une racine commune a, = f3; pour certains indices ietj .

Preuve :
Montrons que le résultant Res (f, g ) = 0 implique «, = 3, .
la formule (10):Res (f,g) = a,b; H(ai -pB j) = 0 implique o, est une racine du

1<i<n;I<j<m
polynbme g (x ) et a,=p, .
donc les deux polynomes f et g ont une racine commune .

0
Le résultant Res ( f, f') d’un polyndme f et de sa dérivée [ est lié a son

discriminant
Dis (f)parla:

Proposition 4:

Soit un polynéme f(x) =a,(x-a,)..(x—a,)de degré n,
et sa dérivée f'(x) et son discriminant Dis( f).
Alors :

1) Res(f,f )= ag_IHf,(ai)

n(n—l )

2) Res(f,f)=a,-1) * Dis(f)
3) Res(f,f)= a[]la,—a,)

i<j
O
Exemples :

D’apres Kostrikin
1) Dis (X"+a) = (_ ])%(”_I)Hrtan—] .

X"—1 1) n=2) e
2) Dis = (= 1ty
X -1

D’aprés « Algebra », LANG
1) Discriminant du polynéme cubique :
f(x)=ax’+bx’+cx+d
Dis(f)=18abcd+ b’ —4ac —4bd-27a’d’
2) Discriminant du polynéme cubique :
f{x)=x +4Ax+B
Il est égal a:
Dis (f)=—(44’+27B°)

3) Soit £ une cubique de Weierstrass d’équation :
17
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E: Yy =4xX +b, X’ +2b,x +bs=f(x)
Le discriminant du polyndme f(x ) est égal a :
Dis(f) = 16(9b; by bs— 8b, —27b; — byb, ) =16 A (E)
4) Soit le polyndéme :
fx) =7 —4x’ + 13x— 1
Sa dérivée est égale a: f'(x) =21 x’ - 8x + 13
Le résultant Res (f, /), est égal au déterminant d’ordre 3+2 = 5:

7 4 13 1 0
0 7 -4 13 -1
Res(f, /)= |21 8 13 o o |=376873
0 21 -8 13 0
0o 0 21 8 13

Proposition 4 :

1) Soit une cubique de Weierstrass de discriminant A (E) :
E:y=4xX +b,x’+2b,x+bs=f(x)
Alors le discriminant Dis (f ) du polynome f(x ) et A(E) de E satisfont :
Dis (f)=16 A(E).
2) Soit une cubique de Weierstrass :
E:y=x+Ax+B = f(x)
Alors le discriminant A(E) de E et Dis( f) de f(x) satisfont la relation :
AE)=16 Dis(f) .
Preuve :
1) Pour une cubique de Weierstrass :
E: vV =4x +b, X"+ 2b,x +bs=f(x) € K[x] .
Les discriminants sont égaux a :
A (E)= 9bsbbs — 8b) — 272 — biby; et
Dis(f)=16(9b, b, bs — 8b; —27b; — b;b,)
Cela implique la relation :
Dis (f) =16 A(E) .
2) Soit une cubique de Weierstrass :
E:y =x+A4x+B=fx)
Le discriminant A (E) = -16(44° +27B°).
La formule 13 de I’exemple 2) implique :
A(E) =16 Dis (f).0

5- Classification des cubiques de Weierstrass avec A(E) etc,:

Les cubiques sont classifi€es, par leurs discriminantsa (E) et leurs invariants
c4 (E). Les cubiques non singulieres, qui sont des courbes elliptiques sont classifiées
par le signe de a (E).

18
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5-1 Cubiques singuliéres :
Considérons une cubique £ de Weierstrass :
E:f(x,y)=y +axy tayy —x —arx’ —a;x —as e K [x)] (1)
Le polyndme (1) admet des dérivées partielles f; et f, .
Lorsque le systéme f, = f, = 0 n’admet pas de solution, la courbe est non singuliére,

d’apres la théorie des points singuliers d’une courbe plane .
Lorsque ce systéme admet une solution S = (x ,)) ,ce point S est un point singulier
de E ;les points singuliers sont de 2 types :

Si E admet deux tangentes distinctes en S ,ce point est un nceud.
Si E admet deux tangentes confondues en S; S est un point de rebroussement

/
<& —

Un point de “,
rebroussement

L J

Un noeud

Les cubiques singulieres sont classifiées par le :

Théoreme 1 :
Soit une cubique de Weierstrass E de discriminantx (E), et d’invariant c, (E),
et son point a l’infini Og =(0,0)=(0,1, 0).
1) Le point O = (0, 1, 0) est un point non singulier sur E.
2) E est singuliére si et seulement si A (E) =0.
3) E posséde un nceud si et seulement si A (E) =0 et c,(E) # 0.
4) E posséde un point de rebroussement si et seulement si A (E) =0 et c,(E) = 0.

Preuve de « O est sur E »

Dans le plan projectif IP?, ’équation de la cubique E est de la forme
E:fXYZ)=YZ+aXYZ+a;YZ — X —aX°Z—-aXZ —asZ =0 )
Les coordonnées du point O satisfont 1’équation de £ :

fOg)=f(0,1,00=0 3)
Il en résulte que ce point & I’infini Of est sur la courbe E

Preuve de « Og est non singulier » :

%)
La dérivée 8_]; =Y’ +a XY +2aYZ-a, X’ —2a,XZ -3a, 7’ prend, au point Og
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o
- —(0,1,0) =
La valeur . 82( ) 1+0

Cela implique que le point O n’est pas singulier sur £
0
Preuve de « la cubique E est singuliére » implique « A (E) =0 » :
Soit I’équation de la forme :
E:y=f(x) 4)
L hypothése « E est singuliere » implique que le polyndme f(x) admet
une racine multiple d’ordre 2 ou 3.
Par la théorie du résultant de deux polyndmes

Res (f,f')=0 (5)
La relation entre Res ( f, '), discriminant Dis (f) de f et (5) impliquent la valeur :

Dis (f) =0 (6)
La relation entre les discriminants de f et de la cubique £ implique :

A(E) =0 (7)

Preuve de « A (E) = 0» implique «la cubique E est singulierey :
Soit une cubique E de discriminant A(E) = 0
La relation entre les discriminants de £ et de /' implique :

Dis(f)=0 (8)
Par la théorie des points singuliers, cette relation implique que le polyndme f(x)
admet une racine multiple d’ordre 2 ou 3 .
I1 en résulte que la cubique E est singulicre.

O
Preuve de «A(E) =0 et cy(E) # 0 » implique «la cubique E admet un nceud » :
Soit une cubique de Weierstrass £ d’équation y” =f'(x) 9)

L’ hypothese A (E) = 0 implique que la cubique E est singuliére donc 1’équation
3’ = f{x) admet une racine double ou triple .
Cette racine détermine un point singulier de la cubique £
Les pentes des tangentes en ce point sont égales a la dérivée y' de y:
Y =6 +bx+by)/y=g(x)/y (10)
L hypothése c, # 0 et la formule (7)impliquent le discriminant du polynome g(x) :
Dis (g(x)) = by’— 24 by =c4(E) #0
Cela implique que le polynome g(x) admet 2 racines simples
Donc E admet deux tangentes distinctes
Il en résulte que la cubique £ admet un nceud.
Preuve de « la cubique E admet un neeud » implique « A(E) =0 et cy(E) £ 0 »:
D’apres le théoréme 1, la cubique E est singuliere lorsque son discriminant est nul :
AE) =0
Prenons la cubique de Weierstrass E d’équation :
E: v =f(x)=4x + b, X’ + 2b,x + by
L’hypothése E admet un nceud implique que la cubique E admet 2 tangentes
distinctes en ce nceud .
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Les pentes de ces tangentes sont égales a la dérivée ' :

Y = (6 +byx+ b))y =g®)/y
L hypothese « 2 tangentes distinctes » implique que le polynome g(x) admet 2
racines distinctes.
Il en résulte que son discriminant Dis (' g(x)) n’est pas nul
Avec le calcul j’obtiens la valeur :

Dis (g(x)) =b,’— 24 b; = c,(E) (11)

Il en résulte la condition ¢, # 0
0
Preuve de « E admet un point de rebroussement » implique « A (E) =c,(E) = 0»
L hypothése « la cubique E admet un point de rebroussement » implique
«la cubique E est singuli¢re » cela implique que son discriminant A(E) = 0
Prenons la cubique plane E d’équation de Weierstrass (9) précédente :

E:y'=f(x)
Soit S le point de rebroussement de la cubique £
Par définition d’un point de rebroussement d’une courbe algébrique, la cubique
E admet 2 tangentes confondues en ce point S.
La pente de la tangente est déterminée par la formule (10)
L hpothése de 2 tangentes confondues au point S implique une racine double du
polyndme g(x), cela implique la valeur du discriminant :

Dis (g(x)) =0 (12)
les formules (11) et (12) impliquent la valeur ¢, (E) = 0.
0

Le nombre de points d’intersection d’une courbe elliptique par I’axe réel Ox
est déterminé par le signe de son discriminant .

Théoreme 2 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y'=f(x) < IR[x]
et de discriminant A(E).Alors :
1) E coupe l’axe Ox en 3 points, simples, si et seulement si A(E)>0.
2) E coupe I’axe Ox en 1 seul point, simple, si et seulement si A (E)<0.

Preuve de « E coupe ’axe Ox en 3 points simples » implique « A(E)>0 » :
Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E:y'=f(x) (1)
Alors son discriminant n’est pas nul :
A(E) # 0. (2)

Soient les 3 points (e;,0) avec 1=1,2,3 d’intersection de ’axe Ox par la courbe E.
L’équation de Weierstrass de E se met sous la forme :

E:y'=(x—e)(x—e)(x—e3) =f(x) 3)

21



Chapitre 11 Arithmétique des courbes elliptiques

Par définition du discriminant d’un polyndme, celui de f(x) est égal a :

Dis (f) = [1(.-e] (4)
L’ hypothése « 3 racines ¢; réelles », implique que les carrés sont positifs
(e ¢)f>0 6
Il en résulte :
Dis(f)>0
Le discriminant d’une courbe elliptique de Weierstrass
E:y'=f(x)
est li¢ au discriminant Dis ( /) par la relation :
A(E)=16Dis (f) ou Dis(f)=16 A(E) (6)
Les relations (5) et (6) impliquent A(E) > 0

0

Preuve de « E coupe I’axe Ox en 1 seul point »implique « A(E)<0 » :

Soit une courbe elliptique E qui coupe 1’axe Ox en un seul point (e,0), simple . (7)
Donc E a une équation de la forme :

y =(x-e)(x’+ rx+s) =f(x)e IR[x] avec 1’ —4s <0 (8)

La condition (8) implique 2 racines complexes conjuguées du polynéme x°+7 x+s
xi = —tlifas—* ) aveci=12 et 4s-F >0 9)

Il en résulte que le discriminant du polyndme f(x) est égal a :

Dis (f)=[e—z+ivas—1* P le—z—i~Jas—r* P[iras—r* ]

Avec le calcul j’obtiens la valeur :
Dis(f)=—=(@s—r)[(e-5)+%7]<0 (10)

I1 en résulte le signe :

Dis(f) <0 (11)
La relation entre les discriminants de E et de f{x) et (11) impliquent le signe:

A(E)< 0 (12)

O

Ces théorémes (1) et (2) permettent une classification des cubiques Weierstrass.
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Corollaire :
Les cubiques de Weierstrass E sont classifiées en 4 classes selon leur
discriminant A(E) et leur invariant c,(E).

1) Classe (W1) des cubiques de Weierstrass singulieres qui ont un neeud :
A(E) =0 et cyE)+0.
2) Classe (W 2) des cubiques de Weierstrass singulieres qui ont un point
de rebroussement :
AE) =0 et cyE)=0.
3) Classe (W 3) des courbes elliptiques qui coupent [’axe Ox en un seul point :
AE)<O.
4) Classe (W 4) des courbes elliptiques qui coupent [’axe Ox en 3 points simples
AE)>0.
0

[lustrons ce corollaire par un exemple de chaque classe
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Exemple 1 : cubique E; qui admet un nceud.
Soit la cubique E; d’équation de Weierstrass
E; :y =x-3+4 eIR[x)]
Avec le calcul nous obtenons les invariants :
b2 =-12 5 b4 = O, b6 = 16, bg:—48 ) A(E]) = 0.
A(E;) = 0 implique que la cubique est singulicre.
L’invariant c4(E;) = 144 # 0 implique que ce point singulier est un noeud.
Les coordonnées de ce noeud sont les solutions du systéme d’équations algébriques :
f(x, )=y —x +3x*-4=0
fl(x,y)=-3x>+6x=0
Ji(x,y)=2y=0

Nous obtenons la solution (2,0)
Donc le nceud de E; est le point (2,0)

Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe E;

x |-1 |0 1 2 | 3
y |0 |4 2 0 | 4
y |0 2 |+2| 0 | £2

J’obtiens la courbe tracée avec le logiciel « MAPLE ».

|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII’
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Chapitre 11 Arithmétique des courbes elliptiques

Exemple 2 : cubique E; qui coupe 1’axe Ox en 3 points :
Soit la cubique £, d’équation de Weierstrass :

E,:y'=x+3"- 9% -5=fx) eIR[x)]
Avec le calcul nous obtenons les invariants :

by =12;bs=—18; bs=-20; bg=— 141 ;c4(E;) =576 et A(E>) =2’ %1701
A(E»)>0 implique que cette cubique est une courbe elliptique qui coupe Ox en 3
points simples.
Pour construire cette courbe elliptique £, déterminons ses trois points d’intersection
avec I’axe Ox .
Les solutions rationnelles de 1’équation diophantienne :

V= flx) =x + 3x’— 9x - 5. (13)
se calculent avec le :
Théoreme 3 :
Soit une équation diophantienne :
f(x) =x"+dx"+...+d, =0

Alors toute solution de cette équation est un diviseur du coefficient
constant d,, .0
Dans I’équation (13) le terme constant est d; =5 ;donc toute solution de (13)
est un diviseur de 5.
Les diviseurs de 5 sont : d =+£1, £5; les valeurs f{d) # 0 impliquent pas de solution
enticre
Avec le logiciel j’obtiens les 3 racines approchées :
xX;=—4.69;x,=2,18;x; =—0.48
Donc la courbe £, coupe I’axe Ox en 3 points :
P,=(-4.69,0); P,=(2,18,0) et P;=(-0,48,0).
Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe £ :

X -4.69127 | -0.48887 |0 |1 2 2.18014 |3
y |0 0 5 0-10 [-13 |0 22
No +

v 0 0 n Non |[Non |0 5
J’obtiens la courbe tracée avec le logiciel « MAPLE »

A

e

=

=

T T 1T T T T T T T T T :l T T T T T T Ip
4 -2 EU 2
L2
.
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Chapitre 11 Arithmétique des courbes elliptiques

Exemple 3 : cubique £; qui coupe 1’axe Ox en 1 seul point :
Soit la cubique £; d’équation de Weierstrass :
E;:y =x=2x"+ 16 IR [x,y]
Nous obtenons par le calcul les valeurs des invariants de Ej;:
by=—8;bs=0; bg=64;bg=—128; cui(E;) =64 et A(E;)=-2""x5",

Le discriminant A(E3) <0 implique que la cubique £; est une courbe elliptique qui
coupe I’axe Ox en 1 seul point ,R.
Si ce point R a une abscisse xg ,alors 1’équation diophantienne :
X2+ 16=10

admet une solution xg qui divise le terme constant 16.
Par le calcul nous obtenons la valeur xz = -2.
I’équation de E; se met sous la forme ;

V=(x+2) (x>-4x+8) .

Tableau de coordonnées de quelques points de E; :

X 3 -2 |- 0 1 2 3 5

y |29 |0 |13 16 15 |16 |25 |91

y |Non| 0 |+13| x4 |[+15 |£4 [£5 [+91

Courbe elliptique Ej:

IIIIDI:IIIIIF

H

T T T 1T 1T 1T 1T 11 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|||"
' -1 1 2 3 4

I

'
[u]
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Chapitre 11 Arithmétique des courbes elliptiques

Exemple 4 : cubique £, qui admet un point de rebroussement :
Soit la cubique E,d’équation de Weierstrass :

E;y =x—6x"+ 12x -8 IR [x,]

Nous obtenons par le calcul les valeurs des invariants de Ej;:

by =-24;b;=24; bg=-32;bg=48; c4(E;) =0 et A(E,)=0.
Les valeurs A(E,) = c4(E,) =0 impliquent que la cubique E,posseéde un point de
rebroussement.
Les coordonnées de ce point sont les solutions du systéme :

f(x, )=y " —x +6x° —12x+8=0
£l y)=-3x"+12x-12=0
fi(x,y)=2y=0
Nous obtenons le systéme :
X —6x*+12x-8=0
{xz —4x+4=0=(x-2)
Ce systeme admet la solutionx =2,y =0
Donc le point de rebroussement est le point (2,0)

Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe E,

x |0 1 2 |3 |4 5 6
y -8 [-1 [0 |1]8 27 64
y | Non | Non | 0 +1| +242 | £33 | £8
La cubique plane £,
b
2
1]
5Ill;:ll I_I3II_I2II1III_I:II T T 1 T Iz—‘-u_kh_l\_\\\-l3ll.&||!::llllllllllll "
14
_QE
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Chapitre 111 Groupe de Mordell-Weill d’une courbe elliptique

CHAPITRE III : GROUPE DE MORDELL-WEILL D’UNE COURBE
ELLIPTIQUE

D’apres Lang(Elliptic Curves Diophantine Analysis), Poincaré a conjecturé que
I’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une Courbe Elliptique £ est un groupe
abélien de type fini. Plus tard en 1922 Mordell a prouvé cette conjecture.

Weil a étendu ce résultat aux variétés abéliennes(Sur un théoréeme de Mordell-Weil,
Bull-Sci.Math-54(1930) p181-191).

Considérons I’ensemble E£(K) des points K rationnels d’une courbe elliptique E

et le point a I’infini Og = (=,%) dans le plan affine I4°(K) ; Oz = (0,1,0) dans le plan
projectif IP°(K).

1- Construction du groupe abélien E(K) :
Soit une courbe elliptique E, sur un corps K, d’équation de Weierstrass :
E.‘y2 +axy tazyy = Y raxtaxtage K [xy]

Construisons un groupe abélien additif avec la :

Proposition 1 :
Soit une courbe elliptique E , et son point a l’infini Og= (00, 00)
Alors ’ensemble E(K) des points K rationnels de E, muni de ’application f :

f: E(K) x E(K) ——— E(K)

de valeur : f(P,Q) = P+Q et f(Og)=O0Of.
ou P+Q =M est le symétrique ,par rapport a I’axe Ox du point d’intersection
de la droite PQ et de la courbe E, est une loi de groupe abélien d’élément neutre
le point O =(00,00) avec la régle géométrique de 3 points colinéaires P ,Q ,R de
E:

P+Q+R=0¢
O
Preuve :
Soit I’ensemble £ (K) des points K-rationnels de la courbe E.
Le point O unique par ses coordonnées projectives, est déterminé par la direction
de I’axe Oy.
Considérons ’application :

f: E(K) x E(K) — E(K)
de valeur f(P,Q) =P + Q.

Le point P+Q est déterminé par la régle géométrique :
« Trois points colinéaires P, O, R d’une courbe elliptique E ont une somme nulle » :

P+0O+R=0;g
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Vérifions que cette application f'satisfait les 4 axiomes d’un groupe abélien :
1) Axiome de [’éléement neutre :
L’¢lément neutre du groupe est le point a I’infini Of : ce point est déterminé
par la direction de I’axe Oy.
La regle des 3 points colinéaires implique :
P+Or+Op=0g+P=P (1)
pour tout point PeE.

2) Axiome du symétrique :
Soit une sécante parallele a I’axe Oy qui coupe la courbe E en 3 points
P, Q, et OE
Il en résulte la relation :
P+0+ O = O (2)
Nous en déduisons le symétrique :
=—0 ; pour tout point Pe E 3)

3) Axiome de commutativité :
I1 est vérifié par la coincidence des sécantes PQ et QP qui implique I’égalité.
P+O+R=0=0+P+R;

4) Axiome d’associativité :
I1 est vérifié par le calcul des coordonnées des points
(P+O)+R et PH(Q+R);
O

Définition 1 :
Le groupe E(K) des points K-rationnels d 'une courbe elliptique E
est le groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique E.

Déterminons les coordonnées du symétrique —P d’un point P et de la somme P;+P,
de 2 points P; et P, .

2- Coordonnées des points —P, P;+P,, 2P, m P :
Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y2 +axy +azy =x3+a2x2+a4x+a6eK[x,y] (1)

2-1 Calcul des coordonnées du symétrique —P d’un point P : (figure.1)
Soit un point P = (x,, y,) du groupe E(K) et son symétrique
-P=(xy) ; P+(P)=0
Le point —P est le 2°™ point d’intersection de la courbe E par la paralléle a Oy
passant par P.
L’équation de cette parallele est x = x, .
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L’ordonnée de —P est racine de ’équation (1); ¢’est une équation en y du 2 degré
2 3 2
y + y (a1x+a3) = 'xp - a2xp - a4xp - a6 . (2)

Elle admet 2 racines y, et y; leur somme est une fonction symétrique élémentaire
des 2 racines égale a :

Wty =—(ax,ta;) celaimplique y =— (y,+tax,+a;)
Nous en déduisons les coordonnées du symétrique -P du point P=(x,, y,) :
—P= (x, , —=yp —ax,— as) 3)
tY
P -
——
X
/ l\
-P
Figure.1

2-2 Calcul des coordonnées du point somme P;+P,= M = (xp;,yy) :
P;= (x; yy), pour P; # + P, (figure.2) :

La régle géométrique P;+P,+P; = O implique :
P1+P2:—P3+OE :—P3:M

Le point P; est I’intersection de E par la droite P;P;:
L’équation de la sécante PP, est:

y=A(x —x;)+y; aveclapente A =0;— y))/(x;—x2) (4)

Cette sécante P;P, coupe la courbe en trois points simples P;, P, et P; (figure.2)
Les abscisses de ces 3 points sont les zéros de 1’équation cubique en x :

[A(x=x )t +(axtas) [A(x—x)+y]=x +a,x’ +a;x + ag

La fonction symétrique « somme des racines » vaut :
)C1+X2+X3 = 12 + d1/1 —a (5)
La formule (5) implique les coordonnées du point P; :
P;=(x; = M’ +a,A-ar-x;-x5, y3=y;+A(x3-x1)) ;
La relation géométrique P;+P,+P; =0 implique que le point M = P,+P,
est le symétrique du point P;
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Avec le calcul j’obtiens les coordonnées du point M :

1= Yi— >
X=X

— 3?2 .
X, =4 +a,A—-a,—x,—x, ; avec et x; #Xx,

Vy =4 =2a,X +Aa,+2x,+x,—a, )+a,a,—a,—y,+a,(x,+x,)
&Y .

F —
3_.___,—*

/ N
N

"~

Pl/""'_'___ Fa

O Figure.2

Nous avons démontré la :

Proposition 2 :
Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E:yz taxy tazy = X’ +a2x2+a4x+a6 e K [x,y]

1) le symétrique —P d’un point P = (x,, y,) de E a pour coordonnées
-P=(x,p) avec x=x, ;y =— (y, tax,*+as)

2) la somme P;+P,= M de 2 points P;= (x;y;) de E, P;# + P, a pour
coordonnées :

Yi= )2

X=X,

x,, = +al-a,-x,—x, ; avec A= et X, %X,
Yy == =20 +(a,+2x,+x,—a. )+a,a,—a,—y,+a,(x,+x,)

O

2-3 Calcul des coordonnées du point 2P :
Les coordonnées du point 2P sont déterminées par la :
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Proposition 3 :
Pour tout point P = (xp, yp) du groupe de Mordell-Weil E (K) d’une Courbe
Elliptique E le point P+P=2P a pour coordonnées :

2
3x,"+2a,x,+a,-a,y,

X,,=A +a,l—a,—2x,; pourl =
2P = 2P ! ? i 2y, ta;x,+a;

y2P =_ﬂ3 _Zalﬂz +A(a2 +3xP —a12)+a1a2 —tl3 +2a1xp_yp
O

Preuve : (figure 3)

Soit un point P = (xp,yp) ;
La tangente a la Courbe Elliptique £ au point P a pour €quation :
y =2 (x-xp) typr,

ou A est la pente de la tangente a la Courbe Elliptique £ au point P = (xp,yp) :

2
V=2 _3xp+2a,x, +a,—a,y,

2y, +a,x, +a,
Cette tangente coupe la courbe £ en un point double P = (xp, yp) et un point simple

M = (xpym)
La reégle de trois points colinéaires implique la relation :
2P+M =0z et 2P=-M; (6)

Les abscisses de ces trois points sont les racines de 1’équation cubique en x :

e + 2 (x- xp)° + apx [ 2 (x- xp)+ yp] = X' +ax’+a, x+as; (7)

La fonction symétrique ¢lémentaire des racines de 1’équation (7) implique la
relation :
2xptxy=Ava i —a;; (8)
(8) implique 1’abscisse du point M :
xy=A’ta; A —ar—2xp; 9)
(6) (9) et la formule (3) du symétrique d’un point impliquent les coordonnées du

point 2P

2
_ 3x, +2a,x, +a,—a,y,

2
X;p= ATt aid —a;—2xp;
2P = 2y, +a,x, +a;

Vo = 27+ 2a;2° + A (ay—al +3xp) + aja; —as+ 2a;xp — yp
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+Y

at

v,

M

-M =2P

v e

Figure.3
O

Exemple :(Figure.4)

Soit la Courbe Elliptique £ d’équation de Weierstrass :
E:y-xy+4y=x3-2x>-x+6;

Le groupe de Mordell-Weil E(@) contient les deux points M = (1,-4) et R =(-2,-2)
Calcul des coordonnées des points M+ R, -M,2 M .
Nous obtenons les résultats :

37 125 6 96

M+R=(,2);-M=(1,1),2M=(—,—
(9’27)’ (1.1, (25’125

Figure.4
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2-4 Calcul des coordonnées du point mP :
Pour tout entier rationnel m, et pour tout point P de la courbe E, le symbole Mp
signifie :

mP =P + P +...+P, m fois P lorsque m>0 ;
mP = (-m)(-P) = (-P)+(-P)+...+(-P), (-m) fois -P lorsque m<0 (10)
et OP = 0 lorsque m = 0.

Les coordonnées d’un point mP sont des fractions rationnelles du corps
K(x,y,a; ._as). Elles peuvent étre obtenues par application des formules de la somme
P;+P; et du point 2P.

Il existe des formules de récurrence que 1’on trouve dans I’article de « Cassels » [5] :
« Diophantine Equation with special reference to elliptic cruves.Jour.London
Math.Soc41 (1966) 193-291.

Les formules des coordonnées de points mP sont déterminées par la :

Proposition 4 :

Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels, d’équation
de Weierstrass :
E:y'=xX+Ax+B avec4A4’+27B° =0 et A,Bec IZ

Alors les coordonnées des points mP, pour tout point P de E sont égales a :

_($u(xy) @,(x0))_ .
b= ['//f, (xj) v, (xj)} =t ir)

Les numérateurs et les dénominateurs®,, v, et @, sont des polynémes de I’anneau
ZI [A,B, X, y]

Les polynomes v, sont égaux a :

v,=0;y_ =Ly, =Ly,=2y
w,=3x"+6Ax’ +12Bx - A°;
v, =4y(x6+5Ax4+203x3—5A2x2 —4ABx—SBz—A3);

Les polynomesy,,, pour m= 2, sont déterminés par des relations de récurrence :
Yome1 = ‘//m+2‘/’j1 Vs mil?
Wom =2, (l//m+2y/m—1 -V m+1) {

Les polynomes ¢, et o, satisfont les relations :

G =X~V Wy

AYyO=Y, W~V W
O
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Preuve :

Pour m = -1,-P est le symétrique du point P implique —(x, y):[ r 2 J; donc

(1) (1)
w_,=-1.Pour m = 0, OP =(o,) Z("j—@w—‘;J ; cela implique y,=0,¢, = @, = 1.

0o Yo
Pour m =2, la proposition 4 et la formule des coordonnées d’un point 2P sont
déterminées
Par les 3 polynomes
w, =2y
¢, =x" = 24X —8Bx+ A’ (1)
w, =x" —5Ax" + 20Bx’ —5A4°x’ —44ABx— A’ - 8B’
Les coordonnées du point 2P sont donc égales a :
¢ x'—24xX -8Bx+ A

Xop

v, (29)°

©, X —S5AX' +20BY —SA4% —4ABx— & — 8B’ (2)
Yop =73 = 3

v, (2y )

Pour m = 3, nous obtenons les polyndmes :
W, =3¢ +64x +12Bx— 4

8, =x" 124X ~96BY +304°x° ~24ABY + 1434 +4B' |’ +484'BY +3A 4 + 328 )+ 8B4’ +8B’ )
0, =] (x"2+224X° + 2208 —1654°x° — 5284BX |~ 4234’ +4448° x° + 2644’ BY 54374 +5768° 1’
—SO0B( 4’ +4B° )¢ 64154 +1043° )¢ ~284H34 + 328 x—964' B ~5128' ~34° |

3)

v, est un polyndme de I’anneau /Z[x, A, B] de degré 4 en x .
¢, est un polyndme de I’anneau IZ[x, A, B] de degré 9 en x

Y estun polynome de 1’anneau IZ[x, A, B] de degré 12 en x .

La formule (3) implique les coordonnées des points 3P :

o 0]
_ 9 _ s
Xsp ==, Vp =3

3 V;

Un raisonnement par récurrence permet de démontrer cette proposition
C’est le lemme 7-2 de I’article « Diophantine Equation with special reference to
elliptic cruves »

O
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Exemple :
Pour appliquer les formules de Cassels il faut une courbe elliptique de la forme :
E:y=x+Ax+B; 44°+ 27 B 20

Je choisis la courbe elliptique £ pour4 =—5, B=-2
E:y=x-5x—2 eQfx, y] (1)
Calcul des invariants de £ :
by=0 ,b,=—10, bs=—8, bs=—25, A(E) =2"x77£0
Je détermine les points de 2-torsion avec les formules de Cassels :

%, = ¢22 _ x? +10x° +]6x+25,_
v; (2y)

O X+ 25x" —40x° - ]325x2 ~40x+93 (2)
% (2y)

Par définition, un point P de 2-torsion satisfait la relation :
2P = Op =(, ®) ; 3)

Les formules (2)et (3)impliquent I’ordonnée du point P :

y=0 4)
Les équations (1) et (4) impliquent trois solutions qui sont les abscisses de 3 points :
P[Z (2, 0) 5
Pr=(1-2,0) ;
Py=(1++2,0) ;

Par « ordre d’un point d’une courbe elliptique £ », nous entendons I’ordre d’un
point du groupe abélien E(K) de Mordell-Weill de E .

3- Points d’ordre fini d’une courbe elliptique - Groupe de torsion :
Définition 2 :
Pour tout entier rationnel m, un point P de E(K) d’ordre m satisfait
la relation :
mP = OE .

Le groupe E(K) de Mordell -Weill d’une courbe elliptique £ ,qui est abélien, admet
des sous groupe abéliens et des sous groupe cycliques .
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Définition 3 :
1) Un sous groupe de m -torsion d’une cubique E de Weierstrass est
[’ensemble des points P d’ordre m :

E(K)m]={Pe E(K):mP=0,}.

2) La réunion infinie des sous groupes de torsion du groupe E(K) est
le groupe de torsion de la courbe elliptique E :

T(E)={PecEK)mP =0meZl}=|JEK)m] .

meZl

Ce groupe de torsion T(E) est cyclique ou abélien, selon les invariants de la courbe
elliptique.

La détermination du groupe de torsion 7(E) a été obtenue pour les courbes elliptiques
sur le corps Q des nombres rationnels.

La structure de ce groupe a été précisée par la :

Proposition S :

Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels.
Alors, son groupe de torsion T(E)(Q) est isomorphe a ’un des 15 groupes
abéliens :

ZI/mZI pour 1<m<10 et m=12

Z1/2ZI ® ZI/2dZI pour 1<d <4

Preuve :

(Selon Mazur [12-1])

Cette structure du groupe de torsion 7(E)(Q) est apparue dans la recherche des
nombres premiers N tels qu’il existe des courbes elliptiques qui admettent des N-
isogénies Q- rationnelles

Ces nombres premiers sont ¢gaux a :

N=11,17,19,37,67, 163.

Les ordres des points des groupe de torsion7(E)(Q) ont été obtenues par Kubert[10].
Des propriétés de ces points sont utilisées pour la preuve.

0

Les coordonnées de points de torsion des Courbes Elliptiques E(Q)peuvent étre

calculées
avec la :
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Proposition 7 :
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y'=x+Ax+B €Qlx,y|, Aet Be IZ et 44° + 271B* # 0.
Soit un point P € E(Q)de torsion. Alors :
1) Les coordonnées x et y de P sont des entiers rationnels.
2) Lorsque 2P # O, alors y* divise 44° + 278 .
Preuve :
Elle a été obtenue par (Cassels [3]).
0
Exemple :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y =x+3x+6e0/x)] .
Alors 44° +278°=2"x 3’ x5
Les valeurs possibles de y” sont :
Y =49, 36
Pour y° = 4, nous obtenons 1’équation x°+ 3x + 2 = 0, pas de solutions rationnelles.
Pour y* =9, nous obtenons ’équation x° + 3x — 3 = 0, pas de solutions rationnelles.
Pour y* = 36, nous obtenons 1’équation x° + 3x — 30 = 0, pas de solutions rationnelles.
Il en résulte que la courbe E ne possede pas de points de torsion a coordonnées x,y
dans ZI.

4- Théoréme de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique :

Selon Lang, la preuve de ce théoréme comporte 2 parties ; [’une est consacrée

a I’ordre fini du groupe quotient E(K)/m E(K), I’autre partie concerne le type fini
du groupe abélien E(K).

Proposition 8 :

Soit le groupe de Mordell-Weil E(K)d’une Courbe Elliptique E
Alors le groupe quotient E(K) / mE(K) est fini pour un entier m > 2 .
Preuve : selon Lang [11-2]

Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass
E:y=(x—e)x—e)x—e)=hkx) e K/x]
Alors les trois points P; = (e;, ) sont d’ordre deux .
Considérons les trois homomorphismes de groupes :
firE(K) — K /K" | i=1,2 3
dont les noyaux satisfont I’inclusion :
ﬂ ker f; < 2E(K)
I<is3
Prenons les valeurs :

fi(0) =1,fi(x,y) = (x—e) mod K six+#e,
filei,0)=(e—e)(e;—ex) mod K~ pouri=123
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Ces valeurs des homomorphismes f; sont choisies pour que le groupe quotient
E(K) /2E(K) soit fini.
0

Pour montrer que le groupe E(K) est de type fini, on utilise des fonctions « hauteurs »
spéciales et la « descente infinie ».

Définition 4: (selon Silverman [16-1] p : 199)

Une hauteur sur un groupe abélien A est une fonction a valeurs réelles :
h:4— IR

qui satisfait les 3 conditions :

(hy) Pour tout point P;de A on associe une constante c; (A,P;) = c; telle que :
h(P+ P;))<2h(P)+c;, pour tout point P de A .

(h2) 1l existe un entier m>2 et une constante c, (4) = c, tels que :
h (mP)>m’ h(P) — ¢, pour tout point Pde A .

(h3) Pour toute constante c; ,l’ensemble des points P de hauteur bornée par c; est

fini :
{ PeA ;h(P) <c;} est fini .

Cette définition implique que 1’on peut choisir les valeurs 4(P) pour obtenir plusieurs
types de hauteurs sur une courbe elliptique.

Proposition 9:

Soit un groupe abélien A tel que le groupe quotient A/mA est fini pour un
certain entier m = 2 ; alors le groupe abélien A est de type fini
Preuve :
Soit un groupe abélien A4, et le groupe quotient 4/mA fini.
Considérons un systéme de représentants des classes du groupe quotient A/m4 :

R;, Ry, ..., Ry (1)

Construisons une suite infinie de points P, ..., P, a partir d’un point P avec
des combinaisons linéaires :

P=mP;+ R, I<i;<s

P] =mP2+R,-2 ]SZQSS

1

Pj:ij” +Rij+1 I< ij”SS
:
1

et P,;=mP, R; avec I<ij, ..., 1,<s (2)
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La relation P;;=mP;+R;, implique la combinaison lin€aire

mP, =P, R; G)

Appliquons aul“membre de(3) I’axiome (%) et au 2 ““membre de (3) I’axiome (k).
Nous obtenons 1’inégalité :

- '

h(P;) < .2 (h(P.)+C") "
En additionnant membre a membre les inégalités (4) pour j = 1,..., n j obtiens
I’inégalité :

< PR ;

La série en %du deuxiéme membre provient du développement limité de

%:]+v+v2+...+vN pour vt=mt—;f (6)
-V
Les relations (5) et (6) impliquent les inégalités :
1Y c 1 c'
<|—|MP)+ <—h(P)+— ; >
h(Pn_(mzj (P) PR (P) S spourm=2 (7)

Donc I’ensemble {P,, n — o} est un ensemble de points de hauteur bornée.

Par I’axiome (h3), cet ensemble est fini

Il en résulte que tout point P du groupe abélien 4 est une combinaison linéaire
P=nR;+ ...+*nR, +n.;P; + ...+ n Py ng, i, € ZI (8)

Il en résulte que le groupe abélien 4 est de type fini.

0

L’algorithme des combinaisons linéaires constitue la descente infinie sur le groupe 4.
Citons quelques types des hauteurs sur les courbes elliptiques : la hauteur
logarithmique

(hauteur de Weill), la hauteur canonique(hauteur de Neron-Tate)et les hauteurs
locales .

Exemples de hauteurs :
Comme toute fonction f': 4 — B, la hauteur peut prendre plusieurs valeurs, il en

résulte plusieurs types de hauteurs.

1) Hauteur sur un espace projectif IP" (Q) : avec I’ensemble My des

valuations du corps Q.

h(P)= Hmaxv(aN) ,P=(a, as,..., ay:))

veM 0
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2) Hauteur sur le corps 1Q des nombres rationnels ; h:1Q — IR

h(x:a/b)zmaxﬂa|,|b|} 5 |x| = max {x, -x}

3) Hauteur sur le groupe E (10) d’une courbe elliptique E; h, : E(1Q0) — IR

h,(P)=log(maa||H}) ;
P=@xy),x=abeth (0g) =0

C’est la hauteur logarithmique (ou de Weil), elle satisfait la relation :
hy(P+Q) + hy(P— Q) = 2hy (P) + 21 (Q) + O(1) ;

ot O(1)est une fonction bornée sur A

)

Pour tous points P et Q de E.

4) Hauteur canonique ( ou de Néron-Tate ) sur une Courbe Elliptique E est
la fonction

W E(K)—> IR
de valeur h"(P)= Ifinzwél_]v hf(2N.P)

Cette hauteur canonique satisfait la :
Proposition 10 :

1) La hauteur canonique h” : E(K) — IR satisfait la loi du parallélogramme :
h(P+M)+hP-M)=2h (P)+2h (M); pourtous points P et M de E(K).

2) Pour tout point P € E(K) et tout entier me ZI
h™ (mP)= m’h” (P) pour tout entier m > 2

3) La hauteur h” induit une forme quadratique sur E(K)cette forme
quadratique est :
E(K)x E(K) — IR
de valeur <M,P>=h" (P +M)— h" (P)— h" (M) .
Cette forme < , > est bilinéaire.

4) Pour tout point P#Og, h™(P) >0 et h” (P) = 0 si et seulement si P le
point de
torsion mP = Oy.

Preuve :
C’est le théoréme 9-3 de Néron-Tate [13]

O
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Proposition 10:( Théoréme de Mordell-Weil)

Le groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique est de type fini.

Preuve :

La condition de finitude du groupe quotient E(K)/2E(K) est obtenu avec 1’algorithme
de descente infinie sur ce groupe

0

La structure algébrique de ce groupe de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique est
précisée par le :

Corollaire :
Le groupe de Mordell-Weil d 'une courbe elliptique E sur un corps de nombres K
est isomorphe au produit de groupes abéliens :

E(K)~T(E)xZI"
ou T(E) est le groupe de torsion de la courbe elliptique E, r = r(E)>0 est un entier

naturel et ZI" désigne r copies du groupe abélien additif ZI des entiers rationnels.
0

Pour calculer le rang r=r(E) d’une courbe elliptique,les spécialistes utilisent les
hauteurs, la série L(E,s)de Dirichlet - Hasse,et toutes les propriétés des courbes
elliptiques.

5- Rang d’une courbe elliptique :

Le rang r (E) d’une courbe elliptique E est donc le nombre de points d’ordre infini
qui sont linéairement indépendants et qui engendrent la partie infinie du groupe de
Mordell-Weil E (K).

Définition 5 :

L’entier naturel r=r (E)> 0 de cette formule d’isomorphisme est le rang
de la courbe elliptique E .C’est aussi le nombre de générateurs indépendantsP,,..., P,
de la partie infinie du groupe E(K).

Ces générateurs peuvent étre déterminés a 1’aide des fonctions hauteurs.

La structure du groupe de Mordell-Weil est de méme type que celle du groupe des
unités d’un corps L des nombres algébriques .

Théoréme (Dedekind) :

Soit un corps de nombres L de degré fini [L : Q] = n =r;+2r,.
avec r;conjugues réeels et 2r, conjugués complexes.
Les unités du corps L forment un groupe abélien multiplicatif U (L) isomorphe a un
produit de groupes abéliens :

U(L)=C(L) x1Z"

C(L)=groupe multiplicatif des racines de l’unité contenues dans L,
r=r; +ry-1=rang du groupe des unités.
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Citons quelques résultats pris dans la littérature spécialisée.

1-Penny et Pomérance : « Math. Comp.29-jully1975 -965-967 »
Ils ont obtenu des courbes elliptiques dont le rang sur le corps Q est au moins
égala 7.
Ces courbes ont une ¢quation de Weierstrass :
V=x+ax’ + bx =fx) < ZI [x]
Ils ont utilis€¢ un ensemble d’entiers :
A= {n e:nw’ <b;n+a+n/b=d’;d eZI}U{b}.
et I’application projection : 7z : Q" — Q™.
Alors, card (7(4)) = 2° ,pour un certain entier s .
Ces 2 chercheurs obtiennent une borne pour le rang de £ :
rE) <s-lI.
Les nombres a et b sont grands :
Yy =x’ +169602x° -53005272391x.

2- JF Mestre:« Construction of an Elliptique Curve of rank >2 »
CRAS-Paris (1982) 643-644,

Il a trouvé une courbe elliptique £ de rang r(E(Q))>12 :
E :y’- 246xy +365990 = x’ +228x° 19339780 x -3629244.

3- Rubin et Silvester : « Bull .of the Amer .Math .Soc »
Vol.36 ; (2002) 455-474.

Ils ont cherché des bornes pour les rangs de courbes elliptiques :
E: yV=x+ax’+bx+c=fx) < ZI [x],

avec la condition :
&b +9c2ab—3¢c)#4(@c+b).

Ils ont utilisé I’ensemble A4 des entiers u et v :
A= {uve; uetvpremiers entre eux ; v’ f (u/v) =0 }

Ils ont obtenu une borne r(E) < 2j ; pour un certain entier j qui dépend de A4

et de f'(x).
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CHAPITRE 1V : ISOMORPHISME - AUTOMORPHISME - ISOGENIE
TWISTS

Dans la théorie des groupes il y a des homomorphismes de groupes.Il en
résulte des isomorphismes E(K)— E'(K),des automorphismes E(Ky—> E(K), des
endomorphismes des groupes de Mordell-Weil des courbes elliptiques.

Nous nous intéressons aux isomorphismes.

1- Isomorphismes de courbes elliptiques :
Soient deux courbes elliptiques E et £ ' d’équations de Weierstrass :
E: y2 + a,xy + azy =x7 + ax’ +ax + ag e K/x,y/ ;
E':y + dxy + ayy =x" + ahx’ +ayx + af € K[xy] ;
Définition 1 :
Un isomorphisme de 2 courbes elliptiques E et E' est une application
de groupes de Mordell- Weil :
S E(K) — E" (K)
qui satisfait les formules d’isomorphisme de groupes :
1) /(P+Q)= f(P) + /(Q) ; pour tout points P et Q de E
2) A(Og)=0y ; Op =point a l’infini de E ; O, =point a [’infini de E"
3) fest bijective ;

Ces isomorphismes sont caractérisés par des formules spécifiques

Proposition 1 :
Un isomorphisme de 2 courbes elliptiques est défini par le changement de
variables linéaire :
x=u’X+r (1)
y=1w'Y +su’X +t
avec u,r, s, t dans le corps K et u #0
Preuve :
Soit un isomorphisme A : E (K) ——» E (K)
déterminé par les formules (1), et I’isomorphisme réciproque
v: E'(K) — 3 E (K).
Pour vérifier les formules d’isomorphisme de groupe, il faut calculer
I’image /(P+Q)de la somme et la somme /(P) + f(Q)des images.
En utilisant les formules des coordonnées de la somme de 2 points d’une
courbe elliptique,(Proposition :2),nous obtenons la formule (1)
d’isomorphisme ; I’image du point neutre O est égale a f((0,1,0))=(0,1,0) =O,.
La condition u # 0 implique les coordonnées d’un point (X,Y)de la
courbe £ isomorphe a E
X=@x-ru e Y=(@-—sx—t+sru .
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La relation (1) implique des relations entre les coefficients et les invariants des
2 courbes isomorphes, les résultats obtenus sont rassemblés dans le:

Corollaire :

Soit 2 Courbes Elliptiques E et E" isomorphes. Alors :

Les coefficients a; et a;' sont liés par les relations :

(ua;=a,+2s ;

w’ a=a, - sa1+3r—s2 ;

{ ulay=a;+tra; +2t ; (Isoml)
u'aly=ay-saz-rsa;+2rar—ta; + 3 — s ;

u® a's=as + ray +r2a2— taz; — ta; +3r7 = 2ts ;

\
Les invariants b,; et b, sont liés par les relations :

( ub,=b, +12r ;
w'b!y=b,+2b, + 61° ;

ulb's=bs+2rb, +1 by+ 4 ; (Isom 2)

ub's =bs+3rbs+3r b, + r’b,+3r" ;

A

\.
Relations entre les invariants cyetc), :

4!

uc,s= ¢4

6/

uceg = Ccs ; (Isom 3)

Relation entre les discriminants :
u?’A(E) =A(E) ; (Isom 4)

Relations entre les invariants modulaires j(E)et les invariants
différentiels w (E) :

JE)=JE) et u'oE) = o(E) ; (Isom 5)
O
Dans la relation (4) le signe de A(E) implique le signe de A( E") # 0,
donc E’ est une courbe elliptique.La relation (5) est une relation
d’équivalence dans I’ensemble des courbes elliptiques qui ont des
invariants modulaires égaux.
0

La formule j(E’) = j(E) caractérise les courbes elliptiques isomorphes
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Proposition 2:
Deux courbes elliptiques E et E’, sont isomorphes si et seulement si elles ont
des invariants modulaires égaux :

J(E) =j(E)
Preuve :

Preuve de « E et E' isomorphes » implique « j(E’) = j(E) »
Soit 2 courbes elliptiques E et E' isomorphes ; alors les coordonnées, d'un point
du groupe de Mordell - Weil E (K) sont liées a celles du point de E'(K)
correspondant par les formules d'isomorphisme :

xy) — (Xt r Y +su'X+t)

Les relations ((Isom 5) impliquent 1’égalité: j(E) = j(E').

Preuve de «j(E') =j(E) » implique « E et E' isomorphes »
L'invariant modulaire j(E) d'une courbe elliptique E peut prendre trois

valeurs : j(E) = 0, j(E) = 1728, j(E) = t # 0, 1728 sur un corps K de
caractéristique # 2,3.
Examinons les 3 cas possibles : j(E) =j(E')=0, 1728 ett #0,1728
Prenons 2 équations de Weierstrass sous la forme :
E:y' =x=27cyx—-54¢; ; (1)
E :y'=x"=27¢\x—54¢,

le discriminant d’une courbe elliptique est égal a :

A (B)= ~12(c]~cs)#0 (2)
Alors son invariant modulaire vaut :
JE)=1728 ¢ /(cs’ —¢5) (3)
ler cas : . . . . . .
L’hypothese d’égalité des invariants j(E)=j(E )= 0 implique les relations :
ci=c,=0 et c5# c.#0 (4)

Les 2 équations deviennent :

E.'y2=x3—5406 ;

E :y'=x"-54¢ ; (5)
La relation d’isomorphisme entre les invariants ¢; et ¢; des 2 courbes

elliptiques implique 1’équation :
uc, = cg (6)

C’est une équation algébrique de degré 6 en u qui admet donc 6 racines
dans une cloture algébrique K 4, du corps K.
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u=(cs/ck )"’
Cela implique 6 isomorphismes :

E(K) ——» E'(K) avec (x, y) ——»(u’x, u’y)

2éme

cas :

Invariants modulaires j(E)=j(E')=1728
Cette hypothese implique les 2 conditions c,# 0,c,# 0 et cs=c;= 0.

Les 2 équations deviennent :
E:y?=x"=27csx

, 3
E :y’=x"-27cx ;
Par les relations d’isomorphismes entre les invariants c¢; et c¢; "1l existe

un ¢lémnet u € K 4, tel que .
M4C4 = Cy

C’est une équation du 4°™ degré en u ; elle admet 4 racines
dans une cloture algébrique K4, de K.
_ "1/
u=(cylcy)

Il en résulte les 4 isomorphismes :
E(K) ——E'(K) avec (x, y) — (u'x, w’y)

3™ cas :

Pour j(E)=j(E)=t #1728 ,0
La formule de j(E) implique 1’équation :

1728 ¢, /(¢;—¢;) = 1728 ¢} /(€] —¢5)

I’équation : / 728¢%, = t(Cf —Céz ) admet la solution :
cy=1t/(t-1728), cs=xt/(t-1728)

Relations d’isomorphismes entre les invariants c;et ¢; ':
4 ’ 6 r
Uucy = cy et ucg = Cg

Ce sont 2 équations algébriques en u de degrés 4 et 6.

Elles admettent, dans un corps algébriquement clos les solutions :

u=(e/c)" =(cgc9"”
Il en résulte les isomorphismes :

E(K) ——E'(K) avec (x,y) — (u'x, w'y) O
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Il en résulte une classification des courbes elliptiques en classes de courbes
isomorphes.

Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)=0.

Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)=1728.

Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)=t # 0,1728.

Exemple :

Soit une courbe elliptique £ d’équation de Weierstrass :

E:y +4xy +6y = x>+ 3x7- 12x -15 € O[x,y]

Avec le calcul j’obtiens les valeurs :

by =28; by;=0;bs=-24; bs = -168 et AE)=64%x3x5%x121 >0 ;c, (E)= 28’ ;
’invariant modulaire j(E)=14%/15%121

La relation A(E)>0 implique la cubique E est une courbe elliptique qui coupe
I’axe Ox en 3 point simples.

Courbe elliptique isomorphe E'obtenue par le changement de variables :
x=4X -1 y=8Y- 8 +3
{u:2 sr=-1;s=-2et t=3
J’obtiens I’équation de Weierstrass de la courbe isomorphe :

E=vsy=x+x -y 1
16 4

Avec le calcul j’obtiens les invariants de la courbe isomorphe E' :
b,=4:by;=-11/8;bs=0,bg=-121/256 ; A(E')=2°3x5x]]’
L’invariant ¢, (E')= 49 ; I’invariant modulaire j(E')=14°/15x121= j(E)

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la Courbe E :

X 0 -1 -1,06 |-4,83 |1 2,90 |2 3
Pas de|-1 i

y s91utlon racine |0 0 543 0 7+J30|-9+ /84
réelle double

La Courbe Elliptique Ecoupe 1’axe Ox en 3 points simples d’abscisses x; i=1,2,3
obtenues avec le logiciel Maple : x; = — 1,0667 ; x, =-4,8392; x; = 2, 9059 .

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la Courbe E’:

X 0 -1 -1/2 -1,36 (0,64 [-0,28
212 B B

y racine |’ __-1’32 yl—_-0,80 0 0 0
double | Y2~ 0-32| ¥y2=-0.19

La Courbe Elliptique E' coupe 1’axe Ox en 3 point simples d’abscisse x; i=1,2,3
obtenus avec le logiciel Maple : x; = — 1,36883 ; x, = 0,64987 ; x; = -0,281039.
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La Courbe Elliptique E tracée avec le logiciel « Maple »:

F
B0
407

204
{_ . i

T

o

vl
-20
40
60
801

-100

-1204

Figure.1

Y

La Courbe Elliptique E' tracée avec le logiciel « Maple »:

Yy

r0.5

| {/
Figure.2

Les automorphismes d’une courbe elliptique £, forment un groupe Aut(E).

2. Automorphismes d’une courbe elliptique :
Les automorphismes d’une courbe elliptique dépendent de son invariant

modulaire j(E)et de carac (K)
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Définition 2 :
Un automorphisme d’une Courbe Elliptique est un endomorphisme bijectif du
groupe abélien E(K)de Mordell-Weil.

L’ordre du groupe des automorphismes d’une Courbe Elliptique £ est un diviseur de
24, comme le montre la :

Proposition 3:
Soit une courbe elliptique E. Alors le groupe Aut (E) des automorphismes

de E est un groupe d’ordre un diviseur de 24 :

1)Aut(E) est d’ordre 2 si j(E) =0,1728

2) Aut(E) est d’ordre 4 si j(E) = 1728 et caractéristique de K différente de 2,3

3) Aut(E) est d’ordre 6 si j(E) = 0 et caractéristique de K différente de 2,3

4) Aut(E) est d’ordre 12 si j(E) = 0 = 1728 et caractéristique de K égale a 3
5) Aut(E) est d’ordre 24 si j(E)=0=j (E)=1728 et caractéristique de K égale a 2

Preuve de (1) :

Soit une courbe elliptique E, d’invariant modulaire j(E) #0,1728 (1)
Nous prenons une €équation de £ de la forme
y'=x+Ax+B avec 44’ +27B° =) 2)

Son invariant modulaire vaut :
J(E) =1728.4. A’/ (44° + 27 B?) pour carac (K) #2,3 (3)
Considérons un automorphisme du groupe £ (K) de la forme:
x=u'X;y=u'Y (4)
Les formules (1) et (3) impliquent les 2 conditions :
A#OetB=0 (5)

Les relations d’isomorphismes entre les coefficients de 2 courbes elliptiques
isomorphes sont :

u’d=4 et u'B=B (6)
Ce sont 2 équations algébriques de degrés 4 et 6 en u :
W =1letu’ =1
soit u° =1
Cette équation admet 2 racines dans K :

u=1lu=-1
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Il en résulte 2 automorphismes de E :
EK) — JE(K) devaleur (x=X,y=Y)et(x=X,y=-Y)
Le groupe Aut (E) est d’ordre 2.

Preuve de (2) :

Soit une courbe elliptique E, d’invariant modulaire j(E) = 1728 sur un corps K de

caractéristique # 2,3 (7)

La formule de I’invariant modulaire j(E) et (7) impliquent les 2 conditions :
Az0etB=10 (8)

Les formules (6) impliquent I’équation :

w'd=A4;s0it u'=1
Cette équation admet 4 racines dans le corps K(i ) =1 et +1

Il en résulte 4 automorphismes :
EK)— , E(K) devaleur

x=X,y=Y), x=Xy=-Y),(x=-X,y=-iY)et(x=-X,y=1iY)

Preuve de (3) :

Soit une courbe elliptique E, d’invariant modulaire j(E) = 0 sur un corps K de

caractéristique # 2,3 9)

La formule (3) de I’invariant modulaire j(E) et (9) impliquent les 2 conditions :
A=0etB=0 (10)

Les formules (6) impliquent 1’équation :
u’B = B soit u® =1
Cette équation admet 6 racines dans le corps K (u)

u==+1u==ju==j’ ouj= %(H\B)

Il en résulte 6 automorphismes:

E(K) /> E (K) de valeur

=Xy =Y, x=Xy=-Y),(x=;Xy=;), (11)
=i Xy=-jY), x=jXy=jYetx=jXy=-jY)
Preuve de (4) :

Soit une courbe elliptique £, d’invariant modulaire j(E) = 0 sur un corps K de
caractéristique égale a 3.
Nous prenons un automorphisme de la courbe de la forme :

x=wX+r;y=uY

Les relations entre les coefficients des courbes elliptiques isomorphes sont:
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wWA=Aetu’'B=B+rd+7r (12)

Les automorphismes sont déterminés par les couples (u,7)d’éléments u # 0 et r
chaque couple (u, r) est solution du systéme :

uw'=1letr +rA+B(—-u’)=0 (13)

Sur une cloture algébrique de K, u engendre un sous groupe C, d’ordre 4 et r
engendre un sous groupe C; d’ordre 3.
Le groupe Aut(E) estisomorphe au groupe produit C,xCj3, qui est donc d’ordre 12.

Preuve de (5) :
Soit une courbe elliptique E, d’invariant modulaire j(E) = 0 sur un corps K de
caractéristique égale a 2. (14)

Prenons 1’équation de la courbe sous la forme :
Vo tay=x +ax+as (15)

L’équation (15) est préservée par I’automorphisme :

x=u2X+s2;y=u3Y+u2sX+t, u s tek, ut0 (16)
Les relations entre les coefficients des courbes isomorphes impliquent:
3. .
uasz=das,
wa',=a,+sa; + sy (17)

u6a’6=a6+sza4+ta3 +s5st+ 1

Le groupe Aut (E) de la courbe E est déterminé par les triplets (u, s, t) dans une
cloture algébrique de K :

w=1s"+sa;+a;(l-u) =0etf +ta; +sa, +s° =0 (18)

u engendre un groupe cyclique C; d’ordre 3 ; s engendre un groupe cyclique C,
d’ordre 4 et ¢ engendre un groupe cyclique C, d’ordre 2 .

Les relations (18) entre s et t impliquent que le groupe C, est twisté par le groupe
C,; le produit C,C4 est un groupe d’ordre 8 isomorphe au groupe Q (8) des
quaternions.

Les automorphismes (15) sont li€s aux triplets (u, s, ¢).

Donc le groupe Aut (E) est d’ordre €égal au nombre de triplets (u, s, ¢), soit 24.

Le groupe Aut (E) est isomorphe au produit de groupes C;xQ (8).
0

I1ya des homomorphismes particuliers de courbe elliptiques : les Isogénies.
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3. Isogénies et endomorphismes de courbes elliptiques :
Signalons que le terme d’isogénie est utilis€é pour les Variétés abéliennes,
pour les Tores Complexes et dans d’autres cas.
Une Courbe Elliptique E, a une structure de groupe abélien de type fini.
Tout morphisme de Courbes Elliptiques :

[ EW(K) — E»(K)

satisfait les relations d’homomorphisme de groupes :
Un exemple d’isogénie de courbes elliptiques est constitué par la
multiplication ¥, par un entier rationnel m :
¥, E(K) — E (K)
de valeur ¥, (P) = m P
Cette application satisfait les formules d’homomorphisme de groupe :
¥Y,(P +R)=m (P +R)=m P + m P=Y¥,, (P) + ¥, (R)
et ¥, (0g) =m0 = 0.
Donc ¥, est un endomorphisme du groupe E (K).
Selon Shimura (Introduction to the Arithmetic of Automorphic functions),
le noyau de cette application ¥, est le sous groupe de m -torsion de E :
ker(y,)={ PeE(K) avec m P=0g }
Ce groupe est isomorphe a (ZI/mZl) *, produit de deux copies de
(ZI/ mZI) si
carac (K)=0 ou si carac (K)=p ne divise pas m.
L’ensemble de ces multiplications ¥, a une structure d’anneau.
Proposition 4 :

Soit une courbe elliptique E .L’ensemble End 7 (E) des
multiplications ¥, dans le groupe E (K) par les entiers rationnels m forme
un anneau isomorphe a ’anneau ZI :

End 7 (E) ~ Z.

Preuve :
Soient 2 entiers rationnels m et n ; les endomorphismes associés :

Y, ¥y E(K) —— E(K) (1)
satisfont les formules des endomorphismes d’anneaux :
VYoin(P)=(m+n)P=mP+nP=%¥,(P)+%¥,(P), (2)
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¥y n(P) = (mn)P=mmnP)=m¥,P)=¥,(¥,(P) ()

¥o(P) = 0 P=0g et ¥,,(0g) = m O = O (4)
Considérons I’application:

JoZI —> End 7 (E)

de valeur f(m) = ¥,: E(K)—> E (K)

Les formules (2), (3) et (4) impliquent que [’application f est un
isomorphisme d’anneaux :
O

Il existe d’autres formes d’isogonies E (K)—— E (K)
et £ (K)— E'(K).

Shimura,a indiqué la :

Définition 3 :[16]
Une isogénie de courbes elliptiques E et E’ est un homomorphisme
A:E(K)—>E’(K)
qui satisfait les conditions:

1) An’estpas nul;
2) le noyau de A est fini ;

3) A est un homomorphisme surjectif.

Les coordonnées des points mP d’une courbe elliptique E sont des fractions

rationnelles du corps K (x, y) :
mP=(x,,y,) avec x,, =¢—’; et y, =
6

—_m
3 5
m em

ou ¢, , 6, et w, sont des polynomes de I’anneau K /x, y/ .

Il en est de méme pour toute isogénie A £ (K) —> E (K):

E(P):(xﬂ,:yl) 301‘1 Xy =

B
, Vi =EA ,A;, B, et D, sont des polyndomes de
A

I’anneau K [x, y/ .
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Exemple :

Citons un exemple (Velu dans « isogénies de courbes elliptiques », CRAS,
Paris t 273 A (26 juillet 1971) 238-240)

Soit la courbe elliptique £ d’équation de Weierstrass :
E.'y2 +y =X

s

Avec le calcul j’obtiens les Invariants :
ci(E)=2": AE) =-11;j(E)=-2"/11I
Le point P= (0, 0) engendre dans le groupe £ (Q) un sous groupe L d’ordre 5 :
{P,2P =(1,-1),3P =(1,0), 4P = (0, -1) et 5P = O}

Ce groupe L permet de construire une 5- isogénie A d’équations :

o=t 22T
A= s )
x? (x—l)2
2y+xy+1 2y+y(x-D+x
YA=Y— 3 - 3 .
X (x-1)

Alors, I’équation de la courbe C par I’isogénie A - E — Cest :
C:y +y=x—x"—10x-20;
d’invariants :
ci(C)=2°%x31; AC) =-1I";j(C) =-2" x3I° /11
Cette isogénie A a un noyau qui est un sous groupe d’ordre 5 du groupe £ (K).

Toute isogénie A possede 2 invariants spécifiques : un degré et une isogénie duale.

Définition 4 :

1) Le degré d’une isogénie A :E (K)——E" (K),
de 2 courbes elliptiques E et E" est égal a [’ordre du sous groupe noyau
del :

degl = card { ker 1}

2) Soit une isogénie de courbes elliptiques de degreé d :
A:E(K) —» E (K).
L’isogénie duale de A est [’homomorphisme
A:E (K)— E(K).
dont les composés satisfont:
Aol estla multiplication sur E" (K) par d ;
Aol estla multiplication sur E (K) par d .
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La structure de I’anneau End x(E) des endomorphismes d’une courbe elliptique E est

précisée par la :

Proposition 5:
L’anneau End g(E) des endomorphismes d’une courbe elliptique E
est isomorphe:
1) soit a anneau ZI des entiers rationnels ;
2) soit a ’anneau A; des entiers d’un corps quadratique imaginaire L ou a un
ordre de cet anneau ;
3) soit a un ordre de ’algébre des quaternions sur le corps IR des nombres
réels.
Ce 3°™ cas se présente seulement pour carac (K) =p> 0

Preuve :
C’est un théoréme de Deuring[4].
O

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les formules d’une isogénie et
I’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogéne.
Nous utilisons la technique de Velu [19].

3-1 Algorithme de Velu de construction d’équation de Weierstrass
de courbes elliptiques isogénes .

1) Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: Y +axy+ay=x+ax’ +ax +a; €K/xy]
Nous associons a tout point P # O de E , une valuation Vp de
valeur :

Ve (x) >0 ; Ve (y) >0 .
Au point neutre O , nous associons la valuation ¥, de valeur :
VO (X) =-2 et Vg(y): -3.
Mettons I’équation de E sous la forme
Hxy) =x"+ax’ +ax +as-y' - a,xy - azy =0
Par définition, I’invariant différentiel de E est égal a :
olE)= =1
~-H H!
ou les dérivées partielles de la fonction H(x,y) sont égales a :
H' = 3x"+ 2ax + a,-apy et H,=-2y+ax+a;).

2) Choix d’un sous groupe fini F du groupe E (K) .
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3) Prendre I’ensemble F, des points de /' d’ordre 2

4) L’ensemble R des points de F-F,-Of , I’ensemble —R des points —P pour
PeR telque RU-R=F-F,-0, et Rn—R=¢

5) Prendre la partie S=F, UR

6) lapplication 1:E— E/F =E' de valeur (x,y)—(X,Y) d’équations :

X=x+2{ R, }

pPes| X —Xp (X—XP)2

2v+ax+ —x. )+ v — au,—H (P)H (P
Y=y Yu, 22T 3a3+tpa1(x X,) yoyp | Al ( )2 ,(P)
Pes (X_XP) (x_xP) (x—xP)
est une isogénie de courbe elliptiques.
ou P=(xy); H, et H, sont les dérivées partielles ;
ZLP:H;(P) S1 PEFQ, tp = 6x2+b2x +b4 si P%Fg
up =4 +bx’+2bx+bs; by = a +4a,; b,= aa,+2a, etbs;= & +4a,

1= th ) a):Z(uP"'thP)

PeS PeS

7) ’équation de Weierstrass de la courbe isogene £ = E/F est
E=E/F:Y+aXY+a;Y =X +a:X° + (a,— 50X +as— byt —7 o

Application de I’algorithme décrit par Velu [19]:
Soit la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E: YV +xy+y=x—x"-3x+3c0[xy]
Le calcul implique les invariants :

3
by=-3:b;=-5;bs=13; by= -16; A(E) = -1664 = -2"x13 et j(E)= ;39 —
— X
Le groupe E(Q) admet un sous groupe cyclique /' d’ordre 7 engendré par le point
L=(1,0)

F = {L2L=(~1-2):3L=(3-6)4L=(32):5L=(-12),6L=(1-2)7L=0,}
La relation 7L= O implique L=-6L; 2L =-5L; 3L =-4L.
I1 en résulte les 3 paries :
F,=® ,R={P2P3P} et S ={P2P3P
Calcul des nombres t,u, w:
Au point L nous obtenons :
x=1,t=-2,u=4: H=-4 et H=-2;
Au point 2L nous obtenons -
x=-1,t=4,u=16: H,=H =4,
Au point 3L nous obtenons
x=3,t=40 ,u=64: H,=24 et H,=8;
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Avec le calcul nous obtenons les valeurs: t =42 et w =198

Il en résulte I’équation de Weierstrass de la courbe elliptique isogéne :

E'=E/F:Y+XY+Y=X -X* 213 X-1257 .

Calcul des invariants de la courbe isogeéne £ :
o o (3x3403)
A(E’) =-125497034 et j(E) A E)
4- Twists de courbes elliptiques :

La notion de « twist » est utilisée pour les groupes : un groupe G twisté par un
groupe H est un groupe G « tordu » par le groupe H .Cette idée de « tordre » une
courbe elliptique E pour obtenir une autre courbe elliptique,devient la notion de
« Twist » utilisée par plusieurs auteurs :

1) Weiss : a introduit le twist d’ensembles A et B :

T:A4 %xB— BxA devaleur T (a,b) = (b,a)
et le twist de G- modules

0" : Bx A— C,devaleur 0" (b,a)=0(a,b)
Avec P’application

0 :BxA—C.
Dans « cohomology of Groups », Academic Press ; (1969)

2) Silverman : dans « The Arithmétic of Ellitic Curves » G.T.M.106(1986),
a réservé le paragraphe 2 chapitre X a la théorie des twists des courbes
elliptiques .

3) Mazur et Tate : ils ont introduit « le groupe diedral twisté » dans
« Points of order 13 on Eliptic Curves », Inv .Math.22 (1973) 41-49.
Ils s’agit d’un groupe 4, extension diedrale du groupe ZI / 2ZI, qui est
«Twisté» par le groupe I"=(ZI/nZI /(+1), dans 1a suite exacte :
0> >A—>Z1/27Z1 -0
Ces groupes satisfont les 3 relations :

Dy.I, =T, .

Ly, I =0,)"

(3) (Fz )2 =1. ’
ol z estune racine primitive n"*“de 1, pged(n,m) =1 , I estun
¢lément du groupe quotient 7"/ A , et 7,, est 'image de m dans I par
I’application ZI/nZI—T .

4) Cassels : « Diophantine Equations with Special Reference to Elliptic
Curves » Journal London Mathematical Society 41, (1966) 193-291, a
consacr¢ partie II, « The Geometry of Elliptic Curves Twistings »a la
théorie des twists des courbes elliptiques.
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5) Ligozat : « Courbes modulaires de niveau 11 » , a indiqué la possibilité
« qu’une courbe elliptique, définie sur le corps des rationnels Q,
quotient sur Q de la jacobienne Jy(121), tordue sur le corps
quadratique Q(/=71) , soit isogéne sur Q & la courbe modulaire Xo(11)».

C’est sur la base de ces références que nous présentons cet exposé sur les twists des
courbes elliptiques.

Considérons 2 courbes elliptiques E et E” et leurs groupe de Mordell-Weil E (K)

et £1K). Ces courbes sont choisies telles que leurs corps de fonctions soient
isomorphes

K(E)— K(E). (1)
Soit une extension algébrique finie L du corps K, galoisienne .Il y a 3 groupes de
Galois associés a L :

G=G(L/K)=1{SS,..};
{r =G(L(E)/K(E) ) = {o.7...} (2)

Tout K-automorphisme S de L induit un seul automorphisme o de L(x) de valeur:

o(x)=S(x) pour xeK, o(x)=x et o(ix)) =f(x) pour f(x)e L(x). 3)
Il en résulte que les groupes G et 7~ sont isomorphes.
Il en résulte un isomorphisme :

LX) - LY)=L(SX)).

Cela implique que les coordonnées de I’image S (x) sont des fonctions
Rationnelles de X a coefficients dans I’extension L de K .
Posons :

A5(X)=o'(x). (4)

Des automorphismes r e I" et ¢’ e I'' satisfont les relations :
( Tﬂ“s )( T,(X) ): TS(X) et (Tj“S )/11' = //LTS' (5)

Avec ces automorphismes, il faut trouver un changement de variables :

EK) —» E'(K).(xy) > x.y)
qui transforme 1’équation de Weierstrass de £ :

E:y’=f(x) € K[xy] < L[xy]
en une équation de Weierstrass de £”:

E iy’ =fix) e K[x'y] < Llx'y]

Alors ,cette courbe E est le «twist» de la courbe elliptique £ par 1’extension
galoisienne L du corps de base K de E .
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Définition 6 :
Un twist d’'une courbe elliptique E est une courbe elliptique E;, définie sur
K et L isomorphe a E par une certaine extension galoisienne L de K

Exemple :
Déterminons un twist d’une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y =x’+ax +tax +as € Qfxy] (1)

Soit une extension quadratique L = Q ( Jd )ducorps Qde E
Alors les groupes d’automorphismes
G=G(LO) ={S, 5 =1Id) et '=G(L(E)/O(E)) opérent sur la courbe
elliptique E et sur les groupes £ (Q) et E (L) .
Pour le changement de variables :

x=x7/d ,y =y/Nd . (2)
avec (1) et (2) nous obtenons I’équation d’une courbe E’:
E :y/d=x"/d+ax’/d’ +ax /d+a,; 3)
Par multiplication par &°, nous obtenons 1’équation :
E : (Vd) =x"+ax’d+axd’ +ad’; 4)
Le changement de variables x =X , dy’=Y transforme (4) en :
E;: Y =X+ adX +a,dX + asd’ . (5)

Cette équation (5) est I’équation du twist E, de la courbe elliptique E par I’extension

quadratique L = Q (+/d ).
Par les formules des invariants nous obtenons le discriminant :

A(E) =16 []8 aa et ajaj _4613 —4 a§a6_ 2761(3] (6)
En remplagant a, par a.d ,a, par a,d’ et agpar agd dans A(E), nous obtenons le
discriminant du twist quadratique £, de E :

AE,) = d’ AE) = (Va) a(E)
La relation d’isomorphisme de 2 courbes elliptiques :

AE)=u"AE)

est satisfaite pour le nombre u = Jd de O (Jd).
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CHAPITRE V: REDUCTION DES COURBES ELLIPTIQUES

Dans 1’équation de Weierstrass d’une courbe elliptique £ :

E:y +axy vay =X +arx’ +a;x+ase K [xy]
les cinq coefficients a; sont des éléments d’un corps commutatif K , les deux
variables x et y des éléments d’une cloture algébrique K“¢ du corps K .
La réduction de ces coefficients s’obtient avec une valuation du corps K.
Indiquons un bref apercu de la théorie des valuations d’un corps de nombres qui se
trouve dans les ouvrages [1], [7] , [8] , [21] , [22] etc ...

1- Valuations d’un corps :

Définition 1 :

Une valuation d‘un corps K est une fonction sur K a valeurs réelles
positives :
v: K——> IR,

qui satisfait les 3 axiomes :

Vall) v(x)20 et v(x)=0 équivaut a x =0 pour tout élement x du
corps K

(Val2) v(xy)=v(x)v(y) pour tous les éléments x et y du corps K

(Val 3) il existe une constante réelle c>1 telle que :

v(x) <1 impligue v (x + 1) <c pour tout éléement x de K

L’axiome (Val 2) implique qu’une valuation v est un homomorphisme du
groupe multiplicatif K des ¢éléments non nuls du corps K dans le groupe
multiplicatif des nombres réels positifs IR,

L’axiome (Val 3) de la définition peut éEtre remplacé par 1’inégalité
triangulaire :

(Val3’) v(x+y)<v(x)+v(y) pour tous les ¢léments x et y

du corps K
Exemples :

1) La valuation triviale sur un corps K :
L’application v: K—=> IR, de valeurs:
v(0)=0 et v(x)=1 pour x #0

est la valuation triviale du corps K;etc=2.
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2) La valeur absolue ordinaire du corps des nombres réels IR est la
fonction v de valeur :
v(x)=max {x, —=x }
Pour le 3°"axiome, nous prenons la constante ¢ = 2.
3) Soit le corps C"des nombres complexes et la fonction v de valeur :
vix)=(d +b)"” pour x=a+ib
Le 3" axiome est vérifi¢ pour ¢ =2
4) La valuation p -adique du corps Q des nombres rationnels :
pour p premier, soit I’application
v, Q0 IR de valeur :
vo(p)=1p et v,(q)=1 pour tout nombre premier qe ZI
différent de p
Alors la valuation d’un nombre rationnel x =y p" tel que y
premier a p est égale a:
vp(x)=p”"
v, est la valuation p -adique du corps Q

Pour le 3“" axiome, nous prenons la constante ¢ = /.

Proposition 1 :

Toute valuation v d’un corps K est un homomorphisme du groupe multiplicatif
K’ dans le groupe multiplicatif IR des nombres réels positifs.
Preuve :

L’axiome (Val 1) contient cette formule d’homomorphisme de groupe.

O

1-1 Valuations archimédiennes et valuations non archimédiennes :

Dans I’ensemble des valuations d’un corps K , nous distinguons deux types de
valuations suivant la valeur de la constante ¢ dans I’axiome (Val 3) de la définition

d’une valuation .
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Définition 2 :
1) Une valuation v d’un corps K est archimédienne si elle satisfait :
v(x) < 1 impliqgue v(x+1) < 2
Dans ['axiome (Val 3), la constante c vaut 2
2) Une valuation v d’un corps K est non archimédienne si elle satisfait :
v(x) < I implique v(x+1) < 1
Ce qui implique la valeur ¢ =1

Selon [1] , 2 valuations v; et v, non triviales de K sont équivalentes si elles satisfait
la relation :

Va(x) = Vl(x)a’
pour tout élément x de K et un nombre réel positif « .
Il en résulte que les valuations d’un corps K sont classées dans 2 classes disjointes :
Classe des valuations archimédiennes et classe des valuations non archimédiennes.

Dans D’ensemble des valuations v du corps K, les valuations non triviales
satisfont la :

Proposition 2:
Toute valuation non ftriviale d’un corps de caractéristique p > 0 est
équivalente a une valuation non archimédienne.
Preuve :
C’est un corollaire prouvé par Artin.
O

Exemples
1) La valuation triviale sur un corps K est non archimédienne.

2) Les wvaleurs absolues sur les corps /R et (' sont des valuations
archimédiennes.

3) L’ensemble des valuations non équivalentes du corps QO est la réunion
disjointe du sous ensemble de valuations non archimédiennes et du sous
ensemble des valuations archimédiennes.

4) Les valuations archimédiennes du corps Q sont équivalentes a la valeur
absolue

| x| =max {x,—x}
5) Les valuations non archimédiennes sont équivalentes aux valuations

p —adiques.
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Une valuation non archimédienne est caractérisée par les 2 propositions
Proposition 3 :
Soit une valuation non archimédienne v € Vi d’un corps K, alors :
1) v(x) #v(y) implique v(x+y)=max { v(x),v(y)}
2) Soient n éléments x;, ...., x, qui satisfont la condition :
v(x;) 2 v(x;) pour i=2, ....., n
Alors v satisfait la relation
vix;tx;t....tx, )=v(x;)

Preuve

Ce théoréme se démontre en utilisant les axiomes d’une valuation non
archimédienne c’est un corollaire de Weiss[21] .

O

Proposition 4 :
Soit une valuation non archimédienne v d’un corps K.

Alors elle satisfait les propriétés
Dv(x+y)<max{v(x),v(y)} pour toutélémentx,y < K

2) L’ensemble { v (nl); 1 unité de K et nc IZ } est borné.

O

Les valuations non archimédiennes discreétes permettent d’obtenir les notions de
discriminant minimal et de réduction d’une courbe elliptique sur un corps K.
C’est I’objet de la partie qui suit.

1-2 Valuations non archimédiennes discreétes :
Définition 3:

Une valuation non triviale v: K —> IR U {0} est discréte lorsque son
groupe de valuation v (K ) est discret dans le corps IR des nombres réels .

v(K)=ZI U {o0)

A une valuation non archimédienne discrete v sont associes les sous
ensembles suivants du corps K :

A, ={xeK; v(x)=21}=1anneau des v -entiers de K
M,={xeK,; v(x)>1}= lidéal maximal en v
U,={xeK; v(x)=1)} =le groupe des v -unités
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Le corps quotient K=A,/M , = le corps de classes résiduelles en v.

Une uniformisante pour v est un élément w€ A, tel que M, = ©A, ; la valuation v
est normalisée lorsque v(z)=1

Exemples :
Soit le corps Q des nombres rationnels, et un nombre premier p .
La valuation p -adique est la fonction :
v, 10 — = IR, de valeurs:
vo(p)=1/p et v,(q)=1 pour tout nombre premier q #p
La valuation p -adique est discrete lorsqu’elle satisfait :

v,(p")=r et v,(q)=0 pour tout nombre premier g #p .

Toute valuation non archimédienne discrete réduit les invariants d’une courbe
elliptique ; elle rend 1’équation de Weierstrass minimale en v

1-3 Equation de Weierstrass minimale :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: YV +axy+ta;y=x+a X’ +a;x+as €0fxy] (1)
Nous considérons une valuation v de valeur :

v(x)=r pour x=urn" , 7 =uniformisante pour v
Définition 4 :

L’équation (1) de Weierstrass est minimale en v si ses coefficients a; sont
v -entiers v (a;) >0 et si son discriminant A(E) a une valuation

v (4 (E) ) minimale.

L’¢équation minimale d’une courbe ellilzitique E n’est pas unique a cause de
ses transformées en une courbe £ par I’isomorphisme

xy) ——> (u2x+r, u3y+su2x+t) our,s, teK , u#0

Les relations entre les coefficients de deux courbes elliptiques £ et E°
isomorphes :

wey=c, , ubcs=cs et uIZA(E‘)ZA(E)
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impliquent que 1’équation (1) est minimale en v dans les 3 cas :
1) Les cinq coefficients a; sont v-entiers et v(4 (E)) <12;
2) Les cing coefficients a@; sont v-entiers et v (c,(E)) <4;

3) Les cing coefficients a; sont v-entiers et v(cs(E)) <6 ;

Lorsque I’équation (1) n’est pas minimale, le changement

v )_—s@’x,u’y ) la rend minimale.

Exemple :
Soit un nombre premier p et une courbe elliptique E d’équation de
Weierstrass :

E : yV+xy=x+2x-x+1 €0xy]

Je calcule les invariants de E:
ci(E)=129=3x43; ¢s(E)=-2241=-3"x83 ; A(E)=-1664=-2"x13
Nous obtenons les valuations v, (x) :
Vva(cy) =0<4 , v(A4(E))=7<12 ;
Vo(cy(E))<4 et v,(4(E) )<12 pour tout nombre premier p =2

Il en résulte que I’équation de la courbe E est minimale pour tout nombre
premier p .

2- Réduction d’une courbe elliptique :

La réduction d’une courbe elliptique consiste a réduire le corps de base K
a un corps « local » possédant un seul idéal premier; alors les coefficients g;
et les variables x et y de la courbe E sont « réduits » modulo cet idéal
premier .

2-1 Réduction modulo une uniformisante

Dans un corps local obtenus avec une valuation non archimédienne discrete v,
I’idéal maximale est unique .I1 possede un générateur 7 de valuation v(7) = I,ce
générateur est une uniformisante de v.

Tout élément x du corps local se met sous la forme : x=7"u, avec un entier r

et une v- unité u .
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Pour toute valuation non archimédienne discréte v du corps K, la réduction
modulo 7 en v est ’application :

o . A, —> K=4,/M,
! t
@ induit la réduction des courbes elliptiques:

E(K) s E (K

~

P — P
La courbe E est la courbe réduite en v.

Si E est une courbe elliptique sur K d’équation de Weierstrass minimale en v,
alors pour obtenir I’équation de la courbe réduite E sur le corps résiduel

K, ; il suffit de réduire modulo 7 le coefficients @, ,donc la courbe réduite E
a pour équation :

~

E :y+adxy+ay =x +ax + dx+a, a e K

Les réductions sont classifiées par la nature de la cubique réduite E .

2-2 Classifications des réductions d’une courbe elliptique :

Cette classification repose sur la nature de la courbe réduite E :
Courbe elliptique , cubique de Weierstrass avec un nceud , cubique de Weierstrass
avec un point de rebroussement .

Définition 5 :
Soit une courbe elliptique E, sur un corps K muni d’une valuation v, avec

une uniformisante © d’équation de Weierstrass minimale en v et la courbe

réduite E de E .
Alors nous distinguons 3 types de réductions de la courbe elliptique E

1) La courbe E a une bonne réduction env si la courbe réduite est

une courbe elliptique E sur le corps résiduel , cette réduction est
stable .

2) La courbe E a une mauvaise réduction sur K si la courbe
réduite E est singuliere . Cette mauvaise réduction est :

a) multiplicative en v si la courbe réduite E posséde un neeud ;
cette réduction est semi stable

b) additive sur K si E posséde un point de rebroussement

cette reduction instable.
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La nature de la réduction d’'une courbe elliptique peut étre déterminée a partir
d’une équation de Weierstrass minimale et avec les 2 invariants

A(E) ,c4(E) par la:

Proposition 5:
Soit un corps K muni d’une valuation v ayant une uniformisante 7 et une
courbe elliptique E d’équation de Weierstrass minimale en v :

E:y’+a;xy+as;y=x+a, X" +a,x+as <K|x,y]
Soit son discriminant A (E ) et son invariant usuel c,( E ). Alors :
a) La courbe E a une réduction stable en v si et seulement si

v(4(E))=0;

alors la courbe réduite E(K,es) est elliptique , K, = corps résiduel en v

b) La courbe E a une réduction semi stable en v si et seulement si :
v(4(E))>0 et v(c,(E))=0;

alors la courbe réduite E(K,es) a un neeud .

¢) La courbe E a une réduction instable en v si et seulement si :

v(4A(E))>0 et v(cy(E)) >0 ;
alors la courbe réduite E'(Km) a un point de rebroussement .

Preuve :

Dans la classification des cubiques planes par leurs discriminants , nous avons montré dans
chapitre I Théoréme 1 que :

1) E est singuliere si et seulement si A (E) = 0.
2) E posséde un neeud si et seulement si A (E) = 0 et c,(E) # 0.
3) E possede un point de rebroussement si et seulement si A (E)=0 etc,(E)=0

En prenons les valuations des invariants,on obtient les résultats de la proposition
0
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3- Courbes semi —stables, exemples numériques :
Exemple 1:
Soit la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: yV=x+5xX+1 Q)]

Calcul des invariants :

by=2"5;b;=0;bs=2"; bs=2"5 ; A[E)=-2"1731 ;c,(E)=2"5
Appliquons la proposition a cette courbe :
La courbe elliptique £ a une réduction stable en tout nombre premier p qui
ne divise pas 4 (E ) ; soit p =2, 17, 31
Pour p =2, la valuation 2 -adique v implique :

Va(A(E))>0¢et vi(cy(E))>0;
C’est une réduction stable .
Pour p=17, 31, la valuation p -adique implique les inégalités :
Vo(A(E))>0etv,(ci(E))=0 ;
C’est une réduction semi stable en v, .

Exemple 2 : [15]

1) Courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E, Y Ay=x =X eQ[x,y]
Calcul des invariants :
b2 :-4,' b4: 0 :b6 :bg,' C4(E1) = ]6, A(E1)=—11 .

Valuation v;; (4 (E;))=1<12 ;v (ci(E;))=0<H4.
la courbe réduite modulo 7/ est une cubique singuliére avec un nceud
donc £ admet une réduction semi-stable.

2) Courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E : YV Axy+y=x —x eQ[x,y]
Calcul des invariants :
by=1; by=-1; bs=1;bs=0; cyEs) =23 ; AE,)=-28 .
Valuation v, (4 (E,) ) = 0 ; donc le corps IF, , A(EZ):0 et cu(E,;) =1
Donc la courbe réduite £ , admet une réduction semi stable en p =2, 7

Apres ma thése de magister , je compte ¢tudier les Courbes Elliptiques sur
les corps finis et les applications a la cryptographie et au codage .
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Dans ma thése de Magister, nous nous intéressons aux Courbes Elliptiques semi
stables sur le corps Q des rationnels .

Cette théorie est exposée dans I’ouvrage de référence de Silverman et J-P Serre.
Nous commencgons par 1’étude de la géométrie des Courbes Elliptiques et la
structure du groupe de Mordell-Weil des points K-rationnels d’une Courbe

Ensuite nous décrivons la théorie des isomorphismes, des automorphismes et la
notion d’isogénies et twistes des Courbes Elliptiques.

Jai appliqué la théorie des valuations p-adiques du corps Q des nombres
rationnels pour obtenir la réduction des courbes elliptiques .
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