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Introduction 

 

 

    La théorie des surfaces de Riemann fait partie du domaine de l’analyse complexe. 

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’étude des surfaces de Riemann X 

compactes 

Pour un polynôme [ ]yx ,P ℂ∈ , où f  est une fonction méromorphe sur X , une surface 

fX  de Riemann associée à  f est compacte si la fonction f est algébrique : ( ) 0P =f . 

    Une surface de Riemann compacte admet des structures de surface topologique, de 

corps de degré de transcendance 1 sur ℂ, de variété analytique. 

    Nous allons nous intéresser ici à l’étude des surfaces de Riemann compactes munies 

de structures de variétés analytiques ; deux types de courbes remarquables serons traités 

dans cette théorie : les courbes elliptiques et les courbes hyperelliptiques. 

    Une grande part de la théorie des surfaces de Riemann compactes concerne l’étude 

des fonctions méromorphes, qui sont moins nombreuses que dans le cas des surfaces de 

Riemann non compactes. 

   Dans le premier chapitre, nous introduisons la notion de surface de Riemann et 

quelques définition et résultats nécessaires qui nous seront utiles par la suite. 

   Dans le deuxième chapitre, nous abordons l’étude des courbes elliptiques. 

   Le troisième chapitre est consacré à quelques propriétés des courbes hyperelliptiques 

et aux points de Weierstrass. 
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Chapitre  I 

Surfaces de Riemann et définitions de base. 

 

 

   Les surfaces de Riemann sont traitées par plusieurs auteurs : Farkas-Kra [7], Gunning [12], 

Forster [8] et Reyssat [16]. 

Nous commençons par les variétés analytiques, les fonctions holomorphes et méromorphes, 

les morphismes. 

 

I-1/ Variété analytique complexe de dimension 1 
 

Définition 1.1 
Une fonction analytique sur un ouvert U de ℂ est une fonction développable en série entière 

pour tout point de U. 

 

Définition 1.2 

Un homéomorphisme est une fonction bijective continue YXf ⎯→⎯:  d’espaces 

topologiques X et Y telle que la fonction réciproque 1−f  est continue. 

 

Définition 1.3 

Une carte de X est une paire formée d’un ouvert αU  et d’un homéomorphisme 

( ) ℂ⊂=⎯→⎯ ααααα VUfUf : . 

 

Définition 1.4 

Un atlas de X est une famille de cartes ( ) IC ∈αα  où chaque carte ( )ααα fUC ,=  et les 

ouverts αU  sont tels que U
I
UX

∈

=
α

α  

Pour tout I∈βα ,    ( ) ( )βααβαββα UUfUUfff IIo ⎯→⎯− :1  est analytique. 
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Définition 1.5 
a) Une variété analytique complexe est un espace topologique X séparé connexe muni d’une 

structure analytique formée d’un atlas ( ) ( ){ } II fUC ∈∈ = ααααα ,  et d’un recouvrement ouvert 

U
I
UX

∈

=
α

α  tels que les fonctions  

( ) ( )βααβαββα UUfUUfff IIo ⎯→⎯− :1  

soient analytiques.  

b) Les fonctions 1−
βα ff o sont des fonctions de transitions sur X. 

Deux atlas A ={ ( αU , αf ) } et B ={ ( ), ββ gW  } sont équivalents si leur réunion en est un. 
La dimension d’une variété est la dimension de ℂ comme ℂ-espace vectoriel.  

L’espace ℂ est un espace vectoriel de dimension 1 sur lui-même. 

Définition 1.6 

Une variété analytique complexe de dimension 1 est une surface de Riemann. 

Exemples de surfaces de Riemann  

Exemple 1 : Le plan complexe ℂ muni d’un atlas {(ℂ , ℂId )}. 
Exemple 2 : Tout ouvert U de ℂ muni d’un atlas {(U , UId ). 
Exemple 3 : La droite projective complexe. 
L’espace topologique P1 )(ℂ  est l’espace quotient de l’espace complexe 2ℂ \{0} par la 

relation d’équivalence R 

2
21, ℂ∈ξξ \{0} ; 1ξ  R 2ξ  si et seulement s’il existe *ℂ∈λ  tel que 2ξ = λ 1ξ . 

L’espace topologique P1 )(ℂ  est un espace compact et connexe, donc une surface de 

Riemann. 

 

I-1.1 Fonctions méromorphes dans un ouvert de ℂ  

Définition 1.7 

Une fonction méromorphe sur un ouvert U de ℂ, toute fonction holomorphe f sur un ouvert 

U ′  de U tel que U \U ′  est discret et possédant la propriété suivante : tout point Uz ∈0  a un 

voisinage ouvert connexe 
0zU  dans U tel que 

∈
0ZUf∣  F (

0zU ). 
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Soit U un ouvert connexe de ℂ et ( )Uhf O∈,  des fonctions holomorphes sur U ; les zéros de 

h constituent un ensemble discret Z(h) de U. 

La fonction ( ) ( )zhzfzhf 11 :. −− ⎯→⎯  est holomorphe sur la différence U \ Z(h). 

Soient 0z ( )hZ∈  et les développements en séries entières au voisinage de 0z  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 111010 et  ,0,0,, hfnmzhzzzhzfzzzf nm 〉≥−=−=  holomorphes au voisinage 

de 0z . 

Supposons que ( ) ( ) ( ) ( ) 220
1 , alors, hzhzzzhzfnm nm−− −=〈 est une fonction holomorphe 

au voisinage de 0z  et ( ) 002 ≠zh . Le point 0z  est le pôle de 1−hf . 

L’anneau des fonctions holomorphes ( )UO  sur U est un anneau intègre, on note F (U) son 

corps des fractions. 

 

L’ensemble M(U ) des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe U de ℂ a une structure 

de corps.  

 

Théorème 1.1 (de prolongement de Riemann) 

Soit f une fonction  f : ( )( )l,0*BO ⎯→⎯ ℂ, où ( ) ( ) { }0,0,0* −= ll BB  est le disque épointé de 

rayon l , alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

1) f se prolonge en une fonction holomorphe sur ( )l,0B . 

2) f est bornée au voisinage de 0. 

 

I-2 ⁄ Morphismes de surfaces de Riemann 

Il y a des morphismes de groupes, des morphismes d’anneaux, des morphismes de corps et 

des morphismes de surfaces de Riemann. 

 

Définition 2.1 

Une application YXf ⎯→⎯:  de surfaces de Riemann est holomorphe (ou morphisme de X 

dans Y ) si elle est continue et si elle possède la propriété suivante : 
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pour tout couple ( )hU ,  une carte de X, ( )kV ,  une carte de Y tel que ( ) VUf ⊂ , alors la 

fonction : 

( ) ( ) ( ),:1 VkUhhfk U ⎯→⎯−oo    

est holomorphe. 

En particulier, si Y = ℂ muni d’un atlas ( ){ }ℂℂ Id,=A , ℂ⎯→⎯Xf :  est une fonction 

holomorphe sur X. 

 

Définition 2.2 

1) Une fonction  f : X ⎯→⎯ ℂ est holomorphe si les composés  

1−
αff o , 

sont holomorphes pour tout indice α .. 

2) Une fonction  f : X ⎯→⎯ ℂ est méromorphe si les composés  

1−
αff o , 

sont méromorphes pour tout indice α . 

 

Soit M(X) le corps des fonctions méromorphes sur X. 
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Théorème 2.1 

 Soient X et Y deux surfaces de Riemann, et 

1f , 2f  : X ⎯→⎯  P1 )(ℂ  

deux morphismes qui coïncident au voisinage d’un point  x 0 de X, alors 1f   et 2f  coïncident 

sur X . 

 

Théorème 2.2 

 Soit un morphisme non constant de surfaces de Riemann 

f : X ⎯→⎯ Y. 

Pour tout  a∈X, il existe une carte (U , h) de X centrée en  a, une carte (V , k) de Y centrée 

en  ( )afb = , avec ( )Uf V⊂  et un entier  n≥ 1 tel que l’application   

F = k ◦ f  ◦ h 1−  : h(U )  ⎯→⎯ k(V ) 

soit donnée par                                                         z ⎯→⎯ F(z) = nz . 

 

Preuve 

Soit un morphisme non constant 

f : X ⎯→⎯ Y, 

et soient ( h′ ,U ′ ), (k , V ) deux cartes centrées en  a  et  b  respectivement telles que 

( )Uf ′ V⊂ . 

Soit ζ  la coordonnée dans la carte h′ , la fonction définie comme suit 

G = k ◦ f  ◦ 1−′h  : )(Uh ′′ ⎯→⎯ k(V ), 

vérifie G(0) = 0   ( car h′  (a) = 0, k(b) = 0). 

G est une fonction holomorphe sur l’ouvert )(Uh ′′ de ℂ et à valeurs dans un ouvert  k (V ) de 

ℂ, à l’aide du développement de Taylor de G en 0, on obtient : 

                                                    ( ) ( )zgczzazG n

i

i
i ==∑

∞

=1
,                                (1) 

où g est holomorphe au voisinage de z = 0 ; g(0) = 1 avec  n = Inf { 0/* ≠∈ iai ℕ }, 

=na 0≠c . 

On écrit  g  sous la forme 
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( ) ( ) ( ) 0;1 11 =+= zgzgzg . 

Pour z  assez petit, le logarithme de ( )zg  

( )( )zg11log + , 

a un sens ; i.e dans un voisinage 'W  de 0 à valeurs dans )(Uh ′′ , donc de même pour la 

fonction 

                                                        ( ) ( )( )zgnn ecz log/1/1= .                                      (2) 

En élevant les deux côtés de l’égalité à la puissance  n, on déduit que 

( ) ( )zzgc n= . 

En comparant les formules (1) et (2), on trouve 

( ) ( ) ( )zzzgczzG nnn ==   

            ( )( ) 1−′== hfkzz n oo . 

L’application suivante : 

 

λ : W ′ ⎯→⎯ W = λ(W ′ ) 

             z ⎯→⎯ λ(z) = z ( )zζ , 

est un isomorphisme. 

On pose  

U = 1−′h  ( W ′ ) 

et  

hh ′= oλ  : ( ) ( ) WWWh =′⎯→⎯′′− λ1 , 

alors la fonction composée 

( ) ( )VkUhhfkhfkF ⎯→⎯′== −−− :111 λooooo  

                                                           z   ⎯→⎯ nz , 

convient            . 
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I-3/ Morphismes de surfaces de Riemann compactes : 

   Un morphisme de surfaces de Riemann compactes introduit un nouvel entier n ; n est le 

degré de morphisme. Nous utilisons ce degré pour définir certains types de courbes par la 

suite, et il intervient aussi dans la formule de Hurwitz. 

 

Définition 3.1 
Une application d’espaces topologiques 

f : X ⎯→⎯ Y 

 est un homéomorphisme local si, pour tout x∈  X , il existe un voisinage ouvert xU  de x dans 

X tel que f |
xU  soit un homéomorphisme de xU  sur l’ouvert f ( xU ) . 

On applique la définition d’une application ouverte pour prouver que tout homéomorphisme 

local  f  est une application ouverte. 

 

Définition3.2 

Une application f : X ⎯→⎯ Y  d’espaces topologiques est propre si l’image réciproque par f 

de tout compact de Y est un compact de X. 

 

Définition 3.3  

Une application continue  f : X ⎯→⎯ Y  d’espaces topologiques est un revêtement 

topologique si la condition suivante est réalisée : pour tout  y∈Y, il existe un voisinage ouvert 

V de  y  tel que U
Ii

iUVf
∈

− =)(1  où les iU sont des ouverts disjoints de X tels que, pour tout  

i I∈ , la restriction de  f  à iU  

f | iU  : iU  ⎯→⎯  V , 
est un homéomorphisme. 
 
Proposition 3.1 

Un revêtement topologique  f : X ⎯→⎯ Y est un homéomorphisme local. 
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Définition 3.4 

Une fibre au point y∈Y d’une application continue f : X ⎯→⎯ Y est l’image réciproque 

( )yf 1−   

 

Définition 3.5 
Une application continue 

YXf ⎯→⎯:  

est discrète si sa fibre 1−f ( y ) est discrète pour tout y∈Y. 

 

Théorème 3.2 

Soit  f : X ⎯→⎯ Y  un homéomorphisme local propre. Alors  f  est un revêtement topologique. 

 

I-3.1 Revêtement ramifié : 

Soit  f : X ⎯→⎯ Y  un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Soient  x ∈0 X,  

y 0 = f(x 0 ) , h  une carte en  x 0  sur X , et  k  une carte en  y 0  sur Y . Puisque  f  est holomorphe 

au voisinage de  x 0 , alors la composée prend la valeur 

( ) ∑
∞

=

− =
0

1

n

n
n zazhfk oo . 

Les cartes sont centrées en  x 0  et  y 0 . 

Comme  f  n’est pas constant, nous trouvons : 

∑
∞

=

=
0nn

n
n hafk o , 

où 0
0
≠na  , n 10≥ . 

 

Proposition 3.3 

L’entier 0n  est indépendant des cartes  h  et  k. 
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Définition 3.6  

L’indice ou degré de ramification de  f  en  x 0  est l’entier ( )fex 0
= n 0 . 

f  est ramifié en  x 0  ou  x 0  point de ramification de  f  si ( ) 1
0

〉fex . 

D’après le théorème 2.2, si on se donne f : X ⎯→⎯ Y et une carte k en  y 0 = f (x 0 ), il existe 

une carte h en x 0  telle que  nhfk =o  où ( )fen x0
= . 

 

Théorème 3.4 

Soit  f : X ⎯→⎯ Y un morphisme non constant entre deux surfaces de Riemann compactes. 

Alors : 

1) f  n’a qu’un nombre fini de points de ramification  x 1  , …, x k . 

2) Hors des fibres 1−f ( f ( x i ) ), f définit un revêtement topologique ( étale ) à fibres finies 

de cardinal constant, soit  n . 

3) Pour tout point  y  de Y,   

( ) nfe
yxf
x =∑

=)(
. 

Preuve  

Preuve de 1 : D’après la remarque précédente, au voisinage d’un point  x, la fonction  f est de 

la forme ezz a . Les point de ramification sont ceux où la dérivée s’annule ( e >1 est l’ordre 

du zéro) donc au plus en  z = 0 ; donc l’ensemble des points de ramification sur X est discret, 

il est aussi fini car X compact. 

preuve de 2 : f  définit un isomorphisme local hors des points de ramification x 1  , … , x k , en 

particulier hors des mauvaises fibres ( )( )ixff 1− . 

Comme X est compact,  f  est propre, donc aussi sa restriction hors des mauvaises fibres. 

Or d’après le théorème 3.1, l’homéomorphisme local propre  

f : M = X \ ( )( )U
i

ixff 1− ⎯→⎯ N = Y \ ( )U
i

ixf , 

est un revêtement, à fibres finies (un homéomorphisme local est discret donc 1−f ( x i ) est 

discret et 1−f ( x i ) compact ). 
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f  est un revêtement à fibres finies, donc de cardinal localement constant, même constant 

puisque Y est connexe, donc aussi constant sur Y moins un nombre fini de points. 

Preuve de 3 Soit  x∈X,  y = f (x) et U  un voisinage de  x  ne contenant pas d’autre point de 

la fibre 1−f ( y ). On suppose que ( ) ( )fe xzzf =  sur U , donc il existe un voisinage V  de y tel 

que pour tout Vc∈  \ {y} le cardinal de ( )( )Ucf I
1−  soit égal à ( )fex  ; les point de 

Ucf I)(1−  sont tous non ramifiés, donc la fonction 

( ) ( )∑
=

=
yxf
x xeyg

)(
, 

est localement constante sur Y , donc constante ( car Y connexe ) .             

Ainsi, en comptant les multiplicités, toutes les fibres ont  n  éléments : 

 

Définition 3.7 
La fonction  f  est un revêtement ramifié de degré  n. 

 

Proposition 3.5 

 Soit  f  une fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte X, alors  f  a autant 

de zéros que de pôles, comptés avec leurs multiplicités ;  

∑
∈Xx

x ford  = 0. 

Preuve  

On considère  f  comme morphisme X ⎯→⎯  P1 )(ℂ  (remarque du paragraphe 1.2), d’après 

le théorème précédent pour  y = 0 et  y = ∞ , on obtient :  

( )∑
= 0 )(

 
xf

x fe  = ( )∑
∞= )(

 
xf

x fe  . 

 

Le genre d’une surface de Riemann compacte 
Nous définissons un invariant sur une surface de Riemann compacte en utilisant le langage 

des revêtements. 

Soit  f : X ⎯→⎯ ℂ  une fonction méromorphe sur X, donc elle définit un morphisme  

X ⎯→⎯  P1 )(ℂ . D’après le théorème 3.2, le morphisme  f  fait de X un revêtement ramifié 

de la droite projective P1 )(ℂ . Soit  n  le degré de ce revêtement ; alors le nombre de  
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points dans une fibre (la fibre qui ne contient pas de points de ramification). Pour chaque 

point  x  de X, soit ( )fex  l’indice de ramification de  f  en  x ; alors on a la définition 

suivante : 

 

Définition 3.8 
Le genre  g  d’une surface de Riemann compacte est le nombre 

( )( )∑
∈

−+−=
Xx

x feng 1
2
11 . 

 

I-4 / Courbes elliptiques et hyperelliptiques  

   Dans ce paragraphe, nous rappelons les définitions des courbes elliptiques et des courbes 

hyperelliptiques. 

 

Définition 4.1 [16] 
Une courbe elliptique X a une structure analytique de surface de Riemann compacte X de 

genre 1. 

 

Définition 4.2 [16] 
Une surface de Riemann compacte X est hyperelliptique si existe une fonction méromorphe  f  

sur X ayant  2  pôles, en comptant la multiplicité. 

 

D’après le corollaire précédent le nombre de pôles de  f  est égal au degré de  f  comme 

revêtement ramifié de P 1 )(ℂ  (un morphisme  f : X ⎯→⎯  P1 )(ℂ ).  

Donc f : X ⎯→⎯  P1 )(ℂ étant un revêtement double de P1 )(ℂ , les degrés de ramification ne 

peuvent valoir que 1 ( point non ramifié ) ou 2 ( point ramifié )   

( )∑
=yxf

x fe
 )(

= 2  et  ( )fex ≥1. 

La formule de Hurwitz relie les genres de deux surfaces de Riemann compactes X et Y. 

Soient  YX gg et   les genres de X et Y respectivement, et  f : X ⎯→⎯ Y un revêtement ramifié 

de degré  n ; alors la formule de Hurwitz s’obtient sous cette forme 
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( ) ( )( )∑
∈

−+−=−
Xx

xYX fegng 12222 . 

Sur un revêtement ramifié double X de la droite projective P1 )(ℂ , la formule de Hurwitz 

nous permet de calculer le nombre  k  de points de ramification sur X : 

( ) ,221 ) ( +=−= ∑
∈

gfek
Xx

x  

où g est le genre de X. 
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CHAPITRE  II 

LA STRUCTURE DE GROUPE SUR LA JACOBIENNE 

 

 

L’équation des courbes elliptiques a été déterminée par Weierstrass sous la forme 

[ ]yxKaxaxaxyayxay ,64
2

2
3

31
2 ∈+++=++  où les 5 coefficients 61 ,, aa K  sont des 

éléments d’un corps commutatif K global, local ou fini. 

La théorie des diviseurs s’applique aux courbes algébriques et aux surfaces algébriques. 

 

II-1 Diviseurs sur une surface de Riemann   
   Les diviseurs sont construits sur les points d’une surface X. Prenons la définition d’un 

diviseur de Farkas [7]. 

 

   Soit X une surface de Riemann compacte. Un diviseur de X est une somme formelle D 

∑
∈

=
XP

P PnD
 

, 

où ℤ∈Pn , pour tout point P de X et les Pn  sont presque tous nuls. 

Avec l’addition sur l’ensemble Div ( X) des diviseurs,  

pour D1 = ∑
∈XP

P Pn
 

 , D 2 = ∑
∈XP

P Pm
 

 et ∑
∈

=
XP

PD 00  

∑
∈

+=+=
XP

PP PmnDDD
 

21 )( , 11001 DDDDD =+=+  

nous obtenons le groupe Div ( X) des diviseurs de X. 

La relation PPPP nmmn +=+  dans l’anneau ℤ implique que le groupe des diviseurs  

Div ( X) sur X est un groupe abélien.  
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Le diviseur ∑
∈

=
XP

P Pn0  ; 0=Pn  pour tout P∈X, est un élément neutre du groupe Div( X). 

Le diviseur ∑
∈

′=′
XP

P PnD
 

 avec PP nn −=′  pour tout P∈X, est le symétrique de 

∑
∈

=
XP

P PnD
 

. 

Définition 1.1 
1) Le groupe  Div ( X) est le groupe des diviseurs de X. 

 

2) Un diviseur D est positif si tous les Pn  sont positifs ou nuls. 

   Un diviseur positif est un diviseur effectif. 

 

II-2 Différentielle d’ordre 1  
   L’existence de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann compacte X est l’une 

des questions posées dans l’étude de ces surfaces. Une démonstration de ce problème est 

basée sur l’existence de fonctions harmoniques sur X, est donnée dans [7], ce qui nous donne 

l’existence des différentielles méromorphes sur une surface de Riemann compacte X. 

 

Définition 2.1 

Une différentielle d’ordre 1 (ou 1- forme) ω  sur une surface de Riemann compacte X est la 

donnée pour chaque carte locale  z = x + i y : U ⎯→⎯ ℂ (pour toute carte (U , h) de X est 

définie comme suit : à tout élément  z  de U, sa valeur par  h  est notée aussi par  z ; c’est-à-

dire ( ) yixzhz +== ) de deux fonctions continues  f , g :U ⎯→⎯ ℂ  telles que si les 

fonctions 1f , g1  sont associées à la carte  

z1 = x1 + iy1  : U ⎯→⎯ ℂ, 

alors ces fonctions satisfaient la relation 

 

 



II                                                                                La structure de groupe sur la jacobienne. 

 15

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

g
f

 = J ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
g
f

, 

où  J = 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

22

11

x
y

x
x

x
y

x
x

 est la jacobienne de  z1 ⎯→⎯ z . 

La différentielle ω   est représentée par  f, g dans la carte  z. 

Définition 2.2 

ω  est de classe 1C  si  f  et  g  le sont, 
ω = f  d x + g  d y. 

Lorsque ω  est de classe rC , 1〉r , alors  
ω = f  d x + g  d y 

ω  est de classe ∞C  si  f  et  g  le sont, 
ω = f  d x + g  d y. 

Si  z  est une carte, la fonction  z  et sa conjuguée z  ont localement les différentielles  
dyidxzdetdyidxdz −=+=  ; 

donc toute différentielle ω = f  d x + g  d y  est de la forme 
( ) ( ) zdzgdzzf ′+′=ω , 

où ( ) ( )igfgigff +=′−=′
2
1,

2
1 . 

 

Définition 2.3  

1) Une différentielle  

ω = f(z) d z + g(z) d z , 

 est méromorphe  si g = 0 et si f est méromorphe  

2) La différentielle ω  est holomorphe si g = 0 et si f est holomorphe. 

3) Si ( ) dzzf=ω  au voisinage de P, l’ordre de la différentielle ω  en P est égal à  

Pord ω  = Pord f. 

Ces définitions précédentes ne dépendent pas de la carte choisie. 

 

Définition 2.4  

1) Soit  f  une fonction sur une surface de Riemann compacte X, alors son diviseur est égal à 
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( ) ∑
∈

=
XP

P Pfordf
 

 ) ( . 

2) Soit une forme différentielle ω = f  d x + g  d y, alors son diviseur est égal à  

( ) ∑
∈

=
XP

P Pord
 

 ) (ωω . 

Le diviseur du produit de deux fonctions 1f  et 2f  est égal à la somme de deux diviseurs : 

( ) ( ) ( )2121. ffff += . 

 

Définition 2.5 

La fonction degré est l’homomorphisme de groupes   

deg : Div (X) ⎯→⎯ ℤ 

                                   D = ∑
∈XP

P Pn
 

⎯→⎯ deg ( D ) = ∑
∈XP

Pn
 

. 

Exemple 

Une fonction méromorphe  f  sur X possède autant de zéros que de pôles, comptés avec leurs 

multiplicités, donc deg(( f )) = 0, on écrit : 

deg( f ) = 0 . 

Le degré d’une différentielle, sur une surface de Riemann compacte X, s’exprime seulement 

par le genre de X, il est donné explicitement dans la proposition suivante. 

 

Proposition 2.1  
Si ω  est une différentielle méromorphe non identiquement nulle sur une surface de Riemann 

compacte X de genre  g, alors son degré est égal à 

deg (ω ) = 2g – 2 . 

Preuve    

Le quotient de deux différentielles méromorphes non nulles 1ω = 1f ( z) d z et 2ω = 2f (z) d z 

est une fonction méromorphe
2

1

2

1

f
f

=
ω
ω

, donc le degré 

deg ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

ω
ω  = deg( 1ω ) – deg( 2ω ), 

et d’après l’exemple précédent, le degré d’une fonction méromorphe est nul, nous obtenons 
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deg( 1ω ) = deg( 2ω ). 

Il suffit donc de prouver le résultat pour une différentielle ω . Soit ω  = df où f est une 

fonction méromorphe non constante sur X. 

On choisit  f  non ramifiée au-dessus de∞  , sinon on compose  f  par une bijection de 1P (ℂ) 

de la forme : 

z a  
dzc
bza

   
   

+
+ . 

Localement, la différentielle ω  est égal à 

                                                             ω  = f ′  (z) d z,                                            (1) 

Il en résulte l’égalité  

) ()( fordord PP ′=ω . 

Deux cas se présentent pour calculer l’ordre de la différentielle ω . 

1) Si P n’est pas un pôle ; alors f (P) ∞≠  , cela implique 

( f ◦ h 1− ) (z) = (f ◦ h 1− )(0) + ) ( 1 ′−hf o (0) z + 
!2

)0() ( 1 ′′−hf o  z 2  + … 

                                         = 
!

)0() ( )(1

e
hf e−o  z e                                                         (2) 

où ) (  ) ( fordfee PP == , et  h  est une carte de X centrée en  P ; donc h(P) = 0 . 

La dérivée de (2) implique 

                                           ) ( 1 ′−hf o (z) = 
!

)0() ( )(1

e
hfe e−o  z 1−e ,                           (3) 

On en déduit les égalités  

1 ) ()(  ) ( −==′ fefordford PPP . 

2) Si P est un pôle, alors f (P) =∞ , on pose 

f~ = 
f
1 , 

donc f~ ( P)  = 0 et ) ~( feP  est l’indice de ramification de f~  en P ; On en déduit l’égalité 

                                                        Pord ( f~ ) = ) ~( feP ,                                          (4) 

cela nous montre que P est un pôle de  f  d’ordre ) ~( feP , ce qui implique l’ordre de  f  au 

point P  
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                                              Pord ( f ) = ) ( feP− = ) ~( feP− .                                (5) 

Les formules (4) et (5) impliquent que 

1 ) (1)~(1)(  ) ( −−=−−=−=′ fefefordford PPPP , 

mais on a choisit  f  non ramifiée à l’∞  ; ) ( feP = 1, donc on obtient 

                                                            2  ) ( −=′ford P .                                           (6) 

Les formules (1), (3) et (6) entraînent la valeur du degré 

                       deg (ω ) = ( )( )∑
∈

−
XP

P fe
  

1  = ( )( )∑
∈

−
pôles    

1
∖XP

P fe  + ( )∑ −
pôleun  est 

2
P

.       (7) 

Comme  f  est un revêtement ramifié de 1P (ℂ),de degré  n, alors le cardinal de la fibre au  

point ∞  est égal  

                                                              # )(1 ∞−f = n.                                               (8) 

Les formules (7) et (8) impliquent la valeur 

                                            deg (ω ) = ( )( )∑
∈

−
pôles    

1
∖XP

P fe  n2− .                             (9) 

D’après la formule de Hurwitz appliquée au morphisme  f : X ⎯→⎯ 1P (ℂ), les genre Xg  et  

g
1P  satisfont l’égalité 

2 g X 2−  = n ( 2 g 1P
2− ) + ( )( )∑

∈

−
XP

P fe
  

1 , 

On en déduit la relation 

                                              ( )( )∑
∈

−+−=−
XP

P feng
  

1222 .                              (10) 

Mais dans la formule (9) on peut prendre la somme sur X, car l’indice de ramification est égal 

à 1 aux pôles ( 1) ( =feP ), donc  

                                                deg ( ) ( )( )∑
∈

−=
XP

P fe
  

1ω n2− .                               (11) 

Les formules (10) et (11) impliquent que : 

                                                             deg ( ) 22 −= gω .        

 

 

 

II-3 Théorème de Riemann-Roch   
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   Le théorème de Riemann-Roch est le point central de la théorie des surfaces de Riemann, il 

précise l’existence de fonctions méromorphes ayant des singularités données, que l’on prescrit 

sous la forme d’un diviseur. 

 

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. 

Définition 3.1 

Soit un diviseur D∈Div( X), L ( D ) est le  ℂ-espace vectoriel  

L ( D ) = { }U0 { }0  )  ( ; 0  méromorphe ≥+≠ Dff . 

On note par  l  sa dimension 

=l l ( D ) = dimℂ  L ( D ) . 

Exemples   

1/ Si D = 0, L ( D ) est l’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur X, or toute fonction 

holomorphe sur une surface de Riemann compacte est constante, alors 

l ( D ) = 1. 

2/ Si deg( D ) < 0, alors  l( D ) = 0, soit  f∈ L ( D ) ;  f  non constante. Alors le  

diviseur  ( f ) + D ≥ 0, donc de la relation suivante 

( f )≥ D− , 

on obtient l’inégalité sur les degrés 

deg( f ) ≥  deg( D− ) −= deg( D ), 

et comme le degré d’une fonction méromorphe est nul, on aura 

deg( D ) ≥  0. 

Contradiction avec le fait que deg( D ) < 0 . 

 

Proposition 3.1 

Une surface de Riemann compacte X est hyperelliptique si et seulement s’il existe un diviseur 

D  effectif de degré  2, tel que  ( ) 2≥Dl . 

Preuve  

La 1re implication   

● Si ( )∞= fD  est le diviseur des pôles de  f ; les deux fonctions ∈f,1 L (D). Donc la 

dimension ( ) 2≥Dl . 

La 2ème implication   
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● Soit une fonction ∈f L (D) non constante ; donc elle a au plus deux pôles. Si elle n’a 

qu’un seul pôle, alors la fonction 2f  convient.          

 

Théorème 3.2 ( Riemann-Roch) 
Soit ≠ω 0 une différentielle méromorphe sur X et K = (ω ) son diviseur. Alors pour tout 

diviseur D, les dimensions l( D ) et ( )DKl −  satisfont : 

l( D ) < ∞+    et   ( ) ( )DKlDl −−  = deg( D ) + 1 – g. 

 

On applique le théorème de Riemann-Roch à quelques cas.  

 

Proposition 3.3 
L’espace vectoriel Ω ( X ) des différentielles holomorphes sur X est de dimension  g  sur  ℂ. 

Preuve   

On fixe une différentielle méromorphe non nulle ω . A toute différentielle ω′ ∈ Ω ( X ) on 

associe la fonction 
ω
ω′  ; ω′  est holomorphe sur X, donc (ω′ )≥ 0 , cela implique que 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
ω
ω  = (ω′ ) )(ω− ≥ )(ω− = K− , 

avec (ω ) = K . 

C’est-à-dire ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
ω
ω  + K ≥  0, ce qui signifie que 

ω
ω′

∈ L ( K ). 

On définit donc un isomorphisme : 

Ω ( X ) ⎯→⎯ L ( K ) 

                                                                 ω′ ⎯→⎯  
ω
ω′ .                                          (1) 

En effet, si 
ω
ω′  = 

ω
ω ′′

, alors ω′  = ω ′′ . D’où l’injectivité. 

Soit  f∈L ( K ), on pose  

ω′ ω.f= . 

Le diviseur de cette différentielle et égal à 

( ) ( ) ( ) ( ) Kff +=+=′ ωω , 
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et il est effectif, car  f  appartient à L ( K ) ; on conclue que la différentielle ω′  est 

holomorphe sur X, il existe alors ω′  dont 
ω
ω′

=f  est son image ; d’où la surjectivité. 

On applique le théorème de Riemann-Roch à D = K , on obtient 

                                                l( K ) – l( 0 ) = deg( K ) + 1 – g,                                (2) 

la relation (2) et la bijection de l’application (1) impliquent que  

dimℂ Ω ( X ) = l(K) = l( 0 ) + deg(K) + 1 – g 

                                                              = 1 + ( 2g – 2 ) + 1 – g  
                                                     = g, 

d’où  

                                                       dimℂ Ω ( X ) = g .         

 

Proposition 3.4 

Si P ∈X et n entier ≥  2g, il existe une fonction méromorphe sur X ayant en P un pôle d’ordre 

exact n, et holomorphe ailleurs. 

Preuve 

D’après la proposition 1.2.3, le degré de diviseur )( 1)( PnK −− est égal à 

deg )( 1)( PnK −−  = (2g – 2) – (n – 1) 

                                                                           = 2g – n – 1 < 0.                            (1) 

Le numéro 2 de l’exemple précédent et (1) impliquent que 

                                                       l )( 1)( PnK −−  = 0.                                       (2) 

La relation (2) et l’application du théorème de Riemann-Roch pour D = Pn 1)( − , nous 

donnent 

                                                        l )( 1)( Pn −  = n – g.                                        (3) 

De même pour  l )(( Pn , on a : 

deg )( PnK −  = (2g – 2) – n 

                               = 2g – n – 2 < 0, 

cela implique que 

                                                            l )( PnK −  = 0,                                           (4) 



II                                                                                La structure de groupe sur la jacobienne. 

 22

La relation (4) et l’application du théorème de Riemann-Roch pour D = Pn , impliquent que 

                                                        l )(( Pn = n + 1 – g.                                          (5) 

Les formules (3) et (5) entraînent que 

l )(( Pn > l )( 1)( Pn − , 

il existe donc une fonction  f  dans L )(( Pn  \ L )( 1)( Pn − , si une fonction  f ∈ L )(( Pn , 

alors d’après la définition de l’espace L, on obtient une suite de valeurs possibles des ordres 

de  f  en P 

( ) ( ) ( ) K,2,1, −−−−−= nnnford P  

De même pour une fonction  f ∈ L )( 1)( Pn − , nous avons 

( ) ( ) ( ) K,2,1 −−−−= nnford P  

Donc il reste une seule possibilité pour une fonction  f ∈ L )(( Pn  \ L )( 1)( Pn −  

( ) ( ) .avec  0et , PQfordnford QP ≠≥−=  

Ce qui montre l’existence d’une fonction  f  avec un pôle d’ordre exact  n, et holomorphe 

ailleurs.         
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II-4  Plongement projectif d’une courbe elliptique   

   Une courbe elliptique X admet un plongement projectif dans l’espace P 2 ( ℂ ). 

 

Définition 4.1 

Un plongement de X dans l’espace P N ( ℂ ) est une application holomorphe injective 

                                                     ⎯→⎯U  P N ( ℂ ) 

( ) ( )( )PPP Nϕϕ ,,0 K⎯→⎯ , 

où les iϕ  sont des fonctions holomorphes ℂ⎯→⎯U , telles que : 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ).0,,0,,et             

 0,,0,,,

0

0

KK

KK

≠

≠

PdPd

PPXdePtoutpour

N

N

ϕϕ

ϕϕ
 

 

On construit un plongement d’une surface de Riemann compacte X, en choisissant un diviseur 

D sur X et une base de l’espace L ( )D . 

 

Théorème 4.1  

Soit D un diviseur sur X de degré deg≥ 2g + 1, et ( )Nff ,,0 K  une base de L ( )D . Alors 

l’application  

( ) ( )( )∈⎯→⎯ PfPfP N,,: 0 Kϕ P N ( ℂ ), 

est bien définie hors des zéros et pôles des if , et se prolonge en un plongement 

⎯→⎯X:ϕ P N ( ℂ ). 

Preuve 

Pour XP∈ , soit Pz  une carte en P, nous définissons les fonctions 
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i
k

PPi fzh P−=, , 

où ( )iPiP fordk min= . 

Donc au voisinage U de P, on aura pour { }PUQ −∈  

( ) ( ) ( )( )QhQhQ PNP ,,0 ,,K=ϕ  ; 

et par définition de Pk , les fonctions Pih ,  ne s’annulent pas simultanément en P, donc on 

définit encore la valeur de ϕ  en P par 

( ) ( ) ( )( )PhPhP PNP ,,0 ,,K=ϕ . 

D’où une fonction holomorphe ϕ  : 

⎯→⎯X:ϕ P N ( ℂ ) 

                                                                ⎯→⎯Q ( ) ( ) ( )( )QhQhQ PNP ,,0 ,,K=ϕ . 

Montrons que ϕ  est injective : 

Soit D  un diviseur de degré deg D ≥2g, et un point XQ∈ . On applique le théorème de 

Riemann-Roch à ce diviseur D , et on obtient la dimension 

                                                         ( ) =Dl deg D +1 g− ,                                         (1) 

Le diviseur QD − , a pour dimension 

                                                      ( ) =− QDl deg D g− .                                       (2) 

(1) et (2) impliquent que la différence des dimension est égal à 

                                                        ( ) ( ) 1=−− QDlDl ,                                        (3) 

cela implique l’existence d’une fonction  f  telle que : 

f ∈ L ( )D  \ L ( )QD − , 
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cela nous confirme que la fonction  f  est d’ordre exact Qn  en Q 

                                                              QQ nford = .                                             (4) 

Appliquant le raisonnement précédent au diviseur ∑
∈

=
XP

P PnD . 

La formule (3) implique que  f  est parmi les éléments de la base de L ( )D , alors le minimum 

des iP ford  est égal à 

                                         ( ){ }Dffordford PiPi
L∈= ,minmin ,                        (5) 

comme la fonction  f  est dans L ( )D , ce qui signifie que PiP nford −≥ . 

Les formules (4) et (5) entraînent que 

PiPi
nford −=min , 

d’où le minimum Pk  des ordre des if  en P 

                                                                PP nk −= .                                                (6) 

Pour montrer que ϕ  est injective nous montrons que les deux images ( )1Pϕ  et ( )2Pϕ  ne sont 

pas sur le même plan. 

D’après le raisonnement précédent pour 2PDD −=′ , il existe une fonction  f  dans 

L ( )2PD −  \ L ( )21 PPD −− , alors 

                                                          
11 PP nford −= ,                                          (7) 

                                                         
222

1et PPP nnford −〉+−≥ ,                        (8) 

Décomposons  f  dans la base { }iif  de L ( )D , donc 

∑
=

=
N

i
ii ff

0
λ . 
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Nous calculons la valeur de ∑
=

N

i
Pii h

0
, 1

λ en 1P , nous obtenons 

( ) ( )1
0

1
0

,
1

11
PfzPh

N

i
i

k
Pi

N

i
Pii

P

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑
=

−

=

λλ  

                                                                        ( )1
0

1

1
Pfz

N

i
ii

k
P

P

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

−
λ  

                                                                         ( )1
1

1
Pfz Pk

P ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
.                              (9) 

Les formules (6), (7), (8) et (9) impliquent que 

( )1
0

, 1
Ph

N

i
Pii ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

λ ( ) 01
1

1
≠⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
Pfz Pk

P , 

la valeur de la fonction fz Pk
P

1

1

−
 est nulle en 1P , car 

11 PP nford −= . 

Donc ( )1Pϕ  n’appartient pas à l’hyperplan 0:
0

=Η ∑
=

N

i
ii Xλ , 

                                                                 ( )1Pϕ Η∉ .                                              (10) 

De même pour le point 2P  

( )2
0

, 2
Ph

N

i
Pii ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

λ ( )2
2

2
Pfz Pk

P ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
. 

La formule (8) implique 

( )2
0

, 2
Ph

N

i
Pii ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

λ ( ) 02
2

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
Pfz Pk

P , 

donc ( )2Pϕ  est dans l’hyperplan Η  

                                                                 ( )2Pϕ Η∈ ,                                             (11) 

(10) et (11) entraînant la relation 
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( )1Pϕ ≠ ( )2Pϕ . 

D’où l’injectivité de ϕ . 

On achève la preuve du théorème en démontrant que ( ) ( )( ) ( )0,,0,, ,,0 KK ≠PdhPdh PNP . 

D’après le raisonnement précédent pour PDD −=′  avec XP∈ , il existe une fonction  f  

dans L ( )PD −  \ L ( )PD 2− , ce qui implique l’ordre de  f : 

                                                         ( ) 1+−= PP nford .                                       (12) 

La décomposition de  f 

∑
=

=
N

i
ii ff

0
λ , 

implique l’ordre de  f 

                                             ( )fzordhord Pn
PP

N

i
PiiP =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=0

,λ .                             (13) 

De (12) et (13), on déduit l’ordre : 

1
0

, =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

N

i
PiiP hord λ , 

donc l’une au moins des Pidh ,  est non nulle en P.  

L’entier N se déduit du théorème de Riemann-Roch. Par la formule de Riemann-Roch pour le 

diviseur D et un diviseur K d’une différentielle 

( ) ( ) =−− DKlDl deg ( ) gD −+1 . 

L’hypothèse deg ( ) 12 +≥ gD  implique que deg ( ) 0=− DK , et par suite ( ) 0=− DKl . On 

remplace la valeur de la dimension ( )Dl  dans la formule de Riemann-Roch, on obtient 

 

 



II                                                                                La structure de groupe sur la jacobienne. 

 28

=+1N deg ( ) gD −+1 , 

d’où l’entier N égal à                                 deg ( ) gD − .               

 

Théorème 4.2 

Soit  f  une fonction méromorphe non constante sur X, de degré  n,.alors le corps M (X ) des 

fonctions méromorphes sur X est une extension algébrique de degré  n  sur ℂ( f ) : 

[M(X) : ℂ( f ) ] = n. 

Preuve  

Soit  h∈M(X), alors on construit un polynôme P de ( )[ ]Xfℂ  tel que ( ) 0P ≡h . 

On choisit un ouvert U de 1P (ℂ) tel que  f  ne soit pas ramifiée sur ( ) ∞≠− hfUf ,et    1  sur 

leurs domaines de définition, de plus U peut être choisi de façon que  h  soit holomorphe sur 

( )UfV 1−= . 

D’après la remarque de la définition 3.3 du chapitre I, la fonction  f  est un isomorphisme 

local sur V, alors les  n  fonctions symétriques élémentaires suivantes 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
∏∑

==

==
yxf

n
yxf

yhysxhys ,,1 K , 

sont holomorphes sur U. Elle sont même méromorphes sur 1P (ℂ) (voir Reyssat [16] pour 

plus de détail). Comme toute fonction méromorphe sur 1P (ℂ) est une fraction rationnelle, 

ainsi on définit le polynôme suivant à coefficients dans ( )fℂ   

( ) ( ) ( ) ( )fsXfsX n
nnn oLo 1XP 1

1 −++−= − . 
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La construction de ce polynôme nous donne pour chaque point ( )( ) 0hP, =∈ xVx , et donc 

( ) 0P ≡h . Par suite, le polynôme minimal de  h  sur ( )fℂ  divise P, ce qui montre que 

( ) ( )[ ] nfhf ≤ℂℂ :, . 

D’où                                                  ( ) ( )[ ] nfX ≤ℂ:M .                                       (1) 

En choisissant un point  Uy∈  de telle sorte que  h  n’ait ni zéro ni pôle aux points de la fibre 

( ) { }nxxyf ,,1
1 L=− , alors pour tout polynôme Q∈ ( )[ ]Xfℂ  nul sur  h  est de degré≥  n, car 

Q a au moins  n  racines ( ) ( )nxhxh ,,1 K  ; donc le polynôme minimal de  h  est de degré≥  n, 

on écrit ( ) ( )[ ] nfhf ≥ℂℂ :, . 

D’où                                                  ( ) ( )[ ] nfX ≥ℂ:M .                                       (2) 

De (1) et (2), on obtient 

( ) ( )[ ] nfX =ℂ:M . 

On va préciser le plongement projectif donné par une base de L ( )θ3 . Pour le diviseur 

θ3=D , son degré deg ( )θ3  = 3 ≥  2g + 1 ; g = 1, alors le théorème 4.1 nous donne un 

plongement.                 

Proposition 4.3 

Soit X une courbe elliptique sur ℂ, il existe un isomorphisme de X vers la cubique projective 

de P 2 ( ℂ ) d’équation affine : 

64
2

2
3

31
2      axaxaxyayxay +++=++ ; 

avec ∈ia ℂ. 

Preuve   

Soit θ  un point de X, n un entier positif, K un diviseur d’une différentielle méromorphe sur X 
et l (D) la dimension de l’espace vectoriel L(D) pour un diviseur D de X. 
Le degré de diviseur )( θnK −  est négatif 

deg )( θnK − = 2g – 2 – n = n− , 

alors la dimension de l’espace vectoriel L )( θnK − est égal à 

                                                           l )( θnK − = 0.                                         (1) 

D’après le théorème de Riemann-Roch pour D = θn  et (1) 
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l )(( θn  = deg )(( θn  + 1 – g 
 = deg )(( θn  

                                                                 = n,                                                            (2) 
D’après la proposition 3.4, il existe des fonctions x et y  telles que 

x∈ L )(2 θ  \ L )( θ  et y ∈ L )(3 θ  \ L )(2 θ , 
θ  est l’unique pôle double de x, alors d’après le théorème 3.2 de chapitre I, x est un  

revêtement ramifié de 1P (ℂ) de degré 2. 
θ  est l’unique pôle triple de y , alors d’après le théorème 3.2 de chapitre I, y  est un  

revêtement ramifié de 1P (ℂ) de degré 3. Le théorème 4.2 implique que le degré de 

l’extension M(X) de ℂ( x) est égal au degré de x 

                                                         [M(X) : ℂ( x) ] = 2,                                          (3) 

Pour tout élément du corps ℂ( x) a θ  comme pôle d’ordre pair, et puisque y  admet un pôle 

d’ordre 3 impair en θ , cela implique que 

                                                                 y ∉ℂ( x).                                                  (4) 

Les formules (3) et (4) donnent 

M(X) = ℂ( x , y ). 

 La formule (2) implique que la dimension de L )(6 θ est égale à 6. Les fonctions 

1, yxyyxxx ,,,,, 232   sont dans L )(6 θ , donc ces fonctions sont dépendantes ; alors il 
existe des coefficients ∈′ iαα ,0 ℂ tels que : 

                                   64
2

2
3

031
2

0 ααααααα +++′=++ xxxyxyy  .              (5) 

Les relations )()( 64
2

2
3

0p31p αααααα +++′≠+ xxxordyxyord . 

                     )()( 64
2

2p31
2

0p αααααα ++≠++ xxordyxyyord  
impliquent que le produit ≠′00αα 0 donc 0et  0 00 ≠′≠ αα . 

On multiplie l’équation (5) par élément 1
0
−α , on obtient 

6
1

04
1

0
2

2
1

0
3

0
1

03
1

01
1

0
2 αααααααααααα −−−−−− +++′=++ xxxyxyy         (6) 

En changeant x  par ( ) 31
0

1
0

−− ′αα x  dans l’équation (6), on obtient 

                                      64
2

2
3

31
2 axaxaxyaxyay +++=++ ,      (7) 

où 1
1

01 αα −=a ( ) 31
0

1
0

−− ′αα , 2
1

02 αα −=a ( ) 32
0

1
0

−− ′αα , 3
1

03 αα −=a , 

4
1

04 αα −=a ( ) 31
0

1
0

−− ′αα , 6
1

06 αα −=a  
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en changeant y  en y + ( )312
1 axa + , on enlève les termes en xy  et y  de la formule (7), et 

ensuite en changeant y2  par y , on obtient 

                                        24 64
2

2
32 bxbxbxy +++= .                    (8) 

Où 2
122 4 aab += , 3144 2 aaab +=  et 2

366 4 aab +=  

Puis les termes en 2x  en changeant x  en 122bx −  dans l’équation 8, on obtient  

                                                   ∈−−= iggxgxy  , 4 32
32 ℂ.                                  (9) 

La proposition suivante donne les équivalences entre les singularités. 

 

Proposition 4.4 

Soit une courbe C d’équation ( ) 04,P 32
32 =++−= gxgxyyx , alors les trois propositions 

suivantes sont équivalentes 

1) C est non singulière, les équations ( ) ( ) ( ) 0,Pet  0,P,0,P =′=′= yxyxyx yx  n’ont pas de 

solutions communes. 

2) Les zéros du polynôme 32
34 gxgx −−  sont simples. 

3) Le nombre 2
3

3
2 27gg +  est non nulle. 

 

La cubique (5) est non singulière, s’il existe un point singulier P de valeur α  par x , alors la 

relation (5) s’écrit 

)()(4 22 βα −−= xxy , 

et donc  

)(4
2

β
α

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
x

x
y . 

La fonction β−x  a un pôle double en θ , cela implique que la fonction 

α−x
y , 

a un pôle simple en θ . 
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Donc la fonction 
α−x

y  est un revêtement de P1 (X) de degré 1, donc un isomorphisme    

X ≅  P1 (X), ce qui est absurde car le genre de X est non nul. On en déduit que le discriminant 

de la cubique 

∆ = 2
3

3
2 27gg + , 

est non nul. 

On a donc un plongement de X comme cubique plane lisse (non singulière) : 

 

X ⎯→⎯ P 2  (ℂ) 

                                                              P ⎯→⎯  (0, 1, 0).                                         (6) 

                                                              Q ⎯→⎯  ( 1 , )( , )( QyQx ).            

 

II-5/  Structure de groupe sur les diviseurs  

Dans le groupe Div (X) il y a une relation d'équivalence. 

. 

Définition 5.1 

a ) Deux diviseurs D et D′  sont linéairement équivalents si la différence D D′−  est un 

diviseur principal 

b ) Le groupe quotient . Div (X) / R = Pic (X) est le groupe de Picard. 

c ) La norme d'un diviseur D est l'entier 
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{ }
.0≥= ∑

−∈ θXP
PnD  

Définition 5.2 

Une droite L a une équation de la forme : 

[ ]., yxyxL ℂ∈++= γβα . 

 

Les diviseurs d’une droite  L  sont de l'une des formes suivant le nombre de points 

d'intersection de la droite et de la courbe X cubique 

1)  θ3−++ RQP . 

2)  θ32 −+ QP . 

3)  θ33 −P . 

4) θ2−+ QP . 

5)  θ22 −P . 

Pour tout diviseur D  ayant l’une des 5  formes précédentes, alors il existe une droite  L  telle 

que ( )LdivD = . 

 

Théorème 5.1 (réduction linéaire) 

Soit un diviseur ( )XDivD∈ , alors il existe un diviseur ( )XDivD∈ tel que : 

D ~ D , deg D = deg D  et 1≤D . 

Preuve   

Soit un diviseur ( )∑
∈

∈=
XP

P XDivPnD . On suppose qu’il existe deux points P et Q distincts 

de X tels que Pn  et Qn  soient de même signe et non nuls. 

Soit D′  un diviseur d’une droite  L  passant par P et Q, alors 

( )LdivRQPD =−++=′ θ3 , 
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où R est le 3ème point de la droite L. 

Nous avons alors deux cas à traiter. 

1er cas : 

Si Pn  et Qn  sont strictement positifs, on obtient 

DDD 〈′− . 

Et comme D′  est un diviseur d’une droite, alors 

deg (D) = deg ( D D′− ) 

et D ~( D D′− ), 

d’où le diviseur DDD ′−=1  convient. 

2ème cas : 

Si Pn  et Qn  sont strictement négatifs, on aura 

DDD 〈′+ . 

Et D′  est un diviseur d’une droite, on obtient 

deg (D) = deg ( D D′+ ) 

et D ~( D D′+ ), 

d’où le diviseur DDD ′+=1  convient. 

On continue la réduction prescrite dans le 1er cas et le 2ème cas jusqu’à ce que nous obtenons 

un diviseur de la forme : 

θsQnPnD QP +−= , 

avec ℤ∈≥≥ snn QP et   0,0 . 

Nous utilisons le diviseur D ′′  d’une droite L 

θ32 −+=′′ QPD , 

nous obtenons la norme de DDD ′′−=2  

DD 〈2 . 

Comme D ′′  est un diviseur d’une droite, on a alors 

deg D  = deg 2D  

et D ~ 2D . 

A la fin, nous obtenons un diviseur ( )XDivD∈  tel que : 

                                                 D ~ D , deg D = deg D  et 1≤D .            
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Corollaire 5.2 

Pour tout diviseur D∈  Div 0 (X), il existe un point unique P∈X tel que 

D ~ θ−P . 

Preuve 

Existence  

Soit un diviseur D∈  Div 0 (X), alors d’après le théorème de la réduction linéaire, il existe un 

diviseur ( )XDivD 0∈  tel que : 

D ~ D  et 1≤D . 

Puisque deg D = 0, le diviseur D  a l’une des deux formes suivantes 

θ−= PD  ou θ+−= PD . 

On va traiter ces deux cas du diviseur D . 

1) Si θ−= PD , donc on a le résultat du corollaire. 

2) Si θ+−= PD , on considère le diviseur d’une droite L 

( ) θ22 −= PL , 

on a alors  

( )LDD += ~ D . 

D’où le résultat 

D ~ θ−= PD . 

L’unicité : 

Supposons qu’il existe un autre point Q tel que 

D ~ θ−Q . 

Il en résulte alors, l’équivalence de ces diviseurs 

θ−P ~ θ−Q , 

cela signifie que le diviseur QP − est principal 

( ) QPf −= . 

Donc la fonction  f  admet un unique pôle Q, et on en déduit que  f  est un revêtement ramifié 

de P1 (ℂ) de degré 1, alors 

X ≃ P1 (ℂ), 
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or le genre de X est égal à 1. 

Il en résulte l’unicité du point P.             

 

Proposition 5.3 

Si 1P  , 2P ∈X, il existe un unique point 3P ∈X tel que le diviseur 

θ3321 −++ PPP , 

soit principal. 

On note alors θ = 0 et 0321 =++ PPP , ce qui définit une structure de groupe sur X, telle que 

l’application : 

Φ  : X ⎯→⎯  Pic 0 ( X ) 

                        Q ⎯→⎯ Φ ( Q ) = θ−Q , 

soit un isomorphisme de groupes. 

Preuve   

Unicité   

Si le diviseur ( ) θ3321 −++= PPPf , et 4P  un autre point de X tel que le diviseur 

θ3421 −++ PPP  est principal 

( ) =′f θ3421 −++ PPP , 

alors  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
g
f  = 43 PP − . 

Supposons que P 43 P≠ , et donc la fonction 
g
f ′  est un revêtement ramifié de degré 1, ainsi un 

isomorphisme de X sur P1 (ℂ), ce qui est absurde car P1 (ℂ) est de genre 0. 

Existence    

Soient  x  , y  les fonctions donnant le plongement de X dans P 2 ( ℂ ) par  

Q ⎯→⎯  ( 1 , )( , )( QyQx ). 

Soit L  la droite de P 2 ( ℂ ) passant par  P1 et  2P ∈  X⊂P 2 (ℂ ) d’équation 

L : 0=++ cWbVaU , c’est la tangente à X en P1 si P1  = 2P , et soit  f = cbyax ++ , alors  f  

s’annule en P1 et 2P  car P1∈  X⊂P 2 (ℂ ) ; 1P = ( 1 , )( , )( 11 PyPx ), on a : 
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f (P1 ) = 1.)( )( 11 cPybPxa ++ , 

comme P1∈L, on aura 

f (P1 ) = 0. 

De même pour 2P  

f ( 2P ) = 0. 

Si 0≠b , alors  f  est de degré 3 ( unique pôle, triple, en θ ) donc  f  a un troisième zéro 3P  

sur la droite L, qui convient. 

Si b=0, alors la fonction 

f = cxa +  

est de degré 2, car θ  est l’unique pôle double de x  donc de  f, alors  f  n’a plus que les deux 

zéros P1  et  2P  , et on prend 3P = θ  qui est sur la droite  

0=+ cWaU , 

avec(θ  = ( 0 , 1 , 0 ) ) dans le plan projectif  P 2 (ℂ ). 

D’où le diviseur de  f  

( f ) = θ221 −+ PP  

                 = θθ 321 −++ PP  . 

Montrons que Φ  est bijective : 

Φ  est surjective : soit D ∈  Pic 0 ( X ) = Div 0 ( X ) / ~ , d’après le lemme il existe un point  

Q∈X tel que  

D ~ θ−Q , 

cela signifie qu’il existe un point Q de X tel que  

Φ ( Q ) = D, 

d’où la surjectivité de Φ . 

Le point Q est unique : 

Supposons qu’il existe un autre point R ≠  Q tel que  

θ−Q ~ θ−R , 

cela signifie que le diviseur  

θθ +−− RQ , 

est un diviseur principal, et on pose  
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( f ) = θθ +−− RQ  = RQ − . 

ainsi  f  admet un seul pôle simple, donc  f  est un revêtement ramifié de degré 1 ce qui 

signifie que X ≅  P1 (ℂ), contradiction avec le fait que le genre de X est égal à 1, cela 

implique que Φ  est bijective . 

Montrons que Φ  est un morphisme : 

1/ Si 21 PP −=         ( 1P  est l’inverse de 2P ), d’une part, on a   

( ) ( ) 0021 =Φ=+Φ PP . 

D’autre part 

( ) ( )21 PP Φ+Φ  = classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P   

                                                        = classe ( )θ221 −+ PP , 

mais le diviseur 

θ221 −+ PP , 

est principal, donc sa classe est nulle 

classe ( )θ221 −+ PP  = 0. 

2/ Si 1P ≠ 2P  , soit P 3  le 3ième point de la droite L tel que  

0321 =++ PPP , 

qui s’écrit 

321 PPP −=+ . 

Soit L′  la droite passant par 3P  et 3P−  , alors les diviseurs de L′  et L sont respectivement  

div ( L′ ) = θ233 −−+ PP  

                                             et  div ( L ) = θ3321 −++ PPP . 

Donc, on écrit  div( L ) sous une autre forme 

θ3321 −++ PPP  = ( )θ−1P  + ( )θ−2P  + ( )θ−3P  ~ 0, 

car c’est un diviseur d’une fonction méromorphe (de la droite L), donc 

classe ( )( θ−1P  + ( )θ−2P  + )( )θ−3P  = 0. 

La structure du groupe de Picard de degré zéro nous permet d’écrire 

classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P  + classe ( )θ−3P  = 0, 
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et en ajoutant la classe du diviseur ( )θ−− 3P  dans chaque côté de l’égalité, on obtient 

classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P  + classe ( )θ−3P  + classe ( )θ−− 3P  = 

classe ( )θ−− 3P . 

La loi du groupe de ( )XPic0  induite par celle du groupe ( )XDiv0 , nous donne 

classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P + classe ( )θ233 −−+ PP = classe ( )θ−− 3P , 

or l’élément  classe ( )θ233 −−+ PP  est nul, car le diviseur θ233 −−+ PP  est un 

diviseur de la droite L′ . 

Par conséquent 

classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P  = classe ( )θ−− 3P , 

il en résulte que 

classe ( )θ−+ 21 PP  = classe ( )θ−1P  + classe ( )θ−2P , 

avec 321 PPP −=+ . 

D’où Φ  vérifie l’axiome de morphisme de groupes 

                                                    ( ) ( ) ( )2121 PPPP Φ+Φ=+Φ .            

Corollaire 5.4 

Soient 1P , 2P  et 3P  trois points de X, alors dans le plongement de X sur P 2 (ℂ ) défini 

précédemment, on a : 

1P + 2P + 3P = 0 si et seulement si 1P , 2P  et 3P  sont alignés. 

Preuve 

Si 1P + 2P + 3P = 0, alors 1P  , 2P  , 3P  sont des zéros de la fonction  f  d’équation 

f = cbyax ++ , 

qui est par définition une équation d’une droite, donc 1P  , 2P  , 3P  sont alignés. 

Si 1P  , 2P  , 3P  sont alignés, alors 1P  , 2P  , 3P  sont des zéros de la droite L d’équation 

L = cbyax ++ , 

son diviseur est égal à                    ( ) θ3321 −++= PPPL . 

Alors, on prend 0=θ  et 1P + 2P + 3P = 0.                
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II-6/ La jacobienne   
   Dans ce paragraphe on va démontrer que toute courbe elliptique X sur ℂ est isomorphe à un 

tore Λℂ . Pour cela on définit une intégration sur un chemin dans X d’une 1-forme 

différentielle sur X. 

 

Définition 6.1 
Soit dygdxf   +=ω  une 1-forme différentielle sur X, et 

  : [ ]1 , 0 ⎯→⎯ X 

                t  ⎯→⎯  (t )   

 un chemin dans X , l’intégrale de la différentielle ω  sur   est égal à 

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

1

0

))(())( dt
dt
dytg

dt
dxtf (



ω . 

Cette intégrale est bien définie grâce à la matrice jacobienne par changement de carte, en 

effet, soit 11 iyxh +=′   une autre carte de X, alors : 

∫  = ( )( ) ( )( ) dt
dt

dytg
dt

dxtf  
1

0

1
1

1
1∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +   

                          = ( )( ) ( )( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

0

11 dt
dytg

dt
dxtf    J ( )dthh  1−′ o  

= ( )( ) ( )( ) dt
dt
dytg

dt
dxtf  

1

0
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  . 

On a dim Ωℂ ( X) = g = 1, alors il existe une différentielle holomorphe ω  non identiquement 

nulle ( unique à ℂ*  près ), et sans zéro car deg(ω ) = 2g – 2 = 0. 

Du point de vue courbe algébrique, si on voit X comme cubique lisse de P 2 (ℂ) (proposition 

4.3), d’équation 

32
32 4 gxgxy −−=  ; 

On a la proposition suivante : 
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Proposition 6.1 

Soient P (x, y) = [ ]yxgxgxy ,4 32
32 ℂ ∈++− , C P = ( ){ }.0,P que  tel),( 2 =∈ yxyx ℂ  et 

PXX =  est une surface de Riemann associée à la courbe algébrique C P  ; Alors la 

différentielle ω  = 
y

dx
yx

dx
y

=
′ ),(P
2  forme une base des différentielles holomorphes )(XΩ  sur 

X.(voir [10], [16]) 

On note θ  le point choisit de X dans le plongement sur P 2 (ℂ), θ  = (0, 1, 0). Soit  un 

chemin de θ  à Q sur X, autrement dit l’application 

  : [ ]1 , 0 ⎯→⎯ X, 

est continue, telle que (0) = θ  et (1) = Q, on définit : 

.)( ℂ∈= ∫ ωI  

Pour définir un isomorphisme de X dans ℂ/Λ , nous avons besoin de définir le premier groupe 

d’homologie sur X. 

 

Définition 6.2 

Un 2-simplexe d’une surface X est une injection continue T ⎯→⎯  X, où T est le triangle de 

sommets 0, 1, 3/πie  dans ℂ. L’image est appelée un triangle dans X. 

On dit que la surface X est triangulable s’il existe des 2-simplexes  

if  : T ⎯→⎯  X, 

 dont les images recouvrent X, tels que pour tout point P ∈X,  

1) si P n’est pas sur une arête, il appartient à un unique triangle if (T), qui est alors un 

voisinage de P. 

2) si P est sur une arête “a”, mais n’est pas sur un sommet, il appartient exactement à deux 

triangles )(Tft ii = et )(Tft jj = , tels que att ji =∩  et ji tt ∪  est un voisinage de P. 

3) si P est un sommet, il appartient à un nombre fini de triangles it , …, kt  ; ceux-ci ont P 

pour sommet, leur réunion U
k

i
it

1=
 est un voisinage de P, avec  it  et  1+it  ( )11 −≤≤ ti ont 

exactement une arête commune. 
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Théorème 6.2 
Toute surface de Riemann compacte est orientable et triangulable.(voir [2]) 

 

On fixe une triangulation sur X, un 0-simplexe est un sommet d’un triangle it de X, un 1-

simplexe est une arête d’un triangle it  de X et un 2-simplexe est une face orientée d’un 

triangle de X. 

L’ensemble  

nC = )(XCn = { }simplexenamam iiii −=∈∑   ,  ,  ℤ , 

n = 0, 1, 2, est un groupe abélien libre sur les n-simplexes. 

Un élément de )(XCn  est appelé n-chaîne. 

On définit un opérateur bord ∂  : nC ⎯→⎯ 1−nC , pour un o-simplexe 1P , on a ∂ 1P = 0. 

L’image d’un 1-simplexe 21 P,P  par ∂  est égale à  

∂ 21 P,P = 1P 2P− , 

et l’image d’un 2-simplexe 321 P,P,P  par l’opérateur ∂  est égale à 

∂ 321 P,P,P = 21 P,P + 32 P,P + 13 P,P . 

Par linéarité de ∂ , on définit le bord d’une n-chaîne. 

L’image B1 (X) de 2C  par ∂  : 2C ⎯→⎯ 1C  constitue les bords, le noyau Z1 (X) de  

∂  : 1C ⎯→⎯ 0C  les cycles, on vérifie que 2∂ = 0, donc tout bord est un cycle ; d’où 

l’inclusion B1 (X)⊂  Z1 (X). 

 

Définition 6.3 

Le groupe quotient ( )X1H = Z1 (X)/ B1 (X) est le premier groupe d’homologie de X. 

Ce groupe ne dépend pas de la triangulation choisie.(voir [10]) 

 

Proposition 6.3 

Le groupe H1 (X) est isomorphe à ℤ 2 . 

Dans la définition de l’intégrale I(), si on change  par un autre chemin ′  de P à Q sur X, 

alors : 
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∫∫∫
′′−

=+


ωωω  , 

où  ′  est le chemin inverse de ′ . 

 ′  forme un cycle,  ′ ∈ H1 (X), donc : 

Λ∈∫
′

ω , 

avecΛ est l’ensemble 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=Λ ∫ 2
1  )(, ℤ≃ XH



ω . 

On a donc une application bien définie : 

I : X ℂ⎯→⎯ ∕Λ  

            Q .)( ∫=⎯→⎯
Q

P

QI ω  

I est analytique ; donc pour 0  un chemin fixé de P à 0Q , et U un voisinage simplement 

connexe de Q 0 , alors : 

I : U ℂ⎯→⎯  

                   Q ⎯→⎯ ∫∫ +
Q

Q 00

ωω
̀

, 

est bien définie, si 1  et 2  deux chemins de Q 0  à Q, alors : 

Λ∈=− ∫∫∫
2121 

ωωω , 

Lemme 6.4 

Le groupe Λ  est un réseau de ℂ. 

Preuve 

Le premier groupe d’homologie H1 (X) est isomorphe à 2ℤ , cela implique que Λ est 

engendré par les deux périodes : 

∫=Σ
i

i


ω , i =1, 2 

où 1 , 2  est une base du groupe d’homologie H1 (X). 
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On raisonne par l’absurde, supposons qu’elles sont -linéairement dépendantes, alors ils 

existent 1λ , 2λ ∈ *ℂ tels que : 

∫=Σ
1

11


ωλ  et ∫=Σ
2

22


ωλ , 

sont imaginaires ; i∈ΣΣ 21, . 

Comme  I  est analytique, alors la fonction 

I ′  : X ⎯→⎯  

                                  Q ⎯→⎯ I ′ (Q)=Re ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫
Q

P

ω , 

est harmonique. 

cette fonction est constante par le principe du maximum, le maximum est atteint sur la 

frontière de l’adhérence U . 

Donc sur un ouvert simplement connexe, I(Q) est analytique de partie réelle constante, il en 

résulte que I(Q) est constante modulo  

Λ= ℤ 1Σ + ℤ ⊂Σ2 i , 

d’où ω  est identiquement nulle, ce qui est absurde. Donc le quotient ℂ∕Λ est un tore. 

On peut définir sur le tore ℂ∕Λ  une structure analytique complexe de dimension 1, et on 

obtient par suite une surface de Riemann compacte ℂ∕Λ .              

Finalement, nous avons démontrer que l’application  I  est bien définie dans ℂ modulo Λ . 

 

Proposition 6.5 

L’application 

I : X ⎯→⎯ ℂ∕Λ  

              Q ⎯→⎯ ∫=
Q

P

QI ω)( , 

est un isomorphisme de surfaces de Riemann. 

Preuve 

L’application I est un morphisme de surfaces de Riemann, non constant car ω  est non nulle. 

D’une part on a  I(X) est fermé car  I(X) est un compact ; l’image d’un compact par une 

application continue. 
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D’autre part  I(X) est ouvert car I est une application ouverte, comme ℂ∕Λ  est connexe, alors 

I(X) = ℂ∕Λ ; d’où la surjectivité de I. 

Montrons que  I  est injective : 

l’application  I  est un revêtement étale de ℂ∕Λ  grâce à la formule de Hurwitz qui s’écrit : 

( )∑
∈

−+=
Xx

x Ie 1)(00  ; 

donc 1)( =Iex  pour tout x∈X. 

On a encore l’application 

π  : ℂ ⎯→⎯ ℂ∕Λ , 

est un revêtement universel de ℂ∕Λ , donc on peut voir X comme quotient de ℂ par un sous 

groupe Λ′  de Λ . 

Montrons que Λ ⊂ Λ′  : 

Soit Λ∈= ∫


ωλ  où  est un cycle, alors 21  −  avec 1  et 2  deux chemins de P au 

même point Q∈X, donc modulo Λ′ , la valeur 

Λ′∈== ∕ℂrII )()( 21  , 

cela implique que  

== ∫


ωλ I( 1 ) 2(I− )∈ Λ′ , 

d’où Λ ⊂ Λ′ . 

Il en résulte que  I  est un isomorphisme de surfaces de Riemann. Cet isomorphisme induit 

donc une structure de groupe sur ℂ∕Λ .               

 

6.1/ Les fonctions méromorphes sur ℂ∕Λ    

   D’après la proposition précédente, une courbe elliptique est isomorphe à un tore ℂ∕Λ . Par 

définition : les fonctions méromorphes sur le tore ℂ∕Λ  sont les fonctions méromorphes sur ℂ 

qui sont Λ -périodiques. 

 

La fonction ℘ de Weierstrass   

Définition 6.4 

La fonction ℘ de Weierstrass relative à un réseau Λ  est la fonction : 
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ℂℂ ⎯→⎯℘ : de valeur 
( ){ }

∑
Λ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
+=℘

0
222

111)(
θ θθzz

z  . 

Proposition 6.6 

℘ est méromorphe sur ℂ et dérivable. La ℘(z) converge absolument et uniformément sur 

tout compact du tore ℂ∕Λ   

 

Proposition 6.7 

La fonction ℘ est périodique de périodes 1θ  et 2θ  la base du tore Λ . La fonction ℘(z) est 

paire. 

Preuve 

Calculons ℘(-z)  

( ){ }
∑
Λ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
+=℘

0
222

111)(
θ θθzz

z  

                                                       
( ){ }

∑
Λ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+=

0
222

111

θ θθzz
.                        (1) 

On remplace l’élément z−  dans la formule (1), on obtient 

( ) ( ){ }
∑
Λ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+−
+

−
=−℘

0
222

111)(
θ θθzz

z  

  
( ){ }

∑
Λ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
+=

0
222

111

θ θθzz
, 

d’où )()( zz ℘=−℘ , donc ℘ est paire. 

La fonction dérivée de ℘ est égale à 

( )∑
Λ∈ −

−
=℘′
θ θ 3

2)(
z

z , 

Nous allons vérifier que pour tout élément ∈z ℂ, les valeurs de ℘′  en zzz et    , 21 θθ ++  

sont égales 

( ) ( ) ( )zzz ℘′=+℘′=+℘′ 21 θθ , 

ce qui signifiera que ℘′  est périodique sur Λ . 



II                                                                                La structure de groupe sur la jacobienne. 

 47

On considère la fonction 

( ) ( ) ( )zzzf ℘−+℘= 1θ . 

On dérive la fonction  f, on obtient 

( ) ( ) ( )zzzf ℘′−+℘′=′ 1θ , 

et comme ℘′  est périodique, alors cette dérivée est nulle, donc on aura 

                                                     ( ) ( ) ( ) czzzf =℘−+℘= 1θ ,                               (2) 

c est une constante. 

On remplace la valeur 
2
1θ−=z  dans la formule (2), on obtient 

0
22
11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−℘−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛℘=

θθc , 

car ℘ est paire. 

Il en résulte que  

( ) ( )zz ℘=+℘ 1θ . 

On fait la même chose pour 2θ , on trouve 

( ) ( ) ( )zzz ℘=+℘=+℘ 21 θθ . 

La fonction ℘ est donc périodique de période 1θ  et 2θ , et méromorphe, les pôles de ℘ sont 

les éléments de Λ , ils sont tous d’ordre 2. Ainsi la fonction ℘ est méromorphe sur ℂ∕Λ , 

dont 0 est le seul pôle double modulo Λ .              

 

Proposition 6.8 

Le corps des fonctions méromorphes sur X= ℂ∕Λ  est M(X) ( )℘′℘= ,ℂ . 

Preuve 

Comme ℘ est un revêtement ramifie de degré 2, on a 

( ) ( )[ ] 2: =℘ℂXM , 

et puisque ℘′ ( )℘∉ℂ , car ℘′  a l’élément 0 comme pôle d’ordre 3 impair ; il en résulte que le 

corps des fonctions méromorphes sur X est engendré sur ℂ par deux éléments ℘ et ℘′  

                                               M(X) ( )℘′℘= ,ℂ .       
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CHAPITRE III 

POINTS DE WEIERSTRASS 

 

   Une courbe hyperelliptique X de genre  g  possède un ensemble de points canoniques : ses 

points de Weierstrass. Dans le cas où 1=g , la suite des trous de X est réduite 1. Nous 

déterminons l’équation plane d’une courbe hyperelliptique de genre 2≥g . Nous étudions les 

points de Weierstrass de X et nous déterminons le groupe engendré par ces points dans la 

jacobienne de X. 

 

III-1/ Équation plane des courbes hyperelliptiques   
   Une courbe elliptique admet un plongement comme cubique plane lisse dans le plan 

projectif P 2 ( ℂ ). Dans la suite nous cherchons la forme de l’équation d’une courbe 

hyperelliptique. 

 

Théorème 1.1  

Soient X une courbe hyperelliptique et  f  un revêtement ramifié 

⎯→⎯Xf : P1 ( ℂ ), 

de degré 2, et 221  ..., , +gzz  les points de ramification de  f  sur P1 ( ℂ ), alors X est la surface 

de Riemann associée à la courbe d’équation 

( )∏
+

=

−=
22

1

2
g

i
izfh . 

Preuve   

Le degré de l’extension M(X ) de ( )fℂ  et égal au degré de ramification de  f  

                                                            ( ) ( )[ ] 2: =fX ℂM ,                                       (1) 

soit une fonction  h∈M(X)∖ℂ( f ), la formule (1) implique que 

                                               M(X) ( )hf ,ℂ= , 

il en résulte qu’une équation de X est donnée par un polynôme de la forme  

                                                            022 =+− chah ,                                        (2) 
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avec  a, c∈ ( )fℂ . 

L’équation (2) s’écrit 

( ) 022 =−+− acah , 

par le changement de variable suivant 

⎩
⎨
⎧

=
−=
ff

ahh

1

1 , 

on obtient 

cah −= 22
1 , 

où ( )∈Φ=− fca2 ( )fℂ , et 1h ∈M(X)∖ℂ( f ) ; c’est-à-dire M(X) ( )1, hfℂ= . 

La fraction rationnelle ( )fΦ  en  f  se décompose complètement dans ( )fℂ , on a alors  

                                                         ( )∏
=

−=
s

i

r
i

icfkh
1

2
1 ,                                       (3) 

avec ℂ∈≠ k0 , ℂ∈ic  et ℤ∈ir . 

Soit  ℤ∈+= iiii slsr ,2 , et { }1,0∈il , on définit   

                                                         ( )∏
=

=

−−=
si

i

s
i

icfhh
1

12 ,                                    (4) 

alors M(X ) ( )2, hfℂ= , et les formules (3) et (4) impliquent que 

( ) ( )∏
=

−=Φ′=
r

i
icffh

1

2
2 , 

on remarque que ( ) [ ]ff ℂ∈Φ′ , ic  sont des nombres complexes distincts. 

Nous démontrons que  12ou22 ++= ggr  et ii cz = , soient ii cfQ − de zéroun   ; 

( ) ii cQf =  et  r  le degré de ( )fΦ′ . 

Supposons que ∞Q  est un pôle simple de  f, alors  

ord ( )( ) 1=Φ′ f
iQ  et ( )( ) rford

iQ −=Φ′ . 

Nous définissons l’entier 

( )( )( )ford PP Φ′= ,2gcdpτ , 

donc, nous déduisons Qτ  sur chaque point Q de X 

ri
iQ ,...,1pour  1 ==τ . 
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⎩
⎨
⎧

≡
≡

=
∞ 2mod0 si2

2mod1 si1
r
r

Qτ  

                       2=Qτ  pour tout  autre points de X. 

Comme l’indice de ramification de  f  en un point P est donné en fonction de Pτ   

( )
P

P fe
τ
2

= , 

où P X∈ . 

Cela implique que riQi ,...,1pour  =  sont des points de ramification. On applique la formule 

de Hurwitz sur  f, on obtient   

( ) ( )∑
∈

+−×=−
XQ

Q feg   1 - ) (220222 , 

         
⎩
⎨
⎧

≡+−
≡++−

=
2mod04
2mod114

rsir
rsir

 

                                                        
⎩
⎨
⎧

≡−
≡−

=
2mod04
2mod13

rsir
rsir

, 

il en résulte que 

1)  r = 2 g +1 si ∞Q  est un point de ramification. 

2)  ou r = 2 g +2 si ∞Q  n’est pas un point de ramification. 

D’où  X  admet une équation plane de la forme   

                                       ( ) 12gou  22    avec   
1

2 ++=−=∏
=

grzfh
r

i
i .         

La réciproque de ce théorème est : à toute courbe donnée par l’équation ci-dessus est 

hyperelliptisue, donc elle est paramétrée par ses  2g + 2 points de ramification, on détermine 

son genre à l’aide de la formule de Hurwitz, ainsi le genre est égal à la partie entière de
2

1−r .  

En particulier, il existe des courbes hyperelliptiques de chaque genre. (voir [10]) 

Voici quelques exemples de courbes pour  g  donné. On peut les décrire assez explicitement.  

(voir [14], [10] ) : 

Pour 0=g , X est la droite projective P1 ( ℂ ). 

Pour 1=g , X est une cubique projective non singulière de P 2 ( ℂ ), c’est une cubique. 
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Pour 2=g , X est un revêtement ramifié de P1 ( ℂ ) à deux feuillets, avec 6 points de 

ramification ; c’est une courbe hyperelliptique qui a un modèle affine plan d’équation 

( )xy P2 =  de degré 5 ou 6. 

Pour 3=g  : Il y a deux types de courbes hyperelliptiques 

a) Les courbes hyperelliptiques qui sont revêtements doubles de P1 ( ℂ ) à 8 points de 

ramification. Elles ont un modèle plan d’équation ( )xy P2 =  de degré 7 ou 8. 

b) Les quartiques planes non singulières dans P 2 ( ℂ ). 

Pour :4=g  Il y a deux types de courbes hyperelliptiques 

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revêtements doubles de P1 ( ℂ ) à 10 points de 

ramification. Elles ont un modèle plan d’équation ( )xy P2 =  de degré 9 ou 10. 

b) Sextiques lisses X de P 3 ( ℂ ), X est l’intersection complète d’une quadrique et d’une 

cubique. 

Pour :5=g  

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revêtements doubles de P1 ( ℂ ) à 12 points de 

ramification. Elles ont un modèle plan d’équation ( )xy P2 =  de degré 11 ou 12. 

b) Courbes lisses de degré 8 dans P 4 ( ℂ ). 

Pour :6=g  

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revêtements doubles de P1 ( ℂ ) à 14 points de 
ramification. Elles ont un modèle plan d’équation ( )xy P2 =  de degré 13 ou 14. 

b) Les courbes lisses de degré 10 dans P 5 ( ℂ ). 

 

III-2/ Involution hyperelliptique   
   Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface X de Riemann compacte soit 

hyperelliptique, est l’existence d’un automorphisme de X d’ordre 2. 

 

Théorème 2.1  
Une surface de Riemann X est hyperelliptique si et seulement s’il existe un automorphisme  J  
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sur X d’ordre  2  fixant  2 g +2  points exactement. 

 

Preuve   

Supposons que X est une courbe hyperelliptique, alors soit un morphisme de degré 2 

f : X ⎯→⎯ P1 ( ℂ ). 

Soit un automorphisme J : X ⎯→⎯  X  

par                               ffJ o1−= . 

L’ensemble quotient ( )JX∕  possède une structure de surface de Riemann. 

Soit g~  le genre de ( )JX∕ . La formule de Hurwitz implique l’égalité  

( ) 222~2222 ++−=− ggg , 

Il en résulte que la surface ( )JX∕  est isomorphe à P1 ( ℂ ). 

 

Définition 2.1 
L’automorphisme  J  est l’involution hyperelliptique de la surface X. 
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La figure ci-dessous est un exemple d’une involution hyperelliptique. 

 
Surface hyperelliptique et involution 

hyperelliptique. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



III                                                                                                            Points de Weierstrass. 

 54

III-3/ La loi de groupe sur une courbe hyperelliptique   
 

   Dans ce paragraphe, nous nous proposons de définir une structure de groupe sur une courbe 

hyperelliptique. 

Contrairement aux courbes elliptiques, il n’y pas de loi de groupe définissable directement sur 

l’ensemble des points de la courbe hyperelliptique X, c’est pour cela, on étudie la jacobienne 

de X. 

Il y a deux types de construction de la loi de groupe sur la jacobienne de X, l’un à partir des 

diviseurs, et l’autre par intégration de formes différentielles. 

Le théorème d’Abel-Jacobi montre qu’il existe un isomorphisme entre ces groupes. 

 

Définition 3.1  

Le groupe de Picard d’une courbe hyperelliptique X est l’ensemble quotient : 

( ) { } { }fonctionsdediviseursrédediviseursXPic ∕0deg0 = , 

 

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g, alors X s’obtient topologiquement en recollant 

les 4g côtés d’un polygone P. (voir [16]) 

 

Proposition 3.1  

Soit ω  différentielle méromorphe sur X, et P  une représentation polygonale de X dont le 

bord évite les pôles. Soit O
o

P∈ (l’intérieur de P  ) ; pour ( )XΩ∈φ , soit ( ) ∫=
P

O

Pf φ  elle est 

bien définie dans 
o

L . Alors   

( ) ∑∑
=∈

−=
g

i
ii

XP
P fresi

2

1
2 βαωπ , 

où ., ∫∫ ==
ii b

i
a

i φβωα  

Nous appliquerons ce résultat à toute une base gφφ ,,1 K de ( )XΩ  ; il est commode 

d’introduire une notation vectorielle : 
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( ) ,,...,1 gφφ=Φ ( )
gk

P

O
k

P

O

PF
,...,1=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=Φ= ∫∫ φ , 

g

b
i

g

a
i

ii

BA ℂℂ ∈Φ=∈Φ= ∫∫ et  ,  ; 

avec ii ba ,  sont des éléments du polygone P. 

Les giBA ii 2,,1,et  K=  sont les mêmes à permutation et au signe près, d’où le résultat : 

                                              ( ) ℂ∈−= ∑∑
=∈

g

i
ii

XP
P BFresi

2

1
2 αωπ .                           (1) 

Les côtés ii ba ,  forment des cycles sur la surface X. (voir [2], [16]) 

 

Définition 3.2  

Soit gφφ ,...,1  une base de l’espace vectoriel des 1-formes différentielles holomorphes ( )XΩ , 

le groupe Λ  de leurs périodes est l’ensemble : 

⊂
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=Λ ∫ ∫ 2

11  )(;,..., ℤ≃ Xg Hγφφ
γ γ

ℂ g . 

Ce groupe est engendré par les giBA ii 2,...,1,  lespar ou  = . 

 

Définition 3.3 

Le groupe quotient ( ) Λ= ∕gXJ ℂ  est la jacobienne de la surface X. 

 

Proposition 3.2  

Si ( ) g
iix 2ℂ∈ , alors 0

2

1
=∑

=

g

i
ii Bx  si et seulement s’il existe gB ℂ∈ , tel que ii ABx = , pour 

tout i=1,…,2g. (voir [16]) 

 

Théorème 3.3 ( Abel-Jacobi) 

L’application  
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( )

( ) ( )
gkXP

P

O
kP

XP
P

XP
P

g

nPFnDPnD

XDiv

,...,1

0:

=∈∈∈
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==Ψ⎯→⎯=

⎯→⎯Ψ

∑ ∫∑∑ φ

ℂ

, 

induit un isomorphisme 

( )XJPic ⎯→⎯Ψ 0: , 

il est indépendant du choix de O à l’intérieur du polygone P. 

Preuve   

La preuve de ce théorème se répartie en trois étapes. 

1)  Montrons que Ψ  est bien définie, et indépendante du choix de O : 

Soit un diviseur ( )fnD
XP

P == ∑
∈

 principal. Montrons que Ψ (D) Λ∈ , soit 
f

df
=ω  une 

différentielle méromorphe sur X, alors son résidu est égal à 

                                                         PPP nfordres ==ω .                                          (2) 

Les formules (1) et (2) impliquent que 

( ) Λ=∈−== ∑∑ ∫∑∑
==∈∈

g

i
i

g

i a
i

XP
P

XP
P B

f
dfB

i
FresPFn

i

2

1

2

12
1

ℤ
π

ω , 

( )flog  est bien définie modulo πi2 , et localement (au voisinage de P), on obtient 

( )( ) ( )( )PfQf
f

df
Q

P

loglog −=∫ . 

Donc nous intégrons sur les cycles ia , nous trouvons  

πi
f

df

ia

2∈∫ ℤ, 

d’où Ψ  est bien définie. 

L’intégrale entre O′  et P se décompose  

 

∑ ∫∫∑ ∫
∈ ′∈ ′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

XP

P

O
k

O

O
kP

XP

P

O
kP nn φφφ
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                                 ∑ ∫∫∑
∈′∈

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

XP

P

O
kP

O

O
k

XP
P nn φφ , 

puisque le diviseur D est de degré 0   

=∑ ∫
∈ ′XP

P

O
kPn φ ∑ ∫

∈XP

P

O
kPn φ , 

il en résulte que Ψ  est indépendante du point O. 

2)  Montrons que Ψ  est injective (théorème d’Abel)  

Soit un diviseur ( )XDivnD
XP

P 0∈= ∑
∈

 tel que Ψ (D) Λ∈ , nous montrons que D = ( f ), pour 

une fonction  f ; donc D est un diviseur principal. 

Soit ω  une différentielle méromorphe n’ayant que des pôles simples, et de résidus Pn  en P, 

une telle différentielle existe. (voir [9]) 

La formule (1) implique que 

                                                  ( )

( ) .

2
1 2

1

D

PFn

FresB
i

XP
P

XP
P

g

j
jj

Ψ=

=

=−

∑

∑∑

∈

∈=

ωω
π

                              (3) 

L’image Ψ (D) est dans le groupe Λ  ; elle est de la forme  

                                                            ( ) ∑
=

=Ψ
g

j
jj BmD

2

1
,                                       (4) 

où ℤ∈jm . 

Les formules (3) et (4) impliquent que 

( ) 02
2

1
=+∑

=

g

j
jjj Bmiπω , 

d’après la proposition 3.2, on obtient 

                                                          jjj ABmi =+ πω 2 ,                                    (5) 

pour un gB ℂ∈ , et j=1,…, g. 
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Supposons que ℤπω i
ja

2∈∫ , sinon nous allons définir une différentielle ω′  qui satisfera 

ℤπω i
ja

2∈′∫ , et qui a les même pôles et résidus que ω . Soit la différentielle suivante 

Φ−=′ Bωω . 

Cette différentielle a les mêmes pôles et résidus que ω , car Φ  est une forme différentielle 

holomorphe sur X ; on intègre ω′  sur ja , on aura  

                                       jj
a

j
aaa

ABBB
jjjj

−=Φ−=Φ−=′ ∫∫∫∫ ωωωω .                (6) 

Les formules (5) et (6) impliquent que 

ℤπω i
ja

2∈′∫ . 

Alors la fonction suivante 

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′= ∫

P

O

Pf ωexp , 

est bien définie et holomorphe hors des pôles de ω′ , donc de ω , et que l’ordre de  f  en P est 

le résidu de ω  au même point P   

PPP nfordres ==ω , 

d’où la fonction  f  convient, et elle a le diviseur 

                                                          ( ) ∑
∈

==
XP

P PnfD .                                                           

3)   Montrons que Ψ  est surjective (théorème de Jacobi)  

Le problème est local, si Ψ  est surjective dans un voisinage U de ℂ g , soit ∈χ ℂ g , et pour  n  

assez grand, on trouve 

Ψ⊂∈=′ Im1 U
n
χχ , donc ( ) ( )XDivDD 0, ∈Ψ=′χ . 

Comme Ψ  est un morphisme de groupes, alors   

( ) ( ) ( ) ( )XDivDDnDDnn 0  avec   ∈′′Ψ=Ψ=Ψ=′= χχ , 

cela implique que 

Ψ∈ Imχ . 
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On fixe provisoirement les points XMM g ∈,...,1 , si un point iP  est dans un voisinage iV  

de iM , on considère Ψ (D) avec D égal à 

( )∑
=

−=
g

i
ii MPD

1
. 

Alors Ψ  définit une application  

( ) ( )
gk

g

i

P

M
kii

g
g

i
i

i

i

DP

V

,...,1
1

1
:

=
=

=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=Ψ⎯→⎯

⎯→⎯Ψ

∑ ∫

∏

φ

ℂ

. 

Si on écrit localement  

( ) iikik dzzf=φ , 

où iz  est une carte en iM , alors le jacobien de cette application est égal à 

( )( )0det kif=δ . 

Pour montrer que Ψ  est surjective, par le théorème des fonctions implicites, il suffit d’établir 

que 0≠δ . 

Il s’agit donc de montrer que l’application   

( )
( ) ( )( )0,...,0

:

1 gii

g

ffdzf

X

⎯→⎯=

⎯→⎯Ω

φ

ξ ℂ
, 

est un isomorphisme. 

Le noyau de cette application ξ  est égal à 

( ){ }gMMX ,...,en nulle;ker 1φφξ Ω∈= , 

on a le choix des points iM , et on peut les choisir de telle manière que le noyau de ξ  soit nul 

(voir [10] ou [16]), et donc ξ  est injective. Et par suite, l’application ξ  est surjective, car les 

espaces ( )XΩ  et ℂ g ont même dimension 

( ) gX g ==Ω ℂℂℂ dimdim . 

Il en résulte que ξ  est un isomorphisme, cela implique que le jacobien est non nul 

( )( ) 00det ≠= kifδ , 
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on en déduit que l’application Ψ  est injective. Finalement, on conclue que le groupe 

( )XPic0  est isomorphe au groupe Λ= ∕gJ ℂ .                

 

Proposition 3.4  

Pour tout point O X∈  fixé, Ψ  définit une injection 

( )OPP −Ψa , 

de X dans sa jacobienne si 1≥g . 

Preuve   

Supposons que pour 21 PP ≠ , on a 

( )OP −Ψ 1 ( )OP −Ψ= 2 , 

ce qui implique que  

( ) 021 =−Ψ PP , 

donc il existe une fonction  f  sur X telle que le diviseur de  f  est 

( ) 21 PPf −= , 

il en résulte que  f  est un revêtement de degré 1 de ( )ℂ1P . Ce qui est absurde pour 1≥g .   

 

Proposition 3.5  

L’application ϕ  sur l’espace gX  : 

( ) ( ) ∑ ∫∑
==

ΨΣ

Φ−

Λ⎯→⎯⎯→⎯
g

i

P

O

g

i
ig

gg

i

OPPP

XPicX

11
1

0

,,

/)(:

aaK

ℂϕ

, 

est surjective. 

Preuve   

Ψ  est surjective (théorème de Jacobi). 

Soit D ( )XDiv0∈ , alors d’après le théorème de Riemann-Roch, on a 

( ) 11 =−+≥+ ggDOgl , 

donc il existe une fonction  f ∈ ( )DOg +L , ce qui signifie  

                                                       ( ) 0≥′=++ DDOgf ,                                  (8) 
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par suite on aura  

                                                                 gD =′deg ,                                              (9) 

car ( ) 0degdeg == Df . 

Les formules (8) et (9) impliquent que 

( ) DOgfPD
g

i
i ++==′ ∑

=1
, 

nous extrayons le diviseur de  f  

( ) DOgPf
g

i
i −−=∑

=1
, 

il en résulte que 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∑

=

OgPD
g

i
i

1
 = ( )∑

=

−
g

i
i OP

1
. 

Alors modulo l’ensemble des fonctions méromorphes sur X, la classe de D dans ( )XPic0  est 

                                                           ( )∑
=

−=
g

i
i OPD

1
,                                        (10) 

donc on peut choisir ( ) i
g

g PXPPx  points les avec , ,,1 ∈= K  de diviseur D′  tel que  

( ) Dx =Σ . 

D’où Σ  est surjective. 

L’application Ψ  est surjective (théorème 3.3), il en résulte que la composée ΣΨ= oϕ  est 

surjective.                 

 

Soit O le point choisi de X. Tout diviseur D se ramène à un diviseur de degré 0. 

∑
∈

=
XP

P PnD , implique que le diviseur ( ) ( )∑
∈

−=−=′
XP

P OPnODDD deg . 

 

Corollaire 3.6  

Tout élément de la jacobienne Λ∕gℂ  est l’image d’un diviseur effectif de degré  g.de Div(X). 

Preuve   

La restriction de l’application ϕ  à l’ensemble ( )gX des diviseurs effectifs de degré  g  est 

surjective, après identification de ( )gX  à gX , soit Λ∈ /ga ℂ , donc ( )Da Ψ=  où  



III                                                                                                            Points de Weierstrass. 

 62

D est de degré zéro, car Ψ  est surjective ; or tout diviseur D de degré zéro se ramène à un 

diviseur de la forme indiquée dans la formule (10), on écrit 

( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Ψ= ∑

=

g

i
i OPa

1
. 

L’application Σ  est surjective, cela nous donne  

      ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ΣΨ= ∑

=

g

i
iPa

1
o  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

g

i
iP

1
ϕ , 

d’où le diviseur ∑
=

=Δ
g

i
iP

1
 convient.                 

 

III-4/ Points de Weierstrass   
 

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g. 

Pour un point P X∈  et un entier 2≥n , il existe une différentielle ω  ayant un pôle d’ordre n 

en P et holomorphe ailleurs. 

La position de notre problème se situe dans la même voie, étant donnés un entier naturel  n, 

un point P de X ; existe-elle une fonction  f  sur X ayant un pôle d’ordre  n  en P et 

holomorphe ailleurs ? C’est dans ce sens que se dirige notre étude sur les fonctions. 

 

Pour  1=n  : 

Soit P un point de X, nous cherchons une fonction 

( )ℂ1: P⎯→⎯Xf , 

avec un unique pôle simple, c’est donc un revêtement de degré 1, ce qui implique que 

X ≃ P ( )ℂ1 . Il en résulte que cette fonction n’existe pas sur une courbe hyperelliptique, car le 

genre de X est non nul. 

Pour  2=n  : 
nous cherchons une fonction  

( )ℂ1: P⎯→⎯Xf , 
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avec un unique pôle double, et donc X est une courbe hyperelliptique. 

 

Définition 4.1  

Soit un point XP∈ , le semi-groupe associé à P est l’ensemble des ordres des pôles en P de 

fonctions holomorphes hors de P 

( ) ( )( ){ }PnPnfnP 1 existe il ;* −∈∈=Γ LL ∖ℕ . 

Cet ensemble est stable par addition, si Pnn Γ∈21,  alors il existe des fonctions 21, ff  telles 

que 

( ) ( )( )PnPnf 1111 −∈ LL ∖  ; 

                                            et ( ) ( )( )PnPnf 1222 −∈ LL ∖ . 

Le produit de ces deux fonctions 21. ff  est un élément de l’espace vectoriel 

( )( ) ( )( )PnnPnn 12121 −++ LL ∖ , 

l’ordre du produit de 21 et  ff est égal à la somme des ordres   

( ) ( ) ( )2121. fordfordfford PPP += . 

D’où Pnn Γ∈+ 21 . 

 

Lemme 4.1  

Pour tout entier *ℕ∈n , les dimensions ( )Pnl  et ( )( )Pnl 1−  satisfont les inégalités  

( ) ( )( ) 110 ≤−−≤ PnlPnl . 

Preuve   

1)   ( ) ( )( ) 01 ≥−− PnlPnl , car ( )( )Pn 1−L ⊂ ( )PnL . 

2)   Soit ( )Pnf L∈ , et ∑=
i

i
i zaf  est le développement en série de Laurent de  f, avec 

ℂ∈ia  et  z  une carte centrée en P. 

On considère l’application linéaire  
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( )
n

i

i
i azaf

Pn

−⎯→⎯=

⎯→⎯Τ

∑
ℂL:

. 

Le noyau de cette application est égal à   

( ){ } ==∈=Τ − 0; naPnfKer L ( )( )Pn 1−L , 

il en résulte que 

                                                      ( ) ( )( ) 11 ≤−− PnlPnl .             

 

Proposition 4.2  

Soit  n  un entier non nul, PΓ  le semi-groupe associé à un point XP∈ , ( )Pnl  la 

dimension de ( )PnL  et ( )( )Pnl 1−  la dimension de ( )( )Pn 1−L , alors les deux 

propositions suivantes sont équivalentes : 

1) Pn Γ∈ . 

2) ( ) ( )( ) 11 +−= PnlPnl . 

Preuve  

1) Si Pn Γ∈ , alors il existe une fonction  f  qui a un pôle d’ordre  n  en  P  et holomorphe 

ailleurs, donc l’inclusion suivante est stricte  

( )( )Pn 1−L ⊂ ( )PnL , 

cela implique que la différence des dimensions de ces espaces est non nulle 
                                                    ( ) ( )( ) 01 ≠−− PnlPnl .                                (1) 
La formule (1) et le lemme précédent entraînent que 

( ) ( )( ) 11 =−− PnlPnl . 

2) Si la dimension ( ) ( )( ) 11 +−= PnlPnl , alors l’inclusion ( )( )Pn 1−L ⊂ ( )PnL  est 

stricte, ce qui donne l’existence d’une fonction  f  dans ( )PnL ∖ ( )( )Pn 1−L , par suite 

Pn Γ∈ .              

 

Définition 4.2  

Les éléments de PΓ∖*ℕ  sont les trous ou lacunes de Weierstrass au point  P. 

 

Proposition 4.3  

Soit  P  un point de X ; il existe exactement g trous en  P, soit  gnn ,...,1  ; ils vérifient   
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12...1 21 −≤〈〈〈= gnnn g . 

Preuve   

On a ( ) ( ) 10 == Pll , alors le premier trous  11 =n . 

Nous appliquons le théorème de Riemann-Roch au diviseur  K  d’une différentielle 

méromorphe sur X, et au diviseur PnD = . Pour cela remarquons d’abord que K est de degré  

deg ( ) 22 −= gK , 

et pour  12 −≥ gn , alors deg ( ) 0〈− PnK , cela implique que 

( ) 0=− PnKl . 

Ainsi, la formule de Riemann-Roch nous donne   

                                                 ( ) 12;1 −≥−+= gngnPnl ,                             (1) 

On conclue alors que  12 pour tout   , −〉Γ∈ gnn P . 

Il reste à traiter les entiers  12 −≤ gn  : 

On remplace  12 −= gn  dans la formule (1), on obtient 

( )( ) gPgl =−12 . 

Puisque la suite ( )Pnlln =  croît de 0 ou 1 à chaque pas, on aura 

( ) 1
12

1
1 +−= ∑

−

=
−

g

n
nn llg , 

cela implique que 

( ) 1
12

1
1 −=−∑

−

=
− gll

g

n
nn , 

donc il y aura nécessairement  1−g   entiers, tels que   

12,,1;11 −==− − gnll nn K . 

Il reste alors ( ) ( ) ggg =−−− 112   entiers, tels que 

01 =− −nn ll , 

d’où  g  trous en  P, qui vérifient   

                                                    12...1 21 −≤〈〈〈= gnnn g .              
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III-4-1/ Points de Weierstrass  
Les points de Weierstrass d’une courbe hyperelliptique X sont les points de ramification de 

cette courbe. 

 

Définition 4.3  

Un point de Weierstrass sur une courbe hyperelliptique X est un point XP∈  tel qu’il existe 

une fonction  f  sur X avec un unique pôle en  P, d’ordre inférieur où égal au genre  g de X. 

 

Définition 4.4  

P  est un point de Weierstrass hyperelliptique si  PΓ∈2 . 

Si PΓ∈2 , alors il existe une fonction avec un unique pôle double, par suite X est une courbe 

hyperelliptique ; PΓ  est un semi-groupe, donc les multiples de 2 sont dans PΓ , finalement on 

obtient tout les trous de Weierstrass au point P de la courbe hyperelliptique X   

PΓ∖*ℕ { }12,,5,3,1 −= gK . 

Définition 4.5  

Le poids d’un point XP∈  est le nombre   

                                                             ( ) ( )∑
=

−=Θ
g

i
i inP

1
,                                     (1) 

où gnn ,...,1  sont les trous au point P. 

Le poids ( )PΘ  est positif ou nul, car la suite des trous est strictement croissante ; et les points 

de Weierstrass sont les points de poids strictement positifs, en effet, pour un point P de 

Weierstrass, les entiers g,,2,1 K  ne sont pas tous des trous, alors la formule (1) de la 

définition 4.5 donne le poids d’un point de Weierstrass hyperelliptique   

                           ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1112
111

−
=−=−−=−=Θ ∑∑∑

===

ggiiiinP
g

i

g

i

g

i
i .           (2) 

 

Nous étudions maintenant les points de Weierstrass sur une courbe hyperelliptique. 

 

Proposition 4.4  

Soit X une courbe hyperelliptique de genre 2≥g  d’équation plane 
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( )( ) 
22

1

2 ∏
+

=

−=
g

i
iPffh , 

avec ( ) 22,,1; +=∞≠ giPf i K , f est une fonction de degré 2 et iP  les points de ramification 

de  f. Alors le diviseur de la fonction  h  est égal à  

( ) ( ) ( ) 21221 1111 QgQgPPh g +−+−++= +L , 

avec 21,QQ  pôles de  f. (voir [7]). 

 

Proposition 4.5  

Si ( )ℂ1: P⎯→⎯Xf  est une fonction de degré 2, et X de genre 2≥g , alors les points de 

Weierstrass sur X sont les 2 g + 2 points de ramification de  f ; il sont tous hyperelliptiques. 

Preuve   

Nous considérons la fonction 

( )

( )( )
2

22

,11
h

Pff

Pff

g

ijj
j

i

∏
+

≠=

−

=
−

, 

elle admet un unique pôle double en iP , cela entraîne que 
iPΓ∈2  ; et on a g≤≤ 21 . 

Il en résulte que iP  est un point de Weierstrass, et même un point de Weierstrass 

hyperelliptique. 

D’après la formule (2), nous obtenons la somme des poids sur les points iP  

( ) ( ) ( ) ( )1
2

122 2
22

1
−=

−
+=Θ∑

+

=

gggggP
g

i
i . 

 

Le théorème suivant nous confirme que les iP  sont les seuls points de Weierstrass sur X. 

 

Théorème 4.6  

Les poids des points sur une courbe hyperelliptique sont liés par la relation   

( ) ( )12 −=Θ∑
∈

ggP
XP

. (voir [16]). 

                                                                                                                                          

Le résultat suivant permet de démontrer l’unicité de la fonction  f. 
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Corollaire 4.7  

Soit X une courbe hyperelliptiqur de genre 2≥g , alors le morphisme 

( )ℂ1: P⎯→⎯Xf , 

de degré 2 est unique à Aut( ( )ℂ1P ) près. 

Preuve   

Soit  f ′   un autre morphisme  

( )ℂ1: P⎯→⎯′ Xf , 

de degré 2, et  P  un point de Weierstrass sur X, donc d’après la proposition 4.5, P est un point 

de ramification pour f et f ′ , alors les fonctions 

                             1, ( ) ∈− Pff
1 ( )P2L  (resp. 1, ( ) ∈′−′ Pff

1 ( )P2L ).          (3) 

Comme la dimension de ( )P2L  est égale à 

                                                                 ( ) 22 ≤Pl ,                                              (4) 

les formules (3) et (4) impliquent que 

( ) ba
Pff

+=
′−′

1.1
( ) ℂ∈

−
ba

Pff
,;1 . 

Nous faisons les calculs, et nous obtenons  

fh
f
ff o=
+
+

=′
δγ
βα , 

où  ,,, ℂ∈δγβα  et 
δγ
βα

+
+

⎯→⎯
z
zzh :  est une homographie.                  

 

Corollaire 4.8  

Sur une courbe hyperelliptique de genre 2≥g , il existe un unique automorphisme ϕ  différent 

de l’identité ( )Id≠ϕ  fixant au moins 5 points de la courbe. 

Preuve   

Existence   

L’involution hyperelliptique  IdJ ≠ , fixe 2g + 2 points, et le nombre 2g + 2 6≥ . 

L’unicité   

Soitϕ  un autre automorphisme qui fixe au moins 5 points, avec Id≠ϕ , et ( )ℂ1: P⎯→⎯Xf  
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un morphisme de degré 2, alors la composée ϕof  est un morphisme de degré 2. D’après le 

corollaire 4.7, on a 

                                                                fAf oo =ϕ ,                                        (5) 

où  A  est une homographie. 

A fixe les ( )jPf , où jP  étant les points fixes de ϕ , comme on peut avoir une répétition des 

( )jPf , donc les points fixes par A sont en nombre   

                                                              ( ) 2
deg

5
〉≥

f
n ,                                            (6) 

d’une autre manière, si 2≤n  on aura au moins trois points parmi les ( )jPf  qui ont même 

valeur c,donc # ( ) 31 ≥− cf  ; or le morphisme  f  est de degré 2, alors # ( ) 21 =− cf . 

Donc la formule (6) implique que  

                                                                       A=Id,                                                   (7) 

les formules (5) et (7) entraînent que   

ff =ϕo , 

par suite, ϕ  ne peut être que l’échange de feuillets associé à f. 

D’où J=ϕ  est l’involution hyperelliptique.                

 

III-4-2/ Automorphismes de courbes hyperelliptiques 
Nous allons démontrer que le groupe des automorphismes sur une courbe hyperelliptique est 

fini. 

 

Proposition 4.9  

Tout automorphisme φ  de X différent de l’identité a au plus 2g + 2 points fixes. 

Preuve 

Soit P un point de X, tel que P n’est pas un point de Weierstrass, donc ∈P PΓ∖*ℕ , alors il 

existe une fonction  f 

( )( ) ( )PgPgf LL ∖1+∈ . 

Nous considérons la fonction  

( )φoffh −= , 

le diviseur des pôles de  h  est de la forme 
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( ) ( ) ( ) ( )PgPgh 111 −
∞ +++= φ , 

donc la fonction  h  a ( )12 +g  zéros ; or tout point fixe de φ  est un zéro de  h, cela entraîne 

que φ  fixe au plus ( )12 +g  points de X.                 

 

Proposition 4.10  

Le groupe ( )XAut  des automorphismes de X est fini. 

Preuve  

Un automorphisme de X conserve les ordres des pôles, donc il agit sur les points de 

Weierstrass, alors nous avons un morphisme de groupes 

( ) WSXAut ⎯→⎯:ϕ , 

où WS  est le groupe des permutations des points de Weierstrass. 

Le noyau de ϕ  est un sous groupe de ( )XAut , qui fixe 2g + 2 points, donc d’après le 

corollaire 4.8, on a  

JKer =ϕ , 

c’est le groupe engendré par l’involution hyperelliptique. 

Par conséquent, ϕ  induit un isomorphisme de groupes  

                                                           ( ) WJXAut S≃/ ,                                      (1) 

l’ordre de sous groupe J  est fini et (1) impliquent que chaque classe de ( ) JXAut /  

contient un nombre fini d’éléments, ainsi le groupe ( )XAut  est aussi fini.                 
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III-4-3/ Le groupe  W  engendré par les points de Weierstrass  
Les points de Weierstrass d’une courbe hyperelliptique X, vus sur la jacobienne par 

l’injection : j : X ↪ Λ∕gℂ ≃ ( )XPic0  engendre un groupe  W  dans Λ∕gℂ . La proposition 

suivante précise le groupe  W  engendré par ces points. 

 

Proposition 4.11  
Soit X une courbe hyperelliptique de genre  g, le groupe  W  engendré par les points de 

Weierstrass dans la jacobienne de X est ( ) g22/ ℤℤ . 

Preuve  

Supposons que l’un des points de ramification iP  de  f  est un pôle double de  f. Une courbe 

hyperelliptique a une équation plane de la forme  

( )∏
+

=

−=
12

1

2
g

i
izfh , 

avec iz  des nombres complexes distincts. 

Les points de Weierstrass sont les points ( ) ∞= et   0,ii zP  sur le plan projectif ( )ℂ1P  ; sont 

encore les points de ramification de la courbe. 

La suite de lacunes d’un point de Weierstrass iP  est ( ) =iPG
iPΓ∖*ℕ { }12,,5,3,1 −= gK  et 

le poids d’un point de Weierstrass est ( ) ( )
2

1−
=Θ

ggPi . 

La proposition 4.4 nous donne les diviseurs  

( ) ∞−=− 22 ii Pzf  

                                                     et        ( ) ( ) ∞+−++= + 12121 gPPh gL . 

Si l’on note ix  l’élément ∞−iP  de la jacobienne, on obtient les relations suivantes : 

1) 121pour          02 +≤≤= gixi  ; 

2) 0121 =++ +gxx L . 

Cela nous permet de dire que  W  est l’ensemble { }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊂∑
∈

gIx
Ii

i 2,,1, L  et est un sous 

groupe du groupe ( ) g22/ ℤℤ . 
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Nous allons montrer que  W  est égal à ( ) g22/ ℤℤ . Donc il suffit de voir que : 0=∑
∈Ii

ix  

entraîne que  I = Ø ou { }12,,1 += gI L . 

Supposons qu’on a une relation entre les points de la jacobienne du type 0=∑
∈Ii

ix , avec I de 

cardinal  m ; cela implique qu’il existe une fonction méromorphe y  sur X dont le diviseur 

satisfait  

( ) ∞−=∑
∈

mPy
Ii

i  ; 

et y  est un élément du corps des fonctions méromorphes sur X  

∈y M(X) ( )hf ,ℂ= , 

les deux fonctions f  et h  sont reliées par l’équation plane, on aura donc 

( ) ( )fhfy ℂℂ +∈ , 

et comme y  n’a pas de pôle qu’en ∞ , cela entraîne que y  est de la forme 

( ) ( )fhfy QP += , 

avec P et Q des polynômes. On a : 

                                                  ( ) Pdeg2P −=∞ ford                                                    (1) 

                                              et ( )( ) 12 Qdeg2Q −−−=∞ gfhord .                             (2) 

1) Si ( ) ( )∏ −=== izffy P  doncet P  alors 0,Q , et par suite la relation (1) nous montre 

que pour chaque point dans le diviseur de y  intervient avec une multiplicité paire, donc ce 

cas est exclu. 

2) Si 12  commeet   0,Q +≤≠ gm , la relation (2) montre que Q est nécessairement constant. 

La fonction méromorphe y  est alors de la forme ( )   Pdeg  avec  ,P ghfy ≤+= car 

12 +≤ gm , delà on déduit que { }12,,1 alorset 12 +=+= gIgm L . 

De plus, pour ( ) ( ) 0P  aon , ==∈ ii zPyIi , ce qui entraîne que ( )∏
+≤≤

−
121 gi

izf  divise P. Le 

polynôme P est nécessairement nul, et on aura hy =  ; comme { }12,,1 += gI L , on obtient 

alors la relation que nous avions déjà.                                                                              
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Dans le cas où les points de ramification iP  ne sont pas des pôles doubles de  f , on reprend la 

preuve de la proposition avec l’équation plane ( )∏
+

=

−=
22

1

2
g

i
izfh  et le diviseur 

( ) ( ) ∞+−++= + 12221 gPPh gL . 
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Conclusion 
 

 

 

 

   Dans ce mémoire, nous avons étudier deux types de courbes : les courbes elliptiques et 

hyperelliptiques ; qui peuvent être regarder comme des courbes algébriques sur le corps de 

base ℂ. Au cours des trois chapitres que nous avons traités, on a constaté certaines différences 

qui apparaissent sur ces deux courbes selon la valeur du genre g : pour  g =1, la courbe est 

réalisée comme cubique non singulière de ( )ℂ2P ; le cas où 1〉g , la courbe s’obtient sous la 

forme d’une courbe algébrique de degré 2g +2 ou 2g +1, et elle admet un plongement dans 

( )ℂNP ; ainsi le calcul dans la jacobienne d’une courbe, munie d’une structure du groupe : 

pour 1=g  et moins facile que dans le cas des courbes de genre 1〉g . Le long de ce travail, on 

a fait plusieurs applications du théorème de Riemann-Roch, et il intervient souvent dans les 

preuves des théorèmes.  
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Quelques notations utilisées 
 

ℕ              : L’ensemble des entiers naturels. 
ℤ              : L’anneau des entiers relatifs. 
ℂ              : Le corps des nombres complexes. 
Aut(X)      : Le groupe des automorphismes de X. 
Div(X)     : Le groupe des diviseurs sur X. 
~             : La relation d’équivalence sur X. 

( )XDiv0 : Le groupe des diviseurs de degré 0 sur X. 
Pic (X)    : Le groupe de Picard de X. 

( )XPic0 :  Le groupe de Picard de degré 0. 
D         :  La norme du diviseur D. 

classe(D): La classe du diviseur D dans ( )XPic0 . 
1C , ∞C   :  La classe de différentielles ou de fonctions d’ordre 1 (resp. infini) 

g             :  Le genre d’une surface de Riemann. 
( )fex    :  L’indice de ramification de  f  en  x. 

O(U )     :  L’anneau des fonctions holomorphes sur U. 
F(U )     :   Le corps des fractions de O(U ). 
M(X )    :   Le corps des fonctions méromorphes sur X. 
( f )         :  Le diviseur d’une fonction (ou différentielle). 
deg(D)    : Le degré du diviseur D. 
# ( )yf 1−  : Le cardinal d’une fibre en  y. 

nC           : Le groupe abélien libre sur les n-simplexes. 
∂              : L’opérateur bord défini sur nC . 
B1 (X)      : L’ensemble des bords de 1C . 
Z1 (X)      : L’ensemble des cycles de 1C . 

( )X1H    : Le premier groupe d’homologie de X. 
J              : L’involution hyperelliptique. 
J(X)         : La jacobienne d’une surface de Riemann. 
L(D)        : Le ℂ-espace vectoriel pour un diviseur D. 
l(D)         : La dimension de L(D). 
℘            : La fonction de Weierstrass. 
P             : Une représentation polygonale d’une surface de Riemann. 
o

P             : L’intérieur de P. 
P N ( ℂ )  : L’espace projectif. 

( )ford P : L’ordre d’une fonction (ou différentielle) au point P. 
( )fresP  : Le résidu d’une fonction (ou différentielle) au point P. 

Ω (X)       : Le ℂ-espace vectoriel des différentielles holomorphes sur X. 
PΓ            : Le semi-groupe associé à P. 

PΓ∖
*ℕ     : L’ensemble des trous (ou lacunes) de Weierstrass au point P. 
( )PΘ        : Le poids d’un point P. 

WS          : Le groupe des permutations des points de Weierstrass. 
W            : Le groupe engendré par les points de Weierstrass. 




