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| ntroduction

Lathéorie des surfaces de Riemann fait partie du domaine de I’ analyse complexe.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons a |'étude des surfaces de Riemann X
compactes

Pour un polyndme Pe C[x,y ], ot f est une fonction méromorphe sur X , une surface

X ¢ de Riemann associée & f est compacte si lafonction f est algébrique: P(f)=0.

Une surface de Riemann compacte admet des structures de surface topologique, de
corps de degré de transcendance 1 sur C, de variété analytique.

Nous allons nous intéresser ici al’ étude des surfaces de Riemann compactes munies
de structures de variétés analytiques ; deux types de courbes remarquables serons traités
dans cette théorie : les courbes elliptiques et les courbes hyperelliptiques.

Une grande part de la théorie des surfaces de Riemann compactes concerne I’ é&ude
des fonctions méromorphes, qui sont moins nombreuses que dans le cas des surfaces de
Riemann non compactes.

Dans le premier chapitre, nous introduisons la notion de surface de Riemann et
quelques définition et résultats nécessaires qui nous seront utiles par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons I’ étude des courbes elliptiques.

Le troisieme chapitre est consacré a quelques propriétés des courbes hyperelliptiques

et aux points de Welerstrass.



I Surfaces de Riemann et définitions de base

Chapitre |

Surfaces de Riemann et définitions de base.

Les surfaces de Riemann sont traitées par plusieurs auteurs : Farkas-Kra [7], Gunning [12],
Forster [8] et Reyssat [16].
Nous commengons par les variétés analytiques, les fonctions holomorphes et méromorphes,

les morphismes.
|-1/ Variété analytique complexe de dimension 1

Définition 1.1
Une fonction analytique sur un ouvert U de C est une fonction développable en série entiere

pour tout point de U.

Définition 1.2
Un homéomorphisme est une fonction bijective continue [ : X ——Y d’espaces

topologiques X et Y telle que la fonction réciproque f 1 est continue.

Définition 1.3
Une carte de X est une paire formée d'un ouvert U, et d'un homéomorphisme

Ja :Ua—>fa(Ua)=Va cC.

Définition 1.4
Un atlas de X est une famille de cartes (C,, )ae ; ou chaque carte C,, = U, . f,) etles

ouverts U, sont tels que X = UU o

ael

Pour tout a,fel f, Ofﬁ_1 :fﬁ(Ua ﬂUﬁ)—>fa(Ua ﬂUﬂ) est analytique.
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Définition 1.5
a) Une variété analytique complexe est un espace topologique X séparé connexe muni d 'une
structure analytique formée d’un atlas (C,) el = U, .1,) ue) € d’un recouvrement ouvert

X = UU « tels que les fonctions

ael
;' 15 ) (U, NUy)
faofﬂ 'fﬂ UamUﬂ —> [ \Ug B
soient analytiques.

b) Les fonctions f, o f5 Lsont des fonctions de transitions sur X.

Deux atlas A ={(U,,, f,) } et B={(W,,g,) } sont équivalents si leur réunion en est un.

La dimension d’une variété est la dimension de C comme C-espace vectoriel.
L’espace C est un espace vectoriel de dimension 1 sur lui-méme.
Définition 1.6

Une variété analytique complexe de dimension I est une surface de Riemann.
Exemples de surfaces de Riemann

Exemple 1 : Le plan complexe C muni d’un atlas {(C, Id¢)}.
Exemple 2 : Tout ouvert U de C muni d’un atlas {(U, Idy; ).
Exemple 3 : La droite projective complexe.

L’espace topologique P! (C) est I’espace quotient de 1’espace complexe (CZ\{O} par la

relation d’équivalence R
&1,6 € (Cz\{O} ; & R &, sietseulement s’il existe 4 € C” tel que &,= A ¢,.

L’espace topologique P! (C) estun espace compact et connexe, donc une surface de

Riemann.

I-1.1 Fonctions méromor phes dans un ouvert de C

Définition 1.7

Une fonction méromorphe sur un ouvert U de C, toute fonction holomorphe f sur un ouvert
U' de U tel que U\U' est discret et possédant la propriété suivante : tout point z, € U a un

voisinage ouvert connexe U . dans U tel que

N, € FWU.,).
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Soit U un ouvert connexe de C et f,h e O (U) des fonctions holomorphes sur U ; les zéros de
h constituent un ensemble discret Z(4) de U.

La fonction f. h™' :z—— f(z) h7'(z) est holomorphe sur la différence U\ Z(h).

Soient z, € Z(h) et les développements en séries entiéres au voisinage de z :
f2)=(z=z0)" £i(2), h(z)=(z=z¢)" hy(2z) ,m > 0,n) 0, f; et b, holomorphes au voisinage
de z,.

Supposons que m ( n, alors f (z)h_1 (z)=(z=2¢)" " hy(2),h, est une fonction holomorphe
au voisinage de z, et 4, (zy)# 0. Le point z, est le pole de fh'.

L’anneau des fonctions holomorphes O (U ) sur U est un anneau intégre, on note F (U) son

corps des fractions.

L’ensemble M(U ) des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe U de C a une structure

de corps.

Théoreme 1.1 (de prolongement de Riemann)
Soit f'une fonction f: O(B* (O,E)) ——C,ou B'(0,¢)= B(0,7)—1{0} est le disque épointé de
rayon [, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) fse prolonge en une fonction holomorphe sur B (O,f).

2) fest bornée au voisinage de 0.

|-2/M or phismes de surfaces de Riemann

Il y a des morphismes de groupes, des morphismes d’anneaux, des morphismes de corps et

des morphismes de surfaces de Riemann.

Définition 2.1
Une application f : X ——Y de surfaces de Riemann est holomorphe (ou morphisme de X

dans Y) si elle est continue et si elle possede la propriété suivante :



I Surfaces de Riemann et définitions de base

pour tout couple (U, h) une carte de X, (V, k) une carte de Y tel que f(U)V , alors la

fonction :
ko(fly)oh™ :h(U)——k(V),
est holomorphe.

En particulier, si ¥ = C muni d’un atlas A = {(C,Id¢ )}, f: X —— C est une fonction

holomorphe sur X.

Définition 2.2

1) Une fonction f: X ——> C est holomorphe si les composés
fofa

sont holomorphes pour tout indice o ..

2) Une fonction f: X ——> C est méromorphe si les composés

fofy'

sont méromorphes pour tout indice o .

Soit M(X) le corps des fonctions méromorphes sur X.
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Théoreme 2.1

Soient X et Y deux surfaces de Riemann, et
1
fi» [ : X—— P (O
deux morphismes qui coincident au voisinage d'un point x ,de X, alors f| et f, coincident

sur X .

Théoreme 2.2

Soit un morphisme non constant de surfaces de Riemann
[ X—>Y.

Pour tout ae X, il existe une carte (U , h) de X centrée en a, une carte (V , k) de Y centrée
en b= f(a) , avec f(U) c V et un entier n>1 tel que I’application

F=kofoh™ :h(U) —k(V)

soit donnée par z ——>F@)=z".

Preuve

Soit un morphisme non constant
fiX—7,

et soient (4',U"), (k, V') deux cartes centrées en a et b respectivement telles que
fu)cvr.
Soit ¢ la coordonnée dans la carte /', la fonction définie comme suit
G=kof o '™ WU —>k(V),
vérifie G(0)=0 (car &' (a)=0, k(b) =0).

G est une fonction holomorphe sur ’ouvert 4'(U") de C et a valeurs dans un ouvert £ (V) de

C, a I’aide du développement de Taylor de G en 0, on obtient :
G(Z)zZal-zi =z"¢ g(z), (1)
i=1

ou g est holomorphe au voisinage dez=0; g(0)=1avec n=Inf { i e N la; #0},
a,=c#0.

On écrit g sous la forme
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g(z)=1+g(2);&1(2)=0.
Pour |z| assez petit, le logarithme de g(z)

log(1+g4(2)),
a un sens ; i.e dans un voisinage ' de 0 a valeurs dans 4'(U"), donc de méme pour la
fonction

C(Z):cl/}’l el/l’llOg(g(Z)). (2)

En élevant les deux cotés de 1’égalité a la puissance n, on déduit que

cg(z)=¢"(2).
En comparant les formules (1) et (2), on trouve

G(z)=z"cg(z)=2"C"(2)

L) ke fon

L’application suivante :

AW — W=NW")

z —M2) =z ¢ (),
est un isomorphisme.
On pose

U=nt(w
et

h=2doh' : W'W )——a(W')=W,
alors la fonction composée
F=kofoh=kofohod™ :h(U)—k(V)

z ——>z",

convient N
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I-3/ M orphismes de surfaces de Riemann compactes:
Un morphisme de surfaces de Riemann compactes introduit un nouvel entier n ; n est le
degré de morphisme. Nous utilisons ce degré pour définir certains types de courbes par la

suite, et il intervient aussi dans la formule de Hurwitz.

Définition 3.1
Une application d’espaces topologiques
f:X—>Y
est un homéomorphisme local si, pour tout xe X, il existe un voisinage ouvert U, de x dans

Xtel que f|y_ soit un homéomorphisme de U . sur I"ouvert f(U) .

On applique la définition d’une application ouverte pour prouver que tout homéomorphisme

local f est une application ouverte.

Définition3.2
Une application f: X —— Y d’espaces topologiques est propre si l’'image réciproque par [

de tout compact de Y est un compact de X.

Définition 3.3
Une application continue f: X —— Y d’espaces topologiques est un revétement
topologique si la condition suivante est réalisée : pour tout ye€Y, il existe un voisinage ouvert

Vde y tel que f_1 (V)=U; oules U,sont des ouverts disjoints de X tels que, pour tout

iel

iel, larestrictionde f a U,

f|U,- U — ),

est un homéomorphisme.

Proposition 3.1

Un revétement topologique f: X —— Y est un homéomorphisme local.
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Définition 3.4
Une fibre au point y € Y d 'une application continue f : X —— Y est ['image réciproque

71

Définition 3.5
Une application continue

[ X—>Y

est discrete si sa fibre f -1 (y) est discrete pour tout y€ Y.

Théoréeme 3.2

Soit f: X —— Y un homéomorphisme local propre. Alors [ est un revétement topologique.

|-3.1 Revétement ramifié:
Soit f: X —— Y un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Soient x,€.X,
Vo=Mx,),h unecarte en x, sur X, et k une carte en y, sur Y. Puisque f est holomorphe

au voisinage de x,, alors la composée prend la valeur

o0
-1 n
kofoh (z):Zanz .

n=0
Les cartes sont centrées en x, et y,.
Comme f n’est pas constant, nous trouvons :

o0
kof=>a,h",
n:no

oua, #0,n,21.

Proposition 3.3

L’entier n( est indépendant des cartes h et k.
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Définition 3.6
L’indice ou degré de ramification de f en x, est lentier e ( f) =n,.

J/ estramific en x, ou x, point de ramification de f si e, ( f) 1.

D’apres le théoréme 2.2, si on se donne f: X —— Y et une carte ken y,=f(x,), il existe

une carte z enx,, telleque ko f=h" ou n:exo(f).

Théoréeme 3.4

Soit f: X ——> Y un morphisme non constant entre deux surfaces de Riemann compactes.
Alors :

1) f n’a qu’un nombre fini de points de ramification x, , ..., x, .

2) Hors des fibres f -1 (f(x,)),fdéfinit un revétement topologique ( étale ) a fibres finies

de cardinal constant, soit n .

3) Pour tout point y deY,

Preuve

Preuvede 1 : D’apres la remarque précédente, au voisinage d’un point x, la fonction fest de
la forme z > z€. Les point de ramification sont ceux ou la dérivée s’annule (e>1 est I’ordre

du zéro) donc au plus en z =0 ; donc ’ensemble des points de ramification sur X est discret,
il est aussi fini car X compact.

preuvede 2 : f* définit un isomorphisme local hors des points de ramificationx, , ..., x, , en

particulier hors des mauvaises fibres f ! (f(x;)).

Comme X est compact, f est propre, donc aussi sa restriction hors des mauvaises fibres.

Or d’apres le théoréme 3.1, I’homéomorphisme local propre

fiM=x\ U () —N =1 Ursls).

est un revétement, a fibres finies (un homéomorphisme local est discret donc /' ( x,) est

discretet f'(x,) compact ).
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f est un revétement a fibres finies, donc de cardinal localement constant, méme constant
puisque Y est connexe, donc aussi constant sur ¥ moins un nombre fini de points.

Preuvede 3 Soit xe X, y =f(x) et U un voisinage de x ne contenant pas d’autre point de
la fibre £~ (). On suppose que f(z) = zeX(f) sur U, donc il existe un voisinage V' de y tel
que pour tout ¢ € V' \ {y} le cardinal de (f_l(c)ﬂ U ) soit égal a e, (f) ; les point de

f “)NU sont tous non ramifiés, donc la fonction

gv)= De),

S(x)=y
est localement constante sur Y, donc constante ( car Y connexe ) . ]

Ainsi, en comptant les multiplicités, toutes les fibres ont n ¢éléments :

Définition 3.7

La fonction f est un revétement ramifie de degré n.

Proposition 3.5

Soit f une fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte X, alors f a autant

de zéros que de poles, comptés avec leurs multiplicités ;

Zordxf =0.

xeX

Preuve
On considere f comme morphisme X —— P! (©) (remarque du paragraphe 1.2), d’apres

le théoréme précédent pour y =0 et y = oo, on obtient :

Delr) = Dlels).

S(x)=0 S(x)=o0

L e genred’une surface de Riemann compacte

Nous définissons un invariant sur une surface de Riemann compacte en utilisant le langage

des revétements.
Soit f: X —— C une fonction méromorphe sur X, donc elle définit un morphisme

X —— P! (C). D’apres le théoréme 3.2, le morphisme f fait de X un revétement ramifié

de la droite projective P! (©). Soit n le degré de ce revétement ; alors le nombre de

10
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points dans une fibre (la fibre qui ne contient pas de points de ramification). Pour chaque

point x de X, soit e, ( f ) I’indice de ramification de f en x ; alors on a la définition

suivante :

Définition 3.8
Le genre g d’une surface de Riemann compacte est le nombre

g=1-n+ - ¥ leclr)-1).

xeX

I-4 / Courbesdliptiques et hyperelliptiques
Dans ce paragraphe, nous rappelons les définitions des courbes elliptiques et des courbes

hyperelliptiques.

Définition 4.1 [16]
Une courbe elliptique X a une structure analytique de surface de Riemann compacte X de

genre 1.

Définition 4.2 [16]
Une surface de Riemann compacte X est hyperelliptique si existe une fonction méromorphe f

sur X ayant 2 poles, en comptant la multiplicité.

D’aprés le corollaire précédent le nombre de pdles de f est égal au degré de f comme

revétement ramifié de P! (C) (un morphisme f: X —— P! (Q)).

Doncf: X ——> P! (C) étant un revétement double de P! (©), les degrés de ramification ne

peuvent valoir que 1 ( point non ramifié ) ou 2 ( point ramifié )

Se(f)=2 et e(f)z.
f(x)=y

La formule de Hurwitz relie les genres de deux surfaces de Riemann compactes X et Y.

Soient gy et gy les genres de X et Y respectivement, et f: X —— Y un revétement ramifié

de degré n ; alors la formule de Hurwitz s’obtient sous cette forme

11
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2gx ~2=n(2gy =2)+ D (e.(1)-1).

xeX
Sur un revétement ramifié¢ double X de la droite projective P! (©), la formule de Hurwitz

nous permet de calculer le nombre & de points de ramification sur X :

k=Y (e (f)-1)=2g+2,

xeX

ou g est le genre de X.

12
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CHAPITRE Il

LA STRUCTURE DE GROUPE SUR LA JACOBIENNE

L’équation des courbes elliptiques a été déterminée par Weierstrass sous la forme
y? +ayxy+ayy= x> +a, x? +ayx+ag € K[x,y] ot les 5 coefficients ay,...,as sont des

¢léments d’un corps commutatif K global, local ou fini.

La théorie des diviseurs s’applique aux courbes algébriques et aux surfaces algébriques.

[1-1 Diviseurs sur une surface de Riemann

Les diviseurs sont construits sur les points d’une surface X. Prenons la définition d’un

diviseur de Farkas [7].

Soit X une surface de Riemann compacte. Un diviseur de X est une somme formelle D

D= n,(P),

PeX
ou np € Z, pour tout point P de X et les np sont presque tous nuls.

Avec I’addition sur I’ensemble Div ( X) des diviseurs,
pour D= Y np(P) ,Dy= Y mp(P) et Dy = Y 0(P)
PeX PeX PeX

D=D;+Dy= Y (np+mp)P), Dy +Dy=Dy+D, =D,
PeX

nous obtenons le groupe Div ( X) des diviseurs de X.

Larelation np + mp = mp +np dans I’anneau Z implique que le groupe des diviseurs

Div ( X) sur X est un groupe abélien.

13
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Le diviseur 0 = Zn P <P> ; np =0 pour tout Pe X, est un élément neutre du groupe Div( X).
PeX

Le diviseur D' = Zn}g <P> avec np =—np pour tout Pe X, est le symétrique de
PeX

D= Y np(P).
Définition 1.1

1) Le groupe Div ( X) est le groupe des diviseurs de X.

2) Un diviseur D est positif'si tous les np sont positifs ou nuls.

Un diviseur positif est un diviseur effectif.

|1-2 Différentielled’ordre 1

L’existence de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann compacte X est 1’une
des questions posées dans I’étude de ces surfaces. Une démonstration de ce probléme est
basée sur I’existence de fonctions harmoniques sur X, est donnée dans [7], ce qui nous donne

I’existence des différentielles méromorphes sur une surface de Riemann compacte X.

Définition 2.1

Une différentielle d’ordre 1 (ou 1- forme) @ sur une surface de Riemann compacte X est la

donnée pour chaque carte locale z=x +iy: U ——> C (pour toute carte (U , h) de X est

définie comme suit : a tout élément z de U, sa valeur par h est notée aussi par z ; c’est-a-
dire z=nh (z) = x+1iYy) de deux fonctions continues f,g:U —— C telles que si les
fonctions f|, g, sont associées a la carte

z1=x;t+iy; : U ——>C,

alors ces fonctions satisfaient la relation

14
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o Y
oy | ox ox . .
ou J= est la jacobienne de z; ——>z.
Ox
6x2 6x2

La différentielle @ est représentée par f, g dans la carte z.
Définition 2.2

o est de classe C! si f et g lesont,

o=f dx+g dy.
Lorsque @ est de classe C”, r)1, alors

o=fdx+g dy
o estde classe C* si f et g lesont,

o=f dx+g dy.
Si z estune carte, la fonction z et sa conjuguéez ont localement les différentielles

dz=dx+idy et dz=dx—idy ;
donc toute différentielle w=f dx + g dy estdela forme
W= f'(z) dz+g'(z) dz ,

0ﬁf=%U>@l§=%U4@)

Définition 2.3
1) Une différentielle
w=fz) dz+g(z) d z,

est méromorphe si g = 0 et si f est méromorphe

2) La différentielle w est holomorphe si g = 0 et si f est holomorphe.
Siw=f (z) dz au voisinage de P, [’ordre de la différentielle @ en P est égal a
ordp @ = ordpf.

Ces définitions précédentes ne dépendent pas de la carte choisie.

Définition 2.4

1) Soit f une fonction sur une surface de Riemann compacte X, alors son diviseur est égal a

15
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(f)= D ordp(f)(P).

PeX

2) Soit une forme différentielle ®=f dx+g dy, alors son diviseur est égal a

(@)= D ordp(w)(P).

PeX

Le diviseur du produit de deux fonctions f; et f, est égal a la somme de deux diviseurs :

(f1-f2)=(f1)+(f2)-

Définition 2.5
La fonction degré est [’homomorphisme de groupes

deg : Div(X) —>Z

D= ZnP<P> ——>deg (D)= an .
PeX PeX

Exemple
Une fonction méromorphe f sur X posséde autant de zéros que de poles, comptés avec leurs
multiplicités, donc deg(( /)) = 0, on écrit :

deg(f)=0.

Le degré d’une différentielle, sur une surface de Riemann compacte X, s’exprime seulement

par le genre de X, il est donné explicitement dans la proposition suivante.

Proposition 2.1
Si w est une différentielle méromorphe non identiquement nulle sur une surface de Riemann
compacte X de genre g, alors son degré est égal a
deg(w)=2g-2.
Preuve

Le quotient de deux différentielles méromorphes non nulles w;= f1(z) dzet w,= f,(z) dz

v _ N

est une fonction méromorphe — =
) 2

, donc le degré

w1
deg[—J = deg(w,) — deg(w,),
2}

et d’apres I’exemple précédent, le degré d’une fonction méromorphe est nul, nous obtenons

16



i La structure de groupe sur la jacobienne.

deg( @, ) = deg( ;).
I1 suffit donc de prouver le résultat pour une différentielle @ . Soit @ = df ou fest une

fonction méromorphe non constante sur X.

On choisit f non ramifiée au-dessus de oo , sinon on compose [ par une bijection de p! (©

de la forme :
az+b
z .
cz+d
Localement, la différentielle @ est égal a
w=f"()dz (1

Il en résulte I’égalité
ordp(w)=ordp(f").
Deux cas se présentent pour calculer I’ordre de la différentielle @ .

1) Si P n’est pas un pole ; alors f(P)# « , cela implique

_1 n
(oY @=(Foh™ )0 + (f o kY (0) 2+ W 2

NG
_(ohH00)

, @)
el
oue=ep(f)=ordp(f),et h estune carte de X centrée en P ; donc h(P)=0.
La dérivée de (2) implique
1y e(foh™H90)
(fony @=L e, G)
On en déduit les égalités
ordp(f")=ordp(f)=ep(f)~1.
2) Si P est un pdle, alors f(P) =0, on pose
~ 1
7=
A
donc f (P) =0etep (f) est I’indice de ramification de f en P ; On en déduit 1’égalité
ordp(f)=ep(f), @)

cela nous montre que P est un pole de f d’ordre ep (f ), ce qui implique I’ordre de f au

point P
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ordp(f) = =ep(f)= ~ep(f). )
Les formules (4) et (5) impliquent que
ordp(f")=0rdp(f)~1=-ep(f)~1=-ep(f)-1,
mais on a choisit f non ramifiée al’c ; ep(f )= 1, donc on obtient
ordp(f')=-2. 6)

Les formules (1), (3) et (6) entrainent la valeur du degré

deg (@)= D (ep(f)-1)= Dlep(f)-1)+ (2. (O

PeX P e X \ poles P est un pole

Comme f est un revétement ramifié¢ de p! (©),de degré n, alors le cardinal de la fibre au

point oo est égal

#f 7 (@)=n. )
Les formules (7) et (8) impliquent la valeur
deg(w)= Y (ep(f)-1) -2n. ©)
Pe X \ poles

D’apres la formule de Hurwitz appliquée au morphisme f: X——> P! (©), les genre gy et

gp, satisfont I’¢galité
2gx —2=n(2gu-2)+ Y lep(f)-1).
PeX

On en déduit la relation

2g-2==2n+ Y (ep(f)-1). (10)

PeX
Mais dans la formule (9) on peut prendre la somme sur X, car I’indice de ramification est égal
a 1 aux poles (ep(f)=1), donc
deg(w)= Y (ep(f)-1)-2n. (11)
PeX

Les formules (10) et (11) impliquent que :
deg(w)=2g-2. m

I1-3 Théoreme de Riemann-Roch

18



i La structure de groupe sur la jacobienne.

Le théoréme de Riemann-Roch est le point central de la théorie des surfaces de Riemann, il
précise I’existence de fonctions méromorphes ayant des singularités données, que I’on prescrit

sous la forme d’un diviseur.

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g.
Définition 3.1
Soit un diviseur De Div( X), L (D) est le C-espace vectoriel
L(D)={0}U{f méromorphe=0;( f)+D>0}.
On note par | sa dimension
[=1(D)=dim¢c L(D).
Exemples
VU SiD=0,L(D)est’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur X, or toute fonction
holomorphe sur une surface de Riemann compacte est constante, alors
[(D)=1.
2/ Sideg(D)<0,alors I( D)=0,soit fe L(D); f non constante. Alors le

diviseur (f)+ D >0, donc de la relation suivante

on obtient I’inégalité sur les degrés

deg(f) 2 deg(— D)= —deg(D ),
et comme le degré d’une fonction méromorphe est nul, on aura
deg(D) > 0.
Contradiction avec le fait que deg( D ) <0.

Proposition 3.1

Une surface de Riemann compacte X est hyperelliptique si et seulement s’il existe un diviseur
D effectif de degré 2, tel que | (D) >2.

Preuve

La1"®implication

®Si D= ( f )OO est le diviseur des pdles de f; les deux fonctions 1, f € L (D). Donc la
dimension l(D) >2.

La 2°™ implication
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

® Soit une fonction f €L (D) non constante ; donc elle a au plus deux poles. Si elle n’a

qu’un seul pole, alors la fonction f 2 convient. |

Théoreme 3.2 ( Riemann-Roch)
Soit w # 0 une différentielle méromorphe sur X et K = (@) son diviseur. Alors pour tout

diviseur D, les dimensions I( D) et Z(K - D) satisfont :
D)<+ et I(D)-I(K-D)=deg(D)+1-g

On applique le théoréme de Riemann-Roch a quelques cas.

Proposition 3.3
L’espace vectoriel Q( X) des différentielles holomorphes sur X est de dimension g sur C.
Preuve

On fixe une différentielle méromorphe non nulle @ . A toute différentielle @' € Q (X)) on

!

. .o , , o
associe la fonction — ; @’ est holomorphe sur X, donc (®")>0, cela implique que
@

()= -@=-k.
w
avec (w) =K.

C’est-a-dire [ﬂj + K > 0, ce qui signifie que @ er (K).
® ®

On définit donc un isomorphisme :

Q(X)—> L(K)

o' —> —. (D)

! "
En effet, si — = —, alors @' = @". D’ou I’injectivité.
W 1)

Soit fe L (K ), on pose

Le diviseur de cette différentielle et égal a

(@)=(/)+(0)=(s)+K,
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

et il est effectif, car f appartient a £ (K ) ; on conclue que la différentielle @' est

!

holomorphe sur X, il existe alors @' dont f = — est son image ; d’ou la surjectivité.
@

On applique le théoréme de Riemann-Roch a D =K, on obtient
I(K)—I(0)=deg(K)+1-g, )
la relation (2) et la bijection de I’application (1) impliquent que
dimc Q(X)=IK)=1(0)+deg(K)+1—g
=1+(2¢g-2)+1—-g
=g,
d’ou

dimc Q(X)=g. m

Proposition 3.4

Si P € X et n entier > 2g, il existe une fonction méromorphe sur X ayant en P un pole d’ordre

exact n, et holomorphe ailleurs.

Preuve
D’aprés la proposition 1.2.3, le degré de diviseur (K — (n—1)(P))est égal a
deg(K ~(n-1)(P)) = (2g-2)~ (n 1)
=2g-n—-1<0. (1)

Le numéro 2 de I’exemple précédent et (1) impliquent que

I(K - (n-1)(P)) =0. )
La relation (2) et I’application du théoréme de Riemann-Roch pour D = (n — 1)<P> , nous
donnent

H((n=1)P)) =n-g (3)
De méme pour /((n(P)),ona:

deg(K —n(P)) =(2g—2)—n

=2g-n-2<0,
cela implique que

I(K -n(P)) =0, 4)
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

La relation (4) et I’application du théoréme de Riemann-Roch pour D = n<P> , impliquent que

I((n(P))=n+1-g. %)
Les formules (3) et (5) entrainent que

H((P))> 1((n=1)(P)),
il existe donc une fonction f dans L((n(P)) \ L((n—1)(P)), si une fonction f'e L((n(P)),
alors d’apres la définition de ’espace L, on obtient une suite de valeurs possibles des ordres
de fenP

ordp(f): —n,—(n—l),—(n —2),...
De méme pour une fonction '€ L((n—1)(P)), nous avons
ordp(f):—(n—l),—(n —2),...
Dongc il reste une seule possibilité pour une fonction /'€ L((n(P)) \ L((n—1)(P))
ordp(f)=-n, etordQ(f)Z 0 avec Q # P.

Ce qui montre I’existence d’une fonction f* avec un pdle d’ordre exact n, et holomorphe

ailleurs. ]
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

I1-4 Plongement projectif d’une courbe eliptique

Une courbe elliptique X admet un plongement projectif dans I’espace P 2( C).

Définition 4.1
Un plongement de X dans [’espace Py ( ©) est une application holomorphe injective
U—> PV Q)

P——(p o(P).....on (P)).
ou les ¢; sont des fonctions holomorphes U ——C, telles que :

pour tout P de X, ((0 O(P),...,(DN(P));t (0,...,0)
et (dpo(P).....doy (P))= (0.....0).

On construit un plongement d’une surface de Riemann compacte X, en choisissant un diviseur

D sur X et une base de I’espace L(D).

Théoréme4.1
Soit D un diviseur sur X de degré deg>2g + 1, et (fo,...,fN) une base de £(D). Alors
l’application
0: P——(fo(P).... fy(P)) e P (C),
est bien définie hors des zéros et péoles des f;, et se prolonge en un plongement
p: X——> PYN(C).

Preuve

Pour P e X, soit zp une carte en P, nous définissons les fonctions
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

_ ~kp
hi,P =zp ' fis

oukp :mjnordp(fi).
1

Donc au voisinage U de P, on aura pour Q € U — {P}

(/7(Q) = (hO,P (Q)=-~~=hN,P (Q)) ’
et par définition de kp, les fonctions 7; p ne s’annulent pas simultanément en P, donc on
définit encore la valeur de ¢ en P par

¢(P):(hO,P(P)’“-’hN,P(P))'

D’ou une fonction holomorphe ¢ :

p: X—> PY(C)

0— ¢(0)=(h p(0).... 1y p(0)).

Montrons que ¢ est injective :
Soit D un diviseur de degré deg D >2g, et un point Q € X . On applique le théoréme de
Riemann-Roch a ce diviseur D, et on obtient la dimension

[(D)=degD+1~-g, (1)
Le diviseur D — <Q> , a pour dimension

1(D-(Q))=degD - g. )

(1) et (2) impliquent que la différence des dimension est ¢gal a

[(D)-1(D~(0))=1. 3
cela implique I’existence d’une fonction f telle que :

fe LID)\L(D-(0)),
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

cela nous confirme que la fonction f* est d’ordre exact ny en Q
ordgf =ng. (4)

Appliquant le raisonnement précédent au diviseur D = z np <P> .
PeX

La formule (3) implique que f est parmi les éléments de la base de £(D), alors le minimum
des ordp f; estégal a
minord f; = min{ordp 1, f € L(D)}, (5)
comme la fonction f est dans £(D), ce qui signifie que ordp f; =2 —np.
Les formules (4) et (5) entrainent que

minordp f; = -np,
i

d’ou le minimum kp des ordre des f; en P

kp =—-Nnp. (6)
Pour montrer que ¢ est injective nous montrons que les deux images (/)(Pl) et go(Pz) ne sont
pas sur le méme plan.

D’apres le raisonnement précédent pour D' = D — <P2 > , 11 existe une fonction f* dans
LD (P))\L(D~(R)~(Py)), alors
ordp f =-np, (7)
etordp, f2-np +1)—-np, (®)

Décomposons f dans la base { fi}l. de £(D), donc
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

N
Nous calculons la valeur de Zii h; p en B, nous obtenons
i=0

[iiihi,ﬂ}(ﬂ)z(ilizszi (Pl)

i=0

o (X
1(2&% (”)
i=0

- (z;k”‘ fj(Pl ) ©)

1

Les formules (6), (7), (8) et (9) impliquent que

(iﬂi h i,PI}(Pl) Z(Z;lkpl f)(Pl);«t 0,

i=0

. —k
la valeur de la fonction z P " £ estnulle en B, carordp [ =-np .
N
Donc (p(Pl) n’appartient pas a I’hyperplan H : Z/ll- X, =0,
i=0
o(R)eH. (10)
De méme pour le point P,
N -k
P
{Zﬂ“i h i,PZJ(P2) = (sz ’ fj(Pz)-
i=0
La formule (8) implique
N
—kp
{Zﬂih i,PZJ(P2) =(Zp2 ’ fj(P ): 0,
i=0
donc go(Pz) est dans I’hyperplan H
go(Pz) eH, (11)

(10) et (11) entrainant la relation
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o(R)= o(P).
D’ou I’injectivité de ¢.
On acheve la preuve du théoréme en démontrant que (dh 0.P (P), esdhy p (P)) # (O, .. ,0).

D’apres le raisonnement précédent pour D' = D — <P> avec P e X, il existe une fonction f

dans E(D - <P>) \ L (D - 2<P>), ce qui implique I’ordre de f':

ordp(f)=-np +1. (12)
La décomposition de f
N
f=22i 1
i=0
implique I’ordre de f
N
ordp Z}tihi’P zordp(zzpf). (13)
i=0

De (12) et (13), on déduit I’ordre :

N
ordP(Zﬂihi,PJ =1,
i=0

donc I'une au moins des dh; p est non nulle en P.

L’entier N se déduit du théoréme de Riemann-Roch. Par la formule de Riemann-Roch pour le
diviseur D et un diviseur K d’une différentielle

[(D)-1(K —D)=deg(D)+1-g.
L’ hypothése deg (D) > 2g +1 implique que deg (K — D) =0, et par suite I(K — D) =0.0n

remplace la valeur de la dimension /(D) dans la formule de Riemann-Roch, on obtient
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i La structure de groupe sur la jacobienne.

N +1=deg(D)+1-g,

d’ou I’entier N égal a deg(D)—g. ]

Théoreme 4.2
Soit f une fonction méromorphe non constante sur X, de degré n,.alors le corps M (X ) des
fonctions méromorphes sur X est une extension algébrique de degré n sur C(f):
[MX) : C(f)]=n.
Preuve

Soit he M(X), alors on construit un polynome P de C(f)[X] tel que P(k)=0.

On choisit un ouvert U de P! (C) tel que f ne soit pas ramifiée sur f _I(U ) et f, h#o sur
leurs domaines de définition, de plus U peut étre choisi de fagon que % soit holomorphe sur
v=r").

D’apres la remarque de la définition 3.3 du chapitre I, la fonction f est un isomorphisme

local sur V, alors les n fonctions symétriques €¢lémentaires suivantes

= 2.h() = [140)

x): y x):y
sont holomorphes sur U. Elle sont méme méromorphes sur Pl (C) (voir Reyssat [16] pour

plus de détail). Comme toute fonction méromorphe sur p! (C) est une fraction rationnelle,

ainsi on définit le polyndme suivant a coefficients dans C ( f )

P(X)=X" (510 /) X" 4o +(=1)"(s, 0 f)-
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La construction de ce polyndme nous donne pour chaque point x eV, P (h)(x) =0, etdonc

P (h) = (. Par suite, le polyndme minimal de 4 sur (C( f ) divise P, ce qui montre que

(s, m):C(s)<n.

D’ou [M(x):C(f)]<n. (1)

En choisissant un point y € U de telle sorte que 4 n’ait ni zéro ni pdle aux points de la fibre
£ y)=1{x;,---,x,}, alors pour tout polynome Qe C(f)[X] nul sur / est de degré> n, car
Q a aumoins 7 racines /(x,),..., h(x, ) ; donc le polynome minimal de 4 est de degré> n,

on écrit [(C(f, h):(C(f)]Zn.
D’ou [M(x):C(f)]=n. (2)

De (1) et (2), on obtient
[M(x):C(f)]=n.
On va préciser le plongement projectif donné par une base de £(3<9> ) Pour le diviseur

D= 3<(9>, son degré deg(3<(9> ) =3 > 2g+1;g=1,alors le théoréme 4.1 nous donne un
plongement. ]

Proposition 4.3

Soit X une courbe elliptique sur C, il existe un isomorphisme de X vers la cubique projective
de P?( C) d’équation affine :

y2 +a1xy+a3y:x3 +a2x2+a4x+a6;
avec a; € C.

Preuve

Soit @ un point de X, n un entier positif, K un diviseur d’une différentielle méromorphe sur X
et / (D) la dimension de I’espace vectoriel L(D) pour un diviseur D de X.
Le degré de diviseur (K —n(6)) est négatif
deg(K —n{0))=2g-2-n=-n,
alors la dimension de I’espace vectoriel L(K — n<9>) est égal a
1(K —n(6))=0. (1)
D’apres le théoreme de Riemann-Roch pour D = n<t9> et (1)
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[((n(0)) =deg((n{0)) +1-g
= deg ((n<0>)

=n, )
D’apres la proposition 3.4, il existe des fonctions X et y telles que

xe L2(0) \L{0)) et y € L(3(0)) \ L(2(0)),

@ est I'unique pdle double de X, alors d’apres le théoréme 3.2 de chapitre I, X est un

revétement ramifi¢ de Pl (C) de degré 2.
@ est 'unique pdle triple de y, alors d’apres le théoréme 3.2 de chapitre I, y estun

revétement ramifié de P! (©) de degré 3. Le théoréme 4.2 implique que le degré de

I’extension M(X) de C( X) est égal au degré de X
[MX) : C(X)]=2, 3)

Pour tout ¢lément du corps C(Xx) a & comme podle d’ordre pair, et puisque y admet un pole

d’ordre 3 impair en €, cela implique que
y & C(X). (4)
Les formules (3) et (4) donnent

MX)=C(x, y).

La formule (2) implique que la dimension de £(6<9>) est égale a 6. Les fonctions

2

I,x, x°,x 3, v,y 2,x y sont dans £(6<6’>) , donc ces fonctions sont dépendantes ; alors il

existe des coefficients a,a; €C tels que :

2 3 2
AoV +oyXy+ a3y =apx" + 00X +aux+0oy . (5)

. 3 2
Les relations ord , (a1 xy +a3y) # ord , (apx” + arx” + aux+ag).
ord, (050)/2 +axy+asy) #ord, (a2x2 +oux+ag)
impliquent que le produit aye # 0 donc oy #0etay #0.
On multiplie I’équation (5) par élément ao_l , on obtient
2 -1 -1 -1 4.3 -1 2 -1 -1
y + CZO alxy+ ao a3y = 0(0 aox + CZO azx + CZO 0(4x+ ao CZ6 (6)

-1/3
En changeant x par (ao_la(’)) / x dans I’équation (6), on obtient

y? +ayxy +azy = x° +a2x2 +agx+ag, (7)
)—2/3

o o, Y3 4 1, 1
oua =0y o1\ay g , Ay =0y Qr\y Qg , Ay =0y O3,

o o, Y3 o
ay —ao a4 Q) 0{0 , g —0(0 0[6
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1

en changeant y en y + E(al X+aj ) ,on enleve les termes en xy et y de la formule (7), et
ensuite en changeant 2y par y, on obtient
2 _ 4.3 2
Y =4x" +byx" +2byx+bg . (8)
Ou b2 :4612 +a12, b4 :2614 +a1a3 et b6 :4616 +Cl§
Puis les termes en x> en changeant x en x—b, /12 dans ’équation 8, on obtient

2 3
Vo =4x" —grx—g3,g; €C. 9)

La proposition suivante donne les équivalences entre les singularités.

Proposition 4.4

Soit une courbe C d’équation P(x,y) = y2 —4x3 4 g-,x+ g3 =0, alors les trois propositions
suivantes sont équivalentes

1) C est non singuliére, les équations P (x,y) =0, P, (x,y) =0et P (x, y) =0 n’ont pas de
solutions communes.

2) Les zéros du polynéme 4x3 - g, X — g3 sont simples.

3) Le nombre g; + 27g3% est non nulle.

La cubique (5) est non singuliere, s’il existe un point singulier P de valeur « par x, alors la

relation (5) s’écrit

v =4x-a)(x-p),

et donc
» 2
( ] —4(x=f).
X—a
La fonction x — f a un pole double en &, cela implique que la fonction
Y
x—a’

a un pdle simple en 4.
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Y
xX—a

Donc la fonction

est un revétement de P! (X) de degré 1, donc un isomorphisme

X = P! (X), ce qui est absurde car le genre de X est non nul. On en déduit que le discriminant

de la cubique
A= g5 +27g3,

est non nul.

On a donc un plongement de X comme cubique plane lisse (non singuliére) :

X —P?(©
P——(0,1,0). (6)

Q0 — (X(Q), (D), 1). L

I1-5/ Structure degroupesur lesdiviseurs

Dans le groupe Div (X) il y a une relation d'équivalence.

Définition 5.1
a ) Deux diviseurs D et D' sont linéairement équivalents si la différence D— D' est un
diviseur principal

b) Le groupe quotient . Div (X) / R = Pic (X) est le groupe de Picard.

C) La norme d'un diviseur D est l'entier
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D= S[n, 20

PeXx-{6}
Définition 5.2
Une droite L a une équation de la forme :

L=ax+,6’y+ye(C[x,y1.

Les diviseurs d’une droite L sont de l'une des formes suivant le nombre de points

d'intersection de la droite et de la courbe X cubique

) (P)+(0)+(R)-3(6).

2) 2(P)+(0)-3(6).

3) 3(P)-3(6).

4) (P)+(0)-2(0).

5) 2(P)-2(6).

Pour tout diviseur D ayant I'une des 5 formes précédentes, alors il existe une droite L telle

que D =div(L).

Théoréme 5.1 (réduction linéaire)

Soit un diviseur D € Div(X), alors il existe un diviseur D e Div (X)tel que :
D~D, deg D= degB et ‘B‘ <lI.

Preuve

Soit un diviseur D = Zn p <P> € Div (X ) On suppose qu’il existe deux points P et Q distincts

PeX

de X'tels que np et ny soient de méme signe et non nuls.

Soit D' un diviseur d’une droite L passant par P et Q, alors

D' = (P)+ (0} + () ~3(8) = div (L),
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ol R est le 3°™ point de la droite L.
Nous avons alors deux cas a traiter.
1% cas:

Si np et ny sont strictement positifs, on obtient
|D-D'|(|D|.
Et comme D' est un diviseur d’une droite, alors
deg (D)=deg (D —D")
et D~(D-D"),
d’ou le diviseur D, = D— D' convient.
2°™ cas ;

Si np et ny sont strictement negatifs, on aura

|D+D'

(| Dl.
Et D' est un diviseur d’une droite, on obtient
deg (D)=deg (D +D")
et D~(D +D"),
d’ou le diviseur D, = D+ D’ convient.

On continue la réduction prescrite dans le 1 cas et le 2°™ cas jusqu’a ce que nous obtenons

un diviseur de la forme :
D= nP<P>—nQ<Q>+s<6’> ,
avec np 20,np 20 etse”Z.
Nous utilisons le diviseur D" d’une droite L
D" =2(P)+(0)-30).

nous obtenons la norme de D, = D - D"

D, |¢[D].
Comme D" estun diviseur d’une droite, on a alors

deg D =deg D,

et D~D,.

A la fin, nous obtenons un diviseur D € Div (X) tel que :

D~B,degD=deg5 et‘B‘Sl. |

34



i La structure de groupe sur la jacobienne.

Corollaire5.2

Pour tout diviseur De Div° (X), il existe un point unique P e X tel que
D~ (P)-(6).

Preuve

Existence
Soit un diviseur De Div° (X), alors d’apres le théoréme de la réduction linéaire, il existe un
diviseur D e DivO(X ) tel que :

D~D et ‘ D ‘ <I.
Puisque deg D =0, le diviseur D a ’une des deux formes suivantes

D =<P>—<9> ou D = —<P>+<9>.

On va traiter ces deux cas du diviseur D .
1)SiD = <P> — <9> , donc on a le résultat du corollaire.
2)SiD = —<P> + <0> , on considére le diviseur d’une droite L

(L)=2(P)-2(0).

on a alors

S|
I
S|
J’_
S
z
ol

D’ou le résultat

L unicite:
Supposons qu’il existe un autre point Q tel que

D~{0)-(6).
Il en résulte alors, I’équivalence de ces diviseurs

(P)=(6)~(0)-(6).

cela signifie que le diviseur <P> — <Q> est principal

(1)={P)=(0).
Donc la fonction f admet un unique pdle Q, et on en déduit que f est un revétement ramifié
de P! (C) de degré 1, alors

x ~PY),
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or le genre de X est égal a 1.

I1 en résulte I’unicité du point P. |

Proposition 5.3
Si B, P, €X, il existe un unique point Py € X tel que le diviseur
(P1)+(P) +(P5)=3(6).
soit principal.
On note alors 0=0et P, + P, + P; =0, ce qui définit une structure de groupe sur X, telle que
I’application :
@ : X — Pic’(X)
00— @(0)=(0)-(0),
soit un isomorphisme de groupes.
Preuve
Unicité
Si le diviseur (f)= <P1> + <P2> + <P3 > - 3<6?> , et P, un autre point de X tel que le diviseur

<P1> + <P2 > + <P4> - 3<t9> est principal

()= (Pr)+(Po)+(Fa) =3(6).

alors
S
BREREE
g
Supposons que P;# Py, et donc la fonction I est un revétement ramifié de degré 1, ainsi un
g

isomorphisme de X sur PLQ), ce qui est absurde car P!(C) est de genre 0.

Existence

Soient X, y les fonctions donnant le plongement de X dans P 2( C) par
Q— (x(Q), y(Q), ).
Soit L la droite de P?( C ) passant par P et P, € X< P?(C) d’équation
L:aU+bV +cW =0, c’est latangente a Xen P;si P = P,, etsoit f= ax+by+c,alors f

s’annule en Pet P, car P XCPZ((C); Pi=(x(R),yR),l),ona:
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f(P)=ax(B)+by(R)+cl,

comme P €L, on aura

f(Py)=0.
De méme pour P,

f(Py)=0.
Si b#0,alors f est de degré 3 (unique pole, triple, en ) donc f a un troisieéme zéro P
sur la droite L, qui convient.
Si 5=0, alors la fonction

f=ax+c
est de degré 2, car @ est I’'unique pdle double de X donc de f, alors f n’a plus que les deux
zéros Py et P, ,etonprend P;= @ qui est sur la droite

aU +cW =0,

avec(d =(0,1,0))dans le plan projectif Pz((C ).
D’ou le diviseur de f

()= (P1)+(P)-2(0)
= (P1)+{P2)+(6)-3(6) -

Montrons que @ est bijective :

@ est surjective : soit D € Pic”® (X)= Div° (X)/~,dapres le lemme il existe un point

QOeXtel que

D~{0)-(0),
cela signifie qu’il existe un point O de X tel que
©(Q)=D,

d’ou la surjectivité de @ .
Le point Q est unique :

Supposons qu’il existe un autre point R = Q tel que

(0)-(0)~ (R)-(8),

cela signifie que le diviseur

(0)-(6)=(R)+(0).

est un diviseur principal, et on pose
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(/)= (0)~(0)—~(R)+(6) = (0)~(R).
ainsi f admet un seul pole simple, donc f est un revétement ramifi¢ de degré 1 ce qui
signifie que X = P ! (©), contradiction avec le fait que le genre de X est égal a 1, cela
implique que @ est bijective .
Montrons que @ est un morphisme :

USi B =-P, (P, estlinverse de P,), d’une part, ona
@(P, +P,)=®(0)=0.
D’autre part
® (P, )+ (P,) = classe(R) ~(6)) + classe (P, ) —(6))
= classe((P,)+(P,) -2(6)),
mais le diviseur
(P1)+(P2)=2(0),
est principal, donc sa classe est nulle
classe((P)+(Py)—2(6)) = 0.
2/ Si P # P, ,soit P5 le 3™ point de la droite L tel que
P +Py,+P;=0,
qui s”écrit
P+ P, =Py
Soit L' la droite passant par P; et — P , alors les diviseurs de L' et L sont respectivement
div(L') = (Py)+ (- P;)-2(0)
et div(L)=(Py)+(P)+(Py)-3(6).

Donc, on écrit div( L ) sous une autre forme

(P)+(P)+(Py)=3(6) = ((B)~(8) + (o)~ (8) + ((Ps)~(0) ~o.

car ¢’est un diviseur d’une fonction méromorphe (de la droite L), donc

classe(((R)~(0) + ()~ (8) + (P,)~(8))) 0.

La structure du groupe de Picard de degré zéro nous permet d’écrire

classe (<P1 > - <6>) + classe (<P2 > - <6’>) + classe (<P3 > - <6>) =0,
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et en ajoutant la classe du diviseur ((~ P;)—(6)) dans chaque coté de I’égalité, on obtient
classe((R)~(6)) + classe((P,) ~(8)) + classe((Py )~ (6)) + classe (- P;) - (8)) =
classe((— Py)—(6)).
La loi du groupe de Pic® (X) induite par celle du groupe Div® (X ), nous donne
classe((R)~(8)) + classe (P) ~ (6))+ classe (P ) + (- Py) ~2(6) )= classe((- P;) - (6)).
or Pélément classe((Py)+(~ Py)~2(6)) est nul, car le diviseur (P3)+ (- P3)~2(6) estun

diviseur de la droite L'.

Par conséquent

classe((P) —(0)) + classe((Py ) - (0)) = classe (- P;) - (),
il en résulte que
classe((P, + Py) ~(8)) = classe((B) —(6)) + classe((P,) (),
avec P + P, =—P;.
D’ou @ vérifie I’axiome de morphisme de groupes
(R +P)=0(P )+ (P,). n
Corollaire5.4

Soient P, , P, et Py trois points de X, alors dans le plongement de X sur P 2 (C) défini

précédemment, on a :

P+ P,+ P;=0si et seulement si P, P, et Py sont alignés.

Preuve

Si Pi+P,+P;=0,alors P, , P, , Py sontdes zéros de la fonction f d’équation
f=ax+by+c,

qui est par définition une équation d’une droite, donc P, , P, , P; sont alignés.

Si P, , P, , P; sontalignés, alors P, , P, , P; sont des zéros de la droite L d’équation
L=ax+by+c,

son diviseur est égal a (L)= <P1> + <P2 > + <P3 > -3 <¢9> .

Alors, on prend 8 =0 et P;+P,+P;=0. |
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I1-6/ Lajacobienne
Dans ce paragraphe on va démontrer que toute courbe elliptique X sur C est isomorphe a un
tore C/A. Pour cela on définit une intégration sur un chemin dans X d’une 1-forme

différentielle sur X.

Définition 6.1
Soit w = f dx+ g dy une 1-forme différentielle sur X, et
Y [0,1]—>X
t —> vy (1)

un chemin dans X , l'intégrale de la différentielle @ sur y est égal a

1
jw - j (f(v(t))%w(v(t))%jdt-
v 0

Cette intégrale est bien définie grace a la matrice jacobienne par changement de carte, en

effet, soit 4" = x; +iy; une autre carte de X, alors :

Jor- [ AU 0%

dt dt

1

~[[A6OE e G)L ] 3o

J dt

(m(t))ﬂ + gl Y dyj .

dt dt

o'—r—‘

On a dimQ( X) =g =1, alors il existe une différentielle holomorphe @ non identiquement
nulle ( unique a c’ pres ), et sans zéro car deg(w) =2g—2=0.

Du point de vue courbe algébrique, si on voit X comme cubique lisse de P 2 (©) (proposition
4.3), d’équation

y =dxt - gox-gs

On a la proposition suivante :
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Proposition 6.1
Soient P (x, y) =y2 —4x3 4 grx+g3 € (C[x,y], Cp= {(x,y) e C? tel queP(x,y): 0} et

X = Xp est une surface de Riemann associée a la courbe algébrique Cp ; Alors la

différentielle ® = _2dx = & forme une base des différentielles holomorphes (X)) sur

PL(x,y)
X.(voir [10], [16])
On note @ le point choisit de X dans le plongement sur P 2 (©), & =(0,1,0). Soit y un
chemin de 4 a Q sur X, autrement dit ’application
Y : [O , 1] — X,
est continue, telle que y(0) = @ et y(1) = O, on définit :

I(y) = La; eC.

Pour définir un isomorphisme de X dans C/ A, nous avons besoin de définir le premier groupe

d’homologie sur X.

Définition 6.2
Un 2-simplexe d’une surface X est une injection continue T —— X, ou T est le triangle de

sommets 0, 1, ¢™'> dans C. L ‘image est appelée un triangle dans X.

On dit que la surface X est triangulable s’il existe des 2-simplexes
fi T — X,
dont les images recouvrent X, tels que pour tout point P € X,
1) si P n’est pas sur une aréte, il appartient a un unique triangle f;(T), qui est alors un
voisinage de P.

2 ) si P est sur une aréte “a’’, mais n’est pas sur un sommet, il appartient exactement a deux

triangles t; = f;(T)et t; = f;(T), tels que t; Nt ; = a et t; Ut ; estun voisinage de P.

3 ) si P est un sommet, il appartient a un nombre fini de triangles t;, ..., t, ; ceux-ci ont P

k
pour sommet, leur réunion | Jt; est un voisinage de P, avec t; et t;,; (1<i<t—1)ont
i=1

exactement une aréte commune.
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Théoreme 6.2

Toute surface de Riemann compacte est orientable et triangulable.(voir [2])

On fixe une triangulation sur X, un 0-simplexe est un sommet d’un triangle ¢;de X, un 1-
simplexe est une aréte d’un triangle #; de X et un 2-simplexe est une face orientée d’un

triangle de X.
L’ensemble

C,=C,(X)=1{>m, a;, m; €Z, a; = n— simplexe},
n=20, 1,2, est un groupe abélien libre sur les n-simplexes.

Un élément de C, (X) est appelé n-chaine.
On définit un opérateur bord 0 :C,, ——> C,_;, pour un o-simplexe <P1> ,ona o <P1 > =0.
L’image d’un 1-simplexe <P1,P2> par O est égale a
0 (P, Py)=(P1) = (Py),

et I’image d’un 2-simplexe <P1 ,PZ,P3> par I’opérateur 0 est égale a

0 <P1,P2,P3>: <P1,P2>+<P2,P3>+<P3,Pl> .
Par linéarité de 0, on définit le bord d’une n-chaine.
L’image B, (X) de C, par 0 : C, ——> C| constitue les bords, le noyau Z; (X) de

0 : C; — C les cycles, on vérifie que &%= 0, donc tout bord est un cycle ; d’ou

I’inclusion B, (X)c Z;(X).

Définition 6.3
Le groupe quotient H (X )= Z,(X)/ B (X) est le premier groupe d’homologie de X.

Ce groupe ne dépend pas de la triangulation choisie.(voir [10])

Proposition 6.3

Le groupe FH, (X) est isomorphe a 7 2,
Dans la définition de I’intégrale I(y), si on change y par un autre chemin y’ de P a Q sur X,

alors :
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Iw+ Ia) = Ia) ,
Y S A 'l
ou —y' est le chemin inverse dey'.

y—v' forme un cycle, y—y' € H, (X), donc :

IweA,
i

avec A est I’ensemble
A= Ia),ye&'-[l(X)z 7?
y

On a donc une application bien définie :

I: X—>C/A

0
0—1(0)=[o
P

[ est analytique ; donc pour v, un chemin fixé de P a Q, et U un voisinage simplement

connexe de 0, alors :

1:U——>C
0
00— J o+ Ia) s
Yo (o
est bien définie, si y; et v, deux chemins de QO a Q, alors :
Ia) - Ia) = J.a) cA,
Y1 Y2 Y1=Y2
Lemme6.4
Le groupe A est un réseau de C.
Preuve
Le premier groupe d’homologie H | (X) est isomorphe a 72, cela implique que A est
engendré par les deux périodes :

% =fo,i=1,2
Yi

ol vy, v, est une base du groupe d’homologie F (X).
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On raisonne par 1’absurde, supposons qu’elles sont R-linéairement dépendantes, alors ils
existent 4;, 4, € C" tels que :

Zl = J‘ila) et 22 = J‘iza),
M1 T2
sont imaginaires ; 2,2, €iR.

Comme / est analytique, alors la fonction

I' : X —R
0
0—> I'(0=Re| o,
P

est harmonique.

cette fonction est constante par le principe du maximum, le maximum est atteint sur la
frontiére de I’adhérence U .
Donc sur un ouvert simplement connexe, /(Q) est analytique de partie réelle constante, il en
résulte que /(Q) est constante modulo

A=7%,+7%, ciR,
d’ou @ est identiquement nulle, ce qui est absurde. Donc le quotient C/ A est un tore.
On peut définir sur le tore C/ A une structure analytique complexe de dimension 1, et on
obtient par suite une surface de Riemann compacte C/ A . ]

Finalement, nous avons démontrer que I’application / est bien définie dans C modulo A.

Proposition 6.5
L’application

I X—C/A

0
0—> 1(0) = [0,
P

est un isomorphisme de surfaces de Riemann.

Preuve

L’application / est un morphisme de surfaces de Riemann, non constant car @ est non nulle.
D’une part on a /(X) est fermé car /(X) est un compact ; ’'image d’un compact par une

application continue.
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D’autre part /(X) est ouvert car / est une application ouverte, comme C/ A est connexe, alors
1(X)=C/ A; d’ou la surjectivité de /.
Montrons que [ est injective :

I’application [ est un revétement étale de C/ A grace a la formule de Hurwitz qui s’écrit :

0=0+> (e, (1)-1);

xeX
donc e, (/) =1 pour tout xe X.
On a encore I’application
7. C——>C/A,
est un revétement universel de C/ A, donc on peut voir X comme quotient de C par un sous
groupe A" de A.

Montrons que A c A’ :

Soit 4 = Ico € A ou vy estun cycle, alors y=y; —vy, avec y; et y, deux chemins de P au
Y

méme point Q€ X, donc modulo A’, la valeur
I(y))=1(yy)=reC/A’,

cela implique que

A= [o=10y)=1(rs)e A,
Y

d’ou Ac A'.
Il en résulte que / est un isomorphisme de surfaces de Riemann. Cet isomorphisme induit

donc une structure de groupe sur C/ A . ]

6.1/ Lesfonctions méromor phessur C/ A
D’aprés la proposition précédente, une courbe elliptique est isomorphe a un tore C/ A . Par
définition : les fonctions méromorphes sur le tore C/ A sont les fonctions méromorphes sur C

qui sont A -périodiques.
Lafonction p deWeierstrass

Définition 6.4

La fonction ¢ de Weierstrass relative a un réseau A est la fonction :
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¢ : C——>Cde valeur go(z)zizﬁL Z [ ! 2—%}.
Z feA-{0} (2—9) 0

Proposition 6.6
g est meromorphe sur C et dérivable. La ¢ (z) converge absolument et uniformément sur

tout compact du tore C/ A

Proposition 6.7

La fonction ¢ est périodique de périodes &, et 6, la base du tore A. La fonction ¢ (z) est
paire.

Preuve

Calculons ¢ (-z)

1 I 1
o=+ Y | oL
z? HGAZ—{O}((Z_Q)Z 92]

1 1 1
—et Y | 1
22 +9€[\—{0}((Z+9)2 02] ( )

On remplace 1’élément —z dans la formule (1), on obtient

p(-2) =

1 1 1
2y ZEAZ_{()}[(—MY 72}

1 1 1
:—+ -—— |,
2’ ee;{o}[(z—é’)z 92}

d’ou p(—z)=g(z), donc ¢ est paire.

La fonction dérivée de ¢ est égale a

, -2
@(2)22(2_9)3,

OeA

Nous allons vérifier que pour tout élément z € C, les valeursde o' en z+6,,z+0, et z
sont égales
9'z+0)=9z+0,)=9'(2),

ce qui signifiera que @' est périodique sur A .
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On considere la fonction
S(2)=p(z+6,)-p(2).
On dérive la fonction f, on obtient
S(2)=p'(z+6)-9'(2),
et comme ' est périodique, alors cette dérivée est nulle, donc on aura
S(E)=p(z+6))-pls)=c, @

¢ est une constante.

On remplace la valeur z = —% dans la formule (2), on obtient

2 )

car ( est paire.
Il en résulte que
plz+06))=pl2).
On fait la méme chose pour 6, , on trouve
plz+6,)=p(z+6,)=p(z).
La fonction ¢ est donc périodique de période 6, et 6, , et méromorphe, les pdles de g sont
les éléments de A, ils sont tous d’ordre 2. Ainsi la fonction ¢ est méromorphe sur C/ A,

dont 0 est le seul pole double modulo A. ]

Proposition 6.8
Le corps des fonctions méromorphes sur X=C/ A est M(X)= (C(go, go').

Preuve

Comme ¢ est un revétement ramifie de degré 2, on a

[M(x): Cp)]=2,
et puisque ' ¢ (C(go), car @' al’élément 0 comme pole d’ordre 3 impair ; il en résulte que le

corps des fonctions méromorphes sur X est engendré sur C par deux éléments g et @’

MX)=Clp,p'). =
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CHAPITRE |11

POINTS DE WEIERSTRASS

Une courbe hyperelliptique X de genre g posséde un ensemble de points canoniques : ses

points de Welerstrass. Dans le cas ou g =1, la suite des trous de X est réduite 1. Nous
déterminons I’ équation plane d' une courbe hyperelliptique de genre g > 2. Nous étudions les

points de Welerstrass de X et nous déterminons le groupe engendré par ces points dans la

jacobienne de X.

|11-1/ Equation plane des cour bes hyper elliptiques
Une courbe dliptique admet un plongement comme cubique plane lisse dans le plan
projectif PZ( C ). Dans la suite nous cherchons la forme de I’équation d'une courbe

hyperelliptique.

Théoremel.1

Soient X une courbe hyperélliptique et f un revétement ramifié
f: X—P(C),
dedegré2 et z, ..., Z,4,, lespoints de ramification de f sur P1(C), alors X est la surface

de Riemann associée a la courbe d’ équation

2g+2

h=T](f-2z).

i=1
Preuve
Le degré de |’ extension M(X ) de C(f ) et égal au degré de ramification de f
[M(X): c(f)]=2, ©
soit une fonction he M(X)\C( f), laformule (1) implique que
M(X)=C(f,h),
il en résulte qu’ une équation de X est donnée par un polynéme de laforme

h?-2ah+c=0, )
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avec a, ce C(f).
L’ équation (2) s écrit

(h-a)?+c-a?=0,
par le changement de variable suivant

hh=h-a
e

on obtient
h? =a’-c,
ol a® —c=d(f)e C(f), et hy e M(X)\C(f); ¢’ est-adire M(X)=C(f,h).

Lafraction rationnelle ®(f) en f se décompose complétement dans C(f ), on aaors
5 S
h = k[ [(f-c)", (3
i1

avec 0zkeC,ceCetrjez.
Soit 1, =2s +1;,5 €7, et |; €{0,1}, on définit
i=S

h, = th(f -G)%, (4)

i
alors M(X)=C(f,h,), et lesformules (3) et (4) impliquent que

r

g =a(f)=]](f <),

i=1
on remarque que®’(f ) e C[f], ¢ sont des nombres complexes distincts.
Nous démontronsque r =2g+2ou2g+1et z =c;, soient Q, unz&ode f —¢; ;
f(Q)=c et r ledegréde @'(f).
Supposons que Q,, est un pblesimplede f, alors

ordg, (@'(f))=1et ordg, (®'(f))=-r.
Nous définissons |’ entier
7p =pged(2, ordp (@'(1))),

donc, nous déduisons 7 sur chaque point Q de X

7o, =1lpouri=1,...,r.
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1 sir=1mod2
TQ = A
© 2 Ssr=0mod2

T =2 pour tout autre points de X.

Comme I’indice de ramification de f en un point P est donné en fonction de zp

ep(f)=-=,

= -
ouPe X.
Celaimplique que Q, pouri =1,...,r sont des points de ramification. On applique laformule

de Hurwitz sur f, on obtient

2g-2=(2x0-22+ > (en(f)-1) |

QeX

B —4+r+1 Sr=1mod2
=44y sir=0mod2

_{r—s sir=1mod?2
r-4 sir=0mod2’
il enrésulte que

1) r=2g+1s Q. estun point deramification.

2) our=2g+2s Q, n'est pasun point de ramification.
D’ou X admet une équation plane de laforme

r
h?=]J(f-z) avec r=2g+20u2g+1. m
i-1

Laréciproque de ce théoreme est : a toute courbe donnée par I’ équation ci-dessus est
hyperelliptisue, donc elle est paramétrée par ses 2g + 2 points de ramification, on détermine

oy , . Lo . . r-1
son genre al’aide de laformule de Hurwitz, ainsi e genre est égal alapartleentleredeT.

En particulier, il existe des courbes hyperelliptiques de chaque genre. (voir [10])
Voici quelques exemples de courbes pour g donné. On peut les décrire assez explicitement.
(voir [14],[10] ) :

Pour g =0, X est ladroite projectivePl( Q).

Pour g =1, X est une cubique projective non singuliere de P 2( C), c’est une cubique.
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Pour g =2, X est un revétement ramifié de P1( C ) adeux feuillets, avec 6 points de
ramification ; ¢’ est une courbe hyperelliptique qui a un modéle affine plan d’ éguation
y? = P(x) dedegré5 ou6.

Pour g =3 : Il y adeux types de courbes hyperelliptiques

a) Les courbes hyperelliptiques qui sont revétements doubles de P l( C) a8 pointsde
ramification. Elles ont un modéle plan o équation y? = P(x) de degré 7 ou 8.

b) Les quartiques planes non singulieres dans P 2( Q).

Pour g =4: Il y adeux types de courbes hyperelliptiques

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revétements doubles de P 1 (C) alopointsde
ramification. Elles ont un modéle plan o équation y? = P(x) de degré 9 ou 10.

b) Sextiques lisses X de P 3 (C), X est I'intersection compl éte d’ une quadrique et d’ une

cubique.
Pour g =5:

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revétements doubles de P1( C ) 412 points de
ramification. Elles ont un modéle plan d équation y? = P(x) de degré 11 ou 12.

b) Courbes lisses de degré 8 dans P #( C).
Pour g =6:

a) Courbes hyperelliptiques qui sont revétements doubles de P 1 (C) aldpointsde
ramification. Elles ont un modéle plan d équation y? = P(x) de degré 13 ou 14.
b) Les courbes lisses de degré 10 dans P°( C).

[11-2/ Involution hyperélliptique

Une condition nécessaire et suffisante pour gu’ une surface X de Riemann compacte soit

hyperelliptique, est I’ existence d’ un automorphisme de X d' ordre 2.

Théoreme 2.1

Une surface de Riemann X est hyperélliptique si et seulement s'il existe un automorphisme J
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sur Xd' ordre 2 fixant 2 g+2 points exactement.

Preuve

Supposons que X est une courbe hyperelliptique, alors soit un morphisme de degré 2
f: X —PY(C).
Soit un automorphismeJ: X —— X
par J=f1of.
L’ ensemble quotient X/(J) posséde une structure de surface de Riemann.
Soit g legenrede X/(J). Laformule de Hurwitz implique |’ égalité
29-2=2(2§-2)+2g+2,

Il en résulte que la surface X/(J) est isomorpheaPl(C).

Définition 2.1

L’ automorphisme J est I'involution hyperélliptique de la surface X.
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Lafigure ci-dessous est un exemple d une involution hyperelliptique.

O=JP)

P =]
E i

T ili']
2
2

b

Surface hyperelliptique et involution
hyperelliptique.
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[11-3/ Laloi de groupe sur une courbe hyperelliptique

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de définir une structure de groupe sur une courbe
hyperelliptique.
Contrairement aux courbes elliptiques, il N’y pasdeloi de groupe définissable directement sur
I’ ensemble des points de la courbe hyperelliptique X, ¢’ est pour cela, on éudie la jacobienne
de X.
Iy a deux types de construction de la loi de groupe sur la jacobienne de X, I’un a partir des
diviseurs, et |’ autre par intégration de formes différentielles.

L e théoreme d’ Abel-Jacobi montre qu’il existe un isomorphisme entre ces groupes.

Définition 3.1
Le groupe de Picard d’ une courbe hyperelliptique X est I’ ensemble quotient :

Pic®(X )= {diviseurs de degré 0}/{ diviseurs de fonctions},

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g, alors X s obtient topologiquement en recollant

les 4g cOtés d’ un polygone P. (voir [16])
Proposition 3.1

Soit w différentielle méromorphe sur X, et P une représentation polygonale de X dont le

o P
bord évite les poles. Soit Oe P (I'intérieur de P ) ; pour ¢ € Q(X), soit f(P)ZJ'¢ elle est
O

bien définie dans £ . Alors

2
2i7rZresp(fa)):— Zg:ai Bi
i=1

PeX

Ol‘,lai=_[a),ﬂi='|‘¢.
3 b

Nous appliquerons ce résultat a toute une base ¢;,..., 44 de Q(X) ; il est commode

d'introduire une notation vectorielle:
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A :jcpe(cg,etBi =jc1>e<c9;
a b

avec a;,b, sont des ééments du polygone P.

LesA et B,,i =1,...,29 sont les mémes a permutation et au signe pres, d’ ou le résultat :

29
2ir Y resp(Fw)=—> o B eC. (1)
PeX i=1

Les cotés a;,b; forment des cycles sur lasurface X. (voir [2], [16])

Définition 3.2
Soit ¢y,.... ¢4 Une base de I’ espace vectoriel des 1-formes différentielles holomorphes Q(X),

le groupe A deleurs périodes est I’ensemble :

v /4

A= {J.¢1,...,J.¢g];)/e}[1(X): 7%\ 9.

Ce groupe est engendré par lesA ouparles B, ,i =1,...,2g.

Définition 3.3
Le groupe quotient J(X)=C9/A est lajacobienne de la surface X.
Proposition 3.2
29
eC?9 alors in B, =0 s et seulement S'il existe Be CY, tel que x; = BA, pour

i=1
touti=1,...,2g. (voir [16])

S(x),

Théor éme 3.3 ( Abel-Jacobi)
L’ application
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¥: Div?(X)——>C?

D= > np(P)—>¥(D)= anF(P)_[Z npfgzskJ ’

PeX PeX

induit un isomor phisme
¥ : Pic®—— J(X),
il est indépendant du choix de O al’intérieur du polygone 7.
Preuve
La preuve de ce théoreme se répartie en trois étapes.
1) Montronsque ¥ est bien définie, et indépendante du choix de O :

Soit un diviseur D = » ' np =(f) principal. Montrons que ¥ (D) A , soit a):de une
PeX

différentielle méromorphe sur X, alors son résidu est égal a
respo=ordpf =np. (2
Lesformules (1) et (2) impliquent que
29 29
1 df
> npF(P)= D ressFo=--— > B, jTe > BZ=A,

PeX PeX 2z o a i—

log( ) est bien définie modulo2i 7 , et localement (au voisinage de P), on obtient

Q
% =log(f(Q))-log(f(P)).

Donc nous intégrons sur les cycles a; , nous trouvons
daf .
I— edin?,
f
3

d'ou ¥ est bien définie.

L’intégrale entre O’ et P se décompose
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[an] j,¢k+2npj¢k,

PeX PeX
puisque le diviseur D est de degré O
> nPI¢k => nPj¢k )
PeX O PeX
il enrésulte que ¥ est indépendante du point O.
2) Montronsque V' est injective (théoréme d’' Abel)

Soit un diviseur D = an e Divy(X) tel que ¥ (D)€ A , nous montrons que D = ( f), pour
PeX

unefonction f; donc D est un diviseur principal.
Soit @ une différentielle méromorphe n’ayant que des poles simples, et derésidus np en P,
une telle différentielle existe. (voir [9])

Laformule (1) implique que

1 &
_ﬂ C() B = F;(reSpFC()
= > npF(P) 3
PeX
=¥(D).

L’image V¥ (D) est dansle groupe A ; elle est delaforme
29
=2 m;Bj, (4)
j=1

ou mjeZ.

Lesformules (3) et (4) impliquent que
29
j=1
d apres la proposition 3.2, on obtient
C()j+2|7Z'mJ:BAJ, (5)

pourun BeCY,etj=1,..., 0.
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Supposons que Ja) € 2izw Z, sinon nous alons définir une différentielle o' qui satisfera

a
Ja)’ e 2inZ, et qui alesméme poles et résidus que o . Soit ladifférentielle suivante
a
w'=w—-BD.
Cette différentielle ales mémes pdles et résidus que w, car ® est une forme différentielle
holomorphe sur X ; on intégre @' sur a;, on aura

Jo=[o-[Bo=0,-B[o=0,-BA. (6)

a:

j a,

j a;

j a

]
Lesformules (5) et (6) impliquent que
J.a)' elirl.
a

Alorslafonction suivante

f(P)-expﬁwrj,

est bien définie et holomorphe hors des pblesde o', donc de w, et quel’ordrede f en P est
lerésidu de @ au méme point P
resp@=ordp f =np,

d’ou lafonction f convient, et elle ale diviseur

D=(f)= > np(P).

PeX

3) Montronsque ¥ est surjective (théoréme de Jacobi)
Le probléme est local, s W est surjective dans un voisinage U de C 9, soit y eC 9, et pour n
assez grand, on trouve
X 2%;( eU cIm¥,donc 4’ =¥(D),D e DivP(X).
Comme ¥ est un morphisme de groupes, alors
7=ny' =n¥(D)=¥(nD)=¥(D') avec D' e Div’(X),

celaimplique que

yelm¥y.

58



11 Points de Weierstrass.

On fixe provisoirement les pointsM;,...,M 4 € X, si unpoint B est dans un voisinage V,

deM;, on considere ¥ (D) avec D éga a

Alors W définit une application

g
¥ :HVi —)(Cg
i=1

g n
(R), —>¥(D)=| Y [4
=1 M k=1,...,9
Si on écrit localement
t = fix(z)dz,

ou z estunecarteen M;, aorslejacobien de cette application est égal a
5 = det(f, k(O))
Pour montrer que W est surjective, par le théoréme des fonctionsimplicites, il suffit d’ établir

que o #0.

Il s'agit donc de montrer que |’ application

& Q(X) —cf

¢ = f; dz, —>(£,(0),..., f, (0))
est un isomorphisme.

Le noyau de cette application & est éga a
keré ={ ¢ € Q(X);¢ nulleen My,...M |,
on ale choix des pointsM;, et on peut les choisir de telle maniére que le noyau de & soit nul
(voir [10] ou [16]), et donc & est injective. Et par suite, |’ application & est surjective, car les
espaces Q(X ) et C 9 ont méme dimension
dimc Q(X)=dim:C% =g.
Il en résulte que &£ est unisomorphisme, celaimpligque que le jacobien est non nul

8 = det(f;,.(0))= 0,
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on en déduit que I’ application ¥ est injective. Finalement, on conclue que le groupe

Pic®(X) est isomorphe au groupe J = C9/A . n

Proposition 3.4
Pour tout point Oe X fixé, ¥ définit uneinjection

P> ¥((P)~(0)),
de X dans sa jacobiennes g >1.

Preuve

Supposons que pour P, # P,, ona
¥ ((R)~(0))=¥((R)~(0)).
ce qui impligue que
¥ ((P)-(Py))=0,
donc il existe unefonction f sur X telle quele diviseur de f est

(f)=(P)—(P2),

il enrésulte que f est un revétement de degré 1 de Pl((C). Cequi est absurdepour g>1. =

Proposition 3.5
L’ application ¢ sur I’espace X ¢ :
p: X9 —Z5 Picg(X) ——>CYI/A

BBy > 2 ((R)-(0) HiTcp |

i=1 i=10
est surjective.
Preuve

Y est surjective (théoreme de Jacobi).

Soit De DivP(X ), alors d’ aprés le théoréme de Riemann-Roch, on a
I(g(0)+D)>g+1-g=1,

doncil existe unefonction f e £(g<0>+ D), ce qui signifie

(f)+g(0)+D=D'>0, (8)
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par suite on aura
degD' =g, ©)
car deg(f)=degD =0.
Lesformules (8) et (9) impliquent que
g

D'=> (R)=(f)+g(0)+D,

i=1

nous extrayons le diviseur de f

il enrésulte que

D=3 (R)-(0)). (10)

donc on peut choisir x=(P1,...,Pg)e X 9, aveclespoints P dediviseur D' tel que
%(x)=D.

D’ou X est surjective.

L’ application ¥ est surjective (théoréme 3.3), il en résulte que lacomposée ¢ =¥ o X est

surjective. |

Soit O le point choisi de X. Tout diviseur D se ramene a un diviseur de degré 0.
D= > np(P), implique quelediviseur D’ = D - (deg D)(O) = an(<P>—<O>).
PeX PeX

Corollaire 3.6

Tout éément de la jacobienne C? /A est I'image d’ un diviseur effectif de degré g.de Div(X).

Preuve

Larestriction del’ application ¢ al’ensemble X (9) des diviseurs effectifs de degré g est

surjective, aprésidentification de X9 & X9, soit ac C9/A, donc a="¥ (D) ou

61



11 Points de Weierstrass.

D est de degré zéro, car W est surjective ; or tout diviseur D de degré zéro seraméne aun

diviseur de laforme indiquée dans la formule (10), on écrit
9
a=| > ((R)-(0))|-
i=1
L’ application X est surjective, cela nous donne

a:(\Poz)[_f <a>}

g
d'otilediviseur A=) (R) convient. C
i1

[11-4/ Pointsde Weler strass

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g.

Pour un point Pe X et un entier n> 2, il existe une différentielle @ ayant un pdle d’ ordre n
en P et holomorphe ailleurs.

La position de notre probléme se situe dans la méme voie, éant donnés un entier naturel n,
un point P de X; existe-elle une fonction f sur X ayant un pole dordre n en P et

holomorphe ailleurs ? C’ est dans ce sens que se dirige notre étude sur les fonctions.

Pour n=1:
Soit P un point de X, nous cherchons une fonction
f: x——PY0),
avec un unigque pble simple, ¢’ est donc un revétement de degré 1, ce qui implique que
X ~ Pl((C). Il en résulte que cette fonction N’ existe pas sur une courbe hyperelliptique, car le

genre de X est non nul.
Pour n=2:

nous cherchons une fonction

f: X ——P0),
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avec un unique pdle double, et donc X est une courbe hyperelliptique.

Définition 4.1
Soit un point P e X, le semi-groupe associé a P est I’ ensemble des ordres des poles en P de

fonctions holomorphes hors de P
o ={neN" ; ilexiste f e £(n(P)\ £((n-1)(P))}.
Cet ensemble est stable par addition, s ny,n, € I'p aorsil existe desfonctions f,, f, telles
que
fre L (m(P)NL((n -2)(P));
et f, e L(ny(PYNL((ny —1)(P)).

Le produit de ces deux fonctions f;. f, est un @ément de |’ espace vectoriel

L((m+ n2)<P>)\£((n1+ n, —1)<P>),

I”’ordre du produit de f; et f, est égal alasomme des ordres
ordp( f;. f5)=ordp( f;)+ordp( f;).

D’OU n1+n2 Erp.

Lemme4.1

Pour tout entier neN", lesdimensions | (n(P)) et | ((n—1)(P)) satisfont lesinégalités

0<I(n(P))-1((n-1)(P))<1.
Preuve

1) 1n{P))~1((n-1)(P))=0, car L{(n-1)(P)) = L(n(P)).

2) Soitf e L(n(P)), et f = a7 estledéveloppement en série de Laurent de f, avec

a, €C et z unecarte centréeen P.

On considére |’ application linéaire
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T: L(n(P))——C
f :Z:aizi — >a,

L e noyau de cette application est égal a
KerT={feL(n(P);a,=0}=L((n-1)(P)),

il en résulte que

1(n(P))~1((n-1)(P))<1. .

Proposition 4.2
Soit n unentier non nul, T'p lesemi-groupe associé a un point P e X, I(n<P>) la
dimensionde £ (n(P)) et 1((n-1)(P)) la dimension de L ((n—1)(P)), alorsles deux
propositions suivantes sont équivalentes :
2) 1(n(P))=1((n-2)(P))+1.
Preuve
1) Si nelp, dorsil existe unefonction f qui aun pbled ordre n en P et holomorphe
ailleurs, donc I’inclusion suivante est stricte

L((n-1(P))= £ (n(P)),
celaimplique que la différence des dimensions de ces espaces est non nulle

| (n(P))-1 ((n—1)(P))=0. (1)
Laformule (1) et le lemme précédent entrainent que

| (n(P)-1 ((1-2)(P))=1.
2) Siladimension | (n(P))=1((n-1)(P))+1, aorsI'inclusion £ ((n—1)(P)) < £ (n(P)) est
stricte, ce qui donne I" existence d'une fonction f dans £ (n(P))\ £ ((n-1)(P)), par suite
ne Fp . |

Définition 4.2

Les élémentsde N \ I'p sont lestrous ou lacunes de Weierstrass au point P.

Proposition 4.3

Soit P unpoint de X ; il existe exactement g trousen P, soit ny,...,Ng ; ilsverifient
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I=n(ny (... Ng < 2g-1.
Preuve
Onal(0)=1((P))=1, aorslepremier trous n, =1.
Nous appliquons e théoreme de Riemann-Roch au diviseur K d une différentielle

meéromorphe sur X, et au diviseur D = n<P> . Pour celaremarquons d abord que K est de degré

deg(K)=2g9-2,
et pour n>2g-1, aorsdeg(K — n<P>) ( 0, celaimplique que

I(K —n(P))=0.
Ainsi, laformule de Riemann-Roch nous donne
I(n<P>):n+1—g ‘n>2g-1, (1)

On conclueaorsque nel’p, pourtout n)2g-1.
Il reste atraiter lesentiers n<2g-1:
Onremplace n=2g-1 danslaformule (1), on obtient

|(29-2)(P))=9.
Puisque lasuite |, = (n(P)) croit de 0 ou 1 & chaque pas, on aura

2g-1

g= Z(In _ln—1)+1’
n=1
celaimplique que
2g-1
Z(ln _In—l): g-1,
n=1

doncil y auranécessairement g-—1 entiers, telsque
I, -1,1=1;n=1,..,29-1.
Il reste alors (2g-1)-(g-1)= g entiers, tels que
I =1 =0,
d'ou g trousen P, qui vérifient

1=m(ny(...{(ng <2g-1. [ ]
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[11-4-1/ Pointsde Welerstrass
L es points de Weierstrass d’ une courbe hyperelliptique X sont les points de ramification de

cette courbe.

Définition 4.3
Un point de Weierstrass sur une courbe hyperelliptique X est un point P e X tel qu'il existe

une fonction f sur X avec un unique pole en P, d’ordre inférieur ou égal au genre g de X.

Définition 4.4

P est un point de Weierstrass hyperelliptiques: 2eTp.

S 2eTIp, dorsil existe une fonction avec un unique pole double, par suite X est une courbe

hyperelliptique ; T'p est un semi-groupe, donc les multiples de 2 sont dans I'p, finalement on

obtient tout les trous de Weierstrass au point P de la courbe hyperelliptique X
N'\I'p={,3,5,...,2g-1}.

Définition 4.5

Lepoidsd un point P e X estlenombre

O(P)=>"(n —i), (1)

ou ny,...,ng sont lestrous au point P.

Le poids ©(P) est positif ou nul, car la suite des trous est strictement croissante ; et les points
de Weierstrass sont les points de poids strictement positifs, en effet, pour un point P de
Welerstrass, lesentiers 1,2,...,g nesont pastous destrous, alorslaformule (1) dela

définition 4.5 donne le poids d' un point de Weierstrass hyperelliptique
g g g

Z(i—1)=m. @

@
—_
LY
N
I
07
=2
|
=
Il
M
N
|
=
|
=
I

Nous étudions maintenant |es points de Weierstrass sur une courbe hyperelliptique.

Proposition 4.4
Soit X une courbe hyperelliptique de genre g > 2 d équation plane
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29+2

2 =TL(r-(R).

i=1
avec f( )¢oo i=1,...,29+2, fest unefonction dedegré2 et P les points de ramification

de f. Alorslediviseur delafonction h est égal a
(h):1<|31>+“'+1<P2g+2>—(9+1)<Q1>—(9 +1)(Q,),
avec Q;,Q, pdlesde f. (vair [7]).

Proposition 4.5

S f: X —>P1(<C) est une fonction de degré 2, et X de genreg > 2, alorsles points de

Weierstrass sur X sont les2 g + 2 points de ramification de f; il sont tous hyperelliptiques.
Preuve
Nous considérons lafonction

2g+2

[T(-1(r)

_ i
f-f(R) h2 !

elle admet un unique pdle doubleen P, celaentraine que 2 € I'p jetonal<2<g.

Il en résulte que R est un point de Weierstrass, et méme un point de Weierstrass
hyperelliptique.
D’ aprés laformule (2), nous obtenons la somme des poids sur les points P

2g+2
Z@ _(2g+2) 9(92 )—g(gz—l)

L e théoreme suivant nous confirme que les B sont les seuls points de Weierstrass sur X.

Théoreme 4.6

Les poids des points sur une courbe hyperelliptique sont liés par la relation
S 0(P)=glg?-1). (voir [26]).

PeX

Le résultat suivant permet de démontrer I’ unicité delafonction f.
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Corollaire4.7

Soit X une courbe hyperelliptiqur de genreg > 2, alors le morphisme
f: X——)Pl((C),

de degré 2 est unique & Aut( P1(C)) pres.
Preuve

Soit f' unautre morphisme

fr:X —)Pl((C),
dedegré 2, et P un point de Weierstrass sur X, donc d aprés la proposition 4.5, P est un point
de ramification pour f et ', alorslesfonctions

ek £(2(P)) (resp. Lf,_;f,(P) cL(2(P)). @

Comme ladimension de £(2(P)) est égale a

1(2(P))< 2, 4
les formules (3) et (4) impliquent que
1 1
———~=al+tb——— ;a,beC.
T = R Y = B

Nous faisons les calculs, et nous obtenons

£ af+p

= =hof’
yf+0

az+pf

ol a,pB,y,0eC eth:z——
yZ+0

est une homographie. [ |

Corollaire4.8
Sur une courbe hyperelliptique de genreg > 2, il existe un unique automorphisme ¢ différent
del’identité (¢ = 1d ) fixant au moins 5 points de la courbe.

Preuve

Existence

L’involution hyperelliptique J = Id, fixe 2g + 2 points, et le nombre 2g + 2> 6.
L’unicité

Soite un autre automorphisme qui fixe au moins 5 points, avecep = Id , et f : X —>P1((C)
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un morphisme de degré 2, alors lacomposee f o ¢ est un morphisme de degré 2. D’ apresle
corollaire4.7, ona
fop=Aof, (5)
ou A est une homographie.
Afixeles f(P; ), oli P; étant les pointsfixesde ¢, comme on peut avoir une répétition des

f (Pj ) donc les points fixes par A sont en nombre

N> > V2, (6)

deg(f)

d' une autre maniére, S N < 2 on auraau moinstrois points parmi les f(Pj ) qui ont méme

valeur c,donc# f (c)>3 ; or lemorphisme f est dedegré 2, alors# f *(c)=2.
Donc laformule (6) implique que
A=1d, ()
lesformules (5) et (7) entrainent que
fop=1,
par suite, ¢ ne peut étre que I’ échange de feuillets associé af.

D’ou ¢ = J estI’involution hyperelliptique. [ ]

[11-4-2/ Automor phismes de cour bes hyperelliptiques

Nous allons démontrer que e groupe des automorphismes sur une courbe hyperelliptique est

fini.

Proposition 4.9
Tout automorphisme ¢ de X différent de I’identité a au plus 2g + 2 points fixes.
Preuve
Soit P un point de X, tel que P n’est pas un point de Weierstrass, doncP e N*\FP, aorsil
existe une fonction f

f e £((g+ (PN L(a(P))
Nous considérons la fonction

h=f-(fog),

le diviseur des pblesde h est delaforme
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(h), =(9+2) (P)+(g+1) (¢7(P)),
donc lafonction h a 2(g +1) zéros; or tout point fixe de ¢ est un zéro de h, celaentraine

que ¢ fixeau plus 2(g +1) points de X. n

Proposition 4.10
Le groupe Aut(X) des automorphismes de X est fini.

Preuve
Un automorphisme de X conserve les ordres des poles, donc il agit sur les points de

Welerstrass, alors nous avons un morphisme de groupes
@ Aut(X)— Sy,
ou SW est le groupe des permutations des points de Weierstrass.
Le noyau de ¢ est un sous groupe de Aut (X) qui fixe 2g + 2 points, donc d' aprésle
corollaire 4.8, on a
Ker ¢ = <J> :
C'est le groupe engendré par I’involution hyperelliptique.

Par conséquent, ¢ induit un isomorphisme de groupes
Aut(X)/(J) = Sy, (1)
I’ ordre de sous groupe (J) est fini et (1) impliquent que chaque classe de Aut (X )/(J)

contient un nombre fini d’ ééments, ainsi le groupe Aut(X) est aussi fini. -
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11 Points de Weierstrass.

[11-4-3/ Legroupe W engendré par les pointsde Weierstrass

Les points de Weierstrass d' une courbe hyperelliptique X, vus sur la jacobienne par
I"injection: j: X ‘—><Cg/A:PicO(X) engendre un groupe W dans C9%/A . La proposition

suivante précise le groupe W engendré par ces points.

Proposition 4.11

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g, le groupe W engendré par les points de

Weierstrass dans la jacobienne de X est (Z/27 )29 :

Preuve

Supposons que I’ un des points de ramification B de f est un pdle double de f. Une courbe

hyperelliptique a une équation plane de laforme
2g+1
h=T](f-z),
i=1
avec z; des nombres complexes distincts.
Les points de Weierstrass sont les points P = (z;, 0) et o sur le plan projectif P1(<C) : sont

encore les points de ramification de la courbe.

Lasuite de lacunes d’ un point de Weierstrass R est G(R )=N'\Tp =1{1,3,5,..., 29 -1} et

le poids d’ un point de Weierstrassest @(R ) = % .

La proposition 4.4 nous donne les diviseurs
(f-2z)=2(R)-2(x)
o (h)=(R)++(Pagus)—(29+1)().
SiI’onnote x; I'éément (R )— () delajacobienne, on obtient les relations suivantes :
1) 2x, =0 pour 1<i<2g+1;
2) X+t Xogq =0.
Cela nous permet de dire que W est I’ ensemble {in e {L~--,Zg}} et est un sous
iel

groupe du groupe (Z/ZZ )29 .
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11 Points de Weierstrass.

Nous allons montrer que W est égal & (/22 )?9.. Donc il suffit devoir que: » x =0

il
entraineque | =@ou | ={L---,2g +1}.

Supposons qu’ on a une relation entre les points de la jacobienne du type Z X =0, avecl de

iel
cardina m; celaimplique qu’il existe une fonction méromorphe Y sur X dont le diviseur

satisfait

il
et Y est un éément du corps des fonctions méromorphes sur X
ye M(X)=C(f,h),
les deux fonctions f et h sont reliées par |’ éguation plane, on aura donc
yeC(f)+hc(f),
et comme Y n'apasdepolequen o, celaentraineque Y est delaforme
y=P(f)+hQ(f),
avec P et Q des polyndmes. On a:
ord,,P( f)=-2degP (1)
et ord,,(h Q( f))=-2degQ —2g-1. )
1)Si Q=0, dlors y=P( f)etdonc P=] J(f-z), et par stitelarelation (1) nous montre

que pour chaque point dans le diviseur de Y intervient avec une multiplicité paire, donc ce
cas est exclu.

2) S Q=0, etcomme m< 2g +1, larelation (2) montre que Q est nécessairement constant.
Lafonction méromorphe Y est dorsdelaforme y=P( f)+h, avec degP<g car

m< 2g +1, delaon déduit que m=2g +1etaorsl ={1---,2g+1}.

Deplus, pour i I, ona y(R)=P(z)=0,cequi entraineque [ ] (f-z) diviseP.Le
1<i<2g+l

polynéme P est nécessairement nul, etonaura y=h ; comme | = {L---,Zg +1}, on obtient

alorslarelation que nous avions dgja. [ |
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11 Points de Weierstrass.

Dans le cas ou les points de ramification P ne sont pas des pdles doublesde f, on reprend la

2g+2
preuve de |a proposition avec I’ équation plane h? = H( f —z) etlediviseur
i=1

(h)=(R)+-+(Pagsz) ~2( g +1) ().
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudier deux types de courbes: les courbes elliptiques et
hyperelliptiques ; qui peuvent étre regarder comme des courbes algébriques sur le corps de
base C. Au cours des trois chapitres que nous avons traités, on a constaté certaines différences

qui apparaissent sur ces deux courbes selon la valeur du genre g : pour g =1, la courbe est

réalisée comme cubique non singuliere de PZ(C); lecasou g)1, lacourbe s obtient sous la

forme d’ une courbe algébrique de degré 2g +2 ou 2g +1, et elle admet un plongement dans

PN ((C); ains le calcul dans la jacobienne d’une courbe, munie d’ une structure du groupe:
pour g =1 et moins facile que dans le cas des courbes de genre g)1. Lelong de ce travail, on

a fait plusieurs applications du théoréme de Riemann-Roch, et il intervient souvent dans les
preuves des théorémes.
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Quelques notations utilisées

N : L"ensemble des entiers naturels.
7 : L"anneau des entiers rel atifs.
C . Le corps des nombres complexes.

Aut(X) : Legroupe desautomorphismes de X.
Div(X) : Legroupe desdiviseurssur X.

~ : Larelation d’ équivalence sur X.

Div® (X ): Le groupe des diviseurs de degré 0 sur X.
Pic (X) :LegroupedePicard de X.

Pic® (X): Le groupe de Picard de degré 0.

|D| : Lanorme du diviseur D.

classe(D): La classe du diviseur D dans Pic® (X).

cl,c” : Laclasse dedifférentielles ou de fonctions d’ ordre 1 (resp. infini)
g . Le genre d’ une surface de Riemann.

e, (f) : L’indicederamification de f en x.

O(U) : L’anneau des fonctions holomorphes sur U.
F(U) : Lecorpsdesfractionsde O(U ).

M(X) : Lecorps desfonctions méromorphes sur X.
(f) : Lediviseur d une fonction (ou différentielle).
deg(D) :Ledegrédudiviseur D.

#fY(y) : Lecardinal d'unefibreen y.

C, : Le groupe abélien libre sur les n-simplexes.
0 : L’ opérateur bord défini sur C,,.

B1(X) :L’ensembledesbordsde C;.

Z1(X) :L’ensembledescyclesdeC;.

FH,(X) :Lepremier groupe d homologie de X.

J : L’involution hyperelliptique.

J(X) : Lajacobienne d’ une surface de Riemann.

L(D) : Le C-espace vectoriel pour un diviseur D.

(D) : Ladimension de £(D).

@ : Lafonction de Weierstrass.

P : Une représentation polygonale d’ une surface de Riemann.
P : L’intérieur de 2.

PN(C) : L’ espace projectif.
ordp( f): L ordre d’ une fonction (ou différentielle) au point P.
resp( f):Lerésidu d unefonction (ou différentielle) au point P.
Q(X) :LeC-espace vectoriel des différentielles holomorphes sur X.
I'p : Le semi-groupe associé a P.
N\ I'c :L’ensemble destrous (ou lacunes) de Weierstrass au point P.
©(P) :Lepoidsd un pointP.
: Le groupe des permutations des points de Welerstrass.
wW : Le groupe engendré par les points de Weierstrass.





