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Nombres Premiers et Applications

1. Introduction

Il s’agit des nombres premiers de I’anneau U des entiers rationnels.
Par convention, les ensembles de nombres sont désignés par les symboles :
O = ensemble des nombres entiers naturels

= anneau des nombres entiers rationnels

o <
[

corps des nombres rationnels.

N = corps des nombres réels.

A = corps des nombres complexes.

Les entiers naturels forment un sous ensemble O de U , qui n’est ni un sous anneau, ni un
sous groupe de U ; ¢’est un monoide.

La divisibilité et I’arithmétique classent les entiers rationnels en deux parties :

Les nombres premiers ct les nombres composés

Définition 1 :  Un nombre premier dans l'anneau U , est un entier divisible seulement
par 1 et lui-méme.
Un nombre composé est un entier qui admet, au moins, un diviseur premier autre que 1

et lui-méme.

Exemples : 2,3,5,7,11 et 13 sont premiers tandis que 4,6,8,9 et 10 sont composés .
Proposition 1 : L ensemble des nombres premiers est infini

Preuve : On utilise un raisonnement par 1’absurde

Supposons que I’ensemble T des nombres premiers est fini (1)

Donc 2 est le plus petit élément de T, par ’ordre naturel de O; soit p le plus grand
¢lément de 1

2<3<5<7<11<13<..<p (2)



Considérons le nombre entier N égal a la somme de 1 et du produit de tous les éléments
de T :

N=1+2x3x5x7x11x...xp, (3)
L’arithmétique implique que N n’est divisible par aucun nombre premier contenu dans T.
Il en résulte que N est premier (4).

La relation (3) implique I'inégalit¢ p <N, donc N est premier non contenu dans

1. (5.
(5) est en contradiction avec la supposition (1),
Il en résulte que cette supposition (1) est absurde ; donc

L’ensemble des nombres premiers est infini.

0
Corollaire

Dans I’anneau U [] des entiers rationnels, tout entier n se factorise, de fagon unique a

I’ordre prés des facteurs sous forme :
_ nl nr
n==p; X...Xpr ,
Ou py, ...pr sont des nombres premiers et ny, ... n,, des exposants entiers positifs .

C’est le théoreme fondamental de 1’arithmétique.

0

La détermination des nombres premiers de 2, 3 et 4 chiffres s’obtient par la méthode du
crible :

On barre successivement les multiples de 2, 3,5, 7,...

Il reste des nombres non barrés ; ce sont des nombres premiers.

Pour des nombres de plus de 10 chiffres, il faut trouver un algorithme applicable a un

ordinateur puissant ; ce sont en général des équipes qui s’attaquent a ces calculs.



Exemple : crible d’ Eratosthéne

1 2 3 4 5 6— 7 8 -9 10
11 +2 13 +4 e 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 23 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 —39 490
41 42 43 44 45 46 47 48 —49- -0
>+ 52 53 =4 35 56 =7 S8 59 -69
61 62— |63 64 6> 66 67 68 —69 -0
71 72 73 4 N 76 7 43 79 80
81 82 83 84 &8s 86 87 88 89 99
91 92 93 94 95 96 97 93 —99 100

Les nombres non barrés :
2,3,5,7,11,13.17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97 sont des

nombres premiers




2 Distribution des nombres premiers

La distribution des nombres premiers, dans I’ensemble O , est irrégulicre.

Elle est mesurée par la fonction arithmétique pi de x, pour tout nombre réel x >2.

Mx) = > 1 ,pourtout nombre premier p <x

p<x

Cette fonction pi de x, évalue le nombre de nombres premiers p < X.
La fonction arithmétique [x] : " plus grand entier d’un nombre réel x "
Satisfait plusieurs relations ; en voici quelques unes :
(D [x] s x<[x+]]
(2) x-1<[x]<x
(3) [x]*tlyl = [xty] = [x] + [y] +1
(4) [x]+ [-x] =0 six est entier, -1 si non
Exemples :
[3,52]=3; [-3.52] =-4, d’apres (1)
[6,387]+ [-6,387] = 6-7 = -1, d’apres (4)
[7,86]+ [12,53]=7+12 =19 et [7,86 + 12,53] =[20,39] = 20 d’ou
[7,86] +[12,53]+1=[7,86+12,86] , d’apres (3)
Cette fonction arithmétique permet de calculer la plus grande puissance ph , d’un nombre
premier p,qui divise un entier N.
Théoréme

Soit p", la plus grande puissance d’un nombre premier p, qui divise factorielle n ! = N.

Alors, la fonction arithmétique : " plus grand entier [x] d’un nombre réel x satisfait "

h=[5] + )+t [



Exemple :

Algorithme de calcul de la plus grande puissance 7" qui divise N = 1000 !

Calcul de [1000/7]= a; ; je trouve a; = 142

Calcul de [a; / 7] = a; ; je trouve a; =20

Calcul de [a; / 7] = a3 ; je trouve a3 =2

Calculde [a3/7]=a4 ;jetrouveas=0

Par application du Théoréme, je trouve la plus grande puissance 7", qui divise 1000 !
Clest  7142+20+2 _ 164
Le calcul montre que 7' ne divise pas 1000 !

Cet algorithme de calcul de I’exposant h dans la puissance maximale p" qui divise N=n !

, peut étre utilisé pour 1’inégalité de Tchebicheff

Proposition 2 :

1l existe deux constantes a et b positives qui satisfont, pour

un nombre réel x fini, la double inégalité

ax bx
—_— < |_| (X) < —_—
logx logx

C’est un théoréme de Tchebicheff (1850)

Preuve :

Considérons le coefficient du bindme

2n
N: =
n

2n(2n-1)... (n+1)  (2n)! (1
n! (@) (1)

Soit un nombre premier p, et p* ® la plus grande puissance de p qui divise N ;  (2)

(1) et le Théoreme précédent impliquent I’exposant h (p) :

h=2 ([rl2l=1 )5 ()



L’entier 2n est encadré par les puissances de p
pf(p) < 2n Spr(P)+1 ©(4)

(3) et (4) impliquent I’inégalité

h(p)sr(p) (5)
2n
Il en résulte que [n ] divise le produit [ p r(p) (6)
p<2n

Considérons I’inégalité double n < p < 2n ; alors

p divise (2n) ! et p ne divise pasn ! (7)

2n
Il en résulte que ([T p) divise [ ] et que le coefficient du blnome[ ]

n<p £2n

est encadré par :

[21’] p’® <[Ten) ®
n<p <2n p< 2n p<2n

Remplacons p par n dans (8) ; nous obtenons 1I’encadrement :

nen-ne) [211] . (2n)r| (2n) o

Le coefticient du bindme [in] satisfait les deux inégalités

2n 2n 2n
- <1+ ™=2" | (10-1) et

[211] (2n)(2n1) (otl)  _ Iiiz]"[2=2“~(10-2)
i

1 <i<n

Ces deux inégalités dans (9) et les logarithmes des deux nombres impliquent les deux

inégalités :



2n.log2

Men-Ne s =50 et M@n) >-2082 (44

og?2
log2n
Pour tout nombre réel x encadré par : 2n <x < 2n+2, ces inégalités (10) impliquent :

n.log2 n.log2 log2 X
M (x)>MN(@2n)> > > ; (12)
log2n logx 4 logx

Pour la borne b du Théoréme de Tchebicheff, nous prenons les valeurs :

2n=2', pourr>3;alors:

neHYy-ne- < (13)

r-1

Remplacons r par les entiers r= 21, 2i-1,...,3 et additions les inégalités (13) ainsi obtenues,

pouri>2

ne*)< — soit <

221+2 M (22i ) 4
: — (14)
i 24 i

Pour tout réel x encadré par: 222 < x <2%, (14) implique :

Neo _ NEY _40@™)
x = .

, 15
22i -2 221 ( )
D’ou les inégalités :
4 8log2
—= et
i logx
M (x) 16 32log2
— <—x5 ; (16)

X i logx



Nous en déduisons 1’encadrement
log2 X

X
. — < M(x) <32.log2.—
4 logx logx

L’approximation asymptotique de 1 (x) estla:

Proposition 3 :
La fonction arithmétique T1(x) satisfait

Lim 1, 200

X —00

1

C’est un théoréme prouvé par : Hadamard et lavallée Poussin en 1896.

[]
On en déduit le corollaire
Corollaire

1) la fonction [T (N) , pour un nombre N, satisfait

N

N = log (N)

, ou = signifie " proche de "

C’est le théoreme des nombres premiers

2) la probabilité d’un entier a<N d’étre premier est égale a

1
P(a)zm)



Signalons que les valeurs de la fonction [ (x) ont été tabulées

pour de grande valeur de x

Exemples :

1) M (100) =25

2) M (2%) =2063689

3) M (10"%) = 455052511

4)M (3*") =475023803

5) M (7' = 15353323

6) M (5"%) =136575061279
7) N (7"7) = 168650876819
8) M (11'% =1131108518
9) M (17" = 1137480672389
10) M (10*") = 21127269486018731928 (nombre de 20 chiffres)

10



3 Nombres entiers pourvus de propriétés particuliéres

Ils sont nombreux et portent souvent les noms de mathématiciens qui les ont étudiés :

Fermat, Mersenne Carmichael, Lucas, Fibonacci, etc....

3.1 Nombres de Fermat (1637)

Définition 2 :
Le n-eme nombre de Fermat est ’entier naturel
211
F,.=2 +1
Exemples :

F1=35,F,=17,F3=257, F4= 65537, F5s= 4294967297
Fs=641x6700417, Fs=274177x 67280421310721
F7=159649589127497217x 5704689200685129054721

Proposition 4 :

Si le nombre 2" +1 est premier impair, alors n est une puissance de 2 et
2.\'
2"+ 1= 2" +1=F;

est le s-eme nombre de Fermat.
[]

Proposition 5 (Euler) :

Pour tout entier n > 2, tout facteur premier p du n-eme nombre de Fermat
F,=2 2n+ 1

satisfait la congruence  p =1 mod 2"

]

11



Il existe un test de reconnaissance des nombres de Fermat qui sont premiers.

Proposition 6 :  Pour tout entier n>1, le nombre de Fermat

2l"l
F,=2 +1

est premier si et seulement si il satisfait la congruence :

(Fo-1)/2
3 2 _1 modF,

La notion de "nombre pseudo premier " s’applique aux nombres de Fermat

Définition 3  Un nombre composé n est pseudo premier de Fermat de base a

s il satisfait la congruence
a"=amodn
Cette congruence, pour n premier, implique la :
Proposition 7 (petit théoreme de Fermat) :
Si p est premier, alors tout entier a premier a p satisfait la congruence
a’'=1mod p.
[l

Exemplel :
371 =3 mod 91, et “ 91 est composé « impliquent que le nombre composé 91 est un

pseudo premier de Fermat de base 3

12



Exemple2 :

2%%=1 mod 341, et “341 est composé “ impliquent que le nombre composé 341 est un

pseudo premier de Fermat de base 2.
Corollaire : Pour chaque entier a, il existe une infinit¢ de pseudo premiers de

Fermat de base a

]

3.2 Nombres de Mersenne (1640)

Définition 4 :

Le k-éme nombre de Mersenne, pour tout entier naturel k>1 est l’entier
M =2"%-1

Exemples :
M =1, M=3, M3=7, My=15, Ms=31
Me=63, M;= 127, Mg= 255, Mo = 1025
My; =11447x13842607235828485645766393
Mis1= 18121x55871x165799x2332951 x7289088383388253664437433

Proposition 8 : Pour k=2n, le k-éme nombre de Mersenne My est décomposé

Preuve :

My =25-1=2%"1 , estune différence de deux carrés.

On en déduit : M = (2"+1) x (2"-1)
[l

Les nombres premiers de Mersenne donnent des nombres parfaits

13



Définition 5 : Un nombre parfait est un entier naturel n égal a la demi somme de

ses diviseurs

Exemples :

1) a= 6 admet les diviseurs 1, 2, 3, 6 ; leur somme est égale a :

0(6)=12 =2x6 ; Donc 6 est un nombre parfait.

2) n=28 admet les diviseurs 1, 2, 4, 7, 14, 28 ; leur somme est ¢gale a

0(28 )=56 =2x28 ; Donc 28 estun nombre parfait.

3) b=496 admet les diviseurs 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248, 496 ; leur somme est égal a :
o (496 )=992 =2x496 ; Donc 496 est un nombre parfait.

Proposition 9 :

Si le nombre de Mersenne Mk=2k—1 est premier, alors le nombre M= okl % My est
parfait.
Preuve :

On détermine les diviseurs de M.

Ensuite on applique la définition 5 d’un nombre parfait.
N
Proposition 10 :

Soit un nombre n parfait pair, alors il existe un nombre de Mersenne My premier, qui
satisfait : n=2%"1 x M .
[l

14



Proposition 11 :
Si un nombre My= 25-1 de Mersenne est premier, alors k est premier.

[

Corollaire :

Tout facteur premier p d’un nombre de Mersenne My , pour k premier , satisfait les
congruences :

p=l modk et p==+1mod8

[]

Exemplel :

Soit k = 3 alors M3 =2%-1=17.

Ce nombre est premier, il satisfait les deux congruences :

7=1mod3 et7=-1modS8.

Exemple2 :

Soit k =11 ; alors My = 2''-1 = 2047 = 23x 89.
Le diviseur premier p = 23 satisfait les congruences
23=1mod 11 et 23 =-1 mod 8.

Le diviseur premier p = 89 satisfait les congruences :

89=1mod 11l et 89 = 1 mod 8.

15



3.3 Nombres de Carmichael

Définition 6 :

Un nombre de Carmichael est un nombre composé N > 0 sans facteur carré tel que,

pour tout entier positif a premier a N, il satisfait la congruence :

aN'1 2 1 mod N.

Ces nombres sont caractérises par la :

Proposition 12 :

Un entier composé N >0 est un nombre de Carmichael
si et seulement si N est le produit de nombres premiers distincts impairs p1,p2,-...Pk,

(k>3) , et N=1mod p;-1 pouri=1,2,...k

Preuve : On peut la trouver dans :

Chernick dans "on Fermat ‘s simple théoréeme'", Bull Amer. Math .Soc 45(1938)
p 268-274

[]

Exemples :

Nombre de Carmichael avec 13 facteurs premiers
N=5x13x17x19%x29x37x43x67x97x113x129%x317
M=7x11x17x19x31x37x53x61x73x79%x97x131x10369.

Avec 14 facteurs premiers
N=11x13x17x19%x29x37x41x61x71x73x 113x 127x20161
M=5X13x17x19x37x67x73x89Ix97x 109x 113x 127 x 139x 2437

Voici un test de reconnaissance d’un nombre de Carmichael :

16



Proposition13 :

Un nombre composé N>0, sans facteur carré est de Carmichael

si et seulement si pour tout diviseur premier p de N, alors p-1 divise N-1.

U

3.4 Nombres de Lucas

Définition7 :

Les nombres de Lucas sont les nombres U, définis par la relation de récurrence ternaire :

Un1=UptUy. et de premiers termes U1=1 Uy=3 .

Les nombres consécutifs de Lucas jusqu’ a 32 sont :

n |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

U, |4 7 11 18 29 47 76 123 199 322

n [13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
U,[521 843 1364 2207 [3571 |5778 19349 15127 122476 39603
n |23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
U,[620791101682]163761 (265443 1429204 | 6946471123851 | 1818498 2942349 | 4760847

Définition 8 :

Un pseudo premier de Lucas est un nombre composé n qui satisfait les conditions

suivantes :

Pgcd(n,2b A )=1et

U

n

.. =0mod n
=)

Ou f(x)=x*-ax+b, A =a’-4b, ( i—) = symbole de Legendre - Jacobi

Uk =Uk(a, b) =

x -(a—x)k

2X-a

) U(): 0, U1=1 , Ukza XUk_1 -b ><Uk_2 .

17




3.5 Nombres de Fibonacci

Définition 9 :

Les nombres de Fibonacci sont les termes de la récurrence ternaire

Un1=UntU, et de premiers termes Uy=0, U;=1.

Exemple :

Les nombres consécutifs de Fibonacci jusqu’ a 100 sont :

n U, Factorisation de U,
0 0 0

1 1 1

2 1 1

3 2 P, ou p signifie premier
4 3 P

5 5 P

6 8 2x4

7 13 P

8 21 3x7

9 34 2x17

10 |55 5x11

11 |89 P

12 | 144 2 %37

13 [233 P

14 |377 13x29

15 [610 2x5x%x61

16 [987 3x7x47

17 |1597 P

18 [2584 2° x17x19

19 [4181 P

20 |6765 3x5x11x41

23 |28 657 P

29 514229 P

31 1 346 269 557x2417

43 1433494 437 P

47 12971215073 P

83 199 194 853 094 755 497 P

100 [354224 848 179 261 915 075 |3x5°x 11x41 x101x151x401x3001x570601

18




Proposition 14 :

Les nombres de Fibonacci satisfont les relations :

Uy 1++/5
1) Lim 0 1S
U, 2

n— oo

2) Uy=—
J5 2

! [H\/E ]"_ [HE}

3) U] +U2 +U3 + ... +Un :Un,+2—1 .
4) Upr1 Upy =U, 2+ (-1)"; pour tout entier n > 1.
5) Umtn = Ume1 Un + U Upsy ; pour toute paire d’entiers {m, n}.

[]

Les nombres de Fibonacci satisfont la

Proposition15 :

Soit les nombres de Fibonacci Uy=0, U;=1 et Up+1=U,+U,

Alors ils satisfont la relation matricielle :

n
U, U, 1 1
U, Ui 1 0
Preuve :

Avec la définition des nombres de Fibonacci et les propriétés des matrices carrées

(]
Définition 10 :

19



Un nombre composé n est un pseudo premier de Fibonacci s’il satisfait la congruence

U 2 0modn, ou
n-t,

1 quandn==+1mod 5
th=" -lquandn=+2mod 5

Oquandn= 0 mod 5

donc t, estle symbole de Legendre (%).

Exemple :

n=323=17 x19, t33=-1 impliquent Uy.;, =Us3p4
U324=23041483585524168262220906489642018075101617466780496790573690289968

Usz4 =0 mod 323, donc n= 323 est pseudo premier de Fibonacci.

20



4 Fonctions arithmétiques

4.1 Définition 11 :

Une fonction arithmétique est une application de [’ensemble O des entiers naturels dans

’ensemble A des nombres complexes :

~

h:0 = A

Une fonction h est additive si elle satisfait la formule
h(m+n)=h(m)+hmn) .

La fonction h est multiplicative si elle satisfait la formule
h(mxn)=h@m) x hm) et h(l)+0.

Pour tout paire d’entiers m et n positifs et premiers entre eux.

1l y a des fonctions arithmétiques associées aux diviseurs d’'un entier n : T (n), © (n),
ok (n), ...

4.2 Exemples

1) T (n) est le nombre de diviseurs positifs de n
2) 6 (n) est la somme des diviseurs positifs de n

3) ok (n) est la somme des puissances k-€émes des diviseurs positifs de n

Tableau de quelques valeurs :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tm) |1 2 2 3 2 4 2 4 3 4
6@ |1 3 4 7 6 12 |8 15 |13 [18
Gy(n) |1 5 10 |21 [26 [50 [50 [85 [o1  [130

Nous ferons un expos¢ bref de la fonction Mdobius, de la fonction d’Euler et de la

fonction Zéta de Riemann.

21




4.3 Fonction de Mobius

Définition 12 :

La fonction de MObius est la fonction arithmétique p (n)

définie par ses valeurs

Isin=1
pu(n) = 0 sin aun facteur carré

(-1)'sin=p;x p, ... xp; = produit de r facteurs premiers

Cette fonction p est multiplicative

Tableau de quelques valeurs p (n)

IS
)
~
(%
O

n 1 2 3

i (n) 1 1 -1 o 1|1 1 o 0

La fonction de Mdbius posséde plusieurs propriétés
Proposition 16 :
La fonction arithmétique W (n) de Mdbius satisfait

Z p(d)=0,pourn>1 oulesymbole d/n signifie" d divisen "

d/n

22



Preuve :

. . 1 , .
Soit un entier n=p;* x...x p;~ , on en déduit I’ensemble des

diviseurs d de n, d=1, p1,..., Propi> ..., pr...
La fonction de Mobius est nulle pour les diviseurs contenant un carré

Pour un facteur premier p (p)=-1, il faut donc un raisonnement par récurrence sur le

nombre de facteurs premiers pour démontrer la formule Z p(d)=0
din

Proposition 17 :

Soit une fonction arithmétique f (n) et la fonction associée

Fm)= Z f(d), pour tout entier naturel n
d/n

Alors:  f()= D, u(d).F (nd)

d/n
Preuve :

C’est la formule d’inversion de Mobius

4.4 Fonction arithmétique d’Euler
Définition 13 :

La fonction ¢ (n) d’Euler est la fonction arithmétique qui compte le nombre des entiers

a premiers a n et inférieurs a n, et qui vaut ¢ (1) =1 pour n=1.

23



Tableau de quelques valeurs de ¢ (n)

n 2 3 4 25

(9]
(o)}
~
0]
O
—_
(e

o) |1 2 2 4 2 6 4 6 4 20

Proposition 18 :

La fonction ¢ (n) d’Euler satisfait :

1) p(m x n)= ¢ (m) x@ (n) simetn sont premiers entre eux

2) ¢ (p°) =p - p='=(p-1) xp°' pour tout nombre premier p et e >1

3) ¢ (2°)=2°" pour e >1 et ¢ (2.n) = ¢ (n), pour tout entier impair n

4) pour tout entier n>1 @ (n)=n x [] (1- —1), ou p décrit les facteurs premiers de n

p/n

5) Z o(dy=n

[

Corollaire :  pour tout entier n> 3, @(n) est pair

]

4.5 Fonction Zéta de Riemann

Définition 14 : La fonction Zéta de Riemann est la fonction de la variable complexe s

z:A— A, de valeur

S

Z2(s)= S — ou n parcourt les entiers naturels.
n>l n

Cette fonction Zéta se met sous la forme d’un produit infini
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Proposition 19

La fonction Zéta de Riemann se met sous la forme du produit eulérien

z(s)=[T (1-p)" , ou p parcourt I’ensemble des nombre premiers T
p

Preuve :

. . ) n n n,
On utilise la factorisation de 1’entier naturel n = p; ]_ P2 _7__, Pr

Riemann a calculé quelques zéros de la fonction z (s) ; il a conjecturé que tous les zéros

non triviaux de z (s) ont une partie réelle Re(s) = 1/2

Cette droite x = 1/2 est la ligne critique de z (s)
et I’hypothése de Riemann est la conjecture de Riemann.
Cette fonction z (s) de la variable complexe s est liée a la fonction Gamma de s et aux

nombres de Bernoulli.

F(S)zje‘xxs‘ldx .
0

Dans les ouvrages spécialises (EDWARDS, Riemann’s Zéta Function),
(TITCHMARCH, the Riemann Zéta Function)
On peut trouver une équation fonctionnelle de Riemann de la forme.

z(s)=2u"" .T'(1-s). £ (1-s). sin (ms/2)
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Et la formule de duplication de Legendre

[ (s). T (s+1/2)=2"%u"2 T (2s)

La fonction I" (s/2) admet pour zéros les entiers négatifs :-2, -4, -6,...

Ces zéros sont aussi zéros de la fonction Zéta z (s)
Définition 15 :

Les zéros triviaux de Z (s) sont les entiers pairs négatifs —2, -4, -6, ...
Pour calculer des zéros non triviaux de Z (s), on utilise un algorithme basé sur la forme

du nombres complexes Z(s) =a+ib.

A T’heure actuelle, cette conjecture de Riemann sur les zéros non triviaux de z (s) , n’est
pas résolue
La fonction z (s) est liée a des fonctions arithmétiques comme p (n)

Elle a été prolongée aux corps de nombres par la fonction Zéta de Dedekind.

4.6 Congruences dans I’anneau U

Définition 16 :

Soit un entier m > 0, qui divise la différence a-b de deux entiers rationnels a et b.
Alors a et b sont congrus modulo m.
La relation a = b mod m est une congruence de module m.
Si a-b n’est pas divisible par m, alors a et b ne sont pas congrus module m :
a Thmodm

Certaines propriétés des congruences modulo m sont rassemblées dans la



Proposition 20 :

Soient des entiers rationnels a, b, ¢, d, x, y etm > 0

1) a=bmodm implique les congruences b=a modm eta-b=0modm .
2)a=bmodm et b=cmodm impliquent a=c mod m

3)a=bmodm et c=dmodm impliquent ax + cy = bx + dy mod m et ac = bd mod m
4) pour tout diviseur p de m, a = b mod m implique a =b mod p

5) ax = ay mod m et a premier a m implique x =y mod m .
[l

La théorie des congruences dans I’anneau  Z admet des applications ; nous en citons

quelques unes

Théoreme d’Euler 1

Si deux entiers a et b sont premiers entre eux, alors

a®® =1modb ,ou ¢ (b) = fonction arithmétique d’Euler.

]

Théoreme de Wilson 2

Tout nombre premier p satisfait la congruence

(p-D)!'=-1modp , ou(p-1)!=12.34... (p-1)
[]
Théoréme 3

Pour tout nombre premier p la congruence x* =-1 mod p

admet des solutions si et seulement si p =2 ou p = 1 mod 4.
[]

La congruence quadratique x’=amod p, p premier permet de définir le symbole de

Legendre (%)
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Définition 17 :

Toute solution a de la congruence quadratique x’ = a mod p, p premier, est un

reste quadratique modulo p.

Exemples

1) Les restes quadratiques mod 5 sont 1 et 4

2) Les restes quadratiques mod 17 sont 1,2,4,8,9,13,15,16; il y en a huit (8).

3) Les restes quadratiques mod 29 sont 1, 4, 5, 6, 7,9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25 et 28, il
yena l4.

Ces résultats se généralisent

Proposition 21

Soit un nombre premier p, alors le nombre de restes quadratiques mod p est égal a

p-1 o(p)
>
p-1
Le nombre de non restes quadratiques mod p est aussi égal a ——
Preuve : les entiers a premiers a un nombre premier p sont les €léments non nuls

du corps Ap fini.

Les restes quadratiques forment les carrés dans F;, ; ’ensemble quotient

F,/{x*,xF," }, estdordre2



Définition 18 :

Le symbole de Legendre (%) d’un nombre premier p >2 est défini par ses valeurs

a
( 3 ) = +1 si a est un reste quadratique modulo p.

a

( B ) = -1 si a est non reste quadratique modulo p.
a . '

( T ) = 0siaest multiple de p.

Pour p =2, le symbole (%) n’est pas défini.

Proposition 22 :

Soit un nombre premier impair p et le symbole de Legendre ( % ) ;alors :
a b, _ab a’ B . . b

2)(% )= (-1)(PD/2 e (—i ) =(-1)° ,avec e=(p>-1)/8

3)(—; ) =a® P 2modp

Loi de réciprocité quadratique

Les symboles de Legendre modulo deux nombres premiers impairs p et q satisfont :

(£) () =C1) . avece=@1)(@)/4 .
H

Le symbole de Legendre se prolonge au symbole de Jacobi pour deux nombres entiers

A et B premiers entre eux, B=p,*'.....pS" impair et positif.
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Définition 19
Soit deux nombres A et B premiers entre eux, et B=p\°"....p<" , impair et positif

Le symbole de Jacobi ( % ) est égal au produit des symboles de Legendre :

(£)-(2) () -T1C8)

Proposition 23

Soit deux entiers impairs positifs B et B™ et deux entiers rationnels A et A” satisfaisant

pged (A x A", B x B') =1 alors les symboles de Jacobi satisfont les relations :

DAY (A) = (A ) a(B) - (&) - (42)

y ()= (D) 1w (22) - ()

B.B"?

H ()= e (2) =6 ®-1)/8

Loi de réciprocité quadratique
Soit deux entiers A et B impairs, positifs et premiers entre eux.

Alors les symboles de Jacobi satisfont :

( % )« ( % ) =(-1)° avec e = (A-1). (B-1)/ 4
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Exemple Calcul du symbole de Jacobi ( % )

105 =3.5.7, est un nombre composé ; 317 est un premier. (1)

105 317

. L . .. . 105 SU7 N o 10431774 _
Loi de réciprocité  ( 317). ( 105 ) =(-1) +1. (2)
Y 317
Multiplions (2) par ( 105
105 317 \2_ , 317 105 317

(32). () =(3E) ca (32)=(3H) )

. . 317 — 2
@3 implique (g5 )= (LB =(5) @)

Le symbole de Jacobi et (1) impliquent

(765)= (—5) (=) (=) =(DEDED =+

105

Par suite ?7

) =+1.
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Théoréme des restes chinois

Soient r entiers positifs my,...,m, premiers entre eux 2 a 2, etr entiers rationnels ay,...,a,
Alors le systéme de r congruences
x=amodm; pouri=1,2,3,.. 1.

admet une solution mod m=m;.m, ... m,

]

Corollaire

Une solution de r congruences x =a; mod m; est de la forme :

m m .
c —b; xa; mod m avec m—xb,» =1 mod m; pour 1<i<r

1s;’srmi

Exemplel : résoudre le systéme de congruences

X =2 mod 4
Xx=3mod5
X =4 mod 21

Les 3 modules m;=4, my=15, m3= 21 sontpremiers entres eux 2 a 2 ; donc le
théoréme des restes chinois s’applique
On trouve la solution :

c= 2818 = 358 mod 420.
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Exemple2 : résoudre le systéme de congruences

Xx=3mod 17
Xx=4mod 11
X=5mod6
Les 3 modules m;=17, mp=11, m3=6 sont premiers entre eux 2 a 2 ; donc le

théoréme des restes chinois s’applique

On trouve la solution :

c=66.83+102.5.4+187.1.5= 785 mod 1122
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S Tests de primalité

Pour savoir si un entier naturel n est premier il y a plusieurs méthodes.

Certaines sont simples lorsque I’entier n posséde 4 ou 5 chiffres au plus, les résultats

sont tabulés.

Dans ce cas, on effectue les divisions de I’entier #n par les nombres premiers p < ~/n .

(Table de Druck Van Tafel H, Grominger, Holland,(1953), dans laquelle les entiers de 1 a

11197 sont indiqués avec leur factorisation).

D’autres méthodes sont nécessaires pour des entiers de plus 20 chiffres.
Les plus grands nombres premiers sont obtenus par les spécialistes avec des programmes

exécutés par ordinateurs pendant plusieurs jours.

Exemple :

Le plus grand nombre premier connu est 2'24°"7-1

Ce nombre comporte 4 053 946 chiffres. Il s'agit du 39¢ nombre premier de Mersenne
M 3466917 découvert le 14 novembre 2001.

Le nombre premier précédent est 2°72%-1

Ce nombre comporte 2 098 960 chiffres, et est aussi un nombre premier de Mersenne,

découvert le 1 juin 1999.

Ici, nous considérons quelques méthodes "¢lémentaires" .
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5.1 Théoréme 5 (Atkin et Berstein 1999)

On considere ’ensemble des entiers n premiers a 12 et sans facteur carré, et les 3 sous

ensembles :

Ki(n) = card {(u,v):u>v>0;n=u2+v2El,Smod 12}

K2(n) = card {(u,v):u>0,v>0;n=3><u2+v2E7m0d 12}

Ks(n) = card {(u,v):u >v>0;n=3xu?>-v> =11 mod 12 }

Alors n est premier si et seulement si 'un des K (n) est impair.

Exemple :

Soit n =149, le nombre de représentations d’un entier » comme somme de 2 carrés,

n=u?+v? estégala

y,(n)=4x Z (—1)((171)/2,61 impair

d/n-1

n =149 =35 mod 12

L’équation 7 =149 = u?+ v? admet une solution unique

u>v>0 qui est u=10 et v=7

Il en résulte K;=1 est impair, donc n =149 est premier par le théoréme d’Atckin-Bretein .

Exemple :
Soit n = 1241, implique n = 1241 = 5 mod 12.
L’équation n = 1241 = u® + v* admet deux solutions u> v qui sont u = 35, 29 et v = 4, 20,

il en résulte K; = 2 est pair, donc n= 1421 n’est pas premier et plus précisément n=17.73
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5.2 Théoréme 6 (Lucas-Lehmer)

Si les entiers a et n satisfont les congruences

a™"=1modn eta™"? %1 modn pour tout diviseur premier p de n-1 , alors

n est premier

Exemple

Soitn=2003eta=>5

Alors les diviseurs premiers de n-1 =2002 sont : 2, 7, 11, 13
Ona: a'™P =5%2=1 mod 2003, (1)

Pour p=2 ona: a™""?=5"""=_1 mod 2003, (2)

Pour p =7 on a: a ™V’ = 5% =874 mod 2003, (3)

Pour p =11 on a: a® P = 5% = 886 mod 2003, (4)

Pour p=13 ona:a™"?=5"* =633 mod 2003, (5)

(1), (2), (3), (4) et (5) impliquent que n =2003 est premier.

Théoreme 7

Soit un entier n >1 impair qui satisfait les congruences

a®™’2=_1modn eta®™P’'* -1 modn pour tout diviseur premier p de n-1 , alors n
est premier.

Réciproquement, soit un nombre premier impair p , alors toute racine primitive a
modulo p satisfait ces 2 relations

[

Exemple
Soit n =401 et a =3, impliquent :

Les diviseurs premiers de n-1 =400 sont 2 et 5
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30002 = 32% = _1 mod 401, (1)
Pour p =2 : 3922 =319 =20 mod 401, (2)
Alors p =2 satisfait la congruence
Pour p =5 : 3%9%% = 3% =83 mod 401, (3)
Alors p = 5 satisfait la congruence

(1), (2) et (3) impliquent que n= 401 est premier.

Pour les nombres de Mersenne M,, =2"-1 on dispose du test
Théoréme 8 (Lucas- Lehmer)

On considere la suite d’entiers (v ), pour k =0,1,... définie par le premier terme
vo = 4 et la récurrence linéaire Vi = sz -2
Soit un nombre premier p. Alors, le nombre de Mersenne M, = 2° —1

est premier si et seulement si v, =0 mod M,

Exemple 1 :

Pour p =5.

Alors Ms=2°-1=31, vo=4, v, =14, v, = 194, v; =37634
v3 satisfait la congruence 37634 =31 x 1214 .

Il en résulte que Ms = 31 est premier.

Exemple 2 :

Pourp=7

Alors M; =2"-1 =127, vo=4, vi = 14, v = 194, v; =37634, v,= 1416317954
vs=2005956546822746114 = 127 x 157949334959182

vs satisfait la congruence.

Il en résulte que M7 = 127 est premier
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Exemple 3 :

Pourp=11

Alors My1=2"" —1=2047 , vo =4, vi =14, vo= 194 , v5 = 37634 , v4= 1416317954
Vs=2005956546822746114, v¢=4023861667741036022825635656102100994
V=161914627211156717817775590701205136649585901254991585514329308740975
788034
V=262163465049278514526059369557563039213647877559524545911906005349555
773831236935015956281848933426999307982418664943276943901608919396607297
585154
V4=687296824066442772388374862231747530924247154108646671752192618583088
487405790957964732883069102561043436779663935595172042357306594916344606
074564712868078287608055203024658359439017580883910978666185875717415541
084494926500475167381168505927378181899753839260609452265365274850901879
881203714

vo = 1736 mod 2047, vy ne satisfait pas la congruence implique que

M, = 2047 n’est pas premier.

5.3 Test de Miller — Rabin

Petit Théoréme de Fermat
Pour tout nombre premier p, tout entier a < p satisfait la congruence
p-1
a S 1lmodp

Pour un entier n, de nature inconnue, la congruence

-1
an 2 1modn

ne suffit pas pour que n soit premier.

(n-1)/q
Il faut que les congruences : a T 1 mod n, soient satisfaites pour tous les

diviseurs premiers q de n-1 pour que n soit un nombre premier.
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Considérons une autre variante du Petit Théoréme de Fermat

Théoreme 9 :
Soit un entier premier impair p et la décomposition : p-1 =2°d, ou d est impair.
Alors, tout entier a non divisible par p satisfait I'une des deux condition :
21d
a 2Imodp, oubiena #-lmodp

pour un certain entier r avec 0 <r <s-1

[

Ce Théoréme implique le Test suivant

Algorithme

Considérons un nombre impair n > 3

Représentation n = 1+ 2 °d, avec d impair

Soit un entier a, avec 1<a<n-1

[Partie impaire de n-1] ; b=a 4 mod n.

Si b=1oub=-1, alors n est fort probablement premier de base a
[Les puissances de 2 dans n-1] ; b="b ? mod n.

Si b = -1 mod n, alors n est fort probablement premier de base a.

Sinon n est composé et on appelle a un témoin de non primalité

Exemple 1 :

Soit n = 53, alors n-1 =52 =213
Pour a =2, 2% =30 mod 53

2% =30%=-1 mod 53

2* =_12=1 mod 53

Il n’y pas de contradiction donc 53 passe le test pour la base 2
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Exemple 2 :

Soit n = 561, alors n-1 = 560 = 2*.35
Pour a =2, 2°° =263 mod 561

223 =263% = 166 mod 561

2
223 = 1662 = 67 mod 561

2’35
2 =67 =1 mod 561
Nous avons rencontré une contradiction donc 561 ne passe pas le test donc ; il n’est pas

premier

Le témoin de non -primalité est le nombre a = 2.

Exemple 3 :

Soit n = 2047, alors n-1 = 2046 = 2.1023

Pour a=2, 2195 =1 mod 2047

Alors 2047 passe le test pour la base 2.

Pour a =3, 3'" =1565 mod 2047

Nous avons rencontré une contradiction. Donc 2047 ne passe pas le test ; donc il n’est
pas premier.

Le témoin de non-primalité est le nombre a = 3.

Exemple 4 :

Soit n = 536870911, alors n-1 = 536870910 = 2.268435455

Pour a =2, 2% = | mod 536870911

Alors 536870911 passe le test pour la base 2.

Poura =3, 3°®%*% = 89777599 mod 536870911

Nous avons rencontré une contradiction. Donc 536870911 ne passe pas le test ; donc il
n’est pas premier.

Le témoin de non primalité est le nombre a = 3.
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Conclusion :

Les nombres premiers sont étudiés depuis 1’Antiquité. Euclide a prouvé qu’il en existe
une infinité par exemple classique de démonstration par 1’absurde. Les nombres premiers
ont de nombreuses utilisations pratiques, dont la cryptologie asymétrique. Pour
déterminer si un nombre est premier, on utilise des tests de primalité .Certains tests de

(13

primalité sont probabilistes et choisissent un nombre aléatoire appelé “témoin “ et
vérifient quelque formule impliquant le témoin et le nombre potentiellement premier N.
Apreés plusieurs itérations, ils déclarent N étre sans aucun doute composé ou

probablement premier. Ces examens ne sont pas parfaits. Pour un test donné, il peut y

3 13

avoir plusieurs nombres composés qui seront déclarés “ probablement premiers
indépendamment du témoin choisi. De tels nombres sont appelés pseudo premiers. Pour
rechercher une liste de tous les nombres premiers inférieurs a une limite, le crible

d’Eratosthéne est une méthode simple et efficace.
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