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Résumé

L�objet principal du présent mémoire consiste à étudier les problèmes
de l�estimation des paramètres de processus linéaire gaussien autoregressif
à partir d�une suite de n observations. L�un des problèmes rencontrés est
celui d�exprimer explicitement la fonction de vraisemblance et de trouver la
forme analytique de l�estimateur du maximum de vraisemblance. Pour cela,
on élabore deux méthodes.
La première, utilisant la décomposition de Cholesky qui nous a permis de

trouver la forme analytique de l�estimateur.
La deuxième méthode utilisant l�inverse de la matrice de Toeplitz, basée

essentiellement sur le calcul de l�inverse de la matrice variance-covariance et
son déterminant.
Et en�n on valide les résultats par des programmes de simulation. Une

étude comparative entre les performances des estimateurs du maximum de
vraisemblance développés dans ce mémoire et ceux de Yule Walker sera mise
en oeuvre.

Mots-clés :
Séries chronologiques- Processus aléatoires- Modèles AR(p)- Matrice de
Toeplitz- La fonction de vraisemblance- Estimateur de maximum de vraisemblance-
Décomposition de Cholesky- La méthode de Cardon- Normalité asymptotique-
Convergence.
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Introduction Générale

L�un des axes de recherche fondamental en statistiques est la création
de modèles pour expliquer le comportement de phénomènes aléatoires, com-
prendre le hasard et réduire les incertitudes. Les processus aléatoires ont ainsi
fourni des modèles pour analyser de nombreuses données issues de l�économie
(1971), la biologie(1960), la théorie du signala (1963), la météorologie(1968)
et l�astronomie (1906).

Le travail que nous présentons dans le cadre de cette étude, concerne
une classe particulière de processus linéaires stationnaires autorégressifs très
employée. Cette classe construite à partir de l�idée que l�observation au temps
t s�explique linéairement par les observations précédentes.
Nous nous intéressons principalement au problème d�estimation des para-

mètres de processus linéaire gaussien autorégressif AR (p) à partir d�une suite
de n observations. Diverses méthodes d�estimations des paramètres inconnus
peuvent être utilisées. Parmi ces méthodes, Yule Walker et le Maximum de
Vraisemblance.

Yulle Walker est une méthode autorégressive consiste à reprendre les
équations de Yule-Walker en inversant les relations, on exprime les coe¢ -
cients en fonction des autocovariances.

Maximum de Vraisemblance est la recherche des valeurs pour ces para-
mètres qui maximisent la fonction de vraisemblance. Mais cette méthode
est délicate car la fonction de vraisemblance est très complexe et n�a pas
de dérivée analytique à cause du calcul de l�inverse de la �grosse�matrice
variance-covariance et son déterminant.

Dans le présent mémoire, Nous répondrons aux trois questions suivantes :
1. Comment détecter l�expression explicite de la fonction de vraisemblance ?
2. Peut-on trouver la forme analytique de l�estimateur de maximum de vrai-
semblance des paramètres de processus linéaire gaussien Autorégressif ?
3. Cet estimateur a-t-il des propriétés asymptotiques (la convergence, la nor-
malité asymptotique et l�e¢ cacité) ?

1



Le premier chapitre est consacré à la présentation des notions de base en
séries chronologiques par la suite nous donnons des propriétés mathématiques
des modèles autorégressifs, la dé�nition de la matrice de Toeplitz et l�étude
de ces propriétés. On a suggeré aussi une méthode de Xiao-GuangLv, Ting
�zhu Huang , qui propose l�inverse d�une matrice de Toeplitz.

Dans le seconde chapitre, nous avons abordé l�étude de l�estimation obte-
nue à partir de la vraisemblance exacte ,premièrement il s�agit de construire
la fonction de vraisemblance deuxièmement, il s�agit de trouver l�estimateur
qui maximise cette fonction de vraisemblance, mais la maximisation et même
le calcul de cette vraisemblance étaient relativement di¢ cile, en particulier à
cause du calculs l�inverse de la matrice covariance et son déterminant, surtout
lorsque n devient relativement grand.
Pour résoudre ce problème, on utilise deux méthodes :

1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky qui nous a permis de
trouver la forme analytique de l�estimateur.
2. La méthode utilisant l�inverse de la matrice de Toeplitz basée essentielle-
ment sur le calcul de l�inverse de la matrice variance-covariance, nous utilisons
le théorème de Xiao-Guang Lv, Ting �zhu Huang, et avec cette dernière nous
obtenons l�expression explicite de la fonction de vraisemblance est la même
de celle de Cholesky, mais la maximisation de la vraisemblance étant réalisé
par des méthodes numériques.

Dans le dernier chapitre on propose une illustration numérique sur un
exemple, à partir d�un échantillon aléatoire simple d�une loi normale multi-
variée. Par la suite nous étudions les propriétés asymptotique de l�estimateur
obtenu de chaque méthode et une étude comparative entre les performances
des estimateurs du maximum de vraisemblance et ceux de Yule Walker sera
mise en oeuvre.
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Chapitre 1

Les processus stationnaires et
les matrices de Toeplitz

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Notions de base en séries chronologiques . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Présentation des modèles stationnaires autorégressifs . . . . . . 7
1.4 Les matrices de Toeplitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1 Introduction

Une série chronologique est un processus stochastique (Xt)t2Z ; où t
représente le temps. Dans ce chapitre, plusieurs concepts importants liés à
l�analyse de séries chronologiques seront abordés. Parmi ceux-ci, on retrouve
les notions d�autocorrélation, de stationnarité et de bruit blanc. On énoncera
également l�étude d�une famille de processus linéaires stationnaires. Cette
classe des processus autorégressifs jouera le rôle prépondérant dans notre
modélisation, nous nous intéressons aux propriétés et la forme théorique des
di¤érents moments d�un processus AR(p) et aussi on donne la dé�nition de
la matrice de Toeplitz. On présentera également la méthode, proposée par
Xiao-GuangLv & Ting-Zhu Huang (voir réf[19]), de l�inversion d�une matrice
de Toeplitz.
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1.2 Notions de base en séries chronologiques

1.2.1 La fonction d�autocovariance (Voir réf[13])

Dé�nition 1 La fonction d�autocovariance mesure la covariance entre deux
valeurs Xt+h et Xt, elle fournit des informations sur l�évaluation de la
série et sur les liaisons temporelles pouvant exister entre les di¤érentes com-
posantes de la série. La fonction d�autocovariance 
 (h) d�un processus sta-
tionnaire Xt est dé�nie comme suit :


 (h) = cov (Xt+h; Xt) = E [(Xt+h � E (Xt+h)) (Xt � E (Xt))] (1.1)

Propriétés :

� 
 (0) = cov (Xt; Xt) = E
�
(Xt � E (Xt))

2� = V ar (Xt) � 0:
� j 
 (h)j � 
 (0) (l�inégalité Cauchy-Schwartz).
� 
 (h) = 
 (�h) (symétrique, fonction paire).

1.2.2 La fonction d�autocorrélation (Voir réf[8])

1.2.2.1 La fonction d�autocorrélation simple

Dé�nition 2 On étudie la "mémoire" d�un processus en calculant son au-
tocorrélation de retard h noté �h

�h = corr (Xt+h; Xt) =
cov (Xt+h; Xt)

�Xt�Xt+h
(1.2)

qui mesure le lien entre les valeurs du processus �à deux dates distantes de h.
Pour un processus stationnaire, �h prend une forme plus simple :

�h =

 (h)p


 (0)
p

 (0)

=

 (h)


 (0)
(1.3)

Remarque 3 On peut tracer la courbe � (h) = f (h) qui est appelée le cor-
rélogramme.
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1.2.2.2 La fonction d�autocorrélation partielle

Dé�nition 4 De même, on dé�nit l�autocorréation partielle de retard h comme
la corrélation entre (Xt �X�

t ) et
�
Xt�h �X�

t�h
�
où X�

t désigne la régression
de Xt sur les (h� 1) valeurs fXt�1; Xt�2; :::Xt�h+1g :

�h = corr
�
Xt �X�

t ; Xt�h �X�
t�h
�
=
cov
�
Xt �X�

t ; Xt�h �X�
t�h
�

�(Xt�X�
t )
�(Xt�h�X�

t�h)
(1.4)

avec X�
t =

Ph�1
k=1 �kXt�k , X�

t�h =
Ph�1

k=1 �kXt�k où les �k et les �k sont
les coe¢ cients des régressions.

Remarque 5 La quantité (1:4) rend compte de l�intensité de la liaison entre
Xt et Xt�h en supprimant les liaisons induites par des variables intermé-
diaires fXt�1; Xt�2; :::Xt�h+1g : On peut ainsi remarquer que pour tout pro-
cessus, �1 = � 1 puisque qu�il n�y a aucune variable intermédiaire entre Xt

et Xt�h. Comme en régression multiple, l�estimation des �h nous permet de
mesurer le retard qu�il faut remonter pour trouver une information originale
sur Xt.

Remarque 6 En pratique, les �h sont évidemment inconnus mais sur une
série fxt; 1 � t � ng on peut les estimer avec la formule naturelle suivante :

b�h = Pn
t=h+1 (xt � x)� (xt�h � x)Pn

t=1 (xt � x)
2 (1.5)

où x représente la moyenne des valeurs observées.

1.2.3 La stationnarité (Voir réf[18])

La stationnarité est une caractéristique d�une série chronologique qui im-
plique que le comportement de la série ne dépend pas du temps. En particu-
lier, on dit qu�une série (Xt)t2Z est stable si elle ne comporte pas de tendance
saisonnière, ni de tendance à la hausse ou à la baisse. Plus formellement, on
distingue deux types de stationnarité, à savoir forte et faible.

1.2.3.1 La stationnarité stricte

Dé�nition 7 On dit qu�un processus aléatoire temporel (Xt ; t 2 Z) est for-
tement stationnaire si, pour toute suite d�instants ft1; t2; :::; tng, il existe un
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entier k quelconque tel que la f.d.p. jointe f de (Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) est identique
à la f.d.p. jointe de

�
Xt1+h ; Xt2+h ; :::; Xtn+h

�
:

f (Xt1 ; :::; Xtn) = f
�
Xt1+h ; :::; Xtn+h

�
(1.6)

Cette dé�nition signi�e que déplacer l�origine du temps de k périodes n�a
aucun incidence sur la distribution de probabilités de la v.a. temporelle Xt.
Autrement dit, le processus est à l�équilibre. Le problème posé par cette dé�-
nition est qu�elle est trop stricte, i.e qu�elle est invéri�able de façon pratique.
En e¤et, il faudrait pouvoir calculer une f.d.p jointe pour chaque instant de
la série d�observations. Or, à chaque instant on ne dispose que d�une seule
donnée d�observation. C�est pourquoi on restreint dans les travaux appliqués
la notion de stationnarité à la stationnarité de second ordre encore quali�ée
de stationnarité au sens large.

1.2.3.2 La stationnarité au sens large

Dé�nition 8 On dit qu�un processus aléatoire temporel (Xt ; t 2 Z) est sta-
tionnaire de second ordre s�il véri�e les propriétés suivantes :

� 8t 2 Z;E (X2
t ) <1:

� 8t 2 Z;E (Xt) = � indépendant de t:
� 8 (t; h) 2 Z2; cov (Xt+h; Xt) = E [(Xt+h � �) (Xt � �)]) = 
 (h) :
Les deux premières propriétés signi�ent que la moyenne et la variance

du processus sont indépendantes de l�instant auquel ils sont mesurés. La
troisième propriété que la covariance ne dépend que du seul retard k:

1.2.4 Le processus Bruit Blanc ( Voir réf[20])

Le bruit blanc fait partie de la classe des processus stationnaires. Spéci-
�quement ("t)t2Z est un bruit blanc si :

� E ("t) = 0.
� E ("2t ) = �

2 <1:
� �h = corr ("t+h; "t) = 0, pour tout h � 1.
Par conséquent, le comportement d �un bruit blanc au temps t n�a au-

cune incidence sur celui-ci au temps t+ h: On parle de bruit blanc gaussien
lorsque "t � N(0; �2):
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1.2.5 Opérateur de retard (Voir réf[20])

L�opérateur B décale le processus d�une unié de temps vers le passé, pour
un processus stochastique (Xt)t2Z , l�opérateur de retard, noté B, est dé�ni
par :

BXt = Xt�1 (1.7)

1.3 Présentation des modèles stationnaires au-

torégressifs

Dans l�étude d�une série chronologique, il est naturel de penser que la
valeur de la série à la date t peut dépendre des valeurs prises aux dates
précédentes Xt = (Xt�1; Xt�2; :::) : Il n�est généralement pas nécessaire de
prendre en compte tout le passé de la série et on peut le plus souvent se
limiter à p valeurs :

Xt = f (Xt�1; Xt�2; :::) + "t (1.8)

Où "t est un bruit blanc.

1.3.1 Processus autorégressif AR(1) ( Voir réf[13] )

Le processus autorégressif d�ordre 1, noté AR(1), est stationnaire et véri�e
l�équation :

Xt = c+ �Xt�1 + "t avec "t � N
�
0; �2

�
(1.9)

1.3.1.1 Stationnarité ,espérance, variance

La stationnarité implique que :
� si j�j > 1 processus Xt est n�est pas stationnaire
� si j�j < 1 le processus Xt est stationnaire.

On sait que le processus est stationnaire donc
E (Xt) = E (Xt�1) = � (a)
Alors
E (Xt) = c+ �E (Xt�1) + E ("t) (b)
Remplaçons (a) dans (b) on obtient � = c+ ��
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Donc l�espérance de AR(1) est :

E (Xt) = � =
c

1� � (1.10)

On remplace la valeur de c dans (1:9) on trouve :
Xt = � (1� �) + �Xt�1 + "t
Xt � � = �(Xt�1 � �) + "t
E (Xt � �)2 = �2E

�
(Xt�1 � �)2

�
+ E ("2t ) + 2�E [(Xt�1 � �) "t]

Or les "t ne sont pas corrélés entre eux donc :
E (Xt � �)2 =2 E

�
(Xt�1 � �)2

�
= 
0


0 = �
2
0 + 0 + �

2


0 =
�2

(1� �2)
Alors la variance de AR(1) est :

V ar (Xt) = 
0 =
�2

(1� �2) (1.11)

1.3.1.2 Autocorrélation

On a

h = E [(Xt � �) (Xt�h � �)] = �E [(Xt�1 � �) (Xt�h � �)]+E [(Xt�h � �)"t]
On sait que (Xt�h � �) est une fonction linéaire avec "t�h; "t�h�1; "t�h�2;:::
Donc pour h > 0 :
E
�
(Xt�1 � �)

�
X(t�1)�(h�1) � �

��
= 
h�1, avec h � 1 représentant la

période.

h = �
h�1 au premier ordre et 
h = �

h
0, le coe¢ cient d�autocorréla-
tion vaut donc :

�h =

h

0
= �h (1.12)

Ce dernier résultat implique que, lorsque j�j < 1, les corrélogrammes auront
des allures décroissantes amorties.

1.3.2 Processus autorégressif AR(2) (Voir réf[13])

Un processus AR(2) est un processus stationnaire qui véri�e une équation
de la forme :

Xt = c+ �1Xt�1 + �2Xt�2 + "t (1.13)
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1.3.2.1 Stationnarité ,espérance, variance

La stationnarité implique que

E [Xt] = c+ �1E (Xt�1) + �2E (Xt�2) + E ("t)
� = c+ �1�+ �2�+ 0 donc l�espérance de AR(2) est :

E [Xt] = � =
c

1� �1 � �2
(1.14)

Trouvons 
0 :


0 = E
�
(Xt � �)2

�

0 = �1E [(Xt�1 � �) (Xt � �)]+�2E [(Xt�2 � �) (Xt � �)] +E [("t) (Xt � �)] :
Or
E [("t) (Xt � �)] = E [("t) (�1 (Xt�1 � �) + �2E (Xt�2 � �) + "t)] = �2
Alors

0 = �1
1 + �2
2 + �

2 = �1�1
0 + �2�2
2


0 =

�
�21

1� �2
+
�2�

2
1

1� �2
+ �22

�

0 + �

2

Donc la variance de AR(2) est :


0 =
(1� �2)�2

(1 + �2)
�
(1� �2)2 � �21

� (1.15)

1.3.2.2 Autocorrélation

Xt = � (1� �1 � �2) + �1Xt�1 + �2Xt�2 + "t
Xt � � = �1 (Xt�1 � �) + �2 (Xt�2 � �)
On multiplie par (Xt�1 � �) et on prend l�espérance on obtient :

h = �1
h�1+�2
h�2 pour h = 1; 2; :::
On divise par 
0 on obtient l�autocorrélation deAR(2) :

�h = �1�h�1 + �2�h�2 pour h = 1; 2; ::: (1.16)

� Pour h = 1 �
1
= �1 +�2�1 =

�1
1� �2

� Pour h = 2 �
2
= �1 �1 + �2 =

�21 + �2 (1� �2)
1� �2
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1.3.3 Le processus autorégressif AR(p) (Voir réf[8 ])

De façon générale, un processus AR(p) est un processus qui dépend li-
néairement des p valeurs antérieures :

Xt = c+ �1Xt�1 + :::+ �pXt�p + "t (1.17)

où "t est un bruit blanc.
On peut, sans restriction de généralité, supprimer le terme constant et

obtenir un modèle de la forme :

Xt =
Xp

i=1
�iXt�i + "t , � (L)Xt = "t

où � est le polynôme de degré p dont les coe¢ cients sont (1;��1; :::;��p):

1.3.3.1 Autocorrélation

On montre que les autocorrélations sont solutions des équations Yule-
Walker

�h =

pX
i=1

�i�h�i = 0

Comme pour les processus AR(1) et AR(2), on montre que �h décroit expo-
nentiellement

1.3.3.2 Autocorrélation partielle

Dans un tel processus,Xt etXt�p+1 sont indépendants conditionnellement
aux valeurs intermédiaires fXt�1; Xt�2; :::Xt�pg et donc ( h > p) , � (h) =
0:
La valeur à la date t dépend des p dates précédentes et pas des autres.

Cette propriété sert à l�identi�cation des modèles et à déterminer l�ordre p
d�un processus AR(p) au vu du corrélogramme partiel.

1.3.4 Causalité des modèles autorégressifs (Voir réf[18])

Dé�nition 9 Un processus AR(p) est dit causal lorsqu�il existe une suite de
nombres �k telle que :X

k2Z

j�k j <1 et Xt =
1X
k=0

�k "t�k (1.18)
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Nous pouvons à présent retenir de notre développement une condition
nécessaire et su¢ sante pour qu�un processus AR(1) soit stationnaire et causal
si j�j < 1:
Observons également que la situation j�j = 1 ne fournit pas de solution

stationnaire ce qui s�explique de soi en vue de la forme de l�autocovariance.
La généralisation de ce résultat au cas où le modèle autorégressif est

d�ordre p > 1 n�est pas directe. Considérons le modèle (1:17) est centré.
En introduisant dans cette représentation l�opérateur de retard B, on peut
réécrire (1:17) sous la forme :

Xt = "t +

1X
k=0

�k
�
BkXt

�
(1.19)

Ou encore :
�
1�

X1

k=0
�kB

k
�
Xt = "t

C.a.d, on forme l�opérateur A(B) =
�
1�

X1

k=0
�kB

k
�
qui est appliqué

à Xt On a donc :
A(B)Xt = "t (1.20)

Le résultat suivant donne les conditions nécessaires et su¢ santes de sta-
tionnarité et de causalité des modèles autorégressifs sur le comportement de
l�opérateur A.

Proposition 10 Le processus autorégressif (1:20) est causal et stationnaire
si et seulement si le polynôme en z = A (z) = 1 �

X1

k=0
�kz

k ("polynôme
générateur") est tel que : A (z) 6= 0 pour tout z 2 C tel que jzj � 1: Les
coe¢ cients �k apparaissant dans la représentation (1:18), sont déterminés

par : 1�
X1

j=0
�jz

j =
1

A (z)
; si jzj � 1:

1.4 Les matrices de Toeplitz

Dé�nition 11 (Voir réf[14] ) On appelle matrice de Toeplitz une matrice carrée
Tn d�ordre n > 1 à coe¢ cients réels telle que : Tn (i:j) ne dépend que de
ji� jj et Tn (i:j) est dé�nie positive.
En algèbre linéaire, une matrice de Toeplitz (d�après Otto Toeplitz) ou

matrice à diagonales constantes est une matrice dont les coe¢ cients sur une
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diagonale descendant de gauche à droite sont les mêmes. Par exemple, la
matrice suivante est une matrice de Toeplitz :

T =

0BBBBBBBBB@

a0 a�1 a�2 � � � � � � a1�n

a1 a0 a�1 a�2
. . .

...

a2 a1
. . . . . . . . .

...
... a2

. . . . . . . . . a�2
...

...
. . . . . . . . . a�1

an�1 an�2 � � � a2 a1 a0

1CCCCCCCCCA
Si l�élément situé à l�intersection des ligne i et colonne j de T est noté

Ti; j alors on a : Ti; j = ai�j :

Exemple 12 (Voir réf[5]) La matrice variance-covariance d�un processus sta-

tionnaire discret est une matrice Toeplitz carrée.
Soit un vecteur d�observation X tel que X = (X1; X2; : : : ; Xn)

t: On dé-
�nit alors la matrice variance-covariance par :

�n = E
�
X:X t

�
où X t représente le transposée de X, c�est-à-dire le vecteur transposé

conjugué.
En détaillant la matrice variance-covariance, on obtient immédiatement :

�n =

0BBB@

 (0) 
 (1) � � � 
 (n� 1)

 (�1) 
 (0)

. . .
...

...
. . . . . . 
 (1)


 (1� n) � � � 
 (�1) 
 (0)

1CCCA
1.4.1 propriétés (Voir réf[11])

1. La matrice de Toeplitz (variance-covariance) d�un processus stochas-
tique discret stationnaire est hermitienne. Une matrice est dite hermi-
tienne si elle est égale à sa transposée, i.e : T t = T .
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2. La matrice de Toeplitz (variance-covariance) d�un processus station-
naire discret est toujours dé�nie non négative (et souvent dé�nie posi-
tive).

3. Si une matrice de Toeplitz véri�e de plus ai = ai+n, alors c�est une
matrice circulante.

1.4.2 L�inverse de la matrice de Toeplitz (Voir réf[19])

Il est démontré que l�inverse d�une matrice de Toeplitz peut être déter-
minée par la solution des deux équations standards. La matrice inverse peut
être représentée comme une somme de produits de matrices circulantes et
supérieures des matrices de Toeplitz triangulaire.

Lemme 13 Soit T = (ai�j)
n
i;j=1 une matrice de Toeplitz d�ordre (n:n). la

matrice T véri�e la formule suivante :

K � T � T �K = f � etn � e1 � f t � J (1.21)

Avec

K=

0BBB@
0 � � � � � � 1

1 0
. . .

...
...
. . . . . .

...
0 � � � 1 0

1CCCA , J=
0BB@

1
1

1

1CCA , e1=
0BBB@
1
...
0
0

1CCCA

en=

0BBB@
0
...
0
1

1CCCA , f=

0BBBBB@
0

an-1-a-1
...

a2-a-n+2
a1-a-n+1

1CCCCCA
Théorème 14 Soit T = (ai�j)

n
i;j=1 est une matrice de Toeplitz d�ordre (n:n).

Si chacun des systèmes suivants : Tx = f , Ty = e1 a une solution x =
(x1; x2; :::xn)

t ; y = (y1; y2; :::yn)
t : Alors :

1. T est inversible .

2. T �1 = T1U1 + T2U2.
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Où :

T1 =

0BBB@
y1 yn � � � y2

y2 y1
. . .

...
...

. . . . . . yn
yn � � � y2 y1

1CCCA ; U1 =

0BBB@
1 �xn � � � �x2

1
. . .

...
. . . �xn

1

1CCCA

T2 =

0BBB@
x1 xn � � � x2

x2 x1
. . .

...
...

. . . . . . xn
xn � � � x2 x1

1CCCA ; U2 =

0BBB@
0 yn � � � y2

0
. . .

...
. . . yn

0

1CCCA
Preuve

D�après le lemme (13) et Tx = f , Ty = e1 nous avons :

K � T = T �K + f � etn � e1 � f t � J
= T � [K + xetn � yf t � J ]

Puis
Ki � T = Ki�1T � [K + xetn � yf t � J ]

= :::
= T � [K + xetn � yf t � J ]

i

Par conséquent :

Kie1 = K
i � T �y = T � [K + xetn � yf t � J ]

i � y
On pose
ti = [K + xetn � yf t � J ]

i�1 � y et bT = (t1; t2; :::; tn)
Où

T � ti = T � [K + xetn � yf t � J ]
i�1 � y = Ki�1 � e1 = ei:

T � bT = T (t1; t2; :::; tn) = (e1; e2; :::; en) = In
Ainsi, la matrice T est inversible, et l�inverse de T est la matrice

bT = T�1:
Pour (2) : Tout d�abord, il est facile de voir que
t1 = y , ti = [K + xetn � yf t � J ]� ti�1 tel que i 2 f1; 2; :::; ng
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ti = T
�1ei, J � ei = en�i+1

JTJ = T t, JJ = I ; J t

Alors, pour i > 1

ti = K � ti�1 + xetn � ti�1 � yf t � J � ti�1
= K � ti�1 + xetn � T �1ei�1 � yf t � J � T �1ei�1
= K � ti�1 + xetn � JJT �1Jen�i+2 � yf t � J � T �tJei�1
= K � ti�1 + xet1T�ten�i+2 � yf t � J � T �ten�i+2
= K � ti�1 + xyten�i+2 � yxten�i+2
= K � ti�1 + yn�i+2x� xn�i+2y:

Nous avons donc :

t1 = y, t2 = Ky + ynx� xny , ...,
tn = K

n�1y +Kn�2xyn �Kn�2xny + :::+ xy2 � yx2

T �1 = (t1; t2; :::; tn)

T �1 =
�
y , Ky, � � � , Kn�1y

�
�

0BBB@
1 �xn � � � �x2

1
. . .

...
. . . �xn

1

1CCCA +

�
x , Kx, � � � , Kn�1x

�
�

0BBB@
0 yn � � � y2

0
. . .

...
. . . yn

0

1CCCA

T �1 =

0BBB@
y1 yn � � � y2

y2 y1
. . .

...
...

. . . . . . yn
yn � � � y2 y1

1CCCA�
0BBB@
1 �xn � � � �x2

1
. . .

...
. . . �xn

1

1CCCA+
0BBB@
x1 xn � � � x2

x2 x1
. . .

...
...

. . . . . . xn
xn � � � x2 x1

1CCCA�
0BBB@
0 yn � � � y2

0
. . .

...
. . . yn

0

1CCCA
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Remarque 15 soit la matrice de Toeplitz T = (ai�j)
n
i;j=1on dit que T est

circulante si seulement si les éléments de la matrice T = (ai�j)
n
i;j=1sont de la

forme suivante : ai = ai�n pour tout i = 1; :::; n � 1. ll est facile de voir
que f = 0 ainsi x = T �1f = 0: De (2) du théorème, nous obtenons.

T�1 =

0BBB@
y1 yn � � � y2

y2 y1
. . .

...
...

. . . . . . yn
yn � � � y2 y1

1CCCA
Nous concluons que les inverses des matrices de Toeplitz circulantes sont des
matrices de Toeplitz circulantes.

1.5 Conclusion

Après avoir dé�ni des notions de base en séries temporelles et présenté
une classe particulière de modèles, appelée classe des processus autorégres-
sifs stationnaires, nous permettonsde caractériser la structure de corrélation
d�une série. Aussi nous terminons ce chapitre en donnant une méthode de
Xiao-GuangLv, Ting �zhu Huang, qui propose l�inverse d�une matrice de Toe-
plitz et nous abordons dans le chapitre suivant l�estimations des paramètres
d�un modèle autorégressif à partir d�une suite de n observations.
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Chapitre 2

Estimation des paramètres d�un
modèle autorégressif

Sommaire
2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 La méthode de Yule-Walker. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 La méthode du Maximum de Vraisemblance . . . . . . . . . . . . . 21
2.4 Application la méthode du Maximum de Vraisemblance au

modèle autorégressif AR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.1 Introduction

L�estimation des paramètres d�un modèle AR(p) lorsque l�ordre p est
supposé connu peut se réaliser par di¤érentes méthodes dans le domaine
temporel. Dans ce chapitre nous abordons deux méthodes, celle de Yulle
-Walker et de Maximum de Vraisemblance Exacte.
Nous nous intéressons principalement à la méthode du Maximum de Vrai-

semblance basée sur deux étapes, il s�agit d�abord de construire la fonction de
log- vraisemblance, ensuite de trouver l�estimateur du maximum de vraisem-
blance qui maximise cette fonction de log-vraisemblance, mais la di¢ culté
majeure dans l�évaluation de log-vraisemblance, réside dans la nécessite d�in-
verser la matrice de variance-covariance (�) de taille (n� n), et de calculer
son déterminant, qui n�est pas aussi simple, on est alors conduit à utiliser
deux méthodes dans le cas où le modèle autorégressif d�ordre 1 :
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1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky : Newbold a proposé
une autre expression de cette vraisemblance plus facile à calculer et qui nous
a permis de trouver la forme analytique de l�estimateur du maximum de
vraisemblance.
2. La méthode utilisant l�inverse de la matrice de Toeplitz basée sur le théo-
rème de (Xiao �Guang Lv ; Ting � zhu Huang). Une fois l�inverse calcu-
lée, ainsi son déterminant, on l�injecte dans l�expression de la fonction de log
vraisemblance a�n de calculer les estimateurs des paramètres d�un modèle
AR(1).

2.2 La méthode de Yule-Walker

Les équations de Yule-Walker établissent une correspondance directe entre
les paramètres du modèle et ses autocovariances. Elles sont utiles pour dé-
terminer la fonction d�autocorrélation ou estimer les paramètres (Voir réf[2 ],[4 ]) :
Considérons tout d�abord un processus autorégressif d�ordre p causal et de
moyenne nulle :

Xt =

pX
k=1

�kXt�k + "t; "t � N(0;�2) (2.1)

En multipliant chaque membre de cette équation par Xt�h ; (h = 0; ::; p) et
en prenant l�espérance de chaque côté, on obtient, pour le premier membre,
la fonction d�autocovariance :

E (Xt :Xt�h ) = 
 (h) (2.2)

et, pour le second membre :

pX
k=1

�kE (Xt�k :X t�h ) + E ("t:X t�h )=

8>>>><>>>>:

pX
k=1

�k
 (k � h) si h = 1; :::; p
pX
k=1

�k
 (k)+�
2 si h = 0

(2.3)
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car, par l�hypothèse de causalité du processus, on montre que E ("t:Xt�h )
s�annule sauf pour h = 0 . En égalant (2:2) et (2:3), on a pour h > 0, la
relation (2:4)


 (h) =

8>>>><>>>>:

pX
k=1


 (k � h) �k si h = 1; :::; p

pX
k=1


 (k) �k + �
2 si h = 0

(2.4)

Ce système peut s�écrire sous forme matricielle : en notant 
p le vecteur
colonne de longueur p dé�ni par 
p = (
 (1) ; 
 (2) ; :::; 
 (p))t, en notant �
le vecteur colonne (�1;�2; :::;�p)

t et en formant la matrice (p� p) ; dont
l�élément (i; j) vaut [
 (i� j)]pi;j=0 c�est-à-dire :

�(p;p) =

0BBB@

 (0) 
 (1) � � � 
 (p� 1)

 (1) 
 (0)

. . .
...

...
. . . . . . 
 (1)


 (p� 1) � � � 
 (1) 
 (0)

1CCCA (2.5)

alors le système (2:4) peut se réécrire matriciellement comme :�
�p:� = 
p

�t: 
p + �
2 = 
 (0)

(2.6)

Ces équations sont appelées équations de Yule-Walker. Elles relient les para-
mètres � du processus autorégressif à la fonction d�autocovariance théorique
qui dé�nit 
p et �p: Si on veut estimer les paramètres �1;�2; :::;�p du mo-
dèle, on peut se servir des équations de Yule-Walker en utilisant la fonction
d�autocovariance empirique b
 (h) comme un estimateur de 
 (h) :
On construit alors le vecteur colonne b
p = (b
 (1) ; b
 (2) ; :::; b
 (p))t et la

matrice b�p construite en substituant 
p par b
p dans (2:6). Les relations
trouvées ci-dessus entre �; 
p et �p permettent donc de trouver un estimateurb� de� et un estimateur b�2 de �2 à travers le système de Yule-Walker suivant,
à résoudre en b� et b�2 : (b�p:b� = b
pb�t: b
p + b�2 = b
 (0) (2.7)
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Pour obtenir un estimateur de � il faut donc résoudre la première équation
de système (2:7)
a. Soit en inversant la matrice

b� = �b�p��1 :b
p (2.8)

Puis en calculant : b�2 = b
 (0)� b�t: b
p (2.9)

b. Ou bien nous signalons déjà ici qu�il existe une méthode pour ré-
soudre ce système d�équations de Yule-Walker sans passer par l�inversion de
la matrice b�p; en utilisant l�algorithme itératif de Durbin-Levinson. Il faut
s�assurer que b�p est une matrice inversible. On montre que c�est toujours le
cas si b
 (0) est strictement positif.
Proposition 16 Si Xt est un processus stationnaire et causal de la forme
(2:1)avec "t � N(0;�2): et si b� est l�estimateur de Yule-Walker de �, obtenu
à partir de n observations (X1; X2; : : : ; Xn) du processus autorégressif, alors,

lorsque n �! 1 :
p
n
�b�� �� �! N

�
0; �2 ��1p

�
où �p est la matrice

(p� p) de covariance donnée par (2:5). De plus, pour n �!1 : b�2 �! �2

Exemple 17 Soit le processus AR(2) de la forme :

8t 2 Z; Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 = "t: (2.10)

On le suppose de plus, centré et causal. En multipliant l�équation (2:10) par
Xt�1 et Xt�2 puis en prenant l�espérance de ces équations et en�n en divisant
par 
(0)
On obtient les équations de Yule-Walker� b�(1)b�(2)

�
=

�
1 b�(1)b�(1) 1

�
�
 b�1b�2

!
On obtient donc la solution suivante b�1b�2

!
=

1

1� b�(1)2
� b�(1)(1� b�(2))b�(2)� b�(1)2

�
Quant à la variance, partant de l�équation (2:10), on obtient :

X2
t � �1Xt�1Xt � �2Xt�2Xt = "tXt
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et par passage à l�espérance


(0)� �1
(1)� �2
(2) = E ("tXt)

Mais E("tXt) = E("t("t + �1Xt�1 + �2Xt�2))
= �2 + �1E("tXt�1) + �2E("tXt�2)
= �2

D�où b�2 = b
(0)� b�1b
(1)� b�2b
(2). Comme on a des estimateurs conver-
gents de la fonction d�autocovariance et donc aussi de la fonction d�auto-
corrélation, on pourra en déduire des estimateurs convergents de �1;�2 et
�2:

Sur cet exemple, on voit bien comment dériver les équations de Yule-
Walker pour un AR(2).

2.3 La méthode du Maximum de Vraisem-
blance

L�estimation du Maximum de Vraisemblance est une méthode statistique
courante utilisée pour inférer les paramètres de la distribution de probabilité
d�un échantillon donné. Cette méthode a été développée par le statisticien
R. A.Fisher entre 1912 et 1922, (Voir réf[1]) :

2.3.1 Le principe

Soit une famille paramétrée de distributions de probabilités D� dont
les éléments sont associés soit à une densité de probabilité connue (dis-
tribution continue), soit à une fonction de masse connue (distribution dis-
crète), notée f�. On tire un échantillon de n valeurs (x1; x2; : : : ; xn) de la
distribution, et l�on calcule la densité de probabilité associée aux données
observées f� (x1; x2; : : : ; xn; �) : Ceci étant une fonction de � avec (x1; x2; : : : ; xn)
�xés, c�est une vraisemblance.

F (�) = f� (x1; x2; : : : ; xn; �) (2.11)

Lorsque � n�est pas observable, la méthode du Maximum de Vraisem-
blance utilise les valeurs de � qui maximisent F (�) estimateur de � : c�est
l�estimateur du maximum de vraisemblance de � est noté b�.
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L�estimateur du maximum de vraisemblance peut exister et être unique,
ne pas être unique, ou ne pas exister.

Dé�nition 18 Soit X une variable aléatoire réelle, de loi ou bien discrète
ou bien continue, dont on veut estimer un paramètre �. Alors on dé�nit une
fonction f telle que :

f (x; �) =

�
P�(Y = y)si X est une v.a.discrete
f� (x) si X est une v.a.continue

(2.12)

f�(x) représente la densité de X (où � apparaît) et P�(Y = y) représente une
probabilité discrète (où � apparaît).
On appelle vraisemblance de � au vu des observations (x1; x2; : : : ; xn) d�un

échantillon indépendamment et identiquement distribué selon la loi D�, le
quantité

F (x1; x2; : : : ; xn; #) = f (x1; �)�f (x2; �)�� � � f (xn; �) =
nY
i=1

f (xi; �) (2.13)

Dé�nition 19 On appelle estimateur du maximum de vraisemblance, une
valeur b� solution du problème de maximisation

b� = ArgmaxF (x1; x2; : : : ; xn; #) (2.14)

On cherche à trouver le maximum de cette vraisemblance pour que les
probabilités des réalisations observées soient maximums. Ceci est un pro-
blème d�optimisation. On utilise généralement le fait que si F est dérivable
(ce qui n�est pas toujours le cas) et si F admet un maximum global en une
valeur � = b�, alors la dérivée première s�annule en � = b� et que la dérivée se-
conde est négative. Réciproquement, si la dérivée première s�annule en � = b�
et que la dérivée seconde est négative en � = b�, alors � = b� est un maximum
local (et non global) de F (x1; x2; : : : ; xn; �). Il est alors nécessaire de véri�er
qu�il s�agit bien d�un maximum global où bien local.
La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien une fonction

croissante, il est équivalent et souvent plus simple de maximiser le logarithme
népérien de la vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui est
plus simple à dériver). Ainsi en pratique :
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a. Cas d�un paramètre unidimensionnel
� La condition nécessaire

�F (x1; x2; : : : ; xn; �)

��
= 0 ou

� lnF (x1; x2; : : : ; xn; �)

��
= 0 (2.15)

permet de trouver la valeur � = b�.
� � = b� est un maximum local si la condition su¢ sante est remplie au
point critique � = b� :
�2F (x1; x2; : : : ; xn; #)

�2�
< 0 ou

�2 lnF (x1; x2; : : : ; xn; �)

�2�
< 0 (2.16)

b. Cas d�un paramètre multidimensionnel
Dans le cas d�un paramètre multidimensionnel, l�estimateur du maximum

de vraisemblance de � est un vecteur de dimension n (solution des équations
de vraisemblance).
� La condition nécessaire

�F (x1; x2; : : : ; xn; #)

��i
= 0 8i = 1; :::; n (2.17)

� La matrice des dérivées secondes (Hessienne), est la matrice H(x; �)
de dimension n d�élément :

Hij(x; �) =
�2F (x1; x2; : : : ; xn; �)

��j��i
(2.18)

est dé�nie négative en b�.
Corollaire 20 Une matrice H est dé�nie positive si chacun des mineurs
principaux dominants de H est supérieur à 0: Une matrice H est dé�nie né-
gative si ses n mineurs principaux dominant alternent en signe de la manière
suivante.

a11 < 0 , det
�
a11 a12
a21 a22

�
> 0, det

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A < 0, ect...
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2.4 Application la méthode du Maximum de
Vraisemblance au modèle autorégressif AR(1)

Considérons un modèle AR(1) univarié. Nous ferons toujours l�hypothèse
que le processus stochastique qui génère la série chronologique est un proces-
sus gaussien, écrit habituellement sous la forme :

Xt = �Xt�1 + "t o�u "t � N(0; �2) (2.19)

Considérons la série chronologique X = (X1; X2; : : : ; Xn)
t génère par ce pro-

cessus AR(1). Le problème statistique posé est celui de l�estimation des pa-
ramètres
� = (�; �2): Puisque le processus stochastique qui génère la série chronolo-

gique est gaussien, la loi de probabilité du vecteur X est normale multivariée,
de moyenne nulle et de matrice covariance � de dimension (n; n) telle que :

�(n;n) =

0BBB@
E (X1)

2 E (X1:X2) � � � E (X1:Xn)

E (X2:X1) E (X2)
2 � � � E (X2:Xn)

...
... � � � ...

E (Xn:X1) E (Xn:X2) � � � E (Xn)
2

1CCCA (2.20)

Cette hypothèse nous permettra d�écrire simplement la fonction de vrai-
semblance du modèle qui est la probabilité d�observer X = (X1; X2; : : : ; Xn)

t

sous l�hypothèse gaussienne :

fX (x; �) = (2�)
�n
2
(det �)

� 1
2
exp

�
�1
2
X t��1X

�
(2.21)

La fonction de log-vraisemblance s�écrit :

L (�) = �n
2
log (2�)� 1

2
log (det �)�1 � 1

2
X t��1X (2.22)

L�élément général de la matrice variance �covariance écrit sous la forme

E (Xt:Xt�j) =
�2�j

1� �2 (2.23)
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La matrice (2:20) devienne :

� = �2 � V Où V =
1

1� �2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
D�autre part :
(det �)�1 = det (��1), en e¤et :

��1� � = Id ) det ( ��1 � �) = det (Id)
) det (��1)� det ( �) = 1
) det (��1) =

1

det ( �)
= (det �)�1

donc la vraisemblance (2:22) s�écrit sous la forme suivante :

L (�) = �n
2
log (2�) +

1

2
log
�
det ��1

�
� 1
2
X t��1X (2.24)

La maximisation et même le calcul de cette vraisemblance sont relati-
vement di¢ ciles ; en particulier à cause du calcul l�inverse de la matrice
variance-covariance et de son déterminant, surtout lorsque n devient rela-
tivement grand. Pour résoudre ce problème on a proposé deux méthodes :
1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky.
2. La méthode utilisant l�inverse de la matrice de Toeplitz.

2.4.1 La méthode utilisant la décomposition de Cho-

lesky

Comme il semble utopique d�espérer obtenir analytiquement les estima-
teurs du maximum de vraisemblance exact des paramètres nous utilisons la
méthode qui a proposé Newbold (1974) qui a introduit un arti�ce supplé-
mentaire qui est en fait la décomposition de Cholésky de V sous la forme
V = PP t; telle que P est une matrice triangulaire inférieure, à éléments
positifs sur la diagonale. Cette dernière transformation facilite à nouveau
l�évaluation des formules ��1 et det (��1). Ceci nous permettra non seule-
ment de déterminer la fonction log-vraisemblance de modèle (2:19), mais
encore de trouver la forme analytique de ces estimateurs, (Voir réf :[15],[7],[13]).

25



2.4.1.1 La fonction de vraisemblance d�un modèle autorégressif

AR(1)

La matrice variance - covariance s�écrit sous la forme suivante :

�(n;n) = �
2 � V et V(n;n) =

1

1� �2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
Par conséquent

�(n;n) = �
2 � 1

1� �2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA (2.25)

Alors

��1(n;n) =
(1� �2)
�2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
�1

(2.26)

On pose

V �1(n;n) =
�
1� �2

�
0BBBBB@

1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
�1

(2.27)

26



On a : V = PP t

V �1 = (PP t)
�1
= (P t)

�1 � (P )�1
On pose (P )�1 = L
Alors V �1 = Lt � L
Donc

��1 = ��2Lt � L (2.28)

Et d�autre part on a la forme de la matrice L, (Voir réf :[13]).

L(n;n) =

0BBBBB@

p
1� �2 0 0 � � � 0 0
�� 1 0 � � � 0 0
0 �� 1 � � � 0 0
...

...
... � � � ...

...
0 0 0 � � � �� 1

1CCCCCA (2.29)

Il est facile de montrer que V �1 � V = Lt � L� V
Id = L

t � L� V
Avec :

L�V = 1

1� �2

0BBBBB@

p
1� �2 �

p
1� �2 �2

p
1� �2 � � � �n�1

p
1� �2

0 (1� �2) �
p
1� �2 � � � �n�2

p
1� �2

0 0 (1� �2) � � � �n�3
p
1� �2

...
...

...
. . .

...
0 0 0 � � � (1� �2)

1CCCCCA
Si l�on substitue (2:28) dans (2:24), on retrouve la fonction de log-vraisemblance
d�un processus AR(1) gaussien sous la forme suivante :

L (#) = �n
2
log (2�) +

1

2
log
�
det
�
��2Lt � L

��
� 1

2�2
X tLt �LX (2:30)

Pour déterminer la fonction de log vraisemblance, il ne reste plus maintenant

qu�à calculer la forme quadratique
�
� 1

2�2
X tLt � LX:

�
et le déterminant

[det (��2Lt � L)]

1. Calcul le déterminant :
det (��2Lt � L) = (��2)n det (Lt � L)

= ��2n det (Lt)� det(L)
= ��2n

�p
1� �2

�
�
p
1� �2
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det (��2Lt � L) = ��2n (1� �2)

Alors :

1

2
log
�
det
�
��2Lt � L

��
= �n

2
log �2 +

1

2
log
�
1� �2

�
(2.31)

2. Calcul la forme quadratique :
On pose :eX = L�X
On obtient :

eX =

0BBBBB@

p
1� �2 0 0 � � � 0 0
�� 1 0 � � � 0 0
0 �� 1 � � � 0 0
...

...
... � � � ...

...
0 0 0 � � � �� 1

1CCCCCA�
0BBBBB@
x1
x2
x3
...
xn

1CCCCCA =

0BBBBB@

�p
1� �2

�
x1

x2 � �x1
x3 � �x2

...
xn � �xn�1

1CCCCCA
Et on a :� eX�t = X tLt� eX�t = (LX)t� eX�t = � �p1� �2� x1; x2 � �x1; x3 � �x2; � � � ; xn � �xn�1

�
Par conséquent :

� 1

2�2
X tLt � LX = � 1

2�2

� eX�t � eX
= � 1

2�2
� �p

1� �2
�
x1; x2 � �x1; � � � ; xn � �xn�1

�
�

0BBBBB@

�p
1� �2

�
x1

x2 � �x1
x3 � �x2

...
xn � �xn�1

1CCCCCA
Ce qui équivalent à :

� 1

2�2
X tLt � LX = � 1

2�2

"�
1� �2

�
x21 +

nX
i=2

(xi � �xi�1)2
#

(2.32)

28



Si l�on substitue (2:31) et (2:32) dans (2:30), la fonction de log-vraisemblance
d�un processus AR(1) gaussien est donnée par :

L (#)=-
n

2
log (2�) -

n

2
log �2+

1

2
log
�
1-�2

�
-
1

2�2

"�
1-�2

�
x21+

nX
i=2

(xi-�xi�1)
2

#
(2.33)

2.4.1.2 Les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-

mètres de modèle autorégressif AR(1)

Dans ce paragraphe nous recherchons quelles sont les valeurs des estima-
teurs de maximum de vraisemblance des paramètres de processus autorégres-
sif AR(1) qui maximisent le log vraisemblance (2:33)?
Il va de soit que les estimateurs du maximum de vraisemblance sont ici :

� = (�; �2) ; les deux estimateurs sont obtenus donc par résolution du système
suivant : 8>>><>>>:

@L (�)

@�2
= 0

et
@L (�)

@�
= 0

(2.34)

Par dérivation formelle de (2:33) par rapport à �2 on obtient :

@L (#)

@�2
= 0 () � n

2�2
+

1

2�4
�
�
(1� �2)x21 +

nP
i=2

(xi � �xi�1)2
�
= 0

Dès lors :

b�2 =
��
1� b�2� x21 + nP

i=2

�
xi � b�xi�1�2�

n

Par dérivation formelle de (2:33) par rapport à � on obtient :

@L (#)

@�
= 0 () � 2�

2 (1� �2) �
1

2�2
�
�
�2�x21 �

nP
2xi�1
i=2

(xi � �xi�1)
�
= 0

() � �

(1� �2) +
1

2�2
�
�
2�x21 +

nP
2xi�1
i=2

(xi � �xi�1)
�
= 0
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@L (#)

@�
= 0() �

(1� �2) =
1

�2
�
�
�x21 +

nP
xi�1
i=2

(xi � �xi�1)
�

Alors le système (2:34) devient :

8>>>>><>>>>>:
b�2 =

��
1� b�2� x21 + nP

i=2

�
xi � b�xi�1�2�

nb��
1� b�2� = 1b�2 �

�b�x21 + nP
xi�1
i=2

�
xi � b�xi�1�� (2.35)

En remplaçant la valeur de b�2dans la deuxième équation du système (2:35) ;
on aura :

b��
1� b�2� =

b�x21 + nP
xi�1
i=2

xi �
nb�P
i=2

x2i�1��
1� b�2� x21 + nP

i=2

�
xi � b�xi�1�2�

n

b�
n
�
1� b�2� =

b�x21 + nP
xi�1
i=2

xi �
nb�P
i=2

x2i�1

�b�2x21 + x21 + nP
i=2

x2i +
b�2 nP

i=2

x2i�1 � 2b� nP
xi�1
i=2

xi

b�3 � nP
i=2

x2i�1 � x21 + nx21 � n
nP
i=2

x2i�1

�
+ b�2 ��2 nP

xi�1
i=2

xi + n
nP
xi�1
i=2

xi

�
+

b� �x21 + nP
i=2

x2i � nx21 + n
nP
i=2

x2i�1

�
� n

nP
xi�1
i=2

xi = 0

On obtient :b�3 (n� 1)�x21 � nP
i=2

x2i�1

�
+b�2 (n� 2)� nP

xi�1
i=2

xi

�
+b��(1� n)x21 + nP

i=2

�
x2i + nx

2
i�1
��

�n
nP
xi�1
i=2

xi = 0 (2:36)

L�équation (2:36) est un polynôme du troisième degré en fonction de b�,
pour trouver les racines de ce polynôme, on applique la méthode de Cardon,
(Voir réf[17]; [3]).
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On pose : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a = (n� 1)
�
x21 �

nP
i=2

x2i�1

�
b = (n� 2)

�
nP
xi�1
i=2

xi

�
c = (1� n)x21 +

Pn
i=2

�
x2i + nx

2
i�1
�

d = �n
nP
xi�1
i=2

xi

Donc l�équation (2:36) devienne :

ab�3 + bb�2 + cb� + d = 0 (2.37)

En remplaçant b� par b� = z � b

3a
on obtient :

z3 + pz + q = 0 (2.38)

Avec p = � b2

3a2
+
c

d
et q =

b

27a

�
2b2

a2
� 9c
a

�
+
d

a

Maintenant on pose z = U+V et (U; V ) sont des complexes, alors l�équation
(2:38) devienne :

(2:38)() (U + V )3 + p (U + V ) + q = 0
(2:38) () U3 + V 3 + (3UV + p) (U + V ) + q = 0

()
�
3UV + p = 0
U3 + V 3 + q = 0

()
�
UV = �p

3

U3 + V 3 = �q

(2:38) ()
�
U3V 3 = �p3

27

U3 + V 3 = �q
Donc U3; V 3 sont des solutions de l�équation

X2 + qX � p3

27
= 0 (2.39)

On calcule le discriminant de l�équation (2:39).

� = q2 � 4� 1�
�
�p

3

27

�
= q2 � 4p

3

27
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On a trois cas :

8>>>><>>>>:
si � > 0 ; U3 =

�q +
p
�

2
et V 3 =

�q �
p
�

2

si � < 0 ; U3 =
�q + i

p
��

2
et V 3 =

�q � i
p
��

2
si � = 0 ; U3 = V 3 = �q

2

(2.40)

Donc :

(2:40) ()

8>>>>>><>>>>>>:
si � > 0 ; U =

3

r
�q +

p
�

2
et V =

3

r
�q �

p
�

2

si � < 0 ; U =
3

r
�q + i

p
��

2
et V =

3

r
�q � i

p
��

2

si � = 0 ; U = V = � 3

r
q

2

Il su¢ t alors d�associer les trois racines cubiques de U3 et V 3 deux par
deux de façon à obtenir trois couples (U; V ) tel que UV = �p

3
: C�est à dire

(U; V ) 2 f(U0; V0):(jU0; j2V0):(j2U0; jV0)g tel que j =
�1 + i

p
3

2
. Puis de

reporter les trois couples de valeurs trouvées pour U et V dans l�expression

z = U +V . En�n, on revient au premier changement de variable b� = z� b

3a
pour avoir les trois racines de l�équation du troisième degré. Donc l�estimateur
du maximum de vraisemblance de paramètre � est :

b� = U + V � b

3a
(2.41)

Remarque 21 On prend que la solution réel, car � est un réel, nous dis-
tinguerons alors deux cas selon que � est positif ou nul . Par exemple si

� > 0 on prend la couple (U; V ) = (
3

q
�q+

p
�

2
;
3

q
�q�

p
�

2
); et si � = 0 on

prend la couple (U; V ) =
�
� 3
p

q
2
;� 3
p

q
2

�
:
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En�n les formes analytique des estimateurs du maximum de vraisemblance
exacte de � = (�; �2) sont :

� Si � > 0; alors b� = �b�; b�2� s�écrit sous les formes suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

b�2=
�
(1�b�2)x21+ nP

i=2
(xi�b�xi�1)2�
n

b�=
3

vuuuuut�

0@ b

27a

0@2b2
a2

�
9c

a

1A+d
a

1A+

vuuuuuuut
0@ b

27a

0@2b2
a2

�
9c

a

1A+d
a

1A2

�

4

�
� b2

3a2
+
c

d

�3
27

2
+

3

vuuuuut�

0@ b

27a

0@2b2
a2

�
9c

a

1A+d
a

1A�

vuuuuuuut
0@ b

27a

0@2b2
a2

�
9c

a

1A+d
a

1A2

�

4

�
� b2

3a2
+
c

d

�3
27

2
� b
3a

(2:42)

Tel que :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a = (n� 1)
�
x21 �

nP
i=2

x2i�1

�
b = (n� 2)

�
nP
xi�1
i=2

xi

�
c = (1� n)x21 +

Pn
i=2

�
x2i + nx

2
i�1
�

d = �n
nP
xi�1
i=2

xi

� Si � = 0; alors b� = �b�; b�2� s�écrit sous les formes suivantes :8>>>>>><>>>>>>:
b�2=

��
1� b�2� x21 + nP

i=2

�
xi � b�xi�1�2�

n

b�= �2 3

vuut b

27a

�
2b2

a2
� 9c
a

�
+
d

a

2
� b
3a

(2:43)
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Tel que :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a = (n� 1)
�
x21 �

nP
i=2

x2i�1

�
b = (n� 2)

�
nP
xi�1
i=2

xi

�
c = (1� n)x21 +

Pn
i=2

�
x2i + nx

2
i�1
�

d = �n
nP
xi�1
i=2

xi

2.4.2 La méthode utilisant l�inverse d�une matrice de
Toeplitz :

Dans ce paragraphe nous proposons une autre méthode que l�on va ap-
peler la méthode de Toeplitz. On s�intéressera plus particulièrement au cal-
cul de l�inverse de la matrice variance-covariance et nous avons vu que la
matrice variance-covariance possède une structure particulière : elle est sy-
métrique et de sous et sur- diagonales identiques donc est une matrice de
Toeplitz. Malheureusement l�inverse d�une matrice de Toeplitz n�est pas une
matrice de Toeplitz. Cette méthode consiste à e¤ectuer, un changement qui
nous a permis d�écrire l�inverse de la matrice variance-covariance sous forme
T�1 = T1U1+ T2U2 telles que T1 , T2 sont des matrices circulantes et U1 , U2
sont des matrices triangulaires supérieures.
Nous rappelons que ces matrices d�après l�article de hXiao-Guang Lv,Ting-

Zhu Huangi, (voir réf[19]) sont sous les formes suivantes :

T1 =

0BBB@
y1 yn � � � y2

y2 y1
. . .

...
...

. . . . . . yn
yn � � � y2 y1

1CCCA ; U1 =

0BBB@
1 �xn � � � �x2

1
. . .

...
. . . �xn

1

1CCCA

T2 =

0BBB@
x1 xn � � � x2

x2 x1
. . .

...
...

. . . . . . xn
xn � � � x2 x1

1CCCA ; U2 =

0BBB@
0 yn � � � y2

0
. . .

...
. . . yn

0

1CCCA
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Telles que :
x = (x1; x2; :::xn)

t et y = (y1; y2; :::yn)
tsont des solutions des deux équa-

tions : �
Tx = f
Ty = e1

Avec :

T =

0BBBBBBBBB@

a0 a�1 a�2 � � � � � � a1�n

a1 a0 a�1 a�2
. . .

...

a2 a1
. . . . . . . . .

...
... a2

. . . . . . . . . a�2
...

...
. . . . . . . . . a�1

an�1 an�2 � � � a2 a1 a0

1CCCCCCCCCA
; e1 =

0BBBBB@
1
0
0
...
0

1CCCCCA ; f =
0BBBBB@

0
an�1 � a�1

...
a2 � a�n+2
a1 � a�n+1

1CCCCCA

2.4.2.1 L�inverse de la matrice variance covariance pour un pro-

cessus autorégressif AR (1)

On a la matrice variance-covariance � d�ordre (n:n) pour un processus
autorégressif AR(1)

�(n;n) = �
2 � 1

1� �2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
Alors l�inverse de la matrice variance-covariance est :

��1(n;n) =
(1� �2)
�2

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
�1
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On pose

T(n;n) =

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA
On obtient :

��1 =
(1� �2)
�2

T�1 (2.44)

On remarque que la matrice T est une matrice de Toeplitz, pour calculer
l�inverse de cette matrice on applique la méthode qui proposé par hXiao-
Guang Lv,Ting-Zhu Huangi:
On a :

T�1 = T1U1 + T2U2
Et pour déterminer les matrices T1; U1; T2; U2 il su¢ t de résoudre les deux

systèmes suivants : �
T � y = e1 (A)
T � x = f (B)

(2.45)

Tel que :

e1 =

0BBBBB@
1
0
0
...
0

1CCCCCA ; f =

0BBBBBBB@

0
�n�1 � �

...
�n�i � �i

...
�� �n�1

1CCCCCCCA
; i = 2; :::; n� 2

1. Résolution du système (A)

(A)() T � y = e

(A)()

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA�
0BBB@
y1
y2
...
yn

1CCCA =

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA
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(A)()

8>>>>>>><>>>>>>>:

y1 + �y2 + �
2y3 + :::+ �

n�1yn = 1 : : : (1)
�y1 + y2 + �y3 + :::+ �

n�2yn = 0 : : : (2)
�2y1 + �y2 + y3 + :::+ �

n�3yn = 0 : : : (3)
...

...
...

�n�2y1 + �
n�3y2 + :::+ yn�1 + �yn = 0 : : : (n� 1)

�n�1y1 + �
n�2y2 + :::+ �yn�1 + yn = 0 : : : (n)

� Pour déterminer y1:�
y1 + �y2 + �

2y3 + :::+ �
n�1yn = 1 (1)

�� (�y1 + y2 + �y3 + :::+ �n�2yn = 0) (2)

(1)� �� (2) () y1 � �2y1 = 1
Alors la valeurs de y1 est :

y1 =
1

1� �2 (2.46)

� Pour déterminer y2 :�
�y1 + y2 + �y3 + :::+ �

n�2yn = 0 (2)
�2y1 + �y2 + y3 + :::+ �

n�3yn = 0 (3)

(2)� �� (3) () �y1 � �3y1 + y2 � �2y2 = 0
On obtient:

y2 = �
y1 � (�� �3)

1� �2 (2.47)

Si l�on substitue (2:46) dans (2:47), on retrouve la valeur de y2 :

y2 = �
�

1� �2 (2.48)

� Pour déterminer y3:�
�2y1 + �y2 + y3 + :::+ �

n�3yn = 0 (3)
�3y1 + �

2y2 + �y3 + y4:::+ �
n�4yn = 0 (4)

(3)� �� (4) () (�2 � �4) y1 + (�� �3) y2 + (1� �) y3 = 0
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On obtient :

y3 = �
(�2 � �4) y1 + (�� �3) y2

(1� �) (2.49)

Si l�on substitue (2:46) et (2:48) dans (2:49), on retrouve la valeur de y3 :

y3 = 0 (2.50)

� Pour déterminer y4:�
�3y1 + �

2y2 + �y3 + y4 + �y5:::+ �
n�4yn = 0 (4)

�4y1 + �
3y2 + �

2y3 + �y4 + y5:::+ �
n�5yn = 0 (5)

(4)��� (5)() (�3 � �5) y1+(�2 � �4) y2+(�� �3) y3+(1� �2) y4 = 0
On obtient :

y4 = �
(�3 � �5) y1 + (�2 � �4) y2 + (�� �3) y3

(1� �2) (2.51)

Si l�on substitue (2:46) et (2:48) et (2:50) dans (2:51), on retrouve y4 :

y4 = 0 (2.52)

On suit le même raisonnement jusqu�à ce que l�on retrouve la valeur de yn :

yn = 0 (2.53)

C�est à dire :8>>><>>>:
y1 =

1

1� �2
y2 = �

�

1� �2
yi = 0 pour i = 3; :::; n

Finalement la solution de système (A) est :

y =

�
1

1� �2 ; �
�

1� �2 ; 0; � � � 0

�t
(2.54)
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2. Résolution du système (B)
(B)() T � x = f

()

0BBBBB@
1 � �2 � � � �n�1

� 1 � � � � �n�2

�2 � 1 � � � �n�3

...
...

...
. . .

...
�n�1 �n�2 �n�3 � � � 1

1CCCCCA�
0BBBBB@
x1
x2
x3
...
xn

1CCCCCA =

0BBBBB@
0

�n�1 � �
�n�i � �i

...
�� �n�1

1CCCCCA
On obtient :

(B)()

8>>>>>>><>>>>>>>:

x1 + �x2 + �
2x3 + :::+ �

n�1xn = 0 : : : (1)
�x1 + x2 + �x3 + :::+ �

n�2xn = �
n�1 � � : : : (2)

�2x1 + �x2 + x3 + :::+ �
n�3xn = �

n�2 � �2 : : : (3)
...

...
...

�n�2x1 + �
n�3x2 + :::+ xn�1 + �xn = �

2 � �n�2 : : : (n� 1)
�n�1x1 + �

n�2x2 + :::+ �xn�1 + xn = �� �n�1 : : : (n)

� On détermine la valeur de x1:�
x1 + �x2 + �

2x3 + :::+ �
n�1xn = 0 (1)

�x1 + x2 + �x3 + :::+ �
n�2xn = �

n�1 � � (2)

(1)� �� (2) () x1 � �2x1 = �2 � �n
On obtient :

x1 =
�2 � �n
1� �2 (2.55)

� On détermine la valeur de x2:�
�x1 + x2 + �x3 + :::+ �

n�2xn = �
n�1 � � (2)

�� (�2x1 + �x2 + x3 + :::+ �n�3xn = �n�2 � �2) (3)

(2)� �� (3) () x1 (�� �3) + x2 (1� �2) = �3 � �
Si on remplace (2:55) dans cette dernière équation on retrouve la valeur

de x2 sous la forme suivante :

x2 =
�n+1 � �
1� �2 (2.56)
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� On détermine la valeur de x3:�
�2x1 + �x2 + x3 + :::+ �

n�3xn = �
n�2 � �2 (3)

�3x1 + �
2x2 + �x3 + x4 + :::+ �

n�4xn = �
n�3 � �3 (4)

(3)��� (4) () x1 (�
2 � �4) + x2 (�� �3) + (1� �2)x3 = �4 ��2

Si l�on substitue (2:55) et (2:56) dans cette dernière équation, on obtient
la valeur de x3 :

x3 = 0 (2.57)

On suit les même étapes pour trouver les valeurs des xi tel que i =
4; :::; n� 1 on obtient xi = 0 pour i = 3; :::; n� 1:
� On détermine la valeur de xn:
Pour déterminer la valeur de xn; il su¢ t de remplacer les valeurs des xi

tel que i = 1; :::; n� 1 dans la première équation de système (B) :
(1) () x1 + �x2 + �

2x3 + :::+ �
n�1xn = 0

() �2 � �n
1� �2 + �� �

n+1 � �
1� �2 +0 + ::::+ 0 + �n�1xn = 0

On obtient :

xn =
�n � �n+2
�n�1 � �n+1 = � (2.58)

Finalement la solution du système (B) est sous la forme suivante :

x =

�
�2 � �n
1� �2 ;

�n+1 � �
1� �2 ; 0; � � � ; 0 ;�

�t
(2.59)

Dès qu�on retrouve les solutions de deux systèmes on a la forme des

matrices suivantes : T1; U1; T2; U2:
Alors :

T1 =

0BBB@
y1 yn � � � y2

y2 y1
. . .

...
...

. . . . . . yn
yn � � � y2 y1

1CCCA =

0BBBBBB@

1
1��2 0 � � � 0 � �

1��2
� �
1��2

1
1��2 0 � � � 0

0 � �
1��2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � 0 � �
1��2

1
1��2

1CCCCCCA
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Ou plus explicitement

T1 =
1

1� �2

0BBBBB@
1 0 � � � 0 ��
�� 1 0 � � � 0

0 �� . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � 0 �� 1

1CCCCCA

T2 =

0BBB@
x1 xn � � � x2

x2 x1
. . .

...
...

. . . . . . xn
xn � � � x2 x1

1CCCA=
0BBBBBB@

�2��n
1��2 � � � � 0 �n+1��

1��2
�n+1��
1��2

�2��n
1��2 � � � � 0

0 �n+1��
1��2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . . �

� � � � 0 �n+1��
1��2

�2��n
1��2

1CCCCCCA

U1 =

0BBB@
1 �xn � � � �x2
0 1

. . .
...

...
. . . . . . �xn

0 � � � 0 1

1CCCA =

0BBBB@
1 �� � � � ���n+1

1��2

0 1
. . .

...
...
. . . . . . ��

0 � � � 0 1

1CCCCA

U2 =

0BBB@
0 yn � � � y2

0 0
. . .

...
...
. . . . . . yn

0 � � � 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 � � � � �

1��2

0 0
. . .

...
...
. . . . . . 0

0 � � � 0 0

1CCCA
Ou plus explicitement

U2 =
1

1��2

0BBB@
0 0 � � � ��
0 0

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 0

1CCCA
Donc on peut calculer la matrice ��1

��1 =
(1� �2)
�2

T�1 sachant que T�1 = T1U1 + T2U2
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Alors :

��1 =
(1� �2)
�2

[T1U1 + T2U2]

��1 =
(1� �2)
�2

2666664 1
1��2

0BBBBB@
1 0 � � � 0 ��
�� 1 0 � � � 0

0 �� . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � 0 �� 1

1CCCCCA�
0BBBB@
1 �� � � � ���n+1

1��2

0 1
. . .

...
...
. . . . . . ��

0 � � � 0 1

1CCCCA
3777775+

(1� �2)
�2

26666664
1

1��2

0BBBBBB@

�2��n
1��2 � � � � 0 �n+1��

1��2
�n+1��
1��2

�2��n
1��2 � � � � 0

0 �n+1��
1��2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . . �

� � � � 0 �n+1��
1��2

�2��n
1��2

1CCCCCCA�
0BBB@
0 0 � � � ��
0 0

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 0

1CCCA
37777775

On pose

R =

0BBBBB@
1 0 � � � 0 ��
�� 1 0 � � � 0

0 �� . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � 0 �� 1

1CCCCCA�
0BBBB@
1 �� � � � ���n+1

1��2

0 1
. . .

...
...
. . . . . . ��

0 � � � 0 1

1CCCCA
Et aussi on pose :

S =

0BBBBBB@

�2��n
1��2 � � � � 0 �n+1��

1��2
�n+1��
1��2

�2��n
1��2 � � � � 0

0 �n+1��
1��2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . . �

� � � � 0 �n+1��
1��2

�2��n
1��2

1CCCCCCA�
0BBB@
0 0 � � � ��
0 0

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 0

1CCCA
Alors l�inverse de la matrice variance-covariance devienne :

��1 =
1

�2
[R + S] (2.60)
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Maintenant nous calculons les deux matrices R et S :

R =

0BBBBB@
1 0 � � � 0 ��
�� 1 0 � � � 0

0 �� . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � 0 �� 1

1CCCCCA�
0BBBB@
1 �� � � � ���n+1

1��2

0 1
. . .

...
...
. . . . . . ��

0 � � � 0 1

1CCCCA
On obtient :

R(n;n) =

0BBBBBBBBBBBB@

1 �� 0 0 � � � 0 �3��n+1
1��2

�� �2 + 1 �� . . . . . . . . . �n+2��2
1��2

0 �� �2 + 1
. . . . . . . . . 0

... 0
. . . . . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . . �� 0

...
...

. . . . . . �� �2 + 1 ��
0 � � � � � � � � � 0 �� �2 + 1

1CCCCCCCCCCCCA
(2.61)

S =

0BBBBBB@

�2��n
1��2 � � � � 0 �n+1��

1��2
�n+1��
1��2

�2��n
1��2 � � � � 0

0 �n+1��
1��2

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . . �

� � � � 0 �n+1��
1��2

�2��n
1��2

1CCCCCCA�
0BBB@
0 0 � � � ��
0 0

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 0

1CCCA

On obtient :

S(n;n) =

0BBBBBBBBB@

0 0 � � � � � � 0 �n+1��3
1��2

0 0
. . .

...
... �2��n+2

1��2
...
. . . . . . . . . 0 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
...
. . . . . . . . . 0 0

0 � � � � � � � � � 0 ��2

1CCCCCCCCCA
(2.62)
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Si on remplace (2:61) et (2:62) dans (2:60) on retrouve la matrice ��1 :

��1=
1

�2

26666666666664

0BBBBBBBBBBBB@

1 -� 0 � � � 0 �3-�n+1

1-�2

-� �2+1 �� . . . . . . �n+2-�2

1-�2

0 -� �2+1
. . . . . . 0

... 0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . -� 0

...
...

. . . -� �2+1 -�
0 � � � � � � 0 -� �2+1

1CCCCCCCCCCCCA
+

0BBBBBBBBB@

0 � � � 0 �n+1-�3

1-�2

0
...

... �2-�n+2

1-�2
...
. . . 0 0

...
. . . . . .

...
...
. . . 0 0

0 � � � 0 -�2

1CCCCCCCCCA

37777777777775
Finalement l�inverse de la matrice variance-covariance d�un modèle auto-

régressif AR(1) est sous la forme suivante :

��1(n;n) =
1

�2

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � 0 0

�� �2 + 1 �� 0
...

...

0 �� �2 + 1
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . �� 0
...

...
. . . �� �2 + 1 ��

0 0 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA
(2.63)

2.4.2.2 La fonction de vraisemblance pour un processus autoré-

gressif AR (1)

La fonction de vraisemblance du modèle autorégressif AR(1) avec la mé-
thode de Toeplitz s�obtient par remplacement de (2:63) dans (2:24)
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L (�) = �n
2
log (2�)+

1

2
log

0BBBBBBBBB@
det

1

�2

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � 0 0

�� �2+1 �� 0
...

...

0 �� �2+1
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . �� 0
...

...
. . . �� �2+1 ��

0 0 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA

1CCCCCCCCCA
�

1

2�2
X t

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � 0 0

�� �2+1 �� 0
...

...

0 �� �2+1
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . �� 0
...

...
. . . �� �2+1 ��

0 0 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA
X (2:64)

Pour déterminer l�expression explicite de la fonction de vraisemblance, il
su¢ t de calculer la forme quadratique et le déterminant

1. Calcul le déterminant :

det ( ��1)=det
1

�2

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � 0 0

�� �2 + 1 �� 0
...

...

0 �� �2 + 1
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . �� 0
...

...
. . . �� �2 + 1 ��

0 0 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA
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On pose

B(n;n) =

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � 0 0

�� �2 + 1 �� 0
...

...

0 �� �2 + 1
. . . . . .

...
... 0

. . . . . . �� 0
...

...
. . . �� �2 + 1 ��

0 0 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA
On obtient :

det
�
��1
�
=

�
1

�2n

�
det
�
B(n;n)

�
(2.65)

det
�
B(n;n)

�
=1:

�������������

�2+1 �� 0
...

...

�� �2+1 -�
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . -� �2+1 -�

0 � � � 0 �� 1

�������������
-(-�)

�������������

-� �� 0
...

...

0 �2+1 �� . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . �� �2+1 -�

0 � � � 0 �� 1

�������������

det
�
B(n;n)

�
=

������������

�2+1 -� 0 � � � 0

-� �2+1 -�
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . -� �2+1 -�

0 � � � 0 -� 1

������������
-�2

������������

�2+1 -� 0 � � � 0

-� �2+1 -�
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . -� �2+1 -�

0 � � � 0 -� 1

������������

+�2

������������

0 �� 0 � � � 0

0 �2+1 �� . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� 1

������������
(2:66)
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Tel que :

������������

0 �� 0 � � � 0

0 �2 + 1 �� . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . �� �2 + 1 ��

0 � � � 0 �� 1

������������
= 0

On pose :

r(n�1) =

������������

�2 + 1 �� 0 � � � 0

�� �2 + 1 �� . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . �� �2 + 1 ��

0 � � � 0 �� 1

������������
Donc la relation (2:65) devienne :
det
�
B(n;n)

�
= r(n�1) � �2 r(n�2)

det
�
B(n;n)

�
= r(n�1) � �2r(n�2) (2.67)

et d�autre part on a :

r(n�1) =

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . . . . . �� . . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� 1

������������

47



=

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
+�

���������������

�2+1 �� 0 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
... � � � 0 �� �2+1 ��
0 0 � � � � � � 0 ��

���������������
(2:68)

Et on a :

���������������

�2+1 �� 0 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
... � � � 0 �� �2+1 ��
0 0 � � � � � � 0 ��

���������������
= ��

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
(2:69)

Si l�on substitue (2:68) dans (2:67), on retrouve la relation suivante :

r(n�1)=

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
��2

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
On pose

er(n�2) =det

0BBBBBB@
�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

1CCCCCCA
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Ce qui revient à écrire :

r(n�1) = er(n�2) � �2 er(n�3) (2.70)

D�après le le remplacement de (2:70) dans (2:67), on obtient :

det
�
B(n;n)

�
= er(n�2) � �2 er(n�3) � �2

her(n�3) � �2 er(n�4)

i
det
�
B(n;n)

�
= er(n�2) � 2�2 er(n�3) + �

4 er(n�4) (2.71)

Pour déterminer det
�
B(n;n)

�
, on doit calculer er (i) tel que i 2 fn� 2; n� 3; n� 4g

er(n�2) =

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������

er(n�2)=(�
2+1)

������������

�2+1 �� 0 � � � 0

�� �2+1 �� . . .
.
.
.

0
. . .

. . .
. . . 0

.

.

.
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
+�

������������

�� �� 0 � � � 0

0 �2+1 �� . . .
.
.
.

0
. . .

. . .
. . . 0

.

.

.
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
Et on pose :

detC =

������������

�� �� 0 � � � 0

0 �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
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Alors :

detC= ��

������������

�� �� 0 � � � 0

0 �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� �2+1

������������
+�

������������

0 �� 0 � � � 0

0 �2+1 �� . . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . �� �2+1 ��

0 � � � 0 �� 1

������������
Ce qui implique

er(n�2) =
�
�2 + 1

� er(n�3) � �2 er(n�4) (2.72)

On suppose que l�équation (2:72) comme un polynôme de deuxième degré
(2:72) () er(n�2) � (�2 + 1) er(n�3) + �

2
(n�4)

er = 0
On pose R = er(n�3) , on obtient :

R2 �
�
�2 + 1

�
R + �2 = 0

On calcule le discriminant de ce polynôme

� = (�2 + 1)
2 � 4� �2

� = (1� �)2 (1 + �)2

le discriminant � est positif donc il existe deux racines
R1 = 1 et R2 = �2

Et d�autre part on a :er(n�2) = �R
(n�2)
1 + �R

(n�2)
2 () er(n�2) = �+ ��

2(n�2)

Il su¢ t de trouver les valeurs de � et � :(
� si n = 3 : er(1) = �+ ��

2

� si n = 4 : er(2) = �+ ��
4

(2.73)

Où :er(1) = 1 + �
2

er(2) =

���� 1 + �2 ��
�� 1 + �2

���� = (1 + �2)2 � �2er(2) = 1 + �
2 + �4
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Alors on obtient :

(2:72) ()
�
1 + �2 = �+ ��2 (a)
1 + �2 + �4 = �+ ��4 (b)

(a)� (b) () � =
��2
1� �2

On remplace la valeur de � dans l�équation (a) ; on obtient :

� =
1

1� �2
Ce qui implique que :er(n�2) = �+ ��

2(n�2)

=
1

1� �2 �
�2 � �2(n�2)
1� �2er(n�2) =

1

1� �2
�
1� �2(n�2)+2

�
Ce qui équivalent àer(i) =

1

1� �2
�
1� �2(i)+2

�
tel que i 2 fn� 2; n� 3; n� 4g

Si l�on substitue les valeurs de er(i) dans l�équation (2:71) on retrouve le
déterminant de la matrice B :

(2:71) () det
�
B(n;n)

�
= er(n�2) � 2�2 er(n�3) + �

4 er(n�4)

() det
�
B(n;n)

�
=

1

1� �2
�
1� �2n�2

�
� 2�2

1� �2
�
1� �2n�4

�
+

�4

1� �2
�
1� �2n�6

�
D�après les calculs on obtient :

det
�
B(n;n)

�
=
�
1� �2

�
(2.74)

Finalement le déterminant de l�inverse de la matrice variance-covariance ��1(n;n)
est donné par :

det ( ��1) =

�
1

�2n

�
det
�
B(n;n)

�
Alors on a :

det
�
��1
�
=

�
1

�2n

��
1� �2

�
(2.75)
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2. Calcul la forme quadratique :

X t��1X = 1
�2

�
x1; x2; � � � ; xn

�t�

0BBBBBBBBB@

1 �� 0 � � � � � � 0

�� �2+1 �� . . .
...

0 �� �2+1
. . . 0

...
...

. . .
. . .

. . . �� 0
... 0 �� �2+1 ��
0 � � � � � � 0 �� 1

1CCCCCCCCCA

�

0BBB@
x1
x2
...

xn

1CCCA
=
1

�2
�
(x1 � �x2) ; � � � ; (��xi�2 + (�2 + 1) xi�1 � �xi) ; � � � ; (��xn�1 + xn)

�t
�

0BBB@
x1
x2
...

xn

1CCCA
X t��1X = 1

�2
[(x1 � �x2)x1 + (��x1 + (�2 + 1) x2 � �x3)x2 + :::

+(��xn�2 + (�2 + 1) xn�1 � �xn)xn�1 + (��xn�1 + xn)xn]

X t��1X = 1
�2
[
Pn�2

i=1 ((-�xi+ (�
2+1)xi+1-�xi+2)xi+1)+x21+x

2
n

�� (x1x2+xn�1xn)] (2:76)

Si l�on substitue (2:75) et (2:76) dans (2:64), l�expression explicite de la
fonction de log-vraisemblance d�un processus AR(1) gaussien est donnée par :

L (�) = �n
2
log (2�)+

1

2
log[

1

�2n
(1� �2)]� 1

2�2
:[x21+x

2
n�� (x1x2 + xn�1xn)+Pn�2

i=1 ((��xi + (�2 + 1) xi+1 � �xi+2)xi+1)] (2:77)

Ou plus explicitement

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�) � n

2
log �2 + log (1� �2) � 1

2�2
[x21 + x

2
n �

�x1x2��xn�1xn+��
Pn�2

i=1 xixi+1+(�
2 + 1)

Pn�2
i=1 x

2
i+1��

Pn�2
i=1 xi+2xi+1]
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(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�)�n

2
log �2+log (1� �2)� 1

2�2
[
�
x21 + x

2
n +

Pn�2
i=1 x

2
i+1

�
+�

��
Pn�2

i=1 xixi+1 � �xn�1xn
�
+
�
��

Pn�2
i=1 xi+2xi+1 � �x1x2

�
+�2

Pn�2
i=1 x

2
i+1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�)� n

2
log �2+log (1� �2)� 1

2�2
[
Pn�1

i=0 x
2
i+1�

�
Pn�1

i=1 xixi+1 � �
Pn�2

i=0 xi+2xi+1 + �
2
Pn�2

i=1 x
2
i+1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�) � n

2
log �2 + log (1� �2) � 1

2�2
[
Pn

i=1 x
2
i �

2�
Pn�1

i=1 xixi+1 + �
2
Pn�2

i=1 x
2
i+1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�)�n

2
log �2+log (1� �2)� 1

2�2
[x21+

Pn
i=2 x

2
i�

2�
Pn

i=2 xixi�1 + �
2x21 � �2x21 + �2

Pn�2
i=1 x

2
i+1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�) � n

2
log �2 + log (1� �2) � 1

2�2
[
Pn

i=2 x
2
i �

2�
Pn

i=2 xixi�1 + x
2
1 � �2x21 + �2

Pn�2
i=0 x

2
i+1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�)� n

2
log �2+log (1� �2)� 1

2�2
[x21 (1� �2)+Pn

i=2 x
2
i � 2�

Pn
i=2 xixi�1 ++�

2
Pn

i=2 x
2
i�1]

(2:77) () L (�) = �n
2
log (2�)� n

2
log �2+log (1� �2)� 1

2�2
[x21 (1� �2)+Pn

i=2 (xi � �xi�1)x]
Finalement la fonction de log-vraisemblance d�un processus AR(1) gaus-

sien est donnée par :

L (#)=-
n

2
log (2�) -

n

2
log �2+

1

2
log
�
1-�2

�
-
1

2�2

"�
1-�2

�
x21+

nX
i=2

(xi-�xi�1)
2

#
(2.78)

2.4.2.3 Les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-

mètres de modèle autorégressif AR(1)

Nous remarquons que l�expression explicite de la fonction de vraisem-
blance est la même que celle de Cholesky, mais la maximisation de la vrai-
semblance étant réalisée par des méthodes numériques.
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Remarque 22 Les résultats que nous avons obtenus concèrnent seulement le
modèle autorégressif AR (1). dans le cas d�un modèle AR(p) nous avons ren-
contré des di¢ cultés pour obtenir les mbeme résultats mais (Hamilton; J:D)
a utillisé une autre façon pour donner l�expréssion explicite de la fonction de
vraisemblance pour un modèle AR(p), (V oir Annexe) :

2.5 Conclusion

Ce chapitre a fourni un traitement plus détaillé sur l�estimation du maxi-
mum de vraisemblance des paramètres d�un processus autorégressif AR(1).
Après de longs et complexes calculs, nous avons donné l�expression de la fonc-
tion de vraisemblance et on a réussi à trouver la forme analytique des esti-
mateurs de maximum de vraisemblance d�un processus autorégressif AR(1).
Dans le prochain chapitre, on con�rmera les résultats analytiques par une
étude de simulation des propriétés des estimateurs obtenus.
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Chapitre 3

Exemples et illustrations
numériques
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2.5 Analyse des qualités de l�estimateur EYW. . . . . . . . . . . . . . . 64
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2.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1 Introduction et notations

Ce chapitre est consacré à l�étude par simulation des propriétés asymp-
totiques à savoir la convergence, la normalité asymptotique et l�e¢ cacité des
estimateurs obtenus. Toutes les méthodes d�estimation ont été implantées
à l�aide du logiciel Matlab, exploité sous Windows . Nous présentons tout
d�abord le modèle et les critères de performance utilisés. Nous considérons
en suite les qualités de cet estimateur. Puis nous étudions les propriétés
asymptotique de l�estimateur obtenu de chaque méthode. En�n nous e¤ec-
tuons une comparaison avec les estimateurs obtenus, en analysant les gains
de performance dbus à l�estimation des di¤érentes méthodes, mais avant de
profonder dans ce chapitre nous donnons brièvement quelques notations que
nous allons utilisé durant notre travail.
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�MVC : La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant la décom-
position de Cholésky.

�MVTP : La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant l�inverse
de la matrice de Toeplitz.

� EYW : La méthode des équations de Yull-Walker.
�REQM : Racine de l�erreur quadratique moyenne.
�B : Biais.

3.2 Modèle et Critères de performance

Le modèle simulé est un modèle autorégressif d�ordre 1 suivant l�équation :

Xt = �Xt�1 + "t o�u "t � N
�
0; �2

�
: (3.1)

Ce modèle est réalisé à partir du générateur de nombres aléatoires issu de
la version 7.10.0 du logiciel MATLAB, les simulations sont faites pour les
di¤érentes valeurs du paramètre autorégressif � = (0:1; � 0:5; 0:9) avec
di¤érentes valeurs de la variance de l�innovation �2 = (1; 0:5) : Pour valider
les méthodes d�estimation qui sont présentées au Chapitre 3, on a d�abord
voulu véri�er si les paramètres � et �2 du processus autorégressif, sont bien
estimés. Pour ce faire, la racine de l�erreur quadratique moyenne et le biais
de chacun des paramètres ont été estimé à partir de r répétitions pour un
échantillon de taille n générés du modèle autorégressif d�ordre un. On rappelle
que si b�n est un estimateur de �, alors le biais et la racine carré de l�erreur
quadratique moyenne empirique sont donnés comme suit :

3.2.1 Le biais (Voir réf[9])

On dé�nit le biais de la façon suivante :

B
�b�n� = E �b�n�� �: (3.2)

On dit qu�un estimateur est sans biais si E
�b�n� = � et un estimateur sera

asymptotiquement non biaisé si limn�!1 B
�b�n� = 0.
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3.2.2 La racine de L�erreur quadratique moyenne (Voir réf[9])

Elle permet de dé�nir la qualité de l�estimateur au second degré.

REQM
�b�n� =rEQM �b�n� =

s
E

��b�n � ��2� (3.3)

Si limn�!1 (REQM) = 0 alors l�estimateur est asymptotiquement consis-
tant.
Et le lien entre les trois mesures est :

REQM
�b�n� =rV ar �b�n�+B �b�n�2 (3.4)

Remarque 23 Quand les deux expression explicite pour REQM
�b�� ; B �b��

ne sont pas disponible, comme c�est le cas ici, on les estime par :

B
�b�� = 1

r

rX
i=1

b�in � � (3.5)

R\EQM
�b�� = 1

r

rX
i=1

�b�in � ��2 (3.6)

où b�(1)n ; :::; b�(r)n sont les estimateurs obtenus des di¤érentes réalisation.
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3.3 Analyse des qualités de l�estimateurMVC

Pour évaluer la performance de la méthode du Maximum de Vraisem-
blance utilisant la décomposition de Cholésky (MVC) décrite au Chapitre 3,
on estimera la moyenne, le Biais et la racine de l�erreur quadratique moyenne
pour di¤érentes tailles d�échantillon. Et aussi on représente la distribution
asymptotique de l�estimateur du paramètre autorégressif selon l�histogramme
pour deux tailles d�échantillon di¤érentes.

3.3.1 Résultats numériques

Les Tableaux (3:1), (3:2), (3:3) présentent les résultats de la moyenne, le
biais et La racine de l�erreurs quadratiques moyennes estimés empiriquement
de l�estimateur b� = �b�; b�2� à partir de r=10000 réalisation selon la méthode
de (MVC) et les tailles d�échantillons considérées furent n = 50, 100, 1000,
10000. Et dans les �gures (3:1), (3:2) nous présentons la distribution de
l�estimateur du MVC pour deux tailles di¤érentes n=50 et n=10000 à partir
de 10000 réalisation.

n=50 n=100 n=1000 n=10000

� �2 E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
0.0944
-0.4806
0.8676

0.9824
0.9785
0.9905

0.0992
-0.4894
0.8830

0.9874
0.9900
0.9922

0.0996
-0.4987
0.8982

0.9988
0.9992
0.9987

0.1000
-0.4997
0.8998

0.9997
1.0000
0.9999

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.0992
-0.4818
0.8671

0.4912
0.4915
0.4942

0.0971
-0.4900
0.8828

0.4949
0.4950
0.4946

0.1005
-0.4991
0.8980

0.4993
0.4994
0.4994

0.1001
-0.4998
0.8999

0.5000
0.4999
0.4999

Table 3.1 : Les moyennes des estimateurs du MVC des paramètres du modèle
autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 10000 répétitions.
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n=50 n=100 n=1000 n=10000

� �2 B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
-0.0056
0.0194
-0.0324

-0.0176
-0.0215
-0.0095

-0.0007
0.0106
-0.0170

-0.0126
-0.0100
-0.0078

-0.0003
0.0013
-0.0018

-0.0012
-0.0008
-0.0013

0
0.0003
-0.0001

-0.0002
0
-0.0001

0.1
-0.5
0.9

0.5
-0.0008
0.0182
-0.0329

-0.0088
-0.0085
-0.0058

-0.0029
0.0100
-0.0172

-0.0051
-0.0050
-0.0054

0.0005
-0.0009
-0.0020

-0.0007
-0.0005
-0.0005

0.0001
0.0002
-0.0001

0
0
-0.0001

Table 3.2 : Le biais des estimateurs du MVC des paramètres du modèle au-
torégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 10000 répétitions.

n=50 n=100 n=1000 n=10000
REQM REQM REQM REQM

� �2 b� b�2 b� b�2 b� b�2 b� b�2
0.1
-0.5
0.9

1
0.1413
0.1254
0.0841

0.1996
0.1974
0.2011

0.0997
0.0888
0.0533

0.1433
0.1407
0.1400

0.0311
0.0276
0.0144

0.0447
0.0440
0.0445

0.0099
0.0087
0.0043

0.0143
0.0139
0.0140

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.1399
0.1269
0.0844

0.0985
0.0993
0.1005

0.0996
0.0871
0.0528

0.0702
0.0705
0.0704

0.0315
0.0275
0.0143

0.0224
0.0224
0.0223

0.0099
0.0086
0.0043

0.0070
0.0070
0.0071

Table 3.3 : La racine de l�erreur quadratique moyenne des estimateurs du
MVC des paramètres du modèle autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide de
10000 répétitions.

3.3.2 La Distribution asymptotique de l�estimateur du
MVC

La normalité asymptotique de l�estimateur du (MVC) sera analysée à
travers l�histogramme de la distribution de l�estimateur de paramètre auto-
régressif. On prend le cas où le paramètre autorégressif est faible (� = 0:1)
et la variance de l�innovation est égale à 1. Les �gures (3:1), (3:2) présentent
la distribution de l�estimateur du (MVC) pour deux tailles di¤érentes n=50
et n=10000 à partir de 10000 réalisations.
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Figure 3.1 : Histogramme de l�estimateur
du MVC de parametre � = 0:1 a partir de

10000 realisations pour n=50.
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Figure 3.2 : Histogramme de l�estimateur
du MVC de parametre � = 0:1 a partir
de 10000 realisations pour n=10000.

3.3.3 Interprétation des résultats

A la vue des résultats des tableaux (3:1), (3:2), (3:3) on constate les points
suivants :
� On remarque que le Biais de b� et b�2sont petits dans tous les cas considérés.
Plus n augmente le Biais de b�2et de b� diminue jusqu�a son annulation, donc
on peut dire que l�estimateur du (MVC) est asymptotiquement sans biais.

� Les REQM sont généralement petites dans tous les cas considérés.

� Les estimateurs des paramètres � et �2 performent bien pour di¤érents cas
considérés. De plus, ces estimateurs devinent davantage précis à mesure que
la taille des échantillons augmente, car les REQM et le biais sont d�autant
plus faibles que le nombre d�observations est grand.

� Egalement, on constate que la valeur du paramètre autorégressif � ne
semble pas exercer une grande in�uence sur la précision de b�. Ce n�est pas
le cas de la variance : en e¤et, les REQM de b�2sont beaucoup plus grandes
pour �2 = 1 que pour �2 = 0:5.
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� Nous remarquons d�après les �gures (3:1), (3:2) Lorsque la taille d�échan-
tillon n augmente, la distribution de l�estimateur b� se rapproche de plus en
plus de la courbe en cloche de la loi normale.

Finalement ces résultats montrent également que la méthode d�estima-
tion de (MVC) est e¢ cace et donne d�excellents résultats, car l�estimateur
de (MVC) admet des propriétés asymptotiques comme la convergence, la
normalité asymptotiques et il est asymptotiquement sans biais.

3.4 Analyse des qualités de l�estimateurMVTP

Plusieurs simulations ont été réalisées pour étudier le comportement de
l�estimateur du maximum de vraisemblance utilisant l�inverse de la matrice
de Toeplitz (MV TP ), ces simulations sont faites pour les di¤érentes va-
leurs du paramètre autorégressif et la variance de l�innovation tel que � =
(0:1;�0:5; 0:9) avec �2 = (1; 0:5) : Nous utilisons 100 réalisations pour plu-
sieurs valeurs de la taille n de l�échantillon, l�estimateur b� = �b�; b�2� est
calculé pour chaque réalisation et les résultats statistiques (la moyenne, le
biais , REMQ, la distribution de l�estimateur b�) sont donnés ci-dessous.
3.4.1 Résultats numériques

Les Tableaux (3:4), (3:5) et (3:6) présentent les résultats de la moyenne,
le biais et REQM de l�estimateur du MVTP à partir de 100 réalisation pour
les tailles d�échantillon n = 50, n = 100 et n = 1000, respectivement, et les
�gures (3:3) et (3:4) donne la distribution de l�estimateur du MVTP pour
deux tailles di¤érentes n=50 et n=1000 à partir de 100 réalisations.
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n=50 n=100 n=1000

� �2 E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
0.0856
-0.4795
0.8688

0.9739
0.9837
0.9836

0.0945
-0.4875
0.8879

0.9891
0.9971
0.9896

0.1071
-0.4938
0.8985

0.9968
0.9968
0.9967

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.1058
-0.4673
0.8669

0.7023
0.6896
0.7127

0.0940
-0.4887
0.8862

0.7016
0.6967
0.6944

0.1042
-0.4944
0.8870

0.5911
0.0735
0.5744

Table 3.4 : Les moyennes des estimateurs du MVTP des paramètres du mo-
dèle autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 100 répétitions.

n=50 n=100 n=1000

� �2 B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
-0.0144
0.0205
-0.0312

-0.0261
-0.0163
-0.0164

-0.0055
0.0125
-0.0121

-0.0109
-0.0029
-0.0104

0.0071
0.0062
-0.0015

-0.0032
-0.0032
-0.0033

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.0058
0.0327
-0.0331

0.2023
0.1896
0.2127

-0.0060
0.0113
-0.0138

0.2016
0.1967
0.1944

0.0042
0.0056
-0.0013

0.0911
0.0735
0.0744

Table 3.5 : Le biais des estimateurs du MVTP des paramètres du modèle
autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 100 répétitions.

n=50 n=100 n=1000
REQM REQM REQM

� �2 b� b�2 b� b�2 b� b�2
0.1
-0.5
0.9

1
0.1412
0.1117
0.0820

0.1017
0.1016
0.1006

0.1073
0.0824
0.0447

0.0793
0.0736
0.0656

0.0320
0.0278
0.0145

0.0247
0.0247
0.0247

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.1287
0.1375
0.0754

0.2128
0.2026
0.2241

0.0966
0.0873
0.0529

0.2058
0.2032
0.2008

0.0221
0.0250
0.0165

0.1963
0.1811
0.1801

Table 3.6 : La racine de l�erreur quadratique moyenne des estimateurs du
MVTP des paramètre du modèle autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide
de 100 répétitions.
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3.4.2 La Distribution asymptotique de l�estimateur du
MVTP

Nous présentons l�histogramme de la distribution de l�estimateur de pa-
ramètre autorégressif dans le cas où � = 0:1 pour les tailles d�échantillon
50, 1000 à partir de 100 réalisations.
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Figure 3.3 : Histogramme de l�estimateur
du MVTP de parametre � = 0:1 a partir

de 100 realisations pour n=50.
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Figure 3.4 : Histogramme de l�estimateur
du MVTP de parametre � = 0:1 a partir

de 100 realisations pour n=1000.

3.4.3 Interprétation des résultats

Selon les résultats des Tableaux (3:4), (3:5),(3:6) on voit que :

� les estimateurs sont proches des vraies valeurs et cela pour les divers cas
considérés et di¤érentes tailles d�échantillon n, et plus n augmente plus les
estimateurs s�améliorent et s�approchent de la vraie valeur des paramètres,
et plus la valeur du biais diminue.

� Les REQM sont généralement très petites. Egalement, on voit que la per-
formance (REQM) des estimateurs a diminuer lorsque la taille d�échantillon
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n augmente, donc on peut dire que l�estimateur du MVTP est asymptotique-
ment consistant.

� la valeur du paramètre autorégressif � ne semble pas exercer une grande
in�uence sur la précision de b�. Ce n�est pas le cas de la variance : en e¤et, la
REQM de b�2sont beaucoup plus grandes pour �2 = 0:5 que pour �2 = 1.
� D�après les �gures (3:3), (3:4) on remarque que Plus la taille d�échantillon
n augmente, la distribution de l�estimateur de paramètre autorégressif b� se
rapproche de plus en plus de la courbe en cloche de la loi normale, alors
l�estimateur du MVTP de paramètre autorégressif � est asymptotiquement
distribué selon une loi normale.

Ces simulations intensives con�rment que la méthode du MVTP donne
des bons résultats, les propriétés asymptotiques générales sont véri�ées soit la
convergence et la normalité asymptotique et aussi l�estimateur du MVTP est
asymptotiques sans biais, mais l�inconvénient c�est qu�elle exige beaucoup de
temps pour l�exécution à cause du calcul de déterminant de la matrice ��1.

3.5 Analyse des qualités de l�estimateur EYW

La méthode de Yulle-Walker est une méthode d�estimation autorégressive
qui est la plus simple et la plus rapide, pour analyser le comportement de
l�estimateur (EYW), on a généré 10000 réalisations pour plusieurs valeurs de
la taille n de l�échantillon avec di¤érentes valeurs de � et �2:

3.5.1 Résultats numériques

Dans les tableaux(3:7), (3:8) et (3:9) nous donnons les résultats de la
moyenne, le biais et REQM de l�estimateur du MVTP à partir de 10000
réalisation pour les tailles d�échantillon n = 50, n = 100 et n = 1000, n=10000
respectivement, et les �gures 3.3 et 3.4 donne la distribution de l�estimateur
du EYW pour deux tailles di¤érentes n=50 et n=1000 à partir de 10000
réalisations.
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n=50 n=100 n=1000 n=10000

� �2 E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2) E(b�) E(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
0.0965
-0.4715
0.8470

0.9792
1.0111
1.0656

0.0978
-0.4847
0.8733

0.9889
1.0066
1.0313

0.0994
-0.4985
0.8971

0.9996
0.9986
1.0034

0.1000
0.4999
0.8997

1.0010
1.0000
1.0002

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.095
-0.4709
0.8700

0.4880
0.4930
0.6977

0.0982
-0.4853
0.8722

0.4959
0.4972
0.5154

0.1018
-0.4985
0.8973

0.4970
0.4998
0.5015

0.1000
-0.4998
0.8998

0.5000
0.5000
0.5000

Table 3.7 : Les moyennes des estimateurs du EYW des paramètres du modèle
autorégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 10000 répétitions.

n=50 n=100 n=1000 n=10000

� �2 B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2) B(b�) B(b�2)
0.1
-0.5
0.9

1
-0.0035
0.0285
-0.0530

-0.0208
0.0111
0.0656

-0.0022
0.0153
-0.0267

-0.0111
0.0066
0.0313

-0.0006
0.0015
-0.0029

-0.0004
-0.0014
0.0034

0
0.0001
-0.0003

0.001
0
0.0002

0.1
-0.5
0.9

0.5
-0.0050
0.0291
-0.0300

-0.0102
-0.0070
0.1977

-0.0018
0.0147
-0.0278

-0.0041
-0.0028
0.0154

0.0018
0.0015
-0.0027

-0.0030
-0.0002
0.0015

0
0.0002
-0.0002

0
0
0

Table 3.8 : Le biais des estimateurs du EYW des paramètres du modèle au-
torégressif d�ordre un, estimées à l�aide de 10000 répétitions.

n=50 n=100 n=1000 n=10000
REQM REQM REQM REQM

� �2 b� b�2 b� b�2 b� b�2 b� b�2
0.1
-0.5
0.9

1
0.1364
0.1245
0.0963

0.1993
0.2022
0.2573

0.0982
0.0887
0.0585

0.1411
0.1433
0.1615

0.0318
0.0274
0.0142

0.0450
0.0447
0.0450

0.0100
0.0086
0.0044

0.0142
0.0146
0.0142

0.1
-0.5
0.9

0.5
0.1380
0.1274
0.0802

0.1004
0.0989
0.2099

0.0989
0.0879
0.0590

0.0701
0.0707
0.0818

0.0317
0.0275
0.0143

0.0223
0.0220
0.0228

0.0099
0.0087
0.0044

0.0070
0.0071
0.0070

Table 3.9 : La racine de l�erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du
EYW du modèle AR(1), estimées à l�aide de 10000 répétitions.
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3.5.2 La Distribution Asymptotique de l�Estimateur

EYW

La normalité asymptotique de l�estimateur du EYW sera analysée à tra-
vers l�histogramme de la distribution de l�estimateur de paramètre autoré-
gressif. Les �gures (3:5), (3:6) présentent la distribution de l�estimateur du
EYW dans le cas � = 0:1 pour deux tailles di¤érentes n=50 et n=10000 à
partir de 10000 réalisations.
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Figure 3.5 : Histogramme de l�estimateur
du EYW de parametre � = 0:1 a partir de

10000 realisations pour n=50.
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Figure 3.6 : Histogramme de l�estimateur
du EYW de parametre � = 0:1 a partir de

10000 realisations pour n=10000.

3.5.3 Interprétation des résultats

D�après les résultats des Tableaux (3:7), (3:8), (3:9) on remarque que :
� Le biais de b� et b�2 sont petites dans tous les cas considérés . On remarque
aussi que les estimateurs deviennent davantage précis à mesure que n aug-
mente en plus le biais se diminue jusqu�a s�annule. donc on peut dire que
l�estimateur de EYW est asymptotiquement sans biais .

� Les REQM sont généralement très petites dans tout les cas considérés et
plus n augmente plus la valeur REQM diminue.
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� D�après les �gures (3:5), (3:6) on remarque que Plus la taille d�échantillon
n augmente, la distribution de l�estimateur de paramètre autorégressif b� se
rapproche de plus en plus de la courbe en cloche de la loi normale, alors
l�estimateur du EYW de paramètre autorégressif � est asymptotiquement
distribué selon une loi normale.

Ces résultats montrent que l�estimateur de EYW est : asymptotiquement
sans biais, converge vers la vrai valeur, et l�estimateur du paramètre autore-
gressif est asymptotiquement distribué selon la loi normale.

3.6 Etude comparative

L�objectif de ce paragraphe est d�analyser par simulation l�importance
de chacun des points qui di¤érencient les procédures MVC, MVTP, EYW.
Pour se faire on s�intéresse à les valeurs du REQM et ceux de biais quand
le nombre d�observations augmente et on rappelle que la racine de l�erreur
quadratique moyenne et le biais sont très utiles pour comparer plusieurs
estimateurs. Si les deux estimateurs à comparer sont biaisés ou sans biais,
l�estimateur le plus e¢ cace est simplement celui qui a l�erreur quadratique
moyenne la plus faible, (Voir réf[12]) :

Les valeurs du REQM et ceux de biais sont calculés pour di¤érentes va-
leurs de � = (0:1;�0:5; 0:9) avec �2 = 1, à partir de 100 réalisations pour
n=25 jusqu�à 1000. Les résultats sont donnés sous forme de graphique.
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3.6.1 Résultats numériques

3.6.1.1 Première cas : synthèse de biais et de REQM pour � = 0:1

avec �2 = 1
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Figure 3.7 : Synthse de biais de l�estimateur b� obtenu en
fonction de n
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Figure 3.8 : Synthse de biais de l�estimateur b�2obtenu en
fonction de n
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Figure 3.9 : Synthse de REQM de l�estimateur b� obtenu
en fonction de n
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Figure 3.10 : Synthse de REQM de l�estimateur b�2obtenu
en fonction de n
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3.6.1.2 Deuxième cas : synthèse de biais et de REQM � = �0:5

avec �2 = 1
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Figure 11 : Synthse de biais de l�estimateur b� obtenu en
fonction de n

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

n: la taille d'échantillon

Bi
ai

s

sigmch
sigmyw
sigmtp

Figure 12 : Synthse de biais de l�estimateur b�2obtenu en
fonction de n

70



0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

n: la taille d'échantillon

R
E

Q
M

data1
data2
data3

Figure 13 : Synthse de REQM de l�estimateur b� obtenu
en fonction de n.
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Figure 14 : Synthse de REQM de l�estimateur b�2obtenu
en fonction de n.

71



3.6.1.3 Troisième cas : synthèse de biais et de REQM pour � = 0:9

avec �2 = 1
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Figure 15 : Synthse de biais de l�estimateur b� obtenu en
fonction de n
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Figure 16 : Synthse de biais de l�estimateur b�2 obtenu en
fonction de n.
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Figure 17 : Synthse de REQM de l�estimateur b� obtenu en
fonction de n.
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Figure 18 : Synthse de REQM de l�estimateur b�2obtenu en
fonction de n.
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3.6.2 Interprétation des résultats

D�après les �gures des synthèses du biais et de la REQM on remarque
que :

� Pour les trois cas, elles con�rment la convergence de l�estimateur obtenu
de chaque méthode. On constate aussi que le biais devient négligeable à partir
de n � 500, en particulier par rapport à la REQM qui décroit régulièrement.

� L�estimateur de la variance de l�innovation de MVTP est plus e¢ cace
que l�estimateur de MVC et de EYW par contre l�estimateur de paramètre
autorégressif de MVC et de MVTP leurs REQM sont presque équivalents et
ces deux dernières sont inférieurs que la REQM de EYW.

� Les biais des estimateurs des paramètres (�; �2) de EYW sont plus
grand que ceux de MVC et de MVTP et ils sont presque équitables quand
n � 800:

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pu montrer des bonnes propriétés asympto-
tiques des estimateurs obtenus de chaque méthodes, telles que la convergence
et la normalité asymptotique. Notons par ailleurs que l�estimation des para-
mètres d�un modèle autorégressif AR(1) utilisant la méthode MVTP donne
de bons résultats,l�inconvénient est que son mise en �uvre complexe et lourde
en temps de calcul. La méthode MVC donne presque les mêmes estimations
que MVTP et elle n�exige pas beaucoup de temps d�exécution, par contre
la méthode de yule- walker est plus simple et la plus rapide mais également
moins performante dans le cas de séries courtes.
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Conclusion Générale

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté une étude basée sur l�es-
timation des paramètres de processus linéaire gaussien autorégressif AR(p)
à partir d�une suite de n observations, et notre intérêt a été focalisé sur la
méthode de Maximum de Vraisemblance.

Les résultats de ce travail se résument principalement en les points sui-
vants :

i) Dans le premier chapitre on présente une méthode proposé par Xiao-
GuangLv, Ting �zhu Huang qui nous a permis de calculer l�inverse de la
matrice de covariance d�un modèle autorégressif d�ordre 1

ii) Dans le deuxième chapitre nous avons considéré l�estimation du maximum
de vraisemblance pour le modèle autorégressif, nous avons construit les ex-
pressions explicites de la fonction de vraisemblance pour un modèle AR(1)
et nous avons détecter l�EMV exact dans le cas d�un modèle autorégressif
d�ordre 1.
Ce qui concerne le modèle AR(1) notre point de départ c�est d�utiliser

deux méthodes :
1. La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant la décomposition de
Cholésky qui nous a permis de trouver la forme analytique de l�EMV.
2. La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant l�inverse de la ma-
trice de Toeplitz basée essentiellement sur le calcule de l�inverse de la matrice
variance-covariance et son déterminant, mais avec cette dernière nous obte-
nons l�expression explicite de la fonction de vraisemblance est la même de
celle de Cholesky, mais la maximisation de la vraisemblance étant réalisé par
des méthodes numériques.

iii) Dans le troisième chapitre nous avons validée les propriétés asympto-
tiques de l�estimateur obtenu de chaque méthode par une simulation numé-
rique, nous e¤ectuons une comparaison avec la méthode de Yule-Walker.
Nous constatons que les deux méthodes MVC et MVTP donnent presque

les mêmes estimations et des résultats trés satisfaisants, mais l�inconvénient
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de la méthode MVTP demande beaucoup de temps d�exécution de pro-
gramme par rapport à MVC quelle est basé sur des formules explicites du
l�EMV et facilement programmables pour des applications potentielles. La
comparaison entre les méthodes (MVC, MVTP, EYW) montre la supériorité
de la méthode de MVC notamment en terme de temps d�exécution par rap-
port à la méthode de MVTP et ces deux dernières sont bien meilleurs que la
méthode de Yule-Walker dans le cas de séries courtes .

Nous espérons qu�à travers ce mémoire nous avons pu répondre à la pro-
blématique posée et que cette étude a denné les réponces espérées.
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Annexe

Application la méthode du maximum de vraisem-
blance au modèle autorégressif AR(p)

L�évaluation de la fonction de vraisemblance du modèle autorégressif
d�ordre p on se basant sur la relation unissant les fonctions de densité jointe,
marginale et conditionnelle, (voir réf[13]) :
Soit un processus AR(p) gaussien :

Xt = �1Xt�1 + :::+ �pXt�p + "t o�u "t � N(0; �2) (1)

Le vecteur contenant les paramètres de la population à estimer est :

� =
�
�1;�2; :::;�p; �

2
�
: (2)

Dé�nissons Xp comme le vecteur de dimension (p � 1) qui contient les p
premières observations de l�échantillon (X1; X2; : : : ; Xp): De plus, nous sa-
vons que le processus AR(p) est centré . Dé�nissons �2Vp comme la matrice
variance-covariance de (X1; X2; : : : ; Xp) :

�2Vp =

0BBB@
E (X1)

2 E (X1:X2) � � � E (X1:Xp)

E (X2:X1) E (X2)
2 � � � E (X2:Xp)

...
... � � � ...

E (Xp:X1) E (Xp:X2) � � � E (Xp)
2

1CCCA

�2Vp =

0BBB@

 (0) 
 (1) � � � 
 (p� 1)

 (1) 
 (0)

. . .
...

...
. . . . . . 
 (1)


 (p� 1) � � � 
 (1) 
 (0)

1CCCA (3)

Où 
j est l�auto-covariance d�ordre j pour un processus AR(p).
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La densité des p premières observations est celle d�une variable qui suit
une loi N(0; �2Vp) est :

fXp (x1; x2; : : : ; xp; �) = (2�)
� p
2
�
det
�
�2Vp

��� 1
2

exp

�
� 1

2�2
X t
pV

�1
p Xp

�
(4)

Pour le reste des observations dans l�échantillon, (Xp+1; Xp+2; : : : ; Xn), il est
possible d�utiliser la décomposition de l�erreur de prévision. Conditionnelle
aux t�1 premières observations, l�observation t est gaussienne et de moyenne
égale �1xt�1+�2xt�2+: : :+�pxt�p et de variance �2. Seuls les p observations
les plus récentes sont prises en considération pour cette distribution. Alors,
pour t > p :

fXtjXt�1;:::;X1 (xt j xt�1; :::; x1; �) = fXtjXt�1;:::;Xt�p(xt j xt�1; :::; xt�p; �)

fXtjXt�1,...,X1 (xt j xt-1,...,x1; �) =
1p
2��2

exp

"
- (xt-�1xt-1-�2xt-2-. . . -�pxt-p)

2

2�2

#
(5)

La fonction de vraisemblance pour la totalité de l�échantillon X = (X1; X2; : : : ; Xn)
t

s�écrit :

fX (xnxn�1; :::; x1; �) = fXp (x1; x2; : : : ; xp; �)�
nY

t=p+1

fXtjXt�1;:::;Xt�p (xt j xt�1; :::; xt�p; �)

Et la log-vraisemblance est alors :
L (�) = log fX (xnxn�1; :::; x1; �)

L (�) = �p
2
log (2�)�p

2
log (�2)+

1

2
log
�
detV �1p

�
� 1

2�2
X t
pV

�1
p Xp�

n� p
2

log (2�)�
n� p
2

log (�2)�
Pn

t=1+p

(xt � �1xt�1 � �2xt�2 � : : :� �pxt�p)2

2�2

Dés lors :

L (�) = �n
2
log (2�)� n

2
log
�
�2
�
+
1

2
log
�
detV �1p

�
� 1

2�2
X t
pV

�1
p Xp

�
nX

t=1+p

(xt � �1xt�1 � �2xt�2 � : : :� �pxt�p)2

2�2
(6)

L�évaluation de (6) nécessite inversant la matrice Vp d�ordre (p� p) ;on note
l�élément de V �1p de la colonne j et de ligne i par vij (p).
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Galbraith montré que, (voir réf[10]) :

vij (p) =

"
i�1X
k=0

�k�k+j�i �
p+i�jX

k=p+1�j

�k�k+j�i

#
pour 1 � i � j � p (7)

où �0 = �1:Valeurs de vij (p) pour i � j on peut le déduire du fait que V �1p

est symétrique (vij (p) = vji (p)) :

Exemple 24 Pour un processus AR(1), V �1p est un scalaire, dont la valeur
est trouvé en prenant i = j = p = 1 :

V �11 =
�P0

k=0�k�k �
P1

k=1�k�k
�
= (�20 � �21) = (1� �21) : ainsi la va-

riance de AR(1) est 
0 = �
2V =

�2

(1� �21)
:

si on substitue la valeur de V �11 dans (6) on obtient la fonction de log
vraisemblance de AR( 1) est la même de celle de Cholésky.

L (�) = �n
2
log (2�)�n

2
log �2+

1

2
log
�
1� �2

�
� 1

2�2

"�
1� �2

�
x21 +

nX
i=2

(xi � �xi�1)2
#

Exemple 25 pour un processus AR(2) la relation (7) implique :

V �12 =

�
(1� �22) � (�1 + �1�2)

� (�1 + �1�2) (1� �22)

�

On calcule facilement det
�
V �12

�
et X t

2V
�1
2 X2

det
�
V �12

�
= det

�
(1 + �2)

�
(1� �2) ��1
��1 (1� �2)

��
= (1 + �2)

2 �(1� �2)2 � �21�
X t
2V

�1
2 X2 =

�
x1; x2

�
(1 + �2)

�
(1� �2) ��1
��1 (1� �2)

��
x1
x2

�

= (1 + �2) [(1� �2)x21 � 2�1x1x2 + (1� �2)x22]
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La fonction de log vraisemblance exacte de processus AR(2) est sous la
forme suivante :

L (�) = �n
2
log (2�)� n

2
log
�
�2
�
+
1

2
log
�
(1 + �2)

2 �(1� �2)2 � �21��
�
�
(1 + �2)

2�2

��
(1� �2)x21 � 2�1x1x2 + (1� �2)x22

�
�

nX
t=1+p

(xt � �1xt�1 � �2xt�2)2

2�2

Remarque 26 Le log-vraisemblance du modèle AR(p) est une fonction non
linéaire compliquée de � = (�1;�2; :::;�p; �2). Il est impossible de trouver la
forme analytique des estimateurs de maximum de vraisemblance . Alors la
maximisation de la vraisemblance étant réalisé par des méthodes numériques
(par exemple : par la méthode de Newton-Raphson, la méthode de score).
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