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Résumé

L’objet principal du présent mémoire consiste a étudier les probléemes
de l'estimation des parameétres de processus linéaire gaussien autoregressif
a partir d’'une suite de n observations. L'un des problémes rencontrés est
celui d’exprimer explicitement la fonction de vraisemblance et de trouver la
forme analytique de I'estimateur du maximum de vraisemblance. Pour cela,
on élabore deux méthodes.

La premiére, utilisant la décomposition de Cholesky qui nous a permis de
trouver la forme analytique de ’estimateur.

La deuxiéme méthode utilisant I'inverse de la matrice de Toeplitz, basée
essentiellement sur le calcul de I'inverse de la matrice variance-covariance et
son déterminant.

Et enfin on valide les résultats par des programmes de simulation. Une
étude comparative entre les performances des estimateurs du maximum de
vraisemblance développés dans ce mémoire et ceux de Yule Walker sera mise
en oeuvre.

Mots-clés :

Séries chronologiques- Processus aléatoires- Modeles AR(p)- Matrice de
Toeplitz- La fonction de vraisemblance- Estimateur de maximum de vraisemblance-
Décomposition de Cholesky- La méthode de Cardon- Normalité asymptotique-
Convergence.
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Introduction Générale

L’un des axes de recherche fondamental en statistiques est la création
de modeles pour expliquer le comportement de phénomenes aléatoires, com-
prendre le hasard et réduire les incertitudes. Les processus aléatoires ont ainsi
fourni des modeéles pour analyser de nombreuses données issues de I’économie
(1971), la biologie(1960), la théorie du signala (1963), la météorologie(1968)
et 'astronomie (1906).

Le travail que nous présentons dans le cadre de cette étude, concerne
une classe particuliére de processus linéaires stationnaires autorégressifs tres
employée. Cette classe construite a partir de I'idée que ’observation au temps
t s’explique linéairement par les observations précédentes.

Nous nous intéressons principalement au probléme d’estimation des para-
meétres de processus linéaire gaussien autorégressif AR (p) a partir d’une suite
de n observations. Diverses méthodes d’estimations des parameétres inconnus
peuvent étre utilisées. Parmi ces méthodes, Yule Walker et le Maximum de
Vraisemblance.

Yulle Walker est une méthode autorégressive consiste & reprendre les
équations de Yule-Walker en inversant les relations, on exprime les coeffi-
cients en fonction des autocovariances.

Maximum de Vraisemblance est la recherche des valeurs pour ces para-
meétres qui maximisent la fonction de vraisemblance. Mais cette méthode
est délicate car la fonction de vraisemblance est trés complexe et n’a pas
de dérivée analytique a cause du calcul de I'inverse de la “grosse” matrice
variance-covariance et son déterminant.

Dans le présent mémoire, Nous répondrons aux trois questions suivantes :
1. Comment détecter 'expression explicite de la fonction de vraisemblance ?
2. Peut-on trouver la forme analytique de I’estimateur de maximum de vrai-
semblance des parameétres de processus linéaire gaussien Autorégressif?
3. Cet estimateur a-t-il des propriétés asymptotiques (la convergence, la nor-
malité asymptotique et Uefficacité) ?



Le premier chapitre est consacré a la présentation des notions de base en
séries chronologiques par la suite nous donnons des propriétés mathématiques
des modeles autorégressifs, la définition de la matrice de Toeplitz et ’étude
de ces propriétés. On a suggeré aussi une méthode de Xiao-GuanglLv, Ting
—zhu Huang , qui propose l'inverse d’une matrice de Toeplitz.

Dans le seconde chapitre, nous avons abordé 1’étude de I’estimation obte-
nue a partir de la vraisemblance exacte ,premiérement il s’agit de construire
la fonction de vraisemblance deuxiémement, il s’agit de trouver ’estimateur
qui maximise cette fonction de vraisemblance, mais la maximisation et méme
le calcul de cette vraisemblance étaient relativement difficile, en particulier a
cause du calculs I'inverse de la matrice covariance et son déterminant, surtout
lorsque n devient relativement grand.

Pour résoudre ce probleme, on utilise deux méthodes :

1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky qui nous a permis de
trouver la forme analytique de ’estimateur.

2. La méthode utilisant I'inverse de la matrice de Toeplitz basée essentielle-
ment sur le calcul de I'inverse de la matrice variance-covariance, nous utilisons
le théoréme de Xiao-Guang Lv, Ting —zhu Huang, et avec cette derniére nous
obtenons ’expression explicite de la fonction de vraisemblance est la méme
de celle de Cholesky, mais la maximisation de la vraisemblance étant réalisé
par des méthodes numériques.

Dans le dernier chapitre on propose une illustration numérique sur un
exemple, & partir d’'un échantillon aléatoire simple d’une loi normale multi-
variée. Par la suite nous étudions les propriétés asymptotique de I'estimateur
obtenu de chaque méthode et une étude comparative entre les performances
des estimateurs du maximum de vraisemblance et ceux de Yule Walker sera
mise en oeuvre.



Chapitre 1

Les processus stationnaires et
les matrices de Toeplitz

Sommaire

1.1 Introduction . . . .. ... ... L 3
1.2 Notions de base en séries chronologiques . . . .. ... ....... 4
1.3 Présentation des modeles stationnaires autorégressifs . . . . . . 7
1.4 Les matrices de Toeplitz .. ........ ... ... ... .... 11
1.5 Conclusion . . . ... 16

1.1 Introduction

Une série chronologique est un processus stochastique (X;)iez, ot ¢
représente le temps. Dans ce chapitre, plusieurs concepts importants liés a
I’analyse de séries chronologiques seront abordés. Parmi ceux-ci, on retrouve
les notions d’autocorrélation, de stationnarité et de bruit blanc. On énoncera
également I’étude d’une famille de processus linéaires stationnaires. Cette
classe des processus autorégressifs jouera le role prépondérant dans notre
modélisation, nous nous intéressons aux propriétés et la forme théorique des
différents moments d’un processus AR(p) et aussi on donne la définition de
la matrice de Toeplitz. On présentera également la méthode, proposée par
Xijao-GuangLv & Ting-Zhu Huang (voir ref19]), de 'inversion d’une matrice
de Toeplitz.



1.2 Notions de base en séries chronologiques

1.2.1 La fonction d’autocovariance (voir ret[13])

Définition 1 La fonction d’autocovariance mesure la covariance entre deux
valeurs Xy, et Xy, elle fournit des informations sur [’évaluation de la
série et sur les liaisons temporelles pouvant exister entre les différentes com-
posantes de la série. La fonction d’autocovariance 7y (h) d’un processus sta-
tionnaire X,; est définie comme suit :

v (h) = cov(Xepn, Xo) = E[(Xepn — E(Xepn)) (X — E(X))] - (11)

Propriétés :

~ 7(0) = cov (X, X;) = E[(X, — E(X)))*] = Var (X;) > 0.
— | v(h)| <v(0) (Vinégalitée Cauchy-Schwartz).
— v (h) =~ (=h) (symétrique, fonction paire).

1.2.2 La fonction d’autocorrélation (voir rets))
1.2.2.1 La fonction d’autocorrélation simple

Définition 2 On étudie la "mémoire” d’un processus en calculant son au-
tocorrélation de retard h noté p,

Xion, X
pp = corr (Xopn Xy) = cov (Xeen, Xt) (1.2)
0X:0X 4,

qut mesure le lien entre les valeurs du processus ‘a deux dates distantes de h.
Pour un processus stationnaire, p;, prend une forme plus simple :

() w3

o A0V 10

Remarque 3 On peut tracer la courbe p (h) = f (h) qui est appelée le cor-
rélogramme.




1.2.2.2 La fonction d’autocorrélation partielle

Définition 4 De méme, on définit [’autocorréation partielle de retard h comme
la corrélation entre (X; — X[) et (Xt_h — X;‘_h) ou X; désigne la régression
de X; sur les (h — 1) valeurs {X; 1, Xy o, ... X4 pi1}:

cov (Xt - X/ X — Xt*_h)

U(Xt—Xt*)U(Xt_h—X;_h)

T =corr (X; — X/, Xoop — X)) = (1.4)

h—1 h—1 .
avec X7 =Y o Xpy , X, =" 0 Xi—k oules ay et les B, sont
les coefficients des régressions.

Remarque 5 La quantité (1.4) rend compte de l'intensité de la liaison entre
X; et X;_p en supprimant les liaisons induites par des variables intermé-
diaires {X;—1, X2, ...X4—p11}. On peut ainsi remarquer que pour tout pro-
cessus, p; = T1 puisque qu’il N’y a aucune variable intermédiaire entre X
et X;_p. Comme en régression multiple, [’estimation des 1), nous permet de
mesurer le retard qu’il faut remonter pour trouver une information originale
sur X;.

Remarque 6 En pratique, les p;, sont évidemment inconnus mais sur une
série {x;, 1 <t < n} on peut les estimer avec la formule naturelle suivante :

Yl (@ -7 X (@ —7)

Ph P —
Zt:l (2 — ZE)Q

ou T représente la moyenne des valeurs observées.

(1.5)

1.2.3 La stationnarité (voir re[1s])

La stationnarité est une caractéristique d’une série chronologique qui im-
plique que le comportement de la série ne dépend pas du temps. En particu-
lier, on dit qu’une série (X;)cz est stable si elle ne comporte pas de tendance
saisonniére, ni de tendance a la hausse ou & la baisse. Plus formellement, on
distingue deux types de stationnarité, a savoir forte et faible.

1.2.3.1 La stationnarité stricte

Définition 7 On dit qu’un processus aléatoire temporel (X; ,t € Z) est for-
tement stationnaire si, pour toute suite d’instants {t1,ts,...,t,}, il existe un

5



entier k quelconque tel que la f.d.p. jointe f de (Xy,, X4,, ..., Xy,) est identique
a la f.d.p. jointe de (Xt1+th2+h7 ...,thM) :

F Xy X)) = f (Ktvins s Xt (1.6)

Cette définition signifie que déplacer 'origine du temps de k périodes n’a
aucun incidence sur la distribution de probabilités de la v.a. temporelle Xj;.
Autrement dit, le processus est a ’équilibre. Le probléme posé par cette défi-
nition est qu’elle est trop stricte, i.e qu’elle est invérifiable de facon pratique.
En effet, il faudrait pouvoir calculer une f.d.p jointe pour chaque instant de
la série d’observations. Or, & chaque instant on ne dispose que d’une seule
donnée d’observation. C’est pourquoi on restreint dans les travaux appliqués
la notion de stationnarité a la stationnarité de second ordre encore qualifiée
de stationnarité au sens large.

1.2.3.2 La stationnarité au sens large

Définition 8 On dit qu’un processus aléatoire temporel (X; ,t € Z) est sta-
tionnaire de second ordre s’il vérifie les propriétés suivantes :

- Vte Z,E(X?) < oo.

-Vt € Z, E(X;) = u indépendant de ¢.

= V(t.h) € 2% cov (Xpyn, Xo) = E[(Xon — 1) (Xy = p)]) = v (h) .

Les deux premiéres propriétés signifient que la moyenne et la variance

du processus sont indépendantes de l'instant auquel ils sont mesurés. La
troisieme propriété que la covariance ne dépend que du seul retard k.

1.2.4 Le processus Bruit Blanc ( voir réf]20))

Le bruit blanc fait partie de la classe des processus stationnaires. Spéci-
fiquement (e;),., est un bruit blanc si :

- F <€t> = 0.

— E(e}) =02 < o0.

— pp, = corr (eg4p,€¢) = 0, pour tout h > 1.

Par conséquent, le comportement d 'un bruit blanc au temps ¢ n’a au-

cune incidence sur celui-ci au temps ¢ + h. On parle de bruit blanc gaussien
lorsque g; ~ N(0,0?).



1.2.5 Opérateur de retard (voir rsf|20])

L’opérateur B décale le processus d’une unié de temps vers le passé, pour
un processus stochastique (X;)icz, Vopérateur de retard, noté B, est défini
par :

BX;, =X, 4 (1.7)

1.3 Présentation des modéles stationnaires au-

torégressifs

Dans I'étude d’une série chronologique, il est naturel de penser que la
valeur de la série a la date ¢t peut dépendre des valeurs prises aux dates
précédentes X; = (Xy_1, X;_9,...). Il n’est généralement pas nécessaire de
prendre en compte tout le passé de la série et on peut le plus souvent se
limiter a p valeurs :

Xt = f(Xt_l,Xt_g,...) + & (18)

Ou &; est un bruit blanc.
1.3.1 Processus autorégressif AR(1) ( voir ref[13] )

Le processus autorégressif d’ordre 1, noté AR(1), est stationnaire et vérifie
I’équation :
Xy=c+®X, 1 +e& avec &~ N (0,0%) (1.9)

1.3.1.1 Stationnarité ,espérance, variance

La stationnarité implique que :
—si |®| > 1 processus X; est n’est pas stationnaire
-si [P <1 le processus X, est stationnaire.

On sait que le processus est stationnaire donc
E(Xy) =E(Xi1) =p (a)

Alors

E(X) =c+®FE(Xi1)+ E(g) (b)
Remplacons (a) dans (b) on obtient p=c+ du

7



Donc l'espérance de AR(1) est :

c
E(Xy) =p= 1.10
(X)=p="= (1.10)
On remplace la valeur de ¢ dans (1.9) on trouve :
Xt :/L(l — q)) +q)Xt,1 + &
Xt—M:‘%(Xt—l—M)Jrgt ,
E (X, — 1) = OE (X1 — )] + B () + 208 (X1 — )21
Or les ; ne sont pas corrélés entre eux donc :
E(X;—p)" =" E[(Xe1 — 1)*] =79
Yo = ®*70 +0+0°
02
ey
Alors la variance de AR(1) est :
o2
Var (Xy) =7 = =) (1.11)

1.3.1.2 Autocorrélation

On a

Tn=E (X — p) (Xen — p)] = PE[(Xy1 — p) (X — )]+ E (X — )]

On sait que (X;—j, — i) est une fonction linéaire avec £;_p, €t—p—1, Et—h—2....

Donc pour h >0 :

E [(Xt_l — 1) (X(tq)f(hq) — p)] = 9,1, avec h — 1 représentant la
période.

v, = ®v,_; au premier ordre et v, = ®"v,, le coefficient d’autocorréla-
tion vaut donc :

pp = 10— h (1.12)
Yo

Ce dernier résultat implique que, lorsque |®| < 1, les corrélogrammes auront
des allures décroissantes amorties.

1.3.2 Processus autorégressif AR(2)  (voir réfis)

Un processus AR(2) est un processus stationnaire qui vérifie une équation

de la forme :
Xt =c+ (I)lXt—l + (I)QXt_Q + & (113)



1.3.2.1 Stationnarité ,espérance, variance

La stationnarité implique que

E [Xt] =c+ q)lE (thl) + (I)QE (Xt72> + E (Et)
p=c+ ®p+ P+ 0 donc 'espérance de AR(2) est :

C

E[Xt]:M:—l—q)l—q)Q

(1.14)

Trouvons 7, :

Yo=E [(Xt - #)2]

”(Y)o = O E[(Xim1 — ) (Xy — )| FP2 B [( X0 — p) (X — )] +E [(e) (Xy — p)] -
il[(ft) (X — )] = E(e) (P10 (Xyo1 — p) + @2E (Xy 2 — 1) +&/)] = 0

Yo = P17, + oy + 0% = 1 @1y + paPas

P2 D, P2
= d2 2
Yo 1—¢2+1—(I)2+ 2/70"‘0'

Donc la variance de AR(2) est :

(1 — ®y) 02
(1+ @) [(1 — @)% — @2]

Yo = (1.15)

1.3.2.2 Autocorrélation

Xi=p(1 =1 — D) + 01Xy 1 + DXy 5 + &
Xi—p=®1 (Xpmq — p) + o (Xyp — 1)
On multiplie par (X;_; — u) et on prend I’espérance on obtient :
Yo = P17 1+ Payy o pourh =1,2, ...
On divise par vy, on obtient 'autocorrélation de AR(2) :

pn = Pipy_1 + Pop,_y pour h=1,2,... (1.16)

!

1— &,
P + Py (1 — Do)
1— &,

— Pour h =1 p, =P +Pop, =

— Pour h =2 p,=P1p, + &=



1.3.3 Le processus autorégressif AR(p) (voir refis))

De fagon générale, un processus AR(p) est un processus qui dépend li-
néairement des p valeurs antérieures :

Xt =c+ q)lXt—l + ...+ (I)pXt—p + &t (117)

oll &; est un bruit blanc.
On peut, sans restriction de généralité, supprimer le terme constant et
obtenir un modele de la forme :

P
X = Zi:l QX i+e ©o(L) X =¢

ol ¢ est le polynome de degré p dont les coefficients sont (1, =@y, ..., —®,,).

1.3.3.1 Autocorrélation

On montre que les autocorrélations sont solutions des équations Yule-

Walker ,
Pn = Z Pipp—i =0
i=1

Comme pour les processus AR(1) et AR(2), on montre que p,, décroit expo-
nentiellement

1.3.3.2 Autocorrélation partielle

Dans un tel processus, X; et X;_,.1 sont indépendants conditionnellement
aux valeurs intermédiaires {X; 1, Xy—9,...X;—p} et donc ( h > p) & a(h) =
0.

La valeur a la date ¢ dépend des p dates précédentes et pas des autres.
Cette propriété sert a l'identification des modeéles et & déterminer 'ordre p
d’un processus AR(p) au vu du corrélogramme partiel.

1.3.4 Causalité des modéles autorégressifs (voir refus))

Définition 9 Un processus AR(p) est dit causal lorsqu’il existe une suite de
nombres oy, telle que :

Z lag | < oo et Xy = Zak Eik (1.18)
k=0

keZ
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Nous pouvons & présent retenir de notre développement une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un processus AR(1) soit stationnaire et causal
si|®| < 1.

Observons également que la situation |®| = 1 ne fournit pas de solution
stationnaire ce qui s’explique de soi en vue de la forme de ’autocovariance.

La généralisation de ce résultat au cas ou le modele autorégressif est
d’ordre p > 1 n’est pas directe. Considérons le modele (1.17) est centré.
En introduisant dans cette représentation 'opérateur de retard B, on peut
réécrire (1.17) sous la forme :

Xi =+ Y @ (B*X,) (1.19)
k=0

Ou encore : (1 - Z:O_O <I>kBk> X, =¢

C.a.d, on forme 'opérateur A(B) = (1 — ZZO_O CIJkBk> qui est appliqué
4 X; On a donc :

Le résultat suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes de sta-
tionnarité et de causalité des modeles autorégressifs sur le comportement de
lopérateur A.

Proposition 10 Le processus autorégressif (1.20) est causal et stationnaire
si et seulement si le polynome en z = A(z) =1 — ZZO:O 2% ("polynome
générateur”) est tel que : A(z) # 0 pour tout z € C tel que |z| < 1. Les
coefficients cy, apparaissant dans la représentation (1.18), sont déterminés

% . 1 ,
par : 1—2, Oasz :m, silz| < 1.

=

1.4 Les matrices de Toeplitz

Définition 11 (voir réfi1y) ) On appelle matrice de Toeplitz une matrice carrée
T, d’ordre n > 1 a coefficients réels telle que : T, (i.j) ne dépend que de
li — j| et T, (i.j) est définie positive.

En algébre linéaire, une matrice de Toeplitz (d’aprés Otto Toeplitz) ou
matrice o diagonales constantes est une matrice dont les coefficients sur une

11



diagonale descendant de gauche a droite sont les mémes. Par exemple, la
matrice sutvante est une matrice de Toeplitz :

ap A_1 G_9 -+ -+ Qi_n
aq Qo a_1 a_9
T — ¢5) aq
s e al
a_q
ap—1 Gp—2 -+ G2 (1 Qo

Si ’élément situé a 'intersection des ligne ¢ et colonne j de T est noté
Ti,jalorsona:Tij=a;;.

Exemple 12 (voir réfis7) La matrice variance-covariance d’un processus sta-

tionnaire discret est une matrice Toeplitz carrée.
Soit un vecteur d’observation X tel que X = (X1, X, ..., X,)". On dé-
finit alors la matrice variance-covariance par :

r,=~F (X X t)
ot X t représente le transposée de X, c’est-a-dire le vecteur transposé

COMJUGUE.
En détaillant la matrice variance-covariance, on obtient immédiatement :

70 (@) - v(r=1)

P | ey s
: .. v (1)

(L =n) - y(=1) (0

1.4.1 propriétés (voir refu))

1. La matrice de Toeplitz (variance-covariance) d’un processus stochas-
tique discret stationnaire est hermitienne. Une matrice est dite hermi-
tienne si elle est égale & sa transposée, i.e : T = T.

12



2. La matrice de Toeplitz (variance-covariance) d’un processus station-
naire discret est toujours définie non négative (et souvent définie posi-
tive).

3. Si une matrice de Toeplitz vérifie de plus a; = a;4,, alors c’est une
matrice circulante.

1.4.2 L’inverse de la matrice de Toeplitz (voir refo)

Il est démontré que l'inverse d’une matrice de Toeplitz peut étre déter-
minée par la solution des deux équations standards. La matrice inverse peut
étre représentée comme une somme de produits de matrices circulantes et
supérieures des matrices de Toeplitz triangulaire.

Lemme 13 Soit T' = (a;;); ,_,; une matrice de Toeplitz d’ordre (n.n). la
matrice T vérifie la formule suivante :

KxT—-TxK=fxel —e x flxJ (1.21)
Avec
0 1 1 1
k=10 S 2 L B
: 0
0 1 0 1 0
0 0
. Qp-1-0-1
€n= : ’ =
0 f
1 2-Q.p4+2
a1-Q.p+1

Théoréme 14 SoitT = (ai_j)?jzl est une matrice de Toeplitz d’ordre (n.n).
Si chacun des systémes suivants : Tx = f , Ty = e; a une solution x =
(21, T2, xn)t ;Y = (y1, Yo, yn)t . Alors :

1. T est inversible .
2. T -1 - TlUl + TQUQ.

13



Ou:

Y1 Yn 0 Yo I =z, - —22
IR 1 ' :
Tl = y_2 n ) Ul - .
. B ' Yn e —Tp
Yn - Y2 N 1
Ty Tpo vt T 0 Yo --- Y2
IR 0
T2 — 2 = ) U2 - .
Tn o Un
Ty +c  Xo Ty 0

Preuve
D’aprés le lemme (13) et Tx = f , Ty = e; nous avons :

KxT=TxK+ fxel,—e x ftxJ
T [K 4 e, — gt x

Puis

K'xT =K™T x [K +zel, —yft x J]

=T x [K 4 zel —yft x J|'
Par conséquent :

Kiey =K' xT xy=T x [K + e, —yft x J|' x y
On pose 4 R

ti=[K +xel —yft x J' ' xy et T = (t1,tg,.... 1)
Ou

Txt;=Tx[K+xel, —yft x J' ' xy=K"1xe =e,.
TxT = T(tl,tQ, -'-7tn> = (61, €9, ...,En) = In
Ainsi, la matrice T est inversible, et I'inverse de T est la matrice

T=T7"

Pour (2) : Tout d’abord, il est facile de voir que
th=y, ti=[K+uze, —yft x J xt;_; tel que i€{1,2,....,n}

14



ti=T te;, Jxe = €n—it1
JIJ=T, JJ=1,J
Alors, pour 7 > 1

t;, = K x ti1 —Fl’e; X ti_1 — yft X J X ti1
=K x ti_1+ xefl x T _167;,1 — yft X JxT _162',1
= K x ti—1+ SL’@Z x JJT _1J6n7i+2 — yft x JxT _tjei,1
= K x ti—1+ xetlT_ten_Hg — yft x JxT _ten_Hg
= K X tio1 4+ ay'en_ivo — yr'en_ivo
= K Xt 1+ Yn—it2T — Tn_it2y-
Nous avons donc :

1=y, to=Ky+ynx — 20y, ...y
th = K" Yy 4+ K" 20y, — K" 22,y + ... + Tys — y2o

T ' = (t1,ta, ... t5)

1 -z, —x2
-1 n—1 1
T :(y7 Ky, -, K y)X
1
0y - 2
n—1 0 . :
(x, Kax, , K x)x
Yn
0
Yi Yo Yo 1 -z - —22
T -1 Yo y1 - % 1 : T
Yn 0 Y2 W 1
xl x/n PR x2 O yn PR y2
Ty T1 % 0 :
Tn e Un
Tp *cc Xo Iy 0

15



Remarque 15 soit la matrice de Toeplitz T = (ai_j)zjzlon dit que T est
circulante si seulement si les éléments de la matrice T' = (ai_j)zjzlsont de la
forme suivante : a; = a;_, pour tout 1 =1,...n — 1. Il est facile de voir
que f =0 ainsiz =T ~'f =0. De (2) du théoréme, nous obtenons.

Y Yn - Y2
71— Y2 Y1 ;
Yn -+ Y2 W

Nous concluons que les inverses des matrices de Toeplitz circulantes sont des
matrices de Toeplitz circulantes.

1.5 Conclusion

Apres avoir défini des notions de base en séries temporelles et présenté
une classe particuliére de modeéles, appelée classe des processus autorégres-
sifs stationnaires, nous permettonsde caractériser la structure de corrélation
d’une série. Aussi nous terminons ce chapitre en donnant une méthode de
Xiao-GuangLv, Ting —zhu Huang, qui propose l'inverse d’une matrice de Toe-
plitz et nous abordons dans le chapitre suivant ’estimations des parameétres
d’un modéle autorégressif & partir d’'une suite de n observations.
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Chapitre 2

Estimation des parameétres d’un
modéle autorégressif

Sommaire
2.1 Introduction. .......... ... .. . .. ... 17
2.2 La méthode de Yule-Walker. . . ... ... ... ... ... ....... 18
2.3 La méthode du Maximum de Vraisemblance . ............ 21
2.4 Application la méthode du Maximum de Vraisemblance au

modele autorégressif AR(1) . ......... . ... . ... .. 24
2.7 Conclusion . . . ...... ... 54

2.1 Introduction

L’estimation des paramétres d’un modéle AR(p) lorsque l'ordre p est
supposé connu peut se réaliser par différentes méthodes dans le domaine
temporel. Dans ce chapitre nous abordons deux méthodes, celle de Yulle
-Walker et de Maximum de Vraisemblance Exacte.

Nous nous intéressons principalement a la méthode du Maximum de Vrai-
semblance basée sur deux étapes, il s’agit d’abord de construire la fonction de
log- vraisemblance, ensuite de trouver I'estimateur du maximum de vraisem-
blance qui maximise cette fonction de log-vraisemblance, mais la difficulté
majeure dans I’évaluation de log-vraisemblance, réside dans la nécessite d’in-
verser la matrice de variance-covariance (I') de taille (n x n), et de calculer
son déterminant, qui n’est pas aussi simple, on est alors conduit a utiliser
deux méthodes dans le cas ot le modele autorégressif d’ordre 1 :

17



1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky : Newbold a proposé
une autre expression de cette vraisemblance plus facile & calculer et qui nous
a permis de trouver la forme analytique de l'estimateur du maximum de
vraisemblance.

2. La méthode utilisant I'inverse de la matrice de Toeplitz basée sur le théo-
réme de (Xiao — Guang Lv, Ting — zhu Huang). Une fois 'inverse calcu-
lée, ainsi son déterminant, on I'injecte dans 1’expression de la fonction de log
vraisemblance afin de calculer les estimateurs des paramétres d’un modeéle

AR(1).
2.2 La méthode de Yule-Walker

Les équations de Yule-Walker établissent une correspondance directe entre
les parameétres du modéle et ses autocovariances. Elles sont utiles pour dé-
terminer la fonction d’autocorrélation ou estimer les parametres (Voir réf)4]) .
Considérons tout d’abord un processus autorégressif d’ordre p causal et de
moyenne nulle :

p
Xp =) ®uXik +e, &~ N(0;07) (2.1)

k=1

En multipliant chaque membre de cette équation par X; 5 ,(h =0, ..,p) et
en prenant ’espérance de chaque coté, on obtient, pour le premier membre,
la fonction d’autocovariance :

E(Xy Xin) =7(h) (2.2)

et, pour le second membre :

p
Y OE (X Xeon) +E (e X ) =4 55!
k=1

18



car, par ’hypothése de causalité du processus, on montre que F (¢;.X; 5 )
s’annule sauf pour ~ = 0 . En égalant (2.2) et (2.3), on a pour A > 0, la
relation (2.4)

Zr)/(k_h)q)k Slh_]—a P

y(h) =4 (2:4)
Zv(k)cbk—l—UQ sih =
k=1

Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle : en notant v, le vecteur
colonne de longueur p défini par v, = (v(1),7(2), ..7(p)), en notant ®

le vecteur colonne (@, @, ..., q)p)t et en formant la matrice (p X p), dont
Pélément (i,7) vaut [y (i — j)]} ,_, c’est-a-dire :

70 @) e (e —1)
~v(1 ~(0) . :
e A 25)
: » - v (1)
yp=1) - (1) ~(0)
alors le systéme (2.4) peut se réécrire matriciellement comme :
r,®=
{ p= =y (2.6)
Pt v, + 0% =7(0)

Ces équations sont appelées équations de Yule- Walker. Elles relient les para-
meétres ® du processus autorégressif a la fonction d’autocovariance théorique
qui définit ~,, et I'). Si on veut estimer les paramétres @1, ®,, ..., ®, du mo-
déle, on peut se servir des équations de Yule- Walker en utilisant la fonction
d’autocovariance empirique 7 (h) comme un estimateur de v (h).

~

On construit alors le vecteur colonne 7, = (7 (1),7(2), 7 () et la

matrice fp construite en substituant v, par 7, dans (2.6). Les relations
trouvées ci-dessus entre ®, v, et I';, permettent donc de trouver un estimateur

= . 2 X X .

® de ® et un estimateur 5~ de o2 a travers le systéme de Yule-Walker suivant,
< = ~2

a résoudre en ® et 7° :

(2.7)



Pour obtenir un estimateur de @ il faut donc résoudre la premiére équation
de systeme (2.7)
a. Soit en inversant la matrice

N N1
b= (Fp) A, (2.8)
Puis en calculant :
o> =7(0)— 2" 7, (2.9)

b. Ou bien nous signalons déja ici qu’il existe une méthode pour ré-
soudre ce systéme d’équations de Yule- Walker sans passer par l'inversion de
la matrice I, en utilisant I’algorithme itératif de Durbin-Levinson. Il faut

s’assurer que I', est une matrice inversible. On montre que c’est toujours le
cas si 7 (0) est strictement positif.

Proposition 16 5i X; est un processus stationnaire et causal de la forme
(2.1)avec g; ~ N(0;02). et si @ est I'estimateur de Yule-Walker de ®, obtenu
a partir de n observations (X1, Xo, ..., X,,) du processus autorégressif, alors,

lorsque n — oo : ﬁ(@ — <I>> — N (0,02 T,') ot T, est la matrice

(p x p) de covariance donnée par (2.5). De plus, pour n — o0 : 6> — o>

Exemple 17 Soit le processus AR(2) de la forme :
vVt € Z7 Xt — q)lthl — (I)2Xt,2 = &t. (210)

On le suppose de plus, centré et causal. En multipliant [’équation (2.10) par
X1 et Xy o puis en prenant l’espérance de ces équations et enfin en divisant

par (0)
On obtient les équations de Yule-Walker

)y _ (1 (1) ¢
(ﬁ(2)>_(5<1> ! )(@)
On obtient donc la solution suivante

)\ _ 1 ( (1 - 5(2)) >

P2 1—p(1)2 \ p(2) —7(1)

Quant a la variance, partant de l’équation (2.10), on obtient :

X2—® X, 1 X, — ,X; 20X, = &,.X,
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et par passage a l’espérance
7(0) = @1y(1) — P2y(2) = E (e:X4)

Mazs E(étXt) = E(Eft(gt + q)lXt—l + q)QXt_2>>
= 0'2 + ¢1E(€tXt—1) + q)QE(tht_Q)
= 0‘2
Do 5° =7(0) — ®17(1) — ®,7(2). Comme on a des estimateurs conver-
gents de la fonction d’autocovariance et donc aussi de la fonction d’auto-
corrélation, on pourra en déduire des estimateurs convergents de P,, Do et

a2

Sur cet exemple, on voit bien comment dériver les équations de Yule-

Walker pour un AR(2).

2.3 La méthode du Maximum de Vraisem-
blance

L’estimation du Maximum de Vraisemblance est une méthode statistique
courante utilisée pour inférer les parametres de la distribution de probabilité
d’un échantillon donné. Cette méthode a été développée par le statisticien
R. A.Fisher entre 1912 et 1922, (Voir ref[1]) .

2.3.1 Le principe

Soit une famille paramétrée de distributions de probabilités Dy dont
les éléments sont associés soit a une densité de probabilité connue (dis-
tribution continue), soit & une fonction de masse connue (distribution dis-
créte), notée fp. On tire un échantillon de n valeurs (z,x2,...,x,) de la
distribution, et ’on calcule la densité de probabilité associée aux données
observées fy (x1,22,...,x,,0). Ceci étant une fonction de 6 avec (x1, z, ..., x,)
fixés, c’est une vraisemblance.

F(0) = fo(x1,29,...,2,,0) (2.11)

Lorsque 6 n’est pas observable, la méthode du Maximum de Vraisem-
blance utilise les valeurs de 6 qui maximisent F'(0) estimateur de 6 : c’est
Iestimateur du maximum de vraisemblance de 6 est noté 6.
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L’estimateur du maximum de vraisemblance peut exister et étre unique,
ne pas étre unique, ou ne pas exister.

Définition 18 Soit X wune variable aléatoire réelle, de loi ou bien discréte
ou bien continue, dont on veut estimer un paramétre 0. Alors on définit une
fonction f telle que :

Py(Y =y)si X est une v.a.discrete

fo () si X est une v.a.continue (2.12)

o6~

fo(z) représente la densité de X (ou 0 apparait) et Py(Y = y) représente une
probabilité discréte (ou 6 apparait).

On appelle vraisemblance de 6 au vu des observations (x1, s, ..., x,) d'un
échantillon indépendamment et identiquement distribué selon la loi Dy, le
quantité

n

F (21,20, 20,0) = f (21,0) X f (22,0) %« f (20, 0) = [ [ f (:,0) (2.13)

=1

Définition 19 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance, une
valeur 6 solution du probléme de maximisation

52ArgmaxF(a:l,xQ,...,wn,ﬁ) (2.14)

On cherche & trouver le maximum de cette vraisemblance pour que les
probabilités des réalisations observées soient maximums. Ceci est un pro-
bléeme d’optimisation. On utilise généralement le fait que si F' est dérivable
(ce qui n’est pas toujours le cas) et si I’ admet un maximum global en une
valeur 0 = (9 alors la dérivée premiére s’annule en 6 = 0 et que la dérivée se-
conde est négative. Réciproquement, si la dérivée premiere s’annule en 6 = [
et que la dérivée seconde est négative en 6 = 6, alors # = 6 est un maximum
local (et non global) de F'(x1, xa, ..., x,,0). Il est alors nécessaire de vérifier
qu’il s’agit bien d'un maximum global ou bien local.

La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien une fonction
croissante, il est équivalent et souvent plus simple de maximiser le logarithme
népérien de la vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui est
plus simple a dériver). Ainsi en pratique :
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a. Cas d’un paramétre unidimensionnel
— La condition nécessaire

OF (x1,29,...,2,,0) 0 ou SInF (z1,22,...,%y,0) —~0 (2.15)

o0 00

permet de trouver la valeur 6 = 0.
— 0 = 6 est un maximum local si la condition suffisante est remplie au
point critique 0 = 6 :

62F (21, %9, ..., 2n, 1)
526

I F (zy,23,...,2,,0)
520

<0 ou

<0 (2.16)

b. Cas d’un parameétre multidimensionnel

Dans le cas d’un paramétre multidimensionnel, I’estimateur du maximum
de vraisemblance de 6 est un vecteur de dimension n (solution des équations
de vraisemblance).

— La condition nécessaire

OF (x1,29,...,2,,0)
60;

—0Vi=1,..n (2.17)
— La matrice des dérivées secondes (Hessienne), est la matrice H(z;60)
de dimension n d’élément :

§*F (w1, 19,...,2p,0)
00766,

Hiy(a:6) = (2.18)

est définie négative en 0.

Corollaire 20 Une matrice H est définie positive si chacun des mineurs
principaur dominants de H est supérieur a 0. Une matrice H est définie né-
gative si ses n. mineurs principaux dominant alternent en signe de la maniére
sutvante.

ailz a2 Aais

11 A12
a;n <0 , det > 0, det| a1 asn ass < O, ect...
21 A22
Ga31 a3z (g3
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2.4 Application la méthode du Maximum de
Vraisemblance au modéle autorégressif AR(1)

Considérons un modele AR(1) univarié. Nous ferons toujours ’hypothese
que le processus stochastique qui génére la série chronologique est un proces-
sus gaussien, écrit habituellement sous la forme :

Xt = q)Xt,1 + & ou Et N(O, U2> (219)

Considérons la série chronologique X = (Xi, Xs, ..., X,,)! génére par ce pro-
cessus AR(1). Le probléme statistique posé est celui de 'estimation des pa-
rametres

0 = (P, 0?). Puisque le processus stochastique qui génére la série chronolo-
gique est gaussien, la loi de probabilité du vecteur X est normale multivariée,
de moyenne nulle et de matrice covariance I' de dimension (n,n) telle que :

E(X))? FE(X1.Xy) -+ E(X1.X,)
E(X2.X1) E(Xy)® - E(Xy.X,)

Ly = . : N : (2.20)
E(X;L.Xl) E(X;.XZ) e E(X,)?

Cette hypothése nous permettra d’écrire simplement la fonction de vrai-
semblance du modele qui est la probabilité d’observer X = (X7, Xa, ..., X,)"
sous I’hypothése gaussienne :

fx (x,0) = (2m)

1
(detT) * exp [—%XtFlX] (2.21)

(VB

La fonction de log-vraisemblance s’écrit :

1 1
L(0) = —g log (27) — 3 log (det T') ™" — éXthlX (2.22)

L’élément général de la matrice variance —covariance écrit sous la forme

o2 I

E (Xt'Xt—j) == ﬁ

(2.23)
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La matrice (2.20) devienne :

1 i) o2 ... ot
. P 1 o ... o2
F—a2xV S - o2 o 1 . @3
o° X Ou V o :
CI)nfl q)n72 (I)nfS 1
D’autre part :
(det )" = det (I'"1), en effet :
—1x F:[d:>det( r—!x F) :det(fd)
=det (I ') xdet(T) =1
1
det (D71 = = (detT)™"
= det (I'™) det (T (det I')

donc la vraisemblance (2.22) s’écrit sous la forme suivante :
n 1 1y L

La maximisation et méme le calcul de cette vraisemblance sont relati-
vement difficiles; en particulier a cause du calcul I'inverse de la matrice
variance-covariance et de son déterminant, surtout lorsque n devient rela-
tivement grand. Pour résoudre ce probléme on a proposé deux méthodes :

1. La méthode utilisant la décomposition de Cholesky.

2. La méthode utilisant "inverse de la matrice de Toeplitz.

2.4.1 La méthode utilisant la décomposition de Cho-

lesky

Comme il semble utopique d’espérer obtenir analytiquement les estima-
teurs du maximum de vraisemblance exact des parameétres nous utilisons la
méthode qui a proposé Newbold (1974) qui a introduit un artifice supplé-
mentaire qui est en fait la décomposition de Cholésky de V' sous la forme
V = PP?, telle que P est une matrice triangulaire inférieure, a éléments
positifs sur la diagonale. Cette derniére transformation facilite & nouveau
I’évaluation des formules T'"! et det (I'"!). Ceci nous permettra non seule-
ment de déterminer la fonction log-vraisemblance de modele (2.19), mais
encore de trouver la forme analytique de ces estimateurs, (Voir réf :[15],[7],[13]).
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2.4.1.1 La fonction de vraisemblance d’un modéle autorégressif

AR(1)

La matrice variance - covariance s’écrit sous la forme suivante :

1 d o2 ... ot
) 1 o ... P2
Doy =0 XV et Viy = ——5 | & @ 1 ..o @7
) =70 o 1— 92 : : : . :
(I)nfl (I)nf2 (I)nf?) . 1
Par conséquent
1 P 2 ... ol
. P 1 o ... P2
2 . n—3
Tam=0">x1— | ¥ ¢ 1 ¢ (2.25)
(I)n—l (I)"_Q (I)n—3 1
Alors
1 ® P2 ... Pl
1 i) ce. Pn2
1 — @2 e
F(_nln) — ( 5 ) @2 @ 1 PR @ 3 (226)
’ o : : : .. :
Cbn_l q)n—Q q)n—?) 1
On pose
1 d P2 ... Pl
P 1 o ... P2
Vo= (=) | & @ L @ (2:27)
(I)n—l (I)n—2 (I)n—3 1
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Ona:V = PP
Vo= (PP)T = (P X (P)
On pose (P) ' = L
Alors V'=L'x L
Donc
I'=02L'x L (2.28)

Et d’autre part on a la forme de la matrice L, (Voir ref :[13]).

VI—® 0 0 0 0
~® 1 0 0 0

Lnny = 0 -1 0 0 (2.29)
0 0 0 - —d 1

Il est facile de montrer que V! xV =L'x L xV
I;,=L'%XLxV

Avec :
V1I—32 dy1—P2 P2/1—-P2 ... P 1\/1 — P2
. 0 (1-®%) &y1-P2 ... P 2/1— P2
LxV = 0 0 1—-®%) - P" 31— 2

1— @2 )
0 0 0 e (1-9?)
Si’on substitue (2.28) dans (2.24), on retrouve la fonction de log-vraisemblance
d’un processus AR(1) gaussien sous la forme suivante :

1 1
L) = _g log (27) + 3 log [det (0 L' x L)] = 55 X'L' x LX  (230)
o
Pour déterminer la fonction de log vraisemblance, il ne reste plus maintenant
1
qu’a calculer la forme quadratique _FX 'Lt x LX.| et le déterminant
o
[det (c72L x L)]
1. Calcul le déterminant :
det (6072L x L) = (07%)" det (L' x L)

= o~ ?"det (L) x det(L)
=0 [V1—-®2] x V1— 92
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det (c2L' x L) = 072" (1 — ®?)

Alors :
1 —27t n 5 1 2
§log [det (072L" x L)] = —Eloga + §1og (1—@? (2.31)
2. Calcul la forme quadratique :
On pose :
X=LxX
On obtient :
vVi-®2 0 0 --- 0 0 1 (\/1—<I>2)x1
—-d 1 0o --- 0 0 ) T — (I).Tl
X = 0 —-® 1 0 0 |x| 23 | = x5 — Py
0 o 0 .- =0 1 Ty T, — ®x,_1
Et on a ;
(X) — X't
~\ ¢
(X) — (LX)

()?)t:( (,/]_—CI)2)ZL‘17 JZQ—CI)ZL‘h J}3—CI);L‘27 7$n—<1)$n_1)

Par conséquent :

1 1 /3t <=
— X'L'x LX = ——— (X) x X
202 202
(\/ 1-— ‘1)2) T
1 To — (I)Il
:——( (\/1—<I>2)a:1, x9g — Py, .- ,xn—cbxn,l)x r3 — Py
202 :
T, — Px,_q
Ce qui équivalent a :
L xtperx =L (1—-®%) i+ (o D)’ (2.32
oy X =5 — xy Z (x; — Pz .32)

=2
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Si l'on substitue (2.31) et (2.32) dans (2.30), la fonction de log-vraisemblance
d’un processus AR(1) gaussien est donnée par :

1 1 "
L (¥9) :-g log (27) g log 02+§ log (1-®?) 53 (1-0%) 234 (2-Pi4)?
=2

(2.33)

2.4.1.2 Les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-
meétres de modéle autorégressif AR(1)

Dans ce paragraphe nous recherchons quelles sont les valeurs des estima-
teurs de maximum de vraisemblance des paramétres de processus autorégres-
sif AR(1) qui maximisent le log vraisemblance (2.33)?

Il va de soit que les estimateurs du maximum de vraisemblance sont ici :
0 = (®,0?), les deux estimateurs sont obtenus donc par résolution du systéme
suivant :

oL (0) 0
Jo?
et (2.34)
oL (0) 0
0D

Par dérivation formelle de (2.33) par rapport & o2 on obtient :

oL (V) R L [(1—@2”%4-%(%—@%—1)2} =0

80_2 202 20'4 =2
Dés lors :

(=) at S (0 - )]

=2

A~

n

Par dérivation formelle de (2.33) par rapport & ® on obtient :

L (9) 20 1 . @
e ) T o) 2 [_2%1 T 22 (= B =0
P 1 , &
— 1) + 53 {2@x1 + Z?:J;i_l (@i — @xi_l)] =0
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oLW) . @ L, {

5% =) Pa? + le 1 (x; — Dy 1)]

=2

Alors le systéme (2.34) devient :

( ~ n ~ 2
|:<1 — @2) 1‘% —+ Z <ZL‘Z — CI)ZL‘Z'_1> :|
~2 =2
52 =

R n (2.35)
P 1
7 N T 3 q)l'l—FZZCZ 1( —(I)SL',L 1)
(1 _ (I)Q) g =2
\

En remplacant la valeur de 5°dans la deuxiéme équation du systéme (2.35),
on aura :

~ <I>x1+2xl 1@—@2@ 1
P _ =2
~\ 2
(1 - @2) {(1 = @2) x3+ Z <IZ - @Ii_1) }
=2
n
~ ZI\Dxf + Z :l:,;,lzcl- 3 Sa?
P _ ' i=2
n <1 - 52) @2,1;1 + ‘rl + Zl‘ + (1)22171 1~ 2@2 Ti—1%;
=2
o3 {2957,2—1 — 22+ na? — ani_l] + P2 { 22 Ti1T; + nz Ti 1T } +
i =2 =2
d [ml + Z:p — na? ‘1“”2% 1} - anz 1, =0
=2
On obtient :
3 (n—1) (xf - 237121> +32 (n — 2) (Z $i1$z‘> +d <(1 —n)zi+ > (a2 + nxfl))
i=2 =2 i=2
i=2

L’équation (2.36) est un polynéome du troisiéme degré en fonction de @,
pour trouver les racines de ce polynome, on applique la méthode de Cardon,

(Voir ref[17], [3]).
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On pose :

(=) (xf - in2x?1>
b=(n—2) (2 ;;-1:67;)

c=(1- nzlscf + 30, (22 + nal )

d= —TLZ Ti—1T;

\ =2

Donc ’équation (2.36) devienne :

a®® + b®% + ¢cd +d =0 (2.37)
~ ~ b
En remplacant & par & =z — 3a on obtient :
a
P2 4pr+q=0 (2.38)
A b? L C et b (26 9c N d
eccp=——=-+- ¢ = = -= -
veep 3a?2 d 1= 57 \ a2 a a

Maintenant on pose z = U+V et (U, V) sont des complexes, alors I’équation
(2.38) devienne :
(2.38) <= (U+ V)’ +p(U+V)+¢=0
(2.38) = U3+ V34+@BUV +p)(U+V)+q=0
33UV +p=0
{U&Hﬂ+q_0

{Uvz_g
<

U3+ V3=—q
UPVE = -1
2.38) <— 27
239 = { LV TE
Donc U3, V3 sont des solutions de I’équation
=
X4 gX — 57 =0 (2.39)

On calcule le discriminant de I’équation (2.39).

3 43
2 B IS S
A=q 4><1><( 27) q e
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On a trois cas :

—q+ VA —q— VA

si A>0,U3 = 5 et V3 = 5

si A<o. UP= 4FIVTA L ys_ T4T VA (2.40)
2 2

si A=0,U3=V3= g

Donc :

( . 3—q+\/z

—q— VA
st A>0,U= etV:3q—\/_

2 2
3 —q+l\/—A etV— 3 —q—i\/—A
2 N 2

siA:O,U:V:—3%

(240) <~ si A<0, U=

Il suffit alors d’associer les trois racines cubiques de U3 et V3 deux par
deux de fagon a obtenir trois couples (U, V') tel que UV = —g. C’est a dire

—1+1v/3
(U V) € {(Us,V)-(jUs, V). (2Us, jVo)} tel que j = %f Puis de

reporter les trois couples de valeurs trouvées pour U et V dans ’expression
z = U+ V. Enfin, on revient au premier changement de variable d=z— —

a
pour avoir les trois racines de 1’équation du troisiéme degré. Donc I'estimateur
du maximum de vraisemblance de paramétre ® est :

b
o= - = 2.41
U+V 32 ( )

Remarque 21 On prend que la solution réel, car ® est un réel, nous dis-
tinguerons alors deux cas selon que A est positif ou nul . Par exemple si

A > 0 on prend la couple (U,V) = ({’/_q’;\@, \/ 1 ‘F), et si. A =0 on

prend la couple (U,V) ( \/; 3/7)
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Enfin les formes analytique des estimateurs du maximum de vraisemblance
exacte de § = (®, 0?) sont :

e SiA>0, alors 0= (@,32> s’écrit sous les formes suivantes :

( 52)..2. Pz )2
o (e )
AN
3 9 9 o 4| ——+ -
( b (26 90) d) ( b (26 90) d) 3a2  d
N ——+— |+ _ — — _
~ 27a\ a? a ) a 27a\ a? a ) a 27
X <I>:\ . 4 (242)
oooc\®
3 2 2 2 4| —55+
b ey ay (b 9e o\ Tae b
27a\ a2 a ) a) \\27a\ a®2 a +a B 27 ,
L 2 " 3a

. - = ~2 L, . .
e SiA=0,alors 0= (CID, o ) s’écrit sous les formes suivantes :

(- #) et £ (- Baa) ]

=2

A~

n
b <2b2 90)+d
o — (22— == bt
. 2
$_ _9 27a \ a a a4

\ 2 3a

(2.43)
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2.4.2 La méthode utilisant I’'inverse d’une matrice de
Toeplitz :

Dans ce paragraphe nous proposons une autre méthode que 1'on va ap-
peler la méthode de Toeplitz. On s’intéressera plus particuliérement au cal-
cul de l'inverse de la matrice variance-covariance et nous avons vu que la
matrice variance-covariance posséde une structure particuliere : elle est sy-
métrique et de sous et sur- diagonales identiques donc est une matrice de
Toeplitz. Malheureusement I'inverse d’une matrice de Toeplitz n’est pas une
matrice de Toeplitz. Cette méthode consiste a effectuer, un changement qui
nous a permis d’écrire 'inverse de la matrice variance-covariance sous forme
T-1 = TVU, + T,U, telles que Ty , T, sont des matrices circulantes et Uy , U,
sont des matrices triangulaires supérieures.

Nous rappelons que ces matrices d’aprés 'article de ( Xiao- Guang Lv, Ting-
Zhu Huang), (voir reff19]) sont sous les formes suivantes :

Y1 Yn 0 Yo I =z, - —22
o O T
: '.. c . yn .. _l.n
Yo - Y2 U1 1
xl xn P IQ 0 yn P y2
Tp +c X9 Ty 0
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Telles que :
z = (21,9, ..2)" €t y = (y1, 92, ...yn) sont des solutions des deux équa-

tions :
Tx = f
Ty=e
Avec :
Qg a_1 a_o e . e a1—n
aq Qo a_1 Q_9 1 0
0 Gp—1 — A1
p) ai
T = X . . , €1 = 0 ) f =
a .. " .ooa— :
2 2 : a2 — Q_n42
a1 0 a1 — A—n+1
p—1 Gp-2 - az  ai Qo

2.4.2.1 L’inverse de la matrice variance covariance pour un pro-
cessus autorégressif AR (1)

On a la matrice variance-covariance I' d’ordre (n.n) pour un processus
autorégressif AR(1)

1 (0] ORI on—1
. 1 P . Pn2
i = 02 P2 (0] 1 cee @3
() =7 1—®2 : : : .. :
q)n—l q)n—Q (I)n_3 . 1
Alors l'inverse de la matrice variance-covariance est :
1 @ e ... o1\ !
1 i) e Pn2
R (0 I T S O o
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On pose

1 o o2 ... Pl
o 1 o ... Pn2
Tow=| ® @& 1 ... o2
(I)nfl (I)nf2 (I)nfS . 1
On obtient : (1 e
-1 _ _ -1
M= 0T (2.44)

On remarque que la matrice 7' est une matrice de Toeplitz, pour calculer
I'inverse de cette matrice on applique la méthode qui proposé par (Xiao-
Guang Lv, Ting-Zhu Huang).

On a :

T-1 = TUL + 15U,

Et pour déterminer les matrices 17, Uy, 15, Us il suffit de résoudre les deux

systémes suivants :

Txy=e (A
{ Txr—f (B) (2.45)
Tel que :
0
1 (I)nfl —®
0 :
ep=| 0 f= i i i=2,...,n—2
) ) Pt — Pt ) PR
0 :
o — Pt
1. Résolution du systéme (A)
(A)<=Txy=e
1 d o2 ... ol
> 1 @ .. P2 o L
(A) e P2 d 1 @3 | ?{2 _ 0
(I)n—l (1)7;_2 @7;—3 1 Yn 0
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(g1 + Dys + D2ys + ... + Py, =1 o (1

Qy; + 1y + Pyz + ... + D" 2y, =0 (2

4) Dy + Py +yz + ... + "3y, =0 e (3)
"2y + " Byy+ Y1+ Py, =0 ... (n—1)

\ Oy + " 2y + L+ DYy, F Y, =0 ... (n)

e Pour déterminer y:

Yy + Py + P?yz + ... + D"y, =1 (1)
D x (Py; +yo + Pys + ... + 2" 2y, = 0) (2)

(1) —dx(2) <y — Py =1
Alors la valeurs de y; est :

1
= 2.4
e Pour déterminer vy :
Pyp +yo + Pys + ... + P2y, =0 (2
P2y + Py +ys+ ... P 3y, =0 (3)
(2) — P x (3) ﬁq)yl —<I>3y1+y2—<I>2y2 =0
On obtient: @ o)
Y1 X -
A ) 2.4
Si I'on substitue (2.46) dans (2.47), on retrouve la valeur de ys, :
)
= —— 2.48
Y2 11— 2 ( )

Pour déterminer ys:

Oy, + Pyy +yz + ... + P 3y, =0 (3)
D3y + DPyy + Pyz + yao.. + D"y, =0 (4)

(B)—Px4) <= (-1 +(2—-P°) o+ (1 - P)ys =0
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On obtient :

_ (@20 £ (D - Py
Ys = (1— )

(2.49)

Si l'on substitue (2.46) et (2.48) dans (2.49), on retrouve la valeur de y3 :

ys =0 (2.50)
e Pour déterminer y,:

D3y + D?ys + Pys + ya + Pys... + D"y, =0 (4)
Py + P3ys + P?yz + Pys + ys... + D" Py, =0 (5)

(4) =@ x (5) <> (P* — ®°) 1+ (P — D) o+ (P — P*) g+ (1 — P?) s =0
On obtient :
(@22 + (PP — D)y + (P — D%y
vi (1— ®2)

(2.51)

Si on substitue (2.46) et (2.48) et (2.50) dans (2.51), on retrouve yy :
ys =0 (2.52)
On suit le méme raisonnement jusqu’a ce que 'on retrouve la valeur de vy, :
Yn =0 (2.53)

C’est a dire :

yQ:_l_q)Z
y; =0 pour1=3,....n

Finalement la solution de systéme (A) est :

y=< ! 2 _ o .. 0>t (2.54)
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2. Résolution du systéme (B)
(B)<= T'xx=f

1 d o2 ... ol 1 0
d 1 o ... o2 Ty o1 — @
— (I)z L)) 1 cee (I)nig X T3 — (I)nii — CI)Z
(I)n—l (I)n—2 (I)n—B 1 Tn (D (I)n—l
On obtient :
( x1+<I>a:2+<I>2x3+...—|—<I>"_1a:n:() (1)
Sry + 19+ Prg+ ...+ " 2, =0 - D (2
D2y + Py + a5+ ...+ " 3, = P2 — P2 (3
(B) <= { . . .
P2y + " By + oty + P2, = P2 02 . (n—1)
\ Oy + " 2+ .+ Dy, =D — D L (n)

e On détermine la valeur de xy:

r1 + @y + (I)2£E3 + ...+ q)n—lxn =0 (1)
Oy + 2y + Pz + ... + O 2p, =" D (2)

(1)-@)((2) e Il—(I)QLEl:(I)Q—q)n

On obtient :
P2 — pn

1— 2
o On détermine la valeur de xo:

Sry + 19+ Prg+ ...+ " 22, =P — @ (2)
{ D x (P%ry + Py + 23+ ... + "3, = "2 — P2) (3)

I =

(2.55)

(2)—Px3) < 1 (2—P*)+12,(1—-P*) =D -
Si on remplace (2.55) dans cette derniére équation on retrouve la valeur

de x5 sous la forme suivante :

_ q)n—i-l )

= 2.
) 11— @2 ( 56)
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e On détermine la valeur de x3:
P2xy + Py + 23 + ... + O 3y, = O — P2 (3)
O3y + P?ay + Pag + 14 + ... + Py, = O3 — D3 (4)

(3) = @ x (4) <= x1 (P2 — ) + 25 (B — B3) + (1 — B?) 23 = B4 — P2

Si I'on substitue (2.55) et (2.56) dans cette derniére équation, on obtient

la valeur de z3 :
3 =20 (2.57)

On suit les méme étapes pour trouver les valeurs des x; tel que i =
4,...,n—1on obtient x; =0 pour =3,....,n— 1.
e On détermine la valeur de x,,:
Pour déterminer la valeur de x,, il suffit de remplacer les valeurs des z;
tel que i = 1,...,n — 1 dans la premiére équation de systeme (B).
(1) < z1+ Pz + P23+ ... + "1z, =0

(I)2 — Pn (I)n—H — P
———F+ P X ———— oy, =
— 1_ 2 + @ X 1_ 32 +0 + +0+ Ty =10
On obtient : o g2
G e Tl (2:58)
Finalement la solution du systéme (B) est sous la forme suivante :
P2 —o" " @ :
x = 0, --- 0 ,® 2.59
( 1 _ @2 ) 1 _ @2 ) Y Y ) ) ( )

Dés qu’on retrouve les solutions de deux systémes on a la forme des

matrices suivantes : 17, Uy, T5, Us.

Alors :
L 0 _%
-3 -
Yi Yn 0 Y2 i 1
. : 192 1-92 0 0
h= y:2 .3/.1 L - 0 T :
Yn =0 Y2 U 0 0 P 1

T 12 1—2
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Ou plus explicitement

1
T - 92
Tr1 Ty
T, = T2 I
-
1 —z,
U, = 0 1
0
0 Yn
U, — 0 0
0

T2

T2

— 2

0

-
0
0
1
(I>12:q;132n (p
entl-¢  p2-9n
1—$2 1-®2 o
@n«l»l_@
0 192
P 0
d—pntl
1 -9 %7
0 1 :
: IR
0 0 1
3]
0 0 s
0 0 :
: 0
0 0 0

Donc on peut calculer la matrice I'~!

1
M=

1 - 9?)

41

T-1 sachant que 77! = TU, + ThU,

entlo
0 1-®2
0
‘b"+1 _P @2_q>n
1-®2 1-®2



1— @2
-t = 2 )[YHUi%—jELQ]
[ 1 0
) -o 1
o (1=9%) |
= o2 1-32 0 -
L 0
r @27<I>"
1—92 ®
qyz-&-liq) @2743‘”
- |, | ) e
o2 1—32 0 1—32
| P
On pose
1 0 0 -2
- 1 0 0
R= 0 - :
0
o -~ 0 -9 1
Et aussi on pose :
=
ertl-o  $2_n
1—92 1—a2 ®
. (}n+l_¢)
S = 0
P

0 ontl_g

o

1—-®2

0o -2
0
: X
0
-d 1
ot g
0 1-®2
0
. P
ertl-¢  p2-9n
1-92 1—®2
1 —®
0 1
0 0
ot o
1-®2
0
X
d
¢)2_¢n
1—®2

d—pnt!
1-92

Alors I'inverse de la matrice variance-covariance devienne :

1
:F_lziga[}z+'5]
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Maintenant nous calculons les deux matrices R et S :

-® 1 0 0 L —° -2
R = 0o - X 0 1
. . : T )
: . 0
0 0 —o 1 0 0 1
On obtient :
q>3iq>n+l
1 ) 0 0 0 2
7L+2_(I)2
o P24+1 - P
0 ) dr24+1 . e 0
Ry = | 0 ' S :
: : —® 0
: -d 241 @
0 0 - %241
e e 0 Rt
n+1_ 2_(I)n
¢1—<1>2® (I)1—<1>2 o e 0 0
_ ontl_g
§= 0 = <[
) 0
prtl_g  Pp2_on
s 0 1— 92 1-92
On obtient :
(bn+17q)3
0 O 0 32
2_pn+2
O O q> 1_%2
0 0
Stnn) =
0 0
0 e 0 — P2
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Si on remplace (2.61) et (2.62) dans (2.60) on retrouve la matrice I'"! :

H3_pn+1
1 —@ 0 c 0 T O o 0 q;n+1_2q>3
d P24l - - L q)’;fq)-;b ' ' 21_q>7l+2
) . . 0 : %
X 0 -& 241 . - 0 e
rl=— . 0 . . . . + : T
0-2
: . 0 , .o
P > P41 -0 0 0 -2
0 -« v 0 - Bl

Finalement 'inverse de la matrice variance-covariance d’un modéle auto-
régressif AR(1) est sous la forme suivante :

1 - 0 - 0 0
- P41 - 0 i
1 _ 29 e e
M= 0 0 T (2.63)
’ o : 0 . =0 0
S —P P41 -
o 0 - 0 -& 1

2.4.2.2 La fonction de vraisemblance pour un processus autoré-
gressif AR (1)

La fonction de vraisemblance du modeéle autorégressif AR(1) avec la mé-
thode de Toeplitz s’obtient par remplacement de (2.63) dans (2.24)
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1 - 0 0 0
—® P41 -0 0 : :
1 1 B 9
L(0) = _Elog(QW)Jr—log det — 0 o P+1
2 2 o2 : 0 ' o .
5 : - P41 —P
0 0 0 _ & 1
1 - 0 0 0
—® 2+1 - 0 : -
1 _ 2
=i I X (2.64)
5 : - P41 —P
0 0 0 & 1

Pour déterminer ’expression explicite de la fonction de vraisemblance, il
suffit de calculer la forme quadratique et le déterminant

1. Calcul le déterminant :

1
det (T7') =det po

—P 0
®2 +1 )

—® P24+1

0 .

0
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1 —d 0 0 0
—d P2+1 —d 0 :
0 - P24+1
Buny = . ,
: 0 . - 0
: - P?2+1 —@
0 0 0 —P 1
On obtient :
1
—1
det (T ):(ﬁ> det (Bnn)) (2.65)
P241 - 0 P —d 0
—d P241 - 0 41 -9
det (B(nﬂn)):L 0 0 '('(I)> 0 0
: D P41 - . —d D241 -
0 e 0 =1 0 - 0o —-d 1
d2+1 d 0 0 241 ® 0 - 0
- P24l -P : P P21 -P
: P P41 -D : P P24+1 -
0 e 0 1 0 e 0 @1
0 —-® 0 0
0 ®2+1 —o
+®%| ¢ 0 (2.66)
—d P41 —@
0 0o - 1
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Tel que :

0o -9 0 0
0 &> +1 —@ :
0 0 [=0
- P?24+1 -9
0 0 - 1
On pose :
P2 +1 —-d 0 0
—-® P2+1 -9 :
V(n_l): 0 0
: & P2+1 -9
0 0 - 1

Donc la relation (2.65) devienne :
det (Binm) = Vin-1) = % Vg

det (Bnm) = Vin-1) = 2V

et d’autre part on a :

L ) 0 0

—-¢ P41 -0 :

Vi1 = 0 .. =90
: ’ & P2+1 -

0 0 —-P 1
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P2+1 -9 0 0
- P*+1 -9 :
= 0 0 +®
: —-® P2+1 -9
0 0 —-d D241
Et on a:
P2+l -9 0 0 0
-® P41 -9 :
0
: 0
: 0 —® d2+1 -9
0 0 cee e 0 —P

D241

Si I’on substitue (2.68) dans (2.67), on retrouve la relation suivante :

d2+1 —-d 0 0
- P*4+1 -9 :
V=] 0 0
: —-® P2+1 -9
0 0 —-d D241
On pose
P2+l —-d 0
- P*4+1 -9
6(n_2) =det 0 ,
: —d P241
0 0 -
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0
-

—-d 0 0
- P*4+1 -9 :
0
: 0
0 —® 41 -
0 0 cee 0 —P
241 —d 0 0
- o*y1 -9 :
=—%| 0 0
: - P2+1 -9
0 0 —-d %241
d2+1 0
& P2+1 -9
— P2 0
: - ®2+1
0 0 —-d P2+1

(2.68)

(2.69)




Ce qui revient & écrire :

Vin-1) = 6(71,2) — ¢2€(n,3) (2.70)
D’apres le le remplacement de (2.70) dans (2.67), on obtient :
det (Bnm) = Vinz) — 9V g — 9 |V g — 92V g
det (B(nm)) = 6(71_2) — 2@26(71_3) + @46(,1_4) (2.71)

Pour déterminer det (B, ), on doit calculer V(i) tel quei € {n —2,n —3,n— 4}

P41 - 0 0
—-d D241 —P :
V(n—Q): 0 0
: —-d 241 b
0 0 —d  P%24+1
®24+1 —d 0 0 —-d - 0 0
—® P41 —9 : 0 ®2+1 -9 :
V= (P*+1)| 0 . . 0 |[+®] 0 0
: - P*+1 -9 : —-d P21 D
0 0 —® P2+1 0 0 —® D241
Et on pose :
—-d - 0 0
0 ®%>41 —d :
detC =| o 0
: —d 241 —-d
0 0 —®  P%24+1
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Alors :

- —Pd 0 0 0 —-® 0 0
0 ®%>41 - : 0 ®2+1 —@ :
detC=—®| 0 +P | 0 0
: . —=d P41 —D S - P21 D
0 0 —-d P2+1 0 - 0o —-d 1

Ce qui implique
6("*2) = (@2 + 1) 6(,1,3) - @2€(n,4) (2.72)

On suppose que I’équation (2.72) comme un polynéme de deuxiéme degré
(2.72) <~ VN(n_2) — (@2 +1) V(n—3) + @%n_4)v =0
On pose R = V(,_3) , on obtient :
R~ (®*+1)R+®* =0

On calcule le discriminant de ce polynome
A (32 +1)° — 4 x 2

2
=(1—-2)"(1+ @)
le discriminant A est positif donc il existe deux racines
Rl =1et Rg

Et d’autre part on a:
V(n 2) —CJ{R(n 2)+6Rn 2) <~ V(n 2) _a+6(1)2n 2)

Il suffit de trouver les valeurs de « et 3 :

R R v 2
s%n 3: Vo oz+ﬁ<1>4 (2.73)
-sin=4: Vg =a+ o
Ou :
V(l):1+q)2
~ 1+ -9 2
V(z)Z‘ P 1492 = (1+ ®%)" — @2

V(2)=1+(I>2+(I>4
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Alors on obtient :

1+ ®° = a+ 02 (a)

(2.72) —= { 14+ @2+ =+ pd! ()
— P2
(@)= () &= b=17—%

On remplace la valeur de 5 dans ’équation (a), on obtient :
1

1— @2
Ce qui implique que :
Vin-2)y = a+ 6(1)2(71—2)
1 P? x §2An—2)
11— @2 1— 2
(1 _ @2(n72)+2>

o =

Vin-2) =

1— P2
Ce qui équivalent a

ﬁ(i) =T (1 — <I>2(i)+2) tel quei € {n —2,n—3,n—4}

Si l’on substitue les valeurs de 6(1-) dans ’équation (2.71) on retrouve le
déterminant de la matrice B :

(2.71) <= det (B(n’n)) = %(n,Q) — 2@26(7173) + @4%(11—4)

1 . 252 e o4 .
<= det (Bn) = Y (1- 9 2)—1_(1)2 (1- 9 4)+1_q>2 (1— 2>
D’apreés les calculs on obtient :
det (Bimy) = (1 — %) (2.74)

Finalement le déterminant de I'inverse de la matrice variance-covariance F(’nln)
est donné par :

det( Fil) - <$> det (B(n,n))

Alors on a :

det (T°1) = (U%) (1- %) (2.75)
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2. Calcul la forme quadratique :

1 —-& 0 0
- 241 -9
_ 2 ..
XX =L (2, 29, - L1, ) % 0 ® 41 .0
0 - P2+1 —d
0 . 0 —-o 1
Iy
o)
X
Tn
1
= ; ( (IEl — (I)Ig), e ,(—(I)l’i_Q + (@2 + ].) Ti—1 — (PZL’Z), e ,(—CI)ZL‘n_l + ZEn) )t
T
T2
X .
T

XtP_lX :(%[(ml — (I).Z‘Q) T+ (—q)ZL’l + ((1)2 + 1) To — (13.733) To + ...
+(=Pxp o+ (P2 + 1) 2 — Pxp) 1 + (=P 1 + 7)1,

XX =L [0 (Dt (924+1) 244 1-Btiyn) i1 )+ 03 +07
—d ($1I2+xn—1$n>] <276)

Si 'on substitue (2.75) et (2.76) dans (2.64), Pexpression explicite de la
fonction de log-vraisemblance d’un processus AR(1) gaussien est donnée par :

1 1
L(9) = —g log (27r)—|—— 1og[ﬁ (1— ®?)]— 357 22422 —® (2100 + Ty 1) +
(e CIm + (D% + 1) i1 — Pig2) Tig)] (2.77)

Ou plus explicitement

1
(2.77) < L(0) = —glog (27) — glogaz +log(1— ®?%) — 2—[:161 a2 o

Oz130 — Py + — P Y1 i+ (P24 1) S 2 — S P wi]
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n n 1 e
77) <= L(0) = 2 log (2m)—log r*+log (1 — 82)—— (o2 + a2 + X072 a2, +
(—CI) Z;:f TiTiy1 — q)%—ﬂn)—i*(—q’ Z?;f TipoTiy1 — ‘I)$19€2)+<I)2 Z?;f z? 4]
1

n n n—
(277) = L(0) = — log (2r) — - log 0% 4log (1 — ®?)— Tﬂ[ziﬂl a2 | —

O mimiy — B wamiy + P22 x?, ]

n n 9 2 1 n 2
(2.77) <= L(0) = —Elog (2m) — §logo +log (1 — ®2) — ﬁ[zz'ﬂ a7 —
29 Z?:_ll T + D2 Z;:f $z2+1]

1
(2.77) <= L(0) = —g log (QW)—g log 02+log (1 — (1)2)_?;2[%%_'—2?:2 -
203" i g + 2 — 22 4 P2 202 ]

1

(2.77) < L(§) = —g log (27) — glog 0 +log (1 - 8%) — 5[30,a? -
g

203 iy g 4+ 2t — B2+ D23 202 ]

1

(2.77) < L(0) = —glog (27r)—glog o%+log (1 — <I>2)—ﬁ[:v% (1—®%)+
o

Do @ — 203w + + 0730, w7 ]

1
(2.77) <= L(0) = —glog (27r)—glog o?+log (1 — @2)—@[33% (1 — %)+

i (wi = Pmi1) 2]
Finalement la fonction de log-vraisemblance d’un processus AR(1) gaus-
sien est donnée par :

1 1 -
L () z-g log (27) —g log 02+§ log (1-9?) Sy (1-9?) :c%—kz (2-Px;_1)
=2

(2.78)
2.4.2.3 Les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-

meétres de modéle autorégressif AR(1)

Nous remarquons que l’expression explicite de la fonction de vraisem-
blance est la méme que celle de Cholesky, mais la maximisation de la vrai-
semblance étant réalisée par des méthodes numériques.
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Remarque 22 Les résultats que nous avons obtenus concérnent seulement le
modéle autorégressif AR (1). dans le cas d’un modéle AR(p) nous avons ren-
contré des difficultés pour obtenir les meme résultats mais (Hamilton, J.D)
a utillisé une autre facon pour donner l’expréssion explicite de la fonction de
vraisemblance pour un modéle AR(p), (Voir Anneze).

2.5 Conclusion

Ce chapitre a fourni un traitement plus détaillé sur I'estimation du maxi-
mum de vraisemblance des paramétres d’un processus autorégressif AR(1).
Apres de longs et complexes calculs, nous avons donné ’expression de la fonc-
tion de vraisemblance et on a réussi a trouver la forme analytique des esti-
mateurs de maximum de vraisemblance d’un processus autorégressif AR(1).
Dans le prochain chapitre, on confirmera les résultats analytiques par une
étude de simulation des propriétés des estimateurs obtenus.
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Chapitre 3

Exemples et illustrations
numeériques

Sommaire

2.1  Imtroduction et notations. . . .. ......... .. ... ... .. ... 95
2.2 Modele et Critéres de performance . .. ................. 56
2.3 Analyse des qualités de 'estimateur MVC. . ... .......... 58
2.4 Analyse des qualités de 'estimateur MVTP. . .. .......... 61
2.5 Analyse des qualités de 'estimateur EYW. .. .. ... ... ... 64
2.6 Etude comparative. . . ... ... ... ... . 67
2.7 Conclusion . . . ... . . 74

3.1 Introduction et notations

Ce chapitre est consacré a 1’étude par simulation des propriétés asymp-
totiques a savoir la convergence, la normalité asymptotique et I'efficacité des
estimateurs obtenus. Toutes les méthodes d’estimation ont été implantées
a 'aide du logiciel Matlab, exploité sous Windows . Nous présentons tout
d’abord le modéle et les critéres de performance utilisés. Nous considérons
en suite les qualités de cet estimateur. Puis nous étudions les propriétés
asymptotique de 'estimateur obtenu de chaque méthode. Enfin nous effec-
tuons une comparaison avec les estimateurs obtenus, en analysant les gains
de performance dus a l'estimation des différentes méthodes, mais avant de
profonder dans ce chapitre nous donnons briévement quelques notations que
nous allons utilisé durant notre travail.
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— MVC : La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant la décom-
position de Cholésky.

— MVTP : La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant 'inverse
de la matrice de Toeplitz.

— EYW : La méthode des équations de Yull-Walker.

— REQM : Racine de 'erreur quadratique moyenne.

— B : Biais.

3.2 Modéle et Critéres de performance
Le modele simulé est un modele autorégressif d’ordre 1 suivant I’équation :
Xt = q)Xt—l + &¢ ol gy v N (0,02) . (31)

Ce modeéle est réalisé & partir du générateur de nombres aléatoires issu de
la version 7.10.0 du logiciel MATLAB, les simulations sont faites pour les
différentes valeurs du parameétre autorégressif ® = (0.1, — 0.5, 0.9) avec
différentes valeurs de la variance de I'innovation ¢ = (1, 0.5). Pour valider
les méthodes d’estimation qui sont présentées au Chapitre 3, on a d’abord
voulu vérifier si les paramétres ® et o2 du processus autorégressif, sont bien
estimés. Pour ce faire, la racine de l'erreur quadratique moyenne et le biais
de chacun des parametres ont été estimé a partir de r répétitions pour un
¢échantillon de taille n générés du modele autorégressif d’ordre un. On rappelle
que si 0, est un estimateur de 6, alors le biais et la racine carré de 'erreur
quadratique moyenne empirique sont donnés comme suit :

3.2.1 Le biais (Voir réf[9])

On définit le biais de la fagon suivante :

B @n) —F @n) — 0. (3.2)

'~

On dit qu’un estimateur est sans biais si F <6’n = 0 et un estimateur sera

asymptotiquement non biaisé si lim,, .., B <5n> = 0.
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3.2.2 Laracine de L’erreur quadratique moyenne (voir ref[9))

Elle permet de définir la qualité de I'estimateur au second degré.

REQM (En) —\|EQM @) — \/ E ((@1 - 9)2) (3.3)

Silim, .o (REQM) = 0 alors 'estimateur est asymptotiquement consis-
tant.
Et le lien entre les trois mesures est :

REQM (3,) = \[var (3.) + 5 (2.) (.9

Remarque 23 Quand les deux expression explicite pour RECQ M (5) , B <5)

ne sont pas disponible, comme c’est le cas ici, on les estime par :
B(@) - 126? 9 (3.5)
T i=1 ' '

REQH (3) = 132 (3, -0)° (36)

oun 6O ... 0

sont les estimateurs obtenus des différentes réalisation.
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3.3 Analyse des qualités de ’estimateur MVC

Pour évaluer la performance de la méthode du Maximum de Vraisem-
blance utilisant la décomposition de Cholésky (MV C') décrite au Chapitre 3,
on estimera la moyenne, le Biais et la racine de I’erreur quadratique moyenne
pour différentes tailles d’échantillon. Et aussi on représente la distribution
asymptotique de I'estimateur du parameétre autorégressif selon I’histogramme
pour deux tailles d’échantillon différentes.

3.3.1 Reésultats numériques

Les Tableaux (3.1), (3.2), (3.3) présentent les résultats de la moyenne, le
biais et La racine de I’erreurs quadratiques moyennes estimés empiriquement
de l'estimateur = (ZI;, 82) a partir de r=10000 réalisation selon la méthode
de (MV () et les tailles d’échantillons considérées furent n = 50, 100, 1000,
10000. Et dans les figures (3.1), (3.2) nous présentons la distribution de
Iestimateur du MVC pour deux tailles différentes n=50 et n=10000 & partir
de 10000 réalisation.

n=>50 n=100 | n=1000 n=10000
® o?| E(@) E@GY | E®) EG*) | E(®) E@G E(®) E(5%)
0.1 0.0944 0.9824| 0.0992 09874 | 0.0996 0.9988 | 0.1000 0.9997
-05 1 -0.4806 0.9785| -0.4894 0.9900 | -0.4987 0.9992| -0.4997 1.0000
0.9 0.8676  0.9905| 0.8830 0.9922 | 0.8982 0.9987 | 0.8998 0.9999
0.1 0.0992 0.4912| 0.0971 0.4949 | 0.1005 0.4993 0.1001  0.5000
-0.5 0.5 -0.4818 0.4915| -0.4900 0.4950 | -0.4991 0.4994 | -0.4998 0.4999
0.9 0.8671  0.4942 | 0.8828  0.4946 | 0.8980  0.4994 | 0.8999  0.4999

Table 3.1 : Les moyennes des estimateurs du MVC' des paramétres du modéle
autorégressif d’ordre un, estimées a l’aide de 10000 répétitions.
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n=>50 n=100 n=1000 n=10000

® o*| B(®) B(G* | B(®) B | B(®) B(6°) | B(®) B3

0.1 -0.0056 -0.0176] -0.0007 -0.0126| -0.0003 -0.0012| O -0.0002

-0.5 1 0.0194 -0.0215/ 0.0106 -0.0100{ 0.0013 -0.0008f 0.0003 O

0.9 -0.0324 -0.0095| -0.0170 -0.0078| -0.0018 -0.0013] -0.0001 -0.0001

0.1 -0.0008 -0.0088] -0.0029 -0.0051] 0.0005 -0.0007] 0.0001 O

-0.5 0.5 0.0182 -0.0085] 0.0100 -0.0050f -0.0009 -0.0005| 0.0002 O

0.9 -0.0329 -0.0058| -0.0172 -0.0054| -0.0020 -0.0005| -0.0001 -0.0001
Table 3.2 : Le biais des estimateurs du MVC des paramétres du modéle au-

torégressif d’ordre un, estimées a l’aide de 10000 répétitions.

n=>50 n=100 n=1000 n=10000
REQM REQM REQM REQM

d | P ot @ | @ ) G
0.1 0.1413 0.1996 0.0997 0.1433 0.0311 0.0447 0.0099 0.0143
-0.5 1 0.1254 0.1974 0.0888 0.1407 0.0276 0.0440 0.0087 0.0139
0.9 0.0841 0.2011 0.0533 0.1400 0.0144 0.0445 0.0043 0.0140
0.1 0.1399 0.0985 0.0996 0.0702 0.0315 0.0224 0.0099 0.0070
-0.5 0.5 0.1269 0.0993 0.0871 0.0705 0.0275 0.0224 0.0086 0.0070
0.9 0.0844 0.1005 0.0528 0.0704 0.0143 0.0223 0.0043 0.0071

Table 3.3 : La racine de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs du

MVC des paramétres du modéle autorégressif d’ordre un, estimées a l’aide de
10000 répétitions.

3.3.2 La Distribution asymptotique de ’estimateur du
MVC

La normalité asymptotique de Pestimateur du (MV C) sera analysée a
travers I’histogramme de la distribution de l'estimateur de parameétre auto-
régressif. On prend le cas ou le parametre autorégressif est faible (& = 0.1)
et la variance de I'innovation est égale a 1. Les figures (3.1), (3.2) présentent
la distribution de I'estimateur du (M V(') pour deux tailles différentes n=50
et n=10000 & partir de 10000 réalisations.
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n=50 n=10000
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Figure 3.1 : Histogramme de l’estimateur — Figure 3.2 : Histogramme de [’estimateur
du MVC de parametre ® = 0.1 a partir de  du MVC de parametre ® = 0.1 a partir
10000 realisations pour n=50. de 10000 realisations pour n=10000.

3.3.3 Interprétation des résultats

A la vue des résultats des tableaux (3.1), (3.2), (3.3) on constate les points
suivants : R
e On remarque que le Biais de @ et aisont petits dans tous les cas considérés.
Plus n augmente le Biais de o2et de ® diminue jusqu’a son annulation, donc
on peut dire que lestimateur du (MV () est asymptotiquement sans biais.

e Les REQM sont généralement petites dans tous les cas considérés.

e Les estimateurs des paramétres ® et o2 performent bien pour différents cas
considérés. De plus, ces estimateurs devinent davantage précis & mesure que
la taille des échantillons augmente, car les REQM et le biais sont d’autant
plus faibles que le nombre d’observations est grand.

e FEgalement, on constate que la valeur du parametre autorégressif @ ne
semble pas exercer une grande influence sur la précision de ®. Ce n’est pas
le cas de la variance : en effet, les REQM de 5°sont beaucoup plus grandes
pour 02 = 1 que pour o? = 0.5.
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e Nous remarquons d’apres les figures (3.1), (3.2) Lorsque la taille d’échan-
tillon n augmente, la distribution de ’estimateur ® se rapproche de plus en
plus de la courbe en cloche de la loi normale.

Finalement ces résultats montrent également que la méthode d’estima-
tion de (MVC') est efficace et donne d’excellents résultats, car I'estimateur
de (MVC) admet des propriétés asymptotiques comme la convergence, la
normalité asymptotiques et il est asymptotiquement sans biais.

3.4 Analyse des qualités de ’estimateur MVTP

Plusieurs simulations ont été réalisées pour étudier le comportement de
Iestimateur du maximum de vraisemblance utilisant 'inverse de la matrice
de Toeplitz (MVTP), ces simulations sont faites pour les différentes va-
leurs du parameétre autorégressif et la variance de 'innovation tel que ® =
(0.1,-0.5,0.9) avec 02 = (1, 0.5). Nous utilisons 100 réalisations pour plu-
sieurs valeurs de la taille n de I’échantillon, I'estimateur 0 = (:IS, 82) est

calculé pour chaque réalisation et les résultats statistiques (la moyenne, le
biais , REMQ), la distribution de 'estimateur ®) sont donnés ci-dessous.

3.4.1 Reésultats numériques

Les Tableaux (3.4), (3.5) et (3.6) présentent les résultats de la moyenne,
le biais et REQM de l'estimateur du MVTP & partir de 100 réalisation pour
les tailles d’échantillon n = 50, n = 100 et n = 1000, respectivement, et les
figures (3.3) et (3.4) donne la distribution de l'estimateur du MVTP pour
deux tailles différentes n=50 et n=1000 a partir de 100 réalisations.
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n=>50 n=100 n=1000
d o2 E(®) E(6?% E(®) E(5%) E(®) E(5%)
0.1 0.0856  0.9739 0.0945 0.9891 0.1071  0.9968
0.5 1 -0.4795  0.9837 04875  0.9971 | -0.4938 0.9968
0.9 0.8688  0.9836 0.8879  0.9896 | 0.8985  0.9967
0.1 0.1058  0.7023 0.0940 0.7016 | 0.1042 0.5911
0.5 0.5 |  -0.4673 0.6896 -0.4887  0.6967 | -0.4944 0.0735
0.9 0.8669  0.7127 0.8862  0.6944 0.8870  0.5744

Table 3.4 : Les moyennes des estimateurs du MVTP des paramétres du mo-

déle autorégressif d’ordre un, estimées a l'aide de 100 répétitions.

n=>50 n=100 n=1000
d o B(®) B(3?) B(®) B(5?) B(®) B(5?)
0.1 -0.0144 -0.0261 -0.0055 -0.0109 0.0071  -0.0032
051 0.0205 -0.0163 0.0125 -0.0029 0.0062  -0.0032
0.9 -0.0312  -0.0164 -0.0121  -0.0104 | -0.0015 -0.0033
0.1 0.0058  0.2023 -0.0060 0.2016 0.0042  0.0911
0.5 0.5 |  0.0327  0.1896 0.0113  0.1967 0.0056  0.0735
0.9 -0.0331  0.2127 -0.0138  0.1944 -0.0013  0.0744

Table 3.5 : Le biais des estimateurs du MVTP des paramétres du modéle

autorégressif d’ordre un, estimées a l’aide de 100 répétitions.

n=50 n=100 n=1000
REQM REQM REQM
o o2 ) G P 52 P G
0.1 0.1412 0.1017 0.1073  0.0793 0.0320 0.0247
-05 1 0.1117  0.1016 0.0824 0.0736 0.0278 0.0247
0.9 0.0820 0.1006 0.0447 0.0656 0.0145 0.0247
0.1 0.1287  0.2128 0.0966 0.2058 0.0221 0.1963
-0.5 0.5 0.1375  0.2026 0.0873 0.2032 0.0250 0.1811
0.9 0.0754  0.2241 0.0529  0.2008 0.0165 0.1801

Table 3.6 : La racine de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs du
MVTP des paramétre du modéle autorégressif d’ordre un, estimées a l’aide

de 100 répétitions.
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3.4.2 La Distribution asymptotique de ’estimateur du

MVTP

Nous présentons I’histogramme de la distribution de I'estimateur de pa-
rametre autorégressif dans le cas o @ = 0.1 pour les tailles d’échantillon

50, 1000 a partir de 100 réalisations.

n=50

fréconce
N
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
moyenne estimé

Figure 3.3 : Histogramme de [’estimateur
du MVTP de parametre ® = 0.1 a partir
de 100 realisations pour n=>50.

3.4.3

fréconce

1
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
moyenne estimé

Figure 3.4 : Histogramme de [’estimateur
du MVTP de parametre ® = 0.1 a partir
de 100 realisations pour n=1000.

Interprétation des résultats

Selon les résultats des Tableaux (3.4), (3.5),(3.6) on voit que :

e les estimateurs sont proches des vraies valeurs et cela pour les divers cas
considérés et différentes tailles d’échantillon n, et plus n augmente plus les
estimateurs s’améliorent et s’approchent de la vraie valeur des parametres,

et plus la valeur du biais diminue.

e Les REQM sont généralement trés petites. Egalement, on voit que la per-
formance (REQM) des estimateurs a diminuer lorsque la taille d’échantillon
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n augmente, donc on peut dire que 'estimateur du MVTP est asymptotique-
ment consistant.

e la valeur du paramétre autorégressif ® ne semble pas exercer une grande
influence sur la précision de ®. Ce n’est pas le cas de la variance : en effet, la
REQM de 5%sont beaucoup plus grandes pour o2 = 0.5 que pour o2 = 1.

e D’apres les figures (3.3), (3.4) on remarque que Plus la taille d’échantillon
n augmente, la distribution de I’estimateur de parameétre autorégressif d se
rapproche de plus en plus de la courbe en cloche de la loi normale, alors
Iestimateur du MVTP de paramétre autorégressif ¢ est asymptotiquement
distribué selon une loi normale.

Ces simulations intensives confirment que la méthode du MVTP donne
des bons résultats, les propriétés asymptotiques générales sont vérifiées soit la
convergence et la normalité asymptotique et aussi ’estimateur du MVTP est
asymptotiques sans biais, mais I'inconvénient c’est qu’elle exige beaucoup de
temps pour l'exécution & cause du calcul de déterminant de la matrice I'"*.

3.5 Analyse des qualités de I’estimateur EYW

La méthode de Yulle-Walker est une méthode d’estimation autorégressive
qui est la plus simple et la plus rapide, pour analyser le comportement de
Pestimateur (EYW), on a généré 10000 réalisations pour plusieurs valeurs de
la taille n de I’échantillon avec différentes valeurs de ® et o2.

3.5.1 Reésultats numériques

Dans les tableaux(3.7), (3.8) et (3.9) nous donnons les résultats de la
moyenne, le biais et REQM de l'estimateur du MVTP a partir de 10000
réalisation pour les tailles d’échantillon n = 50, n = 100 et n = 1000, n=10000
respectivement, et les figures 3.3 et 3.4 donne la distribution de 'estimateur
du EYW pour deux tailles différentes n=50 et n=1000 & partir de 10000
réalisations.
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n=50 n=100 n=1000 n=10000
® o2| E@) E@GY) | E@) EG) | E@) E@GE) | E@) E@)
0.1 0.0965 0.9792| 0.0978 0.9889| 0.0994 0.9996| 0.1000 1.0010
-0.5 1 -0.4715 1.0111] -0.4847 1.0066| -0.4985 0.9986| 0.4999 1.0000
0.9 0.8470 1.0656| 0.8733 1.0313| 0.8971 1.0034| 0.8997 1.0002
0.1 0.095 0.4880| 0.0982 0.4959| 0.1018 0.4970| 0.1000 0.5000
-0.5 0.5 -0.4709 0.4930| -0.4853 0.4972| -0.4985 0.4998| -0.4998 0.5000
0.9 0.8700 0.6977| 0.8722 0.5154| 0.8973 0.5015| 0.8998 0.5000

Table 3.7 : Les moyennes des estimateurs du EYW des paramétres du modéle
autorégressif d’ordre un, estimées a l'aide de 10000 répétitions.

n=>50 n=100 n=1000 n=10000
® o°| B(®) B(G?)| B(@®) B(@®) | B(®) B(G*) | B(®) B
0.1 -0.0035 -0.0208 -0.0022 -0.0111 -0.0006 -0.0004 O 0.001
-0.5 1 0.0285 0.0111| 0.0153 0.0066| 0.0015 -0.0014 0.0001 O
0.9 -0.0530 0.0656| -0.0267 0.0313| -0.0029 0.0034| -0.0003 0.0002
0.1 -0.0050 -0.0102 -0.0018 -0.0041 0.0018 -0.0030 O 0
-0.5 0.5/ 0.0291 -0.0070 0.0147 -0.0028 0.0015 -0.0002 0.0002 O
0.9 -0.0300 0.1977| -0.0278 0.0154| -0.0027 0.0015| -0.0002 O
Table 3.8 : Le biais des estimateurs du EYW des parameétres du modéle au-
torégressif d’ordre un, estimées a l'aide de 10000 répétitions.
n=>50 n=100 n=1000 n=10000
REQM REQM REQM REQM
® o2 @ t| @ | @ o’ @ o’
0.1 0.1364 0.1993 0.0982 0.1411 0.0318 0.0450 0.0100 0.0142
-0.5 1| 0.1245 0.2022 0.0887 0.1433 0.0274 0.0447 0.0086 0.0146
0.9 0.0963 0.2573 0.0585 0.1615 0.0142 0.0450 0.0044 0.0142
0.1 0.1380 0.1004 0.0989 0.0701 0.0317 0.0223 0.0099 0.0070
-0.5 0.5/ 0.1274 0.0989 0.0879 0.0707 0.0275 0.0220 0.0087 0.0071
0.9 0.0802 0.2099 0.0590 0.0818 0.0143 0.0228 0.0044 0.0070

Table 3.9 : La racine de l’erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du
EYW du modéle AR(1), estimées a l’aide de 10000 répétitions.
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3.5.2 La Distribution Asymptotique de I’Estimateur

EYW

La normalité asymptotique de 'estimateur du EYW sera analysée & tra-
vers 'histogramme de la distribution de 'estimateur de parametre autoré-
gressif. Les figures (3.5), (3.6) présentent la distribution de l'estimateur du
EYW dans le cas ® = 0.1 pour deux tailles différentes n=50 et n=10000 a
partir de 10000 réalisations.

n=50 n=10000
300 T T T T T T 350 T T T

250

150

Fréconce
Fréconce

100

50

(o] 0
0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 006 007 008 009 01 011 012 013 014 0.15

Moyenne estimé Moyenne estimé

Figure 3.5 : Histogramme de l'estimateur  Figure 3.6 : Histogramme de [’estimateur
du EYW de parametre ® = 0.1 a partir de  du EYW de parametre ® = 0.1 a partir de
10000 realisations pour n=50. 10000 realisations pour n=10000.

3.5.3 Interprétation des résultats

D’apres les résultats des Tableaux (3.7), (3.8), (3.9) on remarque que :
e Le biais de ® et 5 sont petites dans tous les cas considérés . On remarque
aussi que les estimateurs deviennent davantage précis & mesure que n aug-
mente en plus le biais se diminue jusqu’a s’annule. donc on peut dire que
I’estimateur de EYW est asymptotiquement sans biais .

e Les REQM sont généralement trés petites dans tout les cas considérés et
plus n augmente plus la valeur REQM diminue.
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e D’apres les figures (3.5), (3.6) on remarque que Plus la taille d’échantillon
n augmente, la distribution de 'estimateur de parameétre autorégressif P se
rapproche de plus en plus de la courbe en cloche de la loi normale, alors
Iestimateur du EYW de parameétre autorégressif ® est asymptotiquement
distribué selon une loi normale.

Ces résultats montrent que 'estimateur de EYW est : asymptotiquement
sans biais, converge vers la vrai valeur, et I’estimateur du paramétre autore-
gressif est asymptotiquement distribué selon la loi normale.

3.6 Etude comparative

L’objectif de ce paragraphe est d’analyser par simulation I'importance
de chacun des points qui différencient les procédures MVC, MVTP, EYW.
Pour se faire on s’intéresse a les valeurs du REQM et ceux de biais quand
le nombre d’observations augmente et on rappelle que la racine de ’erreur
quadratique moyenne et le biais sont trés utiles pour comparer plusieurs
estimateurs. Si les deux estimateurs a comparer sont biaisés ou sans biais,
I’estimateur le plus efficace est simplement celui qui a ’erreur quadratique
moyenne la plus faible, (Voir réf[12]) .

Les valeurs du REQM et ceux de biais sont calculés pour différentes va-
leurs de ® = (0.1,—0.5, 0.9) avec 0 = 1, a partir de 100 réalisations pour
n=25 jusqu’a 1000. Les résultats sont donnés sous forme de graphique.
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3.6.1 Reésultats numériques
3.6.1.1 Premiére cas : synthése de biais et de REQM pour ¢ = 0.1

avec 02 =1

0.03 T T T T

— —— - phich
--------- phiyw
phitp I

0.025

0.02F | 4

0.015f

Biais

0.01}

0.005

1 1 1
0 200 400 600 800 1000
n: la taille d'echantillon

Figure 3.7 : Synthse de biais de l’estimateur ® obtenu en
fonction de n
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n: la taile d'‘échantillon

Figure 3.8 : Synthse de biais de Uestimateur 6>obtenu en
fonction de n
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n: la taille d'échantillon

Figure 3.9 : Synthse de REQM de l’estimateur d obtenu
en fonction de n
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Figure 3.10 : Synthse de REQM de Uestimateur &°obtenu
en fonction de n
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3.6.1.2 Deuxiéme cas : synthése de biais et de REQM & = —0.5

avec 02 =1

0.05 T
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Figure 11 : Synthse de biais de l’estimateur ® obtenu en
fonction de n
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Figure 12 : Synthse de biais de Uestimateur 6> obtenu en
fonction de n

70



REQM
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Figure 13 : Synthse de REQM de [’estimateur ® obtenu
en fonction de n.
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Figure 14 : Synthse de REQM de Uestimateur 6 obtenu
en fonction de n.
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3.6.1.3 Troisiéme cas : synthése de biais et de REQM pour ¢ = 0.9

avec 02 =1
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Figure 15 : Synthse de biais de ’estimateur ® obtenu en
fonction de n
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Figure 16 : Synthse de biais de Uestimateur 6> obtenu en
fonction de n.
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Figure 17 : Synthse de REQM de [’estimateur ® obtenu en

REQM

Figure 18 : Synthse de REQM de Uestimateur o> obtenu en
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3.6.2 Interprétation des résultats

D’aprés les figures des synthéses du biais et de la REQM on remarque
que :

e Pour les trois cas, elles confirment la convergence de I’estimateur obtenu
de chaque méthode. On constate aussi que le biais devient négligeable a partir
de n > 500, en particulier par rapport a la REQM qui décroit réguliérement.

e [’estimateur de la variance de I'innovation de MVTP est plus efficace
que l'estimateur de MVC et de EYW par contre ’estimateur de parameétre
autorégressif de MVC et de MVTP leurs REQM sont presque équivalents et
ces deux derniéres sont inférieurs que la REQM de EYW.

o Les biais des estimateurs des paramétres (®,0?) de EYW sont plus
grand que ceux de MVC et de MVTP et ils sont presque équitables quand
n > 800.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pu montrer des bonnes propriétés asympto-
tiques des estimateurs obtenus de chaque méthodes, telles que la convergence
et la normalité asymptotique. Notons par ailleurs que I’estimation des para-
metres d'un modele autorégressif AR(1) utilisant la méthode MVTP donne
de bons résultats,’inconvénient est que son mise en ceuvre complexe et lourde
en temps de calcul. La méthode MVC donne presque les mémes estimations
que MVTP et elle n’exige pas beaucoup de temps d’exécution, par contre
la méthode de yule- walker est plus simple et la plus rapide mais également
moins performante dans le cas de séries courtes.
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Conclusion Générale

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté une étude basée sur l'es-
timation des parameétres de processus linéaire gaussien autorégressif AR(p)
a partir d’une suite de n observations, et notre intérét a été focalisé sur la
méthode de Maximum de Vraisemblance.

Les résultats de ce travail se résument principalement en les points sui-
vants :

i) Dans le premier chapitre on présente une méthode proposé par Xiao-
GuangLv, Ting —zhu Huang qui nous a permis de calculer I'inverse de la
matrice de covariance d’un modéle autorégressif d’ordre 1

ii) Dans le deuxiéme chapitre nous avons considéré 'estimation du maximum
de vraisemblance pour le modeéle autorégressif, nous avons construit les ex-
pressions explicites de la fonction de vraisemblance pour un modele AR(1)
et nous avons détecter 'EMV exact dans le cas d’'un modéle autorégressif
d’ordre 1.

Ce qui concerne le modele AR(1) notre point de départ c’est d’utiliser
deux méthodes :
1. La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant la décomposition de
Cholésky qui nous a permis de trouver la forme analytique de ’EMV.
2. La méthode de Maximum de Vraisemblance utilisant I'inverse de la ma-
trice de Toeplitz basée essentiellement sur le calcule de 'inverse de la matrice
variance-covariance et son déterminant, mais avec cette derniére nous obte-
nons ’expression explicite de la fonction de vraisemblance est la méme de
celle de Cholesky, mais la maximisation de la vraisemblance étant réalisé par
des méthodes numériques.

iii) Dans le troisiéme chapitre nous avons validée les propriétés asympto-
tiques de I'estimateur obtenu de chaque méthode par une simulation numé-
rique, nous effectuons une comparaison avec la méthode de Yule-Walker.
Nous constatons que les deux méthodes MVC et MVTP donnent presque
les mémes estimations et des résultats trés satisfaisants, mais 'inconvénient
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de la méthode MVTP demande beaucoup de temps d’exécution de pro-
gramme par rapport & MVC quelle est basé sur des formules explicites du
EMV et facilement programmables pour des applications potentielles. La
comparaison entre les méthodes (MVC, MVTP, EYW) montre la supériorité
de la méthode de MVC notamment en terme de temps d’exécution par rap-
port a la méthode de MVTP et ces deux derniéres sont bien meilleurs que la
méthode de Yule-Walker dans le cas de séries courtes .

Nous espérons qu’a travers ce mémoire nous avons pu répondre & la pro-
blématique posée et que cette étude a denné les réponces espérées.
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Annexe

Application la méthode du maximum de vraisem-
blance au modeéle autorégressif AR(p)

L’évaluation de la fonction de vraisemblance du modele autorégressif
d’ordre p on se basant sur la relation unissant les fonctions de densité jointe,
marginale et conditionnelle, (voir réf[13]) .

Soit un processus AR(p) gaussien :

X;=®, X, 1+ .. +®,X; ,+& ou &~ N(0,07%) (1)

Le vecteur contenant les parameétres de la population & estimer est :

0= ((I)l,q)g,...,q)p,O'Q). (2)
Définissons X, comme le vecteur de dimension (p x 1) qui contient les p
premiéres observations de I’échantillon (X7, Xs,...,X,). De plus, nous sa-
vons que le processus AR(p) est centré . Définissons 0?V,, comme la matrice
variance-covariance de (X3, Xs,..., X)) :
E(Xy)” E(Xl.X22) o E(X1.X,)
2 E(X2.X;) E(Xy) e B (X2 X))
p . . .
E(X, X)) E(X,X,) --- E(X,)°
v(0) (1) v(p—1)
: .. - v (1)
vp-1) - (1) ~(0)

Ot v; est 'auto-covariance d’ordre j pour un processus AR(p).
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La densité des p premiéres observations est celle d’'une variable qui suit
une loi N(0,02V,) est :

(det (+°1;))

1
2

pr (ml,l'z, R ,QCP,H) = (27’(’)

[VS]

exp {—#X;V;l)(p] (4)
Pour le reste des observations dans 'échantillon, (X, 11, Xy, ..., X,), il est
possible d’utiliser la décomposition de I’erreur de prévision. Conditionnelle
aux t—1 premieres observations, l’observation ¢ est gaussienne et de moyenne
égale @241 +Poxy_o+. ..+ P74, et de variance o2, Seuls les p observations
les plus récentes sont prises en considération pour cette distribution. Alors,
pour ¢ > p:

th|Xt_1,..‘,X1 ('It | Li—1y -0y L1, 0) = th‘Xt_l,...,Xf,_p(xt | Ti—1, "'7xt—p7 0)

1 - (xt—CI>1xt_1—<I>2xt_2—. .. —q)pxt_p)Q
th|Xt,1,,..,X1 (7¢ | wp150,71,0) = 9o exp 952 (5)
La fonction de vraisemblance pour la totalité de Péchantillon X = (X1, X, ..., X,,)"
s’écrit : .
fX (xnxn—la -y L1, 0) = pr (xlv T2, ...,Tp, Q)X H thlXt—ly-~~7Xt—p (l‘t | Tt—1y -y Tt—p, 0)
t=p+1

Et la log-vraisemblance est alors :
L(0) =log fx (xpnxn_1,...,21,0)

p D 1 _ 1 _ n—p
L(0)= —5 log (2#)—5 log (02)+§ log (det V; 1)—FX;VP 1X,— 5 log (27) —
n—op n (xp — Py — Doy 90— ... — Py )2
5 log (‘72) - Zt:ler 202 -
Dés lors :
n n 1 _ 1 _
L) = -3 log (27) — 3 log (%) + 3 log (det V1) — ﬁX;Vp 'X,
u ($t — (I)ll't—l — q)gxt_g i (I)pl‘t_p)Z
N Z 252 (6)
t=14p

L’évaluation de (6) nécessite inversant la matrice V,, d’ordre (p x p) ,on note
I’élément de V;jl de la colonne j et de ligne i par v;; (p).
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Galbraith montré que, (voir ref[10]) :

i—1 p+i—j
v (p) = | D Bl — > Dy | pour 1Xi=<j<p  (7)
k=0 k=p+1—j

ot &y = —1.Valeurs de v;; (p) pour i > j on peut le déduire du fait que Vp_1
est symétrique (v;; (p) = vj; (p)).

Exemple 24 Pour un processus AR(1), Vp_l est un scalaire, dont la valeur
est trouvé en prenant i =j =p=1:

Vit = [0 @u®r — Yp, 210y = (92— @2) = (1 — B2). ainsi la va-
2
riance de AR(1) est ~, = oV = ﬁ.

si on substitue la valeur de V™' dans (6) on obtient la fonction de log
vraisemblance de AR( 1) est la méme de celle de Cholésky.

n n 1 1 = 2
L(9) = ) log (27r)—§ 10ga2+§ log (1 — @2)—@ [(1 — ®*) z] + Zz; (x; — Pxy_q)

Exemple 25 pour un processus AR(2) la relation (7) implique :

., (1=32)  — (B +B,dy)
Vo = ( (@ 4+ B By) (1 — ) )

On calcule facilement det (V5 ') et X4V5 "X,

det (V1) = det ((1 1 dy) ( (1_‘52) (1‘_‘1’(11)2) )> — (14 D) [(1 — @y)° — 37

X§Vy ' Xo = (@1, 72 ) (1+ P2) ( (1—_@?2) (1_—%2) ) ( o )

X2
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La fonction de log vraisemblance exacte de processus AR(2) est sous la
forme suivante :

L) = —Zlog(2m) — Slog (o) + %bg (1 +@2) [(1 — @5)° — 02))

- (%) (1= )2 = 2810005 + (1 — B2) 3)

_ i (z¢ — Pray 1 — @2%72)2
2
it 20
Remarque 26 Le log-vraisemblance du modéle AR(p) est une fonction non
linéaire compliquée de 0 = (®y, @y, ..., ®,,0%). Il est impossible de trouver la
forme analytique des estimateurs de mazximum de vraisemblance . Alors la
mazimisation de la vraisemblance étant réalisé par des méthodes numériques
(par exemple : par la méthode de Newton-Raphson, la méthode de score).
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