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Introduction générale

La théorie des graphes est une branche tres vaste de la Recherche Opérationnelle
et constitue un moyen tres puissant pour étudier les différentes propriétés de certaines
situations ou relations, qui peuvent exister entre des objets ou des éléments dans la vie
quotidienne dont la résolution ou la modélisation peuvent étre difficile ou compliquée
par d’autres moyens. Ces relations seront représentées par des points et des traits qu’on

appellera graphe.

Parmi les domaines de la théorie des graphes, on s’intéresse dans notre travail a
certaines propriétés de la domination qui est un domaine tres récent et dont 1’origine
se trouve dans les jeux d’échecs. Elle a pris un aspect théorique grace a Claude Berge

en 1958.

Un sous ensemble S de sommets d'un graphe G = (V, E) est un dominant si tout
sommet de GG est soit dans S soit adjacent a un sommet de S. Actuellement, plus de
80 types de domination sont introduits dans la littérature (voir par exemple [2, 7]). Le
nombre de domination d’un graphe G est le cardinal minimum d’un ensemble domi-
nant, le probleme de la détermination de ce nombre est un probleme NP-Complet pour

un graphe quelconque [55].

La domination trouve des champs d’applications dans les domaines d’informatique,
de biologie, de chimie, de sociologie et dans les problemes de localisations ...
Parmi les types d’ensembles dominants qui existent nous nous intéressons a la do-

mination double et la domination couplée.
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Un sous-ensemble S de sommets de G est dit ensemble dominant double si tout
sommet de V' — S est adjacent a au moins deux sommets de S et tout sommet de S
est adjacent a au moins un sommet de S. On appelle nombre de domination double, le

cardinal minimum d’un ensemble dominant double.

Un dominant S est dit couplé si le sous graphe induit par les sommets de S contient
au moins un couplage parfait.On appelle la taille minimum (respectivement maximum)
d’un dominant couplé le nombre de la domination couplé inférieur (respectivement

supérieur).

Dans le but de faire augmenter le nombre de domination dans certaines classes de
graphes, les chercheurs ont introduit la notion de subdivision de la domination qui
consiste a subdiviser un nombre minimum d’arétes dans un graphe pour faire aug-
menter ce nombre. Parmi les travaux qui existent dans la littérature on cite ceux de
T.Haynes et al [35, 37] qui se sont intéréssés au nombre de subdivision de la domi-
nation et la domination stable; H. Karami et al [51] se sont intéréssés au nombre de

subdivision de la domination totale.

L’objectif principal de notre travail est de déterminer des bornes ou des valeurs
exactes pour le nombre de subdivision de la domination double et de la domination

couplée.

Dans le chapitre 1, nous donnons les définitions de base de la théorie des graphes

et un apercgu sur certains types de domination.

Le chapitre 2 est consacré a la subdivision de la domination et de la domination

totale ot nous donnons les différentes bornes qui on été établies pour ce concept.
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Dans la premiere partie du chapitre 3 nous présentons les différents résultats qui
existent dans la littérature concernant la domination double. la deuxiéme partie est

consacrée aux résultats nouveaux que nous avons obtenu pour le méme invariant.

Le chapitre 4 est consacré a la domination couplée. Nous commencons d’abord par
exposer les différentes bornes qui existent sur le nombre de la domination couplée en-

suite nous prouvons d’autres résultas obtenus.

Enfin nous terminons par une conclusion générale et quelques perspectives pour les

nombres de subdivision de la domination double et la domination couplée.



Chapitre 1

Généralités sur les graphes

Dans ce chapitre nous présentons d’abord certaines définitions de bases nécessaires
a notre travail [10, 11] ensuite nous donnons un apercu sur la domination suivi de

quelques types d’ensembles dominants.

1.1 Définitions et notations

Un Graphe G = (V,FE) est la donnée de deux ensembles , un ensemble fini V' de
points appellés sommets et un ensemble fini £
de traits appellés arétes. Une aréte e est une paire de sommets (u, v) notée par e = uv

ou bien e = vu, ou u et v sont les extrémités de e.

L’ordre d’un graphe G est le nombre de ses sommets.
On dit que G est simple s’il ne contient ni boucle (aréte reliant z avec lui méme) ni

arétes multiples.

Adjacence dans un graphe. Deux sommet = et y d'un graphe G = (V, E) sont dits
adjacents (voisins) s’ils sont reliés par une aréte. L’ensemble des voisins d’un sommet
x sera noté N(z) . Le nombre d(z) = |N(z)| est appellé le degré du sommet z.

Le degré mazimum (respectivement minimum ) d'un graphe G = (V, E) est noté A(G)

(respéctivement §(G)).
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Une chaine Py est une séquence finie alternée de sommets z; , 1 < i < k et d’arétes,
telle que Vi , (z;, z;11) € E.
La chaine est simple si elle ne passe pas deux fois par une méme aréte.

La distance d(z,y) entre x et y est la longueur de la plus courte chaine entre z et y.

Un cycle C est une chaine simple ayant ses deux extrémités confondues. C' est ha-

miltonien s’il passe une seule fois par chacun des sommets de G.
La Corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs d’un cycle.

Un Graphe G est connezxe si pour toute paire x,y de sommets distincts de G, il
existe au moins une chaine les reliant. Dans tout ce qui suit, nous intérésserons qu’aux
graphes simples, connexes et sans sommets isolés.

Soit A C V, le graphe G4 dont les sommets sont les points de A et les arétes sont
ceux de G ayant les deux extrémités dans A est appelé le sous graphe de G engendré

par A.

On appelle graphe partiel d'un graphe G le graphe G tel que G = (V, E') avec
E CE.

1.1.1 Invariants d’un graphe

Le diamétre d’un graphe G est le nombre Diam(G) = mazx d(z,y) tel que z € V' |
yeVetaz#uy.

L’excentricité d'un sommet x est le nombre e(x) = max d(z,y) avecy € V et x # y.

Le rayon d’'un graphe G est le nombre p(G) = min{ e(z); z € V}.
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Un Couplage dans un graphe GG est un sous ensemble M d’arétes de G deux a deux
non adjacentes. La taille maximum de M est notée par 5(G).
Un sommet x est saturé par un couplage M s’il existe une aréte de M d’éxtrémité x.

Un couplage est dit parfait s’il sature tous les sommets du graphe, c’est a dire

pG) =3

Un Stable est un sous ensemble S de sommets de GG, deux a deux non adjacents.

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Un arbre T est un graphe connexe et sans cycle.
On appelle sommet pendant, tout sommet de T" de degré un. Le sommet adjacent a
un sommet pendant est appelé sommet support.
Un support est dit simple s’il est adjacent a un seul sommet pendant. il est dit fort

s’il est adjacent a au moins deux sommets pendants.

J s anase

F1Gc. 1.1 — Arbre

Un graphe G est dit biparti si 'ensemble de ses sommets peut étre partitionné en
deux classes X7 et X5 de sorte que deux sommets de la méme classe ne soient jamais
adjacents. Un graphe biparti est noté par G = (X; U Xy, E).

On dit que G = (X3 U X, ) est équilibré si | X;| = | Xs|.



Chapitre 1 Généralités sur les graphes

Un graphe simple G = (V, E) est dit complet si toute paire de sommets est reliée

par une aréte. Un graphe complet a n sommets est noté par K,, (voir Fig 1.2).

Fig. 1.2 - K4

Un graphe biparti G = (X; U Xy, F) est complet si tout sommet de X est de degré
| X5| et tout sommet de X5 est de degré | X;| on le note K, s avec r = | X;| et s = | X3
(voir Fig 1.3)).

K

K4

Fig. 1.3 -

Une clique est un sous graphe complet maximal d'un graphe.
Une Couronne d’un graphe G est une copie de G obtenue a partir de GG en reliant
chaque sommet de G a un nouveau sommet par une aréte pendante . Une couronne est

notée par G* = G o K (voir fig 1.4).

Fig. 14 -
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Une Chenille est un arbre T', tel qu’en supprimant tous ses sommets pendants ,

on obtient une chaine simple (voir Figl.5).

ety

Fi1G. 1.5 — Une chenille

Un Graphe triangulé est un graphe G' dont tout cycle de longueur supérieur a trois

admet une corde.
Le produit cartésien de G et G' noté par G x G est le graphe sur I'ensemble des
sommets V(G) x V(G") ou :

(z,2)(y,y) € B(GxG)siz=yetx'y € E(G)oubienz =y et ay € E(G).

La Grille est le graphe G = P, x P,, oun > 2 et m > 2 (voir Fig 1.6).

- -

. L

L L
ijP'

Fic. 1.6 — Grille P, x Py,

Le Cylindre est le graphe G = P, x C,, oun > 1, m > 1 (voir Fig 1.7).
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PP

P'-'HZC3

Fic. 1.7 — Cylindre P, x C,,

Le Tore est le graphe G = C,, x C,,, tel quen > 1, m > 1 (voir Fig 1.8).

SDTR

Crxlﬂ3

FiGc. 1.8 — Tore C}, x C,,

1.2 La domination dans les graphes

Soit G = (V, E) un graphe sans sommets isolés et S un sous ensemble de V', S est
un dominant si tout sommet de (V' —5) est adjacent & au moins un sommet de S (Tout
sommet d'un ensemble dominnat domine lui méme). Le nombre de domination noté
par v(G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G, le cardinal maximum
d’un dominant minimal de G appelé le nombre de domination supérieure, noté par

T(G).
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Le concept de domination est né au 16°™¢ siecle avec les jeux d’échec ou le principe
consiste a placer un nombre minimum de reines sur I’échiquier, de telle maniere que
chaque case de la table soit ou bien occupée par une reine ou bien atteinte par un seul
déplacement d’une reine.

La domination devient un domaine théorique dés 1958. En 1977, elle connut une
véritable expansion grace aux travaux de Cockayne et Hedetniemi.

IL existe 80 types de domination, on peut citer par exemple la domination double
, couplée, stable, totale ... Plusieurs études ont été faites sur la domination et qui
consister a déterminer les propriétés de différent types de dominants ainsi que des
bornes supérieures ou inférieures concernant ce nombre dedomination.

On note que le domination trouve un champ d’application tres large surtout en
informatique, on peut citer par exemple les réseaux de communication, les problemes

de localisations, les microprocessus ...

Dans tout ce qui suit, on représente par :
e Les éléments d'un dominant S d’un graphe G et par

o Les éléments de (V — 5).

1.2.1 Quelques types de domination

Un sous ensemble S d’un graphe G = (V, E) sans sommets isolés, est un domi-
nant total[22] de G si tout sommet de V' est adjacent a un sommet de S (c’est-a-dire

V = N(S)), on note par v(G) le cardinal minimum d’un dominant total (voir Fig 1.9)

& —

]
[

i)

Fic. 1.9 -

10
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Soit G = (V, E') un graphe et S un sous ensemble de V on dit que S est un dominant
double de G si tout sommets (V' —95) est adjacent a au moins deux sommets de S et tout
sommet de S doit avoir au moins un voisin dans S. Le nombre de domination double
d’un graphe G est le cardinal minimum d’un dominant double noté v«o(G) (Voir Fig

1.10).

So e
pa(G=4 relB)=e
PalG)=4

Fic. 1.10 -

Soient G = (V, E) un graphe sans sommets isolés et S un sous ensemble de V. S
est dit un dominant double exact[19] si tout sommet de G est dominé exactement deux

fois par S (voir Fig 1.11).

S AP N

(= 4 palial=4

Fic. 1.11 - EDDE

11
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Soit S un sous ensemble de V', S est un dominant couplé [17, 18, 20] si S est un
dominant et G(S) induit un couplage parfait. On note par 7,,.(G) la taille minimum

d’un dominant couplé (voir Fig 1.12).

e e

Fpe (LF= =

Fic. 1.12 -

12



Chapitre 2

Domination et subdivision dans les

graphes

Ce chapitre est un survey sur le nombre de domination et le nombre de subdivision

de la domination de la litérature.

Soit S un ensemble dominant d'un graphe G. On appelle nombre de subdivision
de G, noté par sd,(G) le nombre minimum d’arétes & subdiviser pour faire augmenter
le nombre de domination, de sorte que chaque aréte peut étre subdivisée au plus une

seule fois.

Des bornes ont été établis par T. W.Haynes, S.T et S .M.Hedetniemi [33, 34, 35, 36]
sur le nombre de domination et de la domination totale. Nous enoncerons quelques
résultats sur le nombre de subdivision de la domination et la domination totale [31,

37, 38, 39].

2.1 Quelques bornes sur le nombre de domination

T. W.Haynes et al[8, 28, 55] ont déterminé des bornes supérieurs de (G) en fonction
de A(G) et de 'ordre de G.

Théoréme 2.1. [8] Pour tout graphe G, on a y(G) <n — A.

13
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Théoréme 2.2. [10] Si G est un graphe sans sommets isolés alors v(G) < 3.

Théoreme 2.3. [55, 28] Soit G un graphe sans sommets isolés d’ordre n pair, alors

Y(G) = § si et seulement si toutes les composantes connexes de G sont des cycles Cy

ou bien la couronne H* d’un graphe H.

2.1.1 Bornes sur le nombre de la domination totale
Concernant la domination totale, on a

Théoréme 2.4. [23] Pour tout graphe connexe G sans sommets isolés d’ordre n > 3,

on a () < 2.

La borne du Théoréme 2.4 est atteinte dans certains cas :
On appelle une k -couronne d’'un graphe G le graphe d’ordre k|V| obtenu a partir

de G en rajoutant une chaine de longueur k a tout sommet de G.

Théoréme 2.5. [14] Soit G un graphe conneze d’ordre n, n > 3, alors v(G) = &* si

seulement st G est un cycle Cs ou Cy ou la 2-couronne d’un graphe connexe.
Pour la classe des arbres, on a les résultats suivants :

Théoréme 2.6. [22] Si T est un arbre d’ordre n > 3 avec s supports, alors

(a) 1(G) <52

2

(b) 7prG) < 5=

Théoréme 2.7. [16] Si T est un arbre d’ordre au moins trois ayant s supports alors

Y(T) < 4pr(T) < 3(T) + s — 1.

Théoréme 2.8. [16] Si G ¢ {C5,C5,Cg, Cho} est un graphe d’ordre n > 2, alors
7(G) < 4771-

14
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2.1.2 Bornes sur le nombre de subdivision de la domination

L’invariant sd,(G) admet une borne en foncton de la somme des degrés de sommets

adjacents : [1, 34, 35].

Théoréeme 2.9. [3/, 35] Pour tout graphe connexe d’ordre n > 3 et pour toute paire
de sommets adjacents (u,v) avec deg(u) > 2 et deg(v) > 2, on a sd,(G) < deg(u) +
deg(v) — 1.

Le corollaire suivant découle du Théoreme 2.9 et du fait que la grille contient un

sommet de degré deux qui est adjacent a un sommet de degré trois.

Corollaire 2.1. [34] Pour toute grille G, avecr <s, on a1 < sd.(T) < 4.

Corollaire 2.2. [35] Pour tout graphe k-réqulier G tel que k > 2, on a
1< sd(T) < 2k — 1.

Théoréme 2.10. [1] Pour tout arbre T d’ordre n >3 , on a 1 < sdy(T) < 3.

Dans l'article[34], T.Haynes et al, on répondu a la conjecture de S. Arumugam qui
stipule que : tout graphe G d’ordre n > 3, 1 < sd,(G) < 3.
ils ont montrés par le contre exemple G = K; x K;(t € N, t > 4) que sd, (K; x K;) = 4.
Dans ce méme article les auteurs ont établies desbornes pour des classes particulieres

de graphes :
Corollaire 2.3. [35] Pour le cube ), on a 1 < sd.(Q,) < 5.
Proposition 2.1. [35] Si G est un graphe d’ordren > 3 et v(G) = 1, alors sd.(G) = 1.

Théoréme 2.11. [35] Si G est un graphe connexe d’ordre n > 3 |
alors sd,(G) < v(G) + 1.

Théoreme 2.12. [35] Si G est un graphe connexe d’ordre n > 3 avec v(G) = ((G)
alors 1 < sdy(G) < 3.

15



Chapitre 2 Domination et subdivision dans les graphes

Un sommet est dit simplicial si I’ensemble de ses voisins induit une clique.

Corollaire 2.4. [3/] Si un graphe G contient un sommet simplicial u tel que

deg(u) > 2, alors sd,(G) < deg(u) + 1.

Théoreme 2.13. [3/] Si G est un graphe qui posséde une clique contenant deuz som-

mets simpliciauz alors 1 < sd,(G) < 3.

Théoréeme 2.14. [34, 35] Si G est un graphe ayant au moins trois sommets simpli-

ciaur deuz a deuzr adjacents alors sd,(G) = 1.

Un sommet u est dit triangulaire si tout sommet v adjacent a u est contenu
dans un triangle, autrement dit, si le sous graphe induit G[N(u)] ne contienne pas de
sommets isolés. On dira qu'un graphe est triangulaire s’il contient au moins un sommet

triangulaire et il est complétement triangulaire si tout sommet de G est triangulaire.

Théoréme 2.15. [35] Si un graphe G contient un sommet triangulaire u alors, sd(G) <

deg(u) + 1.

Théoréme 2.16. [35] Si G est un graphe conneze d’ordre n > 3 alors,
sdy(G) <~(G) + 1.

Corollaire 2.5. [35] Pour tout graphe complétement triangulaire, on a sd.(G) <
v(G) + 1.

Un graphe G est dit planaire s’il est possible de le représenter sur un plan de sorte
que les sommets soient des points distincts, les arétes des courbes simples, et que deux
arétes ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités.

Un graphe G est dit un graphe planaire maximal si pour toute paire de sommets (u, v)

non adjacents on a G 4+ uv est non planaire.

16



Chapitre 2 Domination et subdivision dans les graphes

Corollaire 2.6. [35/

pour tout graphe planaire mazimal G, on a sd,(G) < v(G) +1 <6.

Théoreme 2.17. Soient u et v deuxr sommets adjacents non-simpliciaur d’un graphe
G et r la taille mazimum d’une clique dans G[N(u) N N(v)] alors,

sdy(T) < deg(u) + deg(v) — 2r — 1.

2.1.3 Bornes sur le nombre de subdivision de la domination totale

Le nombre desubdivision de la domination totale est le nombre minimum d’arétes
qu’'on doit subdiviser (chaque aréte peut étre subdivisée au plus une seul fois) pour
faire augmenter le nombre de domination totale. Il est noté sd.,(G).

Des résultats similaires a ceux de sd,(G) existent, ils ont été établies par T.Haynes et

al [37]
Théoréeme 2.18. [37] Pour tout arbre T d’ordre n >3, on a 1 < sd.,(T) < 3.

Théoreme 2.19. [37] Si G est un graphe d’ordre n > 3, et v(G) = 2 alors
1 <sd,(G)<3.

Théoréme 2.20. [37] Si G est un graphe d’ordre n > 3, et v(G) = 3 alors
1 <sd,(G) <3.

Une meilleure borne existe pour sd,,(G) par rapport a sd,(G).

Théoréme 2.21. [38] Pour tout graphe G connexe ayant deux sommets adjacents u

et v de degré au moins deuz ,alors sd,,(G) < deg(u) + deg(v) — |[N(u) N N(v)| — 1.
D’autre bornes ont été établis dans [38], en particulier :

Corollaire 2.7. [38] Pour tout graphe G, k — régulier tel que k > 2, on a
1 <sd,(G) <2k-—1.

Corollaire 2.8. [38] Pour toute grille G, s avecr < s, on a 1 < sd.,(G,,) < 4.
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Chapitre 2 Domination et subdivision dans les graphes

Proposition 2.2. [38] Pour toute chaine P, et tout cycle C,, on a :

1 sin=0[4] oun=1[4];
sdy,(T) = ¢ 3 sin=2[4];
2 sin = 3[4].

Proposition 2.3. [39] Soit H* = G o K; la couronne d’un graphe G sans sommets

isolés d’ordre n, alors sd.,(H*) = 1.

Proposition 2.4. [39] Tout graphe G ayant un sommet de degré deux qui appartient

a un triangle, vérifie 1 < sd.,(G) < 3.

un k-arbre est un graphe obtenu par la copie d’'un graphe complet d’ordre k + 1 ,

on joignant chaque sommet a tout les sommets du sous graphe complet d’ore k.
Corollaire 2.9. [39] Pour tout k-arbre T, k > 2, on a sd,(G) < deg(u).

Proposition 2.5. [37] Soit G un graphe biparti complet K, s , v > 5, ayant un couplage
parfait, alors sd.,(G) < 4.

Les résultats suivants ont été donné par L.Hopkins dans [31].
Théoréme 2.22. [31] Si G contient un sommet triangulaire u, alors sd.,(G) < deg(u).

Corollaire 2.10. [31] Pour tout graphe complétement triangulaire on a

sd, (G) < 6(u).

Théoréeme 2.23. [31] Soit u un sommet simplicial de degré au moins deux d’un graphe

G et soit v un voisin de u, alors sd.,(G) < mindeg(u) + deg(v) — deg(u) + 3.

Proposition 2.6. [31] Pour tout graphe G ayant des supports adjacents, on a sd.,(G) =
1.
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Chapitre 3

Domination double et nombre de

subdivision

Dans le présent chapitre nous ennoncgons I’essentiel des résultats sur la domination
double existant dans la littérature. Ensuite, nous prouvons quelques nouveaux resultats

sur le nombre de subdivision de la domination double.

3.1 Bornes sur la domination double

Dans ce paragraphe, on cite quelques bornes inférieures et supérieures sur le nombre

vx2(G), établies par A.Akhodkar dans [3].

3.1.1 Bornes inférieures
vx2(G) peut étre borné par v(G), m, n et A(G).

Théoréme 3.1. [/0] Soit G un graphe sans sommets isolés ayant n sommets et m

arétes alors :
- x2(G) 2 v(G) + 1,
- Si G admet deuz v(G) — ensemble disjoint alors vx2(G) < 2v(G),
- 2 < 70(G) <,

- ")/XQ(G) 2 LMT_m7
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Chapitre 3 Domination double et nombre de subdivision

- 7><2(G) Z AQ_-tl

3.1.2 Bornes supérieures

Concernant la borne supérieure, Harary et Hayne ont déterminés dans [17] les

résultats suivants :
Théoréme 3.2. [17] Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a yx2(G) < n+1-94.

Corollaire 3.1. [17] Si G # Cj est un graphe d’ordre n avec § > 2 alors

7x2(G) < L%J .

Les résultats qui suivent mettent ’accent sur les relations entre certains parametres

de domination et la domination double pour la classe des arbres.

Théoréme 3.3. [6] Soit T un arbre alors yxo(T) = 2i(T') si seulement si T' posséde

deuz i(T) - ensemble disjoints (i(T) est un ensemble dominant stable (indépendant)).

Théoréeme 3.4. [6] Soit T un arbre, alors vxo(T) = 2v(T') si seulement si T' posséde

deuz (G)-ensemble disjoints.

Théoreme 3.5. [6] Soit T une chenille alors vy2(T) = 2v(T) si seulement si T est la
chaine Py ou bien T est tel que chaque sommet support est adjacent a exactement un
seul sommet pendant et la distance entre deux sommets supports consécutifs est congru

a 1 ou a2 modulo 3.

D’autres bornes et des valeurs exactes ont été introduites par A. Khodkar[47] qui

sont fonction du diametre ou de la maille d’'un graphe.
Théoréme 3.6. [47] Si G est un graphe tel que diam(G) =1, alors on a yx2(G) = 2.
Théoréme 3.7. [/7] Soit G un graphe. Si diam(G) = 2, alors on a yx2(G) < A+ 9.

On appelle maille d'un graphe G, la longueur du plus petit cycle dans G. La maille

d’un graphe G est noté par g(G).
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Théoréme 3.8. [47] Pour tout graphe connexe G d’ordre n tel que § > 2, on a

Yx2(G) <n+ —l_di%m(G)~

Théoreme 3.9. Pour tout graphe G d’ordre n tel que 6 > 5 on a,

12] 4+ [T sin=>5
2]+ [—=1—-1 sin>6

Théoréme 3.10. Pour tout graphe G d’ordre n, si g(G) > 5 alors vyx2(G) > 2.
Dans le cas particulier ou g(G) =7, on a une valeur exacte de yx2(G).

Théoréme 3.11. Soit G un graphe conneze tel que § > 2, alors yxo(G) > 2A + 1.

cette borne est atteinte si g(G) = 7.

Théoréeme 3.12. Pour tout graphe G, si g(G) > 5 alors, vx2(G) > A + f2(g§_71.

3.2 Domination double exacte

On rappelle qu'un dominant double exact d’un graphe G, noté brievement EDDE,
est un sous ensemble S de sommet de G tel que tout sommet de G est dominé exacte-
ment deux fois par S.

Si T est un arbre d’ordre au moins deux admettant un EDDE, alors tout sommet
support est adjacent a exactement un seul sommet pendant. De plus, deux sommets

supports quelconques ne sont pas adjacents.

Proposition 3.1. [18/ Si un graphe G posséde des ensembles dominants doubles exacts,
alors ils sont tous de méeme cardinalité.
3.2.1 Caractérisation des graphes admettant un EDDE

Les résultats suivants mettent en évidence les graphes admettant un EDDE. Il
s’agira principalement des chaines, des cycles, autres caractérisés par A.Khodkar dans

[50], ainsi que des grilles, des cylindres et des tores,...
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Proposition 3.2. [16] Un cycle C,, admet un dominant double exact, si et seulement

sin = 0[3] et la taille de cette ensemble est égale d 3.

Proposition 3.3. [16]/ Une chaine P, admet un dominant double exact, si seulement

sin = 2[3] et la taille de cet ensemble est égale @

Théoreéme 3.13. [19] Soit G un graphe 3-régulier connexe, alors G posséde un do-
minant double exact si seulement si G admet un couplage parfait M tel que le graphe

partiel Gy est un graphe biparti équilibré.

Théoréme 3.14. [50] P, x P,, admet un dominant double exact si seulement si l’'une
des conditions suivantes est vérifiée :

-sin=1etm=2[3] oun=2 et m=1[3]

-sin=3etm=5o0oun=m=295

Théoreme 3.15. [50] C,, x P,, admet un EDDE si seulement si :

- sim=1etn=0[3]

-sim=2etn=0[2]

Théoreme 3.16. [50] C,, x C,, tel que m,n > 3 admet un EDDE si seulement si : 5

2mn

divise n et m. Dans ce cas, on a la taille de tout ensemble dominant est égale a =g*.

3.3 Bornes supérieures sur le nombre de subdivision de la

domination double

Dans ce paragraphe on exposera les résultats connus sur le nombre de subdivision
présentés par A.Khodkar[3] suivi de tous les résultats que I'on a obtenu concernant ce

nombre .

on donne une caractérisation établie par A.Khodkar dans [3] concernant les graphes

ayant un yx2(G) = 2.
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Théoréeme 3.17. [5] Soit G un graphe d’ordre n ,alors v«o(G) = 2 si et seulement s’il
existe u et v € V(Q) tel que deg(u) = deg(v) =n — 1.

On va a présent donner deux bornes supérieures du nombre de subdivision pour
une grande classes de graphes, les graphes simples connexes . Notons que cette borne

est similaire a celle sur le nombre de subdivision de la domination totale.

Théoréme 3.18. [3] Pour tout graphe simple connexe G, ayant deux sommets u et v

adjacents de degré au moins deuz, on a sd., ., < deg(u) + deg(v) — |N(u) N N(v)| — 2.

Théoréme 3.19. /3] Pour tout graphe simple connexe G d’ordre n > 2 on a

7x2(G) < |5 ]

Dans ce qui suit on rappelle les conditions de minimalité d’un ensemble dominant

double établies par M. Chellali dans [17].

Théoréme 3.20. [17] Soient G un graphe sans sommets isolés et S un ensemble
dominant double de G, alors S est minimal si seulement si chaque sommet v € S

satisfait a l'une des conditions suivantes :
1- v est un sommet pendant dans le sous graphe induit par les sommets deS,
2- v est adjacent a un sommet pendant dans S,

3- il existe un sommet u dans V — S tel que N(u) NS = {v, w}.
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3.4 Résultats nouveaux sur le nombre de subdivision de la

domination double

Dans ce paragraphe, nous prouvons de nouveaux résultats qui concernent des bornes
sur le nombre de subdivision de la domination double pour des classes d’arbres, pour
les graphes bipartis et bipartis complets, pour des particuliers de graphes triangulés
et pour les graphes ayant au moins un sommet pendant. Nous établissons des valeurs

exactes pour certaines classes de graphe.

Notation : Dans tout ce qui suit notons par S un dominant double de cardinalité
minimum de G et par S* un dominant double du graphe subdivisé G*.
Posons Ng(u) = {x € G/ € N(u) et x € S} et
Ny_s(u) ={x € G/xr € N(u) et z € V — S}.

Remarque 3.1. : Tout ensemble dominant double S contient les sommets pendants et
leurs supports. En effet, Vo € (V — ), x doit avoir au moins deuzx voisins dans S par
conséquent dg(x) > 2 donc (V- S) ne contient pas de sommets de degré un.

Ve € S, x doit avoir au moins un voisin dans S, et les seuls voisins des sommets

pendants sont leurs supports.

On donne dans le théoreme suivant, la valeur de ~yy2(G) vérifiée par les chaines et

les cycles.

Théoréme 3.21. [/6]
— Pour toute chaine P,, n > 2, on a yx2(P,) = [_271;2]'
2n

— pour tout cycle Cy,, n >3, on a, yx2(C,) = [?1

Observation 3.1. Nous avons exprimé le résultat du Theoréme3.21 sous la forme

swiwante : Pour toute chaine P,, on a :

P = 23] +1  sin=0[3]
2([3] +1) sinon
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et pour tout cycle Cp,, n > 3, on a,

2(5] sin = 0[3]
Yx2(Cn) = 23] +1  sin=1[3]
2([3] +1) sin=2[3]

Nous avons obtenu les propositions suivantes concernants les valeurs exactes de

sd,,, pour les chaines et les cycles en ce basant sur 'observation précédente.

Proposition 3.4. Pour toute chaine P, on a :

2 sin=1[3
Sd"/xQ(Pn) =

1 sinon
Preuve. Soit P, une chaine. En subdivisant une aréte quelconque de P, on obtient
une chaine P, 1, alors si :
- n = 0[3] donc n+1 = 1[3] et [H] = [2], comme vxa2(P,) = 2[2]+1 et Yyo(Pot1) =
(

3
2[%1] +2 = vx2(P,) + 1, donc sd,,(P,) = 1.

-n = 1[3] donc n + 1 = 23] et [2F] = [2], comme Yyo(Poi1) = Yx2(P,) d’ou
sdy ., (P,) > 1.
On subdivise une autre aréte on obtient une chaine P, 5 et n + 2 = 0[3] alors
[%52] = [5] Aol xa(Pay2) = 2([5] +1) + 1 = 2[5] +3 = 72(F) + 1. Par
conséquent sd,,(P,) = 2.

- n = 2[3] donc n + 1 = 0[3] et comme v,2(P,) = 2([5] + 1) alors yxo(Pry1) =

Yxa(Pyn) + 1. Par conséquent sd,_,p,) = 1.

Proposition 3.5. Pour tout cycle C,,, on a

2 sin=2[3
sdy,,(Cp) =

1 sinon
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Preuve. Soit ), un cycle. En subdivisant une aréte quelconque d’un cycle C,, on
obtient un cycle C),.. Alors :

- Sin = 0[3] alors [H] = [2], et comme Yy2(Cy,) = 2[2] et Yu2(Crir) = 2[H]+1 =
Yx2(Cr) + 1. Donc sd.,,(C,,) =

- Sin = 1[3] on a 7xa(Ch) = 2[2] + 1 et yxa(Cryr) = 2% +2 = 2[2] + 2 =
Yx2(Cy) + 1. Donc sd.,,,(C,) = 1.

- Sin = 2[3] alors [*H] = [§] + 1 donc 7x2(Cria) = 2% = 2([5] +1) = 71x2(Ch).
D’ou sd,,,(C,) > 1.

On subdivise une autre aréte on obtient un cycle C,4o avec n + 2 = 1[3], on a

Yx2(Cria) = 2[”7”] +1=2([2] +1) + 1 = 7x2(Cy) + 1. D'ou sd,,,(Cy) = 2.

3.4.1 Bornes sur le nombre de subdivision de la domination double pour

les arbres

Proposition 3.6. Pour tout arbre T' d’ordre n, possédant au moins un support fort,

on a sd ,(T) =1.

Preuve. Soit T' un arbre ayant un support fort de degré au moins deux, montrons
que sd.,(T) =1 . Soit S un 7yx2(7T") - ensemble et soit u un support fort tel que uv
et uw deux arétes pendantes incidentes a u. Subdivisons 'aréte uv et soit x le sommet
subdivision. Notons par 7™ 'arbre subdivisé et S* un ensemble dominant double du
graphe subdivisé. Montrons que vy2(T™*) > vy2(T).

D’apres la Remarque 3.1 (page24), on a {u,v,w,z} € S* et tous les autres sommets
restent inchangés. Donc S* = S U z est un dominant double de 7™ de cardinalité mi-

nimal par conséquent , Yyuo(1T™*) = vx2(T) + 1.

On va maintenant énnoncer un résultat général sur les arbres avec une borne

inférieure et supérieur qui sont atteintes, pour les les chaines.

Théoreme 3.22. Pour tout arbre T d’ordre n > 2 sans support fort, on a

1<sd,,(T) <2.
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Preuve. Soit T un arbre d’ordre n > 2, sans support fort, 7' n’étant pas une chaine,

montrons que : 1 < sd, ,(T) <2, On a deux cas :

Tx2

1) T possede au moins deux supports simples adjacents u et w. Soient v et k leurs
sommets pendants respectifs, on a {u,v,w,k} € S .

Subdivisons les arétes uv et uw, soient x et y leurs sommets subdivisions respec-
tifs, on a donc {v,z,w, k} € S*( d’aprés la Remarque 3.1).

i) si y ¢ S* alors u est nécessairement dans S* car N(y) = {u,w} et les autres
sommets de T* restnt inchangés. D’ou S* = S U {x} est dominant double de T**
de cardinalité minimum. Dans ce cas sd,,,(T) = 1.
sty€ S* donc u sera dominé par x et y. Alors on a :

lir) Soit tout sommet t € N(u), t # w,t € V — S et t est dominé par au moins
deux sommets différent de u.

Alors si u ¢ S*, t reste dominé dans S* d’out S* = SU {xz, y}{u} est un dominant
double de cardinalité minimum par conséquent yyxo(1™) > yx2(T).

) Soit il existe au moins un sommet t € Ny_g(u) tel que ¢t est dominé par exac-
tement u et un autre sommet de 7" alors nécessairement 1'un des deux sommets
uou t est dans S*. D’ou S* = SU{z,y,t}/{u} ou S* = SU{x,y} est un domi-
nant double pour 7* non minimum d’apres (i) . Notons dans ce cas qu’une seul
subdivision de I'aréte uv suffit pour augmenter le nombre de domination double
car Sx¥ = S U {z} est un dominant double de cardinalité minimum pour 7*. Par
conséquent Yyxo(T™) > vxa(T).

A) Soit ¥Vt € N(u), t € S dont tous ces voisin dans S. Donc u ¢ S* et u sera
dominé par z et y et tous les autres sommets restent inchangés. D’ou S* =
S U {x,y}\{u} est un dominant double de cardinalité minimum par conséquent
Yx2(T™) > x2(T).

@) Soit il existe au moins un sommet ¢t € N(u)\{v,w} , t € S ayant tous ces voisins
dans V' —S ou bien u est le seul voisin de ¢ dans S (c’est-a-dire Ng(t) = {u}). Donc
u doit nécessairement étre dans S* d’ou S* = S U {x,y} est un dominant double
pour 7™ non minimum d’apres (i). Notons dans ce cas qu’une seule subdivision

suffit pour augmenter le nombre de domination double car Sx = S U {z} est un
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dominant double de cardinalité minimum pour 7*. Par conséquent 7yo(7T%) >
Vx2(T).

2) T ne possede pas de supports simples adjacents. Tout élement w € N (u) n’est ni
un sommet pendant (car T sans support fort) ni un support simple (car T sans
support adjacent). Soit uv une aréte pendante de T et w € N (u).

Subdivisons 'aréte uv. Soit = son sommet subdivision. On a deux cas :

Si Vw € N(u)\{v}, w € S alors u doit nécessairement étre dans S* (car sinon u
n’aura qu'un seul voisin x dans S*) et tous les autres sommets restent inchangés.
Par conséquent S* = S U {z} est un dominant double de cardinalité minimum
pour 7. D’oll vx2(T™) > vx2(T) et donc sd,,,(T) = 1.

Si ce n'est pas le cas, ¢’ést a dire il existe au moins un sommet w € N (u)\{v}tel
que w € S. Subdivisons l'arétes uw, soit y son sommets subdivision. On a
{v,z,w} € S* (d’apres la Remarque 3.1).

- Siy ¢ S* alors {u,w} € S* (sinon y ne sera pas dominé dans T* car N(y) =
{u,w}) et les autres sommets restent inchangés. D’ou S* = SU{z} est dominant
double de cardinalité minimum pour 7™ par conséquent vyxa(7™) > vx2(T).

- Siy e S* alors :

a) Soit Va € N(u)\{v,w}, a € V — 5, a est dominé par au moins deux sommets
de T différent de w alors u € S* (u sera dominé par x et y) et tous les autres
sommets restent inchangés. D’ou S* = S U {z,y}/{u} est un dominant double
pour T* de cardinalité minimum pour 7. Par conséquent vyo(T™*) > vyo(T).

B) Soit il existe au moins un sommet a € Ny _g(u) tel que a est dominé exactement
par u et un autre sommet ¢ de T alors I’'un des deux sommets a ou u doit étre dans
S* et on aurait donc S* = SU{z,y,a}\{u} ou S* = SU{z, y} n’est pas minimal (
d’apres le cas précédant). On constate dans ce cas qu'une seule subdivision suffit
car S* = S U {x} est un dominant double de cardinalité minimum pour 7*. Par
conséquent Yya(1T™) > vx2(T).

A) Soit il existe au moins un sommet k € Ng(u)\{v}, tel que Ng(k) = {u} donc
soit u, soit un voisin de k doit étre dans S* (car sinon k n’aura pas son voisin dans

S*) et les autres sommets restent inchangés. D’ou S* = S U {x,y} un dominat
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double pour T* qui n’est pas minimal d’apres ce qui précede (dans ce cas une
seule subdivision suffit pour augmenter le nombre de domination double). Alors
S* = SU{z} est un dominant double de cardinalité minimal pour T* et par
conséquent vy o(T™*) > vx2(T). D'ou sd,,, = 1.

p) Soit k € Ng(u)\{v} et possede au moins un autre voisin dans S différent de u
alors u ¢ S*. D’ou S* = S U {z,y}\{u} est un dominant double de cardinalité

minimum. Par conséquent vy o(T™) > vyo(T).

Remarque 3.2. Le Théoreme 3.22 montre que tout arbre T' peut étre classer par

la domination double, soit dans la classel, soit dans la classe2 suivant la valeur de
sdy,,(GQ). Cependant, la caractérisation de ces classes n'est pas facile, alors on va pro-
poser une construction de ces arbres qui utilise les étapes suivantes : On ne considérera
que les arbres sans sommets supports forts, puisque les autres sont dans la classel,

d’apres la Proposition 3.1 .

T peut étre obtenu a partir d’'une aréte et une succession d’opérations qui consistenT
a rattacher Ky, P, ou Py aux sommets de T'. Notons par A(7T) I’ensemble des sommets
pendants ,B(T") I'ensemble des supports de T'. Posons C(T') = A(T) U B(T) et D(T)

un yxo(7')- ensemble.

Soit une aréte (ab), on rattache au moins un sommet au sommet a, on obtient
Iétoile K, ; m > 2, de centre a.
Pour i > 1, soit 7" I'arbre obtenu & partir de I'étoile K7 ,, en rattachant K, P, ou Pj
de sorte que I’arbre obtenu soit sans support fort (on ne peut pas rattacher K; plus

d’une fois & un sommet d'un arbre 7" sinon on obtient un support fort ).

Observation 3.2. rattacher Py, = zy au sommet z € (V — D(T")) ot z € C(T") ou

bien z € N(a) par laréte zz, conduit a :
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D(TYU{z,y}, size (V—D(T)ouze C(T? et Nla] C D(T?)
D(TY) U{z,y}, siz€ Nla] C D(T)

D(Tz‘—H) —

Observation 3.3. rattacher P, = xy et P, = 2t a deux sommets successifs k et | de

D(T") par les arétes kx et 1z, conduit  :

D(T") U {z,y, z, t}\{k}
D(T*) U {z,y, z, t}\{1}

D(TiJrl) —
Observation 3.4. rattacher Py = zyz & un sommet t € A(T") par 'aréte tz, conduit
a:
D(T™*1) = D(TY) U{z, y}.

Observation 3.5. rattacher un sommet x au sommet a d’un arbre T® par laréte az,

conduit a :

D(TYU{a,x} si ace D(T")
DT = ¢ D(T)U{z}\{k} (k€ N(a)) si{a.k}C D(T")
D(TY)) U {z} si NfaJC D(T")

Observation 3.6. : rattacher un sommet x a un sommet t € (V — D)(T") par laréte

tx, conduit a :

D(TY)) U {t,x} si a € D(T")
D(T") U {t,z}\{k}aveck € N(a) si {a,k} C D(T")

D(Ti+1> —

Observation 3.7. : rattacher un sommet x au sommet t € A(T) par laréte tz,

conduit a :

D(T") U {x} s’il n’existe pas de support adjacent a z
D(T) U{z}\{z} sinon

D(Tz'Jrl) —

ot z le support de t

On a les classes suivantes :
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C; : on rattache un sommet & tous les sommets de A(T"). Notons T? I’arbre obtenue

et D(T?) = C(T?). Donc |D(T?)| = |C(T?)| = 2m et a € D(T").

Pour i > 2, (T*"!) est obtenu & partir de (7%) en rattachant une ou plusieurs
chaines P, a des sommets de (V — (D)(T")) ou a des sommets de B(T") ou bien
une ou plusieurs chaine Py & un ou a plusieurs sommets de A(7%). On a
D(T*) = D(THUC(T) (| D(T1)] est pair car D(T?) est pair et en rattachons

P, ou P3 on rajoute deux sommets a chaque fois).

Cs : on rattache une chaine P, & tous les sommets de A(T"). Notons T2 I'arbre obtenue.

Cs

Supposons sans perte de généralité que le voisin de a dans D(7T?) est le sommet
b. On a D(T?) = C(T?%) U {a,b} . Donc |D(T?)| =2m +2 .

Si on considere toute les chaine passant par a et contenant le sommet b on obtient
une chaine Py = (a,b,k,1) on {k,1} C C(T?) .

Pour i > 2, (T"!) est obtenue & partir de (T%) en rattachant P, & des sommets de
(V —(D)(T")) ou bien une ou plusieurs chaine P3 & un ou & plusieurs sommets de
A(T"). On a d’apres les Observation (3.1) et (3.3), D(T"™!) = D(T*) U C(T") (
|D(T1)| est pair car |[D(T?)| est pair et en rattachons P, ou P3 on rajoute deux
sommets a chaque fois).

Donc pour tout ¢ > 2, toute chaine passant par a et contenant le sommet b

contient une chaine Py = (a,b,k,l) ou k € N(a) et [ € N(k) .

: on rattache une chaine P3 a tous les sommets de A(T"). Notons T2 I’arbre obtenu.

D(T?) = D(THUC(T?) et |D(T")| = |C(T")| = m+1 (d’apres I'observation 3.3).
Donc N[a] C D(T?) et si on considére toute chaine passant par a et d’extrémité
deux sommets pendants on constate I'existence d'une P3 = (a, k,l) ou {k,l} C
N(a).

Pour ¢ > 2, T est obtenu a partir de 7% en rattachant une chaine P, a des
sommets de (V' — (D)(T")) ou bien une ou plusieurs chaine P; & un ou & plusieurs
sommets de A(T*). On a D(T""') = D(T%) U C(T*"") (d’apres les observations
3.1 et 3.3 ). Donc pour tout i > 2 toute chaine passant par a et d’extrémité deux
sommets pendants possede une chaine P3; = (a, k,1) ou {k,l} C N(a) (voir Fig
3.13).
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be b 4 44

Te TeC
TECg

F1G. 3.1 — les classes des arbres

Remarque 3.3. D’apreés ce qui précéde compte tenu des observations(3.5), j = 1,6 ;

on obtient trois types d’arbres sans support fort :

Type(1) : T est un arbre qui possede au moins une chaine Py, k > 2 passant par
a et d’extrémités deux sommets pendants de T" et qui ne possede ni une chaine P; ni

une chaine P, dans D(T') (exemple 1 C).

Type(2) : T est un arbre qui posseéde au moins une chaine P, dans D(T') appar-
tenant a toute les chaines P, de l'arbre T' qui passent par le sommet a et contenant
le sommet b ( b est soit un sommet pendant ou non) et d’extrémités deux sommets

pendants (exemple Cy).

Type(3) : T est un arbre qui possede au moins une chaine P3 dans D(T') passant

par le sommet a ou non (exemple Cj).
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Proposition 3.7. Pour tout arbre T' de type (1) ou type (3) on a sd. ,(T) =1 et pour

tout arbre de type(2) on a sd, ,(T) = 2.

Preuve. Soit T un arbre d’ordre n > 2, sans support fort et T son arbre subdiviser.

1) montrons que pour tout arbre 1" de type (1) on a sd,,,(T) = 1.

i) si

Soit P une chaine passant par a et d’extrémités deux sommets pendants de 7' et
qui ne posseéde ni une chaine P3 ni une chaine Py dans D(T), (d’apres la classe C1,
x2(G) est pair et D(T') ne contient que des chaines P, ou bien des chaines P, qui
sont formés que par deux supports simples adjacents et leurs sommets pendants
(d’apres l'observation (1)), (exemple C}) Soit xy une aréte appartenant a Py tel
que z € D(T) et y € (V — D)(T), subdivisons l'aréte xy, soit z son sommet

subdivision.

z ¢ D(T™) alors y doit nécessairement étre dans D(7™) car sinon z ne sera pas
dominé dans T, d’autre part tout voisin ¢ de y dans D(T) appartient soit a P
soit a une chaine P, qui est formée que par deux supports simples adjacents et
leurs sommets pendants (car toute chaine P, de T ne contient dans D(7T") que des
chaines P, ou bien des chaines P, qui sont formé que par deux supports simples
adjacents avec leurs sommets qui doivent étre dans D(7T™*) d’ou y ne peut pas étre
échangé par I'un de ces sommets et tous les autres sommets restent inchangé et
on aurait

D(T*) = D(T) U{y} (exemple C}) (d’apres 'observation (1)).

ii) De méme si z € D(T™) alors y sera dominé par x et z et tous les autres sommets

reste inchangés d’ou D(T™*) = D(T) U {z}.

2) montrons que pour tout arbre 7" de type (2) on a sd,,(T) = 2.

Comme toute chaine P, passant par a et contenant le sommet b et d’extrémités
deux sommets pendants (ou bien qui ont 'une de leurs extrémité le sommet b )
possede au moins une chaine Py, dans D(7%)( qui n’est pas formé par des support
adjacent avec leurs sommets pendants) alors si on subdivise n’importe qu’elle aréte
de Py par un sommet z alors x entre dans D(7T™) et peut étre échangé par I'un des

sommets k appartenant a P, par conséquent vyo(T') = vxo(T™) et sd, ,(T) > 1
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. Or T est un arbre de type(1), donc d’apres (i) une seule subdivision suffit
pour augmenter le nombre de domination double c¢’est-a-dire sd.,,,(T*) = 1 donc

sdy.,(T) = 2.

3) montrons que pour tout arbre 7" de type(3) on a sd., (1) = 1.

Tout arbre de type (3) possede au moins une Py = (z,vy, 2) dans D(T'). Subdivi-
sons |'aréte xy, soit k& son sommet subdivision.

Si k ¢ D(T*) alors k sera dominé par y et z , d’autre part comme z € P3 donc
tout ces voisins sont dans (V' — D)(T') alors z n’aurait pas son voisin dans D(7T™)
donc soit k € D(T™) ou bien I'un des voisins [ de z doit étre dans D(T™) et tous
les autres sommets restent inchangés (car on ne peut pas avoir un arbre 7' qui

de type(2) et (3) on méme temps) et on aurait donc D(T*) = D(T) U {k} ou
D(T*) = D(T) U {l} par conséquent vyo(T™) > vx2(T) et sd, ,(T) = 1.

Le corollaire 3.2 et le corollaire 3.4 découlent immédiatement de la Proposition 3.4.

Corollaire 3.2. Pour tout arbreT' d’ordre n > 2 et qui admet un ensemble dominant

double exact, On a sd., ,(T) = 1.

Preuve. Soit T est un arbre admettant un EDDE noté S, alors
pas définition, G(S) est constituer que par des chaines Py. par conséquent T" appartient
au type(1) .
D’ou d’apres la proposition(3.4) on a sd,,(T) = 1.
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Corollaire 3.3. Pour toute chenille T' sans support fort, telle que le nombre de
sommets entre deuxr sommets supports consécutifs x; et x;11 est égala a k; on a :

2, sik; =1[3]
8d’Y><2(T) =

1, sinon
Preuve. 1l est facile de voir que 'on a toute chaine P, passant par les supports
x; et z;11 et d’extrémités deux sommets pendants, vérifier k = k; + 4, on retrouve les

meémes résultats que pour les chaines on a donc :

Si Vi, k; = 1[3] alors k& = 2[3] donc S est former que par des chaines P, d’ou T'

appartient au type(1) par conséquent sd. ,(7T") = 1.

Si Vi, k; = 2[3] alors k = 0[3] donc Sest former que par des chaines P, ou P3 d’ou T’

appartient au type (3) par conséquent sd.,,(7T") = 1.

Si Vi, k; = 0[3] alors k = 1[3] donc S est former que par des chaines P, et Py d’ou T

appartient au type(2) par conséquent sd.,,,(T") = 2.

si Ji tel que k; = 1[3] (ou \ et) k; = 2[3] alors S est former que par des chaines P,

et Py donc T appartient au type(1) et type (3) en méme temps, par conséquent
sd o (T) = 1.

3.4.2 Bornes sur le nombre de subdivision de la domination double pour
des graphes particuliers
Graphes ayant au moins un support fort

Le résultat suivant est une généralisation de la proposition 3.3.

Théoreme 3.23. Pour tout graphe G d’ordre n > 3 ayant au moins un support fort,

on a sd, ,(G)=1.

Preuve. Le méme principe que dans les arbres si on subdivise une aréte pendante

issue d’un support fort alors le sommet subdivision z est nécessairement dans l’en-
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semble dominant double du graphe subdivisé car et les autres sommets du graphe reste

inchangés donc vx2(G*) > vx2(G) et par conséquent , sd, ,(T) = 1.

3.4.3 Graphes ayant des supports simples

Dans les résultats suivants nous établissons une borne supérieure et inférieure pour

les graphes ayant 0(G) = 1.

Proposition 3.8. Pour tout graphe G d’ordre n > 4 ayant au moins un support simple,

onal<sd,,(G)<2.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n > 4,sans support fort et ayant au moins un

support simple, on a deux cas :

1) G possede au moins deux supports simples adjacents.

Soient u, w deux supports simples adjacents et v, k leurs sommets pendants
respectifs. Subdivisons les arétes uv et uw, soient x, « leurs sommets subdivisions
respectifs. On a d’apres la Remarque 3.1, {u, z,w, k} C S*.

i) siaz’ ¢ S*alorsu € S* (car N(z') = {u, w} ) et les autres sommets du graphes restent
inchangés et on aurait donc S* = S U {x}. Par conséquent 7y,2(G*) > vx2(G).

ii) si z* € S*, alors :

- Soit Yk € N(u), k € (V —S) et k est dominé par au moins deux sommets de G
différent de u. Donc si u ¢ S* alors k reste dominé dans G* et tous les autres
sommets restent inchangés. D'ou S* = S'U {x,2'}/{u} est un dominant double
de cardinalité minimal pour G* et par conséquent vy2(G*) > vyx2(G).

- Soit il existe au moins un sommet k € N(u), k € (V —S5) tel k est dominé par
exactement u et un autre sommet [ dans GG. Donc u doit étre dans G* et on aurait
donc S* = S U {x, 2’} non minimal d’apres ce qui précede ( dans ce cas on peut
montrer qu’une seule subdivision suffit pour augmenté le nombre de domination

double).

2) G possede des supports simples non adjacents :

Soit G un graphe possédant au moins un sommet pendant u et soit v son support
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simple et w un voisin de u. Subdivisons ’aréte pendante uv et une aréte adjacente
vw. Soient x et y leurs sommets subdivisions respectifs. Donc {x,v} C S* (d’apres
la remarque 3.1).

1" cas :siwe€eS

- sty ¢ S* alors u doit étre dans S* car N(y) = {u,w}. Donc {u,z,v} C S* et les
autres sommets du graphe restent inchangés. D’ou S* = SU{z} est un dominant
double de cardinalité minimum. Par conséquent vy2(G*) > vx2(G).

- siy € S* alors u sera dominé dans G*. De la méme facon que (1 —4i) on montre que
S* = SU{x,y}/{u} est un dominant double de cardinalité minimal pour G* et
par conséquent Vyxa(G*) > vx2(G).

2°m¢ cas siw ¢ S alors soit {u,y} C S* ou bien {y, w} C S* donc S* = SU{z,y} ou
bien S* = S — {u} U {z,w,y} est un dominant double non minimal (d’apres 1"
cas). On montre dans ce cas qu'une seule subdivision suffit pour faire augmenter

le nombre de domination double.

Dans les paragraphes 3.4.4 et 3.4.5 nous déterminons le nombre sd,,(G) en fonction

de vx2(G) pour des classes de graphes qui sont inclus dans les graphes triangulés .

3.4.4 Graphes avec un v,3(G) =2

Nous définissons dans la Proposition 3.10 une classe de graphe qui a un nombre de
subdivision de la domination double sd., ,(G) = 1. Cette classe contient les graphes

complets K,.
Proposition 3.9. Pour tout graphe G d’ordre n > 2 tel que vx2(G) = 2, on a
sdy,,(G) = 1.

Preuve. Soit G un graphe tel que v42(G) = 2. Posons S = {u, v}, autrement dit,
tout sommet de G est dominé par u et v donc
- Sin =2, G =P, dou d’apres la proposition 3.1, sd, ,(G) =1
- Sin > 3, soit w € (V —9), alors il suffit de subdiviser une seule aréte, I’aréte uw

(ou vw) et soit x le sommet subdivision, on a alors :
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- Soit x ¢ S* et donc w est nécessairement dans S* (car les seuls voisins de z sont w
et u). D’ou S* = S U w est un dominant double de cardinalité minimum de G*.
Donc 7x2(G*) > 7x2(G).

Soit w ¢ S*, donc x est nécessairement dans S* (car les seules voisins de w sont

x et u) et donc S* = S U{z} il en résulte que Yx2(G*) > vx2(G).

3.4.5 Graphes avec un 7,3(G) =3

Nous définissons dans la Proposition 3.11 une classe de graphe qui a un nombre de

subdivision de la domination double sd,,,(G) =1 ou sd,,,(G) = 2.

Remarque 3.4. Soit G un graphe d’ordre n > 4 tel que vyx2(G) = 3 et S un vx2(G)-

ensemble, alors on a :
1) G(S) est soit une chaine Ps, soit un triangle Cs.

2) Si G(S) est un cycle Cs tel que Vx € (V. —S) , N(xz) =S alors G(V — S) est non

stable car sinon vyy2(G) =2, d’aprés le Théoréme 3.18.
Proposition 3.10. Pour tout graphe G tel que vx2(G) =3, on a 1 < sd,, ,(G) < 2.

Preuve. Soit S = {u,v, w} un dominant double de G.

*) Sin =4 il est clair que G est le cycle Cy (sans corde) alors sd L.

Yx2 T
*) pour n > 5. Subdivisons les arétes uv et vw, soient k et [ leurs sommets subdivisions

respectifs. On a les cas suivants :

1¢" cas) Sik ¢ S* et l ¢ S* (car les seuls deux voisins de k et [ doivant étre dans S*).
D’autre part, dans G*, (u,v) et (v, w) ne sont plus adjacents, autrement dit, le
sommet v est isolé dans G(S*). Donc il faut un autre voisin « dans G(S*). D’ou
{u,v, w, x}subsetS* et par conséquent vyyo(G*) > 3

2°m¢ cas Sik ¢ S*etleS* (ouke S*etl¢S*).

Alors {u,v}subsetS* car k ¢ S* et donc {u,v,l}subsetS*. D’autre part, comme u
et v ne sont plus adjacents (de méme w et ), donc il faut nécessairement un voisin

z de u dans S*, on aurait donc {u,v,l, x}subsetS*. Dot y2(G*) > vx2(G).
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3¢ cas si k € S* et |l € S*. Comme k et [ ne sont pas adjacents donc chacun
doit avoir un voisin dans S*. Ce voisin peut étre commun (v par exemple), donc
soit on a {k, [, u, w}subsetS*, ou {k,l,v,w}subsetS*, ou {k,l,u,v}subsetS*, ou
{k,l,v}subsetS*.
Si {k, [, v}subsetS*, il existerait nécessairement au moins un sommet dans S*, car
sinon il existe un sommet z € (V —S) dominé par un unique sommet et donc

{k,l,v,x} C S*. Par conséquent vyo(G*) > 3.

soit G un graphe d’ordree n > 5 obtenu a partir d’'un stable Dy d’ordre k, k > 2 ou
I’on relie chacun de ses sommets a tous les sommets d’une chaine P3. Notons G = Psx Dy,
11 est facile de voir que 42 (G) = 3 .Cette classe de graphes atteint la borne supérieur

de la Proposition 3.10, comme nous le montrons dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.4. Si G = (P3x Dy), k > 2, alors sd., ,(G) = 2.

Preuve.
i) En effet, soit x € (V —5), subdivisons l’aréte ux, soit k son sommet subdivision.

i-1) Si k ¢ S* alors {u,x,v} C S* (car u et x sont non adjacent dans G* et v est le
seul voisin commun de u et x).
De plus w ¢ S*( car w sera dominé par v et x dans G*) et tous les autres som-
mets y € (V —8), y # x restent dominé par u et v dans G*. Il en résulte que
S* = (S{zx}/{w} est un dominant double de méme cardinalité que S par conséquent
Vx2(G7) = 1x2(G).
De méme si on subdivise une aréte quelconque (uv ou vw par exemple) alors dans
ce cas le sommet subdivision rentre dans S* et sera échangé par l'un des sommets
de S etVy € (V—5), y sera dominé par au moins deuz sommets, par conséquent
le nombre de domination double n’augmente pas d’ot sd.,(G) > 1.
D’autre part, si l'on subdivise une deuxiéme aréte incidente a x, par exemple xw,
soit I son sommet subdivision et S** un dominant double pour le graphe G** sub-

divisé deux fois.
i-1 si k1 ¢ S™ alors {z,u,v,w} C S™ (car N(k) = {u,z}) et les autres sommets
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du graphe restent inchangés d’ou S™ = {u,x,v,w} est un dominant double de

cardinalité minimum, par conséquent vyyx2(G**) = vx2(G) +1 et donc sd.,, (G) = 2.

i-2) si k € S* alors l'un des deux sommets u ou x appartient nécessairement a S**.
Supposons que l'on a :u € S*™ et x ¢ S* (par exemple) alors soit {v,w} C S**, soit
{v,2} € 5* ,Vze (V—=205), z# x (car sinon w ne sera dominé que par v ) et tout
les autres sommet y € (V — S) appartient a N(u) N N(v),donc restent inchangés,
d’ot S* = {u, k,v,w} ou S*™ = {u,v, k,z} mais S**n’est pas un dominant double

de cardinalité minimum d’aprés (i-1), par conséquent sd.,, ,(G) = 2.

Corollaire 3.5. i) S’il existe au moins un sommet x € (V. — S) qui est adjacent a

éxactement deux sommets de S , alors sd., ,(G) = 1.

ii) Pourn >6 si G(V — S) est non stable, alors sd., ,(G) =1

Preuve.

i) Soit x un sommet dominé par exactement deux sommets de S, sans perte de généralité
supposons que N(x) = {u,v} montrons que sd, ,(G) = 1.

Subdivisons ’aréte uv, soit k son sommet subdivision donc :

- sik ¢ S* donc {u,x,v} C S*, de plus si w ¢ S* alors w ne sera dominé que par v
dans G*, D’autre part s’il existe au moins un sommet z € V. —5 qui été dominé que
par w et un autre sommet alors z ne sera pas dominé dans G*, donc l'un des deux
sommets w ou z doit étre nécessairement dans S* et les autres sommets restent
inchangés d’ou S* = {u,z,v,w} ou S* = {u,x,v,2} est un dominant double de
cardinalité minimum,donc yxo(G*) > yx2 (G).

- Stk € 5%, alors l'un au moins des deur sommets u et x appartient a S*, par exemple
supposons u € S* et x ¢ S* et comme N(zx) = {u,v}, alors v € S*. D’autre part
comme w ¢ N(u)U N (k) alors soit w € S*, soit il existe y € N(w) N N(v) ou bien
y € N(w) N N(u) tel que y € S* d’ou S* = {u, k,v,w} ou S* = {u, k,v,y} est un
dominant double de cardinalité minimum, par conséquent vyy2(G*) > vx2(G).

ii) Soient x, y deux sommets adjacents de (V — S), subdivisons l’aréte vy, soit k son

sommet subdivision donc
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- sik & Sx alors {x,y} C S* et comme x ety ne sont plus adjacent dans G* alors leurs
voisin commun doit étre dans S*, sans perte de généralité supposons que u € S*.
Donc si v € S* alors v sera dominé par u et x dans G*, de plus, il existe au
moins un sommet isolé z dans G(V — S) car sinon vx2(G) = 3, donc l'un des
deux sommet w ou z doit étre dans S* est les autres sommets restent inchangés,
d’ot S* = {u,x,y,w} ou Sx = {u,x,y,z} est un dominant double de cardinalité

minimum, par conséquent Yxo(G*) > vx2(G).

- sik € S* alors soit {x,k} C S*, soit {y,k} C S*. Sans perte de généralité supposons
que {x,k} C S* ety ¢ S*, donc l'un des voisin de y qui été dans S doit étre
dans S*(car sinon y ne sera dominé que par k), supposons par exemple que uS*.
siv ¢ S* alors v sera dominé par x et u dans G*, de plus d’aprés () il existe
au moins un sommet isolé z dans G(V — S), alors z ne sera dominé que par u
donc l'un des deux sommet w ou z doit étre dans S*, d’ou S* = {u,x, k,w} ou

S* = {u,x,k,z} est un dominant double de cardinalité minimum, par conséquent
Yx2 > (G*)7x2(G)
3.4.6 Graphes bipartis complets

Il est facile de vérifier que pour un graphe biparti complet K, s , on a

3, str=2et2<s5<3;
7x2(G):
4, sir > 3ets > 3.

.ol s’ensuit le résultat suivant :

Proposition 3.11. Soit G un graphe biparti complet K, s avec r > 2 et s > 2, alors
on a sd, ,(G)=1.

Preuve. Soit (A, B) une bipartition de G avec |A| = r et |B| = s. Posons A =
{ai,a9,....;a,} et B={by,bg,...,bs} et S ={ay,b1,a,,bs} un v«2(G)-ensemble .

Montrons que sd.,,(G) = 1.
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Subdivisons l’aréte asby et soit x son sommet subdivision, alors x appartient nécessairement
a S* car sinon as ne serait plus dominé que par by et tout les autres sommets restent
inchangés. Par conséquent S* = S U {x} est un dominant double de cardinalité mini-

mum pour G*. D’0t yxo(G*) > vx2(G) .

3.4.7 Graphes avec un 7,3(G) =n

Notons par PD(G) l’ensemble des sommets pendants de G et par SP(G) l'ensemble

de ses supports. 1l est facile de voir que :

- Sivx2(G) = n, alors pour tout x € G, on a x € PD(G) oux € SP(G) ( d’apreés la

condition de minimalité d’un dominant double).

- Si de plus G est sans support fort et G # P , alors G est la couronne d’ un certain

graphe H.

Concernant les graphes G ou le nombre de domination double égal a l'ordre de G.

Nous avons établi le résultat suivant :

Proposition 3.12. Pour tout graphe G d’ordre n > 4 sans support fort tel que
Yx2(G) =n, on a sd,,(G) = 2.

Preuve.
i) Si G = Py, le résultat est vrai d’apres la proposition 3.1.

ii) Montrons que la proposition est vraie pour n > 5 .
Comme G est une couronne alors tout vxo(G)- ensemble est égal a V(G). Il est
clair que les arétes de G sont, soit des arétes pendantes soit des arétes dont les
extrémités sont des supports simples.
montrons que si on subdivise n’importe quelle aréte de G alors Vxa(G*) = x2(G).
soit uv une aréte pendante avec u son support et w un autre support de G adjacent
au.

Subdivisons l'aréte uv, soit x son sommet subdivision, alors x € S* et u ¢ S* car il
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sera dominé par au moins x et w et les autres sommets du graphes restent inchangés,
de méme si on subdivise une aréte non pendante, uw, par exemple, par un sommet
x,alors x ¢ S* (si uwv car N(x) = {u,w} C S* et les autressommrets restent
inchangés, d’ou et dans les deux cas on a yx2(G*) = vx2(G), d’ou sd,,,(G) > 1.
Montrons alors que sd.,(G) = 2.

En effet, soient a et ¢ deux sommets supports adjacents, et soient b et d leurs
sommets pendants respectifs. Subdivisons ab et ac, soient x et y leurs sommets

subdivisions respectifs, on a alors nécessairement {b,z,c,d} C S*, de plus :

- Sia ¢ S*, alorsy doit nécessairement étre dans S* ( car les seuls voisins de y sont a
et ¢ et tous les autres sommets restent inchangés). On a alors S* = S U{z,y}\{a}

est un dominant double de cardinalité minimum de G*.

- Sia € S* alorsy ¢ S* (y étant dominé par les deur sommets a et c) et on aura

S* = SU{z}. Il en résulte que dans les deux cas : yuoG* = vx2(G) + 1 .

3.4.8 Graphes ayant un EDDE

Proposition 3.13. Pour tout graphe G d’ordre n > 2, admettant un dominant double

ezact, on a sd, ,(G) = 1.

Preuve. Soit S un dominant double exacte de G, alors chaque sommet de G est
dominé par exactement deux sommets de S, de plus S est un vxo(G)-ensemble.
Sotent a et b deur sommets adjacents de S , subdivisons ’aréte ab , soit x son sommet
subdivision. Il s’ensuit que x est nécessairement dans S*(car sinon a et b n’auraient
pas leurs voisins dans S )et les autres sommets du graphe restent inchangés, on a

donc S* = SU{x} un dominant double de cardinalité minimum de G* par conséquent

Ax2(G*) > vx2(G) et sd,,,(G) = 1.

En conclusion, on résume les résultats obtenus dans ce chapitre, par le fait que pour
tous les graphes G étudiés , on a établi que : 1 < sd,_,(G) < 2. Ce pendant on a pas
réussi a le vérifier pour des graphes quelconques, ni méme donner des contre exemples.

Par conséquent, il est évident dans ce cas de poser la conjecture suivante :
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Conjecture 3.1. Pour tous graphe G d’ordren > 2 , on a 1 < sd,,(G) < 2.

Pour clore ce chapitre, on attire [’attention sur le fait qu’apres avoir achevé cette
partie de notre travail on a découvert un article [3] qui était a ce moment soumis a
publication et dans lequel ses auteurs ont donner une caractérisation pour les arbres

ayant sd,,(G) =2 et établi quelques bornes sur ce nombre.
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Chapitre 4

Domination couplée et subdivision

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la domination couplée. Le concept de
domination couplé a été introduit récemment par Haynes et Slater [36]. 1l n’eziste pas
beaucoups travaux sur ce sujet [36, 43, 26]. En premiére étape, nous passons en revue
les résultats existant dans la littérature sur le nombre de domination couplée puis nous
€tablissons quelques nouveaux résultats sur cet invariant et sur le nombre de subdivision

de la domination couplée.

4.1 Domination couplée

On rappelle qu’un sous ensemble S de sommets de G est un dominant couplé si S est
un dominant et si le sous- graphe induit par S contient un couplage parfait. Le nombre
de domination couplé noté par v, (G) est la cardinalité minimum d’un ensemble domi-
nant couplé.

De méme, Un v,,(G)-ensemble est un dominant couplé de cardinalité minimum.

Remarque 4.1. :
— tout graphe sans sommet isolé posséde un dominant couplé.

— tout graphe sans sommet isolé posséde un dominant couplé.
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4.1.1 Conditions de minimalité d’un dominant couplé

Dans ce qui suit , on énnonce les conditions de minimalité d’un ensemble dominant
couplé établis par T.Haynes et M.Chellali dans [5]. Tout ensemble dominant couplé
minimal peut étre caractérisé par les conditions sur ses sommets définies dans la Pro-

position 4.1.

Proposition 4.1. [5] Soit G un graphe sans sommets isolés et S un dominant couplé
de G alors S est minimal si seulement si toute paire de sommets x, y dans S satisfait

l'une des conditions suivantes :
1. < S\ {z,y} = ne contient pas un couplage parfait.

2. Soit x est un sommet pendant dans S adjacent a y ou bien y est un sommet pendant

dans S adjacent a x.

3. 1l eziste un sommet w € (V — S) tel que N(u) NS C {z,y} .

4.1.2 Bornes supérieures et inférieures sur le nombre de la domination

couplée

Comme annoncé précédemment , il n’existe pas beaucoup de travauz sur le nombre
de domination couplée, par conséquent on donnera quelques bornes établis pour une
grande classe de graphes , les graphes sans sommets isolés.

Théoréme 4.1. [36] Soit G un graphe sans sommets isolés d’ordre n alors :
i) 2 <9, (G) <n.

ii) 7 (G) = %

ii) Sin>6etd>2 alorsyprg%” )

Théoréme 4.2. [36] Pour tout graphe G sans sommets isolés on a v, (G) <n—d+1

et cette borne est atteinte.

M.Chellali et T.Haynes donnent dans [18] une caractérisation des arbres ayant un
unique dominant double, on cite le résultat suivant sur les arbres ayant un unique

dominant double :
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Proposition 4.2. Pour tout arbre T, si S est un unique 7,.(T)- ensemble avec un

couplage M, alors M est le seul couplage parfait dans S .
Remarque 4.2. i) si T est un arbre d’ordre n > 4 admettant un dominant couplé
mintmum unique alors aucun support n’est couplé avec son sommet pendant.

ii) siv est un sommet support d’un graphe G alors v est dans tout dominant couplé et

appartient a un dominant minimum de G.

iii) si T' est un arbre tel que y(T') = v, (T) alors aucun sommet support n’est couplé

avec son sommet pendant.

4.1.3 Relation entre les nombres v(G), 7x2(G) et 7, (G)

M.Chellali a établi dans [5] une borne supérieur pour le nombre 7, (G) vérifiée par
tout arbre non trivial et montre en construisant une famille d’arbres § que cette borne

est atteinte. On alors les résultats suivants :
Proposition 4.3. [17] Pour tout graphe G sans sommets isolées v, (G) 4+ 20p < 2n.

Théoreme 4.3. [18] Si T est un arbre tel que Y(T') = v, (T) alors T' est un dominant

couplé unique.

Théoréeme 4.4. [17] Si G est un graphe sans K3 et sans sommets isolés alors
Yor(T) < yx2(T)

Théoréme 4.5. Pour tout arbre non trivial, on a v (T) < yx2(T)

Théoréme 4.6. [5] Pour tout arbre non trivial, les propriétés suivantes sont équivalentes

a) ’7><2(T) = Ypr (T)
b) T = P, ou tout support de T est adjacent a exactement un sommet pendant, pas de
paire de support adjacent dans T et T a un unique y«2(T') - ensemble constituer de

supports et sommets pendants.

c) TeF.

Corollaire 4.1. Il n'eziste pas un arbre T tel que Y(T') = vx2(T") = v, (T)

Corollaire 4.2. pour tout graphe G avec § < 2 on a yx2(G) < %T(G)
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4.2 Résultats nouveaux sur le nombre de domination et le
nombre subdivision
Dans ce qui suit, on propose deux résultats : dans le premier on détermine la valeur

du nombre de domination couplée pour les chaines et les cycles et dans le second celle

du nombre de subdivision de la domination couplée pour ces méme graphes.

Notons dans tout ce qui suit par S un dominant couplé inférieur d’un graphe G et

par S* un dominant couplé inférieur pour le graphe subdivisé G*.

Proposition 4.4. Pour tout cycle C, d’ordre n > 3, et toute chaine P, d’ordre

n>2 ona:

151, sin = 0[4]
Vor(Po) = 7pr(Cn) =2k = ¢ 2] +2  sin=1[4]
5] +1 sinon

Preuve. raisonnons par récurrence sur n, on a pour :
pour n =2, 7 (Py) =2 = [2] + 1

5] +1

[5]

pour n = 5,7, (P5) = 4 = [3] +2

N3

pour n =3, Y (Ps) =2
=2

pour n =4, Yy (Py)

supposons que la proposition est vrai jusqu’a [’ordre n , d’autre part, on a la relation
de récurence : Yo (Ppya) = Ypr(Pn) + 2, ¥n > 2. montrons qu’elle est vrai pour n + 4.
supposons que [’hypothése de récurrence est vrais jusqu’a un ordre n et montrons
qu’elle est vrais pour n + 4.
comme n + 4 = nld], alors on a
~ pour n = 0[4] , n+4 = 0[4] donc Yy (Ppya) = Vpr(Pn) +2 = [2] +2 = [252], cqfd
—pourn = 1[4] , n+4 = 1[4] donc Ypr(Poga) = 1o (Pa) +2 = (5] +2) +2 =
["TH] +2, cqfd
—pour n = 2[4] , n+4 = 2[4] donc Y (Poga) = Ypr(Pn) +2 = ([5] +1) +2 =
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("5 + 1, cofd
—pour n = 3[4] , n+4 = 3[4] donc Y (Poga) = Ypr(Pn) +2 = ([3]+1) +2 =
("5 + 1, cofd

Proposition 4.5. Pour tout cycle C,, et toute chaine P, d’ordre n, on a :

1 sin = 0[4]

4 sin=1[4]
Sd’Yp'r (Pn) = Sd'}/pr(on) =

3 sin=2[4]

2 sin = 3[4].

Preuve. Soit P, une chaine, on subdivise une aréte quelconque de P, , on obtient
une chaine Py, y1.

- sin = 0[4] doncn+1=1[4] et [*H] = [2] , donc d’aprés prop (4.1) ype(P,) = [2]

[\

et Yor (Pos1) = [22]42.d 0ty (Poy1) = Ypr (Po) +2, il s’ensuit que sd.,, (P,) =1

- sin = 1[4], alors v, (Pn) = [5] + 2, il facile de voir que si on subdivise une ou
deux , ou méme trois arétes le nombre de domination couplé n’augmente pas.FEn
effet, on a [2]+2 = ["H] + 1 = [282] + 1 = [%3], doncd apreslaprop4. 1, ona :
Yor (Prts) = Ypr (Pat2) = Ypr(Pagr) = [5]1 + 2 = e (pn), d'ot sd,,, (Py) > 3.
On subdivise alors quatre aréte de P,, on obtient une chaine P,,4, avec n + 4 =
1[4],donc d’apres la propd.1 vpr(Poya) = [n+4/2]+2 = [n/2] +4 = v, (pn) + 2.
Par conséquent sd.,, (pn) = 4.

- sin = 2] alors 3141 = [252]4+1 = [252], done 3 (P) = pr(Past) = G (Pusa)
il s’ensuit que sd, (Pn) > 2.
on subdivise alors trois arétes de P, on obtient une chaine P, 3, avec n+3 = 1[4]
d’ot d’aprés la prop (4.1) : Ypr(Prys) = [2522]+2 = ([n/2] + 1) + 2 = . (P) + 2,
et donc sd.,, (P,) = 3.

- sin = 3[4], montrons que sd., (P,) > 1.
En effet, n+1 = 0[4] d’ot d’aprés la prop (4.1), Ypr(Prs1) = [2F] = [2] +1 =

Ypr(Prn)-
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A présent on subdivise deux arétes quelconques de P, ,on obtient une chaine P, o,
avec n + 2 = 1[4] et Y (Pogo) = [2] +2 = (2] + 1) + 2 = . (Pa) + 2 d'ou
sd.,, (Pn) = 2.

4.2.1 Graphes ayant un 7,,(G) =2

Proposition 4.6. Pour tout graphe G tel que :

G=K,, avecn>3 ou G =K, ,,, avecn>1etm>1, on a v, (G)=2.

Preuve. il est facile de voir que si :
[1)]G = K,,, n > 3, deuz sommets quelconques u et v de G constituent un v, (G)-
ensemble, car pour tout v € V| x est dominé par u ou par v. [2)] si G = K, m,
avecn > 1 etm > 1, on pose G = AU B, alors deur sommets u et v tel que
u € A etv e B forment un v, (G)-ensemble, en effet tous les sommets de A sont

dominés par v, et tous les sommets de B dominés par u.
Proposition 4.7. Soit G un graphe tel que G =K,, n>3 ou G=K,,,, n>1
et m>1 alors:

1 st G=Kum, n>2 et m>2
sd, (G) =

2 si G=K, ou G=Ki,, m2>1
Preuve. Soit S un 7,.(G) - ensemble d’un graphe G complet ou d’une étoile ,

d’apreés la prop (4.3) v, (G) =2 .on pose S = {u,v} et soit w e (V —9).

1) Si G est un graphe complet, il est clair que si on subdivise une aréte quelconque de
G par un sommet x, (par exemple l'aréte uwv), alors tous les sommets de (V — S)
restent dominer par u ou par v donc ,.(G) n'augmente pas ,et on a S* = {u,x}
ou S* = {v,x} par conséquent sd,, (G) > 1.

A présent subdivisons les arétes uv, uw et soient x, y leurs sommets subdivisions
respectifs, montrons alors que sd,, (G) = 2.

En effet, au moins deux sommets parmi {u,x,v} sont nécessairement dans S* et
comme tous les autres sommets de G* sont des voisins de u et/ou de v alors ils

seront dominés dans G* par u ou par v, de plus v, (G) est pair, alors
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S* = A{u,z,y,w} ou S* = {u,x,v,w} ou S* = {u,z,v,y} ou S* = {u,x,z,w} (
ou z est un sommet de G différent de u, v et w) est un dominant couplé de G* de

cardinalité minimum.

2) Si G estl’ étoile de centre u, Il est facile de voir que si on subdivise n’importe quelle
aréte pendante de [’étoile alors 7,.(G) n'augmente pas .
En effet, subdivisons l'aréte uv (par exemple), soit x son sommet subdivision,
Comme u et x sont des supports de G* alors {u,x} C S* et comme tout les sommets
pendants de G /{v} sont des voisins de u alors ils seront dominé dans G* par u, de
méme v est dominé par x d’ou S* = {u,x} est un dominant couplé de cardinalité
manimum, , il en résulte que sd., (K ,,) > 2. Maintenant , subdivisons deuxs arétes
de G , par exemple uv et uw, et sotent x ety leur sommets subdivision respectifs,
alors {z,y} C S*(x ety sont des supports dans G* ) de plus u est nécessairement
dans S* si deg(u) > 3.
Comme 7, (G) est pair alors l'un des sommets v ou w sont dans S* , on a donc
S* =A{u, z,y,wouS* = {v,x,y,w} ou S* = {v,x,u,y} ,un dominant couplé de G*

de cardinalité minimum. On en déduit que : sd,, (Kim) = 2.

3) Si G est un graphe biparti complet, posons G = AU B Soit S un v,,(G) -ensemble,
d’apreés la prop (4.3) on a S = {u,v} tel que u € A et v € B.
Subdivisons 'aréte uv, soit x son sommet subdivision, comme N(z) = {u,v} alors

au moins deux sommets parmi les sommets {u,v,x} sont dans S*, alors :

i) Six € S* on a{u,x} C S* ou{v,x} C S* ou méme {u,v,x} C S*, dans ce cas ,
S* ={u,v,z,y} ou {u,v,z,w} ou {u,x,y,w} ou enfin {x,v,w,y} sont des domi-
nants couplés de cardinalité minimum ( ou w (resp y) est un sommet quelconque

de A (resp de B) différent de u (resp de v) .

ii) Stz ¢ S* on a {u,v C S*, donc les voisins de u (resp de v ) seront tous dominés
dans G* |, mais comme u et v ne sont plus adjacents dans G* alors chacun d’eux
doit avoir un voisin dans S*, soient w et y leurs wvoisins respectifs, on a donc
{u,v,w,y} un dominant couplé de G* de cardinalité minimum. Il en résulte que :

sy, (Knm) =1
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4.2.2 Classe des arbres

Les propositions qui suivent donment des bornes inférieurs et supérieurs sur le
nombre de subdivision de la domination couplée pour une classe importante de graphes
a savoir les arbres . Ces dites bornes sont atteintes pour des graphes particuliers , comme

les chaines

Proposition 4.8. Soit T un arbre d’ordre n > 3, possedant au moins un support fort

ou des supports simples adjacents, alors on 1 < sd,, (T) < 2.

Preuve.

a) soit u un support fort de degré au moins trois. Soient {v,w,k} C N(u) avec k non
pendant et v,w pendants, donc u € S ainsi que 'un de ces voisins subdivisons uv
et ww, soient x et y leurs sommets subdivisions respectifs , alors {x,y} C S* (car

des supports dans T* ), d’autre part si

i) k été couplé avec u dans S, alors {v,w} C S* et les autres sommets restent inchangés

, dou S* = SU{z,y,v,w un v, (G*) - ensemble.

ii) si k ¢ S, alors deur sommets parmi {u,v,w} doivent étre dans S* si de plus le
deg(u) > 3, alors u doit étre dans S* avec l'un des sommets v ou bien w, on aurait
donc S* = S\{u} U {z,y,v,w} ou S* = SU{x,y,v} ou S* = SU{z,y,w} un
Yor (G*) - ensemble.

b) Soient u, w deuz supports adjacents d’un arbre T et v, k leurs sommets pendants
respectifs. On a {u,w} C S (d’apres la remarque).
Subdivisons les arétes uv et wk, soient x et y leurs sommets subdivisions respec-
tifs, on a donc {xz,y} C S* (d’aprés la remarque) et comme S* doit contenir un
couplage parfait et x ,y ne sont pas adjacent dans T* alors deur sommets parmi
Uensemble {u,v,w, k} doivent étres dans S* et les autres sommets du graphe restent
inchangés, on aurait donc S* = S\{z,y} ou bien S* = S/{u,w} U {x,y, k,v} ou
S/Auy{x,y, koubienS/{w }U{z,y,v} est un dominant couplé inférieur de cardi-

nalité minimum pour T* par conséquent Yp(T%) = Y (T') + 2.
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Notons par S'K ,,, i > 1,m > 1 Uarbre obtenu par i subdivisions de chaque aréte
de létoile K1 ,,,. Notons que pour SiKl,m, t>1, on a sit pair alors sd pT(S"Klym) =2
et si i impair sd, (S'Kyi,) = 4 (il suffit de considérer toute chaine P; de S'Ky,,
passant par u et ayant pour éxtrimités deur sommets pendants quelconque qui sont
toute de méme longeur pour chaque i fize, on aurait j = 3[4] ot j = 3[4] et on utilisera
la Proposition4.1.

Nous détrminons, dans la Proposition4.9, pour S'Ky ,, m > 2 ( qui reprisente ['étoile
dont on a subdivisé chaque aréte une fois )le nombre de domination couplée ainsi que

le nombre de subdivision.

Proposition 4.9. Si T est l'arbre S Ky ,,,, m > 2. Alors
Yor (ST K1 ) = sd,,, (S'K1m) = 2m.

Preuve. Soit u le centre de T, notons SP(G) = {x;/1 < i < m} Uensemble des

supports et PD(G) = {y;/1 <i < m} l'ensemble des sommets pendants.

a) montrons par réccurence sur m que : Yp(S' K1 m) = 2m.
Pour m =2, S'Kj , est la chaine Ps, donc d’aprés la Proposition 4.1 on sait que
Yor (ST K1) = 4 = 2m.
Supposons que 'hypothése de réccurence est vrai jusqu’un ordre m et montrons
qu’elle est vrai pour m + 1.
il est facile de voir que SlKLmH est obtenu a partir de SlKLm en ratachons une
chaine Py = {x;11,yiv1} au sommet u, De plus comme SP(G) = {z;/ 1 < i <
m} C S et G(S) doit contenir un couplage parfait, alors tout ensemble dominant
couplée S de cardinalité minimum de SlKl’mH est constitué d’un dominant couplé
de cardinalité minimum de SlKLm et des sommets x,, 1 et un seulement des deux
sommets u et Ymi1 , d°0U Ypr (ST K1 mi1) = Ypr (ST K1m) + 2, comme Y, (S' K1) =
2m , on en déduit que Vp (ST Ky m+1) =2m+2=2(m+ 1) cqfd.

- Montrons par récurrence que sd,, (S'Ki,,) = 2m.
Sim =2, S'Ky , est la chaine Ps, on sait d’aprés la proposition 4.1 que sd.,, (P5) =
2x2=4.

supposons que l’hypothése est vraie jusqu’un ordre m > 2 et montrons qu’elle vrai
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pour m + 1.

Posons T° larbre S*K ,,,, notons par T Uarbre S'K; ,,, dont on a subdivisé une
aréte, T* l'arbre S' K1 ,, dont on a subdivisé deuz arétes,..., T*™ larbre S K ,,, dont
on a subdivisé 2m arétes.

Soient k; les sommets subdivisions respectifs des arétes ux; et l; les sommets sub-
divisions respectifs des arétes x;y;, 1 = 1,...,m + 1.

D’aprés Uhypothése de récurrence, on a sd,, (S'Ki,,) = 2m, d’ot v, (T°™) =
Yor (S K1) + 2 = 2m + 2.

1l est clair que si on supprime le support x,,+1 de SlKLmH on obtient SlKLm.
Rattachons Py = Tpmi1Yme1 @ Uarbre T?™ on obtient larbre S'Kj .11 dont on
a subdivisé 2m arétes, notons cette arbre par TE™ et montrons que v, (T*™) =
Yor (TF™ = 2m + 2. Sans perte de généralité posons S = {l;x;,1 < i < m} U {uk}
un dominant couplé de cardinalité minimum de 'arbre T*™. Montrons que TF™
admet un dominant couplé de cardinalité minimum S' qui est de méme cardi-
nalité que S. Si on prend S' = S\{k1} U {xms1} alors ky est dominé par u ,
le sommet Y11 est dominé par x,,.1 et les autres sommets restent inchangés,
donc Y (T?™) = 7, (TF™ = 2m + 2 . De méme si on subdivise l'aréte ur,, .,
par ky,1, notons par Ty™ Uarbre obtenu, alors S* = S™\{u} U {kn.1} est un do-
minat couplé de cardinalité minimum de T?™ car u est dominé par k.1 et les
autres sommets restent inchangés, donc Y (T3™) = Ypr(TF™ = Ypp (T?™) = 2m + 2
. Dow sd,, (T3™) = sd, (S'Kim+1) > 2m + 1. Enfin nous subdivisons laréte
Tmt1Ym+1 par le sommet 1,11 nous obtenons [’arbre T32m qut reprisente [’arbre
SlKLmH dont on a subdivisé 2(m + 1) arétes. Comme l,,,1 est un support donc il
doit étre dans le dominant couplé avec l'un de ses vV0ISINS Y1 OU Tyyi1, alors
S% U A{lms1, Yma1} ou bien S*\{xmi1} U {u, lns1, Ymi1} un dominant couplé de
cardinalité minimum de S*K 11 d’aprés Uhypothése de recurrence. On a donc
Vor(T5™) = Ypr (S Kign1 = e (T7™) +2=2m +4 =2(m + 1) +2 .

Dot sd., (T3™) = sd, (S'K1mi1) = sd, (ST K1) +2=2m+2=2(m+1).

Ypr Ypr Ypr

Lemme 4.1. Si T est un arbre d’orne n > 2, alors v, (T)) = n — 1 si seulement si T

est la subdivision de [’étoile SlKLm, avec m > 1.
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Remarque 4.3. soit T' ’arbre SlKl,m et soit x un sommet de T tel que x n’est ni
pendant ni support, alors, il est facile de voir que toute chaine Py passant par x et

d’extrimité deux sommet pendant est de longeur quatre, c’est a dire k = 5.

Théoreme 4.7. Pour tout arbre T" sans support fort et sans support adjacent tel que

T#S'Ki;m, m>1,onal<sd, (T)<4.

Preuve. Soit u un support de T', comme u n’est pas un support fort et ne posséde
pas de support adjacent, alors la plus petite chaine passant par u et d’extrémités deux
sommets pendants de T est de longueur au moins quatre.
d’autre par comme T # S'Ki ,,, alors d’aprés le lemme précedant , il existe au moins
une chaine Py, passant par u et d’extrémités deux sommets pendants de T est de lon-
JUeur au moins cing.

Soit uv une aréte pendante et soit wk une aréte adjacente a uv tel que w € N(u) alors
comme T ne posséde ni des supports forts ni des supports adjacent alors w ni n’est un
sommet pendant ni un support donc il existe au moins un sommet k € N(w) et k non
pendant et posséde au moins un voisin | non pendant.on a donc u € S avec l'un de ses
voisins , sans perte de géneralité supposons que u €té couplé avrc w dans T
Subdivisons les quatre arétes uv, uw,wk et ki, soient x, y, z et t leurs sommets sub-
divisions respectifs, On a alors x € S* et comme S* doit contenir un couplage parfait
alors x doit avoir un voisin dans S*, donc U'un des sommets {u,v} doit étre dans S*.
supposons que u € S* et v ¢ S* donc v ety seront dominé dans G*, d’autre part , on
a:
1) s’il existe au moins un sommet a € N(w) qui été dominer que par w alors w et l'un
de ses voisins dowent étre dans S*(z ,par exzemple ) de plus comme T # S'Ki,,
alors il existe au moins un sommet dans (V — S) adjacent soit a w, soit a l'un des

voisins de w (car sinon S ne sera pas minimal), on a donc :

i) Si lun au moins des voisins de w été dans (V — S), (par exemple le sommet k),

alors on a, soit :
uny,, (G*) — ensemble.

- ) Sinon si | n’été pas dans S, alors | été dominé par au moins un sommet m par
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Chapitre 4 Domination couplée et subdivision

exemple, et comme N(t) = {k,l}. alors k et t ou bien t, | doivent étre dans S*, on

aurait donc S* = S\{m} U {x, z,t} un ~,.(G*) — ensemble.

ii) Si tout les voisins de w étaient dans S et il existe au moins un un sommet b €
(V = S) adjacent a l'un des voisins de w alors w peut ne pas étre dans S*, donc
{z,k} C S* et t sera dominé dans G* et les autres sommet restent inchangés ,on

aurait donc S* = S\{w} U{z, z,k} un v, (G*) — ensemble.

2) Sinon , tout sommet appartenant ¢ N(w) est dominer par au moins w et un autre

sommet, alors w peut ne pas étre dans S* alors {z,k} C S* et t sera couvert , on

aurait donc S* = S\{w} U{z, z, k} un ~,,.(G*) — ensemble.

Proposition 4.10. §i G est une couronne d’ordre n = 2p, d’un graphe H sans support

fort d’ordre p, on a :

L (C) = =p sin=0[4]

oIS N3

+1 sin=2[4]

Preuve. Soit G la courronne d’un graphe H, notons par SP(G) l’ensemble des
supports de G et par PD(G) l'ensemble des sommets pendants, alors Vo € G, x© €
SP(G) oux € PD(G) , on a donc V(H) = SP(G). Donc v(H) C S. De plus n est
pair et |SP(G)| = |[PD(G)] = |V (H)| = 3.
Comme G est connexe et sans support fort alors chaque support de G est adjacent a
au moins un autre support de G.

i sip est pair alors V(H) posséde un couplage parfait, il suffit de prendre chaque

deuz paire de supports adjacents deux a deux, parconséquent tout les sommets de
V(H) dans S, par conséquent tout les sommets de V(H) seront saturés. Donc

S= V(H) est un dominant couplé de cardinalité minimum. D’ou |S| = |V (H)| =
VPT(G) = %

ii) si p est impair alors V(H) ne contient pas un couplage parfait. Soit x l'un des
supports de G et y son sommet pendant, alors |V(H)\x}| =p—1 est pair, et
d’aprés (i) V(H)\{z} admet un couplage parfait . D’ot V(H)\x} est un domi-

nant couplé de G\{z}. D’autre part, comme x est un support donc il doit étre
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Chapitre 4 Domination couplée et subdivision

dans tout dominant couplé de G alors il suffit de couplé x avec y, on obtient

un dominant couplé de cardinalité minimum pour G. D’ou |S| = |V(H)| + 1=

'YPT(G> = % + 1.

Proposition 4.11. si G est la courronne d’un graphe , alors

1, sin=0[4]
sd.,, (G) =
2, sin=2[4]

Preuve. Soit G une couronne d’ordre n > 3

i) sin = 0[4] alors |S| = [SP(G)| , montons que sd., (G) = 1.
Soit u et w deux supports adjacents de S et soient v et k leurs sommets pendants
respectifs, subdivisons l'aréte uv, soit x son sommet subdivision, comme x est un
support dans G* alors x € S* . D’autre part, comme x et w ne sont pas adjacents,

alors l'un des sommets u ou v doit étre dans S*.

-siu € S* etv ¢ S*, alors v sera dominer dans G*, de plus comme u été couplé
avec w dans G, alors w ne peut plus étre couplé avec u dans S*, par conséquent k

doit étre dans S* et les autres sommets restent inchangés, d’ot S* = S U{z,k} et
Vor(G*) = e (G) + 2.
-siu ¢ S*etve S, alors u sera dominer dans G* car {z,w} C N(u), et comme

tous les autres sommets de G étés couplés deux a deux dans S, alors aucun support
de G* ne serait un voisin de w dans S*, donc k doit étre dans S*, par conséquent
S* = S\{u} U{v, k,z} et v, (Gx) = 7, (G) + 2.

ii) sin =2[4], alors on a |S| = |SP(G)|+1, c’est-a -dire que tout les supports seront
couplé ente eur deux a deux sauf un qui sera couplé avec son sommet pendant, sup-
posons que le supprt u et couplé avec son sommet pendant v, subdivisons l’aréte uv,
par exemple, soit x son sommet subdivision on a donc {z} € S*, de plus l'un des
sommets u ou v doit étre dans S* et commme |V (G)\{u,w}| est pair alors tous les
autrs supports du graphe G* sont dans S*, par conséquent tous les pendants restent

dominé deux a deuz, il est en de méme si on subdivise n’importe quelle aréte de G,
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Chapitre 4 Domination couplée et subdivision

on aurait donc Yp,(G*) = Yp, (G) par conséquent sd., (G) > 1.

Subdivisons alors deuz arétes pendantes uv et wk (par exemple), soient x, y leurs
sommet subdivision respectifs, on a donc {x,y} C S* (car ce sont des supports
dans G*),d’autre part comme G* doit contenir un couplage parfait alors deux som-
mets parmi {u,v,y,k} doivent étre dans S*, d’autre part on a d’aprés prop(4.9),
V(G)\{u,w}| = ”7_2 (impair) donc, tous les autres supports seront couplé entre
eur deuxr a deux sauf un qui va étre couplé avec son sommets pendant, donc on a

Wr(G)= V(G\{u,wl +4 = (*F+ 1) +4 = 5+ 1) +2 =3(G) + 2.

4.3 Graphes ayant §/(G) =1

Proposition 4.12. Si G est un graphe, ayant au moins un suppport fort ou des

supports simples adjacent alors 1 < sd,, (G) < 2.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n > 4, possédant au moins un support simple u,
notons par S un dominant couplé inférieur de G et notons par S* un dominant couplé

inférieur du graphe subdivisé G*, on a deuz cas :

1) si G posséde au moins un support fort u de degré au moins trois, soient v et w ces
sommets pendants, on a donc u € S.
Subdivisons les arétes uv et uw, soient x ety leurs sommets subdivisions respectifs,
on a donc {x,y} C S* et comme S* doit contenir un couplage parfait et x, y ne
sont pas adjacent dans G* alors deur sommets parmi {v,w,u} doivent étre dans

S*, on a les cas suivants :

i) siu été couplé avec un certain sommet pendant
sans perte de généralité supposons que u €té couplé avec v, alors u € S* ( car s’il
existe au moins un sommet qui été dominer que par u alors il reste dominer dans
G*) mais v ¢ S* et sera échanger par x ouy , on aura,S* = SU{z,v,y}/{k} ou
S* = SU{z,y,w}/{k}, et les autres sommets restent inchangés, par conséquent on

a %T(G*) > 'VPT(G)-

ii) sinon si u été couplé avec un certain sommet k non pendant
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Chapitre 4 Domination couplée et subdivision

- sl existe au moins un sommet qui été dominer que par k alors k doit étre dans S*, et
s B .. - s,

sera couplé avec u ou l'un de ces voisins z, et les autres sommets restent inchangés,

on a donc S* = SU{z,v,y,w} ou S* = SU{x,y,w,z} ou S* = SU{z,y,v,z}

un dominant couplé non minimal conséquent on d’apres le cas précédent on peut

montrer qu’une seul subdivision suffit pour augmenter le nombre de domination

couplé).

- siVz € N(u), z # v et z # w, z est dominer par au moins un autre sommet différent
de u, alors u peut ne pas appartenir a S*, de méme le sommet k ¢ S*, et on a
donc S* = SU{x,v,w,y}/{u,k} et les autres sommets restent inchangés, donc
Yor(G*) > Y (G).

2) Si G posséde au moins deux supports simples adjacents u et w
on a {u,w} C S.Montrons que sd,, (G) < 2.

Sotent u et w deux supports adjacents dans un graphe G, et soient v et k leurs
sommets, pendants respectifs. Subdivisons les arétes uv et uw, soient x, y leurs
sommets subdivisions respectifs, comme x et w sont des supports dans G*, alors
d’aprés la remarque (), nécessairement {x,w} C S* mais comme ils ne sont pas
adjacents alors chacun deuzx doit étre avec l'un de ces voisins dans S*, c’est-a-
dire deuzr sommets adjacents de l’ensemble {u,y,w, k} doivent étre dans S* et tous
les autres sommets du graphe restent inchangés. On a donc S* = S U {x,y} ou

S* = SU{x, k} par conséquent v (G*) > Y (G).
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la recherche de quelques va-
leurs des invariants sd.,,(G), sd,, (G). Nous avons prouvé que sd. ,(G) = 1 pour
les graphes possédant au moins un support fort et pour les graphes ayant vxo(G) = 2
et que sd, ,(G) = 2 pour la couronne d’un graphe. Aussi, nous avons déteminer
quelques valeurs pour le nombre de domination couplé pour les chaines, cycles, la cou-
ronne d’un graphe, la subdivision de [’étoile,... . D’autre part, nous avons montré que
sd., (G) = 1 pour les graphes bipartis complets, sd.,, (G) = 2 pour les graphes complets
et sd,,, (G) = 2m pour la subdivision de Uétoile S'Ky .

Parmi les perspectives, nous pouvons citer :
- Prouver ou désapprouver la conjecture 1 < sd.,_,(G) < 2 pour tout graphe G.
- Caractériser la classe des graphes vérifiant soit sd. ,(G) =1, soit sd., ,(G) = 2.
- Etudier les graphes ayant des cycles pairs ou impairs.
- FEtudier les graphes ayant vy2(G) pairs ou impairs.
- Etudier les graphes possédant des sommets simpliciaux ou des sommets triangulaires.

- Déterminer le nombre de subdivision de la domination double en fonction du diamétre

ou de la maille,...

- Caractériser les graphes ayant sd.,, (G) =1, i =1,4.
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