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Partie 1
Introduction

Le but de ce travail est I’ application de la méthode de I’ inégalité d’énergie (appelée aussi
méthode d’analyse fonctionnelle ou méthode des estimations a priori.) pour montrer I’unicité de
la solution de certains problemes aux limites.

L’existence est basée sur la densité de I’ensemble des valeurs de I’opérateur linéaire associé a la
formulation abstraite du probleme.

Cette méthode qui permet de résoudre des problemes aux limites se base sur les idées de T.
Lera, L. Garding , I.G. Petrowsky. Elle a été particulierement développée par K. Friedrichs,
O. A. Ladyzenkaya et N. I. Yurchuk.[3].

La méthode des estimations a priori permet aussi d’établir la dépendance continue de la
solution par rapport aux données du probléme.

Elle peut étre appliquée pour les problémes aux limites dont les conditions aux limites sont
toutes locales, toutes globales, ou mixtes.

Pour les problémes aux limites avec conditions globales dites aussi intégrales, la signification
physique de ces conditions est soit une moyenne, un flux total, une masse totale, une
énergie totale ou des moments,

Les questions liées a ce genre de probléme sont tellement complexes et variées, que
I’élaboration d’une méthode générale est encore prématurée. Et par conséquent, I’étude de ces
problémes exige a chaque fois une etude particuliere.

Ce travail est composé de cing parties:
Partie 1: Une introduction

Partie 2: Elle renferme des notations et des rappels qui seront utilisées dans les chapitres
suivants.

Partie 3: On étudie un probleme mixte avec conditions locales pour une classe d’équations de
type parabolique d’ordre cing (5).

Partie 4: On étudie le méme probléme aux limites avec un changement des conditions aux
limites. On remplace une condition locale par une condition globale.

Partie 5: Elle est réservée a I’étude d’un probléme mixte avec des conditions intégrales et une
condition locale pour une classe d’équations de type hyperbolique d’ordre impair.

Cette étude compléte un cycle de problemes aux limites de type parabolique et
hyperbolique d’ordre pair et impair; voir A. Bouziani [2],[3 ] et M.Medjden , S Mesloub,
R.Mezhoudi [15].

Pour ce qui est de la méthode utilisée dans ce travail et dont I’idée principale est celle utilisée
dans les travaux de Petrowsky-Leray-Garding, elle consiste a :

o Ecrire le probléme posé sous forme d’une équation opérationnelle.

(1) Lu=F, ul D()

ou L est un opérateur de I’espace de Banach B dans I’espace de Hilbert F
o Etablir les estimatioins a priori pour I’opérateur L.

o Démontrer la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I’espace F.



Plus précisemment, on suivra dans ce travail le schéma suivant.
(i) On établit I’estimation de type
) lullg £ CllLull

Ce type d’estimation est obtenu en multipliant I’équation considérée par un opérateur

intégro-différentiel Mu. Ce procédé a été utilisé pour la 18" fois par K.O. Friedrichs et H.
Leraydans[ ], O. A. Ladyzenskaya et P. Lax.

(ii) On montre que I’opérateur L de B dans F admet une fermeture L. La solution de I’équation
opérationnelle:

3) Lu=7F ul D)

sera appelée solution forte du probleme considéré. Par passage a la limite, I’estimation (2) sera
prolongée a L,

c’est a dire:

@ lullg £ ClIZull

Ainsi, on déduit I’unicité de la solution de I’équation (3) lorsqu’elle existe, I’égalité de R(L) et
R(L) et I’inversibilité de L. L’inverse (L)~ 1 est défini sur R(L).

(iii) On établit la densité de R(L) dans F , ce qui prouve I’existence d’une solution forte du
probléme (1).
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Partie 2
Notations et rappels.

1. Notations.

Pour @ > 0,7 > 0, deux nombres réels finis on posera: Q= (0,a4) ~ (0,7), dans toute la suite
Q est un ouvert borné de R2.

On désignera par Ck(Q) I’espace des fonctions définies sur Q qui admettent des derivées
partielles continues jusqu’a I’ordre & inclus, kT N et on notera par D(Q) I’espace des
fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans Q et par D' (Q) I’espace des

distributions définies sur Q.
L2(Q) est I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables telles que ]f]zdxdy < +¥. muni du

Q
produit scalaire
fig1 L%Q), (fie) 2, = O dxdy.
L™(0)
Q
et de la norme
2, = N3dudy.
|V||L2(Q) éjf) xdy

L2(Q) est un espace de Hilbert.
On définira WP (Q) I’espace de Sobolev défini par :

WP (Q) = {ui L2(Q)/J1]Tiil. 1 L2(Q),0£i £ m J}"’?” 1 L2Q),0£; Ep}
X

et la norme associée

m . 2 p . 2
12 mp ey = lullZ5,  + & HL” "8 Hﬂ_u pour u T W™P(Q)
u W P(Q) u LZ(Q) 121 ﬂxl LZ(Q) ]21 ﬂt] LZ(Q) u

Etant donné deux espaces de Banach E et F' et L unopérateur non borné de E dans F, on notera:

D(L) I E le domaine de définition de L, D(L) est un sous-esapce vectoriel de E.

G() = U {(u,Lu)} T E~ F, le graphe de L
ul D(L)

R(L) = U {Lu} 1 F,I'imagede L
ul D(L)

Pour un opérateur linéaire L a domaine dense, D(L) = E, on notera L I’opérateur adjoint de L.



2 Rappels

2.1 Opérateurs fermables
Soient E et F deux espaces de Banach et L un opérateur de E dans F de domaine D(L).
Définition 1
On dit que L est fermé si son graphe G(L) est fermé dans E ~ F.
Définition 2
L’opérateur L est dit fermable s’il est prolongeable en un opérateur fermé.
Proposition 1

Les deux propositions sont équivalentes:
(1) L estfermé.
(if) Si(xn),, estdans D(L) tel que:

xp ® xdansE x 1 D)
=
et Lxp ® ydansF et Lx =y

Si I’opérateur L est fermable, il existe un opérateur L tel que: G(L) = G(L). L’ opérateur L est
appelé la fermeture de L (L est la plus petite extension fermée de L).

Proposition 2

Proposition 3

Si L est fermable, on définit L par:
u 1 D(T) sietseulementsi, il existe une suite (un),, dans D(L) tel que:

unp ® udansE, lim Luy existe. On posera dans ce cas
n® +¥

Lu= lim Lup.
n® +¥

2.2 Theoréme de I’application ouverte.

Soient E et F deux espaces de Banach et soit 7'un opérateur lineaire continu et surjectif de E sur
F, alors il existe une constante C > 0 telle que :

T(BE(O,l)) E B(0,0)
BE(0,1) et Bi(0, C) sont les boules ouvertes de E et F respectivement.

Corollaire.

Soient E et F deux espaces de Banach et soit 7 un opérateur lineaire continu et bijectif de E sur F,
alors 7™ 1 est continu de F dans E.

Opérateur adjoint L

Soit L*:D(L)l E ® F un opérateur non borné & domaine dense. On définit I’opérateur non
borné L™ :D(L") I FFecE (F’ et E’désignant le dual topologique de F et E respectivement)
ou:

D(LY) = {vi F .$C 2 0tel que |&v, Lufl £ Cllul|," u 1 D(L)}.

Il est clair que D(L*) est un sous-espace vectoriel de F'. On définit L™ v pour v 1 D(L*). comme
suit.

Etant donné v 1 D(L*), on considére I’application g :D(L) ® R définie par:



g(u) =&, Lufy ul D(L)
Ona:

le@)| £ Cllull, " u T D(L).
Grace au théoréme de Hahn Banach (forme analytique) ou prolongement par continuité, on
prolonge g en une application linéaire continue

FiE® RIW|E£Clu|"ul E
Par suite /1 E’.
On remarque que le prolongement de g est unique puisque fest continue sur E et par suite D(L)
* A . * ., . , * LN

est dense. On pose L (v) =f1I E'. Il est clair que L est linéaire, I’opérateur L~ :D(L ) |
F' ® E est appelé I’adjoint de L.
On a la relation fondamentale:

* ~ ~ *
&, Lufi = (L v, ,_"ul D),"vI DL
ufly, ( vu>E/E ul D(L),"vI D(L")
Proposition 4

Soit L :D(L) I E® F un opérateur non borné a domaine dense. Alors L" est fermé, ie. G(L*)
est fermé dans F' “ E'.

2.4 Opérateurs de régularisation p¢(Cf . Rappels et notations)

ol C¥(R), ®2 0, =0 au voisinage de r =0 et de #= T et a 'extérieur de (0,7),
Oo(r) = 1. On définit p¢ par:
R

~

(peu)(x,?) = % c‘yg(%)u(x,t)ds, ul LZ(Q)
0

L’opérateur de régularisation p¢ a les propriétés suivantes:

Pl: pour u 1 L2(Q) ona:pgul c¥ (Q) et est nul dans un voisinagede t = T
et peu T Ds(L) = {ul D(L),u =0 pourt £ s}

P2: pour u 1 L2(Q), alorsona:

® 0 et £ .
LZ(Q) o e IIPsulle(Q) IIMIILz(Q)

- k k
P, :pour u | Dg(L)ona j—pgu = pgj]—” pour k = 1,2.
3 ik ik

lpeu - ul

P,:pouru L2(Q), on alors alors ” —.ﬂﬂg(a(f)Peu - alf)pea()u) ” L2(Q) Sgo 0

Lemme de Grounwall

Si hq, ho et hg sont 3 fonctions non négatives sur [0, 7], /1 et ko sont intégrables et 75 non
décroissante, alors de I’inégalité:

T T
O ()dt + hy(7) £ h3(z) + C (o (dt
0 0

découle I’inégalité:



T

1 (dt + ho(z) £ eCThg(x)
0

Théoréme(de représentation de Riez-Fréchet)

Soit H un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est (.,.)
Pour tout T H’, il existe un unique 7T H tel que X
ép,vﬁH/, H =(fv), "vIl H.

De plus, /1l = ||<P||H/-

2.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz
"al R "bT R, 2ab £ ea®+ 12, "¢>0

Lemme 1

- - L ca? 3 %bz pour ¢ 3 ¢
al R, b1 R fixés, $eg >0 telque
ga? £ %bz pour ¢ £ ¢
Preuve :

p(e) = ea? est une fonction croissante sur[0,+¥ [ pour e T [0, +¥]

v(e) = %bz est une fonction décroissante de +¥ a 0 pour ¢ 1 ]0,+¥[

les deux graphes des fonctions ¢ et y se coupent en un point d’abscisse &) : ie.p(eg) = v (gp)
pour € 3 () Le graphe de ¢ est au dessus du graphe de y c’est-a-dire ¢(e) 3 w(e)

pour ¢ £ £ le graphe de ¢ est en dessous du graphe de y c’est- a-dire ¢(¢) £ w(g) cqfd.
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Partie 3
PROBLEME POUR UNE CLASSE D’EQUATIONS DE
TYPE PARABOLIQUE D’ORDRE CINQ (05) AVEC
CONDITIONS LOCALES.

3.1 Formulation du probléme.

On se propose de résoudre le probleme suivant:

1.1)

(1.2)
(1.3)
(1,4)
(1,5)

(H)

Lu = uy- —ﬂ%[a(x,t)ﬁﬂx%u] = flx, 1), (x,0) Q= (0,1) ’ <O,T>

x
u(x,0) = p(x), "x1 (0,1)
u(0,6) =u(1,0) =0, "¢t1 (0,7)
ux(0,7) = ux(1,6) =0, "¢1 (0,7)
uxx(1,£) =0,"¢t1 (0,7)

0 <Cqp £ alx,1), 0&C1g £ ax(x,) a(l,1) =0 " (x,1) Q.

On supposera que la fonction ¢ est compatible avecles conditions (1,3) - (1,5).

On commencera alors par transformer le probleme:(1,1) - (1,5) en un probleme homogéne-Soit
alors : v(x,£) = u(x, 1) - o(x) " (x,2)1Q

(1,6)

L7
(1,8)
(1,9)

(1,10)

2 3
Ly = v;- #[a(x,t)#v} = f1(x,1)

v(x,00=0 "x1 (0,1)
v(0,) =v(L,) =0 "¢1 (0,7)
vx(0,8) =vx(1,6) =0 "¢1 (0,7)

vex(L,L)) =0 "«¢1 (0,7)

Parallélement au probléme (1,6) - (1,10), on considérera son probléme dual.On note L” le dual
formel de L que I’on définit par rapport au produit scalaire dans L2 (Q) Soit alors: v une

fonction vérifiant (1,6) - (1,10).et w une fonction définie sur Q suffisament réguliere par rapport
aux deux variables 7 et x. La relation fondamentale donne:

(Lv,w)L2 (Q) = (v,L*W) L2 (Q)

(Lv,w)L2 (Q) = é‘{vt- j%(a(x,t)vxxx):|wdxdt.

I

On calcule séparément:

I= Qvyw dxdt

Q

10



1 1
= vajt =T'dx - Ovwedxdt = Qp(x, T)w(x, T)dx - Qyvwdxdt
0 Q 0 Q
1
= - Qpwdxdt  pour w(x,T) =0

0
= - (‘{ —ﬂ%(a(x, )vxxx) :|wdxdt
Ix

Ve

= Oﬁﬂ;(a(x t)Vxxx)w_]x dt + d:_ﬂ_(a(x t)Vxxx):|dexdt
Q
e (a(x, I)Vxxx)}wxdxdt pour w(0,7) = w(l,£) =0

O;L

T
= (alx, f)Vxxx)Wxezldf - oJalx, £)vaxx )wxxdxdt
x=0
s
Q

- da(x,t)Vxxx)Wxxdxdt pour wx(0,2) = wx(1,¢£) =0

Q
T
- Ovxxlalx, t)wxx]jx_odt + Qvxx[ax(x,)wxx + a(x, )wxxx]dxdt
0 Q
= Qvaxlax(x,ywxx + a(x, )wxxx]dxdt, pour vxx(1,£) = 0 et wxx(0,7) = 0.
Q

En utilisant uniquement les conditions aux limites pour la fonction v. On a alors:

T
J = Qyxlax(x, wxx + alx, t)wxxx]iz(l)dt
0
- (‘)vx[axx(x, Awxx + 2ax(x, )wxxx + alx, ) wxxxx |dxdt
Q
= - Ovxlaxx(x, Ywxx + 2ax(x, )wxxx + alx, t)wxxxx |dxdt

Q
T

= - OVlaxx(x, )wxx + 2ax(x, Y)wxxx + alx, f)Wxxxx]ﬁzédt
0

+ OVl axxx (x, ) wxx+3axx (x, ) wxoex+3ax (x, )wxxxx+alx, )wxxxoor 1 dxdt
Q
= (‘)v[axxx(x, f)Wxx + 3axx(x, l‘)Wxxx + 3ax(x, l‘)Wxxxx + a(x, l‘)Wxxxxx]dxdl

Q

Comme:

(Lv,w)L2 (Q) =I/+J

11



= - wy + axxx(x, Ywxx + 3axx (x, )wxxx + ax(x, )wxxex + alx, )wxxenxv)dxdt
Q

Z(Q) pour: w(x,T) = 0
w(0,0) =w(l,/)=0 "¢1 (0,7)
wx(0,0) =wx(1,0) =0 "¢1 (0,7)
wxx(0,7) =0 "t1 (0,7)
On remarquera que:

axxx (%, )wxx + 3axx (x, wxxx + 3ax(x, )wxxxx + alx, )wxxxxx

= —ﬂ%[a(x,t)wxxx] * —ﬂ%[ax(x, Dwxx] = —ﬂ%[a(x,t)wxxx + ax(x, ()wax]
x T Ix

2 3
-5 [t i) ] = ;Tﬂx?[a(x, wxx]
Par suite:

\ 3 -_— *
(Lv, W)LZ (Q) = 8v|:-wt + ?Tﬂx?[a(x, Hwxx] :|dxdt = (v,L'w) .2 (Q)

Le probleme dual au probleme (1,6) - (1,10) est alors:
3

(1,11) L w=- wy + #]?[a(x, Dwxx] =g
X

1,12) w(x,7) =0

(1,13) w(0,1) = w(1,/)=0 "¢1 (0,7)
(1,14) wx(0,8) = wx(1,6) =0 "¢1 (0,7)
(1,15) wxx(0,7) =0 "t1 (0,7).
3.2 Espaces fonctionnels associés.

Le domaine de définition de I’opérateur L, est un sous espace de I’espace de Sobolev:

5100) = dvi 20y I 12¢0) I-,1 L2(0)i=15
w21(Q) {v I L2(Q)/ gt Q). Pl I L(Q).i 1,5}
défini par:
0
D(L) = {VT w>L(Q), vérifiant : (1,7) - (1,10)} noté par w21 ()
De méme le domaine de définition de I’opérateur L” est un sous espace de W511(Q) défini par
D(L*) = {vT W5'1(Q),vérifiant 0 (1,12) - (1,15)} , il est noté par :Wg’l(Q)
Soit E la fermeturede Cg’l(Q) I’ensemble des u tel que 111% -%l—"l‘l = 1,5, soient continues et a
X
support compact dans Q par rapport a la norme:
(1,16) 1% = §v)2drdr+ §T- 1)(vax)2dxdt.
Q Q

12



Soit E(y le sous-espace de E dont les éléments vérifient: v(0,7) = v(1,7) = 0 ,vx(0,) = vx(1,7).et
vix(1,8) =0," ¢t 1 (0, 7).

l
Et soit F ledual topologique de Eg : ie: F=( Eg) par rapport & la forme bilinéaire:
au,vi / qui est un prolongement par continuité de la forme bilinéaire
(Bo) “ (Bo).

L*(Q) Eq’

Définitionl.

(u,v)

La solution du probléeme (1,6) - (1,10) sera considérée comme la solution de I’équation
opérationnelle:

(L,17) Lv=f vIDQ).

La solution du probleme (1,11)- (1,15) sera considérée comme la solution de I’équation
opérationnelle:

(1,18) L'w=g wiD({")

Pour résoudre I’équation (1,17) pour tout /7 T Fon utilise la méthode classique qui consiste &
construire un prolongement I de I’opérateur L tel que:

R(L) = Fie L est surjectif et par suite inversible.
Pour cela on considere I’application:
(1,19) w® Oww) = (WL'w) “wiD(E")  définie sur wl(0)

©51
une fonction v1 W (Q) sera considérée comme un élément de ce prolongement ie

vi D(Z) si I’application (1,19) est une fonctionnelle linéaire continue sur Wg’l(Q) qui est
dense dans E muni de la norme sur E. Alors la fonctionnelle ®(v,w) admet un prolongement
par continuité noté encore ®(v,w) sur tout E

Le théoréme de Riez-Fréchet sur la représentation des fonctionnelles linéaires sur les espaces de
Hilbert donne:-il existe un et un seul élément noté: Lv | F tel que

d(v,w) = <Zv,w> F Eq "v1 D(Z) et"wi Eo

La norme de Zv dans F est définie par:

[2(v.w)]

|Zv
wst Tle

” F —Sup
wl

De maniére identique, de la forme bilinéaire:
Y(u,v) = (Lv,w)  "v1D(L),

. -~ . ~ s sz
on construit un prolongement L de L". Une fonction w T Wg’l(Q) sera considérée comme un

élément de D(L ) si I’application: v ® W¥(v,w) = (Lv,w) est une fonctionnelle linéaire

o

continue sur w21 (Q) qui est dense dans Ep. Alors I’application W(v,w) admet un
prolongement par continuité a tout £. Par suite il existe un et un seul élement L= w | F tel que:

13



Y(v,w) = <V,Z¥W> , "wi D(?) et"v 1 Ep-
Eg F

L e S . .

Il est évident que L et L ainsi construits sont des prolongements de L et L respectivement .

Définition2.0

La solution de I’équation opérationnelle: Zv = f7, v ] D(Z) est appelée solution généralisée du
\ . A o ~ N 1

probléme (1,6) - (1,10) et la solution de I’équation opérationnelle L w =g, w | D(L ) est

appelée solution généralisée du probléme (1,11) - (1,15).

3.3 Inégalités de I’énergie.

La résolution des probléemes (1,6) - (1,10) et (1,11) - (1,15) dans la formulation faible est
basée sur les inégalités de I’énergie pour les opérateurs L et ?

Théoreme.

Si les conditions (H) sont satisfaites, on a les estimations suivantes:

"v1D(Z)

(3,1) $C>0tel quellvlc £ C||Zv]|

(3.2) $C*>0tel que:|wll £ c*waH Y D(T)
avec Cet C* des constantes independantes de v et w.

Preuve:

On commence par établir (3,1) pour les fonctions v T D(L) c’est & dire pour les fonctions
suffisament réguliéres. Dans ce cas on a la forme bilinéaire

®(u,v) = (Lv, W)L2<Q) "v1DQ).
On prend alors : w(x,¢) = (T - t)v = M.

Ly, (T- V) = § v; - ﬁﬂ%(a(x,t)vxxx)}(T- tyvdxdt = [+J

Q
avec:
I= Qv(T- t)vdxdt = % gr- t)—%]t—(v)zdxdt
Q Q
1 —
= % T~ ()2 JI=Tdx + % &) 2dxd
0 Q
= % dv)zdxdt car: v(x,0) = 0
Q
et:

I a2
J=- g:ﬁﬂx?(a(x,t)vxxx)}(T- f)vdxdt
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T
. éi (a(x, z)vm)](r O bt + d:%;(a(x, t)vxxx):|(T- £)vxdxdt

Q
- c‘{%(a(x,t)mx)}(r- f)vxdxdt.
Q
Par suite:
T
J = da(x, t)Vxxx)(T- t)VxJ))gz%dt- (‘)a(x, t)Vxxx(T- t)Vxxdxdt
S
Q
- % Oalx, 1)(T - t)j—(vxx)zdxdt
Q
T
= - L Gule )T~ )2 BZhar+ L (e, (T - £)(vxx) 2l
0 Q
donc:
T
J= % OO - xx(0.))%dt + 5 Sax(w, (T - ) (vxx) 2t
0 Q
On a alors:

0,0)(T - 1)(vxx(0,7))2dt

OQ/S

(Lv,(T- t)v) = % V) 2dxdr + %
Q

+ % Oax (e, 1)(T - £)(vxx)2dxdt

Q
Comme:
T
2 30,0~ DExx(0.0)2dr 2 0, ax(x,1) * C19>0,
0
on a d’une part:
% dv)zdxdt+ % ar- t)(Vxx)zdxdt £ (Lv,(T- t)V)LZ(Q)
Q Q
et d’autre part:
(Lv, (T - t)V)LZ(Q) O/1.(T - t)vdxdt
££ §r- )22 dxdt + 2_13 fv)2dxdt " g >0.
Q Q
Pour ¢ = 2:
@ (T 1) 2 € AT - O2fZdxdt + % V) 2dxd

Q

il s’ensuit alors:
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% V) 2dxdr + % AT O (vxx)2dxdt £ T2 §fy) 2dxdt.
Q

Q Q
ie: dv)dedH a7 - £)(vxx)2dxd £ _ 1T 2 on dLv)dedt
Q Q m'”(z T) Q

c’est a dire: ||v||% £ C||Lv||%.

Pour I'opérateurL* , I’opérateur multiplicateur est: Mw = (T+)w.

* < 3
(L w, (T + t)W)LZ(Q) = é{- wy + ?Tﬂx?(a(x, t)wxx):|(T+ t)wdxdt

=7 +J
avec.
1
= - wo T + t)wdxdt = - % drﬂ)%(w)dedz = - % &7+ D(w)2 Jt_ Tes L dw)zdxdt
Q Q 0 Q
1
= % dw(x,O))zdx + % dw)zdxdt car w(x,T) = 0.
0 Q
J = C{—ﬂ%(a(x t)wxx):|(T+t)wdxdt
Q- ™
Ir o -1 2
= é{ﬁﬂ;(a(x, t)wxx):|(T+ O)w [X=hdt - c{ #]x?(a(x, t)wxx):|(T+ {)wxdxd
C{ﬁﬂx%(a(x t)wxx):|(T+t)wxdxdt car:w(0,) =w(L,) =0, "¢1 (0,7).
Q
T
c{%(a(x t)wxx)}(m e d:—ﬂ—(a(x t)wxx)}(m f)wxxdxdt
0 Q
“t1 (0,7).

- dﬁﬂ;(a(ﬁ f)Wxx)}(T"'f)Wxdedfv carw(0,7) = w(l,7) =0,

Q
T

= d(d(x,l)Wxx)](T+ l)WxxJ%i%dl‘- d(a(x, l‘)Wxx)](T"‘ l‘)Wxxxdxdl‘
0 Q

= - Jlalx, Ywxx )T + )wxxxdxdt = - % Jale, ))(T + t)ﬁﬂx—(w;cx)zdxdt
Q Q
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cara(l,t) = Oetwxx(0,6) =0 " ¢1 (0,7).
Par suite:

*

T
J = % Oplx, 0)(T + £)(wxx) 2 |§§(1) dt + % Oax(x, (T + £)(wx) 2dxdt.

0 Q
= % Oax (e, £)(T + ) (waxx) 2dxd,
Q
cara(l,£) = Oetwxx(0,2) =0, " ¢t 1 (0,7).
Donc:
1
(L w,(T+1)w) L2(0) = §T w(x,0))2dx + % &) 2dbxdr + % Oax (x, (T + 1) (wax ) 2dxr.
0 Q Q
Comme:
1
?T 5w(x,0))2dx 30,
0

ax(x, £)(T+ 1) (wxx)? 3 ax(x,6)(T- £)(wxx)? 3 C10(T- £)(wxx)2>0,

il en résulte d’une part:

R Cio *
% gW)ZdH Tlo gr- £)(wxx)2dxdt £ (L™ w, (T + H)w) 12(0)

d’autre part:
(L™ w,(T+1)w) 12(0) = O2(T + )wxd

££ O2(T + 1) 2dxdr + 2% gw)ldxdt " &> 0.
Q Q

Pour ¢ = 2 ,on a alors:

% dw)zdxdt+ % ar- t)(wxx)zdxdt
Q

£ O¢2(T+1)2dxdt

Q
£ Og2(T+ T)2dxdt = AT2 3g2dxdt = 4T2 L*w) dxdt.
Q Q Q
Par suite:
2 *
Ow)2dxdt + §T- £)(wxx)2dxdt £ LCC‘Q(L w) 2 dxd
Q Q min(1.3%)
2
ie: $C” = LC> 0 et indépendante de w telle que:
min(l,%)

Iwiz £ C* I w2 "wl D).

Pour établir les inégalités de I’énergie relatives a L et L , il suffit d’utiliser les opérateurs
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de régularisation de Friedrichs classiques. On a alors
2 T 2 n 1T T
Ivig £ C|| v % vl D(I)
~ |2 N ~
Iwi2 £ c* HL WH "] D(L )
F
3.4 Existence et unicité de la solution

Théoréme 4

Pour tout /1 T F(resp: g1 F) il existe une et une solution au probleme (1,6) - (1,10)
(respectivement (1,11) - (1,15)).

Preuve:
L’inégalité (3,1) assure I’unicité de la solution (immédiate) et la fermeture de R(Z) dans F
En effet, soit (fp) , une suite de Cauchy dans F avec /. T R(Z) ,f; T RI) = $v; 1 D(I)
tel que Lv; = /.

- vill £ C| Tk - v) || = - f71l ® O, quand k1 ® +¥ = (vi), est de Cauchy
dans E, comme E est complet, il en résulte que $v 1 E tel que Vi ® vguand k ® +¥ dans E

De plus I"application: w ® ®(vj,w) est continue dans Eq," kT N Ce qui implique que
w ® ®(v,w) est continue dans E, qui définit I’élément fpar:Zv = f, (f;, ® f,qd. k ® +¥)
Donc R(L) est fermé dans F.

Pour montrer la densité de R(Z) dans F, il suffit de montrer que I’orthogonal de R(Z) dans F
est réduit a I’élément nul dans F.
Soitw 1 Ftelque:(Zv,w) =0  "v1 D(I)
Pour: vl D(L)etwl Fona: (Lv,w)= (v,L*w) =0, I’inégalité (3,2) entraine que w = 0
dansF, "v1 D(L)

On applique le méme raisonnement pour le probléme dual (1,11) - (1,15).
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Partie 4
PROBLEME MIXTE AVEC CONDITION
INTEGRALE POUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS DE TYPE PARABOLIQUE
D’ORDRE CINQ (05)

4.1 Formulation du probléme

On se propose de résoudre le probleme suivant:

(1.1) Lu = J% - %%(a(x,t)—%j—g) = flx, 1)
avec (x,)T Q=(0,1)" (0,7) et T fini, u = u(x,?)
(1.2) tu = u(x,0) = (), "x1 (0,1)
(1.3) u(0,0) = u(1,/) =0 "t1 (0,7)
(1.4) %(O,t) = %(m =0 "1 (01
1¢
(1.5) Oy (n, dndé = Tqu(x,1) = 0
00
La fonction a(x, /) admet des dérivées genéralisées bornées:
(1.6) 0EC;;£a (x) £ C;; et a(l,f) =0

xVax 4t

I
ou [ désigne le nombre de dérivations de a par rapport a x.
j désigne le nombre de dérivations de a par rapport a ¢

Le probleme (1.1) et (1.5) peut étre ramené a une équation fonctionnelle
(1.7) Lu=F

ou L est I’opérateur L = (L£,0) et F = (£, ).

L est défini sur son domaine:

D(L) = {u T WL up, upee T L2(Q) et vérifient (1.3), (1.4) et (1.5)}
Le complété de D(L) muni de la norme:

1
(1.8) ||u||28= _sup (du(x,s))zdx>+dux(x,t))zdxdt+duxx(x,t))zdxdt
si [0,7] \ 0 Q Q

est un espace de Banach noté B.

Soit F I’espace de Hilbert défini par:
F= {f =) 1 L2Q “L20.1)/ |7 é+¥}

F est muni de produit scalaire:
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FrF)p = (1o (2.02)p g = (1/2) 200+ (91:92) 29,y
et de la norme

(1.9) IFIE = FPp g = (o) (op ¢ = 12 Q “lolts 20,1)°

L’opérateur L est défini sur I’espace de Banach B et a valeurs dans I’espace de Hilbert F.

4.2 Inégalité de I’énergie.

Pour 0 <s < T, posons Qs = (0,1) " (0,s). et calculons a I’aide d’intégrations par parties et

des conditions (1.2)- (1.6), le produit scalaire (Lu, Mu) 2( Q) ouMu = u

L2@Q,) (11]17 ﬁﬂf(“(“)gx_> )

2
= (ut - ;Tﬂx?(a(x, t)uxxx),u> L2

(Lu,Mu), -

Q)

= Qug udxdt = % (‘)(%)zdxdt
Q

Qy

=) 2

N

u(x, t))2 |i‘8dx

1
N
moQe

(u(,))? - (u(x,0))? ]

Il
N
Qs

I
N
OO< o
[EEN

u(x,s))zdx - % (‘j(p(x))zdx.
0

SO G
U =- 0 (alx, Huxxx). u dxdt
)Lz(QS) i

Qy

.
Il
1
~~
=]
RN’ﬁN
~~
BN
=
>
S
ol
N

Oﬁt(a(x Duxoxx)- u a’t + ?Tﬂx—(a(x,t)uxxx).uxdxdt

N
S

= - @(x, t)uxxx.uxlﬁzldt- C\)a(x, t)uxxx.uxxdxdt = - C\)a(x, t)uxxx.uxxdxdt

0 Qg Qg
Par suite:

J=- (‘)a(x, Duxxx. uxxdxdt = - % (‘)a(x, t)%;(uxx)zdxdt

Qy Qs
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=}

=- % (e, t)(uxx)2| 1dt+ 0 ax(x, t)(uxx)zdxdt
0

Qs
S
= % (0, 1) (xx (0, t))za’t+ O ax(x, )(uxx) 2 dxdt
0 Q
S
(fiMu) = A, Dux, f)dxdr £ L O(f(x 0)2dxdt + L (u(x, 1) 2dxdt
En regroupant les résultats ci-dessus, on a:
1
% du(x,s))zdx - % 5(p(x))2dx s (}1(0 1) (uxx(0, t))zdt+ 0 ax(x, t)(uxx) dxdt
0 0 0 Qs
% O(lx, ) 2dxde + & O(u(x 1))2 dxdt
Qq QS

S
Comme c‘yz(o,t)(uxx(o,t))zdt 30 et Cqg £ ax(x,7) £ Cqp, I’inégalité ci-dessus s’écrit alors:

0
1
(2.1) % du(x,s))zdx - % 5(p(x))2dx +2 Qax(x, t)(uxx)zdxdt
0 0 Qs
% O(lx, ) 2dxde + & O(u(x 1))2 dxdt
Qq QS
Lemme 2

Pourtoutu T B,ona: ux(r, t))za’xdtf, Ouxx(x, 1)) 2dxd
Qs Qs

Preuve

2
=\ 2 *
s, 012 = et ) - 1x 0,012 = (ux(& 0155 ) = (c‘ﬂxx(ij,t)dé‘>
0

X X
£ (@1ng> <5uxx(§,z))2dg>
0 0

X 1
£ x Juxx(&,1)2dE £ x Juxx(&,1)2dE.
0 0

1 1 1 1 1
dux(x, t))zdx £ C{x duxx(é,f))2d§:|dx = (duxx(ij,t))zdé) ((‘)xdx)
0 oL 0 0 0
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1 1
par suite : (()‘jux(x, t))zdx £ % (()‘juxx(g,t))zdzj = % g‘uxx(x, t))zdx

(BN

c.a.d: (‘)(ux(x, t))zdxdt £ % (\)(uxx(x,t))zdxdt
Qs Qs
En utilisant le lemme 2 ci-dessus on peut minorer le terme  (uxx(x, t))zdxdt de (2.1).
Qs
3 O ax(x, ). (uxx(x,0)2dvdt 3 3-C1g uxx(x,1))2dvdt
Qs Qs
3 1010 Olux(x,))2dvdt + 4 C1g Qluxx(, ) %dxdt
Qs Qs
(2.2) % O ax(x, . (uxx(x, 1)) 2dxd
Qs

3 %Clo (‘)(uxx(x,t))zdxdt+%Clo C\)(ux(x,t))zdxdt
Qs Qs

En remplagant (2.2) dans (2.1) on a:

[E

1
% du(x,s))zdx - % 5(p(x))2dx

0 0
+ %Clo Oux(x, ) 2dxdt + %Clo Ouxx(x, 7)) 2dxdt

Qy Qy

£ % O, ) 2dxd + % Ou(x, 1) 2dxdt

c’est-a-dire:

[EEN

% u(x, 5))2dbx + %Clo Oux(x, ) 2dxdt + %Clo Ouxx(x, 7)) 2dxdt

[E

£ % O, ) 2dxd + % o)) 2dx + % Ou(x, 0)2dxd.
Q, Qs

donc il existe une constante C > 0 indépendante de u telle que :

o

1
(2.3) du(x,s))zdx+ (‘)(ux(x,t))zdxdt+ C\)(uxx(x,t))zdxdt
0 Qs Qs

23



1
£ { O(x, )2 dxdt + (‘j(p(x))zdx:| +C Oux, 1)) 2dxdt.

Qs 0 Qs
1
avec C = 2 .
mn(3-+e)
En posant:
1 1
hy(6) = Qux(x, ) 2dx + uuxx(x, 1)) 2dx
0 0
1
ho(s) = (‘ju(x,s))zdx
0
1
ha(s) = O(lx, 1) 2dxdr + Go(x))2dx
Qs 0
I’inégalité (2.3) s’écrit :
S S
O1()dt + ho(s) £ Chg(s) + C Oyrp(at.
0 0

Par le lemme de Grounwall on a:

N

O11()dt + ho(s) £ C.(exp(Cs)).(Chg(s)) = C2(h3(s)) exp(Cs).

0
c’est-a-dire
1
du(x,s))zdx+ (‘)(ux(x,t))zdxdt+ C\)(uxx(x,t))zdxdt
: Q, Q,
1
£ C2.CT (‘)(f(x,t))zdxdt + d(p(x))zdx .
Q, 0
"s1 (0,7)

Dongc, il existe K > 0, K = CZeCT, tel que

1
_sup (du(x,s))zdx> + ux(x, t))zdxdt+ Cuxx(x, t))zdxdt
sI [0,7] \ o Q Q

1
£ K|: [0 162 t))zdxdt + d(p(x))zdx:|.
Q 0
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c’est-a-dire

(2.4) lu ||é £ K| Lu ||§ pour toutu T D(L).
Lemme 3

L’opérateur L admet une fermeture L.

Preuve
Soit (un),, une suite telle que:

(2.5) up —® 0 dans B

(2.6) Lup —® F = (f,¢) dans F
il s’agit de montrer que f =0 et ¢ = 0.

La convergence de up vers 0 dans B entraine que

2.7) un —® 0dans D'(Q)
D’aprés la continuité de la dérivation de D’(Q) dans D’(Q), (2.7) entraine

(2.8) Lup —® 0dans D'(Q)

D’autre part la convergence de Lup vers f dans L2(Q) implique :

(2.9) Lun —® £ dans D'(Q)

En vertu de I’unicité de la limite dans D’(Q), on conclut de (2,8) et (2,9) que /= 0.

Par ailleurs il vient de (2.6) que :

(2.10) lun —® @ dans L2(0,1)

Comme I’injection canonique de L2(O, 1) dans D’(O, 1) est continue, on déduit de (2.10) que:

(2.11) lun —® ¢ dans D'(0,1)

D’autre part, comme

ltunll 25, £ lunllg: "
on en déduit, compte tenu de (2.5) que

(2.12) lun —® ¢ dans L2(0,1)

par suite

(2.13) lup —® 0dans D'(0,1)

En vertu de I’unicité de la limite dans D’(O, 1) on conclut de (2.11) et (2.13) que:
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o =0.
ce qui montre que I’opérateur L est fermable.

Soit L la fermeture de L etD(L) le domaine de définition de L.

Définition

La solution de I’équation L u = F est dite solution forte du probléme (1.1) — (1.5).

Comme les points du graphe de I’opérateur L sont limites des suites de points du graphe de
I’opérateur L, on peut prolonger I’inégalité (2.4) a I’opérateur L,

- 2 . -
(2.5) ||u||é £ KHL uH - pourtoutu 1 D(L).

L’inégalité (2.5 entraine les résultats suivants:

Corollaire 1

La solution forte du probleme (1.1) — (1.5), si elle existe, est unique et dépend continiment du
second membre de I’équation (1.1) et de la condition initiale.

Corollaire 2

L’ensemble des valeurs R(L) de I’opérateur L est égal a la fermeture R(L) de R(L)

Preuve

De la définition de R(L) , il s’ensuit que R(L) 1 R(L), il reste & montrer linclusion inverse.

Soit z T R(L), il existe alors une suite de Cauchy (zx)n dans F constituée des éléments de
I’ensemble R(L) telle que:

lim zy =z

n® ¥
Il existe alors une suite correspondante (u5)y, appartenant a D(L) telle que:

Lun =Zn.
De I’inégalité (2.4), on a:

lun - uml| g £ VK |Lun - Lum||—® 0 quand n, m tendent vers +.¥

On en déduit que (un)n est une suite de Cauchy dans B, par conséquent, il existe une fonction
u | B telle que:

up—® u dans B quand n tend vers +¥.

En vertu de la définition de L, la fonction u vérifie:
ul D) etL u =z

Ainsi,z T R(L), ce qui achéve la démonstration du corollaire 2.
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4.3 Existence d’une solution

L est injectif (corollaire 1), il reste a prouver que L est surjectif: R(L) =F, c’est-a-dire
R(L) =F.( Corollaire 2).

Pour cela, il suffit de montrer que I’orthogonal de R(L) dans F est réduit a I’élément nul dans F.

Théoreme
Si les conditions (1.6) sont satisfaites alors pour chaquefTﬁ(Q) eto 1 L2(0, 1), le probléme
(1.1)—(1.5) admet une solution forte unique: u = L~ Lr = 1-1F vérifiant (2.5).

Pour la preuve de ce théoreme, on montre la proposition suivante.
Proposition
Si les conditons (1.6) sont vérifiées et si pour o 1 L2(Q), on a:

(3.1) (Eu,a))LZ(Q) =0

pour toute fonction u T Do(L) = {u T D(L)/lu = 0}, alors » s’annule presque partout dans Q.
Preuve de la proposition

Comme la relation (3.1) est donnée pour tout u 1 Dq(L), on peut exprimer u sous une forme
particuliére.

On définit la fonction 4 par la relation:
T

h(x, ) = Qp(x,7)dr
t
et soit u; solution de I’équation

(3.2 - a(o,t)I)%ut = h(x,?)

ou o est un nombre fixe appartenat a (0, 1) et

x§
T2u; = Oy (n, dnd
xur = QOe(n, t)dnds
00
et soit la fonction u donnée par:
0 si t1 [0,s]

-J ¢
(3.3) ux.) Ole,n)dr sitl [s,T]

La relation (3.3) entraine que u T D (L).

De la relation (3.2), on déduit que:
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-1 2
(3.4) 0= (a(o,0Z2u,).
Comme A(x, T) = 0 par définition de la fonction 4, il en résulte que:

(3.5) T2u,(¢,T) =0, Tyus(x,7) =0, u,(x,T) = 0.

Lemme 4
La fonction e définie par (3.4) est dans L2(Q).

Preuve

X 2 X X
(I)%“t)z = ((\)Zgutdé:) £ <(\)12d§> <615”t)2d§>
0 0 0
x 1
=x (‘jzgu,)?dg £ x dféut)zdé‘.
0 0

Donc:
1

1 1 1
§Z5ur)2dx £ §Tgu)2dE ydx = 5 §Lzu,)?de.
0 0 0 0
En réitérant le méme procédé, on montre que:
1 1
\ 2 N\,
((){Igu,) dé £ % ggut)zdg.

Par suite:
1

1
N 2 2 N\,

(3.6) Z8u;) “ax £ (%) un) 2de.
0 0

De la relation (3.4), il s’ensuit que:

o = at(a,t)I%ut + a(G,t)(I_%utt)
En utilisant (3.6) on déduit:

Oa?(0,0)(T8uy) 2dvdi £ (Top)? o(Z2u,) 2 ddr
0
_ 2 .
£ <C01>2<%> dut)zdxdl‘
0
Comme u; 1 L2(Q), il en résulte que a,(c, )Z2u; 1 L2(Q)

Il reste a prouver que a(c,t)I)%uttT L2(Q). Pour cela, on utilise les ¢-opérateurs de

régularisation p¢ de la forme:
T

(peg)(r.) = + A (5L ) glx,s)ds
0

introduit par L. Garding ot & 1 c¥ (R), nulle au voisinage de ¢t = Oet¢ = T eta I’extérieur
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de I’intervalle (0, 7) et telle que Qwdr = 1.
R

On applique successivement les opérateurs p¢ et % a I’équation - a(a,t)I)ZCut = h, on obtient:

(37) alo,) g (peZfur) = -aylo.NeeTfus - - (peh)
+ %]t—[a(a,t)ng%ut - pga(a,t)I)zcut]

De I’égalité (3.7), on déduit que:

Jato0 g (pezBur) | 2 £ 2llartornosThun | {2 gy + 2| oo 2,

+3|| J-[alo.0pesTfu; - pealo,)T3u,] | iz(Q)

En vertu des propriétés des ¢ - opérateurs de régularisation on a:

2
| 28uu | 2 £ c(uutniz(q) + ||ht||ﬁz(Q))

_ 1 32
avec C = _COO max(4 Co1 ,3).

Par suite Z2u;, 1 L2(Q) etw T L2(Q).
Remarque:

Siuyl L2(Q), il estimmédiat que T L2(Q). car

” a(o,)Tuy “ EZ(Q) £ Tpo? ”I?%”lf ” Ez(Q) £ Coo” (%)Znutt”iz(Q)'

Ce qui implique que Z2u;, 1 L2(Q) et par suite o = ay(c,)Z2u; + a(o,)T2u; T L2(Q)

Montrons maintenant la proposition. Pour cela, on calcule:

(Eu,a))Lz(Q:) = (”t' ﬁﬂ%(a(x,t)uxxx), (a(o,t)I%uO l)

*

L*@Q,)
avecQj; =(0,1)" (s,7), 0<s<T.

En faisant des intégrations par parties et en tenant compte des conditions initiales et au bord et
de (3.5), on a:

I= (“h (a(o, t)I)%ut> t) = Qur (a(o, t)I)%ut> tdxdt

N

L%@Q,)

= C‘B ﬁﬂx—(fxut). (a(o, t)I)%ut) tdxdt
Qy
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T
x=1 .

= Fur. (alo, )T 3u;) t ‘x_odt - O xup)-(alo, )Txuy) dxdt
Ky - *

N

- O@xup)-(ag(o,)Ixuys + a(o, )Ixuy)dxdt

Q
= - Qat(a,t)(fxut)zdxdt - 1? (\)a(G,t)%]t-(Ixut)zdxdt
Qy Qq
L =T
_ Qat(o,t)(fxut)zdxdt - 1? gy(o,t)z,%u,|t;s dx
Qg
+% Qa(a t)(I ”t) dxdt.
QS
Par suite:
1
(3.8) 1= "‘% (o 5) Ty (v, 5)) %l - % O a0, 1)(Txuy)dxa.
0 Q,

D’autre part:

2
= - (ﬁﬂ;("(x’ Dt xxx ), (“(G’t)z%ut)t) L2@Q;)

= - (\2 (aﬂx%(a(x, l)uxxx)> (a(a, l‘)I)%let) thdl
Qs
T
= - Ok et ) (ato,07u) [

[}

+ O e (a(x Duxxx)(a(o, ) Ixuy) dxdt
Q;
T
= Qalx, Duxyx )alo, )Ixuy), |x =1
- C\)(a(x1f)uxxx)(a(6,t)ut)tdxdt
Q
=- b(a(X,l)uxxx)(a(G,t)ut)tdxdt cara(l,) =0
Q
T
da(x Duxx ) a(o, t)ut) |x_odt

+ O Uxx (ax(x, (a(o,uy),) + a(x, t)(a(o, t)utx)t))dxdt
Qs
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J = Oluxx)[ ax(x,1)(a(o, Dug), |dxdt

Qs
+ c‘)(uxx)[a(x, N(a(o, Dugy); |dxdt
Q
car uy(0,7) = uy(0,7) = 0.
T

J = Gux) ax(x.Nalo,Dug), ]|t

- Oux) (axx(x, )(alo, Duy)) + ax(x, 1)(a(o, Dupy) ) dxdt
Q;
1
+ (fuxx)ax, ) (a(o, yugy ) =l dx
0

- Oluxxr)alx,2) + (uxx)ay(x, )](a(o, )u sy )dxdt.
Qs
1
J = - Gux)axx(x,0)(a(o, up) [I=T dx
0
+ Oluxs axx(x, 1) + ux. ayy(x, )]a(o, uydxdt

Qs
1

- Qux)ax(x, )(a(o, yupy) = dx
0

+ Oluxs ax(x, 1) + ux.ay (x,0)]a(o, )usdxdt
Qs

1
+exx (v, Dalx, T)alo, Tup(x, T))dx
0

- % 0 alx, t)a(o,t)%;(utx)zdxdt - O aix, Na(o, uxxu pedxdt
QS QS

Comme ux(x,s) = 0etuy(x,7) =0, J s’écrit alors:

J = % (?axx(x, t)a(o,t)ﬁﬂ;(ut)zdxdt+ anxt(x, Ha(o, uxudxdt

Qs Qs
1
- Ox(x, Ta(o, Tugp(x, Dux(x, T)dx + Q) ax(x, t)a(o, t)(utx)zdxdt
0 Q*
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1
(\2 ax(x,f)a(o, t)—%]t—(ux)zdxdt + g}l(x, Na(o, Tuxx(x, Dupe(x, T)dx

+

N~

(v 9a(0, D)2 | 1dt+% & ax(x, (o, )(uge) 2dxdt

Qs

-1
2

“Q/ﬂ;p

- O aslx, Da(o, Huxxu pdxdt
Qs
En tenant compte du fait que u4(0,7) = uy(1,7) = 0, J s’écrit:

(3.9) J=- % O axxx(x, 0a(o, 1) (ug)2dxdi + ) axs(x, 0)a(o, Dyuxusdxdt
Q Q
1
- Ox(x, Na(o, Tux (x, T)u gy (x, T)dx + c‘)ax(x,t)a(o,t)(utx)zdxdt
0 Q*
S

*

1
+ 5 O, Dalo, ) oux(x, 1) ?dx - 5 Jlay(x,alo,1) + ay(x, day(o, )] (ux)dxdi
0
Qs

1 T
+ (e, ) a0, T) wx(s,T) gy T + L 30, Dl )30, ) 2
0 s
+% 0 ax(x,fa(o, t)(utx)zdxdt - O arlx, Nalo, uxxu pydxdt
Q Q
Par suite comme (Lu, x =1+J,
(o) 2t

1

(3.10) (Eu,a))LZ(Q*) +% o, 8) Ty (x, 5)) 2dx - % O aslo, )(Txuy)2dxdt
Ky 0 *
Qs

- % O @xxx(x, t)a(o,t)(ut)zdxdt+ O @xxt(x, )a(o, uxudxdt
Q; Q
1
- Qpax(x, Tao, Tux(x, Tuge(x, Tdx + % O ax(x,0a(o, )(upc)2dxd

0 Q,
1 1
+ % Otex(w (o, T(ux(x, 1) 2dx + Gulx, Ta(o, Tuxx(, D, Tl
0 0

- 3 OlaxilrDa(o,1) + ax(r ar(o, 0] (ux) 2ddt
Qy
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T
+ % (0, Da(o, 1) (e (0,8))2dt - Q) ay(x, Da(o, uxxusedxdt = 0
S *

Qs
T
Comme % (0, Da(o, )(u(0,7))2dr 3 0, de (3.10), on déduit que:
S
1 1
(3.11) % c‘yz(a,s)(Ixut(x,s))zdx - Ox(x, T)a(o, TYux(x, T)u gy (x, T)dx
0 0
1
+ % 0 ax(x.a(o, gy ) 2 dxdt + % ax(x, Ta(o, T ux(x, 7)) 2dx
Qy 0
1

+ C\ﬂ(x’ Na(o, Tuxx(x, T)u gy (x, T)dx
0

th
(N

c\) at(o, t)(Ixut)zdxdt + % c\) axxx

(x,Ha(o, t)(ut)zdxdt + O ag(x,Na(o, uxxu pydxdt
Q; Q ;

Qy

(‘) axxt(x, )alo, uxudxdt + % C\)(axtt(x, Da(o, 1) + ay(x,f)as(o, t))(ux)zdxdt
Q; Q

On commence par minorer les termes de gauche de I’inégalite (3.11):

1 1
(3.12) % (‘}l(o,s)(qut(x,s))zdx 3 % G Zoxus(x, s))zdx.
0 0
1 1
Oyx(x, Dalo, D, Duge(x, e £ £ Gyax(x, Nalo, T(ux(x, 1)) dx
0 0

1
* 2%9 Ox(x, Na(o, T)(u (v, 7)2dx, "&>0.
0

Par le lemmelde la partie 2 (cf p.8), $ £1 > 0, (il existe une infinité de £1 >,£¢ > 0) tel que:
1 1
Oy (x, Dalo, Duux(w, Tuge(x, T £ 25 dyux(x, Ta(o, Dux(x, 7)) %dx.
0 0

Par suite,
1 1

(3.13) - Qpx(x, Da(o, Dux(x, Nuge(x, Tidx ® -£1Cq0 Cop §ex(x, 7)) 2dx.
0

0
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H

T

gy (e 0)2dt = 2 (yux(x, u gy (x, dt
S

(ux(r, D)2 - (ux(x,8)2 = (ux(x, 7))? = &
)
T T
£e (‘jux(x,t))zdt + % dutx(x,t))zdt, "e>0.

N

Par le méme lemmel, $ &5 > 0, tel que (ux(x, T))2 £ & dutx(x t)) dt,

1
Donc: (jux(x, 7) )de £ & O(Mtx(x t)) dtdx,
0 Qs
En utilisant I’inégalité ci-dessus,on a:
c 1
= (?ax(x,t)a(o,t)(utx)zdxdt 3 %ClOCOO (?(utx(x,t))zdt 3 %C10COO<72) dux(x,T))zdx
QS QS 0
Donc:
1
(3.14) 3 O el (o, )(ugy) 2dvdt * 3-C10Copep (fux(x, ) 2dx
Q; 0
Remarque:
On peut se dispenser de I’inégalité (3.14) et utiliser seulement le fait que:
3 & ax(rdalo, )(up)2dxdt 3 0
> 0ax(x, a(o, t)(up)“dxdt 3 0.
Qs
1 1
(3.15) % Ortxr (6, Talo, T) (ux(x, 7)) 2dlx 3 %CuCoo Geex (x, 7)) 2dlx
0 0
1 1
- Ol T)alo, (v, (v, Thdx £ % (}l(x Da(o, T uxx(x, 7))2dx
0
1
+ ok (‘)a( Na(o, T)(ug(x, 1))dx, " &> 0
1 1
$eg > 0tel que: - Oylx, T)a(o, T)ux(x, Dugy(x, T)dx £ 253 Oa(x DNa(o, T)(uxx(x, T)) dx
0
Par suite,
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1 1

(3.16) O, Nao, D (x, Thuge(x, T)dx ® - £3C 002 e (x, 7)) 2dx
0

D’autre part on majore les termes du membre droit de I’inégalité (3.11):

- 0 axxt(x,alo, uxudxdt £ = O axxt(x,t)a(o, t)(ux)zdxdt + = 0 axyt(x,Ha(o, t)(ut)zdxdt.

QS Qs Qs
O ay(x,t)a(o, uxxupdxdt £ & O as(x, fa(o, ) uxx)2dxdt
o} Qs
* % O aslx,0a(o, N up)2dxdt, " &> 0.
Q

Le méme lemmel donne $ £4 > O tel que:

0 a¢(x, a(o, Huxxu pydxdt £ £4 c‘) xxt(x,t)a(o,t)(uxx)zdxdt

QS QS
Donc:
(3.17) O as(x, Da(o, uxxupdxdt £ £4Co1 Cog C\)(uxx)zdxdt
QS QS
En substituant les inégalités (3.12) et (3.17) dans I’inégalité (3.11), on a:
1 1 1
(318) Loy §Txuslx,5))2dx - £1C10 Cop ux(x, 1))2dx + 3 (52 )C1 Cop ux(x, 7)) 2dx
18) 5 Coo B xuslx, 1C10 Coo Gux(x, >\ %) €10 Coo Gux(x,
0 0 0
1 1
+ 1014 Cop Fux(x, 1))2dx - 23C007 Gucx(x, 7)) 2dlx
0 0
£ LTo1 Oy, 1))2dvdt + 3[Tp1Cop + C1z Cop + 11 Coy | O(ux)zdxdt
Os Qs

+ L[ T3qCop + Co1 Cop J(uy)2dxds + 24T Cop O x)2dvalr
Qs

Il reste a neutraliser les termes négatifs dans (3.18). Pour cela, on a:

T T
(ux(x, 19)? - (ux(x,5))? = (ux(x,1)? = P%Wx(x,t))zdt = 2 Qv )u g (x, )t

S

H

T
(ux(x,T))2 £ & Jux(x, t))zdt+ % Chexe (x, t))zdt, "e>0.
s s
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Par le lemme 1, on tire:
T
$e5 >0 tel que (ux(x, 7))2 £ 2e5 ux(x,1)2dr.
)

Donc:
1
(3.19) dux(x,T))zdx £ 2e5 Oux(x, t))zdxdt.
0 Q*
s

Comme uyys 1 L2(Q), il en résulte: $eg >0 tel que:

1
(3.20) G (v, 1)) 2dx £ 26 §uxx(x, 1)) 2dxdt.
0 Q:

En multipliant I’inégalité (3.19) par (1 C1g Cpg) et I'inégalité (3.20) par (3 C_002 +1) eten
ajoutant membre a membre les inégalités obtenues, on a:

1 1

(321)  (£1C10 Coo) Gux(x 1) 2dx + (63 Togp? + 1) Guxx(x, 7)) 2dx
0 0

£ 2e5(s1C109 Coo) O(ux(x, 0))2dxdt + 2eg(e3 C_002 +1) Ouxx(x, 1)) 2dxd.
Qs Qs

En ajoutant membre a membre I’inégalité (3.21) a I’inégalité (3.18), on obtient:

C 1 2 3¢ C C 1 2 1 2
(3.22) —2 djxut(x,s)) dx + _I C10C00 + —2 dux(x, T)) dx + duxx(x, T)) dx

Cor A
£ =L O(Tuslx,0)?dxds + 5[ T30 Tog + T Cop ] Qlueelw 1)) dlxds

Qy Qy
+ [% <C21C00 + ClZCOO + C11C01 ) + 28581C_01 C_00i| Q(ux(x,t))zdxdl‘
Qs
roPuilraru 2 > 2
+ |:84C01 COO + 286(83 COO + 1)i| 0(uxx(x,t)) dxdt
Qy
En d’autres termes, I’inégalité (3.22) peut s’écrire :
$a; >0,i =1,2,3,$p; >0,i =1,2,3,4 telles que :
1 1 1
(3.23) aq (§Txtts(x,9))2dx + ap Gux(x, T))2dx + g Juxx(x, T))%dx
0 0 0
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£ B1 O@xuylx, t))zdxdt+ﬁ2 O (uy(x, t))zdxdt

Qs Q,
+ B3 Olux(x,0)2dxde + By &uxx(x,0))2dxd
Qs Q,

ce qui donne

1 1 1
(3.24) dfxut(x,s))zdx + Cux(x, T))de + CJuxx(x, T))zdx
0 0 0

£ K| O@xusle,0)2dxdr + §uslx,0)2dxd + ux(x,))2dxdt + §uxx(x,1))2dxdt

Qs Qs Qs Qs
mina;
ol K= 7123
max f3;
i=1,2,3,4
1
Pour pouvoir continuer, il manque a I’inégalité (3.24) un terme dut(x,s))zdx.
0

Lemme 5
Pour tout u; 1 L2(Q;), il existe une constante C > 0 telle que:

& (e, ) 2dx £ (. 1)) 2
Q
Preuve.

La preuve du lemme repose sur le corollaire du théoréeme de I’application ouverte.(Cf Partie 2).

Soit alors 2 normes sur L2 (Q;)

1
lugZ = ugle,s))2dx + Quylx, 1)) 2dnd
0 Q*
S
lugld = uylx,))2dxdr
Qs

Il est évident que (LZ(Q;), I ||1) et (Lz (Q;) [ ||2> sont des espaces de Banach.

Soit alors I’opérateur identité:

E(22(05) 0 11) ® (£2(0s).11-112).

I est linéaire continu bijectif car: ||ut||% £ ||ut||% "u, 1 L2 (Q;)
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Par suite il existe C > 0 tel que: ||ut||% £ C||ut||%,

1
ie:  (fuy(x,)) 2+ Qug(x,0)2dxdt £ C uglx, 1)) dxdt
0 Q, Q,
1
et donc: dut(x,s))zdx £C (\)(ut(x,t))zdxdt
0 Q*
N

Par suite,$c7f) (27 = C) tel que:

1
(3.25) (‘jut(x,s))zdx £ 2e7 Oluylx, t))zdxdt
0 Q;

En ajoutant membre a membre (3.24) et (3.25),0ona:

1 1 1 1
(3.26) deut(x,s))zdx + dut(x,s))zdx + Chux(x, T))zdx + uxx(x, T))zdx
0 0 0 0

£ K’{ Q(qut(x, t))2dxdt + Q(ut(x, t))2dxdt + (?(ux(x, t))2dxdt + (?(uxx(x, t))zdxdt
QS QS QS QS

2
avecK,i = K(l + %) > 0.

Pour pouvoir continuer, on pose :

T

O(x, 1) = Quslx, t)dr = u(x,T) - u(x,?)
t

T
O(x,s) = Quslx, )dr = u(x,T) - u(x,s) = u(x,T)
s
donc: u(x,?) = u(x,T) - O(x,7) = O(x,s) - O(x,1)
Par suite:
ux(x,1) = Ox(x,s) - Ox(x,?)
uxx(x,t) = @xx(x,S) - @xx(x,t)

(327 Olux(x0)2dxdt = §(Ox(x,s) - Ox(x,1))2dxd
Q, Q,
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£2 O(Ox(x,s))2dxdt +2 §(Ox(x,1))2dxdt

1
£ 2(T- 5) §Ox(x,9))2dx +2 (Ox(x,1))2dxd.
0 Q:
Idem
1
(3.28) Oxx(x, ) 2dxdt £ 2(T- 5) §Oxx(x,))2dxdt +2 ()(Oxx(x,1))2dxdt
Q; 0 Q;
En utilisant les inégalités (3.27) et (3.28), I’inégalité (3.26) s’écrit:
1 1 1
(329)  (§Twuy(x,s))2dx + (§us(x,5))2dx + [1- 2K1(T- 5)] §Ox(x,s))2dx
0 0 0
1
+[1- 2Kq(T- )] 6®xx(x,s))2dx
0

£Kq| O@wugx,0)2dxde+ {uy(x,1))2dxdt
Q, Q,

2 )Ox(x, 1) 2dxdr +2 §(Oxx(x,1))2dxdr.
Q, Q,

s étant indépendant de I’origine, on choisit s tel que 1 - 2K (T- s) = % (3.29) s’écrit alors:

1 1 1 1
(3.30) deut(x,s))de + dut(x,s))zdx + d@)x(x,s))zdx + (‘j@xx(x,s))zdx
0 0 0 0

£ 4Kq C\)(qut(x,t))zdxdt+ (‘)(ut(x,t))zdxdt

+ OOx(x,0)2dxdt + )(Oxx(x,))2dxd.
Q, Q,

En posant:
Y(s) = (‘)(Ixut(x,t))zdxdt+ C\)(ut(x,t))zdxdt+ (‘)(@x(x,t))zdxdt+ (‘)(@xx(x,t))zdxdt
Q, Q Q Q

I’inégalité (3.30) s’écrit: ©
dy(s
- T £ +4K1y(S)
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Par suite:

- % (y(s)e4Kls> £0

et:

T
c‘)_ %(y(s)e4K1S>dS — -y(T)e4K1T +y(S)€4K1S — y(s)e4K1S £0
s

d’ou y(s) = 0 et par suite @ = 0 sur Q; =(0,1)" (s, 7).

s étant independant de I’origine, en répétant le méme raisonnement, c’est a dire en procédant pas
a pas, on déduit que:

w=0surQ=(0,1)" (0,7).
ce qui termine la preuve de la proposition.
Montrons maintenant le théoréme.
Soit W = (w,09) T R(L)", alors W vérifie:
(Eu,w)L2<Q> + <0u’w0>L2(0,1) = 0.
Si en particulier, u 1 Do(L), de I"égalité ci-dessus, on obtient:
(ﬁu’w)L2<Q) =0, " ul Dgy(L),

En vertu de la proposition précédente, on déduit que @ =0 d’ou a partir de la relation

(gu,w)Lz © + @u’wO)LZ(O,l) = 0, on déduit que @u'wO)LZ(O,l) =0

Comme R(0) = L2(0,1), il sensuit que wg = 0.
En résumé, I’orthogonal de R(L) dans F est réduit a {0}, c’est-a-dire :

R(L) =R(L) =F .. L est surjectif.

4.4 Conclusion.

Conclusion

Pour tout (f,¢) 1 L2 (Q) ’ LZ(O, 1), il existe un et un seul élément u solution du probléme
posé (1,1)—(1.5)
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Partie 5
PROBLEME MIXTE AVEC CONDITIONS
INTEGRALES POUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS HYPERBOLIQUES
D’ORDRE IMPAIR

5.1 Formulation du probléme

On se propose de prouver I’existence et I’unicité de la solution du probléme suivant:

(1.1) Lu = 111127“ £ 1)) B gy,
t

ﬂx2m+l

1.2) lqu = u(x,0) = o(x)
(1.3) lou = J%(x,O) = y(x)

a
(1.4) OFute,tydx =0 k=02m-1) "1 [0,7]

0
(1.5) ufa,) =0 ()1 Op=(0,a)" (0,T) afd, T finis
(H) 0<Co£p(t) ECy CLEP()ETT... Cye£p'"()£Cy Cy>0.

On suppose que les fonctions ¢ et y sont compatibles avec (1,4).

En suivant le schéma de DEZIN le probleme (1.1)-(1.5) peut étre ramené a une équation
fonctionnelle

(1.6) Lu = F.

ou L est I’opérateur triplet (L,Ol,()z) opérateur non borné défini sur D(L) et a valeur dans un

espace de Hilbert F I’élément donné F est défini par F =(f, ¢, w)

w1 12(0.0,L20.0) ) Hugugoupe 1 L2 (0.7:12(0,0) )

J]l ﬂZu ﬂ2m+1u ~ 2 2 Lo
e R T L (o,T,L (O,a)>etverlf|ant (1.4) et (1.5)

ol D(L) =

D(L) est muni de la norme

2 _ 2 2 . 2
@.7) llulg STS[L(I)I?T] ||u(x1S)||L2(0,a) +sTS[lf7] IIMt(x,S)IILz(Oﬂ) +STS[UOF,>T] [u (x,S)IILz(O,a)

2
dEAE (0,7: BY(0,0))

et sur C(0, a) espace des fonctions continues a support compact, on définit un produit scalaire

(u,v) 1 (CO(O,a))2 ((u,v)) = QLY uT vdx
0
X m-1
OU Ixmu(x,t) = Oé%u(g,t)dg m T N*

Cp(0,a) muni de la norme déduite de ce produit scalaire n’est pas complet.
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Le complété de Cp(0, a) muni du produit scalaire ((.)) est I’espace B (0,a).et:

a
m,, |2 — m 2
IIMIIB (0.4) = 17X u ”L 0.4) gifxu(x,t)) dx,
par suite
B3 - 2, — 2
| ”L(O,T;Bzm(o,a)) o gszx s = sup I1Z8uits) 12

le complété de D(L) par rapport a la norme (1.7) noteée:|. || B donne un espace de Banach noté

B.
Par suite les applications:

Iy : B-— L%(0,a) l):B -— B%(0.a)
u -— u(x,0) u -—  uyx,0)

sont définies et continues sur B.

F est I’espace defini par :

F= {]-": (ho.w) 1 L2(0,1:L20,a)) ~ HL(0,a) " [L2(0,a) " BY(0,a) ]

tel que: IFIE = 11 e.v) ||F soit finie}
F est un espace de Hilbert

Hl(O,a) est I’espace de Sobolev d’ordre 1 des fonctions definies sur (0,a) et ||J-"|||2: est définie

par :

2 _ 2 = N 2 2
(1.8) IIFIE = 1(he.w)lig IIfIIL 0.0) +||cl>|||_| o, )+||l//||L 0.0) ”"’”Bz(oa)

c’est-a-dire le produit scalaire de deux éléments 71 et F»o de F est donné par :
(F1. 7)) e g = [G101v1). (2.92.v2) ]
= / !
Iy, , 7
+ (Vll’v/2>|—2(0’a) + ( X l//l’ X WZ)LZ(O,CI)

il est utile de rappeler quelques propriétés de I’opérateur Z%* notamment le lien entre Zu(x, ¢)
et les conditions intégrales.

m _ X =" 7
T u(x,1) = o Tu(é,t)déf (m1 N)
En utilisant les résultats de dérivation par rapport au paramétre on a:

Lzpttuen] = £ § Eunde | = § S Luce ae = 78+
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et:
2
%]t? [Izﬁlu(x, 1) ] = Izﬁlutt(x, 1)

X
Thue,r) = c‘)%u(éit)dé = (& 0z
0

En utilisant la définition de la dérivation et les propriétés de I’intégrale définie on a :

[z e ] = [oﬂu(g,t)dg]

— (X'nf)m u(x, ?) + oy (x- 5) u(§ 1)dé&
- 0

_ (-&)m-t
—O+(())n - D)1 u(&, t)dé

donc on obtient:

*

ml N %;(Izﬁlu(x,t)) = IZMu(x, 1)

de plus
7 B+ ux,r) = (o 5) u(é 1)dé = 0 "m] N
o
a m
7 M+l f) = @Mu(a;,t)dé Lo & chakeom kug na
0 k=0
1071 a
=LA chakeymk gemku(g nag
A | k=0 0
- _ m.
avec Cpy, kl(m ol
Par suite
a
OFule,ydx =0 " k=02m- 1
0
si Tu(e,) = T2u(x,0) =...= T9Mu(x,0) =0 "x1 (0,a)et"¢T (0,7)

5.2 Inégalité de I’énergie
On considére I’opérateur intégro différentiel M défini par:
Mu = (- 1)p' (0T + (- 1) Sp() Ty

eton calcule(ﬁu,Mu)Lz (Q >OU Qs est le sous rectangle (0,a) ” (0,s) O0<s < dl
N

(”tt’M”)LZ(Q )T =(-1n" (\)”tt[p/(t)z%m”t + %p(t)f%mutt}dxdf
Q
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=" ¢ —ﬂ—(jxun)[p (t) %p(t)f%mutt}dxdt
Q

S
X=a
=(-1™ @x“tt[l’/(f)z)zcm”t + %p(t)f%mutt} |x:0df

(D™ Ty P OTF Luy + SpOTE™ Luyy |

Q;
O™ QT uyp' T8 Lus + Lp(yT2m Lugy Javar
Qy
§ X=a
=-(-1" @%“tt[ﬁl(t)j%m' Lu + %p(f)f%m' 1”tt] |x:0df
0
H- 1M 3T uy| p (T2 2u+ Lp(OVT M 2uy Jdxar
Q,
En réitérant ces intégrations par parties jusqu’a I’ordre m on a :
(g M) 2 = (1) 1) OTWuu| p (0T us + 2p(OTPuy Jdvdi
Qy
=3 00 (03 (THu)?duds + 5 Q)T ¥ uy) dvdr
Qs Q,
a
- % o' @2 | dx - % AP ()T Wuy)2dxdr + % OPO(T Wuy)?dxdt
c’estadire:
a a
(e, M) 25 = 5 O T Furleis)?dx- 5 G OTF () s
0 0

- Lo @) 2axdt + L () (Tu )2 dvar
Qq Q,

De la méme maniére, on calcule

0" (p0) L 0 0T ¥ + 1y 2D TR ) @)
= (-1)2m c‘)p(t)—'ﬂﬁ [ ()T, +P()z :|dxdt

N

S _
N q2m / 2m,, P( ) 2m,, r=a
= t t I + I

(?( : T2 u|:p “ :| x=0

dt

2
- (‘)p(t)%]lemu[p,(t)f%m' 1“; + %I%m- 1utt:|dxdt
Qs

=- c‘)p(t)j—ﬂj;m u|:p/(t) gLy, + p(t)Izm 1 t:|dxdt

N
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G’( 1 ‘ﬂ o [p/(t)J)%m' Luy + %ﬂf%m' 1“tt:|

x=0
2m-1
+ or0- L 0T 2 + 2 29m 2y, Jasi
Qs g

= 3pOLZ O 2y + PRI 2y Jasa
Os

En poursuivant ces intégrations par parties on a :

(- 1)"1(170)—1]2mm—+11 MM>L2(Q ) = (\)p(t)ux[l?,(t)”t + %P(f)un}dxdt
N QS
=0 p(t)p (uxudxdt + = O(p(t))zuxuﬁdxdt
QS Qs
= QPP Ouxusdvdt + & dp(t))zuxut| dx- 0%[@(t))2ux]utdxdt
QS Qs
a
= OpOp' (Yuxugdxdt + dP(S))ZMx(x )y, )ds - 5p(o»2ux(x 0)u(x, 0)dx
Os
)20 (t)uxutdxdt- > O(p(t))zf % (ut)zdxdt
Os Os
par suite
j_l y

a
=1 &(s))zux(x,s)ut(x,s)dx- 1 §3p(0))2ux(x,0)uy(x, 0)dx
0 0
S —
- gsp(r))z%(ut)? o
a a
= L @) 2ux (e, )yl s)dx - 5 3p(0))20 (hy ()
0 0
s s
T ?P(f))z(”t(a1f))2dt +1 9p(t))2(ut(o,t))2df

a a
= 4 (p() 2ux(e,s)u (x,s)dx - 5 3p(0)20' (¥y(x)dx + 4 dp(t))zut(o f)dt
0 0

car uy(a,t) = 0.

En regroupant les résultats on aura d’une part :

(CuMa) 5 3 = % o4 (TP ux,s))?dv - 5 ' Oy ()2
s 0
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- L 3P O u)2axde + L pO@T Py P

QS Qs
a a
3 GNPt GO0 o)

S
tg gSp(t))z(ut(o,t»Zdt

d’autre part :

(ﬁu’M”)L2<Q ) = (f,Mu) 2<Q )

= (e OT8) 2  3 + (VP TR )

L2(Q,)
|m|L (Q) * gl Oz 2
1 || p(&) +2 2 .

Comme
a a a
3 3p(6))2uxCr, )y, 5)dx 3 - 4 ()2 (ux(x,5)) 2l - 4 Fp(5)) (g, )2
0 0 0

on a alors :
a

a
2 @ TP x,5)%dx - 3 p OTPy)2dx- £ Op" (OTFup)?dxar
0 0 Q

+% O P(O)T Wugy(x, 1)) - % ()2 (uex (x, 5)) 2l - % ()2 (ux(x, 5)) 2dx
Qy 0 0

-5 5p(0))2¢f(x)w(x)dx + ap(r))z(ut(o,t))zdz

+ 11, 2m 2
E (Lu M) 2 y & 2|v||L ()7 | 02 ut||Lz<Qs)

+ L1112, 20y * B | R Hi2<Q>

Pour pouvoir appliquer le lemme de Grounwall on élémine les termes contenant Z ¥u, et on fait
apparaitre un terme en Z ¥'u; dans le second membre.

"a>0

Lemme 6

Pour 111% 1L2(0,a), ona:
a
N 2
(()ﬂ)’y“t)zdx £ 5

N2 ”t) 2dx

Op\&
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Preuve :

x 2 x x
(IQ’ut)z = <C‘JZ)’§1' lutdx> £ <(‘jl)2dx> (df;’?' lut> 2dx> "x1 (0,a)
0 0 0

x a
£ deQ" lut>2dx £ deQ" lut>2dx
0

0
a a a 2 a )
donc  §TMup)%dx £ Qudx (‘{IJ’?' Ly ) = 4§ 1u,) dx
0 0 0 0

Conséquences immédiates du lemme 6

L oaEr ut)zdxdt{:‘. o(ze 1u,) dxdt

QS Qs
m
2. O@Wu;)dxdt £ (%) Oup)2dxd
QS Qs
Remarque 5
m
Du lemme précédent on en déduit aussi :  ()(Z ¥ u tt)zdxdt £ (%) Olu tt)zdxdt

QS Qs
Comme 0 < CyE£p() ECy "t1 (0,7)

o L OPO@Hug) dvdr > S NTHug)2dvdt = SN ug| 2,
L°(Qy)
Os Os

P(t) ~2m a

2 m
1 Co 2
> Ix uttHL2<QS> 8a ”Ix “tt”L (Q) (2 ) ||Igcn“tt||LZ<Qs>

20

comme annoncé ci dessus o > 0 étant arbitraire, on choisit alors a tel que:

G _ T (i)’" :azc__oz(ﬁ)m
2 8a \ 2 4Co \ 2

pour c€ @ on a alors :

a a
3 & O u e, 5)dx - L @ OT Py dx - 5 O p" (T Fup) dxdr
0 0 Os

S O Fuy)?drdi - - §p(s)2(ux(e,5))?dx - & G2 (s)uylx.s))2dx
Os 0 0
- 5 8p(00) 20 @y )dx + 5 Fp(1))?(ug(0.1))%di
0 0

+1e2( a2\ v my, 02
FIE2 0 5+ 3C () "z 12003
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e Ilfll ° 1ZWug )2,

12(Q)

S
en tenant compte que % (‘jp(t))z(ut(o, t))zdz‘ 3 Qonaalors:
0

L*(Q,)

a a a
L &' )@ Purle )P - L @p2(s)unte,s)2dx - & p2(s)(uglx,5)) 2
0 0 0

a
E(2+ D)2, +d & Oy L GO0 (v

L2s) 2

+

1 ~ ! 2 1 -2( a?
o O@upZasar+ 33 (4 )" 178,12, ©)

0<CiEPWETLP'ET, "1 (0,7)

L’inégalité ci- dessus s’écrit alors :

24
2.1) Cl de uy(x,5)) 2dlx - C4 Qfux(r, )2 - CO dut(x $))2dx
0 0 0

L2(0s)
(2.4 (i) (T, |2
2 2 2 YEL2(05)

a
0 u(x))2dx
0

e(2+)n2, +S gww(x))zdx

=2 d =2 a
Pour éléminer les termes négatifs -C% (‘jux(x,s))zdx- C% dut(x,s))zdx on utilise le

0 0
lemme 1(cf rappels et notations p.8)

S
(g, ) = (g6, 00)2 = (ygl-(u(, ) 2ds
0

S
=2 c‘yt(x, t)utt(x, t)dt
0

S S
£e (‘jut(x,t))zdt+ % dutt(x,t))zdt "e>0.
0 0

comme uy et uy 1 LZ(QS) donc éLz(O,s) il en résulte que :

S
$eq >0 % 5 w6, 0)2dt £ g9 Qug(x,1))2dt
0 0
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Par suite :

(ug(x,8))2 - (uy(x,00)2 £ &9 Yuslx, 1)) 2de + % e (v, 0)2dt £ 269 (§uylx,1))2dt
0 0 0

donc :

a a
2.2)  Qusle,s))dx - Q) 2dx £ 261 uy(x,1))2dtdx
0 0 Q,

et:

(ux(x,5))2 - (ux(x,0))2 = (‘)%(ux(x, £))2dt = 2 ux(x, 1) uyy(x, 1)t
0 0

$e9 >0 tel que:

23)  Qux(rs) - o' (r))%dx £ 26 ux(x,))2ekvar
0 0 Q,

des inégalites (2.2) et (2.3) on tire :

(2.4) dut(x,s))zdx + 5ux(x,s))2dx
0 0

a a 2
£ () 2dr+ J o' (@) “ar
0 0
+261 Ouglr,0))2dtdx + 259 ux(x,1))2dxds

Q, Qy

C_2

En multipliant I’inégalité (2.4) par la constante % et en I’ajoutant membre a membre a

I’inégalité (2.1) on aura :

a 2
(2.5) % dlfcnut(x,s))zdx + (% - Co ) Chuex (x, s))zdx + ( Cg - CO ) s (x, s))zdx
0
1
£(2+1) 112 ©
Co 2 c, C? a2
+ 0 dy/(x)) dx + (TZ + %)(7) ||Zmut|| 2(Q )

-2 a
+ £0° Hp'()) 2ar + SO° (‘jw(x))zdx
0

oY Gy P @ oo') 2
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0 e, 1)) 2dc + 269 Co
Qy

O (ux(x, t)) dxdt
Qy

a
+ 7161 Py (x))2dx + 3— o(co () %ar

0% %2 (Cz C%) a
+3 dy(x))“dx + + 1Z2%uy)|2
g QVRET 2T 2 (2) T2

+£1C8 o(uglx,0)2dxdt + 69T & (ux(x,1))2dxdt
QS QS

En remarquant que:

(u(x,5))? - (u(x,0))2 = o.”t & (ue,1))2dr = 2 o(u(x 0))uy(x, 1)dt
£ du(x, 0)2dt + dut(x, 0)2dt
0 0

on a donc:

a a
Sux,5))2dx £ Fo))2dx + §ulx,t))2dxdt + uy(x,1))2dtdx

(2.6) :
0 0 Q, Q,

En ajoutant membre a membre I’inégalité (2,6) a (2.5) ona:

a a =2 a
L ATy, 5))2d+ e, s)) 2l + L Wl 5)) 2+ SO uy(,5)) 2l
0

0 0 0
e (&+1)N%y, %51 () 2ds + g(qo(x))zdx
+ %_02 g,(@’(x))zdx % ;& () 2dx + o (ulx, £))2dxdt
Qy
+ (% + CT%) (%) |z ut”LZ(Q ) (81C_02 + 1) Q(‘)(ut(x,t))zdtdx

+£9Cg2 O(ux(x,))2dtdx
Q

En d’autres termes :

2.7) Tuy(x,s))%dx + Julx,s))2dx + ux(x,s))2dx + fu(x,s))2dx
0 0 0 0

£K| | ut|| 20 >+ O, ) 2dxdt + & (us(x,))2dtdx + §(ux(x,t))2dtdx
Q, Q,

ou:
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K= >0

d’ou en posant :

ho(s) = T Pu(x,5))2dx + Qulx,s))2dx + Gux(x,s))2dx + fus(x,s))2dx
0 0 0 0

h3(s) = [Ilfll LZ(Q)+dL’Z’w(x))2dx+ éiw(x))zdx+d<p(x))2dx+o(<p () de

I’inégalité (2.7) s’ecrit alors :
N
hZ(S) £ h3(S) +K(jh2(t)dt
0

Une simple application du lemme de Grounwall donne:
ho(s) £ exp(Ks)hz(s)

a a a a
(2.8)  FTMuy(x,s))2dx + fulr,s))2dx + ux(x,s))2dx + Juy(x,s))2dx
0 0 0 0

a
£exp(1<s)1<[ 1122 2(0) ¢ w(x))zdx+dw(x))2dx+ 61¢(X))2dx+o(co () de

£ exp(KT)K[ |m|2 oM - STy ()2 + (g{l//(X))zdx + éifp(X))zdx + o(go () de

Comme pour tout s T [0,7] chacun des termes de gauche de I’inégalité (2.8) est inférieur ou
égal au terme de droite de (2.8)

a
_sup dl'?ut(x,s))zdx
s [0,7] 0

a
£ Kexp(KT)[w 20) * & Ty (x))2dx + o(w(x))zdx+ g(go(x))Zdw o(co () de

de maniére identique pour les autres termes, on aura alors :

a a a a
sup oTMuyx,s))2dx+ sup ulx,s))2dx+ sup ux(x,s))2de+ sup  Fuylx,s))?
s [0,7] 0 s [0,7] 0 s [0,7] 0 s [0,7] 0

£ 4Kexp(KT)[|m| 2(0) * ¢ STy 2 + gxw(x))zdw gitp(x))zdﬂ g(go’(x))zde

c’est -a-dire

$C = 4Kexp(KT) > 0 indépendante de « telque" u T D(L) ona:
2 2

(2.9)  Jull £ CllLu] 2.
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Proposition
L’opérateur L admet une fermeture notée L.
Preuve:
En utilisant le fait que L2 (Q) s’injecte continument dans D' (Q) et I’opération de dérivation

D% a1 N” de tout ordre est continue de D'(Q) dans D'(Q) plus le fait que D'(Q) est

séparé on déduit aisement que L est fermable (cf preuve identique dans le lemme 3 (p. 25)).
c.g.f.d.

Soit L. sa fermeture, comme les points de R(L_). (espace image par L). sont obtenus comme
limite de points de R(L), en passant a la limite, I’inégalité de I’énergie (2.9) se prolonge a L. et
l'ona:

(2.10) $C>0 telque” uT D) ||u||zB£C||Eu|||2:

Définition
La solution de I’équation L.u = F est une solution du probléme (1.1) - (1.5)

De I’inégalité de I’energie (2.10) on déduit deux corollaires

Corollaire 1
Si le probléme posé admet une solution, cette solution est unique

Preuve (évidente)

Corollaire 2:
R(L )estferméetR (L") =R(T) .

Preuve:
Par définitionde R(Z )ona:  R({) 1 R({).
Il suffit alors de montrer I’inclusion inverse.

Soit z 1 R(L), par définition il existe une suite (zn),, dans R(L) tel que zn - — z dans F quand
n— +¥,

Commezuy 1 R(L) $un 1 D) tel quezy = Lun
0 £ |lun - um ||§3 £ C||L(un - um)|||2: = C||Lun - Lum ||§ = Clzn - zm ||§ - >0 quand

n,m — +¥.

car (zn),, estconvergente, donc elle est de Cauchy, par suite (u),, est de Cauchy dans I’espace de
Banach B, d’ou I’existence d’une fonction « | B tel que up - — u dans B quand n - — +¥

Par définition de Z onaalorsz = Zuetz1 R(LZ) doncR(Z) i R(L)
En conclusion :R(L) = R(L) et £ ) estfermé  c.q.fd.

5.3 Existence d’une solution

On a montré que L est injectif de D(Z) dans F (corollaire 1), il reste a prouver que L est
surjectif .

Pour cela il suffit de montrer que R(f) =F c’estadire: :R(L) =F (corollaire 2).

Théoréme
Si les conditions (H) sont satisaites, alors pour chaque F =(f,¢,w) donné le probléme
(1.1) - (1.5) admet une solution forte unique: u = L~ Lr =117 vérifiant (2.10).
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Preuve:
Pour la preuve du théoréme on a besoin du résultat suivant:

Proposition:
Pour 1 L2(Q) etsi”ul Dy(L)
3.1) (Lu,w) 0

’@) ~

alors ® =0  presque partout dans Q.

Preuve:
Comme (ﬁu,a))Lz (Q) =0 "ul Do(L) on peut exprimer (3.1) sous une forme spéciale.

Soit alors

t
72m,, - L IMugrdr  sitl [5,7]
s

X Ur =

0 sit1 [0,s]

et soitI%mutt solution de I’équation:

T T
- DM pOTEMu gy + (- 1)L ()] T8Muy Jdt = h(x,0) 00 h(x,0) = dwlx,7)dr
t t

Par dérivation par rapport a ¢, on tire que:
32 o(nn) = D™ (pOTE )+ ()™ Tp(O] T8y ]
Lemme 7:

La fonction o(x,7) définie par (3.2) est dans L2 (Qy)-
Preuve
De la remarque des conséquences immédiates du lemme 6 (cf page 47 ), il résulte que:
T &My, 112 (Q, ). 1l reste & montrer que :—%[I%muﬁ] L2 (Q, )-Pour cela On utilise les
¢ - opérateurs de régularisation (cf Rappels).On applique successivement les opérateurs p¢ et
7 a I’équation:
- D™ LpOT My + (- 1)L ap(O] TEMuy e = b, 1)

et I’on a;

- 1)"p(r) g
2 e / 2 1 2 2
eI uy = - (-1)"p (NoeT&™uy + (- 1) 4 [ P(D0sTEMur - 0ep(VTEuy |

T
+( 1)'”%[@3% ?P(l)[f%mutt]df:| +3-leeh]

Il s’ensuit que :
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2
||p(t)%]t‘g81)26m”tt ” LZ(QS)
£ 4||p ()osTMuy | iZ(Q ) +4|| %[p(t)esf%m“tt - 0ep(VT8Muy | || iZ(Q )

+a i les Jrolr8m ]2 g 5 + 4l e 2 g
s N
En utilisant les propriétés des opérateurs ¢ et les conditions (1.6) sur p et p’ on a:

2 _ —
B8] 72 g y £ 40 |7 D20yt CBITE Fo g

2
+4|Lin
” e ) ” L%(Q,)
Des conséquences immédiates du lemme 6 (p.47), on déduit que:

2 . -
” %I’%m”” ”LZ(QS) <+ e T8Muy TL2(Q)

et par suite:o T L2 Q).
Preuve de la proposition:

On calcule alors (Lu,®), » , Séparément on obtient:
L7 (Qy)

11 = (e "L (pOT ) ) 2 )z o (- 1YL (pOT My .
L°(Q,)  Q

(' 1)m+1 0 %]x_[l-xuﬁ] (p(l‘)f%mutt> tdxdt

N

T
= (-1 (\)Ix”tt<p(t)z%m”tt>t X258 dr- (- 1)™L o[ Zxuy] (p()TE™ 1”tt>tdxd
N

N

= - ()™ SIZxuy) (pOVIE™ tuyy) dvd
N

En continuant ces intégrations par parties jusqu’a I’ordre m on a:
[]_ = (' 1)}’}1(_ 1)m+1 0 IQ’un (p(t)I%mutt> tdxdl‘
S

=- 0T uy (P,(f)Ig”tt +p(¢)%15c"“tt)dxdf

Q,
=~ 0 VTR u)2dxdi- 5 o p0) [Ty ]2 dvds
Q, Q,
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Par suite

a
I = % QU(S)(I?uﬂ(x,s))zdx - % (‘)p/(t)(jgun(x’ t))zdxdt
0 Q
s

De méme:

Iy = (“tt (- 1)m+1 p()TEM “tt)l_ (Q )

_ (- 1)m+l

. -1)ml
5 O tp()T¥Muyydxdt = (Gl Op(t)<ﬁﬂ;jx”tt>z)26m”ttdxa't

2
Qy Qy
En poursuivant ces intégrations par parties jusqu’a I’ordre m on obtient:
Iy = -3 & pOTFug(x,1)?dvdi
Qy

13 = (COmO L )™ (p0rEu),) )

2m+1
= D2 op0 L (HOTE ) st

N

A la suite d’intégrations par parties jusqu’a I’ordre 2m, I3 s’écrit:

a
- gp(s))zux(xd)utt(x,S)dx"‘ O P (Op(Ouxug + &@(1))2uxguydxdt
Qq Qq

1 = (om0 L 1)m+1%(p(r)z%muﬂ))

2m+1
Qs

A la suite de 2m intégrations par parties /4 s’écrit:

L2(Q,)

Iy = -5 0p(0)2uxuydsdt
Q

on obtient alors:
0= (Lu,w) » =l +Ilp+Iq+1
L (Q) 174271437144

1“4 2. 1 .t 2
= ggv(S)(I?utt(x,S)) dx- 5 QP (D@ Fugsx, 1)) dxdt
Q,

a
- 1 0 POTTug(x,0)2dxdt - Sp(s))Pux(,s)ugy(x,5)dx

Q, 0
+ O 2 (Op(Oxuydxde + o(p(z))zuxtundxdr--% O () 2uxu el
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qui s’écrit alors:

(3.1) L PO)TWuylxs))dx - §pls))ux (e, )z, 5)dx
2 0 0

L 3[p) +p' ) | @ Puy(x,0)2dxdt - p' (Op(e)ucuyxdi
Q, Q,

- QW) 2yt + 5 (1)) Zuxugydrat.
Q, Q,

On commence par minorer les termes de gauche de (3.1)

32 L de ugglv,5))2dx £ & O e, e
O

dp(s))zux(x,s)utt(x,s)dx ££ dp(s))z(utt(x,s))zdx + 2_13 ()2 (ux(x,5))2dx " £>0
0 0 0

En utilisant le lemmel de la partie 2 (Rappels et notations) on a:

$e1>0 tel que :

a a - a
() 2ux (e, 8 Y1y (x, )x £ 25k ()2 (g (x,5))2d £ &9 ct Grrcx (x, ) 2dlx
0 0 0

Par suite

- a a
(3.3) -¢& C% dutt(x,s))zdx £ - (‘jp(s))zux(x,s)utt(x,s)dx
0 0

Puis on majore les termes du membre droit de (3.1)

(3.4) % O(p() +p'(0)) @ Pugy(x, 1)) ?dxdt £ %(EO+?1) OT Wugy(x, 1)) 2dxdi
Q, Qs

- Opp’ (Owxtuggcledi £ £ Opz(t)(utt)zdxdt+ o’ (t)) (ux)2dxdt "€ >0...
QS Qs QS

Par le meme lemme:$eo>0 tel que:

Op(t)p (uxuydxdt £ 2 Opz(t)(uﬁ)zdxdt
Q, Qs

Par suite:

(3.4) - QPP Ouxuydrdt £ £9CTH uy)2dxdr
QS QS
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En procédant de la méme maniére

(3.5) - C\)pz(t)uxtuﬂdxdt £ 83?(2) C\)(utt)zdxdt 63 >0
Q Qs

[

(3.6) % (‘)pz(t)uxuﬂdxdt £ 84% C\)(utt)zdxdt €4 > 0.
Qs Qs

En regroupant les inégalités (3.2) - (3.6) on a:

a a
C -2 ¢
37) =X §Tupls)?dx- £q €O Fuyrlx,s))2dx
0 0
£ % (Co+TC1) O Fuylx,0)?ddr
Qy
2. —o.  Tf
+ 82CO+83C0 +84TO C)(utt)zdx
Qs
Pour éléminer le terme négatif dans I’inégalité (3.7) on utilise le lemme suivant :
Lemme 8
a
Pouruy; 1 L2(Q,), $C>0 telleque: (Juy(x,s))2dx £ C uy)2dxdt.
0 Q,
Preuve

La preuve est identique a celle donnée en partie 4 (page ).

g s , .
En multipliant membre & membre par (1 +¢g1 CO ) I’inégalité donnée par le lemme ci dessus

-2\ " -2
(3.8) (1+61 o )c‘guﬁ(x,s))de £ (1+61 o )c Oy 2dxd.
0 Q,

En ajoutant membre a membre les inégalités (3.7) et (3.8) on obtient :

C a a
SO QT Wuy(r,))2de + Qug(e,5)) 2
0 0
£ % (Co+TC1) OTHuslx,1))2dxdt

Os

=2
— — C = N
+|:32C% + g3C(2) + 3470 + (1 + 81C(2)>C:| O(uﬁ)zdxdt.
Os

Par suite il existe une constante K > 0, independante de u :
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Co
mm[l,T }
telle que:
a a
(3.9) T Wus(x,5))2dx + §uyslx,$))2dx £ K| T Pugy(x,0))2dxdr + ug)2ddt
0 0 Os Os
En posant: y(s) = C‘)(I?uﬁ(x,t))zdxdﬁ (‘)(utt)zdxdt, I’inégalité (3.9) s’écrit
Os Os
_ ay(s)
75 £ Ks)
c’éstadire :
_d Ks
(3.10) - [y)eks] £0
En intégrant (3.10) sur I’intervale [s, 7] et sachant que y(7) = 0 on a:
T

(\)' %I:y(S)eKSiIdS = _y(]")eKT +y(S)€KS - y(S)eKS £ 0
S

comme y(s)2 0 "s 1 (0,7) ilenrésulte que: y(s) = O et par suite:
o = 0 presque partout sur Qg

s €étant indépendant de I’origine, en procédant de la méme maniere pas a pas on couvre tout le
rectangle Q7 = (0,a) " (0,7), et 'ona: w =0 pp(QT), ce qui termine la preuve de la

proposition

On revient maintenant a la démonstration de la surjectivité de I’opérateur L, c’est a dire :

R(L) =F

Dans un espace de Hilbert F, R(L) est dense dans F si et seulement si I’orthogonal de R(L)
dans F estréduit al’élément nul dans F

Sialors: W= (w,01,0p) T R(L)" et Lu= (Lu,lqu,lou) T R(L)

(Lu, W)F =0 ? =, W estI’élément nul dans F
L 3 = E 1 + 0 3 + 0 3 + 0 1
L, MF = (Lu,0) 2 @ (lqu wl)Hl(Qa) (lou@2) | 2 @) (tzu.02) g 4)
Sionchoisit u T Dy(L) ie: (ju=0 et lpu=0 (Lu, M =0= (Lu,w) =0
0 1 2 F L2 (Q)
La proposition ci dessus donne alors : @ =0 pp(Q) , par suite (Lu,W)F s’écrit alors:

(01%@1) H1(01a) + (021/1,&)2) L2 (Q) + (02u,a)2> szn(oﬂ) =0
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Comme (1 et (5 sontindépendantes et que R((1) =H1(0,a), R(ly) =L2(0,a) et R(lp) =
B2(0,a), ilenrésulte @1 =0 et oy =0.

Enrésumé W =(0,0,0) c’estadire I’orthogonal de R(L) dans F est réduit a I’élément
nul dans F

Donc R(L) =R(L) =F - ie I'opérateur L est surjectif de B dans F

5.4 Conclusion :

Conclusion:
Pour tout (f,¢,w) donné il existe unetunseul « 1 B qui est solution du probléme posé.
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Partie 6

CONCLUSION



Partie 6

Conclusion

La méthode des estimations a priori établit I’existence et I’unicité de la solution

des problemes aux limites des équations aux dérivées partielles.

Elle établit aussi la dépendance continue de la solution du probleme aux limites
par rapport aux données du probléme. Un autre avantage de taille réside dans le fait
que la méthode peut étre appliquée pour des problémes aux limites dont les
conditions sont toutes locales, toutes globales (formes intégrales) ou mixtes.

Les inconvénients de la méthode résident dans le fait que jusqu’a ce jour, il n’y a
pas de résultats établis qui permettent de faire le choix de I’espace de Banach B, de
I’espace de Hilbert F, et de I’opérateur multiplicateur M. ,M, B, F sont les outils
de base de I’inégalité de I’énergie :

lulg £ C|Lullp, C>0, ul D(L) et L :B® F.

Le méme inconvénient se pose également pour le choix de la fonction inter-
médiaire » qui permet d’établir I’existence d’au moins une solution du probléme
posé. Le choix de B, F, M et o reste soumis dans une certaine mesure a I’intui-

tion et au tdtonnement.

Des recherches futures sur la méthode des estimations a priori sont a entre-

prendre pour déterminer ou au moins faciliter le choix de B, F, M et o .

Bien que les problemes posés dans les parties 4 et 5 soient entiérement résolus, il
reste encore quelques questions ouvertes ayant trait aux points suivants :
- Il serait trés utile d’étudier le cas ou les conditions aux limites sont non homo-
génes dans les problemes traités dans la partie 4 et la partie 5.
- Il serait également utile d’envisager la résolution des problémes proposés dans
les parties 4 et 5 au cas ou I’ouvert Q7 serait de la forme (0,4) * (0,6) * (0,7) et
en adaptant les opérateurs différentiels £ a I’ouvert O
- Il serait intéressant d’utiliser la méthode des estimations a priori pour obtenir des
résultats pour le méme type de conditions aux limites utilisées dans les parties 4 et

5 pour des équations semi-linéaires, quasi-linéaires et non linéaires.
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