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Notations

Dans ce mémoire, les notations suivantes sont utilisées.

� p : désigne un nombre premier.

� k désigne un entier positif et pk le k-ième nombre premier tel que p1 = 2,
p2 = 3,. . .

� log : désigne le logaritme Népérien.

� logk :désigne le k-ième itéré du logarithme népérien. On a logk = log ◦ log · · · ◦ log︸ ︷︷ ︸
k fois

.

� θ(x) : désigne la fonction de Chebyshev dé�nie par :

θ(x) =
∑
p≤x

log p pour x > 0.

� ψ(x) : désigne la fonction de Chebyshev dé�nie par :

ψ(x) =
∑
pν≤x

log p.

� π(x) : désigne le nombre de nombres premiers plus petits que x, on a :

π(x) =
∑
p≤x

1.

� Li : désigne le logarithme intégral. On a :

Li(x) = lim
ε→0

(∫ 1−ε

0

dt

log t
+

∫ x

1+ε

dt

log t

)
=

∫ x

2

dt

log t
+ Li(2) où Li(2) = 1.045 . . . ,

� Λ(n) : désigne la fonction de Mangoldt .

� ζ(s) : désigne la fonction zêta de Riemann.

Pour deux fonctions réelles f et g,
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� f(x) ∼ g(x) : signi�e f est asymptotiquement équivalente à g, on a :

f(x) ∼ g(x) ⇐⇒ lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

� f(x) = o(g(x)) : signi�e que pour tout ε > 0, 'il existe un nombre réel x0, tel
que,

∀x ≥ x0, |f(x)| ≤ ε|g(x)|.

Autrement dit, on a :

lim
x→∞

|f(x)|
g(x)

= 0,

� f(x) = O(g(x)) : signi�e qu'il existe deux constantes x0 et C > 0, tel que

∀x ≥ x0, |f(x)| ≤ C|g(x)|.
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Introduction

0.1 Introduction

Soit π(x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers inférieurs ou
égaux à x, et ψ(x), ϑ(x) les fonctions de Chebyshev. On désigne par pk le k-ième
nombre premier.
Dans ce mémoire, nous étudions la propriété de sous-additivité de la fonction π(x),
c'est-à-dire :

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y) pour x et y entiers ≥ 2. (0.1.1)

Nous reprenons et nous détaillons les résultats de deux auteurs à savoir : S. L. Segal
(cf. [31]) et P. Dusart (cf. [13] et [11])

Ce présent mémoire est constitué de trois chapitres.
Dans le premier, nous avons rappelé d'abord quelques notions de la théorie des
nombres premiers : les dé�nitions des fonctions de Chebyshev ψ(x) et ϑ(x), la dé-
�nition de la fonction π(x), la dé�nition de la fonction ζ(s) ainsi que les formules de
sommation d'Abel et d'Euler et quelques outils mathématiques indispensables pour
notre travail, tels que : Le logarithme intégral Li(x), l' intégrale de Stieltjes et l'hy-
pothèse de Riemann .
Nous avons rappelé aussi quelques résultats fondamentaux concernant les estimations
et encadrements des fonctions ψ(x) , ϑ(x), π(x) et pk.

Nous avons consacré le deuxième chapitre de ce mémoire à l'étude du comporte-
ment asymptotique de la fonction π(x) sous diverses hypothèses.
En utilisant le théorème des nombres premiers ou l'une de ses formes équivalentes,
nous avons étudié quelques questions relatives à l'estimation de π(x) telles que : le
postulat de Bertrand, la di�érence π(x)− Li(x) et la conjecture de Mandl.

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes intéressés à l'étude de l'inégalité,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y) pour x et y entiers ≥ 2.

Dans son article (cf.[31]), S. L. Segal a�rme qu'elle est véri�ée pour x, y tels que
x+ y ≤ 101081.
Nous reprenons et exposons les résultats de celui-ci.
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0.1. Introduction

P. Dusart a, dans (cf. [13] et [11]), en reprenant la formulation équivalente de la
conjecture de Hardy-Littlewood, donnée par S. L. Segal, montré que cette conjecture
est véri�ée pour tout x et tout y tels que 2 ≤ x ≤ y ≤ 7

5
log x log2 x.

Nous avons repris et détaillé les démonstrations de certains de ses résultats.

Notons que pour véri�er la véracité de certaines inégalités, le recours à l'outil
informatique nous a été indispensable. Nous avons utilisé le logiciel Maple.
En�n nous terminons cette étude par une conclusion, une annexe où sont données les
procédures que nous avons utilisées pour les calculs numériques et une bibliographie.
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Chapitre 1

Rappels de quelques dé�nitions et

résultats fondamentaux.

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous rappelons essentiellement quelques dé�nitions et
résultats fondamentaux qui seront utiles à notre étude. D'abord, nous dé�nissons les
fonctions de Chebyshev ψ(x) et ϑ(x), ensuite la fonction π(x) qui compte le nombre
de nombres premiers plus petits que x. Nous présentons également les résultats de
Rosser et Schoenfeld qui ont donné dans (cf. [26], [27] et [29]) des estimations des
fonctions ψ(x), ϑ(x), π(x) et du k−ième nombre premier pk, puis améliorées par G.
Robin (cf. [24]), J. P. Massias (cf. [20]) et Pereira [10]. Cependant, ces estimations
de la fonction ψ, sont obtenues sous l'hypothèse de Riemann. P. Dusart a, dans [13],
repris et amélioré ces résultats sans supposer l'hypothèse de Riemann. Par suite, il a
donné des estimations explicites de ψ(x) et ϑ(x), en particulier, il a montré que,

|ψ(x)− x| < 10−6x, pour x ≥ exp(50)

et
|ϑ(x)− x| ≤ 3, 965

x

log2 x
, pour x > 1.

Ainsi, il en également déduit de nouvelles estimations pour ψ(x) et ϑ(x).
Dans cette partie, nous rappelons d'abord quelques notions de la théorie des

nombres premiers : les dé�nitions des fonctions de Chebyshev ψ(x) et ϑ(x), la dé-
�nition de la fonction π(x), la dé�nition de la fonction ζ(s) ainsi que les formules de
sommation d'Abel et d'Euler et quelques outils mathématiques indispensables pour
notre travail, tels que : Le logarithme intégral Li(x), l' intégrale de Stieltjes et l'hy-
pothèse de Riemann .
Nous avons rappelé aussi quelques résultats fondamentaux concernant les estimations
et encadrements des fonctions ψ(x) , ϑ(x), π(x) et pk.

Des dé�nitions supplémentaires concernant quelques outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire ont été également présentées.
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1.2. Définitions et généralités :

1.2 Dé�nitions et généralités :

1.2.1 Diverses dé�nitions :

Dé�nition 1.2.1. On appelle fonction arithmétique, une fonction dé�nie sur N∗

à valeurs dans C.

Dé�nition 1.2.2 La fonction de Von Mangoldt notée Λ, est la fonction arithmétique
dé�nie pour n ∈ N∗, par :

Λ(n) =

{
log p si n = pα, pour p premier et α ≥ 1,

0 sinon
(1.2.1)

Les fonctions ϑ et ψ de Chybeshev :

Dé�nition 1.2.3 La fonction ϑ de Chebyshev est dé�nie pour x > 0 par :

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p, p, premier (1.2.2)

Dé�nition 1.2.4 La fonction ψ de Chebyshev est dé�nie pour x > 0 par :

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n). (1.2.3)

Relations :
La fonction ψ(x), peut se mettre sous la forme suivante :

ψ(x) =
+∞∑
α=1

∑
p≤x

1
α

log p. (1.2.4)

De plus, les fonctions ϑ et ψ de Chebyshev, sont liées par la relation,

Proposition 1.2.1. Pour x > 0, on a :

ψ(x) =
∑

α≤ log x
log 2

ϑ(x
1
α ). (1.2.5)

Preuve :(cf. [34])
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1.2. Définitions et généralités :

La fonction π de comptage des nombres premiers :

Dé�nition 1.2.5. Soit x un nombre réel strictement positif.
On désigne par π(x) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers
n'excédant pas x, on a :

π(x) =
∑
p≤x

1 où p est un nombre premier. (1.2.6)

Exemple : Si on désigne par p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . , pn le n-ième nombre premier,
on a alors, π(pn) = n.

1.2.2 Formules sommatoires-méthodes de sommation :

Formules de sommation d'Abel et d'Euler :

La formule de sommation d'Abel est un procédé simple et e�cace pour le calcul
des sommes arithmétiques. Rappelons ici deux procédés de sommation que nous se-
ront utiles.

Théorème 1.2.1 (Identité d'Abel)
Soient x, y deux nombres réels tels que 0 < y < x et (αn)n≥1 une suite de nombres
complexes. On pose :

A(t) =
∑
n≤t

αn, t > 0 (A(t) = 0, si 0 < t < 1).

Alors pour toute fonction f de classe C1 sur [y, x], on a :∑
y≤n≤x

αn f(n) = A(x)f(x)− A(y)f(y)−
∫ x

y

A(t)f ′(t)dt. (1.2.7)

Preuve :(cf. [34]).
En prenant α(n) = 1 dans le théorème 1.6.1 on obtient,

Théorème 1.2.2 (Identité d'Euler)
Soient x, y deux nombres réels tels que 0 < y < x, et f une fonction de classe C1 sur
[y, x] alors,∑

y≤n≤x

f(n) =

∫ x

y

f(t)dt+

∫ x

y

(t− [t])f ′(t)dt+ (y − [y])f(y)− (x− [x])f(x).

Preuve : (cf. [34]).
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1.2. Définitions et généralités :

Exemple : calcul des sommes
∑

p≤x f(p).

Soit f une fonction de classe C1 sur [2,+∞[.

On a : ∑
p≤x

f(p) = π(x)f(x)−
∫ x

2

f ′(t)π(t)dt.

Intégrales de Stieltjes

Dé�nition 1.2.6 (cf.[36])
Soient a < b deux nombres réels et {x0 = a, x1, . . . , xn = b} une subdivision de l'in-
tervalle [a, b]. Soient f une fonction continue et g à variations bornées sur l'intervalle
[a, b].
L'intégrale de Stieltjes de la fonction f par rapport à g, de a à b est,∫ b

a

f(x)dg(x) = lim
∥∆∥→0

n∑
k=1

f(ξk) (g(xk+1)− g(xk))

où ∆ = max1≤k≤n |xk − xk−1| et ξk ∈ [xk−1, xk].

Proposition 1.2.2 (cf.[21])
Soit E un ensemble de nombres réels tel que, pour tout t réel, E∩] −∞, t] est vide
ou �ni. Soit g une fonction réelle ou complexe dé�nie sur E et soit

G(t) =
∑

u∈E, u≤t

g(u).

Si F est une fonction de classe C1 sur [a, b], on a

∑
u∈E, a<u≤b

F (u)g(u) =

∫ b

a

F (t)dG(t) = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫ b

a

G(t)F ′(t).

Preuve : (cf. [34]).

1.2.3 Le logarithme intégral Li.

Dé�nition 1.2.8
La fonction logarithme intégral est dé�nie pour x > 0, par :

Li(x) = lim
ε→0

(∫ 1−ε

0

dt

log t
+

∫ x

1+ε

dt

log t

)
.
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1.2. Définitions et généralités :

1.2.4 Hypothèse de Riemann

L'hypothèse de Riemann est une conjecture formulée en 1859, par le Mathémati-
cien Bernhard Riemann. Il a conjecturé que tous les zéros non triviaux de la fonction
zêta de riemann ζ(s) sont situés sur la droite Re(s) = 1

2
.

autrement dit on a,

ζ(
1

2
+ it) = 0 où t est un nombre réel

Cette conjecture possède des conséquences importantes en théorie analytique des
nombres. Plusieurs résultats dûs à Schoenfeld (cf. [29]) sont démontrés sous cette
hypothèse.

1.2.5 Le théorème des nombres premiers :

Le théorème des nombres premiers, s'énonce comme suit :

Théorème 1.2.3
Pour x assez grand on a,

π(x) ∼ x

log x
.

Preuve :(cf. [34]).

Relation entre les fonctions ϑ(x) et π(x).

Les deux fonctions ϑ(x) et π(x) sont des fonctions en escalier ; π(x) ayant un saut
égal à 1, alors que ϑ(x) un saut de log p sur chaque intevalle contenant un nombre
premier p. Les sommes impliquant des fonctions en escalier de ce type peuvent être ex-
primées sous formes d'intégrales grâce à la formule de sommation d'Abel par exemple.
On a :

Théorème 1.2.4 Pour x ≥ 2 on a,

ϑ(x) = π(x) log x−
∫ x

2

π(t)

t
dt. (1.2.8)

π(x) =
ϑ(x)

log x
+

∫ x

2

ϑ(t)

t log2 t
dt (1.2.9)

Preuve : (cf.[34])
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1.3. Estimations de ψ(x), ϑ(x), π(x) et pk

Formes équivalentes du théorème des nombres premiers :

Théorème 1.2.5 Les relations suivantes sont equivalentes :

lim
x→+∞

π(x) log x

x
= 1. (1.2.10)

lim
x→+∞

ϑ(x)

x
= 1. (1.2.11)

lim
x→+∞

ψ(x)

x
= 1. (1.2.12)

Preuve : (cf.[34])

1.3 Estimations de ψ(x), ϑ(x), π(x) et pk

Dans ce qui suit nous rappelons quelques résultats sur les estimations des fonc-
tions ψ(x), ϑ(x), π(x) ainsi que queqlues encadrements de ϑ(pk) et de pk.

1.3.1 Estimations de ψ(x) et ϑ(x) :

L. Schoenfeld (cf.[29]) a montré que,

Proposition 1.3.1. Pour x > 1, 04 · 107. On a :

|ψ(x)− x| < 0, 0077629 · x

log x
, (1.3.13)

|ϑ(x)− x| < 0, 0077629 · x

log x
. (1.3.14)

Preuve : (cf. [29])

Dans (cf. [13]), P. Dusart a démontré les résultats suivants, améliorant ainsi ceux
de L. Schoenfeld (cf. [29]) :

Proposition 1.3.2.

|ψ(x)− x| ≤ 0, 006409 · x

log x
pour x ≥ exp (22), (1.3.15)

|ϑ(x)− x| ≤ 0, 006788 · x

log x
pour x ≥ 10544111, (1.3.16)

|ϑ(x)− x| ≤ 3, 965 · x

log2 x
pour x > 1, (1.3.17)

|ϑ(x)− x| ≤ 515 · x

log3 x
pour x > 1, (1.3.18)

|ϑ(x)− x| ≤ 1717433 · x

log4 x
pour x > 1. (1.3.19)
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1.3. Estimations de ψ(x), ϑ(x), π(x) et pk

Preuve : (cf. [13]).

1.3.2 Estimations de π(x)

Concernant les estimations de π(x), J. B. Rosser et L. Schoenfeld ont montré en
1962, (cf.[26]) que :

Proposition 1.3.3. Pour x ≥ 59, on a :

π(x) >
x

log x

(
1 +

1

2 log x

)
(1.3.20)

et que pour x > 1,

π(x) <
x

log x

(
1 +

3

2 log x

)
(1.3.21)

Preuve :(cf. [26])

Des encadrements plus précis pour π(x) ont été trouvés par P. Dusart (cf.[13]),
nous les exposerons en détail au chapitre 2

1.3.3 Estimations de ϑ(pk) et pk.

Les estimations suivantes de pk et ϑ(pk), sont dûes à J. P. Massias et G. Robin
(cf.[20]) :
Théorème 1.3.1. Sous l'hypothèse de Riemann on a :

pk ≥ k (log k + log2 k − 1) pour k ≥ 2, (1.3.22)

pk ≤ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 1, 8

log k

)
pour k ≥ 27076, (1.3.23)

Et sans supposer l'hypothèse de Riemann vraie, ils ont établi les résultats suivants :

Théorème 1.3.2. on a :

ϑ(pk) ≥ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 2, 1

log k

)
pour k ≥ 495634,(1.3.24)

ϑ(pk) ≤ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 2

log k

)
pour k ≥ 198, (1.3.25)

pk ≥ k (log k + log2 k − 1, 002872) pour k ≥ 2, (1.3.26)

pk ≤ k (log k + log2 k − 0, 9427) pour k ≥ 15985, (1.3.27)

pk ≥ k

(
log k + log2 k − 1 + 1, 8

log2 k

log k

)
pour k ≥ 13. (1.3.28)
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1.3. Estimations de ψ(x), ϑ(x), π(x) et pk

Preuve :(cf. [20])

1.3.4 Estimations plus précises de ϑ(pk) et pk

Estimations de pk et ϑ(pk)

P. Dusart a montré les résultats suivants plus précis pour pk et ϑ(pk) :

Théorème 1.3.3.

pk ≥ k (log k + log2 k − 1) pour k ≥ 2, (1.3.29)

pk ≥ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 2, 25

log k

)
pour k ≥ 2, (1.3.30)

pk ≤ (log k + log2 k − 0, 9484) pour k ≥ 39017,(1.3.31)

pk ≤ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 1, 8

log k

)
pour k ≥ 27076, (1.3.32)

ϑ(pk) ≥ k

(
log k + log2 k − 1 +

log2 k − 2, 0553

log k

)
pour k ≥ e22, (1.3.33)

ϑ(pk) ≤ k

(
log k + log2 k − 1

log2 k − 2

log k

)
pour k ≥ 198, (1.3.34)

Preuve :(cf. [11])
La preuve est technique, nous ne la détaillons pas ici, cela n'est pas l'objet de notre
étude, cependant, nous avons besoin de ces encadrements pour la suite du travail.

1.3.5 Quelques résultats sur ψ(x) et ϑ(x)

Dans ce qui suit nous récapitulons quelques résultats sur les encadrements des
fonctions ψ(x) et ϑ(x).

Proposition 1.3.4. On a,

ϑ(x) ≤ ψ(x) pour x > 0, (1.3.35)

ψ(x)− ϑ(x) <
√
x+

6

5
3
√
x pour 108 ≤ x ≤ 1016, (1.3.36)

ψ(x)− ϑ(x) < 1, 43
√
x pour x > 0, (1.3.37)

ϑ(x) < x pour 0 < x ≤ 1011, (1.3.38)

ϑ(x) < 1, 000081x pour x > 0, (1.3.39)

|ϑ(x)− x| < 0, 0077629
x

log x
pour x > 1, 04.107. (1.3.40)

Preuve :(cf. [13])
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1.3. Estimations de ψ(x), ϑ(x), π(x) et pk

1.3.6 Les résultats de P. Dusart sur ψ(x) et ϑ(x)

Le théorème des nombres premiers équivaut au résultat suivant :

Théorème 1.3.4
Soit b un nombre réel positif. Alors il existe ε > 0 tel que :

|ψ(x)− x| ≤ εx pour x ≥ exp(b) (1.3.41)

Preuve :(cf. [13])

Comme conséquence de ce théorème, P. Dusart a prouvé que l'on a (cf. [13]),

Corollaire 1.3.1 Pour x ≥ exp(50), on a :

|ψ(x)− x| ≤ 0, 905 10−7x (1.3.42)

Preuve :(cf. [13])

Théorème 1.3.5

|ψ(x)− x| ≤ 0, 006409 · x

log x
pour x ≥ exp(22), (1.3.43)

|ϑ(x)− x| ≤ 0, 006788 · x

log x
pour x ≥ 10 544 111. (1.3.44)

Preuve :(cf. [13]).

Le théorème 1.3.5 donne des estimations des fonctions ψ(x) et ϑ(x) à l'ordre 1
pour la puissance du logarithme. Mais la connaissance des estimations de ces fonc-
tions aux ordres suivants est souvent nécessaire. Le théorème suivant constitue une
importante amélioration des résultats de J. B. Rosser et L. Schoenfeld.

Théorème 1.3.6 Posons η2 = 3, 965, η3 = 515, η4 = 1717433.
Pour x > 1 et k entier ≥ 2, on a

|ϑ(x)− x| ≤ ηk ·
x

logk x
. (1.3.45)

(On peut aussi choisir η2 = 0, 2 pour x ≥ 3594641.)
Preuve :(cf. [13]).

Notons, que les résultats exposés dans ce premier chapitre, ont été choisis pour
leurs applications directes ou indirectes dans ce qui va suivre.
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Chapitre 2

Estimations de la fonction π(x)

2.1 Introduction

Nous avons consacré ce chapitre à l'étude du comportement asymptotique de la
fonction π(x) sous diverses hypothèses.
En utilisant le théorème des nombres premiers ou l'une de ses formes équivalentes,
nous avons étudié quelques questions relatives à l'estimation de π(x) telles que : le
postulat de Bertrand, la di�érence π(x)−Li(x) et la conjecture de Mandl, dont nous
détaillerons la démonstration donnée par P. Dusart ([13]).

2.2 Le théorème des nombres premiers.

Rappelons ici, vu son importance, le théorème des nombres premiers et quelques
conséquences de celui-ci.
Pour un nombre réel strictement positif x, la fonction π(x) compte le nombre de
nombres premiers n'excédant pas x.
On a :

π(x) = Card {p premier; p ≤ x} .

Théorème 2.2.1 (Théorème des nombres premiers) :
On a :

π(x) ∼ x

log x
lorsque x→ +∞.

Preuve :(cf. [34]).

Comportement asymptotique de π(x) : On a,

Théorème 2.2.2
Pour x assez grand on a,

π(x) =
x

log x

(
1 +

1

log x
+

2

log2 x
+O

(
1

log3 x

))
.
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2.3. Quelques résultats sur la fonction π(x) :

La fonction logarithme intégral, joue un rôle important en théorie des nombres ;
reprenons la dé�nition exposée au chapitre 1 de ce mémoire.
La fonction logarithme intégral est dé�nie pour x > 0, par :

Li(x) = lim
ϵ→0

(∫ 1−ϵ

0

dt

log t
+

∫ x

1+ϵ

dt

log t

)
et li(x) =

∫ x

2

dt

log t
.

Ces deux fonctions ont même dérivée, donc li(x) = Li(x) − C. Pour x = 2, on a
li(2) = 0, d'où C = Li(2). On a donc, li(x) = Li(x)− Li(2).
de plus on a :

Théorème 2.2.3 On a,

Li(x) ∼ li(x) ∼ x

log x
∼ π(x) lorsque x→ +∞.

Preuve :(cf.[15]).

le développement asymptotique de π(x) est donné par la formule donnée par le
théorème suivant :

Théorème 2.2.4 Pour tout entier r ≥ 1, on a,

π(x) =
x

log x
+

x

log2 x
+

2x

log3 x
+ · · ·+ (r − 1)!x

logr x
+O

(
x

logr+1 x

)
, x→ +∞.

Preuve :(cf. [15]).

2.3 Quelques résultats sur la fonction π(x) :

Dans ce paragraphe nous présentons quelques résultats sur π(x), plus précis que
les estimations données par Chebyshev et J. B. Rosser et L. Schoenfeld [26] :

Proposition 2.3.1.

π(x) ≥ x

log x

(
1 +

1

log x

)
pour x > 599, (2.3.1)

π(x) ≤ x

log x

(
1 +

1, 0992

log x

)
pour x ≥ 1, 332.1010, (2.3.2)

π(x) ≤ x

log x

(
1 +

1, 2762

log x

)
pour x > 1, (2.3.3)

π(x) ≥ x

log x

(
1 +

1

log x
+

1, 8

log2 x

)
pour x ≥ 32299, (2.3.4)

π(x) ≤ x

log x

(
1 +

1

log x
+

2, 51

log2 x

)
pour x ≥ 355991, (2.3.5)

Preuve : La preuve de ces résultats se trouve dans (cf.[13]).
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2.4. Intervalle contenant un nombre premier.

2.4 Intervalle contenant un nombre premier.

2.4.1 Postulat de Bertrand

Chebyshev a montré en 1852, que :

0, 92
x

log x
< π(x) < 1, 11

x

log x
pour x ≥ 30 (2.4.6)

En utilisant cet encadrement, il a montré un résultat liée à la fonction π(x), appelée
postulat de Bertrand :
Postulat de Bertrand :
Pour x > 1, chaque intervalle ]x, 2x[ contient au moins un nombre premier p.

Nous citons deux améliorations de ce résultat.
L. Schoenfeld a amélioré ce réultat en montrant que :

Théorème 2.4.1.
Pour tout x ≥ 2010759, il existe un nombre premier p tel que

x < p ≤ x

(
1 +

1

16597

)
.

Preuve :(cf.[29])

Dans (cf.[13]) P. Dusart, a amélioré sensiblement ce dernier résultat, il a prouvé que :

Théorème 2.4.2.
Pour tout x ≥ 3275, il existe un nombre premier p tel que

x < p ≤ x

(
1 +

1

2 log2 x

)
.

preuve.(cf.[13]).

2.4.2 Etude de la di�érence π(x)− Li(x)

L. Schoenfeld, (cf.[29]), a montré que, sous l'hypothèse de Riemann on a :

Théorème 2.4.3. Pour x ≥ 2657, on a,

|π(x)− Li(x)| < 1

8π

√
x log x.

Preuve :(cf.[29]). Elle repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.4.1. On a :

|ϑ(x)− x| ≤ 1

8π

√
x log2 x

14



2.5. L'inégalité pab < apb + bpa

Dans (cf.[13]), P. Dusart a prouvé sans l'hypothèse de Riemann que :

Théorème 2.4.4. Pour x ≥ 59, on a :

|π(x)− Li(x)| < 2K
x

log
3
4 x

· exp

(
−
√

log x

R

)
.

avec R = 9, 645908801 et K =

√
8

17π

R
1
4

≈ 0, 2196.

Preuve : La preuve se trouve dans (cf.[13])
Elle repose essentiellement sur le résultat suivant qui est dû à L. Schoenfeld (cf.[29]) :

Théorème 2.4.5. Il existe une constante positive R tel que pour x ≥ 100, on ait :

|ϑ(x)− x| < x

√
8

17π

(
log x

R

)1/4

· exp

(
−
√

log x

R

)
Preuve :(cf.[29]).

2.5 L'inégalité pab < apb + bpa

Le résultat qui suit, est important pour la suite de notre étude.

Théorème 2.5.1. Pour tous entiers a, b ≥ 91, on a,

pab ≤ apb + bpa. (2.5.7)

Preuve :
La preuve se trouve dans ([13]), nous la détaillons ici.

Proposition 2.5.1.
Pour a ≥ 2 et b ≥ 2, ou pour b = 1 et a ≥ 5, on a :

pab > apb.

Pour la preuve de cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5.1.(cf.[26])

pk ≤ k (log k + log2 k − β) avec β =
1

2
pour k ≥ 20, (2.5.8)

pk ≥ k (log k + log2 k − α) avec α = 1 pour k ≥ 2, (2.5.9)

Preuve :(cf. [26] et [13] ).
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2.5. L'inégalité pab < apb + bpa

Preuve de la proposition :
Grâce à la majoration (2.5.9) on a,

pab ≥ ab (log ab+ log2 ab− α) avec α = 1 pour ab ≥ 2,

et par (2.5.8), on obtient :

apb ≤ ab (log b+ log2 b− β) avec β =
1

2
pour b ≥ 20.

Posons ∆ = pab − apb.

Minoration de ∆ :
Pour a ≥ 2 et b ≥ 20, les calculs montrent que,

∆ = pab − apb

≥ ab (log ab+ log2 ab− α)− ab (log b+ log2 b− β)

≥ ab

(
log a+ β − α + log

(
1 +

log a

log b

))
> 0

Pour b ≤ 19, en utilisant la vraie valeur de pb, on obtient,

∆ = pab − apb

≥ a (b (log ab+ log2 ab− α)− pb)

Nous voulons ∆ > 0, pour cela on doit trouver, pour chaque valeur de b, la plus
petite valeur de a telle que l'on ait,

b (log ab+ log2 ab− α)− pb > 0. (2.5.10)

Nous devons donc résoudre l'inéquation à deux inconnues (2.5.10) :

Grâce à un programme écrit en Maple par P. Dusart, ([13]), nous avons déterminé
la plus grande valeur de a pour laquelle l'inegalité (2.5.10) est véri�ée ; on a trouvé
a = 10.
Nous véri�ons ensuite que pour les valeurs 2 ≤ a ≤ 10 et 1 ≤ b ≤ 19, l'inégalité
pab > apb est vraie sauf pour b = 1 et a = 2, 3, 4.

Conclusion :
L'inégalité pab > apb est donc véri�ée pour :
a ≥ 2 et b ≥ 2 ou pour b = 1 et a ≥ 5.
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2.5. L'inégalité pab < apb + bpa

Proposition 2.5.2
Pour tous entiers a, b ≥ 1, on a :

pab+2 > apb+1. (2.5.11)

Preuve de la proposition :
Grâce au lemme 2.5.1, on obtient pour b ≥ 19 et a ≥ 2,

pab+2 − apb+1 ≥ (ab+ 2) (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)

−a(b+ 1)

(
log(b+ 1) + log2(b+ 1)− 1

2

)
≥ ab(log(ab+ 2)− log(b+ 1) + log2(ab+ 2)− log2(b+ 1)− 1 +

1

2

+
2

ab
(log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)

−1

b

(
log(b+ 1) + log2(b+ 1)− 1

2

)
≥ ab(log 2 + log(1 +

log 2

log(b+ 1)
)− 1 +

1

2

−1

b

(
log(b+ 1) + log2(b+ 1)− 1

2

)
> 0

Donc l'inégalité (2.5.11) est bien vèri�ée pour b ≥ 19.
Examinons le cas b ≤ 18.
À l'aide du même rasisonnement que précédemment on obtient :

pab+2 − apb+1 ≥ (ab+ 2) (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)− apb+1

≥ a (b (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)− pb+1)

+2 (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)

≥ a (b (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)− pb+1)

Pour chaque valeur �xée de b, 1 ≤ b ≤ 18, nous calculons la valeur correspondante de
a, les calculs donnent 17, comme plus grande valeur de a pour laquelle on a,
a (b (log(ab+ 2) + log2(ab+ 2)− 1)− pb+1) > 0, c'eat-à-dire : pab+2 − apb+1 > 0.
Nous complétons ensuite la preuve, en la véri�ant à l'ordinateur pour b ∈ {1, 2, . . . , 18}
et a ∈ {1, 2, . . . , 16}

Proposition 2.5.3
Pour tous entiers a, b ≥ 1, on a :

apb+1 + bpa+1

2
< pab+2.
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2.5. L'inégalité pab < apb + bpa

Preuve :(cf.[13])
Grâce à la proposition 2.5.2, et en exploitant la symétrie, on peut écrire,
pab+2 > apb+1 et pab+2 > bpa+1.
D'où l'on déduit,

2pab+2 > apb+1 + bpa+1.

Preuve du théorème 2.5.1 :
Enonçons d'abord le résultat préliminaire suivant :

Lemme 2.5.2.

pk ≤ k (log k + log2 k − β) avecβ = 0, 9385 pour k ≥ 7022, (2.5.12)

pk ≥ k (log k + log2 k − α) avec α = 1, 0072629 pour k ≥ 2, (2.5.13)

Preuve :(cf. [24] ).

Grâce à la majoration (2.5.12) on a,

pab ≤ ab (log ab+ log2 ab− β) ,

et par (2.5.13), on obtient :

apb + bpa ≥ a [b(log b+ log2 b− α)] + b [a(log a+ log2 a− α)] .

Posons :
A = ab (log ab+ log2 ab− β) ,

et
B = a [b(log b+ log2 b− α)] + b [a(log a+ log2 a− α)] .

Alors l'inégalité pab < apb+bpa est équivalente à montrer que l'on a A ≤ B, autrement
dit, nous devons montrer l'inégalité :

log2 ab− β ≤ log2 a+ log2 b− 2α. (2.5.14)

On pose, F (a, b) := A−B.
On a quatre cas à discuter :

Premier cas : a = b

Dans ce cas, l'inégalité (2.5.14) s'écrtit,

log2(a
2)− β ≤ 2 log2 a− 2α. (2.5.15)
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2.5. L'inégalité pab < apb + bpa

L'inégalité (2.5.15) est équivalente à :

log2(a) ≥ log 2 + 2α− β. (2.5.16)

d'où l'on déduit que a ≥ exp(exp(log 2 + 2α− β).
Avec les valeurs de α et β données dans le lemme 2.6.2, on obtient, a ≥ 352, · · · .
Par conséquent l'inégalité (2.5.16) est véri�ée pour a ≥ 352, · · · .
Ainsi, pour a = b = 353, on a F (a, b) ≤ 0 et l'inégalité (2.5.14) est véri�ée.
Les dérivées partielles ∂F

∂a
(a, b) et ∂F

∂b
(a, b) sont négatives pour a ≥ 3 et b ≥ 3; de plus

si a ou b croît alors F (a, b) décroît. Par conséquent, pour a ≥ 353 et b ≥ 353,
F (a, b) ≤ F (353, 353) ≤ 0. Donc l'inégalité (2.5.14) est véri�ée pour a ≥ 353 et b ≥
353. Les hypothèses du lemme 2.5.2, sont véri�ées puisque on a ab ≥ (353)2 ≥ 7022.

Deuxième cas : a < 353 et b quelconque.

En prenant k = ab et k = b respectivement dans les inégalités (2.5.12) et (2.5.13)
du lemme 2.5.2, on obtient :

pab ≤ ab (log ab+ log2(ab)− β) , (2.5.17)

et,
pb ≥ b (log b+ log2 b− α) , (2.5.18)

Les relations (2.5.17) et (2.5.18) impliquent,

pab − (a pb + b pa) = ab (log(ab) + log2(ab)− β)− ab (log(b) + log2(b)− α)− b pa

= ab [log a+ log b+ log (log a+ log b)− log b+ (−β + α)]− bpa

= ab

[
log a+ log

(
1 +

log a

log b

)
+ (−β + α)

]
− bpa (2.5.19)

Comme l'inégalité (2.5.7) est équivalente à pab − a pb − b pa < 0, il su�t donc de
montrer que le second membre de(2.5.19) est négaltif.
Or, on a

a

[
log a+ log

(
1 +

log a

log b

)
+ (β − α)

]
≤ pa

si et seulement si,

log a

log b
≤ exp

(pa
a

+ (β − α)− log a
)
− 1,

d'où l'on tire,

b ≥ exp

(
log a

exp
(
pa
a
+ (β − α)− log a

)
− 1

)
=: C(a).
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2.6. Conjecture de Mandl

Mais, pour que l'inégalité (2.5.7) soit vraie, il faut que k = ab ≥ 7022.
Par conséquent, la relation (2.5.7) est véri�ée pour

b ≥
⌈
sup

(
C(a),

7022

a

)⌉
=: D(a).

Il reste à caluler D(a) pour les entiers a tels que 2 ≤ a ≤ 253

Troisième cas :

Remarquons que l'on a aD(a) ≪ 106, dans ce cas on véri�e l'inégalité grâce à un
puissant ordinateur. Nous n'avons pas pu le faire. P. Dusart, a�rme dans (cf.[13])
que (2.5.7) est véri�ée pour :
Pour a ∈ {4, .., 62} et b ≥ 2715,
Pour a ∈ {2, 3} ∪ {63, .., 90} avec b ≥ a,
Pour a > 91 et b > 91.

Quatrième cas :

Pour a = 1, l'inégalité (2.5.7) est triviale.
Pour b < a, d'après le cas précédent, en permutant a et b et en tenant compte de la
symétrie de la formule à véri�er, on arrive à déterminer les valeurs de a pour lesquelles
l'inégalité (2.5.7) est vraie.

Conclusion :

L'inégalité pab < apb + bpa est véri�ée pour a > 91 et b > 91.

2.6 Conjecture de Mandl

La conjecture de Robert Mandl a été énoncée en 1975 dans ([27]) par J. B. Rosser
et L. Shoenfeld.
Dans ce qui suit, nous l'énonçons et détaillons la démonstration de ce résultat, donnée
par P. Dusart dans sa thèse de Doctorat (cf.[13]) .

Théorème 2.6.1.
Pour n ≥ 9, on a,

p1 + p2 + ...+ pn
n

<
1

2
pn. (2.6.20)

Pour démontrer cette conjecture, nous aurons besoin du lemme préliminaire suivant :
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2.6. Conjecture de Mandl

Lemme 2.6.1. Pour x ≥ 11, on a,

Li(x) ≥ x

log x

(
1 +

1

log x

)
.

Preuve du lemme :

Pour x ≥ 1, on a,

Li′(x) =
1

log x
,

Posons :

f(x) =
x

log x

(
1 +

1

log x

)
,

alors,

f ′(x) =
1

log x
− 2

log3 x
.

d'où,

Li′(x)− f ′(x) =
2

log3 x
> 0 pour x ≥ 11.

Comme Li(11) > f(11), on en déduit que,

Li(x) > f(x) =
x

log x

(
1 +

1

log x

)
.

Lemme 2.6.2. On a pour x ≥ 2 :∫ x

a

u

log u
du = Li(x2)− Li(a2). (2.6.21)∫ x

a

u

log2 u
du =

[
2Li(u2)− u2

log u

]x
a

. (2.6.22)

Preuve :

Preuve de (2.6.21) :
On a,

Li(x2)− Li(a2) =

∫ x2

a2

dt

log t
.
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2.6. Conjecture de Mandl

Grâce au changement de variable u =
√
t, on obtient,

Li(x2)− Li(a2) =

∫ x2

a2

dt

log t

=

∫ x

a

u

log u
du.

Preuve de (2.6.22) :
On a, ∫ x

a

u

log2 u
du =

∫ x

a

u2

u log2 u
.du (2.6.23)

Une intégration par parties permet d'établir l'égalité (2.6.22).
En e�et, on pose f(u) = u2 alors f ′(u) = 2u du
et
g′(u) = 1

u log2 u
, alors, g(u) = − 1

log u
.

Donc,

∫ x

a

u2

u log2 u
du = [f(u)g(u)]xa −

∫ x

a

f ′(u).g(u) du

=

[
− u2

log u

]x
a

+ 2

∫ x

a

u

log u
du (2.6.24)

Or d'après la relation (2.6.21) on a,∫ x

a

u du

log u
=
[
Li(u2)

]x
a

(2.6.25)

Les relations (2.6.23), (2.6.24) et (2.6.25) impliquent (2.6.22), ce qui complète la
preuve du lemme 2.6.2.

Démonstration de la Conjecture de Mandl :

On pose :

a(n) =

{
1 si n est premier
0 sinon

,

f(t) = t
On a alors, ∑

n≤t

a(n) =
∑
p≤t

1 = π(t), (2.6.26)

et
n∑

i=1

pi =
∑

2≤t≤pn

a(t)f(t) =
∑

2≤t≤pn

a(t)t. (2.6.27)
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2.6. Conjecture de Mandl

Comme π(t) est une fonction en escalier de saut égal à 1, la somme dans la relation
(2.6.27) peut être alors explicitée grâce à l'intégrale de Riemann-Stieltjes, on obtient :

n∑
i=1

pi =
∑

2≤t≤pn

a(t)f(t) =

∫ pn

2

td(π(t)) (2.6.28)

Ensuite une intégration par parties donne,∫ pn

2

tdπ(t) = pnπ(pn)−
∫ pn

2

π(t)dt. (2.6.29)

(2.6.28) et (2.6.29) impliquent qu'il su�t de montrer que,∫ pn

2

π(t)dt >
n

2
pn. (2.6.30)

Grâce à la minoration de π(t) suivante :

π(t) ≥ t

log t

(
1 +

1

log t

)
pour t ≥ 599.

et en utilisant le lemme 2.6.2, on obtient,

∫ pn

2

π(t)dt ≥
∫ 599

2

π(t)dt+

∫ pn

599

t

log t

(
1 +

1

log t

)
dt

=

∫ 599

2

π(t)dt+ 3Li(p2n)−
p2n

log pn
− 3Li(5992) +

5992

log 599

Posons,

C =

∫ 599

2

π(t)dt− 3Li(5992) +
5992

log 599
,

alors le lemme 2.6.1, implique,

∫ pn

2

π(t)dt ≥ C +
p2n

2 log pn

(
1 +

3

2 log pn

)
(2.6.31)

En utilisant la minoration :

x

log x

(
1 +

1.3

log x

)
≥ π(x) valable pour x > 1,
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on obtient,

p2n
2 log pn

(
1 +

3

2 log pn

)
=

p2n
2 log pn

(
1 +

2(1.3 + 0.2)

2 log pn

)
=

p2n
2 log pn

(
1 +

1.3

log pn

)
+

p2n · 0.2
2 log2 pn

>
pn
2
π(pn) +

pn
2

599 · 0.2
log2 599

pour n ≥ 109 (2.6.32)

avec p109 = 599,
et en utilisant l'identité (2.6.21), il vient,

∫ 599

2

π(t)dt =
108∑
i=1

∫ pi+1

pi

π(t)dt =
108∑
i=1

π(t)

∫ pi+1

pi

dt

=
108∑
i=1

π(pi) (pi+1 − pi) = 35995 (2.6.33)

Les calculs numériques donnent pour C, la valeur approximative C ≈ −47, 1 · · · .
Ainsi, grâce aux relations (2.6.31),(2.6.32) et (2.6.33), on conclut que pour n ≥ 109,
on a, ∫ pn

2

π(t)dt ≥ C +
p2n

2 log pn

(
1 +

3

2 log pn

)
>
pn
2
π(pn).

Pour 9 ≤ n ≤ 109, on véri�e à l'ordinateur que la conjecture de Mandl est aussi
véri�ée pour ces valeurs .
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Chapitre 3

Conjecture de Hardy-Littlewood

3.1 Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier la propriété de sous-additivité
de la fonction π(x), c'est-à-dire : π(x + y) ≤ π(x) + π(y) pour x et y entiers supé-
rieurs ou égaux à 2. Cette inégalité est connue sous le nom de la seconde conjecture
d'Hardy-Littlewood. Nous étudions les travaux de S. L. Segal et P. Dusart sur cette
conjecture. Pour cela, nous reprenons et détaillons essentiellement les démonstrations
des résultats obtenus par P. Dusart (cf.[13]).
Nous commençons notre étude d'abord, par la présentation des résultats obtenus an-
ciens.
Notons que les travaux de S. L. Segal (cf. [31]), constituent une référence importante,
puisque c'est lui qui a donné une autre formulation équivalente à cette conjecture.
Nous détaillerons les résultats de celui-ci donnés dans (cf. [31]).
P. Dusart (cf. [11] et [13]) a repris l'idée de S. L. Segal pour démontrer un résultat
intéressant sur cette conjecture.
Nous consacrons le paragraphe 3.3, aux résultats de S. L. Segal (cf. [31]) ; nous pré-
sentons son théorème (cf. [31]) qui donne une formulation équivalente à la seconde
conjecture d'Hardy-Littlewood .
Nous continuons ensuite notre étude par démontrer les résultats de P. Dusart en utili-
sant d'abord quelques encadrements de π(x) et la forme équivalente de la conjecture.
Ensuite, nous la terminons en utilisant quelques inégalités sur les nombres premiers pk.
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3.2. La seconde conjecture de Hardy-Littlewood

3.2 La seconde conjecture de Hardy-Littlewood

Dans ce paragraphe, nous présentons la seconde conjecture de Hardy-Littlewood
et nous rappelons quelques résultats antérieurs à ceux obtenus par P. Dusart.

La Seconde Conjecture de Hardy-Littlewood :
La question qui s'est posée depuis 1923 est la suivante :
A-t-on,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y) pour x, y ≥ 2 ? (3.2.1)

Interprétation de la Seconde Conjecture de Hardy-Littlewood :

La propriété exprimée par cette conjecture est la sous-additivité de la fonction
π(x).
En e�et, elle a�rme qu'il n'existe pas d'intervalle de la forme ]x, x+y] ou ]y, y+x] de
longueur respectivement y ou x qui soit plus dense en nombres premiers, autrement
dit qui contient plus de nombres premiers que l'intervalle ]0, y] ou ]0, x] respective-
ment.
Aperçu sur les résultats sur la seconde conjecture de Hardy-Littlewood :

La véracité de la seconde conjecture de Hardy-Littlewood n'a pas encore été dé-
�nitivement établie, mais des résultats partiels intéressants (cf. [13]) ont été prouvés
depuis sa publication en 1923.

En 1901, Landau (cf. [19]) a montré que, π(2x) < 2π(x) pour x assez grand. Ensuite,
B. Rosser et L. Schoenfeld ont amélioré ce résultat en montrant que π(2x) ≤ 2π(x)
pour tout x ≥ 3 réel.

En 1958, A. Schinzel et W. Sierpinski (cf. [30]), ont montré que cette conjecture est
vraie pour x ou y ≤ 132 et A. Schinzel l'étend jusqu'à x ou y ≤ 146.

En 1962, S. L. Segal (cf. [31]) a démontré que l'inégalité (3.2.1) est vraie pour x, y
véri�ant x+ y ≤ 101081.

En 1971, C. Karanikolov (cf. [18]) a montré que pour ε ≥
√
e − 1 et x ≥ 347, on

a,
π ((1 + ε)x) < (1 + ε)π(x)

En 1975, Valeriu. St. Udrescu (cf. [35]) a amélioré ce résultat en montrant que pour
∀ε ≥ 0, ∀x, y ≥ 17 avec x+ y ≥ 1 + exp

(
4(1 + 1

ε
)
)
, on a

π(x+ y) ≤ (1 + ϵ) (π(x) + π(y)) .

Dans ce chapitre nous exposerons les résulats obtenus en 1998 par P. Dusart (cf.[13]).
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3.3 Formes équivalentes de la seconde conjecture de

Hardy- Littlewood.

S. L. SEGAL a, dans (cf. [31]), donné une forme équivalente à l'inégalité (3.2.1) en
l'exprimant à l'aide du k-ième nombre premier pk. P. Dusart (cf. [13]) a en reprenant
et exploitant cette idée, démontré un résultat équivalent à celui de S. L. Segal (cf.[31]).

3.3.1 Formulation de S. L. Segal :

Désignons par pk le k-ième nombre premier.

Thèoréme 3.3.1 : L'inégalité,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y). (3.3.2)

est vraie pour tous entiers x, y ≥ 2, si et seulement si, l'inégalité,

pn−q + pq+1 − 1 ≤ pn (3.3.3)

est vraie pour tous entiers n, q tels que n ≥ 3 et 1 ≤ q ≤ n−1
2
.

Preuve :(cf. [31]). Elle repose essentiellement sur les lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 : L'inégalité,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y),

n'est pas véri�ée pour certains entiers x, y ≥ 2, si et seulement si, il existe des entiers
M ≥ 2, K ≥ 2, tels que

(i) π(M +K) = π(M) + π(K),

(ii) M +K + 1 est premier,

(iii) M + 1 n'est pas premier.

Preuve :(cf. [31]).
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Lemme 3.3.2 : L'inégalité,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y),

n'est pas vraie pour certains entiers x, y ≥ 2, si et seulement si, il existe deux entiers
M0 ≥ 2 et K0 ≥ 2, tels que M0, K0 véri�ant (i), (ii), (iii) du lemme 3.3.1, et aussi,

(iv) K0 + 1 est premier.

Preuve :(cf. [31]).

Lemme 3.3.3 :

Soient M0 ≥ 2 et K0 ≥ 2, deux entiers véri�ant (i), (ii), (iii) et (iv), alors

K0 ≥M0 + 2.

Preuve : (cf. [31]).

Lemme 3.3.4 : L'inégalité,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y),

n'est pas véri�ée pour certains entiers x, y ≥ 2, si et seulement si, il existe un nombre
premier, pn, et un entier q, 1 ≤ q ≤ n−1

2
, tels que,

pn−q + pq+1 − 3 ≥ pn ≥ pn−q + pq + 1. (3.3.4)

Preuve : (cf. [31]).

3.3.2 Formulation de P. Dusart

P. Dusart a, dans (cf.[11] et [13]), donné deux formulations équivalentes pour la
seconde conjecture de Hardy-Littlewood.

Proposition 3.3.1 Soient k et l deux entiers ≥ 1, alors,
Les deux assertions suivantes sont équivalentes

pk + pl ≤ pk+l−1. (3.3.5)

Pour tout x ∈ [pk−1, pk[ et tout y ∈ [pl−1, pl[,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y). (3.3.6)
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Preuve :
D'abord, la condition (3.3.6) est nécessaire.
En e�et, on a d'une part,
pk−1 ≤ x < pk et pl−1 ≤ y < pl implique x+ y < pk + pl, donc,

π(x+ y) < π(pk + pl) ≤ π(pk + pl − 1). (3.3.7)

D'autre part on a,

pk−1 ≤ x implique π(pk−1) ≤ π(x), (3.3.8)

pl−1 ≤ y implique π(pl−1) ≤ π(y). (3.3.9)

De (3.3.8) et (3.3.9) on obtient,

π(pk−1) + π(pl−1) ≤ π(x) + π(y).

Comme π(pk−1) + π(pl−1) = k + l − 2 = π(pk+l−2)
on en déduit alors que,

π(pk+l−2) ≤ π(x) + π(y). (3.3.10)

or l'hypothèse,
pk + pl ≤ pk+l−1,

implique
pk + pl − 1 ≤ pk+l−1 − 1

et
π(pk + pl − 1) ≤ π(pk+l−1 − 1) = π(pk+l−2).

Par suite, de (3.3.7) et(3.3.10), on conclut que

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y).

La condition (3.3.6) est su�sante.
En e�et, si on choisit x = pk − 1

2
et y = pl − 1

2
, alors on a,

π(x) + π(y) = k + l − 2 et π(x+ y) = π(pk + pl − 1);

or l'hypothèse
π(x+ y) ≤ π(x) + π(y),

implique que
π(pk + pl − 1) ≤ k + l − 2,

c'est-à-dire
pk + pl − 1 ≤ pk+l−1 − 1,

ou encore
pk + pl ≤ pk+l−1.
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Proposition 3.3.2
Soient k et l deux entiers positifs.
Alors, pour tout entier x ∈ [pk−1, pk[ et tout entier y ∈ [pl−1, pl[, les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

pk + pl − 1 ≤ pk+l−1. (3.3.11)

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y). (3.3.12)

Preuve :
La condition (3.3.11) est nécessaire.
En e�et, Les inégalités pk−1 ≤ x < pk et pl−1 ≤ y < pl impliquent x+ y ≤ pk + pl − 2,
c'est-à-dire,

π(x+ y) ≤ π(pk + pl − 2). (3.3.13)

D'autre part la proposition 3.3.1 implique,

π(pk+l−2) ≤ π(x) + π(y). (3.3.14)

Mais l'inégalité
pk + pl − 1 ≤ pk+l−1

entraine
pk + pl − 2 ≤ pk+l−1 − 1,

et par suite on a,

π(pk + pl − 2) ≤ π(pk+l−1 − 1) = π(pk+l−2).

Des inégalités (3.3.13) et (3.3.14), on déduit que,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y).

La condition (3.3.12) est su�sante.
En e�et, si on choisit x = pk−1 et y = pl−1, alors on obtient, π(x)+π(y) = k+ l−2
et π(x+ y) = π(pk + pl − 2).
Comme π(x + y) ≤ π(x) + π(y), il s'ensuit que π(pk + pl − 2) ≤ k + l − 2 ou
pk + pl − 2 ≤ pk+l−1 − 1, ou encore que, pk + pl − 1 ≤ pk+l−1.

Étude de la forme équivalente dûe P. Dusart.

Dans ce paragraphe nous étudions la forme équivalente de P. Dusart pour la
seconde conjecture de Hardy-Littlewood, c'est-à dire l'inégalité (3.3.5) donnée dans
la proposition 3.3.1. Elle s'écrit :

pk + pl ≤ pk+l−1. (3.3.15)
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celle-ci implique l'inégalité de la proposition 3.3.2 :

pk + pl − 1 ≤ pk+l−1.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.3 :
Pour k, l ≥ 3 tels que 1

109
≤ l

k
≤ 109, l'inégalité

pk + pl ≤ pk+l−1.

est vraie.

Pour la démonstration de cette proposition, nous utiliserons les deux lemmes sui-
vants :

Lemme 3.3.5
Pour k, l ≥ 39017 tels que 1

109
≤ l

k
≤ 109, on a

pk + pl ≤ pk+l−1.

Preuve
Nous montrerons que la di�érence pk+l−1 − pk − pl est positive pour k, l ≥ 39017, tels
que 1

109
≤ l

k
≤ 109.

Calculons et étudions donc le signe cette di�érence. La preuve se fait ainsi en trois
étapes :

Calcul et éstimation de la di�érence pk+l−1 − pk − pl :

D'une part, en utilisant les inégalités (1.3.22) et (1.3.24) on obtient, pour k ≥
39017, l'encadrement de pk suivant :

k(log k + log2 k − α) ≤ pk ≤ k(log k + log2 k − β). (3.3.16)

où α = 1 pour k ≥ 2 et β = 0.9484 pour k ≥ 39017,
D'autre part, la symétrie que présente l'inégalité (3.3.15), nous permet de choisir

l < k sans en restreindre la généralité.
Prenons donc γ = l

k
.
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On obtient alors,

pk+l−1 − pk − pl = pk+γk−1 − pk − pγk

≥ ((γ + 1)k − 1) (log((γ + 1)k − 1) + log2((γ + 1)k − 1)− α)

− k(log k + log2 k − β)− γk(log(γk) + log2(γk)− β)

= k ((γ + 1) log(γ + 1)− α(γ + 1) + β(γ + 1)− γ log γ)

+ k(γ + 1) log

(
1− 1

(γ + 1)k

)
+ γk log

(
log(k + γk − 1)

log k

)
+ k log

(
log(k + γk − 1)

log γk

)
− (log((γ + 1)k − 1) + log2((γ + 1)k − 1)− α)

Posons,

f(k, γ) = k ((γ + 1)(log(γ + 1)− α + β)− γ log γ) + φ(k),

avec,

φ(k) = (γ + 1)k log(1− 1

(γ + 1)k
) + γk log

(
log(k + γk − 1)

log k

)
+ k log

(
log(k + γk − 1)

log γk

)
− (log((γ + 1)k − 1) + log2((γ + 1)k − 1)− α) .

Pour que la di�érence
pk+γk−1 − pk − pγk,

soit positive pour k ≥ k0 qu'on déterminera, il su�t qu'on ait,

lim
k→+∞

f(k, γ) ≥ 0

ou encore,
k ((γ + 1)(log(γ + 1)− α + β)− γ log γ) > 0

puisque on a : limk→+∞ φ(k) = 0.
Sous ces conditions si on choisit γ tel que 1

109
≤ γ ≤ 1, k ≥ 39017 et γk = l ≥ 39017,

l'encadrement (3.3.16) de pk reste vrai. Donc la fonction f(k, γ) est bien dé�nie.
L'étude de ses variations nous permet de véri�er que f est croissante en ses deux
variables γ et k et par suite qu'elle est positive pour un certain k0.
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f(k, γ) est une fonction croissante de γ :

En e�et on a :

df(k, γ)

dγ
= k

[
log

(
1

γ
+ 1− 1

kγ

)
− α + β + log

(
1 +

log(γ + 1− 1
k
)− log γ)

log(kγ)

)]
+ k

[
1

log(k + kγ − 1)
− 1

log(kγ)

]

d'où l'on déduit que,

df(k, γ)

dγ
≥ k

[
log

(
1

γ
+ 1− 1

kγ

)
− α + β − 1

log(kγ)

]
pour γ ≤ 1, k ≥ 2 (A)

≥ k

[
log(2− 109

k
)− α + β − 1

log( k
109

)

]
pour

1

109
≤ γ ≤ 1 (B)

≥ 0 pour k ≥ 660

L'inégalité (A) est véri�ée pour γ ≤ 1 et k ≥ 2, puisque,

log

(
1 +

log(γ + 1− 1
k
)− log γ

log(kγ)

)
+

1

log(k + kγ − 1)
≥ 0,

car,

log

(
1 +

log(γ + 1− 1
k
)− log γ

log(kγ)

)
≥ 0

et,
log(k + kγ − 1)

log(kγ)
≥ 1,

Cela est évident car les conditions sont véri�ées et la fonction t 7→ log t, est croissante.

L'inégalité (B) est véri�ée pour γ ≤ 1, car la fonction t 7→ log t, est croissante.

L'inégalité (C) est véri�ée pour 1
109

≤ γ ≤ 1 et k ≥ 2, car l'étude de la fonction
Ψ(k) dé�nie par,

k 7→ log(2− 109

k
)− α + β − 1

log( k
109

)
,

montre que Ψ(k), est continue et strictement croissante sur ]109
2
, 109[∪]109,+∞[.

De plus, le théorème des valeurs intermédiaires s'applique dans cet intervalle, donc
il existe un nombre réel k0 ∈]1092 , 109[∪]109,+∞[ tel que Ψ(k0) = 0.
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Comme Ψ(660) ≥ 0, on déduit que

Ψ(k) ≥ 0 pour k ≥ 660.

f(k, γ) est une fonction croissante de k :
En e�et on a,

df(k, γ)

dk
= log(1 + γ − 1

k
) + log

(
1 +

log(1 + γ − 1
k
)

log k

)
+ (β − α)(γ + 1)

+ γ

[
log(1 +

1

γ
− 1

kγ
) + log

(
1 +

log(1 + 1
γ
− 1

kγ
)

log(kγ)

)]
+

γ + 1

log(k + kγ − 1)
− 1

log k
− γ

log(kγ)

= log(1 + γ − 1

k
) + (β − α)(γ + 1) + γ log(1 +

1

γ
− 1

kγ
)

+ log

(
1 +

log(1 + γ − 1
k
)

log k

)
−

log(1 + γ − 1
k
)

log k log(k + kγ − 1)

+ γ

(
log

(
1 +

log(1 + 1
γ
− 1

kγ
)

log(kγ)

)
−

log(1 + 1
γ
− 1

kγ
)

log(kγ) log(k + kγ − 1)

)

d'où l'on déduit que,pour 1
109

≤ γ ≤ 1, k > 1
γ

df(k, γ)

dk
≥ log(1 + γ − 1

k
) + (β − α)(γ + 1) + γ log(1 +

1

γ
− 1

kγ
) ≥ 0 (E)

De même la fonction h(k), dé�nie par :

k 7→ log(1 + γ − 1

k
) + (β − α)(γ + 1) + γ log(1 +

1

γ
− 1

kγ
)

est croissante par rapport à k, et elle est positive pour k ≥ 39017 et 1
109

≤ γ ≤ 1;
car elle est aussi croissante par rapport à γ et sa valeur en γ = 1

109
est positive pour

k ≥ 39017.
Donc, dans ces conditions, h(k) ≥ 0.

Suite de la preuve du lemme 3.3.5. :

Maintenant, nous utilisons les propriétés déjà démontrées pour compléter la preuve
du lemme 3.3.5.

Pour k ≥ 39017 et 1
109

≤ γ ≤ 1, on a,

f(k, γ) ≥ f(k,
1

109
) ≥ f(39017,

1

109
) > 0.
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Lemme 3.3.6

Pour 2 < l ≤ 39017 et l ≤ k ≤ 109l, on a

pk + pl ≤ pk+l−1.

Preuve :

De même, nous utilisons dans cette preuve d'une part,
les inégalités (1.3.22) et (1.3.23) qui entraînent, pour k ≥ 39017, l'encadrement
(3.3.16) des pk suivant :

k(log k + log2 k − α) ≤ pk ≤ k(log k + log2 k − β).

où α = 1 pour k ≥ 2 et β = 0, 9484, pour k ≥ 39017,
et d'autre part, on a l'inégalité (cf.[24]),

pk ≤ k(log k + log2 k − 0.935) pour k ≥ 7014. (3.3.17)

Posons :
p(k; c) = k(log k + log2 k − c).

Remarquons qu'on a deux cas :

Premier cas : Pour l �xé, l ∈ [415, 39017] et pour k ∈ [39017, 109l], on a grâce à
l'encadrement (3.3.16) :

pk+l−1 − pk − pl ≥ p(k + l − 1; 1)− p(k; 0.9484)− pl = h1(k) = h1(k, l).

Deuxième cas : Pour l �xé, l ∈ [415, 39017]; et pour k ∈ [max(7014, l), 39017],
et d'après l'inégalité (3.3.17), on a obtient,

pk+l−1 − pk − pl ≥ p(k + l − 1; 1)− p(k; 0.935)− pl = h2(k) = h2(k, l).

Donc, il su�t de montrer respectivement dans chaque cas que la di�érence
pk+l−1 − pk − pl est positive c'est-à-dire, de montrer que : h1(k) = h1(k, l) ≥ 0 et
h2(k) = h2(k, l) ≥ 0.

Pour cela, nous étudierons les fonctions h1(k) et h2(k), pour montrer que :

1. h1 est concave pour l �xé et pour k ∈ [39017, 109l],

2. h2 est concave pour l �xé et pour k ∈ [max(7014, l), 39017],
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3.3. Formes équivalentes de la seconde conjecture de Hardy- Littlewood.

3. Pour l ∈ [415, 39017], h1(39017, l), et h1(109l, l) sont positives.

4. Pour l ∈ [415, 39017], h2(415, l), et h2(39017, l) sont positives.

h1 et h2 sont concaves :
Pour n = 1, 2, posons :

hn(k) = hn(k; l) = p(k + l − 1; 1)− p(k;αn)− pl;

alors,

hn(k) = (k+ l− 1) [log(k + l − 1) + log2(k + l − 1)− 1]− k(log k + log2 k− αn)− pl.

avec α1 = 0, 9484 et α2 = 0, 935.
Montrons que h1 et h2 sont concaves.

Calculons d'abord les dérivées secondes h′′n(k) pour n = 1, 2.

Calcul de h′′n(k) pour n = 1, 2.

On a,

h′′n(k) =
1

k + l − 1
− 1

k
+

1

(k + l − 1) log(k + l − 1)

− 1

k log k
− 1

(k + l − 1) log2(k + l − 1)
+

1

k log2 k

=
1

k(k + l − 1)

[
−l + 1 +

−(l − 1) log(k + l − 1)− k log(1 + l−1
k
)

log k log(k + l − 1)

]

+
1

k(k + l − 1)

[
2k log(1 + l−1

k
)

log k log2(k + l − 1)
+
l − 1

log2 k
+

k log2(1 + l−1
k
)

(log k log(k + l − 1))2

]

≤ 1

2k2

[
−l1 + 1 +

−(l1 − 1) log(k + l1 − 1)− k log(1 + l1−1
k

)

log k log(k + l2 − 1)

]

+
1

2k2

[
2k log(1 + l2−1

k
)

log k log2(k + l1 − 1)
+
l2 − 1

log2 k
+

k log2(1 + l2−1
k

)

(log k log(k + l1 − 1))2

]
= Fn(k, l)

pour l ∈ [l1, l2] = [414, 39017].

h1 est concave
En e�et, pour l ∈ [l1, l2] = [414, 39017], l �xé, on a :

h1 est concave si et seulement si h′′1(k) ≤ 0 pour k ≥ 39017.
Il su�t alors pour l ∈ [l1, l2] = [414, 39017] que :

F1(k, l) ≤ 0 pour k ≥ 39017.
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Ce qui est véri�é, en conclusion, h′′1(k) ≤ 0 pour k ≥ 39017 avec l ∈ [l1, l2] =
[414, 39017], d'où l'on déduit que h1(k) est concave pour k ≥ 39017.
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h2 est concave :

En e�et, pour l ∈ [l1, l2] = [414, k], �xé et pour k ≥ 7014.
h2 est concave si et seulement si h′′2(k) ≤ 0, pour k ≥ 7014.
Il su�t alors pour l ∈ [l1, l2] = [414, 39017] et k ≥ 7014 qu'on ait :

lim
k→+∞

F2(k, l) = 0.

C'est-à-dire, il existe un certain rang K1 ≥ 7014 tel que,

pour k ≥ K1, h
′′
2(k) ≤ lim

k→+∞
F2(k, l) = 0.

Cela reste valable en prenant K1 = 7014, et par suite, pour k ≥ 7014, on a h′′2(k) ≤ 0
avec l ∈ [l1, l2] = [414, k].
Donc, h2(k) est concave pour k ≥ 7014.
Il nous reste à véri�er les propriétés 3 et 4. C'est-à-dire pour l ∈ [415, 39017];

h1(39017, l) h1(109l, l) et h2(415, l) h2(39017, l)

sont positifs.
Cela se fait grâce à un programme écrit en Maple.

Suite de la preuve du lemme 3.3.6 :

Puisque h1, h2 sont concaves, donc pour l ∈ [415, 39017] et k ∈ [39017, 109l], on a,

h1(k, l) ≥ 0,

et pour k ∈ [max(l, 7014), 39017], on a,

h2(k, l) ≥ 0,

par suite pour l ∈ [415, 39017] et k ∈ [39017, 109l],

pk+l−1 − pk − pl ≥ h1(k, l) ≥ 0.

de même, pour l ∈ [415, 39017] et k ∈ [max(l, 7014), 39017], on a,

pk+l−1 − pk − pl ≥ h2(k, l) ≥ 0.

Pour l ∈ [3, 415] et k ∈ [l, 109l], on véri�e directement à l'ordinateur que l'inégalité
(3.3.15) est véri�ée.
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3.4 Résultats de P. Dusart sur la seconde conjecture

de Hardy-Littlewood :

Position du problème dans les travaux de P. Dusart (cf. [13] et [11] :

Les résulats de P. Dusart (cf. [13] et [11] sont des améliorations de ceux de S. L.
Segal.
En e�et, il se propose dans [11] d'étudier une inégalité légèrement plus forte que celle
proposée dans [18] et [35] et d'apporter une réponse à la question suivante :
Pour quelles valeurs de x et ε, l'inégalité suivante est-elle véri�ée

π ((1 + ε)x) ≤ π(x) + π(εx).

P. Dusart a montré que 99% des couples (x, y) d'entiers véri�ent bien l'inégalité

π (x+ y) ≤ π(x) + π(y).

et a�rme qu'il en est de même pour presque tout couple (x, y).

Théorème 3.4.1. (cf. [11]).
Pour tout x et tout y tels que 2 ≤ x ≤ y ≤ 7

5
x log x log2 x, on a,

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y).

Preuve :

La preuve de ce théorème, nous procédons en deux étapes :
La première étape : 109 ≤ y

x
≤ 7

5
log x log2 x.

Elle sera exposé dans la proposition 3.4.1 où on utilisera des encadrements de π(x),
à savoir les deux encadrements (2.3.4) et (2.3.5) de la proposition 2.3.1.

La deuxième étape : 1 ≤ y
x
≤ 109

fera l'objet de la proposition 3.4.2, où nous utilisereons la formulation équivalente de
la seconde conjecture dûe à P. Dusart.

3.4.1 Démonstration du théorème 3.4.1 :

La première étape : 109 ≤ y
x
≤ 7

5
log x log2 x.

Nous avons,

Proposition 3.4.1 :
Pour x ≥ x0 = 0, 4 · 1011 et y tel que 109 ≤ y

x
≤ 7

5
log x log2 x, on a

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y).
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Preuve de la proposition 3.4.1
D'après le théorème des nombres premiers on a :

π(x) =
x

log x
+

x

log2 x
+O

(
x

log2 x

)
;

Posons :

π(x;α) =
x

log x

(
1 +

1

log x
+

α

log2 x

)
, où α est une constante réelle.

En utilisant l'hypothèse 109 ≤ y
x
≤ 7

5
log x log2 x, on pose :

y = xg(x) où g(x) = O (log x log2 x) avec g(x) ≥ 1.

Remarquons qu'on ne restreindra pas la généralité de cette proposition si on choisit
y ≥ x.
Grâce aux estimations (2.3.4) et (2.3.5) de la proposition 2.3.1, on peut encadrer π(x)
(cf. [13]) et en prenant d = 1.8 et c = 2.51, on obtient pour x ≥ 355991,

π(x; d) = π(x; 1, 8) ≤ π(x) ≤ π(x; c) = π(x; 2, 51). (3.4.18)

d'autre part on a,

π(x; d) + π(y; d)− π(x+ y; c) ≥ 0 ⇒ π(x) + π(y) ≥ π(x+ y); (3.4.19)

Posons :
∆ = ∆c,d(x, g(x)) = π(x; d) + π(y; d)− π(x+ y; c)

alors,

∆ = ∆c,d(x, g(x)) = π(x; d) + π(y; d)− π(x+ y; c)

= π(x; d) + π(xg(x); d)− π(x+ xg(x); c)

=
x

log x
+

x

log2 x
+

dx

log3 x
+

xg(x)

log(xg(x))
+

xg(x)

log2(xg(x))
+

dxg(x)

log3(xg(x))

−
[

x+ xg(x)

log(x+ xg(x))
+

x+ xg(x)

log2(x+ xg(x))
+

c(x+ xg(x))

log3(x+ xg(x))

]
. (3.4.20)

Comme on a l'inégalité 1
1+u

≤ 1− u+ u2, valable pour u→ +∞, alors,

x+ xg(x)

log(x+ xg(x))
=

x

log x
· 1

1 + log(1+g(x))
log x

+
xg(x)

log(xg(x))

(
1 +

log(1+ 1
g(x)

)

log(xg(x))

)
≤ x

log x

(
1− log(1 + g(x))

log x
+

log2(1 + g(x))

log2 x

)
+

xg(x)

log(xg(x))

(
1−

log(1 + 1
g(x)

)

log(xg(x))
+

log2(1 + 1
g(x)

)

log2(xg(x))

)
. (3.4.21)
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D'autre part, puisque 1
(1+u)2

≤ 1− 2u+ 3u2, il s'ensuit,

x+ xg(x)

log2(x+ xg(x))
=

x

log2 x
· 1(

1 + log(1+g(x))
log x

)2 +
xg(x)

log2(xg(x))

(
1 +

log(1+ 1
g(x)

)

log(xg(x))

)2

≤ x

log2 x

(
1− 2

log(1 + g(x))

log x
+ 3

log2(1 + g(x))

log2 x

)
+

xg(x)

log2(xg(x))

(
1− 2

log(1 + 1
g(x)

)

log(xg(x))
+ 3

log2(1 + 1
g(x)

)

log2(xg(x))

)
. (3.4.22)

La relation (3.4.20) ainsi que les inégalités (3.4.21) et (3.4.22) impliquent,

∆ ≥ dx

log3 x
+

dxg(x)

log3(xg(x))
− c(x+ xg(x))

log3(x+ xg(x))
+

x

log2 x
· log(1 + g(x))

− x

log3 x
· log2(1 + g(x)) +

xg(x)

log2(xg(x))
· log(1 + 1

g(x)
)

− xg(x)

log3(xg(x))
· log2(1 + 1

g(x)
) +

2x

log3 x
· log(1 + g(x))

− 3x

log4 x
· log2(1 + g(x)) +

2xg(x)

log3(xg(x))
· log(1 + 1

g(x)
)

− 3xg(x)

log4(xg(x))
· log2(1 + 1

g(x)
) = D(x, xg(x)) = D.

Mais on a :

D = x

(
dg(x)

log3(xg(x))
− c(1 + g(x))

log3(x+ xg(x))
+

log(1 + g(x))

log2 x

)
pour x→ +∞.

En e�et, on a,

lim
x→+∞

g(x)

log2(xg(x))
· log

(
1 +

1

g(x)

)
= 0,

lim
x→+∞

g(x)

log3(xg(x))
· log2(1 + 1

g(x)
) = 0,

lim
x→+∞

2g(x)

log3(xg(x))
· log

(
1 +

1

g(x)

)
= 0,

et,

lim
x→+∞

3g(x)

log4(xg(x))
· log2

(
1 +

1

g(x)

)
= 0,

Estimation de D :
Comme g(x) = O(log x log2 x) et limx→+∞ g(x) = +∞, alors,

D ∼ (d− c) · g(x)
log x

+ log(g(x)) pour, x→ +∞,
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Notons que puisque limx→+∞
g(x)
x

= 0, alors on peut écrire g(x) = o(x), sans in�uer
sur la démonstration.

Montrons que ∆ = ∆c,d(x, g(x)) > 0, où c, d sont dé�nies dans (3.4.18) et consi-
dérons g(x) = O(log x log2 x) avec x→ +∞, de telle sorte que l' on ait :

(d− c)
g(x)

log x
+ log(g(x)) ≥ 0, (3.4.23)

c'est-à-dire, telle que,

1 ≤ g(x) ≤ 1

c− d
log x log(g(x)) où g(x) = O(log x log2 x), (3.4.24)

comme on a,

g(x) ≤ 7

5
log x log2 x,

alors,

log(g(x)) ≤ log
7

5
+ log2 x+ log3 x, (3.4.25)

mais, (3.4.25) implique l'inégalité,

log(g(x)) ≤ log2 x quand x→ +∞,

Les relations (3.4.25) et (3.4.24) entraînent alors,

1 ≤ g(x) ≤ 1

c− d
log x log2 x.

supposons 109 ≤ g(x) ≤ 1
c−d

log x log2 x, et choisisissons g(x) =
1

c−d
log x log2 x.

Montrons que pour g, tel que 109 ≤ g ≤ g(x) = 1
c−d

log x log2 x, ∆c,d(x, g) ≥ 0.
Soit donc g un nombre réel tel que dé�ni précédemment.
On a,

∆ ≥ A+B + C

avec,

A =
dg

log3(xg)
− cg

log3(x+ xg)
+

log(1 + g)

log2 x
,

B = − c

log3(x+ xg)
+
g log(1 + 1

g
)

log2(xg)
+

d

log3 x

−
g log2(1 + 1

g
)

log3(xg)
+

2g log(1 + 1
g
)

log3(xg)
−

3g log2(1 + 1
g
)

log4(xg)
,

C = − log2(1 + g)

log3 x
− 3 log2(1 + g)

log4 x
+

2 log(1 + g)

log3 x
.
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Nous allons estimer les termes A,B et C.

Estimation de A :
Comme c ≥ 0 et g ≥ 1, on a alors pour x ≥ 2 ,
d'une part,

cg

log3(x+ xg)
≤ cg

log3(xg)
⇒ −cg

log3(x+ xg)
≥ −cg

log3(xg)
, (3.4.26)

et d'autre part,

log(1 + g)

log2 x
≥ log(1 + g)

log2(xg)
car, log2 x ≤ log2(xg); (3.4.27)

De (3.4.26) et (3.4.27), on déduit que,

A ≥ dg

log3(xg)
− cg

log3(xg)
+

log(1 + g)

log2(xg)

=
1

log2(xg)

(
(d− c)g

log(xg)
+ log(1 + g)

)
.

Comme d− c = 1, 8− 2, 51 < 0 et que log(xg) ≥ log x pour g ≥ 109, alors,

A ≥ 1

log2(xg)

(
(d− c)g

log x
+ log(1 + g)

)
.

Considérons la fonction dé�nie par φ(g) = (d−c)g
log x

+ log(1 + g).

Alors, φ′(g) = (d−c)g
log x

+ 1
1+g

; de plus, φ′(g) = 0 pour g = log x
c−d

− 1.

L'étude des variations de φ montre qu'elle est croissante sur [109, log x
c−d

− 1], dé-

croissante sur [ log x
c−d

− 1, g(x)], par conséquent, son minimum inf φ(g) sur l'intervalle
[109, g(x)] est atteint soit en g = 109, soit pour g = g(x), autrement dit, on a,

inf
g∈J

φ(g) = min(α, β) où J = [109,
log x

c− d
− 1] ∪ [

log x

c− d
− 1, g(x)]

avec α = (d−c)109
log x

+ log 110 et β = log
(

log2 x
c−d

+ 1
log x

)
.

Calculons ce minimum :
Pour x ≥ x0 ∼= 0, 4 · 1011 où x0 est tel que 109 = 7

5
log x0 log2 x0,

alors α = log 110 ∼= 4, 700480366 et β → +∞.
Si x = x0, alors,  α = (1,8−2,51)109

log x0
+ log 110 ∼= 1, 530337018

β = log
(

log2 x0

2,51−1,8
+ 1

log x0

)
∼= 1, 513164202
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Donc inf φ(g) = φ (g(x0)) = β, c'est-à-dire,

A ≥ 1

log2(xg)
inf φ(g)

=
1

log2(xg)
log

(
log2 x0
c− d

+
1

log x0

)
. (3.4.28)

Estimation de B :

Comme on a l'inégalité,

1

u
− 1

2u2
≤ log

(
1 +

1

u

)
≤ 1

u
, pour u > 0,

alors,

g log

(
1 +

1

g

)
≥ 1− 1

2g
. (3.4.29)

et

g log2
(
1 +

1

g

)
≤ 1

g
(3.4.30)

avec (3.4.29) et (3.4.30), et puisque,

− c

log3(x+ xg)
≥ − c

log3(xg)
;

on obtient donc,

B log3(xg) ≥ −c+ (1− 1

2g
) log(xg) + 2(1− 1

g
)− 3

g log(xg)
,

de la même manière on obtient :

B log2(xg) ≥ 1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x
,

Car d'une part on a,

B log2(xg) ≥ − c

log(xg)
+ g log(1 +

1

g
) +

d log2(xg)

log3 x

−
g log2(1 + 1

g
)

log(xg)
+

2g log(1 + 1
g
)

log(xg)
−

3g log2(1 + 1
g
)

log2(xg)
, (3.4.31)

et d'autre part, en utilisant (3.4.29) et (3.4.30), et puisque,

d log2(xg)

log3 x
−
g log2(1 + 1

g
)

log(xg)
≥ d

log x
− 1

log x
> 0
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on aboutit à l'estimation de l'inégalité (3.4.31).
D'où, on en déduit que pour g ≥ 109 et x > 0, on a,

B log2(xg) ≥ − c

log x
+ 1− 1

2g
+

d

log x
− 1

g log x
+ (2− 1

g
)

1

log x
− 3

g log2 x

≥ 1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x
+ (2 + d− 2

g
)

1

log x

≥ 1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x
, car, (2 + d− 1

g
)

1

log x
> 0. (3.4.32)

Estimation de C :

On a,

C =
log(1 + g)

log3 x

(
2− 3 log(1 + g)

log x
− log(1 + g)

)
(3.4.33)

comme 2− 3
log x

log(1 + g) > 0, pour x ≥ x0 et g ≥ 109,
alors,

C ≥ − log2(1 + g)

log3 x
. (3.4.34)

Des relations (3.4.28), (3.4.32) et (3.4.34) on déduit que x ≥ x0,

∆

x
≥ A+B + C,

c'est-à-dire,

∆

x
≥ 1

log2(xg)
log

(
log2 x0
c− d

+
1

log x0

)
− log2(1 + g)

log3 x

+
1

log2(xg)

(
1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x

)
= ϕ(x) ≥ 0 (3.4.35)

comme le second membre de ϕ(x) dans (3.4.35) est une fonction décroissante en g,
on choisit g = 1

c−d
log x log2 x de sorte que ∆

x
≥ 0.

En remplaçant g = 1
c−d

log x log2 x dans (3.4.35), on constate aussi que ϕ(x) est une
fonction décroissante en x, et que,

lim
x→+∞

[
1

log2(xg)
log

(
log2 x0
c− d

+
1

log x0

)
− log2(1 + g)

log3 x
+

1

log2(xg)

(
1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x

)]
= 0;

puisque,

lim
x→+∞

log2(1 + g)

log3 x
= lim

x→+∞

1

log2(xg)
log

(
log2 x0
c− d

+
1

log x0

)
= lim

x→+∞

1

log2(xg)

(
1− 1

2g
− c

log x
− 3

log2 x

)
= 0.
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Donc, ∆
x

≥ 0, pour x ≥ x0, et puisque 1
c−d

≥ 7
5
, la proposition 3.6.1, est ainsi

démontrée.

46



3.4. Résultats de P. Dusart sur la seconde conjecture de Hardy-Littlewood :

3.4.2 Suite de la démonstration du théorème 3.4.1 :

La deuxième étape : 1
109

≤ y
x
≤ 109.

Pour compléter la démonstration du théorème 3.4.1; nous avons besoin d'abord
de démontrer la :

Proposition 3.4.2 (cf. [11] et [13]) :
Pour x et y réels ≥ 3 véri�ant 1

109
≤ y

x
≤ 109, on a :

π(x+ y) ≤ π(x) + π(y). (3.4.36)

Preuve de la proposition 3.4.2 :

Soient deux entiers l, k ≥ 3. Grâce à la proposition 3.3.3, pour 1
109

≤ l
k
≤ 1, on a :

pk + pl ≤ pk+l−1

c'est-à-dire, pour l ≤ k ≤ 109l. Par la Proposition 3.3.1, il découle que l'inégalité
(3.4.36) est vraie pour y ∈ [pl−1, pl[ et x ∈ [pk−1, pk[, avec k ∈ [l, 109l], ou encore, en
exprimant k en fonction de l :
l'inégalité (3.4.36) est vraie pour y ∈ [pl−1, pl[ et x ∈ [pl−1, p109l[ ce qui est équivalent
à,

pl−1

p109l
<
y

x
<

pl
pl−1

. (3.4.37)

Mais en tenant compte des hypothèses de la proposition 3.4.2, nous devons montrer
que,

pl−1

p109l
<

1

109
. (3.4.38)

En utilisant l' inégalité (1.3.22) (cf. [12]) pour k ≥ 2, α = 1 et l' inégalité suivante
(cf. [26]) :

pt ≤ t (log t+ log2 t− β) pour t ≥ 6

pour t = l ≥ 6, β = 0, on obtient :

p109l ≥ 109l (log(109l) + log2(109l)− α) ,

et
pl−1 ≤ (l − 1) (log(l − 1) + log2(l − 1)− β) .

d'où l'en déduit que (3.4.38) est équivalente à :

1

109
p109l − pl−1 ≥ δ > 0

où

δ = l (log(109l) + log2(109l)− α)− (l − 1) (log(l − 1) + log2(l − 1)− β) .
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Mais alors,

δ > 0 équivaut à l log

[
109l log(109l)

(l − 1) log(l − 1)

]
+ log [(l − 1) log(l − 1)] > l.

Or,
109l log(109l)

(l − 1) log(l − 1)
> e et (l − 1) log(l − 1) > 1 pour l ≥ 3,

d'où,
δ > 0 pour l ≥ 3.

Comme,
pl
pl−1

<
p109l
pl−1

et
pl−1

p109l
<

1

109
,

alors la proposition 3.4.2 est démontrée et par suite le théorème 3.4.1.

Proposition 3.4.3
Soit un nombre réel X > 0. Alors, la proportion de couples (x, y) tels que x ≤ X et
y ≤ X pour lesquels l'inégalité π(x+ y) ≤ π(x) + π(y), n'est pas véri�ée est au plus
égale à

5

7 logX log2X
.

Preuve :

Soit x0 un réel �xé. Soit A1 l'aire du domaine limité par les inéquations y ≥
x, y ≤ 7

5
x log x log2 x et y ≤ x0, et A2 l'aire du domaine limité par les inéquations

x ≤ x0, y ≥ x et y ≤ x0, c'est-à-dire,

A1 =

{
(x, y) ∈ R2, y ≤ x0 et 1 ≤ x ≤ y ≤ 7

5
x log x log2 x.

}
,

et
A2 =

{
(x, y) ∈ R2, x ≤ x0, y ≥ x ≥ 1 et y ≤ x0.

}
.

On considère la fonction g :

t 7→ g(t) =
7

5
t log t log2 t

g est dé�nie et continue sur ]1,+∞[, de plus, elle est prolongeable par continuité en
t = 1, puisque, limt 7→1+ g(t) = 0.
g est dérivable sur ]1,+∞[ et on a :

g′(t) =
7

5
(log t log2 t+ log2 t+ 1).

comme g′ est continue sur ]1,+∞[, avec

lim
t7→1+

g′(t) = −∞ et lim
t 7→+∞

g′(t) = +∞,
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et en appliquant le théorème des valeurs intermédiaires à g′, on déduit qu'il existe,
t = t1 tel que g′(t1) = 0;
et par suite, on a

g′(t) = 0 ⇔ t = t1,

g′(t) > 0 ⇔ t > t1;

g′(t) < 0 ⇔ t < t1;

où t1 ≃ 1.677567.
Comme g est continue et strictement croissante sur [t1,+∞[, on en déduit qu'elle est
bijective sur [t1,+∞[,et par suite, elle admet une fonction réciproque g−1, dé�nie sur
[t1,+∞[.

Calcul des aires des domaines A1 et A2 :
Soit x0 > 1 et g(t) = 7

5
t log t log2 t, on a,

A1 =

∫ g−1(x0)

1

(g(t)− t)dt+

∫ x0

g−1(x0)

(x0 − t)dt;

=

∫ g−1(x0)

1

g(t)dt+
x20
2

− x0g
−1(x0) +

1

2
. (3.4.39)

Posons,

B =

∫ g−1(x0)

1

g(t)dt =
7

5

∫ g−1(x0)

1

t log t log2 tdt,

et,
log t = z et y0 = log g−1(x0). (3.4.40)

En utilisant une intégration par parties avec le changement de variables (3.4.40),
on obtient,

B =

∫ g−1(x0)

1

g(t)dt =
7

5

∫ y0

0

z exp 2z log zdz

=
7

5

[
1

2
z exp 2z log z

]y0
0

− 7

10

∫ y0

0

exp 2zdz − 7

10

∫ y0

0

exp 2z log zdz

=
7

5

[
1

2
z exp 2z log z

]y0
0

− 7

10

[
1

2
exp 2z

]y0
0

− 7

10

∫ y0

0

exp 2z log zdz

=
7

10

[
(g−1(x0))

2 log g−1(x0) log2 g
−1(x0)

]
− 7

20
(g−1(x0))

2 − 7

10

∫ y0

0

exp 2z log zdz

comme g est bijective alors,

7

10

(
g−1(x0)

)2
log g−1(x0) log2 g

−1(x0) =
1

2
g−1(x0)g(y0) (3.4.41)

=
1

2
x0g

−1(x0) (3.4.42)
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d'où,

B =
1

2
x0g

−1(x0)−
7

20
(g−1(x0))

2 − 7

10

∫ y0

0

exp 2z log zdz (3.4.43)

mais on a,
7

20
(g−1(x0))

2 = ◦(1
2
x0g

−1 (x0)) (3.4.44)

et

0 <
7

10

∫ y0

0

exp 2z log zdz <
7

10

∫ y0

0

z exp 2zdz

=
7

10

[
1

2
z exp 2z

]y0
0

dz − 7

20

∫ y0

0

exp 2zdz

=
7

10

[
1

2
z exp 2zdz

]y0
0

− 7

20

[
1

2
exp 2zdz

]y0
0

=
7

20
(g−1(x0))

2 log g−1(x0)−
7

40
(g−1(x0))

2

= ◦(1
2
x0g

−1 (x0)) . (3.4.45)

donc,

B =
1

2
x0g

−1(x0) + ◦(1
2
x0g

−1 (x0)) . (3.4.46)

En remplaçant (3.4.46) dans (3.4.39) on obtient,

A1 =

∫ g−1(x0)

1

(g(t)− t)dt+

∫ x0

g−1(x0)

(x0 − t)dt

=
x20
2

− 1

2
x0g

−1(x0) + ◦(1
2
x0g

−1(x0))

c'est-à-dire, pour x0 assez grand, on a,

A1 ∼
x20
2

− 1

2
x0g

−1(x0) =
x20
2
(1− g−1(x0)

x0
).

D'autre part on a,

A2 =

∫ x0

0

tdt =
x20
2
.

Évaluation du rapport A1

A2
:

On a,

A1

A2

=

x2
0

2
− 1

2
x0g

−1(x0) + ◦(1
2
x0g

−1(x0))
x2
0

2

∼
x2
0

2
(1− g−1(x0)

x0
)

x2
0

2

= 1− g−1(x0)

x0
pour, x0 assez grand, (3.4.47)
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comme g est bijective, alors,

x0 = g(g−1(x0)) =
7

5
g−1(x0) log g

−1(x0) log2 g
−1(x0),

d'où

A1

A2

∼ 1− 5

7 log g−1(x0) log2 g
−1(x0)

.

Grâce à la symétrie l'inégalité (3.4.36) est vraie pour 1− 5
7 log t0 log2 t0

des couples (x, y),
tels que x ≤ x0 et y ≤ x0, où t0 = g−1(x0).
Ce qui achève la démonstration de la proposition 3.4.3.
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Annexe

Calculs numériques Dans ce qui suit nous donnons quelques procédures écrites
à l'aide de Maple, qui nous ont permis de compléter les démonstrations des théorèmes
(2.5.1, 3.3.6)

Résolution de l'inéquation (2.5.10) :

for b from 1 to 19 do
Pb :=ithprime(b) :
a := 2 :
while evalb(evalf(b ∗ (log(a ∗ b) + log(log(a ∗ b))− 1)) < Pb) do
a := a+ 1 ;
od ;
Print(b.a) ;
od ;

Preuve du lemme 3.3.6 :

Grâce à l'ordinateur, on teste un domaine de validité de l'inégalité (3.3.15).On
trouve qu'elle est vraie pour 2 < l ≤ 39017 et l ≤ k ≤ 109l. Pour ce faire, on utilise
un �chier contenant les nombres premiers jusqu'à 8 · 107. Un programme en Maple
exécute cette tâche :
> la liste a�chée de deux cents premiers nombres :
> seq(ithprime(i),i=1..200) ;
2,3,5,..,1223
>la liste non a�chée de vingt milles premiers nombres premiers :
>p :=seq(ithprime(i),i=1..20000) :
> le mille cent trente deuxième nombre premier :
>P[1132] ;
9133
>résultat du programme pour l ≥ 3 après exécution :
>i :=0 :
>for l from 3 to 50 do
> for k from l to 109 ∗ l do
> if p[l]+p[k]>p[l+k-1] then print ("le test est faux à la position",l,k) ;i :=1 ;break ;�
>end do ;end do ;

52



3.4. Résultats de P. Dusart sur la seconde conjecture de Hardy-Littlewood :

>if i :=0 then print("le test est vrai")� ;
>
>
"le test est vrai"
>résultat du programme pour l ≥ 2 après exécution :
>i :=0 :
>for l from 2 to 50 do
>for k from l to 109 ∗ l do
> if p[l]+p[k]>p[l+k-1] then print ("le test est faux à la position",l,k) ;i :=1 ;break ;�
>end do ;end do ;
"le test est faux à la position," 2,2
>if i :=0 then print("le test est vrai")� ;
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Conclusion

L'étude de la seconde conjecture de Hardy-Littlewood, a fait l'objet de plusieurs
articles. Nous nous sommes intéressés aux travaux de S. L. Segal (cf.[31]) et de P.
Dusart ([11]).
P. Dusart a, dans sa thèse de Doctorat ([13]) amélioré sensiblement les résultats dûs
à S. L. Segal. Il a prouvé que cette conjecture est vraie pour 99% de couples d'entiers
(x, y) .
Nous avons donc repris les résultats de ce dernier et détaillé ses démonstrations. Nous
avons utilisé essentiellement sa thèse de Doctorat ([13]), comme référence de base.
P. Dusart a démontré un encadrement précis de π(x) ainsi qu'une estimation pour
les nombres premiers par l'intermédiaire des fonctions de Chebyshev en utilisant les
méthodes de Rosser et Schoenfeld. Il a étudié sur quels domaines la fonction π(x)
possède la propriété de sous-additivité.
Beaucoup sans doute reste à faire dans cette direction de recherche. Dans ([13]) P. Du-
sart, s'est posé la question suivante : A-t-on p(n; k; l) ≥ nφ(k) (log n+ log log n− 1 + logφ(k)]?
où p(n; k; l) désigne le n-ième nombre premier dans la progession arithmétique l
mod k.
On pourra envisager éventuellement de continuer notre travail de recherche dans cette
direction.
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