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Chapitre 1

Introduction

La Théorie du Contrôle des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) inter-

vient dans di¤érents contextes et de plusieurs manières. Les problèmes de

contrôlabilité, d�observabilité et de stabilisation des équations aux dérivées

partielles ont fait l�objet, récemment, de nombreux travaux.

La stabilisation a pour but d�atténuer les vibrations par rétro-action (feed-

back); elle consiste donc à garantir la décroissance de l�énergie des solutions

vers 0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le problème de stabilisation auquel on s�intéresse revient

à déterminer le comportement asymptotique de l�énergie que l�on note E(t)

(c�est la norme des solutions dans l�espace d�état), à étudier sa limite a�n de

déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que l�on peut étudier. Le premier

degré consiste à analyser simplement la décroissance de l�énergie des solutions

vers zéro, i.e. :

E(t)! 0; lorsque t! +1:

C�est ce que l�on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s�intéresse à la décroissance de l�énergie la plus rapide,

c�est-à-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e. :

E(t) � Ce��t; 8t > 0;
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

où C et � sont des constantes positives.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles

la décroissance des solutions n�est pas exponentielle, mais du type polynomial

par exemple

E(t) � C

t�
; 8t > 0;

où C et � sont des constantes positives.

1.1 Note historique sur la notion de stabilisation ex-

ponentielle de l�équation des ondes

Ce chapitre a pour but de rappeler les travaux principaux sur la décrois-

sance exponentielle de l�énergie d�un système gouverné par des équations

aux dérivées partielles (appelé système distribué).

Cette notion a pris, sous l�in�uence des travaux de D.L.Russell (cf. [60])

le nom de stabilisation frontière ou interne exponentielle.

1.1.1 Stabilisation frontière d�un exemple modèle

Soit 
 un domaine borné de Rn, n � 2, dont la frontière est � = @
 est de

classe C2:

On désigne par � le champ unitaire normal à la frontière � extérieur à 
,

et par @� l�opérateur de dérivation dans cette direction.

On appelle stabilisation frontière de l�équation des ondes dans 
, avec

une condition de Dirichlet homogène et une condition de Newmann non

homogène considérées respectivement sur �0 et �1, où (�0;�1) est une partition

de �, la donnée d�un opérateur (appelé opérateur de feedback frontière)

F : V �H ! K
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

où V , H, K sont des espace de fonctions ou de distributions, tels que l�énergie

associée à la solution du problème8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt��u = 0 dans 
� R+;
u = 0 sur �0�R+;
@�u = F (u; ut) sur �1�R+;
u (x; 0)= u0 dans 
� R+;
ut (x; 0)= u1 dans 
� R+;

décroisse de manière exponentielle quand t! +1, et ceci pour tous u0; u1 pris
dans des espaces convenables.

Remarque 1.1.1 Le problème de stabilisation frontière consiste à exhiber un

opérateur de feedback frontière de telle sorte que l�énergie E (t) du système

véri�e

E (t) � C exp (��t) ;8t � 0;

où C et � sont des constantes positives � est appelé taux de décroissance de

l�énergie.

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit aussi la notion d�opérateur de feedback interne

G : ~V � ~H ! ~K

(où ~V , ~H, ~K sont des espaces des fonctions ou de distributions), ensuite on

s�intéresse au comportement asymptotique de l�énergie associée au problème8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt��u = G (u; ut) dans 
� R+;
u = 0 sur �0�R+;
@�u = F (u; ut) sur �1�R+;
u (x; 0)= u0 dans 
� R+;
ut (x; 0)= u1 dans 
� R+;

Remarque 1.1.2 A vrai dire la notion de stabilisation frontière n�est pas propre

aux conditions de Dirichlet homogène et Neumann non homogène, ni même à

l�équation des ondes; on peut se poser ce genre de problème pour tout système

évolutif, avec conditions aux limites choisies de sorte que le problème soit bien

posé.
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

1.1.2 Note historique

On a vu ci-dessus que les problèmes de stabilisation exponentielle, que l�on

peut se poser pour les systèmes évolutifs consiste à trouver un opérateur de

feedback frontière ou interne de sorte que l�énergie du système décroisse en

exponentielle. On va rappeler, d�une manière brève les di¤érentes phases

qu�à connu la notion de stabilisation exponentielle, sans vraiment rentrer

dans les détails, ou prétendre que cet aperçu historique soit exhaustif.

Les travauxde C. S. Morawetz

En 1959, en analysant l�expression explicite de la solution obtenue par

séparation des variables de l�équation des ondes dans un domaine non borné

de R3, C. Wilcox (cf. [62]) a réussi à montrer que l�énergie locale décroit de

manière exponentielle quand le temps tend vers l�in�ni.

Sous les hypothèses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S.

Morawetz (cf. [47]) a montré que l�énergie locale décroit comme l�inverse du

temps.

En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips

(cf. [54]) ont prouvé en 1963, que l�énergie locale associée à la solution de

l�équation des ondes dans un domaine de R3, extérieur à un domaine étoilé,

décroit de manière exponentielle quand le temps tend vers l�in�ni.

Les travaux de G.Chen et de J.Lagnese

En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz (cf. [47] et [61]) sur

l�équation des ondes dans un domaine extérieur, D. L. Russell a conjecturé,

en 1974, un phénomène analogue pour l�équation des ondes dans un domaine

borné.

Énoncé de la conjecture (cf. [61])

Soit 
 un domaine borné de Rn. S�il existe un point x0 2 Rn, extérieur à
�
 tel que le bord de 
, noté �, admette une partition véri�ant la condition

géométrique suivante:

m (x) :� (x)� 0; pour tout x02 �0:

où
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

1- � (x) désigne la normale unitaire extérieure à 
:

2- m (x) = x� x0, pour tout x 2 Rn:
3- � = �0 [ �1; ��0 \ ��1 = �:

Alors il existe deux constantes, C et w positives telles que l�énergie associée

au système évolutif 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt��u = 0 dans 
� R+;
u = 0 sur �0�R+;
� (x) @�u+ ut= 0 sur �1�R+;
u (x; 0) = 0 dans 
� R+;
ut (x; 0) = u1 dans 
� R+;

; (1.1.1)

où � 2 L1 (�1), et � (x) � �0 > 0; 8x 2 �1; véri�e l�inégalité suivante

E (t)� C exp (�wt) ; 8t � 0:

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell cf. [59]) sont parvenus à montrer, sous

les hypothèses de la conjecture de Russel, l�inégalité

E (t)�C (E (0))
1 + t

; 8t � 0: (1.1.2)

Mais malheureusement, ils n�ont pas réussi à monter que C (E (0)) véri�e

C (E (0))� k:E (0) : (1.1.3)

où k est une constante qui ne dépend ni de E (0) ni du temps.

Il est intéressant de savoir qu�à partir de (1.1.2) et (1.1.3) on peut déduire la

décroissance exponentielle de E (t) par une simple application des propriétés

des semi groupes (cf. [54]).

Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell a été obtenu

en 1979 par G. Chen, en partant des hypothèses suivantes:

il existe un point x0 2 Rn tel que

m (x) :� (x) � 0; pour tout x 2 �0: (1.1.4)

m (x) :� (x) � 
 > 0; pour tout x 2 �1:
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

1- � (x) désigne le champ unitaire normal extérieur à 
:

2- m (x) = x� x0, pour tout x 2 Rn:
3- � = �0 [ �1:
Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la technique des mul-

tiplicateurs, utilisées par C. S. Morawetez, W. A. Strauss et J. U. R alston,

dans les domaines extérieurs, G. Chen (cf. [47]) a pu alléger les hypothèses

(1.1.4), ces résultats ont été améliorés par J. Lagnese (cf; [52]), en 1983, sous

l�hypothèse

il existe un champ de vecteur h 2
�
C2
�
�

��n tel que:8>>><>>>:

m (x) :� (x)� 0; pour tout x 2 �0:
m (x) :� (x)� 
 > 0; pour tout x 2 �1:
la matrice

�
@hi
@xj
+

@hj
@xi

�
est uniformément dé�nie positive sur �
:

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes di¤érentes de celles de Chen et Lagnese,

I. Lasicka et R. Triggiani (cf. [53]) ont pu redémontrer les résultats de Chen

et Lagnese pour l�équation des ondes avec une condition de Dirichlet non

homogène sur tout le bord �:

Ils font appel à un opérateur de feedback frontière donné par :

F (u; ut)= �b
@

@�
(Gut) ; sur �:

où b 2 L1 (�), et b (x) � b0 > 0; pour tout x 2 �, et G est l�inverse de

l�isomorphisme suivant:

(��) : H2 (
)\H1 (
)! L2 (
) :

qu�on note G = (��)�1 :
Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cités ci dessus, l�inégalité

E (t)� C exp (�wt) ; 8t � 0;

a été obtenue, à partir d�une estimation sur
R1
0
E (t) dt, en utilisant un ré-

sultat du à R. Datko (cf. [48]) et A. Pazy (cf. [58]). Malheureusement, ce
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1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de l�équation
des ondes

théorème prouve l�existence des constantes C et w sans donner des estima-

tions explicites.

On remarque que lorsque la frontière est régulière, la condition (1.1.4)

exige que
��0\��1= � (1.1.5)

Donc si �0 6= ? , les résultats obtenus par Chen, ou Lagnese, ne peuvent être
appliques aux domaines ayant un bord connexe.

Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition (1.1.4) de G.

Chen en la remplaçant par

m (x) :� (x)> 0; pour tout x 2 �1:

Donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de Chen et Lagnese

aux domaines à bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la

condition aux limite du problème (1.1.1) sur �1 � R+ par

@�u = �m:�ut, �1�R+:

Si � = @
 satisfait à la condition (1.1.5), alors pour tout n � 2; la méthode de
Komornik et Zuazua (cf [51]) donne, d�une manière simple des estimations

explicites pour C et w en fonction de la géométrie de 
 et x0:

Leur procédé devient inapplicable dans le cas général où

��0\��1 6= �; (1.1.6)

car dans ce cas la régularité des solutions n�est pas su¢ sante pour justi�er

l�application de la méthode des multiplicateurs.

Cependant, la même année (1987), P. Grisvard est parvenu à montrer

(cf. [49]) que, au moins pour n � 3, l�identité fondamentale, sur laquelle

est basée la technique des multiplicateurs de Komornik et Zuazua, devient

une inégalité qui est su¢ sante pour mener les calculs à bout et obtenir une

décroissance exponentielle de l�énergie, avec des estimations explicites pour

C et w.
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1.2. but du travail

Le cas n � 4, sans l�hypothèse (1.1.5) reste ouvert; à moins que l�inégalité
de Grisvard ne puisse être prouvée dans ce cas; alors le procédé de stabilisa-

tion de Komornik et Zuazua peut être appliqué avec e¢ cacité.

Les travaux de J. L. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponen-

tielle pour tous les systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables.

Son procédé repose essentiellement sur la théorie du contrôle optimal et

la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode explicite pour

construire l�opérateur de feedback, ni d�estimation sur le taux de décroissance

de l�énergie.

1.2 but du travail

Dans ce mémoire, on étudie la décroissance exponentielle de l�énergie des

solutions lorsque le temps tend vers l�in�ni de l�équation des ondes semi

linéaire amor avec des coe¢ cients variables et des conditions aux limites

dynamiques.

Ce travail est une généralisation du papier de Gerbi et Said Houari voir

[16] au cas de l�équation des ondes avec des coe¢ cients variables.

En utilisant la variété de Nehari comme méthode de démonstration, la

di¢ culté principale du problème considéré est liée aux conditions aux limites

dynamiques dé�nies sur �1:

On considère le problème suivant:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

utt � div(Aru)� � div(Arut) = 0; x 2 
; t > 0;
u (x; t) = 0; x 2 �0; t > 0;
vtt (x; t)= a

h
�@u
@�A

� @ut
@�A

+ div� (Arv�)� r jvtjm�2 vt (x; t) + jvjp�2 v
i
; x 2 �1; t > 0;

u (x; t) = v (x; t) x 2 
; t > 0;
(u (x; 0) ; v (x;0))= (u0 (x) ; v0 (x)) ; (ut (x; 0) ; vt (x; 0))= (u1 (x) ; v1 (x)) x 2 
; t > 0:

:

(1.2.1)
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1.2. but du travail

où (u; v) = (u (x; t) ; v (x; t)), t � 0, x 2 
, 
 est un domaine régulier, borné de
RN , (N � 1), @
 = �0 [ �1, mes(�0) > 0, �0 \ �1 = ?, A = (aij) est une matrice,

aij (x) = aji (x) sont des fonctions de C1 (Rn) dans Rn, @
@�A

=
Pn

i;j=1 aij (x)
@u
@xj
�i,

� = (�1; �2; :::; �n)
T désigne la dérivée normale unitaire extérieure a 
, �A = A:�.

m � 2, a, � et r sont des constantes positives, p > 2 et u0; u1; v0; v1 sont

des fonctions données. Pour des raisons de simplicité, dans ce mémoire, on

considère le cas où a = 1.

Les opérateurs di¤érentiels A , A� sont dé�nis par

Au = � div (Aru) ;

A�v = � div� (Ar�v) :

On suppose que les opérateurs di¤érentiels du deuxième ordre A et A�
véri�ent la condition d�ellipticité uniforme

nX
i;j=1

aij (x) �i�j> �
nX

i;j=1

�2i ; x 2 �
; 0 6= � =(�1; �2; :::; �n)
T 2 Rn� : (1.2.2)

On suppose aussi que
nX

i;j=1

aij (x) �i�j> 0; x 2 Rn; 0 6= � =(�1; �2; :::; �n)
T 2 Rn� : (1.2.3)

Donnons maintenant un bref résumé du contenu de ce document.

�le premier chapitre est consacré aux dé�nitions et aux rappels de quelques
notions de base d�analyse fonctionnelle.

�Dans le deuxième chapitre :on étudie l�existence et l�unicité de la solution
du problème (1.2.1) et ce chapitre comporte deux sections

�Dans la première section on étudie l�existence et l�unicité locale de la
solution du problème (1.2.1), on utilise la méthode de Faedo -Galerkin et le

théorème de l�application contractante.

�Dans la deuxième section on montre que si les données initiales sont dans
le l�ensemble stable, et nous allons alors montrer l�existence globale de la

solution.

�Dans le troisième chapitre on étudie la stabilisation exponentielle du prob-
lème (1.2.1).

12



1.3. La topologie faible � (X;X 0) :

1.2.1 Notions d�analyse fonctionnelle:

Dans ce chapitre, on va rappeler des notions essentielles d�analyse fonction-

nelle nécessaire à la compréhension des énoncés on va aussi démontrer des

problèmes qui forment le thème de ce mémoire.

Topologie faible � (X;X 0)

Soit X un espace de Banach et soit f 2 X 0 �X 0 l�espace dual de X
�
: On

désigne par 'f : X ! R l�application dé�nie par 'f (x) = hf; xi Lorsque f

parcourt X 0 on obtient une famille
�
'f
�
f2X0 d�applications de X dans R.

1.3 La topologie faible � (X;X 0) :

Dé�nition 1.3.1 La topologie faible � (X;X 0) sur X est la topologie la mions

�ne sur X rendant continues toutes les applications
�
'f
�
f2X0 :

Pour dé�nir cette topologie d�une façon plus précise il su¢ t de dé�nir une

base de voisinages pour tout élément x 2 X comme suit:
Etant donné un point x 2 X on obtient une base de voisinages de x pour

la topologie � (X;X 0) en considérant les ensembles de la forme
T
finie

'�1f (Vf ) ; où

Vf est un voisinage de 'f (x) dans R.

(i.e. Vf = ]a� "; a+ "[ avec a = hf; xi) :

Dé�nition 1.3.2 On dit qu�une suite (un)n2N de vecteurs d�un espace de Hilbert

X converge faiblement vers u 2 X, et on note un * u, si

lim
n!1

hv; uni = hv; ui pour tout v 2 X:

Remarque 1.3.1 a)-la limite faible quand elle existe est unique.

En e¤et si hu1; vi = hu2; vi pour tout v 2 X; on a pour v = u1 � u2

ku1 � u2k2 = hu1 � u2; u1 � u2i = 0

donc u1 = u2 (On peut prendre v 2 X, car X est espace de Hilbert, donc

X = X 0 (Théorème de Riesz).

13



1.3. La topologie faible � (X;X 0) :

b)-Si la suite (un)n2N converge vers u 2 X pour la norme (on dit alors qu�elle
converge fortement vers u) alors un * u. En e¤et, on a

jhun � u; vij � kun � uk kvk :

Ce qui implique que hun � u; vi ! 0 quand, n!1:

c)�Si X est de dimension �nie alors la convergence faible implique la con-
vergence forte:

Il su¢ t de considér la base e1; :::; en et d�observer que hu; eii = ui pour u 2
X ce qui monte que la convergence faible équivaut alors à la convergence

composante par composante, c�est à dire à la convergence forte .

Proposition 1.3.1 Soient X et Z des espaces de Hilbert, (un)n2N � X une suite

qui converge faiblement vers u et l (X;Z)
�
opérateur linéaire continue de X dans Z

�
:

Alors la suite (A (un))n2N converge faiblement vers A (u)

Preuve : En e¤et, pour tout v 2 Z, la fonction u 7! hA (u) ; vi est linéaire
continue car

jhA (u) ; vij� kAk kvk kuk ;8u 2 X;8v 2 Z

Il existe donc w 2 X (w = A� (v)), A� est l�adjoint de A) tel que

hA (u) ; vi= hu;wi pour tout u 2 X

On a alors, pour tout v 2 X

lim
n!1

hA (un) ; vi= lim
n!1

hun; wi= hu;wi= hA (u) ; vi :

Théorème 1.3.1 Soit (un)n2N une suite bornée dans un espace de Hilbert X.

Alors la suite (un)n2N possède une sous -suite faiblement convergente.

Théorème 1.3.2 Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert

X est bornée.
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1.3. La topologie faible � (X;X 0) :

Corollaire 1.3.1 Soient (un)n2N une suite qui converge faiblement vers u et

(vn)n2N une suite qui converge fortement vers v. Alors

lim
n!1

hun; vni = hu; vi

Dé�nition 1.3.3 Soit X un espace normé, et soit X 0 = l (X;R) son dual topologique.

Alors la topologie étoile faible sur X 0 notée � (X 0; X) est la topologie initiale

associée au système (R; �;  u)u2X où � désigne la topologie usuelle de R et

 u : X
0 ! R est dé�nie par  u (l) = l (u) : C�est donc la moins �ne des topologie

sur X rendant continues toutes les fonctionnelles  u; u 2 X:

Proposition 1.3.2 Soit (fn)n2N une suite de X 0. On a

1/ fn ! f ( étoile faible )() (hfn; xi ! hf;xi ;8x 2 X) :
2/ Si fn ! f pour � (X 0; X) et xn ! x fortement dans X, hfn; xi ! hf; xi :

Remarque 1.3.2 L�espace X 0 des fonctionnelles linéaires sur un espace X ad-

met deux interprétations:

-Ou bien il est considéré comme le dual de l�espace initial X.

-Ou bien X 0 est considéré comme espace de base et alors on lui associe

son dual X":

Cela signi�e que nous pouvons introduire sur X 0 la topologie faible de

deux maniéres di¤érentes:

-Ou bien comme dans l�espace des fonctionnelles, en dé�nissant les voisi-

nages dans X 0 à l�aide des sous-ensembles �nis de X (topologie étoile faible),

-Ou bien comme dans l�espace de base, à laide de l�espace dual X". Dans

le cas d�un espace ré�exif cela revient, bien sur, au même.

Si, par contre, l�espace X n�est pas ré�exif, ce sont deux topologies dif-

férentes sur X 0. Il est évident que la topologie étoile faible de l�espace X 0 est

moins �ne que la topologie faible de X (c�est -à- dire la topologie faible con-

tient au moins des ensembles ouverts que ceux de la topologie faible étoile).

Étant donné un espace normé X, son dual topologique X 0 est muni d�une

15



1.4. Espaces fonctionnels

structure d�espace normé en posant

klk�= sup
kuk�1

jl (u)j :

La boule unité de X 0(ainsi que toutes les boules fermées ) possède alors une

propriété remarquable, comme le montre le théorème suivant.

Théorème 1.3.3 Soit X un espace normé, alors la boule unité

B� = fl 2 X 0 : klk� � 1g

de X 0 est � (X 0; X)compacte.

1.4 Espaces fonctionnels

1.4.1 Espace LP (
) :

On rappelle ici quelques dé�nitions et propriétés élémentaires :

Soit p 2 R avec 1 � p <1 et 
 un ensemble mesurable au sens de Lebesgue

de Rn.on dé�nit

Lp (
)=
��
classe de fonctions

�
f : 
! R : f mesurable et

R


jf (x)jp dx <1

	
:

On note

kfkp=
�Z




jf (x)jp dx
� 1
2

:

Si p = 1, on note L1 (
) l�espace des fonctions mesurables essentiellement
bornées sur 


L1 (
)=

8<: f : 
! R : f mesurable et il existe une constante C

telle que jf (x)j � C p:p sur 


9=; :

On note

kfk1= inf fC > 0; jf (x)j � C p:p sur 
g=sup


ess jf j :

Notation :

Soit 1 � p � 1; on désigne par p0 l�exposant conjugué de p i.e. 1
p
+ 1

p0 = 1:

16



1.4. Espaces fonctionnels

Inégalité de Hölder

Théorème 1.4.1 (Inégalité de Hölder)

Soient f 2 Lp (
) et g 2 Lp0 (
) avec 1 � p � 1 alors fg 2 L1 (
) et

kfgkL1(
) � kfkLp(
) kgkLp0 (
)

Il convient de retenir une conséquence très utile de l�inégalité de Hölder.

Inégalité de Hölder généralisée

Corollaire 1.4.1 (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient f1; f2; :::; fk des fonctions telles que fi 2 Lpi (
) ; 1 � i � k avec

1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ :::+

1

pk
� 1:

Alors le produit f = f1 f2:::fk appartient à Lp (
) et

kfkp � kf1kp1 ::: kfkkpk :

Théorème 1.4.2 Lp (
) est ré�exif pour 1 < p <1:

Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1 (de Gronwall) Soient g une fonction 2 L1 (0; T ), g (t)� 0, p:p: t 2
[0; T ], a une fonction 2 L1 (0; T ) ; a (t)� 0, p: p: t 2 [0; T ] :
On suppose

g (t)�
Z t

0

a (s) g (s) ds+ �, p: p: t 2 [0; T ] :

Alors

g (t)� � exp

�Z t

0

a (s) ds

�
, p: p : t 2 [0; T ] :

Notions de base sur les distributions:

On appelle support d�une fonction ' : 
! R le plus petit fermé K'� 
 en
dehors duquel la fonction ' est nulle presque partout. Une fonction ' : 
! R

est dite à support compact dans 
 si son support est un compact contenu

17



1.4. Espaces fonctionnels

dans 
. On notera par D (
) l�espace des fonctions ' dé�nies et indé�niment

dérivables sur 
 et à support compact contenu dans 
:

On désigne par D
�
�

�
l�espace des restrictions à �
 des fonctions de D (Rn) :

La longueur d�un multi-indice � = (�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn est l�entier noté j�j
et dé�ni par: j�j = �1 + :::+ �i + :::+ �n:

Pour tout multi-indice � = (�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn, on dé�nit l�opérateur de
dérivation @� : D (
)! D (
) par:

'! @�' =

�
@�1

@x�11

�
:::

�
@�i

@x�ii

�
:::

�
@�n

@x�nn

�
(')=

@j�j'

@x�11 :::@x
�i
i :::@x

�n
n

Proposition 1.4.1 8p � 1, l�ensemble D (
) est dense dans Lp (
) :

Preuve : Voir Vo-kHAC KHOAN, page 148.

Convergence dans D (
)

Dé�nition 1.4.1 Convergence dans D (
) :

On dit qu�une suite f'n; n 2 Ng � D (
) converge vers une fonction ' 2 D (
)
s�il existe un compact K contenu dans 
 tel que:

i) supp ('n) � K, 8n 2 N
ii) @� ('n) converge uniformément vers @�'n; 8� = (�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn:

Espaces des distributions D0
(
)

Dé�nition 1.4.2 Espace des distributions D0
(
) :

On appelle espace des distributions sur 
, l�ensemble D0 (
) des applica-

tions linéaires T : D (
)! R telles que pour toute suite
�
'j; n 2 N

	
� D (
) ; on

a: �
'j
�
j2N ! ' dans D (
) =) T

�
'j
�
! T (') dans R

On notera hT; 'i = T (') la dualité entre D0 (
) et D (
) :

Et on dira, que deux distributions T1 et T2 sur 
 sont égales si elles le sont

en tant qu�application de D (
) dans R:

hT 1; 'i = hT 2; 'i;8' 2 D (
)
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1.4. Espaces fonctionnels

Remarque 1.4.1 Les distributions généralisent la notion de fonction puisque

à toute classe de fonctions ~f 2 L2 (
) on peut associer de façon canonique et
biunivoque une distribution notée T ~f et dé�nie par:

hT ~f ; 'iD0(
);D(
) = hTf ; 'iL2(
) =
Z



f (x)' (x) dx 8' 2 D (
) et 8f = ~f p:p sur 
:

On dira qu�une distribution T 2 D0 (
) appartient à L2 (
) s�il existe une classe

de fonction ~f 2 L2 (
) telle que

hT; 'iD0(
);D(
) =

Z



f (x)' (x) dx , 8' 2 D (
) ; f 2 L2 (
)

La convergence dans D0 (
)

Dé�nition 1.4.3 Convergence dans D0 (
) :

On dit qu�une suite de distributions fTn; n 2 Ng � D0 (
) converge vers T

dans D0 (
) si:

8' 2 D (
) : lim
n!1

jhTn; 'i � hT; 'ij= 0

Dé�nition 1.4.4 On peut identi�er L2 (
) à son dual et comme D (
) est dense

dans L2 (
) ; on a les inclusions suivantes

D (
) � L2 (
) =
�
L2 (
)

�0 � D0 (
)

Dérivation dans D0 (
)

Dé�nition 1.4.5 Dérivation dans D0 (
) :

Pour toute distribution T 2 D0 (
), on dé�nit pour tout indice i 2 f1; :::; ng
l�opérateur de dérivation @

@xi
: D0 (
)! D0 (
) par:

8' 2 D (
) ;
�
@T

@xi
; '

�
= (�1)

�
T;
@'

@xi

�
Et en général, pour tout multi-indice 8� = (�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn, on dé�nit

l�opérateur de dérivation @� : D0 (
) ! D0 (
) par: ' 7! h@�T; 'i = (�1)j�j hT; @�'i
8' 2 D (
) i.e

h@�T; 'i=(�1)j�j
�
T;

@j�j'

@x�11 :::@x
�i
i :::@x

�n
n

�
;8' 2 D (
)
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1.4. Espaces fonctionnels

Continuité dans D0 (
)

Dé�nition 1.4.6 Continuité dans D0 (
) :

On dit qu�une application linéaire A: D0 (
)! D0 (
) est continue si pour

toute suite de distributions fTn; n 2 Ng � D0 (
) l�implication suivante est véri-

�ée:

Tn converge dans D0 (
) vers T =)A (Tn) converge dans D0 (
) vers A (T ) .

Proposition 1.4.2 Pour toute distribution T 2 D0 (
) et pour tout multi-indice

� =(�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn l�opérateur de dérivation

@�: D0 (
)! D0 (
)

est continu au sens de la dé�nition précédente et on a

@�T 2 D0 (
) 8T 2 D0 (
)

Preuve : Voir Vo-kHAC KHOAN, page 183

1.4.2 Espace de Sobolev:

On introduit l�espace Hm (
) comme étant l�espace des fonctions v 2 L2 (
)

dont toutes les dérivées partielles d�ordre inférieure ou égale à m-prises au

sens des distributions sont dans L2
(
) ; ou 
 est ouvert borné de Rn:

Ces espaces jouent un rôle fondamental dans l�étude des équations aux

dérivées partielles.

Dé�nition 1.4.7 Pour m 2 N, on dé�nit l�espace de Sobolev d�ordre m 2 N par:

Hm (
)=
�
u 2 D0 (
) ;D�u 2 L2 (
) ; j�j � m

	
où � = (�1; :::; �n), �j 2 N; j�j = �1 + :::+ �i + :::+ �n; et D� = @�11 :::@

�n
n où @j =

@
@xi
:
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1.4. Espaces fonctionnels

On munit Hm (
) du produit scalaire

(u; v)m =
X
j�j�m

Z



D�u (x)D�v (x) dx

et la norme associée à ce produit scalaire

kukHm(
)=

0@X
j�j�m

Z



jD�u (x)j2 dx

1A 1
2

=

0@X
j�j�m

kD�u (x)k22 dx

1A 1
2

:

On introduit ensuite :

H1
0 (
) = adhérence de D (
) dans H1 (
)

= sous-espace de H1 (
) des fonctions "nulles" sur � = @
:

Puisque (par dé�nition) D (
) est dense dans H1
0 (
) ; on peut identi�er le dual

H�1 (
) de H1
0 (
) à un espace de distributions sur 
 :8<: H�1 (
)= (H1

0 (
))
0
;

H1
0 (
) ,! L2 (
) ,! H�1 (
) ,! D0 (
) :

Les injections précédentes sont continues .

Proposition 1.4.3 1/Si m � m0; Hm (
) est contenu, avec injection continue,

dans Hm0
(
) :

2/Hm (
) muni du produit scalaire (:; :)m est un espace de Hilbert.

Théorème 1.4.3 (Formule de Green )

Pour tout u 2 H2 (
) ; v 2 H1 (
) on a

�
Z



divruvdx =
Z



rurvdx�
Z
�

@u

@�
vdx

où @u
@�
est la dérivée normale de u à � dirigée vers l�extérieur.

De façon générale, X étant un espace de Banach, on désigne par Lp (0; T ;X),

1 � p <1,
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1.4. Espaces fonctionnels

l�espace des classes de fonctions t! f (t) de ]0; T [! X qui sont mesurables

à valeurs dans X et telles que�Z T

0

kf (x)kp dt
� 1

p

= kf (x)kLp(0;T ;X)<1;

si p =1; on remplace la norme précédente par

sup
0<t<T

ess kfkX = kfkL1(0;T ;X)<1:

l�espace normé Lp (0; T ;X) est complet.

On dé�nit Lq (0; T ;Lp (
t)) comme étant l�espace des fonctions w 2 Lq (0; T ;Lp (
))
telles que w (x; t) = 0 p.p. dans 
�
t; où 1 � p <1, muni de la norme

kwkLq(0;T ;Lp(
t))=
�Z T

0

kw (t; x)kqLp(
t) dxdt
� 1

q

:

Si q =1
kwkL1(0;T ;Lp(
t))= sup

0<t<T
ess kw (t; x)kLp(
t) :

On dé�nit de la même façon les espaces Lq
�
0; T ;H1

0 (
t)
�
, 1 � p <1:

Remarque 1.4.2 Nous rappelons que si X et Y sont deux espaces de Banach

tels que X ,! Y (injection continue), alors

Lp (0; T ;X) ,! Lp (0; T ;Y ) ; 1 � p � 1;

nous dé�nissons l�exposant critique de Sobolev pour la fonctionnelle trace par

�q =

8<:
2(N�1)
N�2 ; si N � 3
+1 si N = 1; 2:

(1.4.1)

Inégalité de Young

Lemme 1.4.2 (Inégalité de Young )

Soient 1 < q, p <1, 1
p
+ 1

q
= 1, alors

ab � ap

p
+
bq

q
, (a, b) > 0;

on a aussi

8a, b � 0, " > 0, ab � "a2 + C (") b2, C (") = ("p)�
q
p q�1;

appelée inégalité de Young avec "
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1.4. Espaces fonctionnels

L�injection de sobolev

Théorème 1.4.4 (L�injection de Sobolev)

On suppose que 
 ouvert borné. Alors il existe une constante strictement

positive C (dépendant de 
) telle que

kuk2;� � C kruk2 ;8u 2 H1
0 (
) :
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du

problème (P)

2.1 Existence locale

Dans ce chapitre, nous allons montrer l�existence et l�unicité locale de la

solution du problème (1.2.1). Nous allons aussi adapter les idées utilisées

par Georgiev et Todorova de [17] dans le cas du problème à coe¢ cients

constants, qui consistent à construire des approximations de Faedo-Galerkin

a�n d�utiliser le théorème de l�application contractante. Cette méthode nous

permet de réduire les restrictions sur les données initiales. Par conséquent, le

même résultat peut être établit en utilisant la méthode d�approximation de

Faedo-Galerkin couplée avec la méthode du puits du potentiel [7]. A cause

de la présence de l�amortissement linéaire fort � div(A rut) et les conditions
aux limites dynamiques sur �1, on ne peut pas utiliser directement le résultat

d�existence de Todorova de [17], ni le résultat de Vitillaro [44, 45] .
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2.1. Existence locale

Dans ce mémoire on considère les équations suivantes:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

utt � div(Aru)� � div(Arut) = 0; x 2 
; t > 0;
u (x; t) = 0; x 2 �0; t > 0;
vtt (x; t)= a

h
�@u
@�A

� @ut
@�A

+ div� (Arv�)� r jvtjm�2 vt (x; t) + jvjp�2 v
i
; x 2 �1; t > 0;

u (x; t) = v (x; t) x 2 
; t > 0;
(u (x; 0) ; v (x;0))= (u0 (x) ; v0 (x)) ; (ut (x; 0) ; vt (x; 0))= (u1 (x) ; v1 (x)) x 2 
; t > 0;

:

(2.1.1)

où (u; v) = (u (x; t) ; v (x; t)), t � 0, x 2 
, 
 est un domaine régulier, borné de
RN , (N � 1), @
 = �0 [ �1, mes(�0) > 0, �0 \ �1 = ?, A = (aij) est une matrice,

aij (x) = aji (x) sont des fonctions de C1 (Rn) dans Rn, @
@�A

=
Pn

i;j=1 aij (x)
@u
@xj
�i,

� = (�1; �2; :::; �n)
T , désigne la dérivée normale unitaire extérieure a 
, et �A =

A:�.

m � 2, a, � et r sont des constantes positives, p > 2 et u0; v0; u1; v1 sont

des fonctions données. Pour des raisons de simplicité, dans ce mémoire, on

considère le cas où a = 1.

Les opérateurs di¤érentiels A , A� sont dé�nis par

Au = � div (Aru) ;

A�v = � div� (Ar�v) :

On suppose que les opérateurs di¤érentiels du deuxième ordre A et A� véri-
�ent la condition d�ellipticité uniforme

nX
i;j=1

aij (x) �i�j> �

nX
i;j=1

�2i ; x 2 �
; 0 6= � =(�1; �2; :::; �n)
T 2 Rn� : (2.1.2)

On suppose aussi que
nX

i;j=1

aij (x) �i�j> 0; x 2 Rn; 0 6= � =(�1; �2; :::; �n)
T 2 Rn� : (2.1.3)

On considère les espaces

V = H1
�0
(
)� Lm(�1);

Z =
�
(u; v) 2 H1

�0
(
)�H1(�1) : u=�1 = v

	
;
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2.1. Existence locale

où

H1
�0
=
�
u 2 H1 (
) : u=�1 = 0

	
et

H =L2(
)� L2(�1);

munis des normes suivantes

k(u; v)k2H = juj2L2(
) + jvj
2
L2(�1)

k(u; v)k2Z = kuk2H2(
) + kvk
2
H2(�1)

Z et H sont des espace de Hilbert et Z est dense dans H et injection continue.

L�énergie associée au problème (1.2.1) est dé�nie par

E (t) =
1

2

h
kutk22 + kvtk

2
2;�1

+ krguk22 +


(rg)�1 v



2
2;�1

i
: (2.1.4)

Ainsi, on a le théorème d�existence locale suivant.

Théorème 2.1.1 Soient 2 � p � �q et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q:

Alors, étant donné (u0; v0)2 H1
�0
(
)�H1(�1) et (u1; v1)2 L

2(
)� L2(�1), il ex-

iste T > 0 et une unique solution (u; v) du problème (1.2.1) dans (0; T ) telle

que

(u; v) 2 C
�
[0; T ] ; H1

�0
(
)�H1(�1)

�
\ C1

�
[0; T ] ; L2(
)� L2(�1)

�
;

(ut; vt) 2 L2
�
[0; T ] ;H1

�0
(
)�H1(�1)

�
;

vt 2 Lm ([0; T ] ;�1) :

Nous allons démontrer ce Théorème en utilisant l�approximation de Faedo-

Galerkin et le Théorème de l�application contractante. Pour dé�nir la fonc-

tion pour laquelle il existe un point �xe, nous allons examiner d�abord un

problème connexe.
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2.1. Existence locale

Pour v 2 C ([0; T ]; H1(�1))\C1 ([0; T ]; L2(�1)) donné, on considère le problème
suivant8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

'tt � div(A r')� � div(A r't) = 0; x 2 
; t > 0;
' (x; t) = 0 x 2 �0; t > 0;
 tt (x; t) =

h
� @'
@�A

� � @'t
@�A

+ div� (Ar� )

�r j tj
m�2  t (x; t) + jvj

p�2 v
� x 2 �1; t > 0;

' (x; t) =  (x; t) ; � 2 
; t > 0;
(' (x; 0) ;  (x; 0)) = (u0 (x) ; v0 (x)) ; ('t (x; 0) ;  t (x; 0)) = (u1 (x) ; v1 (x)) ; x 2 
; t > 0;

(2.1.5)

Lemme 2.1.1 Soient 2 � p � �q et max
�
2; �q

�q+1�p

�
� m � �q. Etant donnée (u0; v0) 2

H1
�0
(
)�H1(�1) et (u1; v1)2 L

2(
)� L2(�1), il existe T > 0 et une unique solution

(';  ) du problème (2.1.5) dans (0; T ) telle que

(';  ) 2 C
�
[0; T ]; H1

�0
(
)�H1(�1)

�
\ C1

�
[0; T ]; L2(
)� L2(�1)

�
;

('t;  t) 2 L2(0; T ;H1
�0
(
)�H1(�1));

 t 2 Lm ((0; T )� �1) :

De plus la solution véri�e l�identité de l�énergie

1

2

h
k'tk

2
2+ krg'k22+ k tk

2
2;�1

+


(rg)�  



2
2;�1

iT
0
+ �

Z T

0

krg't (�)k
2
2 d�+

r

Z T

0

k t (�)k
m
m;�1

d�=

Z T

s

Z
�1

jv (�)jp�2 v (�) t (�) d�d� ;

pour 0 � s � t � T:

Pour démontrer ce Lemme, on étudie d�abord: pour T > 0 et f 2 H1 (0; T; L2 (�1))

le problème suivant8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

'tt � div(A r')� � div(A r't) = 0; x 2 
; t > 0;
' (x; t) = 0; x 2 �0; t > 0;

 tt (x; t) =

24 � @'
@�A

� � @'t
@�A

+ div� (Ar� )�
r j tj

m�1  t (x; t) + f (x; t)

35 ; x 2 �1; t > 0;

' (x; t) =  (x; t) ; x 2 �; t > 0;
(' (x; 0) ;  (x; 0))= (u0 (x) ; v0 (x)) ; ('t (x; 0) ;  t (x; 0))= (u1 (x) ; v1 (x)) ; x 2 
;

(2.1.6)
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Comme l�a fait Doronin et al [13] dans le cadre d�un problème à coe¢ cients

constants, il faut préciser exactement à quel type de solution du problème

(2.1.6) on s�attend.

Dé�nition 2.1.1 Une fonction (';  ) telle que

(';  ) 2 L1
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1(�1)

�
;

('t;  t) 2 L2(0; T ;H1
�0
(
)�H1(�1));

 t 2 Lm ((0; T )� �1) ;

('t;  t) 2 L1(0; T ;H1
�0
(
)�H1(�1));

 t 2 L1
�
(0; T )�L2 (�1)

�
;

('tt;  tt) 2 L1(0; T ;L2(
))� L1(0; T ;L2 (�1) ;

(' (x; 0) ;  (x; 0)) = (u0 (x) ; v0 (x)) ;

('t (x; 0) ;  t (x; 0)) = (u1 (x) ; v1 (x)) ;

est une solution généralisée du problème (2.1.6), si pour toute fonction w =(w1; w2)

2
�
H1
�0
(
)�H1(�1)

�
, avec w22 Lm (�1) , � 2 C1 (0; T ) et � (T )= 0, on a l�identité

suivanteZ T

0

�
f; w2

�
� (t) dt =

Z T

0

��
'tt (t) ; w

1 (t)
�
+
�
Ar' (t) ;rw1 (t)

�
+�
�
Ar't (t) ;rw1 (t)

��
� (t) dt

+

Z T

0

� (t)

Z
�1

��
 tt (t) ; w

2 (t)
�
�
�
r j tj

m�2  t (x; t) ; w
2 (t)

��
dtd�

+

Z T

0

� (t)

Z
�1

�
div� (Ar� ) (t) ; w

2 (t)
�
dtd�:

Lemme 2.1.2 Soient 2 � p � �q et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q. Soient (u0; v0)2 H2 (
)�H2(�1)\V;

(u1; v1)2 H1 (
)�H1 (�1) et f 2 H1
�
0; T ;L2 (�1)

�
, alors pour tout T > 0, il existe

une unique solution généralisée (';  ) (dans le sens de la dé�nition (2.1.1)),

du problème (2.1.6).

2.1.1 Démonstration du lemme 2.1.2

Pour démontrer le Lemme ci-dessus, on va utiliser la méthode de Faedo-

Galerkin, qui consiste à construire des approximations de la solution. On
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2.1. Existence locale

obtient ensuite des estimations à priori nécessaires pour garantir la conver-

gence de ces approximations. Pour éviter les di¢ cultés rencontrées pour

estimer ('tt (0) ;  tt (0)) dans l�espace L2 (
)�L2 (�1) et suivant les méthodes de
Doronin et Larkin dans [12] et Cavalcanti et al [8], on fait un changement de

fonctions, en posant�
~' (t; x)
~ (t; x)

�
=

�
' (t; x)

 (t; x)

�
� F (t; x) avec F (t; x) =

�
�1 (t; x)

�2 (t; x)

�
=

�
u0 (x) + tu1 (x)

v0 (x) + tv1 (x)

�
:

Les changements e¤ectués nous permettent d�obtenir

~'tt (t; x) = 'tt (t; x) ;

div (Ar') = div (A r~') + div
�
A r�1

�
;

div (Ar't) = div (A r~'t) + div
�
A r�1t

�
;

~ tt (t; x) = �
@
�
~'+ �1

�
@�A

� �
@
�
~'t+�

1
t

�
@�A

+

�
r
���~ t+�2t ���m�2 �~vt+�2t ��� div� �r�

�
~ + �2

��
;�

~' (0; x)
~ (0; x)

�
=

�
0

0

�
;�

~'t (0; x)
~ t (0; x)

�
=

�
0

0

�
:

Par conséquent, on a le problème suivant avec l�inconnue
�
~' (t; x) ; ~ (t; x)

�
et

des conditions initiales nulles8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

~'tt� div (A r~')� � div (A r~'t) =div
�
A r�1

�
+� div

�
A r�1t

�
; x 2 
; t > 0;

~' (x; t)= 0; x 2 �0; t > 0

~ tt (x; t)=

24 �@(~'+�1)
@�A

� �
@(~'t+�1t)

@�A
+ div

�
A�r�

�
~ + �2

��
�r
����~ t + �2t

����m�2 �~ t (x; t) + �2t (x; t)
�
+ f (x; t)

35 ; x 2 �1; t > 0;

~' (x; t)= ~ (x; t) x 2 �1; t > 0;�~'(x;0)
~ (x;0)

�
=
�
0
0

�
;
�~'t(x;0)
~ t(x;0)

�
=
�
0
0

�
; x 2 
;

(2.1.7)

Remarque 2.1.1 Il est bien évident que si
�
~' (t; x) ; ~ (t; x)

�
est une solution du

problème (2.1.7) sur [0; T ], alors (';  ) est une solution du problème (2.1.6)

sur [0; T ]: Donc l�écriture du problème en fonction de (';  ) montre exactement

les régularités nécessaires sur les conditions initiales (u1; v1) et (u0; v0) pour

assurer l�existence.
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Maintenant, on va construire des approximations de la solution du prob-

lème
�
~'n; ~ n

�
par la méthode de Faedo- Galerkin de la manière suivante

Pour chaque n � 0; soitWn = span fw11; :::; w1ng�fw21; :::; w2ng ; où
�
w1j (x) ; w

2
j (x)

	
1�j�n

est une base de l�espace V En utilisant le processus d�orthogonalisation de

Grahm -Schmidt, on peut prendre, w1 = fw11; :::; w1ng, w2 = fw21; :::; w2ng ; comme
orthonormée dans L2 (
)� L2 (�1) :

On dé�nit les approximations

�
~'n (t; x) ;

~ n (t; x)
�
=

 
nX
j=1

g1jn (t)w
1
j (x) ;

nX
j=1

g2jn (t)w
2
j (x)

!
; (2.1.8)

où
�
~'n;

~ n

�
sont des solutions pour le problème de Cauchy en dimension �nie

(écrite sous forme normale puisque w = (w1; w2) est une base orthonormée

dans L2 (
)� L2 (�1). en multipliant la première équation de (2.1.7) par w1j et

en intégrant par parties sur 
 , on obtientZ



(~'n)ttw
1
jdx+

Z



A r
�
~'n + �1

�
rw1jdx+ �

Z



A r
�
(~'n)t + �1t

�
rw1jdx

�
Z
�1

@
�
~'+ �1

�
@�A

w1jd� � �

Z
�1

@
�
~'t+�

1
t

�
@�A

w1jd� = 0: (2.1.9)

De même en multipliant la troisième équation de (2.1.7) par w2j et en intégrant

par parties sur �1, on obtientZ
�1

��
~ n

�
tt
+r
����~ t+�2t����m�2 �~ t+�2t��w2jd�+Z

�1

@
�
~'+ �1

�
@�A

w2jd�+�

Z
�1

@
�
~'t+�

1
t

�
@�A

w2jd�

�
Z
�1

Ar�

�
~ n+�

�
rw2jd�=

Z
�1

fw2jd�: (2.1.10)

Maintenant, en combinant (2.1.9) et (2.1.10), il vient alorsZ



(~'n (t))ttw
1
jdx+

Z



A r
�
~'n + �1

�
rw1jdx+ �

Z



A r
�
(~'n)t + �1t

�
rw1jdx+Z

�1

��
~ n (t)

�
tt
+ r

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

��
w2jd��Z

�1

Ar�

�
~ n + �

�
rw2jd� =

Z
�1

fw2jd�: (2.1.11)
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g1jn (0) =
�
g1jn (0)

�0
= 0; j = 1; :::; n;

g2jn (0) =
�
g2jn (0)

�0
= 0; j = 1; :::; n;

d�après le Théorème de Carathéodory, voir [10], le problème (2.1.7) admet

une solution (g1jn (t) ; g
2
jn (t))j=1;n 2 H3 (0; tn) � H3 (0; tn) dé�nie sur [0; tn). On a

besoin maintenant de montrer que:

1- Premièrement que pour tous n 2 N; tn = T:

2- Deuxièmement, que ces approximations convergent vers la solution du

problème (2.1.7).

Pour celà, nous avons besoin de deux estimations à priori. La première

estimation à priori pour démontrer le premier point et la deuxième estimation

à priori pour démontrer le second point. La présence du terme non linéaire

jvtjp�2 vt nous oblige à tirer une seconde estimation à priori pour passer à la
limite dans le terme non linéaire. En e¤et, l�outil clé dans notre preuve est le

Lemme d�Aubin-Lions qui utilise la compacité de l�inclusion H 1
2 (�1) ,! L2 (�1) :

2.1.2 Première estimation à priori

En multipliant l�équation (2.1.9) par
�
g1jn
�0 , on trouveZ




(~'n (t))tt
�
g1jn (t)

�0
w1jdx+

Z



Ar~'n
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ Z



Ar�1
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+
�

Z



A r (~'n)t
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ �

Z



A r�1t
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ (2.1.12)

�
Z
�1

@
�
~'+ �1

�
@�A

�
g1jn (t)

�0
w1jd� � �

Z
�1

@
�
~'t+�

1
t

�
@�A

�
g1jn (t)

�0
w1jd� = 0:

En multipliant l�équation (2.1.10) par
�
g2jn
�0 , on obtientZ

�1

��
~ n (t)

�
tt
+ r

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

���
g2jn (t)

�0
w2jd�+

Z
�1

@
�
~'+ �1

�
@�A

�
g2jn
�0
w2jd�+

�

Z
�1

@
�
~'t+�

1
t

�
@�A

�
g2jn
�0
w2jd� +

Z
�1

Ar�
~ 
�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd�+Z

�1

Ar��
�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd� =

Z
�1

f (t; x)
�
g2jn (t)

�0
w2jd�: (2.1.13)
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En sommant les équations (2.1.12) et (2.1.13) , il vientZ



(~'n (t))tt
�
g1jn (t)

�0
w1jdx+

Z



A r~'n
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ Z



A r�1
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+
�

Z



A r (~'n)t
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ �

Z



A r�t
�
g1jn (t)

�0rw1jdx+Z
�1

��
~ n (t)

�
tt
+ r

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

���
g2jn (t)

�0
w2jd�

+

Z
�1

Ar��
�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd� +

Z
�1

Ar��
�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd� =

Z
�1

f (t; x)
�
g2jn (t)

�0
w2jd�:

En faisant la somme par rapport à j, on obtient

Z



(~'n (t))tt

nX
j=1

�
g1jn (t)

�0
w1jdx+

Z



A r~'n
nX
j=1

�
g1jn (t)

�0rw1jdx+Z



A r�1
nX
j=1

�
g1jn (t)

�0rw1jdx+
�

Z



A r (~'n)t
nX
j=1

�
g1jn (t)

�0rw1jdx+ �

Z



A r�t
nX
j=1

�
g1jn (t)

�0rw1jdx+
Z
�1

�
~ n (t)

�
tt

nX
j=1

�
g2jn (t)

�0
w2jd� + r

Z
�1

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

� nX
j=1

�
g2jn (t)

�0
w2jd�

+

Z
�1

Ar��
nX
j=1

�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd�+

Z
�1

Ar��
nX
j=1

�
g2jn (t)

�0r�w
2
jd� =

Z
�1

f (t; x)
nX
j=1

�
g2jn (t)

�0
w2jd�:

On trouve, doncZ



(~'n (t))tt (~'n (t))t dx+

Z



A r~'n (~'n (t))t dx+
Z



A r�1 (~'n (t))t dx+

�

Z



A r (~'n)t (~'n (t))t dx+ �

Z



A r�1t (~'n (t))t dx+Z
�1

�
~ n (t)

�
tt

�
~ n (t)

�
t
d� + r

Z
�1

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

��
~ n (t)

�
t
d�

+

Z
�1

Ar��
2
�
~ n (t)

�
t
d� +

Z
�1

Ar��
2
�
~ n (t)

�
t
d� =

Z
�1

f (t; x)
�
~ n (t)

�
t
d�:

En intégrant entre 0 et t et en intégrant par parties, on obtient pour chaque

n � 1,

1

2

�
k(~'n (t))tk

2
2 + krg ~'n (t)k

2
2 + k(~'n (t))tk

2
2;�1

+



(rg)�~ n (t)




2
2;�1

�
+ �

Z t

0

krg~'n (s)k
2
2 ds

+�

Z t

0

Z



Ar�1tr (~'n (s))t dx+
Z t

0

Z



Ar�1r (~'n (s))t dx+
Z t

0

Z
�1

Ar��
2r�

�
~ n (s)

�
t
d�
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Z t

0

Z
�1

��
~ n (s)

�
tt
+ r

����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

���
~ n

�
t
d�ds =

Z t

0

Z
�1

f (t; x)
�
~ n (s)

�
t
d�ds:

(2.1.14)

On aZ t

0

Z
�1

Ar��
2r�

�
~ n (s)

�
t
d�ds =

Z t

0

Z
�1

Ar��
2
tr�

~ n (s) d�ds�
Z
�1

Ar��
2r�

~ n (s)
���t
0
d�:

Ce qui donneZ t

0

Z
�1

Ar��
2r�

�
~ n (s)

�
t
d�ds =

Z t

0

Z
�1

Ar��
2
tr�

~ n (s) d�ds�
Z
�1

Ar��
2r�

~ n (t) d�:

On a aussiZ t

0

Z



A r�1r (~'n)t (s) d�ds =
Z t

0

Z



A r�1tr~'n (s) d�ds�
Z



A r�1r~'n (t)
��t
0
d�:

Ce qui donneZ t

0

Z



A r�1r (~'n (s))t d�ds =
Z t

0

Z



A r�1tr~'n (s) d�ds�
Z



A r�1r~'n (t) d�:

En utilisant l�inégalité de Young, il existe �1 > 0 tel queZ
�1

Ar��
2r�

~ n (s) d� � �1




(rg)�
~ n




2
2;�1

ds+
1

4�1



(rg)� �
2


2
2;�1

ds; (2.1.15)

Z t

0

Z
�1

A r�2tr�
~ n (s) d� � �1

Z t

0




(rg)�
~ n




2
2
ds+

1

4�1

Z t

0



(rg)� �
2
t



2
2
ds; (2.1.16)

�

Z t

0

Z



A r�1tr (~'n (s))t dxds � �1

Z t

0

krg~'tnk
2
2 ds+

1

4�1

Z t

0



rg�
1
t



2
2
ds; (2.1.17)Z t

0

Z



Ar�1tr~'n (s) dxds � �1

Z t

0

krg~'nk
2
2 ds+

1

4�1

Z t

0



rg�
1
t



2
2
ds; (2.1.18)Z




Ar�1r~'n (s) dxds � �1 krg~'nk
2
2 ds+

1

4�1



rg�
1


2
2
ds:

D�après l�inégalité de Young, on obtientZ t

0

Z
�1

f (x; t)
�
~ n (s)

�
t
d�ds � C

Z t

0

Z
�1

�
f 2 +

����~ n�
t
(s)
���2� d�ds: (2.1.19)

Le dernier terme du membre gauche de l�équation (2.1.14) peut être réecrit

sous la forme

r

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �t

����m�2 ��~ n�
t
+ �2t

��
~ n

�
t
d�dt = r

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�dt
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�r
Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
t
+ �2t

�
�2td�ds;

L�application de l�inégalité de Young donne, pour �2 > 0 ,����Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
t
+ �2t

�
�2td�ds

���� � �m2
m

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�ds+
m� 1
m

�
�m=(m�1)
2

Z t

0

Z
�1

���2t ��m d�ds: (2.1.20)

Par conséquent, en substituant les inégalités (2.1.15)-(2.1.20) dans l�équation

(2.1.14) et en choisissant �1 et �2 assez petit, on obtient�
1

2
k(~'n (t))tk

2
2 +

�
�1
2
+ 1

�
krg ~'n (t)k

2
2 +

1

2
k(~'n (t))tk

2
2;�1

+

�
�1
2
+ 1

�

(rg (t))� ~'n


2
2;�1

�
+�

Z t

0

krg~'n (s)k
2
2 ds+

Z t

0

�
�1 krg (~'n (s))tk

2
2 + �1 krg ~'n (s)k

2
2 + �1




(rg)�
~ n (s)




2
2;�1

�
ds

+
1

2�1

Z t

0



rg �
1
t



2
2
ds+

1

4�1



rg �
1


2
2
+

1

4�1

Z t

0



(rg)� �
2
t



2
2;�1

ds+
1

4�1



(rg)� �
2
t



2
2;�1

+
1

4�1



(rg)� �
2
t



2
2;�1

+

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�dt� �m2
m

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�ds+
m� 1
m

�
�m=(m�1)
2

Z t

0

Z
�1

���2t ��m d�ds�C Z t

0

Z
�1

�
f 2+

����~ n�
t
(s)
���2� d�ds:

Donc�
1

2
k(~'n)tk

2
2 +

�
�1
2
+ 1

�
krg ~'nk

2
2 +

1

2




�~ n�
t




2
2;�1

+

�
�1
2
+ 1

�


(rg)�
~ n




2
2;�1

�
+

�

Z t

0

krg ~'n (s)k
2
2 ds �

Z t

0

�
�1 krg (~'n (s))tk

2
2 + �1 krg ~'n (s)k

2
2+

�1




(rg)�
~ n (s)




2
2;�1

+ C



�~ n (s)�

t




2
2;�1

�
ds+

1

2�1

Z t

0



rg �
1
t



2
2
ds

+
1

4�1



rg�
1


2
2
+
1

4�1

Z t

0



(rg)� �
2
t



2
2;�1

ds+
1

4�1



(rg)� �
2
t



2
2;�1

+

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�dt� �m2
m

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�ds+
m� 1
m

�
�m=(m�1)
2

Z t

0

Z
�1

���2t ��m d�ds+ C

Z t

0

Z
�1

f 2d�ds:
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En appliquant le Lemme 2.2.1 (de Gronwall), (pour �1 assez petit) , on déduit

k(~'n)t (t)k
2
2 + krg~'n (t)k

2
2 +




�~ n�
t
(t)



2
2;�1

+



(rg)�

~ n (t)



2
2;�1

� CT ;

où CT est une constante positive indépendante de n.

On déduit aussi

1

2

�
k(~'n (t))tk

2
2+ krg~'n (t)k

2
2+



�~ n (t)�

t




2
2;�1

+



(rg)�

~ n (t)



2
2;�1

�
+�

Z t

0

krg~'n (s)k
2
2 ds+ r

Z t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�dt � CT ; (2.1.21)

D�autre part, l�estimation (2.1.21) nous donne, tn = T; 8n 2 N, c�est à dire que�
~'n; ~ n

�
n2N

bornée dans L1
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1(�1)

�
; (2.1.22)

((~'n)t)n2N bornée dans L
1 �0; T ;L2 (
)� (2.1.23)�

(~'n)t ;
�
~ n

�
t

�
n2N

bornée dans L2
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1(�1)

�
��
~ n

�
t

�
n2N

bornée dans L1
�
0; T ;L2 (�1)

�
:

Maintenant, en utilisant l�inégalité algébrique suivante (voire [16])

(A+B)� � 2��1
�
A� +B�

�
, A, B � 0, � � 1; (2.1.24)

on peut trouver des constantes positives c1, c2 > 0, telles queZ t

0

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m d�dt � c1

Z t

0

Z
�1

����~ n�
t

���m d�ds� c2

Z t

0

Z
�1

���2t ��m d�ds: (2.1.25)
D�après l�injection de H2 (
) ,! Lm (�1) (2 � m � �q), on conclut que v1 2 Lm (�1).
Par conséquent, à partir des inégalités (2.1.21) et (2.1.25), il existe une con-

stante C 0
T > 0 telle que Z t

0

Z
�1

����~ n�
t

���m d�ds � C
0

T ;

ce qui donne ��
~ n

�
t

�
n2N

est bornée dans Lm ((0; T )��1) : (2.1.26)
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2.1.3 Seconde estimation à priori

A�n d�obtenir une seconde estimation à priori, nous allons d�abord estimer

les quantités k(~'n (0))ttk
2
2 et




�~ n (0)�
tt




2
2;�1
. Pour cela, en posant w1j = (~'n (0))tt

et t = 0 dans l�équation (2.1.9), on obtient

Z



(~'n (0))tt (~'n (0))tt dx+

Z



A r
�
~'n + �1

�
r (~'n (0))tt dx+�

Z



A r
�
(~'n)t + �1t

�
r (~'n (0))tt dx+Z

�1

@
�
~'n + �1

�
@�A

(~'n (0))tt d� + �

Z
�1

@
�
(~'n)t + �1t

�
@�A

(~'n (0))tt d� = 0: (2.1.27)

En posant aussi w2j =
�
~ n (0)

�
tt
et t = 0 dans l�équation (2.1.10), on obtient

Z
�1

@
�
~'n + �1

�
@�A

�
~ n (0)

�
tt
d� + �

Z
�1

@
�
(~'n)t + �1t

�
@�A

�
~ n (0)

�
tt
d�Z

�1

�
~ n

�
tt

�
~ n (0)

�
tt
d� +

Z
�1

r
����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

��
~ n (0)

�
tt
d�:

Z
�1

Ar�

�
~ n + �2

�
r�

�
~ n (0)

�
tt
d� =

Z
�1

f (0; t)
�
~ n (0)

�
tt
d�: (2.1.28)

Maintenant, en sommant les équations (2.1.27) et (2.1.28), on trouveZ



(~'n (0))tt (~'n (0))tt dx+

Z



A r
�
~'n + �1

�
r (~'n (0))tt dx+�

Z



A r
�
(~'n)t + �1t

�
r (~'n (0))tt dx+Z

�1

�
~ n

�
tt

�
~ n (0)

�
tt
d� +

Z
�1

r
����~ t + �2t

����m�2 �~ t + �2t

��
~ n (0)

�
tt
d�Z

�1

Ar�

�
~ n + �2

�
r�

�
~ n (0)

�
tt
d� =

Z
�1

f (0; t)
�
~ n (0)

�
tt
d�:

En intégrant par parties on obtient l�équation suivante

k(~'n (0))ttk
2
2+



�~ n (0)�

tt




2
2;�1

+

Z



A r�1r (~'n (0))tt dx+ �

Z



A r�1tr (~'n (0))tt dx+

r

Z
�1

���2t (0)��m�2t
�2
�
~ n (0)

�
tt
d�ds�

Z
�1

Ar��
2r�

�
~ n (0)

�
tt
d� =

Z
�1

f (0; t)
�
~ n (0)

�
tt
d�:

(2.1.29)

Puisque les égalités suivantes sont véri�ées�
�1 (0)

�2 (0)

�
=

�
u0
v0

�
,
�
�1t
�2t

�
=

�
u1
v1

�
;
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Z



A r�1t (0)r (~'n (0))tt = �
Z



div
�
A r�1t (0)

�
(~'n (0))tt +

Z
�1

�
~ n

�
tt

@�1t
@�A

d�;

Comme f 2 H1 (0; T ;L2 (�1)) et (u0; u1) 2 H2 (
)�H1(�1); d�après l�inégalité de

Young et l�injection de H2 (
) ,! Lm (�1), on déduit l�existence d�une constante

C > 0 indépendante de n, telle que

k(~'n (0))ttk
2
2 +




�~ n (0)�
tt




2
2;�1

� C: (2.1.30)

En dérivant l�équation (2.1.9) par rapport à t, on obtient

d

dt

Z



(~'n (t))ttw
1
jdx+

d

dt

Z



Ar
�
~'n + �1

�
rw1jdx+ �

d

dt

Z



Ar
�
(~'n)t + �1t

�
rw1jdx+

� d

dt

Z
�1

@
�
~'n + �1

�
@�A

w1jd� � �
d

dt

Z
�1

@
�
(~'n)t + �1t

�
@�A

w1jd� = 0: (2.1.31)

En dérivant l�équation (2.1.10) par rapport à t, il vient

d

dt

Z
�1

�
~ n (t)

�
tt
w2jd� + r

d

dt

Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
t
+ �2t

�
w2jd��

d

dt

Z
�1

@
�
~'n + �1

�
@�A

w1jd� + �
d

dt

Z
�1

@
�
(~'n)t + �1t

�
@�A

w1jd�+

d

dt

Z
�1

Ar�

�
~ n + �2

�
r�w

2
jd� =

Z
�1

ft (x; t)
�
~ n (s)

�
tt
d�: (2.1.32)

En multipliant les égalités (2.1.31) et (2.1.32) par
��

g
1

jn (t)
�00
;
�
g
2

jn (t)
�00�

respectivement on obtient

d

dt

Z



(~'n (t))tt

�
g
1

jn (t)
�00
w1jdx+

d

dt

Z



Ar
�
~'n + �1

� �
g
1

jn (t)
�00
rw1jdx+

�
d

dt

Z



Ar
�
(~'n)t + �1t

� �
g
1

jn (t)
�00
rw1jdx+

d

dt

Z
�1

�
~ n (t)

�
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�
g
2

jn (t)
�00
w2jd�

+
d

dt

Z
�1

�
r
�����~ n�

t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
t
+ �2t

���
g
2

jn (t)
�00
w2jd��

d

dt

Z
�1

A r�

�
~ n + �2

��
g
2

jn (t)
�00
r�w

2
jd� =

d

dt

Z
�1

f (t; x)
�
g
2

jn (t)
�00
w2j (s) d�:

En sommant par rapport à j, on déduit

1

2

d

dt

�
krg (~'n (t))tk

2
2 + k(~'n (t))ttk

2
2 +




�~ n (t)�
tt




2
2;�1

+



�rg

�
~ n (t)

�
t

�
�




2
2;�1

�
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+

Z



A r�1tr (~'n (t))tt dx+ �

Z



krg (~'n (t))tk
2
2 +

Z
�1

A r��
2
tr�

�
~ n (t)

�
tt
d�+

r (m� 1)
Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
tt
+ �2tt

��
~ n

�
tt
d�=

Z
�1

ft (t; x)
�
~ n (t)

�
tt
d�:

(2.1.33)

Comme �2tt = 0, le dernier terme du membre gauche de l�équation (2.1.33)

peut être réecrit sous la formeZ
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
tt
+ �2tt

��
~ n

�
tt
d� =

4

m2

Z
�1

�
@

@t

�����~ n�
t
+ �2t )

���m�22 (
�
~ n

�
t
+ �2t )

��2
d�:

En replaçant Z
�1

�����~ n�
t
+ �2t

����m�2 ��~ n�
tt
+ �2tt

�2
d�;
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4
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Z
�1

�
@

@t

�����~ n�
t
+ �2t

���m�22 ��
~ n

�
t
+ �2t

���2
d�;

dans l�équation (2.1.33) et en intégrant entre 0 et t, il vient

1

2

�
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2
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(2.1.34)

En utilisant l�inégalité (2.1.30) et les inégalités de Young et Poincaré (comme

dans (2.1.20), on obtientZ t

0

Z



Ar�1tr (~'n (t))tt dxds � �1

Z t

0

krg (~'n (s))ttk
2
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1
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0



rg�
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2
2
ds;

D�autre partZ t

0

Z
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Ar��
2
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�
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Z
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puisque �2tt = 0 on aZ
�1

h
Ar��

2
tr�

�
~ n (s)

�
t

it
0
d� =

Z
�1

Ar��
2
tr�

�
~ n (t)

�
t
d�:

En utilisant l�estimation suivanteZ
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:

Dans (2.1.34), on obtient
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�
: (2.1.35)

Un réarrangement des termes dans l�inégalité (2.1.35) donne
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Maintenant, en appliquant le Lemme 2.2.1 (de Gronwall), on obtient
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où ~CT est une constante positive, indépendante n pour tout t 2 [0; T ] ; n 2 N .
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D�après ce qui précède, on déduit

((~'n)tt)n2N est bornée dans L
1 �0; T ;L2 (
)� ; (2.1.36)��

~ n

�
tt

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;L2 (�1)

�
;�

(~'n)t ;
�
~ n

�
t

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1(�1)

�
:

A partir de (2.1.22), (2.1.23), (2.1.26) et (2.1.36), on a�
~'n; ~ n

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1 (�1)

�
:

Ensuite �
~'n;

~ n

�
n2N

est bornée dans L2
�
0; T ;H1

�0
(
)�H1 (�1)

�
;

Puisque �
(~'n)t ;

�
~ n

�
t

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;L2 (
)� L2 (�1)

�
;

et �
(~'n)t ;

�
~ n

�
t

�
n2N

est bornée dans L2
�
0; T ;L2 (
)� L2 (�1)

�
;

alors �
~'n; ~ n

�
n2N

est bornée dans H1
�
0; T ;H1 (
)�H1 (�1)

�
:

Puisque l�injection de H1 (0; T ;H1 (
)�H1 (�1)) ,! L2 (0; T ;L2 (
)� L2 (�1)) est

compacte, en utilisant le Théorème d�Aubin-Lions, on peut extraire une sous-

suite
�
~'�;

~ �

�
�2N

de
�
~'n;

~ n

�
n2N

telle que

~'� �! ~' fortement dans L2
�
0; T ;L2 (
)

�
et

~ � �! ~ fortement dans L2
�
0; T ;L2 (�1)

�
:

Donc

~'� �! ~' fortement et presque partout dans (0; T )� 
:

D�autre part, on a déjà prouvé dans la section précédente que��
~ n (t)

�
t

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;L2 (�1)

�
;�

r�
~ (t)

�
n2N

est bornée dans L1
�
0; T ;L2 (�1)

�
:
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Comme 


~ n (t)



H
1
2 (�1)

� C krg~'n (t)k2

et 


�~ n (t)�
t





H
1
2 (�1)

� C krg (~'n (t))tk2 ;

et à partir de (2.1.22), (2.1.36) on déduit que�
~ n (t)

�
n2N

est bornée dans L2
�
0; T ;H

1
2 (�1)

�
;��

~ n (t)
�
t

�
n2N

est bornée dans L2
�
0; T ;H

1
2 (�1)

�
;��

~ n (t)
�
tt

�
n2N

est bornée dans L2
�
0; T ;L2 (�1)

�
;

Comme l�injection de H 1
2 (�1) ,! L2 (�1) est compacte, et d�après le Théorème

d�Aubin-Lions, on peut extraire une sous suite de
�
~'n; ~ n

�
n2N

notée aussi�
~'�; ~ �

�
�2N

telle que�
~ �

�
t
�! ~ t fortement dans L2

�
0; T ;L2 (�1)

�
: (2.1.37)

Donc à partir de (2.1.26), on obtient que����~ ��
t

���m�2 �~ ��
t
* � faiblement dans Lm0

((0; T )� �1) ;

Il reste maintenant à montrer que

� =
���~ t���m�2 ~ t:

Il est clair, à partir de (2.1.37) que l�on a����~ ��
t

���m�2 �~ ��
t
�!

���~ t���m�2 ~ t fortement et presque partout dans (0; T )� �1:
En utilisant le Lemme 1.3 de Lions [26], on obtient

� =
���~ t���m�2 ~ t:

D�autre part, le Lemme 3.1 de Lions [26], donne���~ ����p�2 ~ � �! ���~ ���p�2 ~ fortement et presque partout dans (0; T )� �1:
La preuve peut maintenant être achevée en faisant comme dans [26, Théorème

3.1].
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2.1.4 Unicité

Soient (v1; v2) ; (z1; z2) deux solutions du problème (2.1.6) avec les mêmes don-

nées initiales.

on note

� =

�
�1

�2

�
=

�
v1 � z1

v2 � z2

�
;

Grad� =
�
rg�

1; (rg)� �
2
�
;

on note aussi

	 =
�
 1;  2

�
= Grad�

=
�
rg�

1; (rg)� �
2
�
;

et

Div	 =
�
div 1; div�  

2
�
;

=
�
divrg�

1; div� (rg)� �
2
�
:

On dé�nit

A =

0@ �A 0

@
@�A

�A�

1A ; B =

0@ ��A 0

�� @
@�A

0

1A ;

et on considère maintenant le problème linéaire du problème (3:1:2) suivant:8>>><>>>:
�tt � A��B�t = F (x; t) +G (x; t)
� (0) = �0

�t (0) = �
1

;

où

F (x; t) =

�
0

jvjp�2 v� jzjp�2 z

�
;

et

G (x; t) =

�
0

jvtjm�2 vt� jztjm�2 zt

�
;

alors � véri�e
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(0; 0) = (�tt;�t)� (A�;�t)� (B�t;�t) + (G (x; t) ;�t) :

Par une intégration par parties, on a

0 =
1

2

d

dt

�
k�k2H + kGrad�k

2
H

�
+ �



rg�
1
t



2
2
+ (G (x; t) ;�t) :

Par conséquent, on a

d

dt

h

�1t

22 + 

�2t

22;�1 + 

rg�
1


2
2
+


(rg)� �

2


2
2

i
+ 2�



rg�
1
t



2
2

+r

Z
�1

�
jvt (s)jm�2 vt (s)� jztjm�2 zt (s)

�
(vt (s)� zt (s)) d� = 0: (2.1.38)

En intégrant (2.1.38) entre 0 et t, on obtienth

�1t

22 + 

�2t

22;�1 + 

rg�
1


2
2
+


(rg)� �

2


2
2

i
+ 2�

Z t

0



rg�
1
t



2
2
ds

2r

Z t

0

Z
�1

�
jvt (s)jm�2 vt (s)� jztjm�2 zt (s)

�
(vt (s)� zt (s)) d�ds = 0: (2.1.39)

En utilisant l�inégalité algébrique

8m � 2;9c > 0;8a; b 2 R;
�
jajm�2 a� jbjm�2 b

�
(a� b) � c ja� bjm : (2.1.40)

L�égalité(2.1.39) devienth

�1t

22 + 

�2t

22;�1 + 

rg�
1


2
2
+


(rg)� �

2


2
2

i
+ 2�

Z t

0



rg�
1
t



2
2
ds+

c

Z t

0

Z
�1

jvt (s)� zt (s)jm d�dt � 0: (2.1.41)

d�où l�on tire � = 0.

Ceci achève la démonstration du Lemme 2.1.2

Preuve : du Lemme 2.1.1

Premièrement on approxime (u; v)2 C
�
[0; T ]; H1

�0
(
)�H1(�1)

�
\C1

�
[0; T ]; L2 (
)�L2 (�1)

�
muni de la norme standard

k(u; v)k = max
0<t�T

[kut (t)k2+ kvt (t)k
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par une suite

�
uk
�
k2N � C1 ([0; T ]� 
) ;�

vk
�
k2N � C1 ([0; T ]� �) ;

en utilisant des arguments standards de convolution (voir [4]). Il est clair

que

f
�
vk
�
=
��vk��p�2 vk2 H1

�
0; T ;L2 (�1)

�
:

Ce type d�approximation a déjà été utilisé par Vitillaro dans [44, 45].

Ensuite, on approche les données initiales

(u1; v1)2 L2 (
)�L2 (�1) :

par une suite �
uk1; v

k
1

�
k2N� C10 (
)�C10 (�1) :

Finalement, puisque l�espace
�
H2 (
)\H1

�0
(
)
�
� [H2 (�1)\Lm (�1)] est dense dans

H1
�0
(
)�H1 (�1) pour la norme de H1 (
)�H1 (�1),

on approxime

(u0; v0)2 H1
�0
(
)�H1(�1)

par une suite

�
uk0; v

k
0

�
k2N �

�
H2 (
)\H1

�0
(
)
�
�
�
H2 (�1)\Lm (�1)

�
:

On considère maintenant l�ensemble des problèmes suivants8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

'ktt� div (Ar'
k)� � div (Ar'kt ) = 0; x 2 
; t > 0;

'k (x; t)= 0; x 2 �0; t > 0;

 ktt (x; t)=

24 � @'k

@�A
�� @'kt

@�A
+div�

�
A�r� 

k
�
�

r
�� kt ��m�2  kt (x; t) + ��vk��p�2 vk

35 x 2 �1; t > 0;

'k (x; t)=  k (x; t) � 2 
:t > 0;�
'k (x; 0) ;  k (x; 0)

�
=
�
uk0 (x) ; v

k
0 (x)

�
;
�
'kt (x; 0) ;  

k
t (x; 0)

�
=
�
uk1 (x) ; v

k
1 (x)

�
x 2 
:t > 0;

;

(2.1.42)
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Comme les hypothèses du lemme (2.1.2) sont véri�ées, on peut trouver une

suite de solutions uniques ('k;  k)k2N du problème (2.1.42). Notre but main-

tenant est de montrer que
�
'k;  k; 'kt ;  

k
t

�
k2N est une suite de Cauchy dans

l�espace

YT = f(';  ; 't;  t) : (';  ) 2 C
�
[0; T ]; H1

�0
(
)�H1(�1)

�
\ C1

�
[0; T ]; L2(
)� L2(�1)

�
;

('t; t) 2 L2(0; T ;H1
�0
(
)�H1(�1));

 t 2 Lm ((0; T )� �1)g;

muni de la norme

k(';  ; 't;  t)k
2
YT

= max
0�t�T

h
k'tk

2
2 + k'tk

2
2;�1

+ krg'k22 +


(rg)�  



2
2;�1

i
+

k tk
2
Lm((0;T )��1) + �

Z T

0

krg't (s)k
2
2 ds:

Pour cela, on note�
U1

U2

�
=

�
0

vk � vk0

�
; V =

�
V 1

V 2

�
=

�
'k � 'k

0

 k �  k
0

�
:

Il est facile de voir que V véri�e8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

V 1
tt � div(ArV 1)� � div(ArV 1

t ) = 0; x 2 
; t > 0;
V (x; t) = 0; x 2 �0; t > 0;

V 2
tt (x; t) =

264 �@V 1

@�A
��@V

1
t

@�A
+div� (Ar�V

2)+
��vk��p�2 vk� ��vk0��p�2 vk0

�r
��� kt ��m�2  kt (x; t)� ��� k0t ���m�2  k0t (x; t)�

375 x 2 �1; t > 0;

�
V 1(x;0)
V 2(x;0)

�
=
�'k0�'k00
 k0� k

0
0

�
;
�V 1t (x;0)
V 2t (x;0)

�
=
�'k1�'k01
 k1� k

0
1

�
; x 2 
:

(2.1.43)

En multipliant scalairement les premières équations di¤érentielles de (2.1.43)

par V 1
t , et en intégrant par parties sur 
, on obtientZ




V 1
ttV

1
t dx�

Z



ArV 1rV 1
tdx� �

Z



ArV 1
trV 1

tdx�
Z
�1

@V 1

@�A
V 1
t d� � �

Z
�1

@V 1
t

@�A
V 1
t d� = 0;

(2.1.44)

En multipliant scalairement les secondes équations di¤érentielles de (2.1.43)

par V 2
t , et en intégrant par parties sur �1, on trouveZ

�1

V 2
ttV

2
t d� + r

Z
�1

��� kt ��m�2  kt� ��� k0t ���m�2  k0t �� kt� k0t � d�
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�
Z
�1

Ar�V
2r�V

2
t d� =

Z
�1

���vk��p�2 vk� ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�: (2.1.45)

En sommant les équations (2.1.44) et (2.1.45) on obtientZ



V 1
ttV

1
t dx+

Z



ArV 1rV 1
tdx+ �

Z



ArV 1
trV 1

tdx+

Z
�1

V 1
ttV

1
t d�+

r

Z
�1

��� kt ��m�2  kt� ��� k0t ���m�2  k0t �� kt� k0t � d�Z
�1

Ar�V
2 r�V

2
t d� =

Z
�1

���vk��p�2 vk� ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�:
Par conséquent, on a

1

2

d

dt

�

V 1
t



2
2
+


rgV

1


2
2
+


V 1

t



2
2;�1

+


(rg)� V

2


2
2;�1

�
+�


rgV

1
t



2
2
ds+

r

Z
�1

��� kt ��m�2  kt� ��� k0t ���m�2  k0t �� kt� k0t � d�
=

Z
�1

���vk��p�2 vk� ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�:
En intégrant entre 0 et t, on obtient

1

2

�

V 1
t



2
2
+


rgV

1


2
2
+


V 2

t



2
2;�1

+


(rg)� V

2


2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds+

r

Z
�1

��� kt ��m�2  kt� ��� k0t ���m�2  k0t �� kt� k0t � d�
=
1

2

�

V 1
t (0)



2
2
+


rgV

1 (0)


2
2
+


V 2

t (0)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (0)


2
2;�1

�
+Z t

0

Z
�1

���vk��p�2 vk� ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�d� ;8t 2 (0; T ): (2.1.46)

En utilisant l�inégalité algébrique (2.1.40), on trouve��� kt ��m�2  kt� ��� k0t ���m�2  k0t �� kt� k0t �� c1

��� kt� k0t ���m :
En substituant cette dernière inégalité dans (2.1.46) ; on obtient

1

2

�

V 1
t



2
2
+


rgV

1


2
2
+


V 2

t



2
2;�1

+


(rg)� V

2


2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds+

c1


V 2

t (t)


m
m;�1

�1
2

�

V 1
t (0)



2
2
+


rgV

1 (0)


2
2
+


V 2

t (0)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (0)


2
2;�1

�
+
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+

Z t

0

Z
�1

���vk��p�2 vk � ���vk0���p�2 vk0�� kt �  k
0

t

�
d�d� ;8t 2 (0; T ):

A�n de trouver une majoration du termeZ t

0

Z
�1

���vk��p�2 vk� ���vk0���p�2 vk0�� kt �  k
0

t

�
d�d� ;8t 2 (0; T );

dans l�inégalité précédente, on utilise un résultat de Georgiev et Todorova

[17] (dans le cadre d�un problème à coe¢ cients constante )

L�inégalité de Hölder avec 1
q
+ 1
n
+1
2
= 1; nous donneZ t

0

Z
�1

���vk��p�2 vk � ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�d� �
C



vk � vk

0




(2n=n�2);�1




 k �  k
0




2;�1

�

vk

p�2
n(p�2);�1

�



vk0


p�2

n(p�2);�1

�
: (2.1.47)

Ensuit l�injection de H1 (�1) ,! L2n(n�2);�1 donne




vk � vk
0




(2n=n�2);�1

� C



rg

�
vk � vk

0
�




2;�1
� C1 kUk2 ; (2.1.48)

et 

vk

p�2
n(p�2);�1

� C kUkp�22 ; (2.1.49)

donc (2.1.47), il vientZ t

0

Z
�1

���vk��p�2 vk � ���vk0���p�2 vk0�� kt� k0t � d�d� �
C

Z t

0

�

rgv
k


p�2
2

+



rgv

k0



p�2
2

�
kVtk2 krUk2 d� :

En substituant (2.1.51) et (2.1.48) dans l�inégalité (2.1.47), on trouve

1

2

�

V 1
t



2
2
+


rgV

1


2
2
+


V 2

t



2
2;�1

+


(rg)� V

2


2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds+

c1


V 2

t (t)


m
m;�1

�1
2

�

V 1
t (0)



2
2
+


rgV

1 (0)


2
2
+


V 2

t (0)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (0)


2
2;�1

�
+

+C

Z t

0

Z
�1

kUkYT kV kYT d�dt;8t 2 (0; T ):

Ainsi, en appliquant les inégalités de Young et de Gronwall, il existe C ne

dépendant que de 
 et p telle que

1

2

�

V 1
t



2
2
+


rgV

1


2
2
+


V 2

t



2
2;�1

+


(rg)� V

2


2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1


2
2
ds+ c1



V 2
t (t)



m
m;�1

47



2.1. Existence locale

�1
2

�

V 1
t (0)



2
2
+


rgV

1 (0)


2
2
+


V 2

t (0)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (0)


2
2;�1

�
+C

Z t

0




 kt� k0t 



2
ds

�V 1; V 2

�


YT
� C

�

V 1
t (0)



2
2
+


rgV

1 (0)


2
2
+


V 2

t (0)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (0)


2
2;�1

�
+CT kUkYT :

On remarque qu�à partir des notations utilisées, on a�
V 1 (0)

V 2 (0)

�
=

�
'k0 � 'k

0
0

 k0 �  k
0
0

�
;

�
V 1
t (0)

V 2
t (0)

�
=

�
'k1 � 'k

0
1

 k1 �  k
0
1

�
;et U = vk�vk0 :

Ainsi, puisque
�
'k0;  

k
0

�
k2N est une suite convergente dans H

1
�0
(
)�H1(�1);

�
'k1;  

k
1

�
k2N

est une suite convergente dans L2 (
)�L2 (�1) et
�
'k;  k

�
k2N est une suite con-

vergente dans C
�
[0; T ]; H1

�0
(
)�H1(�1)

�
\C1

�
[0; T ]; L2(
)� L2 (�1)

�
(donc dans YT

aussi); on déduit que
�
'k;  k; 'kt ;  

k
t

�
k2N est une suite de Cauchy dans YT ; c�est

à dire que
�
'k;  k; 'kt ;  

k
t

�
converge vers (';  ; 't;  t)2 Y T .

La solution faible du problème (2.1.5 )

Maintenant avec la même démarche que celle utilisée par Georgiev et

Todorova dans [17], on montre que cette limite est une solution faible du

problème (2.1.5).

Pour tout (�1; �2)2 H1
�0
(
)�H1(�1); �

22 Lm(�1); l�équation

d

dt

�
't; �

1
�


+
d

dt

�
 t; �

2
�
�
+
�
Ar';r�1

�


+�
�
Ar't;r�1

�


+
�
Ar� ;r��

2
�
�

�r
�
j tj

m�2  t; �
2
�
�
=
�
jvjp�2 v; �2

�
�
; (2.1.50)

est véri�ée pour tous t 2 [0; T ].
En multipliant l�équation

'ktt� divAr'k�� divAr'k= 0;

par �1 2 H1
�0
(
); et en intégrant par parties sur 
, on obtient

�
'ktt; �

1
�


+
�
Ar'k;r�1

�


+�
�
Ar'k;r�1

�


�
�
@'k

@�A
; �1
�
�

�
�
@'kt
@�A

; �1
�
�

= 0; (2.1.51)

et en multipliant l�équation

 tt= �
@'

@�A
�� @'t

@�A
+div� (A�r �)�r j tj

m�2  t+ jvj
p�2 v;
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par �2 2 H1(�1), �2 2 Lm(�1), et en intégrant par parties sur �1, on obtient�
 tt;�

2
�
�
�
@'

@�A
;�1
�
��
�
@'t
@�A

; �1
�
+
�
Ar� ;�

2
�
�r
�
j tj

m�2  t; �
2
�
=
�
jvjp�2 v;�2

�
:

(2.1.52)

En sommant l�égalité (2.1.51) et (2.1.52) on trouve

d

dt

�
't; �

1
�


+
d

dt

�
 t; �

2
�
�
+
�
Ar'k;r�1

�


+�
�
Ar'kt ;r�1

�


+
�
Ark

� ;r��
2
�
�

�r
��� kt ��m�2  kt ; �2�

�
=
���vk��p�2 vk; �2�

�
. (2.1.53)

En faisant tendre (k1; k2)!1, on voit que�
Ar'k;r�1

�


!

�
Ar';r�1

�


;

�
�
Ar'kt ;r�1

�


! �

�
Ar't;r�1

�


;

r
��� kt ��m�2  kt ; �2�

�
! r

�
j tj

m�2  t; �
2
�
�
;���vk��p�2 vk;�2�

�
!

�
jvjp�2 v;�2

�
�
;�

Ar� 
k;r��

2
�
�
!

�
Ar� ;r��

2
�
�
;

dans C ([0; T ]).

Ensuite, l�égalité (2.1.53) montre que lim
k!1

��
'kt ;  

k
t

�
; (�1; �2)

�
= (('t;  t) ; (�

1; �2))

est une fonction absolument continue, donc chaque terme dans (2.1.50) vrai.

De la même manière, à partir de l�identité de l�énergie (2.1.4) pour
�
'k;  k

�
,

on démontre que l�identité de l�énergie pour (';  ) est véri�ée.

Démonstration de l�unicité de la solution du problème (1.2.1)

Pour montrer l�unicité de la solution de (1.2.1) on prend U , �U dans

C([0; T ];H) et soient V , �V les solutions correspondantes de (1.2.1), avec X =
�
V 1

V 2

�
et �X =

� �V 1
�V 2

�
En posant

W = X � �X;

dans l�équation (1.2.1), on obtient

1

2

�


�V 1
t � �V

1
t

�


2
2
+



rg

�
V 1� �V 1

�


2
2
+



�V 2

t � �V
2
t

�


2
2;�1

+



rg

�
V 2� �V 2

�
�




2
2;�1

�

+

Z t

0

���V 2
t

��p�2 Vt� �� �V 2
t

��p�2 �V 2
t

��
V 2� �V 2

�
d�dt =

Z t

0

�
jU jp�2 U �

�� �U ��p�2 �U��V 2� �V 2
�
d�dt;
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Si U = �U , alors cette identité implique W = 0 et la solution est unique.

Ceci achève la démonstration du lemme 2.1.1.

2.1.5 la démonstration de Théorème 2.1.1

Pour démontrer le Théorème 2.1.1, on utilise le Théorème du point �xe.

Pour T > 0, on dé�nit le sous-ensemble convexe fermé XT de YT par

XT=
�
(';  ; 't;  t)2 Y T telles que (' (0) ;  (0))= (u0 (0) ; v0 (0)) ; ('t (0) ;  t (0))= (u1; v1)

	
:

On note par

BR (XT )=
�
x =(';  )2 XT ; k(';  )kYT � R

	
:

D�autre part, le Lemme 2.1.1 implique que pour tout y =(u; v)2 XT , on peut

dé�nir l�unique solution, correspondante à x =(';  ), de (2.1.5) par x =(';  )= � (y).

Notre objectif maintenant est de montrer que pour un T > 0 convenable, �

est une application contractante.

1) Montrons que � (BR (XT )) � BR (XT )

Soient y 2 BR (XT ) et x = �(y). Alors pour tout t 2 [0; T ]; on a�
k'tk

2
2+ krg'k22+ k tk

2
2;�1

+


(rg )�



2
2;�1

�
+2�

Z t

0

krg' (s)k22 ds

+2

Z t

0

k t (s)k
m
m;�1

ds = ku1k22+ ku0k
2
2+ kv1k

2
2;�1

+


(rgv0)�



2
2;�1

(2.1.54)

+2

Z t

0

Z
�1

jv (�)jp�2 v (�) t (�) dxd� :

D�après l�inégalité de Hölder, on peut majorer le dernier terme du membre

de droite de l�inégalité (2.1.54) de la manière suivanteZ t

0

Z
�1

jv (�)jp�2 v (�) t (�) dxd� �
Z t

0

kv (�)kp�22N=(N�2);�1 k t (�)k2N=(3N�Np+2(p�1));�1 d� ;

et puisque p � 2N
N�2 , on a

2N

(3N �Np+ 2 (p� 1))�
2N

N � 2 :
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Donc, d�après les inégalités de Young et de Sobolev, on obtient 8� > 0;9C (�) >
0, telle que

8t 2 (0; T ) ;
Z t

0

Z
�1

jv (�)jp�2 v (�) t (�) d� � C (�) tR2(p�1)+�

Z t

0

krg't (�)k
2
2 d� : (2.1.55)

En substituant l�équation (2.1.55) dans l�inégalité (2.1.54) on obtient�
k'tk

2
2+ krg'k22+ k tk

2
2;�1

+


(rg )�



2
2;�1

�
+2�

Z t

0

krg' (s)k22 ds

+2

Z t

0

k t (s)k
m
m;�1

ds �1
2
R2+C (�) tR2(p�1)+�

Z t

0

krg't (�)k
2
2 d� :

Maintenant, en choisissant � assez petit a�n de majorer le dernier terme du

membre de gauche de l�inégalité (2.1.54) on trouve

kxk2YT �
1

2
R2+CTR2(p�1):

Ainsi, pour T su¢ samment petit, on a kxkYT � R et cela montre que

x 2 BR (XT ) :

2) Montrons que � est une contraction

Pour cela, on pose

U = v � �v

et �
V 1

V 2

�
=

�
'� �'
 � � 

�
;

où

(';  )= � (u; v) ;

et �
�'; � 

�
= �(�u; �v) ;

sont les solutions du problème (2.1.5) correspondantes respectivement à (u; v)

et (';  ). Par conséquent, on a8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

V 1
tt� div (ArV

1)� � div (ArV 1
t ) = 0; x 2 
; t > 0;

V (x; t)= 0; x 2 �0; t > 0;
V 2
tt (x; t)= �@V 1

@�A
��@V

1
t

@�A
+div� (Ar�V

2)�
r
�
j tj

m�2  t (x; t)�
��� t��m�2 � t (x; t)�+ jvjp�2 v� j�vjp�2 �v; x 2 �1; t > 0;�

V 1(x;0)
V 2(x;0)

�
=
�
0
0

�
;
�V 1t (x;0)
V 2t (x;0)

�
=
�
0
0

�
; x 2 
;

: (2.1.56)
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En multipliant la première équation de (2.1.56) par V 1
t et en intégrant sur 
,

on trouveZ



V 1
ttV

1
t dx+

Z



A rV 1rV 1
tdx�

Z
�1

@V 1

@�A
V 1
t d� + �

Z



A rV 1
trV 1

tdx� �

Z
�1

@V 1
t

@�A
V 1
t d� = 0:

(2.1.57)

De même en multipliant la troisième équation de (2.1.56) par V 2
t et en inté-

grant sur �1 il vientZ
�1

V 2
ttV

2
t d� +

Z
�1

@V 1

@�A
V 1
t d� + �

Z
�1

@V 1
t

@�A
V 1
t V

1
t d� +

Z
�1

Ar�V
2V 2

t d�

+r

Z
�1

�
j tj

m�2  t (x; t)�
��� t��m�2 � t (x; t)�V 2

t d� =

Z
�1

jvjp�2 v � j�vjp�2 �v]d�; (2.1.58)

La addition des équations (2.1.57) et (2.1.58) nous donneZ



V 1
ttV

1
t dx+

Z



ArV 1rV 1
tdx+ �

Z



ArV 1
t rV 1

t dx+

Z
�1

[V 2
tt + Ar�V

2

+r
�
j tj

m�2  t (x; t)�
��� t��m�2 � t (x; t)�+ jvjp�2 v� j�vjp�2 �v]d�:

En intégrant sur (0; T ), on obtient

1

2

�

V 1
t (t)



2
2
+


rgV

1 (t)


2
2
+


V 2

t (t)


2
2;�1

+


(rg)� V

2 (t)


2
2;�1

�
+r

Z t

0

Z
�1

�
j tj

m�2  t �
��� t��m�2 � t� � t � � t� d�ds

�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds =

Z t

0

Z
�1

�
jvjp�2 v � j�vjp�2 �v

� �
 t � � t

�
d�ds;8t 2 (0; T ):

Maintenant, en utilisant l�inégalité algébrique (2.1.40), on trouve

1

2

�

V 1
t (t)



2
2
+


rgV

1 (t)


2
2
+


V 2

t (t)


2
2;�1

+


�rgV

2 (t)
�
�



2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds

+c1

Z t

0



V 2
t (s)



m
m;�1

�
Z t

0

Z
�1

�
jvjp�2 v� j�vjp�2 �v

� �
 t�� t

�
dxd� ;8t 2 (0; T ): (2.1.59)

Pour estimer le terme du membre de droite de l�inégalité (2.1.59), on note

que

I (t) :=

Z t

0

Z
�1

�
jvjp�2 v � j�vjp�2 �v

� �
 t � � t

�
dxd� :
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En utilisant l�inégalité algébrique��jvjp�2 v � j�vjp�2 �v�� � cp jv � �vj
�
jvjp�2 � j�vjp�2

�
;

qui est vraie pour toute v; �v 2 R, où cp est une constante positive dépendante

uniquement de p , on trouve que

I (t) � cp

Z T

0

Z
�1

jv � �vj
�
jvjp�2 � j�vjp�2

� ��V 2
t

�� dxd� :
D�après le même argument que celui utilisé par Vitillaro dans [45, eq77], en

choisissant p < r0 < �q , avec

�q

�q � p+ 1
<

r0
r0 � p+ 1

< m:

Soit s > 1 tel que
1

m
+
1

r0
+
1

s
= 1:

En utilisant l�inégalité de Hölder, on obtient

I (t) � cp

Z T

0

�
kv � �vkr0;�1



V 2
t




m;�1

�
:

�Z
�1

�
jvjp�2 � j�vjp�2

�s� 1
s

: (2.1.60)

Par conséquent, l�inégalité algébrique (2.1.24) donne�Z
�1

�
jvjp�2� j�vjp�2

�s� 1
s

� 2s�1
�
kvk(p�2)s(p�2)s;�1

+ k�vk(p�2)s(p�2)s;�1

� 1
s
:

Mais comme

(A+B)� � A� +B�, 8A;B � 0 et 0 < � < 1;

on a �Z
�1

�
jvjp�2� j�vjp�2

�s� 1
s

� 2s�1
�
kvk(p�2)(p�2)s;�1

+ k�vk(p�2)(p�2)s;�1

�
: (2.1.61)

Ensuite, en substituant l�inégalité (2.1.61) dans (2.1.60), alors on obtient

I (t)� cp

Z T

0

�
kv � �vkr0;�1



V 2
t




m;�1

�
:
�
2s�1

�
kvk(p�2)(p�2)s;�1

+ k�vk(p�2)(p�2)s;�1

��
:

D�autre part, en utilisant l�inégalité de Sobolev

V 2
t




m;�1

�


rgV

1
t




2
;
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on obtient l�estimation suivante

I (t)� c2R
p�2
Z T

0

kv � �vkr0;�1


rgV

1
t



2
2
ds:

En appliquant l�inégalité de Hölder par rapport au t, on trouve

I (t)� c2R
p�2T

1
2 kv � �vkL1([0;T ];Lr0 (�1))

�Z T

0



rgV
1
t



2
2

� 1
2

�c2
2
Rp�2T

1
2

�
kv � �vk2L1([0;T ];Lr0 (�1))+

Z T

0



rgV
1
t



2
2

�
: (2.1.62)

En�n, en choisissant T su¢ samment petit a�n d�avoir

��c2
2
Rp�2T

1
2> 0;

et en injectant l�estimation (2.1.62) dans l�estimation (2.1.59), on conclut

que

1

2

�

V 1
t (t)



2
2
+


rgV

1 (t)


2
2
+


V 2

t (t)


2
2;�1

+


�rgV

2 (t)
�
�



2
2;�1

�
+�

Z t

0



rgV
1
t (s)



2
2
ds

+c1

Z t

0



V 2
t (s)



m
m;�1

�c2
2
Rp�2T

1
2 kv � �vk2L1([0;T ];Lr0 (�1)) : (2.1.63)

Comme r0 < �q, en utilisant l�injection

L1
�
[0; T ]; H1

�0
(�1)

�
,!L1 ([0; T ]; Lr0 (�1)) ;

on obtient à partir de (2.1.63)

kV k2YT � c3R
p�2T

1
2 kUk2YT : (2.1.64)

En choisissant T assez petit a�n d�avoir

c3R
p�2T

1
2< 1:

l�estimation (2.1.64) montre que � est une application contractante. Par

conséquent, le Théorème de l�application contractante garantit l�existence et

l�unicité d�un (';  ) véri�ant

(';  )= � (';  ) :

La démonstration du Théorème 2.1.1 est maintenant achevée.
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2.2. Existence globale

2.2 Existence globale

Dé�nition 2.2.1 Soient 2 � p � �q, et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q. Soient (u0; v0) 2

H1
�0
(
) � H1 (�1) et (u1; v1) 2 L2 (
) � L2 (�1), on note par (u; v) la solution de

(1.2.1) et on dé�nit

Tmax=sup
�
T > 0; (u; v)= (u (t) ; v (t)) existe dans [0; T ]

	
:

Comme la solution (u; v) 2 YT ( la solution est "assez régulière "), d�après la
dé�nition de la norme proposée par (2.1.4), on rappelle que si Tmax < 1, on
aura

lim
t�!Tmax

h
krguk2+ kutk2+ kvtk2;�1 +



(rg)� v



2

i
= +1:

Si Tmax <1, on dit que la solution de (1.2.1) explose et que Tmax est le temps
d�explosion.

Si Tmax =1, on dit que la solution de (1.2.1) est globale.

A�n d�étudier l�existence globale de la solution de (1.2.1), et d�après [19],

on dé�nit les fonctions

I; J : H1
�0
(
)�H1 (�)�! R;

par

I (u; v)= krgu (t)k22+


(rg)� u (t)



2
2
�kvt (t)kpp;�1 ;

J (u; v)=
1

2
krgu (t)k22+

1

2



(rg)� v (t)


2
2
�1
p
kv (t)kpp;�1 :

Pour une fonctionnelle donnée (u; v) 2 H1
�0
(
) � H1(�1); quand nous allons

utiliser l�évaluation de la fonction ci-dessus à un moment 0 � t � Tmax; pour

des raisons de simplicité, on écrit

I (t)= krgu (t)k22+


(rg)� v (t)



2
2
�kvt (t)kpp;�1 ; (2.2.1)

J (t)=
1

2
krgu (t)k22+

1

2



(rg)� v (t)


2
2
�1
p
kv (t)kpp;�1 : (2.2.2)

L�énergie associée à la solution (u; v) de (1.2.1) est donnée par

1

2
kutk22+

1

2
krguk22+

1

2
kvtk22;�1 +

1

2



(rg)� v


2
2
�1
p
kvkpp;�1 = �r kvtk

m
m;�1

�� krgutk22
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E (t)= J (t)+
1

2
kut (t)k22+

1

2
kvt (t)k22;�1 ;80 � t � Tmax: (2.2.3)

En multipliant la première équation de (1.2.1) par ut et la troisième équation

de (1.2.1) par vt;, en sommant et en intégrant sur (0; T )�
, on obtient l�identité
de l�énergie suivante

E (t)� E (s) = �
Z t

0

kht (�)k2� d� ;80 � s � t � Tmax; (2.2.4)

où

khk2�= � kvk2q;�+r kuk
2
2 : (2.2.5)

Donc, la fonction E est une fonction décroissante pour la variable t. on dé�nit

d par

d = inf
(u;v)2H1

�0
(
)�H1(�1)=f0g

max J (� (u; v)) : (2.2.6)

On peut maintenant dé�nir ce qu�on appelle la " variété de Nehari" de la

manière suivante

variété de Nehari

N=
�
(u; v)2 H1

�0
(
)�H1 (�1) n f0; 0g ; I (u; v)= (0; 0)

	
:

N se décompose en les deux sous ensembles, non bornés, suivants

N=N+[N�

où

N+=
�
(u; v) 2 H1

�0
(
)�H1 (�1) ; I ((u; v))>0

	
[ f0g ;

et

N� =
�
(u; v) 2 H1

�0
(
)�H1 (�1) ; I ((u; v)) < 0

	
:

Ensemble stable -Ensemble instable

L�ensemble stable W et l�ensemble instable U sont dé�nis respectivement
par

W=
�
(u; v)2 H1

�0
(
)�H1 (�1) ; J ((u; v))� d

	
\N+

et

U=
�
(u; v)2 H1

�0
(
)�H1 (�1) ; J ((u; v))� d

	
\N�
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Il est facile de voir que la constante d est caractérisée par (voir [15] dans le

cadre d�un problème à coe¢ cients constants)

d =min
u2N

J ((u; v)) : (2.2.7)

Comme il a été remarqué par Gazzola et Squassina dans [15] pour un prob-

lème à coe¢ cients constants ), cette caractérisation de d montre que

� = dist (0; N) = min
u2N

krgu (t)k2 =

s
2dp

p� 2 > 0: (2.2.8)

Dans le Lemme 2.2.1, on démontre que si les données initiales (u0; v0) sont

dans l�ensemble N+ et si l�énergie initiale E (0) n�est pas grande (on va préciser

exactement à quel point l�énergie initiale peut être grande), alors (u (t) ; v (t))

appartient à N+, pour tous t 2 [0; T ), où (u (t) ; v (t)) est la solution de (1.2.1)
obtenue d�après le Théorème 2.1.1.

A cet e¤et, on note par C� la meilleure constante dans l�injection de

Poincaré-Sobolev H1
�0
(
) ,! Lp (�1) dé�nie par

C�1� = inf
n
krgu (t)k2 : (u; v) 2 H

1
�0
(
)�H1 (�1) ; kv (t)kp;�1 = 1

o
: (2.2.9)

Exposont critique

Notons l�exposant critique de Sobolev par

�p =

8<: 2N
N�2 ; si N � 3
+1; si N = 1; 2:

:

Notons, que si p < �p l�injection précédente est compacte et la borne inférieure

dans (2.2.9) (ainsi que dans (2.2.6) est atteinte. Dans ce cas, toute solu-

tion du problème stationnaire est un minimum pour (2.2.9) et C� est liée à

l�énergie.Maintenant, pour obtenir la valeur de d, on a

kvkp;�1 � C� krguk2 ;

et

kvkPp;�1 � CP
� krgukp2 ;
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et

kvkpp;�1 � Cp
�

�
krgukp2 +



(rg)� v


p
2;�1

�
:

D�après ces dernière inégalités on trouve

1
p
kvkpp;�1

krgukp2+


(rg)� v



p
2;�

�C
�p
�
p
;

on note par

K0=sup

 
1
p
kvkpp;�1

krgukp2+


(rg)� v



p
2;�1

!
; (2.2.10)

et

f (�)= inf fsup J (� (u; v))g= d:

D�après (2.2.2) et (2.2.10) on trouve

f (�) =
1

2
krg (�u)k22+

1

2



(rg (�))� v


2
2
�1
p
k�vkpp;�1 ;

=
�2

2
krguk22+

�2

2



(rg)� v


2
2
��

p

p
kvkpp;�1 ;

=
�2

2

h
krguk22+



(rg)� v


2
2

i
��

p

p
kvkpp;�1 ;

=
�2

2
��p

"
1
p
kvkpp;�1

krguk22+


(rg)� v



2
2

#
;

=
�2

2
��pK0:

Donc

�� p�p�1K0= 0;

implique

�
�
1� p�p�2K0

�
= 0:

D�où on eu

�1=

�
1

pK0

� 1
p�2

;

et

�21=

�
1

pK0

� 2
p�2

;
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donc

�21=

�
1

pK0

� 2
p�2

= C�2p=p�2� :

On pose maintenant

d =
p� 2
2p

�21:

Donc, d s�exprime par

d =
p� 2
2p

C�2p=p�2� : (2.2.11)

On note aussi que dans le Théorème 2.1.1, on a supposé

p < �p;

où �q est dé�nie par (1.4.1).

Comme

�q < �p;

on peut utiliser la caractérisation de d.

2.2.1 Existence globale

On commence par introduire et démontrer les Lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 On suppose 2 � p � �q; et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q:

Soient (u0; v0) 6=(0; 0), et (u1; v1)2 L2 (
)�L2 (�1), D�autre part, on suppose
que E (0)< d: (u; v) la solution du problème (1.2.1) dans le sens de la dé�nition

(2.1.1). Donc (u (t; :) ; v (t; :)) 2 N+ pour tout t 2[0; Tmax):

Remarque 2.2.1 Notons, que si il existe �t 2 [0; Tmax):Tel que

E (�t)< d et (u (�t) ; v (�t))2 N+: (2.2.12)

(2.2.12) reste vrai. C�est la raison pour laquelle on choisi �t = 0:

Par ailleurs, on peut facilement voir que (2.2.11), et la condition E (0)< d

sont équivalents a l�inégalité
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Cp
�

�
2p

p� 2E (0)
� p�2

2

< 1: (2.2.13)

Cette dernière inégalité sera utilisée dans les preuves ultérieurement.

Preuve : Puisque I (u0; v0) > 0 et par continuité, il existe T� � Tmax telle que

I (u (t; :) ; v (t; :)) � 0;

pour tout t 2 [0; T�).
On a la relation suivante

J (t)=
p� 2
2p

krgu (t)k22+
p� 2
2p



(rg)� v (t)


2
2;�1

+
1

p
I (t) ;8t 2 [0; T �):

On montre facilement que

J (t)�p� 2
2p

krgu (t)k22+
p� 2
2p



(rg)� v (t)


2
2;�1

;8t 2 [0; T �):

on a donc 

(rg)� v (t)


2
2;�1

+ krgu (t)k22�
2p

p� 2J (t) ;8t 2 [0; T �):

A partir de (2.2.2) et (2.2.3), évidemment on a

J (t)� E (t) ;8t 2 [0; T �):

Ensuite, on obtient



(rg)� v (t)


2
2;�1

+ krgu (t)k22�
2p

p� 2E (t) ;8t 2 [0; T �):

Comme E est une fonction décroissante de t, on a



(rg)� v (t)


2
2;�1

+ krgu (t)k22�
2p

p� 2E (0) ;8t 2 [0; T �): (2.2.14)

Finalement

krgu (t)k22�


(rg)� v (t)



2
2;�1

+ krgu (t)k22�
2p

p� 2E (0) ;

et

krgu (t)k22�
2p

p� 2E (0) : (2.2.15)
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D�après la dé�nition de C�, on a

kv (t)kpp;�1 � Cp
� krgu (t)kp2= Cp

� krgu (t)kp�22 krgu (t)k22 ;

et d�après l�inégalité (2.2.3), on déduit que

kv (t)kpp;�1 � Cp
�

�
2p

p� 2E (0)
� p�2

2

krgu (t)k22�

Cp
�

�
2p

p� 2E (0)
� p�2

2 h
krgu (t)k22 +



(rg)� v (t)


2
2;�1

i
;8t 2 [0; T �): (2.2.16)

Maintenant, en utilisant l�inégalité (2.2.13), on obtient

kv (t)kpp;�1 < krgu (t)k22+


(rg)� v (t)



2
2;�1

;8t 2 [0; T �):

Par conséquent

krgu (t)k22+


(rg)� v (t)



2
2;�1

�kv (t)kpp;�1 > 0; 8t 2 [0; T �):

Cela montre que

(u (t; :) ; v (t; :))2N+; 8t 2 [0; T �):

Comme l�énergie décroit, on a l�inégalité suivante

lim
t�!T �

Cp
�

�
2p

p� 2E (t)
� p�2

2

� Cp
�

�
2p

p� 2E (0)
� p�2

2

< 1:

Ainsi, en répétant cette procédure, T� se prolonge à Tmax:

Solution globale

Lemme 2.2.2 On suppose que 2 � p � �q et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q:

Soient (u0; v0) 2 N+, (u0; v0) 6=(0; 0), (u1; v1)2 L2 (
)�L2 (�1) : D�autre part, on
suppose que E (0)< d:

Alors la solution du problème (1.2.1) dans le sens de la dé�nition (2.1.1)

est globale par rapport au temps.
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2.2. Existence globale

Preuve : Comme l�application t�! E (t) est une fonction non croissante

du temps t, en utilisant la relation (2.2.14), on a

E (0)� E (t)=
1

2
kut (t)k22+ kvt (t)k

2
2;�1

+
p� 2
2p

krgu (t)k22+

p� 2
2p



(rg)� v (t)


2
2;�1

+
1

p
kv (t)kpp;�1 ;8t 2 [0; Tmax):

D�après le Lemme 2.2.1, on a

(u (t; :) ; v (t; :))2 N+ pour tout t 2(0; T ]:

Par conséquent

E (0)�1
2
kut (t)k22+

p� 2
2p

krgu (t)k22+
p� 2
2p



(rg)� v (t)


2
2;�1

;8t 2 [0; Tmax): (2.2.17)

D�apres( 2.2.17), 8t 2 [0; Tmax) La norme

kvtk2;�1 + krguk2+ kutk2+


(rg)� v (t)




2;�1

est uniformément bornée par une fonction dépendante uniquement de E (0)

et de p. Alors, d�après la dé�nition 2.2.1, la solution est globale, c�est a dire

Tmax= +1:

Le Lemme suivant est utilisé dans la preuve de notre résultat. Un résultat

similaire (mais pour un autre problème) a été introduit dans [22].

Lemme 2.2.3 Pour chaque solution de (1.2.1), donnée par le Théorème (2.1.1),

seule l�hypothèse suivante est véri�ée

(i) s�il existe un temps �t � 0 tel que

(u (�t) ; v (�t))2 W;

et

E (�t)< d;
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2.2. Existence globale

alors

(u (t) ; v (t))2 W ;

et

E (t)< d; 8t � �t:

(ii) s�il existe un certain �t � 0 tel que

(u (�t) ; v (�t))2 U ;

et

E (�t)< d;

alors

(u (t) ; v (t))2 U ;

et

E (t)< d; 8t � �t;

(iii)

E (t)� d; 8t � 0:

Preuve : Sans perte de généralités, on peut supposer que �t = 0 et dans la

suite, on suppose que (u0; v0) 6= (0; 0) :
a) On va d�abord démontrer (i) du Lemme 2.2.3:

En e¤et en exploitant l�inégalité (2.2.4), on déduit que la fonctionnelle de

l�énergie est une fonction non croissante et par conséquent,

E (t)< d; pour tout t 2 (0; Tmax];

donc (2.2.5) implique que

J (t)< d pour tout t 2 [0; Tmax);

en conbinant ceci avec le Lemme 2.2.1 donne (i) :

b) La démonstration de (ii) du Lemme 2.2.3:

Soit (u0; v0) 2 U telle que
E (0)< d:
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2.2. Existence globale

Alors (2.2.4) implique que

E (t)� E (0)< d; 8t 2[0; Tmax):

En�n, on suppose par contradiction qu�il existe �t 2 [0; Tmax) telle que
�
u
�
t̂
�
; v
�
t̂
��
=2

U et par continuité I
�
u
�
t̂
�
; v
�
t̂
��
=(0; 0) : Cela implique que

�
u
�
t̂
�
; v
�
t̂
��
2 N :

Maintenant, en utilisant (2.2.7), on obtient J
�
u(t̂); v(t̂)

�
� d, cela ne peut

pas être vrai puisque

J (u(t); v(t))< d; pour tout t 2 [0; Tmax);

par conséquence, (ii) est vraie.

c) La démonstration de (iii) du Lemme 2.2.3:

La relation (iii) est toujours vrai si (i) et (ii) sont fausses.

Ceci achève la preuve du Lemme 2.2.3.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution du problème (P)

Dans ce chapitre on considère le problème (1.2.1) pour lequel allons démon-

trer la stabilisation exponentielle de l�énergie associée à la solution de ce

problème.

On a le Théorème suivant

Théorème 3.0.1 On suppose que 2 � p � �q et max
�
2; �q
�q+1�p

�
� m � �q: Soit

(u0; v0) 2 N+ et (u1; v1)2 L2 (
)�L2 (�1). Par ailleurs, supposons que E (0) < d.

Alors, il existe deux constantes positives Ĉ et � indépendantes de T telles

que

0 < E (t)� Ĉe
��t
;8t � 0: (3.0.1)

Notons que (3.0.1) implique qu�il existe des constantes positives k et �

indépendantes de T telles queh
krgu (t)k22+ kut (t)k

2
2 +



(rg)� v (t)


2
2;�1

+ kvt (t)k22;�1
i
� Ke��t;8t � 0:

Preuve : du Théorème 3.0.1 Puisque (u0; v0) 2 N+ et E (0) < d, d�après le

Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.2, on a

(u (t) ;v (t))2 N+ pour tout t � 0:
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3. Comportement asymptotique de la solution du problème (P)

On montre dans une première étape que

0 < E (t) ;8t � 0:

La preuve de l�autre inégalité repose sur la construction d�une fonctionnelle

de Liapounov en e¤ectuant une modi�cation appropriée de l�énergie. Pour

cela, et pour tout " > 0, qui sera choisi plus tard, on dé�nit pour (u; v) 2 N+,

la fonctionnelle L (t) par

L (t)= E(t) + "

Z



utudx+ "

Z
�1

vvtd�+
"�

2
krguk22 ; 8t � 0: (3.0.2)

Equivalence entre L (t) et E(t)

on a, pour tous t � 0

jL (t)�E(t)j=
����" Z




utudx+ "

Z
�1

vvtd�+
"�

2
krguk22

���� ; (3.0.3)

Comme on l�a prouvé dans le Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.3 on a

t � 0; I (t)> 0;

et

krguk22+


(rgv)�



2
2;�1

+ kutk22+ kvtk
2
2;�1

est uniformément bornée par une constante dépendante uniquement de E(0)

et de p.

En utilisant les inégalités de Young, de Poincaré, et l�injection de Sobolev,

alors on montre l�existence d�une constante C > 0 telle que����" Z



utudx+ "

Z
�1

vvtd�+
"�

2
krguk22

����� (3.0.4)

����" Z



u2tdx+ "

Z



u2dx+ "

Z
�1

v2d� + "

Z
�1

v2t d�+
"�

2
krguk22

���� =���" kutk22 + " kuk22 + " kvk22;�1 + " kvtk22;�1 +
"�

2
krguk22

���
�
���" kutk22 + " kvtk22;�1 + 2" krguk22 +

"�

2
krguk22

���
�
���" kutk22 + " kvtk22;�1 + 2" krguk22 + "



(rg)� v


2
2;�1

+
"�

2
krguk22

��� � C"E(t);8t � 0:
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3. Comportement asymptotique de la solution du problème (P)

En combinant, (3.0.3) et (2.1.20) on obtient

(1� C")E(t) � L (t)� (1 + C")E(t);8t � 0:

Il est clair que pour " su¢ samment petit, E(t) et L (t) sont équivalents, c�est

à dire que l�on peut trouver deux constantes positives �1 et �2 telles que

�1E(t) � L (t)� �2E(t);8t � 0: (3.0.5)

Décroissance exponentielle de L (t)

En dérivant la fonctionnelle L (t) dé�nie par l�équation (3.0.2) par rap-

port au temps t, en utilisant le problème (1.2.1) et la formule (2.2.4), et en

e¤ectuant plusieurs intégrations par parties, on obtient

dL (t)

dt
=

dE (t)

dt
+
d

dt

�
"

Z



utudx+ "

Z
�1

vvtd�+
"�

2
krguk22

�
(3.0.6)

dL (t)

dt
= �� krgutk22�r kvtk

m
m;�1

+"

Z



uttudx+ "

Z



u2tdx

+"

Z
�1

v2t d� + "

Z
�1

vvttd� + �"

Z



Arurutdx: (3.0.7)

D�après la première équation du problème (1.2.1) on a

"

Z



uttudx = "

Z



div (Aru)udx+ �"

Z



div (Aru)udx

= �"
Z



Arurudx+ "

Z
�1

@u

@�A
vd� � �"

Z



Arutrudx+ �"

Z
�1

@ut
@�A

ud�

= �" krguk22��"
Z



Arutrudx+ "

Z
�1

@u

@�A
ud� + �"

Z
�1

@ut
@�A

ud�;

et d�après la troisième équation du problème (1.2.1) on a aussi

"

Z
�1

vvttd� = "

Z
�1

�
� @u

@�A
�� @ut

@�A

�
vd� + "

Z
�1

Ar�vr�vd� � r"

Z
�1

�
jvtjm�2 vt+ jvjp�2 v

�
vd�:

En substituant les deux égalités précédentes dans (3.0.6), on trouve

dL (t)

dt
= �� krutk22�r kvtk

m
m;�1

�" krguk22��"
Z



Arutrudx+ "

Z
�1

@u

@�A
vd�+

�"

Z
�1

@ut
@�A

vtd� + " kvkpp;�1 +"
Z



u2tdx+ "

Z
�1

v2t dx+ "

Z
�1

�
� @u

@�A
�� @ut

@�A

�
vd�

�"


(rgv)�



2
2;�1

�"r
Z
�1

jvtjm�2 vtvd� + �"

Z



Arurutdx:
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3. Comportement asymptotique de la solution du problème (P)

En�n, une majoration du second membre de l�égalité précédente donne

dL (t)

dt
� �� krgutk22�r kvtk

m
m;�1

+" kutk22+" kvtk
2
2;�1

�" krguk22

�"


(rg)� v (t)



2
2;�1

+" kvkpp;�1 �"r
Z
�1

jvtjm�2 vtvd�: (3.0.8)

Maintenant, pour estimer le dernier terme du membre de droite de (3.0.8),

on utilise l�inégalité de Young, pour tout � > 0; et l�on obtient����Z
�1

jvtjm�2 vtvd�
�������mm kvkmm;�1 +

m� 1
m

�
m

m�1 kvtkmm;�1 : (3.0.9)

L�inégalité des traces implique que

kvkmm;�1 � C krgukm2 ;

où C ici et dans la suite désigne une constante positive générique qui pourrait

changer de ligne en ligne.

Puisque l�inégalité (2.2.15) est vraie, on a

kvkmm;�1 � C

�
2pE (0)

p� 1

�m�2
2

krguk22 : (3.0.10)

En substituant les deux inégalités (3.0.9) et (3.0.10) dans (3.0.8) et en util-

isant (2.2.16), on trouve

dL (t)

dt
� �� krgutk22+r

�
"
m� 1
m

�
m

m�1�1
�
kvtkmm;�1 +" kutk

2
2+" kvtk

2
2;�1

(3.0.11)

�"


(rg)� v (t)



2
2;�1

�" krguk22+

"

 
Cp
�

�
2pE (0)

p� 1

� p�2
2

�1 + Cr�
�m

m

�
2pE (0)

p� 1

�m�2
2

!
krguk22 :

A partir de (2.2.13), on a

Cp
�

�
2pE (0)

p� 1

� p�2
2

� 1 < 0:

Maintenant, on choisit � assez grand de telle sorte que 
Cp
�

�
2pE (0)

p� 1

� p�2
2

� 1 + Cr�
�m

m

�
2pE (0)

p� 1

�m�2
2

!
< 0:
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3. Comportement asymptotique de la solution du problème (P)

une fois � �xé, on �xe " su¢ samment petit de telle sorte que�
"
m� 1
m

�
2

m�2�1
�
< 0:

A partir de (2.2.6), on pout trouver � > 0, que ne dépend que �, tel que

dL (t)

dt
� �� krgutk22 + " kvtk22;�1 + " kutk22 � "� krguk22 � "



(rg)� v


2
2;�1

dL (t)

dt
� �M"E (t)+M"E (t)� � krgutk22 + " kvtk22;�1 + " kutk22 + "� krguk22

+"


(rg)� v



2
2;�1

:

Par conséquent, en utilisant la dé�nition de l�énergie, pour toute constante

M > 0, alors, on obtient

dL (t)

dt
� �M"E (t)+"

�
1+

M

2

�
kutk22�� krgutk22 (3.0.12)

+"

�
M

2
��
�
krguk22+"

�
1+

M

2

�

(rg)� v


2
2;�1

:

En utilisant l�inégalité de Poincaré et l�inégalité des traces

kutk22� C krgutk22 ;

kvtk22;�1 � C krgutk22 ;

et en choisissant de nouveau " assez petit et M � 2�, à partir (3.0.12), on a
dL (t)

dt
� �M"E (t) ;8t � 0: (3.0.13)

D�autre part, d�après (3.0.5), en prenant � =M"=�2, l�inégalité (3.0.13) donne

dL (t)

dt
� ��L (t) ;8t � 0: (3.0.14)

L�intégration de (3.0.14) entre 0 et t donne l�estimation suivante pour la

fonctionnelle L (t)

L (t)� Ce��t;8t � 0:

Décroissance exponentielle de E (t)

En utilisant (3.0.5), on déduit que

E (t)� ~Ce
��t
;8t � 0:

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.0.1.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a prouvé l�existence et l�unicité de la solution de

l�équation des ondes semi linéaire amortie avec des coe¢ cients variables et des

conditions aux limites dynamiques, en utilisant la méthode d�approximation

de Faedo Galerkin couplée avec le Théorème du point �xe, nous avons aussi

obtenu la décroissance exponentielle de l�énergie associée à la solution.

Perspectives

Il serait souhaitable d�étudier

- Le même problème avec des dissipations

1- par des termes mémoires interne et frontière avec des noyaux dé�nis

positifs.

2- avec un terme source non linéaire interne et des noyaux dé�nis positifs.

- D�étudier le problème de Petrovesky avec des coe¢ cients variables, un

terme source non linéaire et des noyaux dé�nis positifs.
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