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Chapitre 1

Introduction

La Théorie du Controle des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) inter-
vient dans différents contextes et de plusieurs maniéres. Les problémes de
controlabilité, d’observabilité et de stabilisation des équations aux dérivées
partielles ont fait I'objet, récemment, de nombreux travaux.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feed-
back); elle consiste donc & garantir la décroissance de I’énergie des solutions
vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probléme de stabilisation auquel on s’intéresse revient
a déterminer le comportement asymptotique de 1’énergie que 'on note E(t)
(c’est la norme des solutions dans 1’espace d’état), a étudier sa limite afin de
déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 'on peut étudier. Le premier
degré consiste & analyser simplement la décroissance de I’énergie des solutions

vers zéro, i.e. :

E(t) — 0, lorsque t — +o0.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide,

c’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e. :

E(t) < Ce™ vt >0,



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

ol C et § sont des constantes positives.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles
la décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial

par exemple

E(t) < t% Vi > 0,

ou C et o sont des constantes positives.

1.1 Note historique sur la notion de stabilisation ex-
ponentielle de I’équation des ondes

Ce chapitre a pour but de rappeler les travaux principaux sur la décrois-
sance exponentielle de ’énergie d’'un systéme gouverné par des équations
aux dérivées partielles (appelé systéme distribué).

Cette notion a pris, sous 'influence des travaux de D.L.Russell (cf. [60])

le nom de stabilisation frontiére ou interne exponentielle.

1.1.1 Stabilisation frontiére d’un exemple modéle

Soit @ un domaine borné de R”, n > 2, dont la frontiére est I' = 9Q est de
classe C2.

On désigne par v le champ unitaire normal & la frontiére I' extérieur a Q,
et par 9, I'opérateur de dérivation dans cette direction.

On appelle stabilisation frontiére de I’équation des ondes dans Q, avec
une condition de Dirichlet homogéne et une condition de Newmann non
homogene considérées respectivement sur I'y et I';, oul (T, ;) est une partition

de T, la donnée d’un opérateur (appelé opérateur de feedback frontiére)

F:VxH—-K



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

ou V, H, K sont des espace de fonctions ou de distributions, tels que 1’énergie

associée a la solution du probleme

(

up—Au =0 dans Q x RT,
u=0 sur I'oxR™,
ou = F(u,u,) sur I'}xR",
u(z,0)=u"  dans Q x RT,

uy (z,0)=u! dans Q x RT,

\

décroisse de maniére exponentielle quand ¢ — +oco, et ceci pour tous ug, u; pris

dans des espaces convenables.

Remarque 1.1.1 Le probléme de stabilisation frontiére consiste a exhiber un

opérateur de feedback frontiére de telle sorte que l’énergie E (t) du systéme
vérifie

E(t) < Cexp(—pt), vt >0,
ot C et B sont des constantes positives 3 est appelé taux de décroissance de
[’énergie.
Définition 1.1.1 On définit aussi la notion d’opérateur de feedback interne

G:VxH—K

(ou V, H, K sont des espaces des fonctions ou de distributions), ensuite on

s’intéresse au comportement asymptotique de [’énergie associée au probléme

[ w—Au=G(u,u,) dans QxR
u=0 sur FoxRY,
Oyu = F (u,u,) sur [ xRT,
u(z,0)=u’ dans QxR

[ w (2,0)=u! dans QxRT,

Remarque 1.1.2 A vrai dire la notion de stabilisation frontiére n’est pas propre
aux conditions de Dirichlet homogéne et Neumann non homogéne, ni méme a
[’équation des ondes; on peut se poser ce genre de probléme pour tout systéme

évolutif, avec conditions aux limites choisies de sorte que le probléme soit bien
POSE.



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

1.1.2 Note historique

On a vu ci-dessus que les problémes de stabilisation exponentielle, que 1'on
peut se poser pour les systémes évolutifs consiste a trouver un opérateur de
feedback frontiére ou interne de sorte que ’énergie du systéme décroisse en
exponentielle. On va rappeler, d’'une maniére breve les différentes phases
qu’a connu la notion de stabilisation exponentielle, sans vraiment rentrer
dans les détails, ou prétendre que cet apercu historique soit exhaustif.

Les travauxde C. S. Morawetz

En 1959, en analysant I'expression explicite de la solution obtenue par
séparation des variables de I’équation des ondes dans un domaine non borné
de R, C. Wilcox (cf. [62]) a réussi & montrer que I’énergie locale décroit de
maniére exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

Sous les hypotheses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S.
Morawetz (cf. [47]) a montré que I’énergie locale décroit comme l'inverse du
temps.

En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips
(cf. [54]) ont prouvé en 1963, que ’énergie locale associée a la solution de
I’équation des ondes dans un domaine de R3, extérieur & un domaine étoilé,
décroit de maniére exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

Les travaux de G.Chen et de J.Lagnese

En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz (cf. [47] et [61]) sur

I’équation des ondes dans un domaine extérieur, D. L. Russell a conjecturé,

en 1974, un phénomeéne analogue pour I’équation des ondes dans un domaine
borné.

Enoncé de la conjecture (cf. [61])

Soit Q un domaine borné de R". S’il existe un point z, € R*, extérieur a
Q tel que le bord de Q, noté I', admette une partition vérifiant la condition

géométrique suivante:
m(z).v(zr)<0, pour tout zoe I'.

ou



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

1- v (z) désigne la normale unitaire extérieure a Q.

2- m(z) =z — zy, pour tout r € R".

3-T'=T,ul'y,[{NT; =o.

Alors il existe deux constantes, C et w positives telles que ’énergie associée
au systeme évolutif

(

U —Au =0 dans QxR",
u =0 sur IyxR™,
a(r)du+u=0 sur xR (1.1.1)
u(z,0) =0 dans Q x R*,
[ ue (2,0) =u' dans Q x RT,

oll a € L* (I'y), et a(x) > ap > 0, Vo € I'y, vérifie I'inégalité suivante
E (t)< Cexp (—wt), vt > 0.

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell cf. [59]) sont parvenus a montrer, sous
les hypotheses de la conjecture de Russel, I'inégalité

By <CEO)

t>0. 1.1.2
<=2 w0 (112

Mais malheureusement, ils n’ont pas réussi & monter que C (E (0)) vérifie

C(E(0)) < k.E(0). (1.1.3)

ol k est une constante qui ne dépend ni de E (0) ni du temps.

Il est intéressant de savoir qu’a partir de (1.1.2) et (1.1.3) on peut déduire la
décroissance exponentielle de E (¢) par une simple application des propriétés
des semi groupes (cf. [54]).

Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell a été obtenu
en 1979 par G. Chen, en partant des hypothéses suivantes:

il existe un point z, € R* tel que

3
=
g

T
=
g
IN

0, pour tout z € T. (1.1.4)

m(z).v(z) > >0, pour tout = € I';y.



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

1- v (x) désigne le champ unitaire normal extérieur a €.

2- m(z) =z — zy, pour tout r € R".

3T =T,uUTly.

Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la technique des mul-
tiplicateurs, utilisées par C. S. Morawetez, W. A. Strauss et J. U. R alston,
dans les domaines extérieurs, G. Chen (cf. [47]) a pu alléger les hypotheéses
(1.1.4), ces résultats ont été améliorés par J. Lagnese (cf; [52]), en 1983, sous
I’hypothése

il existe un champ de vecteur n € (C?(Q))" tel que:

m(z).v(z) <0, pour tout z € I'.
m(z).v(x)>~ >0, pour tout z € I';.

la matrice (% + %) est uniformément définie positive sur Q.
7 7

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani
En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese,
I. Lasicka et R. Triggiani (cf. [53]) ont pu redémontrer les résultats de Chen

et Lagnese pour I’équation des ondes avec une condition de Dirichlet non
homogene sur tout le bord T.

Ils font appel a un opérateur de feedback frontiére donné par :

F (u,u,) = —b(% (Guy), surT.

ou b € L>*(I), et b(z) > by > 0, pour tout = € T, et G est l'inverse de

I’isomorphisme suivant:
(—A): H2 (Q)NH (Q) — L2 (Q).

qu’on note G = (-A)™".

Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cités ci dessus, 'inégalité
E(t) < Cexp(—wt), vt >0,

a été obtenue, a partir d’'une estimation sur [;° E (¢)dt, en utilisant un ré-
sultat du & R. Datko (cf. [48]) et A. Pazy (cf. [58]). Malheureusement, ce



1.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation
des ondes

théoréme prouve 'existence des constantes C' et w sans donner des estima-
tions explicites.

On remarque que lorsque la frontiére est réguliére, la condition (1.1.4)
exige que

[oNl= ¢ (1.1.5)

Donc si Ty # @ , les résultats obtenus par Chen, ou Lagnese, ne peuvent étre
appliques aux domaines ayant un bord connexe.

Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition (1.1.4) de G.

Chen en la remplacant par

m(x).v(x)>0, pour tout z eTI}.

Donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de Chen et Lagnese
aux domaines & bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la

condition aux limite du probléme (1.1.1) sur T'; x R* par
ou=—m.uwu, I'ixRT.

Si I = 09 satisfait a la condition (1.1.5), alors pour tout n > 2, la méthode de
Komornik et Zuazua (cf [51]) donne, d’'une maniére simple des estimations
explicites pour C et w en fonction de la géométrie de Q et x,.

Leur procédé devient inapplicable dans le cas général ot
Lol # o, (1.1.6)

car dans ce cas la régularité des solutions n’est pas suffisante pour justifier
I’application de la méthode des multiplicateurs.

Cependant, la méme année (1987), P. Grisvard est parvenu a montrer
(cf. [49]) que, au moins pour n < 3, l'identité fondamentale, sur laquelle
est basée la technique des multiplicateurs de Komornik et Zuazua, devient
une inégalité qui est suffisante pour mener les calculs & bout et obtenir une
décroissance exponentielle de 1’énergie, avec des estimations explicites pour
C et w.

10



1.2. but du travail

Le cas n > 4, sans ’hypothése (1.1.5) reste ouvert; a moins que 'inégalité
de Grisvard ne puisse étre prouvée dans ce cas; alors le procédé de stabilisa-
tion de Komornik et Zuazua peut étre appliqué avec efficacité.

Les travaux de J. L. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponen-
tielle pour tous les systémes linéaires réversibles exactement controlables.

Son procédé repose essentiellement sur la théorie du controle optimal et
la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode explicite pour
construire I'opérateur de feedback, ni d’estimation sur le taux de décroissance

de I’énergie.

1.2 but du travail

Dans ce mémoire, on étudie la décroissance exponentielle de 'énergie des
solutions lorsque le temps tend vers l'infini de I’équation des ondes semi
linéaire amor avec des coefficients variables et des conditions aux limites
dynamiques.

Ce travail est une généralisation du papier de Gerbi et Said Houari voir
[16] au cas de ’équation des ondes avec des coefficients variables.

En utilisant la variété de Nehari comme méthode de démonstration, la
difficulté principale du probleme considéré est liée aux conditions aux limites
dynamiques définies sur T';.

On considére le probléme suivant:

uy — div(AVu) — adiv(AVu) =0, reQt>0,

u(z,t) =0, x ey t>0,
vy (1) =a 578;‘ — gy“; + divp (AVop) — v " vy (2,8) + 0P 2 v|, zel,t>0, .

u(z,t) =v(x,t) x €N t>0,

\ (u(x,0),v(x,0)) = (up (x),v0 (x)), (ur (2,0) , v (x,0)) = (uq (x) ,v; (x)) x€Qt>0.
(1.2.1)

11



1.2. but du travail

ol (u,v) = (u(z,t),v(z,t)), t >0, € 2, Q est un domaine régulier, borné de
RN, (N >1), 0Q =Ty UTly, mes(Ty) >0, [( NI, =3, A= (a;) est une matrice,
a;; (x) = aj; (x) sont des fonctions de C> (R") dans R", 52— = >, a;; (x) %ui,
v=(v1,vy,..,v,) désigne la dérivée normale unitaire extérieure a Q, v4 = A.v.

m > 2, a, a et r sont des constantes positives, p > 2 et wug,us,vo,v; sont
des fonctions données. Pour des raisons de simplicité, dans ce mémoire, on
consideére le cas ol a = 1.

Les opérateurs différentiels A , Ar sont définis par

Au = —div(AVu),
.AFU = — diVF (AVF’U) .

On suppose que les opérateurs différentiels du deuxieéme ordre A et Ar

vérifient la condition d’ellipticité uniforme

n

(@) &85> A G e eQ0#E=(6,6,..,8)" €RL (1.2.2)

ij=1 ij=1
On suppose aussi que
D ai; (1) 66> 0,8 €R™0#£E =(6,,65,..,€,) €RL. (1.2.3)
ij=1
Donnons maintenant un bref résumé du contenu de ce document.
.le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelques
notions de base d’analyse fonctionnelle.
-Dans le deuxiéme chapitre :on étudie I’existence et 'unicité de la solution
du probleéme (1.2.1) et ce chapitre comporte deux sections
-Dans la premiére section on étudie 'existence et 1'unicité locale de la
solution du probléme (1.2.1), on utilise la méthode de Faedo -Galerkin et le
théoreme de I"application contractante.
-Dans la deuxiéme section on montre que si les données initiales sont dans
le I’ensemble stable, et nous allons alors montrer 'existence globale de la
solution.

-Dans le troisiéme chapitre on étudie la stabilisation exponentielle du prob-
leme (1.2.1).

12



1.3. La topologie faible o (X, X'):

1.2.1 Notions d’analyse fonctionnelle:

Dans ce chapitre, on va rappeler des notions essentielles d’analyse fonction-
nelle nécessaire a la compréhension des énoncés on va aussi démontrer des
problémes qui forment le théme de ce mémoire.

Topologie faible o (X, X')

Soit X un espace de Banach et soit f € X’ (X' 'espace dual de X). On
désigne par ¢, : X — R l'application définie par ¢, (z) = (f,z) Lorsque f

parcourt X’ on obtient une famille (¢;) d’applications de X dans R.

fex’

1.3 La topologie faible o (X, X'):

Définition 1.3.1 La topologie faible o (X, X') sur X est la topologie la mions

fine sur X rendant continues toutes les applications (¢;) fext -

Pour définir cette topologie d’une facon plus précise il suffit de définir une
base de voisinages pour tout élément » € X comme suit:

Etant donné un point » € X on obtient une base de voisinages de » pour
la topologie o (X, X’) en considérant les ensembles de la forme N ¢r L(V}), ot
V; est un voisinage de ¢, (z) dans R. e

(l.e. Vi =]a—¢c,a+¢[ avec a = (f,z)).

Définition 1.3.2 On dit qu’une suite (u,) . de vecteurs d’un espace de Hilbert

neN
X converge faiblement vers u € X, et on note u, — u, Si

lim (v,u,) = (v,u) pour tout v € X.

Remarque 1.3.1 a)-la limite faible quand elle existe est unique.

En effet si (uy,v) = (uy,v) pour tout v e X, on a pour v =u; — uy
llur — U2H2 = (U1 — ug,up —ug) =0

donc u; = uy (On peut prendre v € X, car X est espace de Hilbert, donc
X = X' (Théoréme de Riesz).

13



1.3. La topologie faible o (X, X'):

b)-Si la suite (u,), .y converge versu € X pour la norme (on dit alors qu’elle

converge fortement vers u) alors u, — u. En effet, on a
[(un =, 0)| < Jlun —ull o] -

Ce qui implique que (u, —u,v) — 0 quand, n — oco.

c)—S51 X est de dimension finie alors la convergence faible implique la con-
vergence forte.

1l suffit de considér la base ey, ...,e, et d’observer que (u,e;) = u; pour u €
X ce qui monte que la convergence faible équivaut alors a la convergence

composante par composante, c’est a dire a la convergence forte .

Proposition 1.3.1 Soient X et Z des espaces de Hilbert, (u,),.y C X une suite
qut converge faiblement versu et (X, Z) (opérateur linéaire continue de X dans Z).

Alors la suite (A (uy)),oy converge faiblement vers A (u)

Preuve : En effet, pour tout v € 7, la fonction u — (A (u),v) est linéaire
continue car
[(A (u), o) < [[A]l [l [lu]l, Vu € X, Vv € Z

Il existe donc w € X (w = A* (v)), A* est 'adjoint de A) tel que
(A (u),v)=(u,w) pour tout u e X
On a alors, pour tout v € X
lim (A (up),v) = Im (un, w) = (v, w) = (A (u),v).

n—oo n—oo

Théoréme 1.3.1 S0it (u,), .y une suite bornée dans un espace de Hilbert X.

Alors la suite (u,), . posséde une sous -suite faiblement convergente.

Théoréme 1.3.2 Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert

X est bornée.

14



1.3. La topologie faible o (X, X'):

Corollaire 1.3.1 Sotent (u,),.y une suite qui converge faiblement vers u et

(vn),en UNE Ssuite qui converge fortement vers v. Alors

im (U, v,) = (u,v)

n—oo

Définition 1.3.3 Soit X un espace normé, et soit X' =1(X,R) son dual topologique.

Alors la topologie étoile faible sur X' motée o (X', X) est la topologie initiale
assoctée au systeme (R,0,v¢,),.x ouw 6 désigne la topologie usuelle de R et
Y, : X' — R est définie par i, (1) =1(u). C’est donc la moins fine des topologie

sur X rendant continues toutes les fonctionnelles 1, u € X.

Proposition 1.3.2 Soit (f,), .y une suite de X'. On a
1/ f.— f ( étoile faible ) <= ({fn,z) — (f,x),Vz € X).
2/ St f, — f pour o (X', X) et x, — x fortement dans X, (f.,z) — (f,x).

Remarque 1.3.2 L’espace X' des fonctionnelles linéaires sur un espace X ad-
met deux interprétations:

-Ou bien 1l est considéré comme le dual de l’espace initial X.

-Ou bien X' est considéré comme espace de base et alors on lui associe

son dual X7.

Cela signifie que nous pouvons introduire sur X’ la topologie faible de
deux maniéres différentes:

-Ou bien comme dans 'espace des fonctionnelles, en définissant les voisi-
nages dans X’ a I’aide des sous-ensembles finis de X (topologie étoile faible),

-Ou bien comme dans ’espace de base, & laide de I'espace dual X”. Dans
le cas d’un espace réflexif cela revient, bien sur, au méme.

Si, par contre, I’espace X n’est pas réflexif, ce sont deux topologies dif-
férentes sur X'. Il est évident que la topologie étoile faible de ’espace X' est
moins fine que la topologie faible de X (c’est -a- dire la topologie faible con-
tient au moins des ensembles ouverts que ceux de la topologie faible étoile).

Etant donné un espace normé X, son dual topologique X’ est muni d’une
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1.4. Espaces fonctionnels

structure d’espace normé en posant

12l = sup [I(u)].

[[ull<1

La boule unité de X’(ainsi que toutes les boules fermées ) posséde alors une

propriété remarquable, comme le montre le théoréeme suivant.
Théoréme 1.3.3 Soit X un espace normé, alors la boule unité
B.={le X" |, <1}

de X' est o (X', X)compacte.

1.4 Espaces fonctionnels

1.4.1 Espace L¥ (Q):

On rappelle ici quelques définitions et propriétés élémentaires :

Soit p € R avec 1 < p < oo et Q un ensemble mesurable au sens de Lebesgue
de R™.on définit

LP () = {(classe de fonctions ) f:Q — R: f mesurable et [, |f (z)]"dz < oo} .

On note .
_ el
T le(ﬂf)l a}

Si p = oo, on note L> (Q) l'espace des fonctions mesurables essentiellement

bornées sur

1 (9) = f:Q — R: f mesurable et il existe une constante C
telle que |f (z)| < C p.p sur O '

On note
| fll.o=inf{C >0, |f ()| < C p.p sur Q} =supess|f|.
Q
Notation :
Soit 1 <p < oo; on désigne par p' I'exposant conjugué de p i.e. 1+ =1

16



1.4. Espaces fonctionnels

Inégalité de Holder

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Holder)
Soient f e LP(Q) et g L (Q) avec 1 < p < oo alors fge L' (Q) et

179l @) < 1Al oy 191l L

1l convient de retenir une conséquence trés utile de [inégalité de Holder.

Inégalité de Holder généralisée

Corollaire 1.4.1 (Inégalité de Holder généralisée)

Sovent fi, fo, ..., fr des fonctions telles que f; € [P (Q), 1 <i <k avec

1 1 1 1
-—=— 4+ —+ ...+ —<1
b D1 D2 Pk

Alors le produit f = fi fo...fr appartient a LP (Q) et

1£1l, < Wfilly, - 1 Fell,,

Théoréme 1.4.2 LP (Q) est réflexif pour 1 < p < oo.

Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1 (de Gronwall) Soient g une fonction € L= (0,T), g(t)> 0, p.p. t €
[0,T], a une fonction € L' (0,T), a(t)>0, p. p. t € [0,7].
On suppose t
g(t)§/0 a(s)g(s)ds+p, p.p.t€ [0,T].
Alors t
g(t)< Pexp (/0 a(s)ds) , p-p.te [0,71].

Notions de base sur les distributions:

On appelle support d’une fonction ¢:Q — R le plus petit fermé K,c Q en
dehors duquel la fonction ¢ est nulle presque partout. Une fonction ¢ : Q2 — R

est dite a support compact dans Q si son support est un compact contenu

17



1.4. Espaces fonctionnels

dans Q. On notera par D () ’espace des fonctions ¢ définies et indéfiniment
dérivables sur Q et a support compact contenu dans 9.

On désigne par D () ’espace des restrictions a Q des fonctions de D (R").

La longueur d’'un multi-indice a = (a4, ..., a;, ...,a,) € N* est ’entier noté |«
et défini par: |o| =a; + ... +a; + ... + .

Pour tout multi-indice a = (ay,...,q;, ...,q,) € N*, on définit 'opérateur de
dérivation 9* : D (Q) — D (Q) par:

o — o oY Han ( )_ 8‘04@
PO e )\ o )\ 0ao ) Y T ottt aatn

Proposition 1.4.1 Vp > 1, [’ensemble D (Q) est dense dans L? (Q).

Preuve : Voir Vo-kHAC KHOAN, page 148. m

Convergence dans D ()

Définition 1.4.1 Convergence dans D (1) :

On dit qu’une suite {p,,n € N} C D (Q) converge vers une fonction ¢ € D (Q)
sl existe un compact K contenu dans Q tel que:

i) supp (¢,) C K, Vn €N

i) 0% (p,) converge uniformément vers 0%p,, Yo = (ay, ..., ...,a,) € N".

Espaces des distributions D’ ()

Définition 1.4.2 Espace des distributions D' (Q) :

On appelle espace des distributions sur Q, [’ensemble D' (Q) des applica-
tions linéaires T : D (Q) — R telles que pour toute suite {¢;,n € N} € D (), on
a:

(#5) ;e — ¢ dans D(Q) =T (¢;) — T'(¢) dans R

On notera (T,¢) = T (p) la dualité entre D' (Q) et D(9).
Et on dira, que deux distributions T, et T, sur Q sont égales si elles le sont

en tant qu’application de D (Q) dans R:

(T, ) =(Ty,9),Yo € D(Q)

18



1.4. Espaces fonctionnels

Remarque 1.4.1 Les distributions généralisent la notion de fonction puisque
a toute classe de fonctions f € L2 (Q) on peut associer de facon canonique et

biunivoque une distribution notée T; et définie par:

(T%, o) p).0@ = (T ) 2@ /f x)de Vo € D(Q) et Vf = f p.p sur Q.

On dira qu’une distribution T € D' (Q) appartient a L? (Q) s’il existe une classe
de fonction f € L2 (Q) telle que

(T, o) by = /f r)dr ¥peD(Q) | feL*(Q)

La convergence dans D’ ()

Définition 1.4.3 Convergence dans D' (Q) :
On dit qu’une suite de distributions {T,,n € N} C D'(Q) converge vers T
dans D' (Q) s1
Vo € D(Q): lim [(To, ) = (T, )| =0

Définition 1.4.4 On peut identifier L* () a son dual et comme D () est dense

dans L*(Q), on a les inclusions sutvantes

D(Q) c L*(Q) = (L* () ¢ D' (Q)

Dérivation dans D’ (1)

Définition 1.4.5 Dérivation dans D' (Q) :
Pour toute distribution T € D' (Q), on définit pour tout indice i € {1,...,n}

opérateur de dérivation z-: D' (Q) — D' () par:

Et en général, pour tout multi-indice Vo = (ay,...,q;,...,q,) € N*, on définit

Uopérateur de dérivation 0> : D' (Q) — D' (Q) par: ¢ — (0°T, ) = (—1)* (T, 0%¢)
Vo e D(Q) e

o o ala‘gp
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1.4. Espaces fonctionnels

Continuité dans D’ ()

Définition 1.4.6 Continuité dans D' (Q):
On dit qu’une application linéaire A: D' (Q)— D' (Q) est continue st pour
toute suite de distributions {T,,,n € N} C D’ (Q) l"implication suivante est véri-

fiée:

T, converge dans D' (Q) vers T =A(T,) converge dans D' () wvers A(T).

Proposition 1.4.2 Pour toute distribution T € D' (Q) et pour tout multi-indice

a=(ay,...,q...,a,) € N* Uopérateur de dérivation
9%: D' (Q)— D' (Q)
est continu au sens de la définition précédente et on a

0°T € D' (Q) VT € D' (Q)

Preuve : Voir Vo-kHAC KHOAN, page 183 =

1.4.2 Espace de Sobolev:

On introduit 'espace H™ (2) comme étant ’espace des fonctions v € L?(Q)
dont toutes les dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale & m-prises au
sens des distributions sont dans L* (Q), ou Q est ouvert borné de R”.

Ces espaces jouent un role fondamental dans I’étude des équations aux

dérivées partielles.
Définition 1.4.7 Pour m € N, on définit [’espace de Sobolev d’ordre m € N par:
H™" () ={ue D' (Q);De L*(Q),|a] <m}
o

ol a = (ay,...,q,), oy €NJa] =a1 + ...+ a; + ... + o, €t D* = 07" ...05" ot 0; = 5.

Ty
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On munit H™ (Q) du produit scalaire

et la norme associée a ce produit scalaire

[wll gy = (Z /D“U(I)de) = (Z D“U(iﬂ)gdﬂ?) :
jaf<m 7S

la|<m

On introduit ensuite :
H} () = adhérence de D(Q) dans H' ()
= sous-espace de H* () des fonctions "nulles"” sur T' = 0.

Puisque (par définition) D (Q) est dense dans H} (), on peut identifier le dual
H=1(Q) de HL(Q) a un espace de distributions sur Q :

H™(Q) = (H; (),
Hy ()= L*(Q)— H (Q)— D' (Q).
Les injections précédentes sont continues .
Proposition 1.4.3 1/5i m >m', H™ () est contenu, avec injection continue,

dans H™ (Q).
2/H™(Q) muni du produit scalaire (.,.), est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.4.3 (Formule de Green )
Pour tout w e H* (Q),ve H' (Q) on a

—/divVuvdx:/Vqudm—/@vdx
Q Q r on

ot g—”;est la dérivée normale de v a T dirigée vers l’extérieur.

De facon générale, X étant un espace de Banach, on désigne par L? (0,T; X),

1<p<oo,
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1.4. Espaces fonctionnels

I’espace des classes de fonctions ¢ — f (t) de ]0,7[ — X qui sont mesurables

a valeurs dans X et telles que

T :
( / ||f(af)||pdt) — 1 @l zex < 0

si p = oo, on remplace la norme précédente par

sup ess || f|lx = HfHLOO(O,T;X) < 00.
o<t<T
I’espace normé L7 (0,7T; X) est complet.
On définit L2 (0, T; L? (Q,)) comme étant ’espace des fonctions w € L? (0, T; L* (Q2))

telles que w (z,t) = 0 p.p. dans O\, ol 1 < p < oo, muni de la norme

1
T q
||w||Lq(0,T;LP(Qt)) = </0 Jw (2, x)HqLP(Qt) dxdt)

Sig=o0

W|| 1,00 (0.T:LP = sup ess||w(t,x)|;p .

[wll, (0,757 (1)) 0<t£’T Jw (2, 2)][, ()
On définit de la méme fagon les espaces L7 (0,T; H; (€%)), 1 < p < <.
Remarque 1.4.2 Nous rappelons que st X et Y sont deux espaces de Banach
tels que X — Y (injection continue), alors

LP(0,T;X) — L*(0,7;Y),1 < p < o0,
nous définissons l’exposant critique de Sobolev pour la fonctionnelle trace par
2Vl 8L N >3

N2 _ (1.4.1)
+00 St N =1,2.

]
Il

Inégalité de Young

Lemme 1.4.2 (Inégalité de Young )

Soient 1 < ¢, p < oo, 5 + . =1, alors
a? bl

ab< —+ —, (a, b) >0,
p q

on a aussi
Va, b>0, >0, ab<ea®+ C ()%, C(c) = (ep) v ¢,

appelée inégalité de Young avec e
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1.4. Espaces fonctionnels

L’injection de sobolev

Théoréme 1.4.4 (L’injection de Sobolev)
On suppose que Q ouvert borné. Alors il existe une constante strictement

positive C (dépendant de Q) telle que

lullyr < CIVully, Yu € Hy ().
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du

probléme (P)

2.1 Existence locale

Dans ce chapitre, nous allons montrer 'existence et 1'unicité locale de la
solution du probléme (1.2.1). Nous allons aussi adapter les idées utilisées
par Georgiev et Todorova de [17] dans le cas du probléme a coefficients
constants, qui consistent & construire des approximations de Faedo-Galerkin
afin d’utiliser le théoréme de ’application contractante. Cette méthode nous
permet de réduire les restrictions sur les données initiales. Par conséquent, le
méme résultat peut étre établit en utilisant la méthode d’approximation de
Faedo-Galerkin couplée avec la méthode du puits du potentiel [7]. A cause
de la présence de ’amortissement linéaire fort —div(A Vu,) et les conditions
aux limites dynamiques sur I';, on ne peut pas utiliser directement le résultat
d’existence de Todorova de [17], ni le résultat de Vitillaro [44, 45] .
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2.1. Existence locale

Dans ce mémoire on consideére les équations suivantes:

uy — div(AVu) — adiv(AVu) =0, x e t>0,

u(z,t) =0, xz €Dy, t>0,
vy (1) =a 578/1: — gﬁ + divp (AVop) — v " v (2,8) + o/ 2v|, zel,t>0, .

u(z,t) =v(z,t) x €N t>0,

| (u(z,0), v (2,0)) = (uo (), v0 () , (ur (2,0), v (2,0)) = (ur (x) , 0 (2)) x€Q,t>0,
(2.1.1)

ou (u,v) = (u(x,t),v(x,t)), t >0, x € Q, Q est un domaine régulier, borné de
RN, (N >1), 0Q =Ty UTy, mes(Ty) >0, [ NI =@, A= (a;) est une matrice,
a;; (x) = a; () sont des fonctions de C> (R") dans R", ;2= = Y7, a;; (x) (%Ljyi,
v = (v1,va,...,vn)", désigne la dérivée normale unitaire extérieure a Q, et v4 =
Av.

m > 2, a, a et r sont des constantes positives, p > 2 et ug, vy, uy, v; sont
des fonctions données. Pour des raisons de simplicité, dans ce mémoire, on
considere le cas ol a = 1.

Les opérateurs différentiels A , Ar sont définis par

Au = —div(AVu),
Arv = —divp (AVro).

On suppose que les opérateurs différentiels du deuxiéme ordre A et Ay véri-

fient la condition d’ellipticité uniforme

n

D ay (@) &> A G reQ0£E=(6.6,..8) €RL (2.1.2)

1,j=1 3,j=1

On suppose aussi que

n

D a; (1) 66> 0,3 €R"0#£E = (6,6, ..,,) €RL. (2.1.3)

ij=1
On consideére les espaces
V = H} (Q) x L™(T)),

Z = {(u,v) € Hy () x H'(T) 1 u/p, = v},
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2.1. Existence locale

ou
Hi, ={ue H (Q):u/p, =0}

et
H =L*(Q) x L*(T)).

munis des normes suivantes

2 2 2
[(w)llg = lulze@) + [0l

2 2 2
l(wo)llz = lullgz@) + 0l ey

Z et H sont des espace de Hilbert et Z est dense dans H et injection continue.

L’énergie associée au probléme (1.2.1) est définie par
1
Et) =5 [HUtHg + llvellgp, + 1Vgully + 1(Vo)r, U||;F1] : (2.1.4)

Ainsi, on a le théoréme d’existence locale suivant.

Théoréme 2.1.1 Soient 2 < p < g et max (2 g ) <m<q

PqH+1-p

Alors, étant donné (ug,vy) € Hy (Q) x H'(T)) et (ur,v;) € L*(Q) x L*(T,), il ex-
iste T >0 et une unique solution (u,v) du probléme (1.2.1) dans (0,T) telle

que

(w,0) € C([0,T], Hp, (Q) x H'(T})) nC* ([0, 7], L*(2) x LA(T))) ,
(w,v,) € L*([0,T];HE, () x H'(IY)),
v € L™ ([0>T] 7F1) :
Nous allons démontrer ce Théoréme en utilisant I’approximation de Faedo-
Galerkin et le Théoréeme de 'application contractante. Pour définir la fonc-

tion pour laquelle il existe un point fixe, nous allons examiner d’abord un

probléme connexe.
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Pour v € C ([0, T], HY(T';)) NC* ([0, 7], L*(T)) donné, on considére le probléme

sulvant
( ou — div(A V) — adiv(A Vg,) =0, x €N t>0,
o (z,t)=0 x eyt >0,
Y (0,8) = |- 22 — a gt + divr (AVry) peTits0
—r |wt]m72 Y, (z,t) + |v\p72 v]
@ (2,t) =9 (2,1), FeQt>0,
| (0(2,0),9(2,0)) = (uo (x) ,v0 (), (¢, (2,0) ;¢ (2,0)) = (w1 (2) , 01 (), @ € Q(,t > f;,
2.1.5

7 q+1-p
HE (Q) x HY(T,) et (ur,v,) € L*(Q) x L*(T,), il existe T > 0 et une unique solution

(p,¢) du probléeme (2.1.5) dans (0,T) telle que

Lemme 2.1.1 Soient 2 < p < ¢ et max (2 L) <m < q. Ftant donnée (ug,v,) €

(@aw) e C ([O,T],H%O(Q) X H1<F1)) N Cl ([O’T]>L2<Q) X L2<F1)) )
(¢t7¢t) € L2(07T; H%‘O(Q) X Hl(rl))7
W, € L™((0,T)xTy).

De plus la solution vérifie ['identité de l’énergie

1 2 2 2 2 T ’ 2
5 [l + 1V, + e, +1(To)eole, | +o [ IVge (I3 dr+
0

T T
, / e (P, dr= / o (7720 (7) b, (7) dodr,
0 s I
pour 0 <s<t<T.

Pour démontrer ce Lemme, on étudie d’abord: pour T > 0et f € H'(0,T, L*(T';))

le probléme suivant

(

on — div(A V) — adiv(A Ve,) =0, reNt>0,

o (x,t) =0, x €y, t >0,

Uy (z,t) = _%_a%—i_divr e :| rely,t>0,
Py (2 t) + f (2,1)

p(z,t) =9 (2,1), zeTl,t>0,

[ (¢ (2,0), ¢ (2,0)) = (uo () ,vo (x)) , (&, (2,0) ;4 (2,0)) = (ua (x) , 01 (x)), =€ Qa( |

2.1.6
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Comme ’a fait Doronin et al [13] dans le cadre d’un probléme & coefficients
constants, il faut préciser exactement a quel type de solution du probléme
(2.1.6) on s’attend.

Définition 2.1.1 Une fonction (p,v) telle que
(p.v) € L™ (0,T;Hp(Q) x H'(T))),
(e ¥y) € L*0,T;Hy (Q) x H'(T))),
¢, € L™((0,T)xTy),
(prh) € L=(0.T; Hp () x H(T)),
¢, € L™ ((0,T)xL*(Iy)),
($us ) € L¥(0,T5L*(RQ)) x L=(0,T; L* (1) ,

(o (2,0),¢(2,0)) = (uo(x),vo(x)),
(0 (2,0),9; (2,0)) = (ur (2), v, (x)),
est une solution généralisée du probléeme (2.1.6), si pour toute fonction w = (w', w?)
€ (HE (Q) x H'(T))), avec w?e L™ (T1) , (€ C*(0,T) et ¢((T)=0, on a l'identité

suvante

/0 L) ar = / [ ()00 () + (A¥4 (1), V! (1)) +a (AVeg, (1), Vot ()] € (0)
+ /0 e / 1 (W (8),w0? (1)) = (r [ ™ 2 4y (1), w? (1)) ] ditdo
v/ e [ (v (49 (00?0 v

Lemme 2.1.2 Soient 2 < p < G et max (2,(%‘{_1)) <m < q. Soient (ug,v,) € H* (Q) x H*(T',)NV,
(u1,vy) € H (Q) xH" (1) et fe H' (0,T;L%(T1)), alors pour tout T >0, il existe
une unique solution généralisée (p,v) (dans le sens de la définition (2.1.1)),

du probléme (2.1.6).

2.1.1 Démonstration du lemme 2.1.2

Pour démontrer le Lemme ci-dessus, on va utiliser la méthode de Faedo-

Galerkin, qui consiste a construire des approximations de la solution. On
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obtient ensuite des estimations & priori nécessaires pour garantir la conver-
gence de ces approximations. Pour éviter les difficultés rencontrées pour
estimer (o, (0),%,, (0)) dans 'espace L?(Q) x L? (T';) et suivant les méthodes de
Doronin et Larkin dans [12] et Cavalcanti et al [8], on fait un changement de
fonctions, en posant
o (t,x !
(Bien) () ~rem mee pen = (G )= T nia)

Les changements effectués nous permettent d’obtenir

P (t, CIZ) = pu(tz),
div (AVy) = div (4 V) +div (A V'),
div (AVy,) = div(A V@,) +div (4 Vg,),

= SR ) o)
P00 _ (o)
(wégg) _ (g>

(0, 2) 0

Par conséquent, on a le probléme suivant avec I'inconnue (@ (t,z), 1 (t,a;)) et

des conditions initiales nulles

Pu—div (A V@) — adiv (A V,) =div (A V¢') +adiv (A Ve¢,), z€Q,t>0,
@ (z,t)=0, 2 €To,t >0
Co(ptet) (sat+¢t) div ( Ay
{Ptt(fc»t): 8V:4 . i IV( : F<¢+¢>> , vel',t>0,
—r|(@o+ )| (wt (5,8) + 63 (1)) + f (&)
(:z:t):{p( t) z €T, t>0,
| o) =)o) =0)- reQ,

(2.1.7)

Remarque 2.1.1 I] est bien évident que st <¢ (t,z), 1 (t,x)) est une solution du
probléme (2.1.7) sur [0,T], alors (p,v) est une solution du probléme (2.1.6)
sur [0, T). Donc l’écriture du probléme en fonction de (¢,v) montre exactement
les régularités nécessaires sur les conditions initiales (uy,v,) et (ug,v,) pour

assurer l’existence.
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Maintenant, on va construire des approximations de la solution du prob-
leme (@n, @an> par la méthode de Faedo- Galerkin de la maniéere suivante

Pour chaque n > 0, soit W, = span {w}, ..., w; } x{w}, ..., w2}, ot {w} (z),w? (x)}ISan
est une base de ’espace V En utilisant le processus d’orthogonalisation de
Grahm -Schmidt, on peut prendre, w' = {wi,...,w'}, w? = {w?, ..., w?}, comme
orthonormée dans L? () x L? ().

On définit les approximations

(gbn(t,x),fbn(t,x)):(Zg}n(t w! (z Zg]n A ) (2.1.8)

ol (cpn, an) sont des solutions pour le probléme de Cauchy en dimension finie
(écrite sous forme normale puisque w = (w',w?) est une base orthonormée
dans L? (Q) x L?(T';). en multipliant la premiere équation de (2.1.7) par w; et

en intégrant par parties sur 2 , on obtient

/Q@n)tt whdz + / AV (@, +¢') Vwjdr + a/QA V ((®,), + &) Vw)dzx

~ 1 ~ 1
_/ 0(p+¢ )wl.do—a/ Mwldg —0. (2.1.9)
Iy Iy

(9144 J 81/A J
De méme en multipliant la troisieme équation de (2.1.7) par w? et en intégrant

par parties sur I';, on obtient
~ . m—2 ;. 0 (& 1 0 (& 1
/ ((wn) +r | (De+07) (¢@+¢%)>'w?da+l/)-—@iiféluﬁd0+«wj/ WEi) i
Iy 2 I Iy

oV 4 v 4
/F AV (1/} +¢>) Vwldo= / fuwldo. (2.1.10)

Maintenant, en combinant (2.1.9) et (2.1.10), il vient alors

/@(»wﬁm+/AV@MWﬂV@M+a/AV«%L%@V@m+
Q Q

[ (@aw), o] (s @) (1 62) ) utao-

/AVF U, + ¢ Vw2da—/ fwido. (2.1.11)
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95, (0) = (g0, (0) =0,j=1,...,n,
72, (0) = (¢,(0) =0,j=1,...,n,

d’apres le Théoréme de Carathéodory, voir [10], le probléme (2.1.7) admet
une solution (gj, (t), g2, (t))j=1n € H*(0,t,) x H?(0,t,) définie sur [0,¢,). On a
besoin maintenant de montrer que:

1- Premiérement que pour tous n € N, ¢, = T.

2- Deuxiémement, que ces approximations convergent vers la solution du
probléeme (2.1.7).

Pour cela, nous avons besoin de deux estimations a priori. La premiére
estimation & priori pour démontrer le premier point et la deuxiéme estimation
a priori pour démontrer le second point. La présence du terme non linéaire
lve[”~* v, nous oblige & tirer une seconde estimation & priori pour passer a la
limite dans le terme non linéaire. En effet, I'outil clé dans notre preuve est le

Lemme d’Aubin-Lions qui utilise la compacité de I’inclusion Hz (T'y) < L2 (I';).

2.1.2 Premiére estimation a priori

En multipliant 'équation (2.1.9) par (g},)’ , on trouve

/Q (@0 () (g1 (0)) whd + /Q AV, (g, () Vwlde + /Q AV (g1, (1)) Vawldat

o / AV (2,), (g5, (1) Vwlds + o / AV (g}, (1) Vwido+ (2.1.12)
Q Q
o(p+o" / O (p,+ob; /
— /Fl (QOTA) (g (1)) wjdo — 04/Fl % (gjn () wjdo = 0.

En multipliant 1’équation (2.1.10) par (¢2,)" , on obtient

/Fl ((zlzn 1) +r|(d+07)

O‘/rl 0 (p,+¢;) (o2

9 gjn)/w?daqL/F AVFTZJ (gfn (t))lva?da—i-

—y , d(p+ o' /
(o)) oy wtaos [ PO (Y uao

81/A

/F AVré (g3, (1)) Viwldo = / ft.2) (g3, (1) wido. (2.1.13)

'y
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En sommant les équations (2.1.12) et (2.1.13) , il vient

/ (B0 () (g4 (1)) whde + / AVG, (g (1) Vulds + / AV (gl (1) Vuldet
Q Q Q
oz/ AV (2,): (9 (t))/Vw;d:U + a/ AV, (95, (t))Iijl-dahL
Q Q

/r1 <(&" (t>>tt T ‘ ({bt * (bf) " ({ﬂt + d)?)) (95, (t))/w?da
+ /F AV (g3, (1) Viwldo + /F AV (g2, (1)) Viw?do = / £ (t.2) (g2 (1) wdo.

1

En faisant la somme par rapport & j, on obtient

n n

/Q (@0 )y > (9 (1)) wida+ /Q AVE,Y (g), (1) Vw)dr+ / A V¢! Z g, () Vwlda+

j=1 j=1

n n

a/ AV (¢,), Z (g]ln (t)),Vw}dx + a/ A Vo, Z (gjln (t)), ijl-dx—f—
Q =1 Q j=1

n

., (40), S o o+ () X )

/ Avmz 92, (1)) Vrwido+ / AVpgbZ g2, (1)) Vrwido = / ft2) S (62, () wido.
7j=1

On trouve, donc

(@)

/Q (B () (B (1), di + / AV, 5y (1), dz + / AV (3, (1), drt

o [ AT @) GO dr+a [ A0y 0),dot

/1“1 <{p” (t)>tt <1~ﬂn (t))t dotr r

+ /F AVrg? (i, (1)) do+ /F AVed? (0, (1)) do = [ £(t.2) (5, 1)) do

En intégrant entre 0 et ¢ et en intégrant par parties, on obtient pour chaque

(B4 ) (9, 0) do

(@ +07)|"

n>1,

3 (16 O+ 19, 6, G + 1B O)lEr, + [(@edn 0] ] +a [ 19206 o
ta /0 t /Q AVGIV (3, (5)), d + /O t /ﬂ AVS'V (5, (5)), do + /0 t /F VeV (,(9)),do
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/Ot /F w" ), +r|(or )"

On a

(szt + Cb?)) <{D">t dods = /t f(t,z) (17)” (S)>t dods.
n (2.1.14)

t

/0 | /F 1 AVr¢™Vr ({bn (s))tdads= /0 t /F 1 AV Vi, (s) dods— /F 1 AVr$*Vrd, (s)| d

g.

Ce qui donne

/Ot /F1 AVr¢®Vr ({bn (S))t dods = /Ot /F1 AV @2V, (s) dods — /F1 AVP* Vi, () do

On a aussi

//va )dads_/ /Angthon( )dads—/AngV ) do.

Ce qui donne

//va dads—//AVd)thpn()dods—/AVd)Vgon()d.

En utilisant I'inégalité de Young, il existe &, > 0 tel que

/ AVr@*Vrad, (s)do < 6, |[(Vy)p ¥y, zF ds+% 1(Vo)r ¢2H§,r1 ds, (2.1.15)
I L1 1
/ ANV, ()da<51/ (Vo)p ¥n ds+—/ (Vv ¢tH2ds (2.1.16)
I
/ /Angt dmds<51/ ||Vgg0m||2d$+46 / V4 gbt||2ds (2.1.17)
/ /Avgzsgwn () dxds 351/ ||vg¢on||2ds+—/ vagthst (2.1.18)
0 Q 0

[ AV, (5)duds < 5197l ds + 55 V6 s
Q

D’apres I'inégalité de Young, on obtient

/Ot . f (1) (fbn (5>)tdads < C/Ot /F (f2 + )(fpn)t (3)‘2) dods. (2.1.19)

Le dernier terme du membre gauche de I’équation (2.1.14) peut étre réecrit

(), ) () o= [ ]((
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" ((3) + ) gidods,

//\ B) +63)

L’application de I'inégalité de Young donne, pour 4, > 0 ,

)" ((5), + ety dtamas| < [ |((3), 4 )| dmass

N m
mT(;Q /" ”// |62|™ dods. (2.1.20)
0 I

Par conséquent, en substituant les inégalités (2.1.15)-(2.1.20) dans ’équation

n +¢t

(2.1.14) et en choisissant §; et §, assez petit, on obtient

1 ) 1 )
51w @2+ (5 1) 19 2a O + 5 10 D, + (5 +1) 170 2l |
¢ 2 ! 2 2 i 2
+a/0 IV,5, (3)||2ds+/0 {51||vg(§0n(s))t||2+51 IV, @n(s)||2+51H(vg)rwn(s)H“J ds
1 [ 1 1
+—/WM%%m;WM% /n ¢mn gﬂWﬁwm
45 H (thzr //‘ n +¢t n +¢t dO’dS+
—5 m/(m= 1// EAs dads<0// (f2+‘ >dads
Donc
1, 01 . 1/~ 2 01 2
S+ (2 1) 1%, i+ 5 (3) 1, + (B +1) ool |+

/Ww%lmw</wwv<<mmwm%@mM+

- 2 - 2 1 t
|V )+ (), ] dstgs [ IV otlfas
1 1/t
+5ﬂ%¢ﬁjy/W%%ﬁ&H MH e,
Y dod " dod
+/O /F ((wn)tmt o n +¢t ods+

o P m
B ymi/m ”// 67| dads+0//f2dads.
m
0 Fl 0 1_‘1
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En appliquant le Lemme 2.2.1 (de Gronwall), (pour 6, assez petit) , on déduit

2

~ 2 ~ 2 5
@, @13+ 1962, @13+ [ (9), 0+ | da @, <o
ou Cr est une constante positive indépendante de n.
On déduit aussi
1 . ~ 2
3 |10 O+ 19,5, 13+ H(w N ARG
+a/ V@, (s H2 ds+r < + ¢t " dodt < Cr, (2.1.21)

D’autre part, 'estimation (2.1.21) nous donne, t,=T,Vn € N, c’est a dire que
(@n,{pn) _ bornée dans L= (0,T; H}, () < H!(T)). (2.1.22)

ne
((Zn)y),en bOrnée dans L (0,7; L% () (2.1.23)

(@) (U bornée dans L? (0, T; Hy, (Q) x H(T}))
t/ neN

(({ﬁn) > bornée dans L= (0,T;L* (1))
t/ neN
Maintenant, en utilisant I'inégalité algébrique suivante (voire [16])
(A+ B <221 (A +BY, A, B>0, A> 1, (2.1.24)
on peut trouver des constantes positives c¢;, ¢, > 0, telles que

/Ot/rl (( ) " dodt > ¢ /Ot/Pl ’(¢n>t‘mdads—cg/ot/rl 07| dods. (2.1.25)

D’aprés I'injection de H? (Q) — L™ (I';) (2 < m < ), on conclut que v; € L™ (T'y).

0a), + 07

Par conséquent, & partir des inégalités (2.1.21) et (2.1.25), il existe une con-

A

<<@~Dn> )neN est bornée dans L™ ((0,T) xI'y). (2.1.26)

stante C7. > 0 telle que

)t " dods < Oy,

ce qui donne
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2.1.3 Seconde estimation a priori

Afin d’obtenir une seconde estimation & priori, nous allons d’abord estimer
les quantités |(, (0)),|5 et H ((pn (0)> . Pour cela, en posant w! = (¢, (0)),,
wller,

et t = 0 dans I’équation (2.1.9), on obtient

| @) G Ot [ AT (74 6) V(50 O)drra [ AV (@4 0) ¥ (5 0y

Q

[ 2 g oo v [ PPN G 0 aom0 o)

aVA a0 aVA

En posant aussi w} = (z]zn (0)> et t = 0 dans ’équation (2.1.10), on obtient

tt

/ M@n (0)>ttda+a/ O (@), +91) (4. ), do

Ov 4 1 E
/Fl (@Ln)tt (. (0))tt do + /F r ] (0 +0?) ‘7“ (%0 +0?) (P (0))tt do.
/p AVr @” i ¢2> Vr @n (0)>tt do = /F f(0,1) (fbn (0)>tt do. (2.1.28)

Maintenant, en sommant les équations (2.1.27) et (2.1.28), on trouve

/Q (@5 (0))41 (20 (0)) dﬂﬁL/Q AV (@ +0") V (2, (0)), dota /Q AV ((80), +61) V (2, (0), dz+

/Fl (¢) (9.(0)) do+ / E (3 + a?)

[ ave (b4 ) e (5,0) o = [ 0.0 (3,0) o

En intégrant par parties on obtient ’équation suivante

0+ ) (3.0) do

2

(@0 (O)ll3 + | (9 ()

+ [ AV (5, O)ydn 0 [ AV (5, (0)dr+
Q Q

ttll2,1ry

16O (3,0)) dots [ 45:65 (3,0) dr= [ 70,0 (5.(0), i
. I h (2.1.29)

Puisque les égalités suivantes sont vérifiées
(oton) = () () - )
¢* (0) v/ \¢; v /)’
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(2), 2,

tt OV 4

/QA Vﬁbi (0) \ (@n (0))tt = —/Qdiv (A V(b% <O>) (@n (0))tt +/

I
Comme f € H'(0,T;L? (1)) et (ug,u,) € H*(Q) xHY(T,), d’aprés 'inégalité de
Young et 'injection de H? (Q) — L™ (I';), on déduit I'existence d’une constante

C > 0 indépendante de n, telle que

1@, oDl + | (2.@) | <c (2.1.30)

ttll2, 1y
En dérivant ’équation (2.1.9) par rapport a t, on obtient

d ~ d - d .
— [ (@, (), widz + — AV (&n + ¢') Vwide + a— / AV ((2,), + ¢;) Vwjda+
a o ai at Jq

d 8(¢n+¢) y _ag/ 9 ((@0): + 61)
0

T ———w;do
dt I8 aVA J dt T VA

En dérivant ’équation (2.1.10) par rapport a ¢, il vient

[ um) e v [ {((52), 1) ((5), + o) wido-

d [ 0(p,+0") | d [ 92, +9) ,
E T d0+06dt/ ayA U)jd0'+
d
dt

wjdo = 0. (2.1.31)

AV (w +o )prQdU—/ fi (1) zp (s ))ttda. (2.1.32)

En multipliant les égalités (2.1.31) et (2.1.32) par ( (0 )" (s3n (t))")
respectivement on obtient

d

RO O 1) widr + & /Q AV (2, +6) (3 (1) Vwldat

d

0 AT (@) (5 0) Tubde+ 5 [ (0,0), (55, 0)) " uido

+% . (r (@">t+¢?> -2 (@n)t+¢§>) (95 (t))' wido—

A Vr <¢ +o ) (g;n (t))” Vrwido = % f(t ) (gjn (t))H w} (s)do.

d
dt

En sommant par rapport a j, on déduit

I

o E @) ]

1d

ot (19, G L+ 16 @0l + | (3,0),
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+ [ ATV G )dr o [ 19,G 0L+ [ AT (9,0), do

7’(m—l)/rl ((%)ﬁ@z) TH((} +¢tt ~n (do= /ftt:c t do.

(2 1.33)

Comme ¢2, = 0, le dernier terme du membre gauche de I’équation (2.1.33)

peut étre réecrit sous la forme

L), +40)
[

" (<?L”>tt + qj?t) (fb")tt do =
(@), )] e

/Fl ((9.),+4) o (%), + &) do
(@), (), + ) e

dans I’équation (2.1.33) et en intégrant entre 0 et ¢, il vient

# (7 (5 0)),
(.0,

—|—a/ IV, (@, (s szs—ir//Aqutip (1)) dods+
0 T

4r(nﬂ;—1)/rl (é?t( (~nt + @2 )) da<//fttx (s))  dods.

(2.1. 34)
En utilisant I'inégalité (2.1.30) et les inégalités de Young et Poincaré (comme
dans (2.1.20), on obtient

t t
/ / AVGIV (3, (1)), dads < 6, /0 ||Vg<¢n<s))tt||§ds+ﬁ /0 V461 (s)][2 ds,

D’autre part

/0 t /F 1 Avpgzs?vr (s))  dods = / / AVrﬁbttVr dads— /F 1 [Avrqbgvp (17),1 <8>>Jf)dav

38
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puisque ¢ =0 on a

/1“ [AVFﬁb?VF ({Un (S)>t];d0 = /1“ AVrd)er (@n (t)>td0’

En utilisant ’estimation suivante

(@) (.0) [ +

~ 1
| AVt (3, ) do < A T

Dans (2.1.34), on obtient

2

1V (@ ()3 + (@0 (8))ell3

+](v

D (0

(0. )) DA ALACREIN

(5 0),+ ) )) dosacrn [ 19, @i

4dr (m — 1) 0
A LGl
I ~ 2 1
T B2 [CANCAS) N e [N

t ) t 9
+C (/U 5 ds + | <¢n(s) 2F1ds). (2.1.35)

Un réarrangement des termes dans l'inégalité (2.1.35) donne

1
2 2,

(0 0) +f

3 193 Gu O+ 1 Ol + (5. 0), 2+ Gt 0w () 1 |+
o [ 19 G nas s MO (2 (), ] T (a0), 1)) e
< / {51 19, @ Ol [ (709), 1, ] 2

_c+—/ vagbt||2dx+45 (Ve &5 +0/ fids.

Maintenant, en appliquant le Lemme 2.2.1 (de Gronwall), on obtient

1 9 2 t
2 [va (Cpn)tH; + ”<@")tf|‘; + (wn>tt Q’Fl} +a/0

A0 (2 (@), v el] T (2 0), 5 40)))

ot Cr est une constante positive, indépendante n pour tout ¢t € [0,7],n e N .

2 2

(vg>I‘ ZZ}n dS

|

Yy (9. (5)

2T, tilg
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D’apres ce qui précede, on déduit

((2)u),en €St bornée dans L= (0,7; L* (Q)), (2.1.36)
( {pn>tt) . est bornée dans L (0,T; L* (1)),
ne

((%)ta (%)t) . est bornée dans L> (0,7 Hy, () x H'(I'y)).
ne
A partir de (2.1.22), (2.1.23), (2.1.26) et (2.1.36), on a

(@n,&n> . est bornée dans L™ (0,7 Hy, () x H' (T')).
ne

Ensuite
(@n,{ﬁn) . est bornée dans L* (0,7 Hp, () x H' (T')),
ne
Puisque
((@n)t, ({pn) ) est bornée dans L> (0,T; L* () x L* (1)),
t/ neN
et
((Cpn)t, ({bn)) est bornée dans L? (0,7 L* () x L*(T1)),
neN
alors

(@n,i)n> . est bornée dans H' (0,T; H' () x H' (T'1)) .
ne
Puisque l'injection de H' (0,T;H' () x H'(I'y)) — L2?(0,T;L*(Q) x L*(I'})) est
compacte, en utilisant le Théoréeme d’Aubin-Lions, on peut extraire une sous-
suite <g~0w1/1u> e de <§bn7wn> e telle que

p, — ¢ fortement dans L? (0,7 L* (2))
et

i, — ¢ fortement dans L* (0,T; L*(I'y)).

Donc

P, — ¢ fortement et presque partout dans (0,7) x .
D’autre part, on a déja prouvé dans la section précédente que
((fﬂn (t)) ) est bornée dans L> (0,T; L* (I'1)),
t/ neN

(Vr{b (t)> est bornée dans L> (0,7;L* (1))

neN
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Comme
[ ] 130, < O IV O,
et
[CC)N el L ACHOMN

et & partir de (2.1.22), (2.1.36) on déduit que
@n (t))nEN est bornée dans L <O,T; g (F1)> ,
( @n (t)>t>neN est bornée dans L2 (o,T; H3 (F1)> ,
(@n (t))t)neN est bornée dans L2 (0, T; L* (I'y)),

Comme l'injection de Hz (I'}) — L2 (I';) est compacte, et d’aprés le Théoréme

d’Aubin-Lions, on peut extraire une sous suite de <§on,i}n> notée aussi

~ neN
<<,~0M,¢u> e telle que
@M) — ¢, fortement dans L? (0,T; L* (I))) . (2.1.37)
t
Donc a partir de (2.1.26), on obtient que

(%),

Il reste maintenant & montrer que

" @M)t — x faiblement dans L™ ((0,7) x T'y),

m—2 .
Yy

Uy

X =

Il est clair, a partir de (2.1.37) que 'on a
~ m—2 /. ~
(w“>t <w“)t — |¥r

En utilisant le Lemme 1.3 de Lions [26], on obtient

m—2

) ¢, fortement et presque partout dans (0,7) x I';.

~ |m—2 .
X = | ;.

D’autre part, le Lemme 3.1 de Lions [26], donne

p—2 .

~|P—2 .
b, — Mp ¢ fortement et presque partout dans (0,7) x TI';.

Yy

La preuve peut maintenant étre achevée en faisant comme dans [26, Théoréme
3.1].
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2.1.4 Unicité

Soient (v!,v?), (2!, 2?) deux solutions du probléme (2.1.6) avec les mémes don-
nées initiales.

on note

Grad® = (Vg¢1, (Vo)r qb2) ,
on note aussi
v o= (@Ulﬂﬁz)
= Gradd
= (Vy0', (Vo) 6°),

et
Div¥ = (div ', divp 1?)

= (div V40", divr (V) ¢°) -

-A 0 —aAd 0
a=| " B= T
EO _AI‘ —O{m 0

et on considére maintenant le probléme linéaire du probléeme (3.1.2) suivant:

On définit

(Dtt — Aq)—B@t = F (I’, t) —|— G’ (.fl:',t)

B (0) = 3° ,
(I)t (O) - (1)1
ou
0
F(z,t) =
0= (1, s
et

0
G (z,t) =
(l’, ) (|Ut|m—2 v— |Zt|m—2 Zt)?

alors ® vérifie
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(O, 0) = (q)tta @t) — (A(I), (I)t) — (B@t, (I)t) + (G’ (.flf, t) 5 @t) .
Par une intégration par parties, on a

1d
0=~ [Il®l; + [ Grad®||z] +a ||V,

S + (G (z, 1), D).

[

Par conséquent, on a
[H@Hﬁ 162, + 176" [l + 1(T0)r 3] + 20 | V0t

+r /F [los ()™ % we (5) = |24 2 (5)] (v (5) = 2 () do = 0. (2.1.38)

En intégrant (2.1.38) entre 0 et ¢, on obtient

13+ 1211 e, + 1190015 + 11(70)r 0211 +2a/ V40t ds

t
27‘/ / [[os ()™ 2 we (5) = 22 20 (5)] (ve (8) — 2 (s)) dods = 0. (2.1.39)
0 Jr
En utilisant 'inégalité algébrique
Ym >2,3c > 0,Ya,b € R, [Ja|" *a—[o|"*b] (a — b) > cla—b™. (2.1.40)

L’égalité(2.1.39) devient

ot + 1162, + 196013 + (V) 211 +2a/ V561 ds+

c / [ or(s) = 2 ()™ dodt < 0. (2.1.41)
0 Iy
d’oti 'on tire ® = 0.
Ceci achéve la démonstration du Lemme 2.1.2
Preuve : du Lemme 2.1.1
Premiérement on approxime (u,v) € C ([0,T], Hy, () xH'(T',)) NC* ([0, T, L* () xL* (T'y))
muni de la norme standard

I o)1l = mass [l ()] + 1 (1)
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par une suite

(u") ey © C=([0,T] x Q),
(V") ey © C([0,T] xT),
en utilisant des arguments standards de convolution (voir [4]). Il est clair

que
f ()= |vk|p72 vfe H' (0,15 L% (Ty)) -

Ce type d’approximation a déja été utilisé par Vitillaro dans [44, 45].
Ensuite, on approche les données initiales
(u1,v,) € L*(Q) xL* (Ty).
par une suite
(u’f,vlf)keN C Oy () xCy (Iy).

Finalement, puisque ’espace [H? () NHy, ()] x [H? (I';1) NL™ (I'y)] est dense dans
Hi (Q)xH" (I'y) pour la norme de H' (Q) xH" (I'y),
on approxime
(o, vp) € HY, () x HA(T)

par une suite
(ug, v6) oy C [H? (Q)NHT, ()] x [H?(Ty) NL™ (T)] .

On considére maintenant I’ensemble des problémes suivants

( ©F — div (AVgok) — adiv (AVgof) =0, x€eQt>0,
gOk(I,t)ZO, xelyt>0,
_0t 08k | iy (ApVipgk) —
T/th (fL‘,t) = 81/;: m_fu: ( o [P—2 z zely,t>0, ,
s () + [T
Sok (x7t>:¢k ($7t) eQ.t >0,
L (¢F (2,0), 9" (2,0)) = (uf (z),vE (), (©F (2,0), 9% (x,0)) = (uf (z), 0% (z)) =€ Qt>0,
(2.1.42)
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Comme les hypothéses du lemme (2.1.2) sont vérifiées, on peut trouver une
suite de solutions uniques (¢, ;). du probléme (2.1.42). Notre but main-
tenant est de montrer que (¢, ¢" of, ¢y) oy €t une suite de Cauchy dans

I’espace

Yr = {(p. 0, 00,%1) : (p,0) € C (10, T), H () x H'(T})) N C* ([0, T], L*(2) x L*(T)),
(i0e10y) € L2(0, T Hy, (Q) x HY(T'1)),
by € L™ ((0,T) x Ty},

muni de la norme

2
(00 00IE, = max (o3 + lele, +IV,013 + (Vo) il | +

0<t<T
T
2 2
rwmm@ﬂﬁﬂ+q/nvwxﬁm%.
0

Pour cela, on note

Ul 0 78 SOk o (,Ok/
()= (o 20r) 7= (1) = (20

Il est facile de voir que V' vérifie

)
Vi — div(AVV?!) — adiv(AVV}!) =0, reQt>0,
V(z,t) =0, x ey, t>0,

! v} . -2 np—2
[ el e (AT oo o P
‘/tt (:U’t) = k m—2 k / m—2 K x E Fl,t > O,
-r <|wt’ U/ (z,t) — |9y (2 (xﬂf))
V@0 (ek—oE\ (Vi(@0)y_ (eh—ok

. (VQgLO;)_(w%fw?g’)’<v;2(a;,0))_<¢i},¢ik')’ x € Q.

(2.1.43)

En multipliant scalairement les premiéres équations différentielles de (2.1.43)
par V!, et en intégrant par parties sur ©, on obtient

17,1 1o/l 1oyl o', ov;!
ViaVide— | AVV'VV,dx —a | AVV ,VVide— | —V, do —«
Q Q Q r, Ova r, Ova

Vitdo =0,
(2.1.44)
En multipliant scalairement les secondes équations différentielles de (2.1.43)

par V2, et en intégrant par parties sur I';, on trouve
m—2 m—2 / ’
[ vaveds e | (\w?l vh- f) (vh-ut) do
Fl Fl
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2.1. Existence locale

- / AVIVAVVRdo = / (}v’f|”2 v — ‘v’“’ " vk’) (wfw,’:’) do. (2.1.45)
Fl 1-‘1

En sommant les équations (2.1.44) et (2.1.45) on obtient

/ ViiVildo+ / AVVIVVidr + a / AVV VYV do+ / ViiVitdo+
Q Q Q

IN]
m— -2 ’ /
[ (vt o ) (vt=ot) do
ry
/ AVLV? VFV?dO' :/ (‘Uk|p—2 o ‘vk' p—
Fl I_‘1

vk') (vh—ut') do
Par conséquent, on a

k™
(VA

1d
s (VL + IV I+ IV, + 1T V2L, ) e VW2 st
m— ,|m—2 , ,
o (= o[ ) (vt ) ao
Iy

:/Fl (‘vk}pZ vF— ‘Uk/ " vk/> (1&?—1&5) do.

Fn intégrant entre 0 et ¢, on obtient

1 t
5 (V19 1+ V2N, + 1900V 5, +a/0 [V5Vi: (5)]|y ds+

I
k) (vt-ok) do

/F (W}“w?—

=1OW10M+wvvwoM+w¢w>2

Iz,
L1, (o

En utilisant 'inégalité algebrlque (2.1.40), on trouve
m— -2 / /
(ot b= [ [ o) (st-ot) 2

En substituant cette derniére inégalité dans (2.1.46), on obtient

k™
(A

) V2O, ) +

) (wf-wf) dodr, it € (0,T). (2.1.46)

| E k™
/l/}t wt _wt

1 t
(R A R U N R i B

e ||V (¢ (HVl Ol + 19,V O + V2 O3, + 170 V2 O3, ) +

Minr, <
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2.1. Existence locale

[ (e ) (o o) e e 0

Afin de trouver une majoratlon du terme

[ [ (w2
0 I

dans I'inégalité précédente, on utilise un résultat de Georgiev et Todorova

—2 / /
oF ) (z/;f; ok ) dodr, Vit € (0,T),

[17] (dans le cadre d’un probléme & coefficients constante )

L’inégalité de Holder avec (+.+3=1, nous donne

u[AXﬁW”“—

U

Ensuit 'injection de H* (T';) — L2n(nf2),pl donne

/ p72
Uk

Uk’> (vh—ut') dodr <

I (e o

—2
: 2.1.47
n(p2)7rl) ( )

/
'Uk—'Uk

d

(2n/n—2),I"1

’
Uk—Uk

(2n/n—2),I'1

o (=), < v, (2.1.48)

et
HU’“HZ(*;Q),FI < ClU|?, (2.1.49)

donc (2.1.47), il vient

VA
/"@vww

En substituant (2.1.51) et (2.1.48) dans l’megahte (2.1.47), on trouve

) (w,’:—wff’) dodr <

k/

) WVill, VU1l dr-

1 t
(IR IRV 12, 1T VA, ) v [ 902 s

e[|V (¢ 5 (VO + 7 O[3+ V2 0

(3

(T V2O, ) +

Hml"l

t
+C’/ / 1Ully, IVly, dodt,vt € (0,T).
o Jry

Ainsi, en appliquant les inégalités de Young et de Gronwall, il existe C ne

dépendant que de Q et p telle que

1
5 (V19 1+ 12 g, + 107000 V2 s, +a/ VoV lgds +ex [V @I,

H2 m,I';

47



2.1. Existence locale

<5 (I O+ 19 O[2+ 12 O, + 19 V2 O)2,,) +€ / t—ot|| as

1072y, < 0 (I I + 19,7 @3+ v 0l

o,

Iy, (Vo) V2 O)l5r,) +CT Uy,

On remarque qu’a partir des notations utilisées, on a

R AN e AT

Ainsi, puisque (¢f, v§), ., €st une suite convergente dans H} () x H'(T,), (¢4, v5),

est une suite convergente dans L? () xL? (I'1) et (*,4"),_, est une suite con-

vergente dans C ([0, 7], HE, () x H'(T,)) nC* ([0, T], L*(2) x L*(T1)) (donc dans Yy

aussi); on déduit que (%, ¢, ¢f,¢7), . est une suite de Cauchy dans Yr, c’est

keN
é’ dire que (90 7¢ a@ta¢t) Converge Vers (907¢a ¢t7¢t) < YT'

La solution faible du probléme (2.1.5 )

Maintenant avec la méme démarche que celle utilisée par Georgiev et
Todorova dans [17], on montre que cette limite est une solution faible du
probléme (2.1.5).

Pour tout (x!,x%) € H () x H'(T,),x’e L™(T,), Péquation

d
dt (Spta )Q dt (1/%7 ) + (AVQD, v"il)g +a (AV(pta Vﬁl)g + (AVFKD’ VF’%Q)F

—r (]wt]m_21pt, ) :(|v]p 21},/<;2)F, (2.1.50)

est vérifiée pour tous t €0, 7).

En multipliant I’équation
o — div AVe*—a div AVpF= 0,

par x' € Hf, (Q2), et en intégrant par parties sur Q, on obtient

O opF
o k) + (AVEE, VK O +a (AVEF Uk — (—, 1> - <—t ; 1) =0, (2.1.51
(v )Q ( K )Q ( R )Q o - EO - ( )

et en multipliant 1’équation

0 3 m— -
Y= — Y A—l— divp (ArVop) —r |9, Z%Jr ‘vlp 27}7

s ov
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2.1. Existence locale

par k2 € H\(I'y), x* € L™(I';), et en intégrant par parties sur I';, on obtient

)~ (22.) (2200 (AT0) o 00" 0107) = 7).
A

aVA7
(2.1.52)
En sommant I'égalité (2.1.51) et (2.1.52) on trouve
d d
7 (0 k) g+ (0 5) 4 (AVEE, Vi) +a (AVer, Vi) + (AVEQ, Vir?)
_y (Wf|m—2 " K2)F _ <|Uk‘p—2 ok K2>F. (2.1.53)

En faisant tendre (k!,%%) — oo, on voit que

)g — (AVe, Vi),

)g — a(AVe, Vi),
(S I (T st o

). = (e,

(AVPY*, Vir®). —  (AVry, Vir?),,

dans C ([0, 7).
Ensuite, I’égalité (2.1.53) montre que kh—{EO ((eF, vf) , (kY &%) = (04, 0y) » (K1, K52))
est une fonction absolument continue, donc chaque terme dans (2.1.50) vrai.
De la méme manieére, & partir de I'identité de I’énergie (2.1.4) pour (¢*,¢"),
on démontre que 'identité de 1’énergie pour (y,v) est vérifiée.

Démonstration de ’unicité de la solution du probléme (1.2.1)

Pour montrer I'unicité de la solution de (1.2.1) on prend U, U dans
C([0,T); H) et soient V, V les solutions correspondantes de (1.2.1), avec X =(V,)
et % = (£)

En posant

W=X-X,

dans I’équation (1.2.1), on obtient

{1627l (P f 022, 1 02

o [ (v v i) (v i [ (00 =02 0) (=0 dni

t
0

2 2
.| |
2

a

2T,
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2.1. Existence locale

Si U = U, alors cette identité implique W = 0 et la solution est unique.

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.1.1. =

2.1.5 la démonstration de Théoréme 2.1.1

Pour démontrer le Théoréme 2.1.1, on utilise le Théoréeme du point fixe.

Pour T > 0, on définit le sous-ensemble convexe fermé X, de Y, par

Xr={(¢, ¥, %) € Y telles que (2 (0),% (0)) = (uo (0),v0(0)), (¢, (0), ¥, (0)) = (u,v1) } -

On note par

D’autre part, le Lemme 2.1.1 implique que pour tout y = (u,v) € X+, on peut
définir 'unique solution, correspondante a = = (¢, ¥), de (2.1.5) par = = (¢, ) = ® (y).
Notre objectif maintenant est de montrer que pour un 7 > 0 convenable, ®
est une application contractante.

1) Montrons que ® (Bi (Xr)) C Br(Xr)

Soient y € By (Xr) et = ®(y). Alors pour tout ¢ € [0,7], on a

t
2
(hel+ Il + 1, + Tl ) 20 [ 1V0 ()13

t
m 2 2 2 2
+2/0 e (), ds = lually + luoll; + loallr, + | (Vgvo)p|[or (2.1.54)

+2/0 A lv (7')|p_2 v (1), (1) dxdr.

D’apres I'inégalité de Holder, on peut majorer le dernier terme du membre

de droite de I'inégalité (2.1.54) de la maniére suivante

2
[ [ oro@ @ < [ 1o, 1Ol 0

et puisque p <2, on a

2N 2N
< .
(BN —Np+2(p—1))" N—-2
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2.1. Existence locale

Donc, d’apres les inégalités de Young et de Sobolev, on obtient Vs > 0,3C (§) >
0, telle que

t t
Ve (0,T), /0 o @P ()0 () dr < O 0) RO+ /0 IV,0, (P dr. (2.1.55)

En substituant I’équation (2.1.55) dans I'inégalité (2.1.54) on obtient

t
2
(hel+ I+ 1, + a0, ) 20 [ 1V0 ()13

t . 1 t
+2 [ W0, ds <GFC(0) B0 45 [ V0, (7).
0 0
Maintenant, en choisissant § assez petit afin de majorer le dernier terme du

membre de gauche de I'inégalité (2.1.54) on trouve
a2, S%R2+CTR2(7"1).
Ainsi, pour T suffisamment petit, on a |[z]|,, <R et cela montre que
x € Br(Xr).

2) Montrons que ® est une contraction

Pour cela, on pose

U=v—-2

et

(v2)=(729)

)"\ -v)
ou

(¢, 9) =@ (u,v),
et

(p.¢) =@ (u,9),

sont les solutions du probléme (2.1.5) correspondantes respectivement & (u, v)

et (p,v). Par conséquent, on a
(

V- div (AVV') — adiv (AVV}) = 0, xeQt>0,
V(z,t)=0, z €Tt >0,
V2 (2,1) = — 95 —adVi 4 divy (AVFV?) — . (2.1.56)
r ([l v, (@) e, H) + ol o= 0P 0, 2 € Tt >0,
Vi(z,0)\_ 0\ (Vit(z,00\_ (0
L (V2Ex,o§)—(o)a(vg§x,o§)— (0)7 r €,
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2.1. Existence locale

En multipliant la premiére équation de (2.1.56) par V;! et en intégrant sur Q,

on trouve

Vitdo = 0.
(2.1.57)

1771 1 1 oV 1 1 1 thl
Vi Vide+ | AVVVV,der— —Vido+a | AVV,VV,dr —«
Q Q r, ova Q r, 9VA

De méme en multipliant la troisiéme équation de (2.1.56) par V2 et en inté-

grant sur TI'; il vient

oVt oV
/m%%w-——%%wa/ tWWw+/AWWWM
Fl 1—‘1 a

r; 9VA Va Iy

s [ () = [ 0 0) Vade = [ ol o fop P oldo, (21.58)

Iy IN]

La addition des équations (2.1.57) et (2.1.58) nous donne

AvmWﬂ¢¢w+/[m%+AvHﬂ

ry

/@Wm+/meWm+¢/
Q Q

Q

+r (Wt‘mi2 Yy (7,1) — Wt’mﬂ &t (x,t)) + ’U|p72 v— ‘77,1)72 vldo.

En intégrant sur (0,7, on obtient
1
S (V2 Ol + 19V O+ V2 O, + 170 V2 G, )
' m-2 |7 |m-27 _ 3. dod
e [ (= = ") (v = ) dos

a/o AR (s)des:/o /F (1020 — [0 20) (¢, — B) drds, Vi € (0, T).

Maintenant, en utilisant I'inégalité algébrique (2.1.40), on trouve

1 t
LI O+ 19 @+ 2 @I, + 1T O) ) v [ 19202 )

+c1[:Hm2@)mlnfa£ K;qvwzv—wmp2@)@%—¢gcmngte(aiw. (2.1.59)

Pour estimer le terme du membre de droite de l'inégalité (2.1.59), on note

que

1) = /0 t /F (o= ) (v - 80) dodr,
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2.1. Existence locale

En utilisant 'inégalité algébrique
[0 v = [o]" 5] < ¢ [0 = o] (Jo~* = [o7%),

qui est vraie pour toute v,v € R, ol ¢, est une constante positive dépendante

uniquement de p , on trouve que

T
< Cp/ / v — o] (o~ — [0["72) |V}?| dadr.
0o Jr

D’apreés le méme argument que celui utilisé par Vitillaro dans [45, eq77], en

choisissant p < ry < g , avec

q < To
(j—p—i-l To—p+1

<m.

Soit s > 1 tel que

1 1 1
—+—+-=1
m rog S

FEn utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

1< [ (ool W) ([ G2 =1r2) . 2160

Par conséquent, 'inégalité algébrique (2.1.24) donne

(/Fl (WP~ = o) )1<2S 1(” 18722+ a2 1)i'

Mais comme
(A+B)’ <A +B°, VA B>0et 0< <1,

on a

1
- —1p—2\% s— 2)
(/F (jo]~2 = | 2)) <2 1<||v|| e, B0 QSFI) (2.1.61)
1

Ensuite, en substituant l'inégalité (2.1.61) dans (2.1.60), alors on obtient

m)gcp/;(nv_ Oy, V2N, ) - (27 (082, + 1018, ))

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Sobolev

Vel e, < [IV4V2

m,I‘l—‘ ||2’
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2.1. Existence locale

on obtient ’estimation suivante
T
IO e [ o=l |9V 3 ds

En appliquant I'inégalité de Holder par rapport au ¢, on trouve

T 3
_ 1 _ 2
I(t)< RP2T3 v — 0|l pos (o 17.L70 (0 (/0 vavtl\\Q)

T
C2 Hp—onl _ 2
<G R [Hv—v||§m([O,T]’L,.O(F1))+/ vav;%] : (2.1.62)
0

Enfin, en choisissant 7' suffisamment petit afin d’avoir
=S RTE> 0,

et en injectant l'estimation (2.1.62) dans I'estimation (2.1.59), on conclut

que

5 (V2 O 19,7 @I+ V2 O, + 1007 )2, +a [ 19,07 )]s

+c1 /Ot |V (S)H;:,pl S%RP_QT% v — @Hioo([mTLLTO(Fl)) : (2.1.63)
Comme 7, < g, en utilisant ’'injection
L= ([0, 7], Hy, (T1)) =L ([0, T], L™ (T'1)),
on obtient & partir de (2.1.63)
VI3, < e RP2T7 |UJJ5, . (2.1.64)
En choisissant T assez petit afin d’avoir
s RV T3 < 1.

Iestimation (2.1.64) montre que & est une application contractante. Par
conséquent, le Théoréeme de 'application contractante garantit I’existence et

I'unicité d’un (y,v) vérifiant

(0, 0) =@ (p,9).

La démonstration du Théoréme 2.1.1 est maintenant achevée.
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2.2. Existence globale

2.2 Existence globale

Définition 2.2.1 Soient 2 < p < G, et max (Q,H‘ll_p) <m < q. Soient (up,v,) €

HE () x H' (I'h) et (w,v,) € L*(Q) x L*(T1), on note par (u,v) la solution de
(1.2.1) et on définit

Twax=sup{T >0, (u,v)=(u(t),v(t)) existe dans[0,T]}.

Comme la solution (u,v) € Yr ( la solution est "assez réguliere "), d’aprés la
définition de la norme proposée par (2.1.4), on rappelle que $i Tpay, < 00, 0N
aura

i (195l + el + o, + ([ vl | = +oo

max

St Thnax < 00, on dit que la solution de (1.2.1) explose et que T, €st le temps
d’explosion.

St Tnax = 00, on dit que la solution de (1.2.1) est globale.

Afin d’étudier I’existence globale de la solution de (1.2.1), et d’aprés [19],

on définit les fonctions
I, J: Hp, (Q) x H' () — R,

par
I (u,0) =[[Vyu ()13 + | (Vo)pu @) = llve B .

T (w0) =5 190 O+ | (T o Ol = o (01

p7P1 ’
Pour une fonctionnelle donnée (u,v) € H{ () x H'(T'y), quand nous allons
utiliser I’évaluation de la fonction ci-dessus & un moment 0 < t < T}, pour

des raisons de simplicité, on écrit

2
L(t)=Vou @)+ [(Vo)ro O, = o @l r, - (2.2.1)
1 ) 1 2 1 )
T() =5 IVeu @)l +5 [(Vorv ()] > lo ()l - (2.2.2)
L’énergie associée a la solution (u,v) de (1.2.1) est donnée par
1 1 1 1 2 1 m
g Nl 45 IVl 45 o, +5 (7 vlls = Welle, = =r el =0 |Vl
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2.2. Existence globale

1 1
B (6)= T (0)+5 lluy (O3 4+ o (), 70 < 8 < T (223)

En multipliant la premiére équation de (1.2.1) par v, et la troisiéme équation
de (1.2.1) par v;,, en sommant et en intégrant sur (0, 7)xQ, on obtient I'identité

de I’énergie suivante
t
E(t)— E(s) = —/ e (D)7 d7,¥0 < 5 < t < Tonay, (2.2.4)
0

ou
2 2 2
Al = aflvll,p +r[[ull; - (2.2.5)

Donc, la fonction E est une fonction décroissante pour la variable t. on définit
d par

d= inf max J (A (u,v)). (2.2.6)
(uv)EHE (Q)xH(I'1)/{0}

" variété de Nehari" de la

On peut maintenant définir ce qu’on appelle la
maniéere suivante

variété de Nehari

N={(u,v) € Hy, (Q) xH" (T1)\{0,0};1 (u,v)=(0,0)}.
N se décompose en les deux sous ensembles, non bornés, suivants
N=NTUN"

ou
N*t={(u,v) € H, () x H" (T1);1 ((u,v)) >0} U {0},

et
N~ ={(u,v) € H}, (Q) x H' (I'1); 1 ((u,v)) <0} .

Ensemble stable -Ensemble instable

L’ensemble stable W et I’ensemble instable ¢/ sont définis respectivement
par
W= {(u,v) € Hf (Q) x H' (I'1);J ((u,v)) < d} NNT

et
U={(u,v) € Hp, () x H (T1); J ((u,v)) < d} NN~
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2.2. Existence globale

Il est facile de voir que la constante d est caractérisée par (voir [15] dans le
cadre d’un probléme a coefficients constants)

d =min J ((u,v)). (2.2.7)

ueN

Comme il a été remarqué par Gazzola et Squassina dans [15] pour un prob-

léme & coefficients constants ), cette caractérisation de d montre que

2dp

ﬁzdist(O,N)Igéi]{levg“(mb: —9

> 0. (2.2.8)

Dans le Lemme 2.2.1, on démontre que si les données initiales (ug,vy) sont
dans ’ensemble N+ et si I’énergie initiale E (0) n’est pas grande (on va préciser
exactement & quel point ’énergie initiale peut étre grande), alors (u (¢),v (t))
appartient & N, pour tous t € [0,T), ou (u(t),v(t)) est la solution de (1.2.1)
obtenue d’apres le Théoréeme 2.1.1.

A cet effet, on note par C, la meilleure constante dans l'injection de
Poincaré-Sobolev H} (Q) — L7 (I'y) définie par

=it {IVgu ()l : (w0) € B, () x H' (M), o Oll,r, =1} (229)

Exposont critique

Notons 'exposant critique de Sobolev par

2N 1
oo N3 SIN >3
+oo, SIN=1,2.

Notons, que si p < p I'injection précédente est compacte et la borne inférieure
dans (2.2.9) (ainsi que dans (2.2.6) est atteinte. Dans ce cas, toute solu-
tion du probléme stationnaire est un minimum pour (2.2.9) et C, est liée a

I’énergie.Maintenant, pour obtenir la valeur de d, on a
[0l r, < CuIVgull,

et

P
[vll,r, < CL NIV gull3,

57



2.2. Existence globale

et

vl r < C2 (IVgulls + [ (Vo)rvllr ) -
1

D’apres ces derniére inégalités on trouve

on note par

et

P Lollp )
’ IVgullz+[[(Vo)polln )

p

Ll o

IVgully +[[(Vo)pofon— P

Y

(2.2.10)

2T,

f(A)=inf{sup J (A (u,v))}=d.

D’apres (2.2.2) et (2.2.10) on trouve

fN)

Donc

implique

D’otll on eu

et

p7F1 )

1 1 2 1
5 19 Q) +5 17, (e ol = 1wl

)2
7 |

A2 ) 9 )\p
) vaqu + ‘(VQ)FUH2 _? ang,lﬁ )

p7F1 )

N AP
5 IVl [Teols] = ol

2T e, ]
2 217

2 vauH2+H(vg)rvH2

)\2

?—)\pKO.

A —pN K= 0,
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donc

On pose maintenant

Donc, d s’exprime par
d="—=—C7%/r2, (2.2.11)

On note aussi que dans le Théoreme 2.1.1, on a supposé
p <D,

ol g est définie par (1.4.1).
Comme
q<p,

on peut utiliser la caractérisation de d.

2.2.1 Existence globale

On commence par introduire et démontrer les Lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 On suppose 2 < p < G, et max ( ) <m <q.

9 _1a
7q+1-p
Soient (ug,v0) #(0,0), et (uy,v,) € L*(Q) xL*(I'y), D’autre part, on suppose
que E (0) < d. (u,v) la solution du probléme (1.2.1) dans le sens de la définition
(2.1.1). Donc (u(t,.),v(t,.)) € N* pour tout t €[0,T

max)'
Remarque 2.2.1 Notons, que si il existe t € [0, Thay). 1€l que
E{)<d et (u(t),v(t)e NT. (2.2.12)

(2.2.12) reste vrai. C’est la raison pour laquelle on choisi t = 0.

Par ailleurs, on peut facilement voir que (2.2.11), et la condition E (0) < d

sont équivalents a l'inégalité
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2.2. Existence globale

p—2

cv (2—pE(D)> P (2.2.13)

p—2
Cette derniére inégalité sera utilisée dans les preuves ultérieurement.

Preuve : Puisque I (ug,v,) > 0 et par continuité, il existe T, < T,... telle que

I(u(t,.),v(t,.) >0,

pour tout ¢ € [0, 7).

On a la relation suivante

_p=2 I ) 1
On montre facilement que
T > =2 IV O+ 2 =2 (V)0 O Ve [0,T
()_TH gu()||2+7H( ) U()H27F17 €[0,T,).

on a donc
(2w Ol e, + 19,0 013 <257 1), vt € 0.7,

A partir de (2.2.2) et (2.2.3), évidemment on a
J()< E(t),Vt€0,T.).
Ensuite, on obtient
H(vg>l“v(t)H;71"1 + [V u ()]l <pz—2E( ), vt €0, T,).

Comme E est une fonction décroissante de ¢, on a

(2w O, + 19,0 O3 <255 0) e € 0.7.). (2214)
Finalement
2p
IVqu bll; <[V o, + 1Vau @I <=5 E (0,
et
2p
V50 ()] <=5 (0) (2.2.15)
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2.2. Existence globale

D’apres la définition de C,, on a
lo (DI}, < CIVgu ()]s = C% [V gu (D)1 [Vgu (],

et d’apres I'inégalité (2.2.3), on déduit que
p P 2p T 2
o (O)lyr, < CF pT2E (0) [Vgu (£)]l; <
P 2p = 2 2
C? (EE(O)) [vau @)l + H(Vg)Fv(t)HZFJ Vte0,T,). (2.2.16)

Maintenant, en utilisant 'inégalité (2.2.13), on obtient

lo (I, <1V O3+ [[(Vo)r v ()], Ve € 0.T,).

p7F1
Par conséquent
2
IVgu (D5 + [[(Vo)r v )]y, =l (Olp, >0, ¥t € [0,T,).

Cela montre que
(u(t,.),v(t,.) eEN*, Yt e [0,T,).

Comme I’énergie décroit, on a 'inégalité suivante

p—2
) 2p 2 2p
m P E < P E

Ainsi, en répétant cette procédure, T, se prolonge a T,... ®

Solution globale

Lemme 2.2.2 On suppose que 2 < p < q et max (2,#) <m<4q.

Soient (ug,vy) € NF, (ug,vo) # (0,0), (uy,v,) € L* (Q) xL*(T'y). D’autre part, on
suppose que E (0) < d.

Alors la solution du probléeme (1.2.1) dans le sens de la définition (2.1.1)

est globale par rapport au temps.
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2.2. Existence globale

Preuve : Comme 'application t — E (t) est une fonction non croissante

du temps ¢, en utilisant la relation (2.2.14), on a

1 p—2
E(0) > E (t) = llue ®)[15 + [l (1) 15, g, IVau 5+

max) .

p—2 2 1
BT |(Vg)pv (t)HQII +Z_9 v (@)l r, vt €[0,T

D’apres le Lemme 2.2.1, on a
(u(t,.),v(t, .)€ N" pour tout ¢t €(0,T).
Par conséquent

(2.2.17)

max) .

1 2 D—2 2 p—2 2
E(0) 25 [lue (®)ll2 TS IVgu (8] T, [(Vo)pv®)[,r, V€[0T
D’apres( 2.2.17), Vt € [0, Tinax) La norme
lwellyr, + IVgully + lluell, + ([ (Vo) v (6)]|,p,

est uniformément bornée par une fonction dépendante uniquement de E (0)

et de p. Alors, d’apres la définition 2.2.1, la solution est globale, c’est a dire

Tmax= +00.

Le Lemme suivant est utilisé dans la preuve de notre résultat. Un résultat

similaire (mais pour un autre probléme) a été introduit dans [22].

Lemme 2.2.3 Pour chaque solution de (1.2.1), donnée par le Théoréme (2.1.1),
seule ’hypothése suivante est vérifiée

(i) sl existe un temps t >0 tel que

(u(t),v(t)eW,

et
E(t)<d,
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2.2. Existence globale

alors
(u(t),v(t)e W,

et
E(t)<d, vVt >1t.

(ii) sl existe un certain t > 0 tel que

(u(t),v(®)eU,

et
E(t)<d,
alors
(u(t),v(t) e,
et

(iid)
E(t)>d, Vt>0.

Preuve : Sans perte de généralités, on peut supposer que ¢ = 0 et dans la
suite, on suppose que (ug,v,) # (0,0).

a) On va d’abord démontrer (i) du Lemme 2.2.3:

En effet en exploitant 'inégalité (2.2.4), on déduit que la fonctionnelle de

I’énergie est une fonction non croissante et par conséquent,

E (t) < d, pour tout t € (0,T

max]7
donc (2.2.5) implique que

J (t) < d pour tout t € [0,T

max)7

en conbinant ceci avec le Lemme 2.2.1 donne (7).
b) La démonstration de (ii) du Lemme 2.2.3:
Soit (ug,v,) € U telle que

E(0) < d.
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2.2. Existence globale

Alors (2.2.4) implique que

E({t)< E(0)<d, Vt€[0,T

max) :

Enfin, on suppose par contradiction qu'il existe 7 € [0, Tiax) telle que (u (£) ,v () ¢
U et par continuité I (u (t),v (£)) =(0,0). Cela implique que (u (f),v (f)) € N.
Maintenant, en utilisant (2.2.7), on obtient J (u(f),v()) > d, cela ne peut

pas étre vrai puisque

J (u(t),v(t)) < d, pour tout ¢t € [0,T

max)’

par conséquence, (ii) est vraie.
c) La démonstration de (iii) du Lemme 2.2.3:
La relation (iii) est toujours vrai si (i) et (ii) sont fausses. m

Ceci acheve la preuve du Lemme 2.2.3.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution du probléme (P)

Dans ce chapitre on considére le probléme (1.2.1) pour lequel allons démon-
trer la stabilisation exponentielle de 1’énergie associée & la solution de ce
probléme.

On a le Théoréme suivant

Théoréme 3.0.1 On suppose que 2 < p < g et max (Q,ﬁg_p) < m < g Soit

(ug,v0) € N et (uy,v1) € L? (Q) xL*(I'y). Par ailleurs, supposons que E (0) < d.

Alors, il existe deux constantes positives C et ¢ indépendantes de T telles
que
0<E@)<Ce ™ vt>0. (3.0.1)

Notons que (3.0.1) implique qu’il existe des constantes positives k et ¢

indépendantes de T telles que
95 ()13 + e I3+ [[(Fo)pw (), + lew DI, | < Ke¥, v = 0,

Preuve : du Théoreme 3.0.1 Puisque (ug,v,) € Nt et E(0) < d, d’apres le

Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.2, on a

(u(t),v(t)) e N pour tout ¢ > 0.
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3. Comportement asymptotique de la solution du probléme (P)

On montre dans une premiére étape que
0< E(t),vt>0.

La preuve de 'autre inégalité repose sur la construction d’une fonctionnelle
de Liapounov en effectuant une modification appropriée de I’énergie. Pour
cela, et pour tout ¢ > 0, qui sera choisi plus tard, on définit pour (u,v) € N7,
la fonctionnelle L (t) par
L(t)=E(t)+ 5/ wudr + 5/ vvtda—i— ||V ull5, vt >0. (3.0.2)
Q I

Equivalence entre L (t) et E(t)

on a, pour tous t >0

|L(t) —Et)]=

5/utudx—i—€/ vvtda—i- HV ull; (3.0.3)
Q0 r

Comme on I’a prouvé dans le Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.3 on a
t>0, 1(t)>0,

et
2 2 2 2
IV gull; + H(ng)ng,pl + [luelly + loell p,

est uniformément bornée par une constante dépendante uniquement de E(0)
et de p.
En utilisant les inégalités de Young, de Poincaré, et 'injection de Sobolev,

alors on montre I’existence d’une constante C > 0 telle que

g/utud:v+€/ vvtdcﬂ— (3.0.4)
Q INY
6/ufdx+6/u2dm—|—5/ vzda—l—e/ da—l—
Q Q Iy I}
2 2 2 2 ca 2
&l + & ully + € o3, + ol + 5 ||vgu||2\
2 2 2 | o 2
< |elluall3 + < Nenl, + 2 197l + 5 1V ull)
2 2 2 2
< ‘5 [uelly + € lloellzp, +2¢ [Voully + ¢ ||(V )FU”Q,Fl (t),vt = 0.

66



3. Comportement asymptotique de la solution du probléme (P)

En combinant, (3.0.3) et (2.1.20) on obtient
(1-Ce)E(t) < L(t)< (1+Ce)E(t),Vt > 0.

Il est clair que pour ¢ suffisamment petit, E(t) et L (t) sont équivalents, c’est

a dire que 'on peut trouver deux constantes positives 3, et 3, telles que

BLE(t) < L(t) < ByE(t), ¥t > 0. (3.0.5)

Décroissance exponentielle de L (t)

En dérivant la fonctionnelle L () définie par ’équation (3.0.2) par rap-
port au temps ¢, en utilisant le probléme (1.2.1) et la formule (2.2.4), et en

effectuant plusieurs intégrations par parties, on obtient

dL (t) dE(t) d e
7 = o +E 5/Qutudx+5/rl vvtd(ﬂ—? ||Vgu||§ (3.0.6)
dL (t)

il S/ —a||Vgut||; = |loe|l ¢ +6/uttudx+5/ut2dx

—l—a/ v?dajta/ vvttda—i—ae/AVuVutda:. (3.0.7)
I ry Q
D’aprés la premiére équation du probléme (1.2.1) on a

g/uttudx = 5/div (AVu) udx—i—oze/div (AVu) udx
Q Q Q

= —5/AVuVuda:—|—5/ —vda—ae/AVutVud:c—l—aa/ —uda
Q aVA aV_A

= —¢|Vgul; ae/AVutVudx—f—s/ —uda+a5/ —ud
aVA ry aI/A

et d’apres la troisiéme équation du probléme (1.2.1) on a aussi

0 0
5/ vodo = 5/ (__u_aﬂ) vdo + 6/ AVroVrodo — rs/ (|Ut|m72 vt |v|pi2 v) vdo.
Iy I Ov g Ov a4 Iy Iy

En substituant les deux égalités précédentes dans (3.0.6), on trouve

L (1)

22 = —aVuld—r

—e ||V, uHQ—aa/AVutVudx—i-eS/ Y vdo+
aVA

o, ou Ouy
—Lu,d P+ / 2dz + / 2dz + / — o) ud
ae/Fl 8VAUt o+ellvl,r, +e Qut r+e . vidr + € S aaUA vdo

—e ||(ng)FH§F1 —5r/ |2 vpvdo + 048/ AVuNVudz.
' I' Q

m,[’;
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3. Comportement asymptotique de la solution du probléme (P)

Enfin, une majoration du second membre de 1’égalité précédente donne

dL (t)
dt

m
m,I’;

2 2 2 2
< —a|[Vaurlly =7 llvelly, p, +e lluelly +2 lvellyr, —2 1V gully

2 —_—
—|[(Vg)pv (t)HQ’F1 +elvllpr, —ar/lﬂ v 2 vvdo. (3.0.8)
1

Maintenant, pour estimer le dernier terme du membre de droite de (3.0.8),

on utilise I'inégalité de Young, pour tout ¢ > 0, et I’on obtient

—m

d
<— vl
m

m,I';

m—1

A/ (3.0.9)

|2 vpvdo
I

L’inégalité des traces implique que
[0, < ClIVgully',

ou C ici et dans la suite désigne une constante positive générique qui pourrait
changer de ligne en ligne.
Puisque 'inégalité (2.2.15) est vraie, on a

m—2

" 2E (0)\ “7
oo, <€ (Z222) 7 19l (3.0.10)

En substituant les deux inégalités (3.0.9) et (3.0.10) dans (3.0.8) et en util-

isant (2.2.16), on trouve

dL (t
O < —alvyudz+e (s

m

—1_ m m
- 5m_1_1> el v e el +e o2y, (3.0.10)

— [(Vo)po @5, == [Vqull; +

2E (0)\ 2 5™ (2B (0)\ T
z—:(Cf (p—(1>> —1—1—07’—( i_(1>> >||vgu||§.

P — m

A partir de (2.2.13), on a

WE (0)\
Cf(%go)) —1<o.

Maintenant, on choisit § assez grand de telle sorte que
(Cf (ZEO)T ot (220 ) 0
p—1 m p—1
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3. Comportement asymptotique de la solution du probléme (P)

une fois § fixé, on fixe ¢ suffisamment petit de telle sorte que

(em - 15m2—2—1) < 0.
m

A partir de (2.2.6), on pout trouver n > 0, que ne dépend que 4, tel que

dL (t) 2
—— < —allVeuls+elulsr, +ellull —enl[Veuly —][(To)p vlly
dL (t) 2 2 2 2
— S TMeE@)+MeE () — a|Voully +ellvllyr, + e llully +enl[Voul,

+e[[(V)p U”z,rl .

Par conséquent, en utilisant la définition de 1’énergie, pour toute constante
M > 0, alors, on obtient

dL (t M
dL (t) < —McE (t)+e (1+7) g3 — ||V gue|2 (3.0.12)

dt
M M
+e (?_77) HVgqu—i—s <1+ 5 ) H<V9)FUH§,F1'

En utilisant 'inégalité de Poincaré et I'inégalité des traces
luelly < C NIV gull;

2 2
HthQ,Fl < O Vgully,

et en choisissant de nouveau ¢ assez petit et M < 25, a partir (3.0.12), on a
dL (t)

< —MEB (1) ¥t > 0. (3.0.13)
D’autre part, d’apres (3.0.5), en prenant ¢ = Me/j3,, I'inégalité (3.0.13) donne
dil—it)g —¢L () Vt > 0. (3.0.14)

L’intégration de (3.0.14) entre 0 et ¢+ donne 'estimation suivante pour la
fonctionnelle L (t)
L(t)< Ce * vt > 0.

Décroissance exponentielle de F ()

En utilisant (3.0.5), on déduit que

E(t)< Ce ™ vt > 0.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 3.0.1. =
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3. Comportement asymptotique de la solution du probléme (P)

Conclusion

Dans ce mémoire on a prouvé l'existence et 'unicité de la solution de
I’équation des ondes semi linéaire amortie avec des coefficients variables et des
conditions aux limites dynamiques, en utilisant la méthode d’approximation
de Faedo Galerkin couplée avec le Théoréme du point fixe, nous avons aussi

obtenu la décroissance exponentielle de 1’énergie associée a la solution.
Perspectives

Il serait souhaitable d’étudier

- Le méme probléme avec des dissipations

1- par des termes mémoires interne et frontiere avec des noyaux définis
positifs.

2- avec un terme source non linéaire interne et des noyaux définis positifs.

- D’étudier le probléme de Petrovesky avec des coefficients variables, un

terme source non linéaire et des noyaux définis positifs.
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