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Chapitre 1
INTRODUCTION

Dant cette étude on s’intéresse au comportement asymptotique des cylindres élastiques
(homogeénes, isotropes) élancés soumis a des charges conservatives d’intensité variable dont
I’épaisseur 2R tend vers zéro.

L’approche est purement énergétique dans le sens ot le probléme posé est la minimisation
de I'énergie du systéme ce qui permet de donner I’allure des déplacements optimaux et les
modeles asymptotiques.

On se place dans le cadre de I’élasticité tridimensionnelle non linéaire. Le modéle asymp-
totique limite, une fois le probléeme "mis & ’échelle”; de tige inextensible et élastiquement
flexible est étudié ici de facon trés détaillée sachant qu’une série de cinq modéles asympto-
tiques régissant I’équilibre du corps selon 'ordre de grandeur du chargement y sont déduits
par cette méthode.

On expose la démarche adoptée comme suit :

Au chapitre 2, Notations et quelques rappels d’analyse fonctionnelle tels que les espaces
de Sobolev.

Au chapitre 3, On pose le probléme & étudier dans son aspect mécanique, que I’on modeélise
pour aboutir a différents résultats (Ordre des différentes énergies, les déplacements optimaux
et modele limite asymptotique), synthétisés au chapitre 4.

Au chapitre 5, On fait un rappel de 'élasticité tridimensionnelle et on présente la for-
mulation variationnelle du probléme mécanique (déformations et déplacements) ainsi que la
série de problémes qui lui sont équivalents.

Au chapitre 6 : On décrit la technique de mise a 1’échelle et on établit la paramétrisation
du probléme. On expose le probléme final & étudier.

Au chapitre 7 : On démontre les estimations des énergies pour chaque modéle asympto-
tique obtenue.

Au chapitre 8 : On aboutit au modéle de Saint Venant de flexion, extension et torsion par
le résulat obtenu du déplacement optimal. L’étude d’un cas de barre en acier (application)
illustre ce travail.

Il faut aussi noter que sur le plan pratique, un grand nombre d’ouvrages sont faits a
partir de structures "fines" et élancées comme c’est le cas de la tuyauterie des circuits de
refroidissement de diverses installations industrielles, les ponts & haubans, les cables des
lignes haute tension etc. et qui ont suscités des recherches dans le sens des développements
asymptotiques [?], [?].



Chapitre 2
NOMENCLATURE

Notations :

Nous utiliserons la convention de la sommation sur les indices répétés, les indices ou
exposants grecs (sauf les petits paramétres € et 1) prennent leurs valeurs dans I’ensemble
{1,2} et les indices ou exposants latins dans 1’ensemble {1, 2, 3}.

Le produit scalaire classique de deux vecteurs X et Y sera noté X-Y la somme ) =123 Xi
Y, et I'on notera X, - Y, la somme X;Y] + X5Y5.

M.« est 'ensemble des matrices a n colonnes et m lignes.

Soit A = (aij)1<i<mi<j<n € My (R).

On appelle matrice transposée de A la matrice ‘A = (a;;)1<j<m1<i<m € My m(R).

Une matrice carrée A est dite orthogonale si A A = A'A = Id (Id matrice identité).
trA : La trace d'une matrice A = (a;;)1<i<m,1<j<m €st la somme des éléments diagonaux

m
E Q4

1
M : Ensemble des matrices carrés d’ordre m et de déterminant strictement positif.

| . || la norme Euclidienne de R?
o( . ) la fonction de variable réelle telle que lim o(z) = 0 lorsque z tend vers zéro.
d;; symbole de Kronecker : ;; = 1si¢ = j et 0 sinon.

E et v respectivement le module de Young et le module de Poisson (caractéristique du
matériau élastique, c’est le rapport entre la tension longitudinale et la dilatation dans le
méme sens).

A et u les constantes de Lamé.

La masse volumique de la structure p [kg/m?]

La matrice d’inertie géométrique J

Jop = Totp dridry (o, 8 =1o0u2) inertie du systéme dans le plan (xy, x2)
S



CHAPITRE 2. NOMENCLATURE

Il = / I% dl’ldl’g, .[2 = / ZL‘% dl’ldl’g
S

s
AireS est 'aire de la section S et est supposée constante le long de la poutre.

ou

u; ou la derivée partielle de u par rapport a la coordonnée x;

3@-
o

la derivée partielle d’ordre @ de u par rapport a la coordonnée x;

8?)2'
i 3xj (ac)

o
u . ou
. 81‘1-0‘

gradv = Vv, gradient de v de composantes (Vuv(x))

Les espaces de Sobolev [?] :

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, munis de la norme obtenue par la
combinaison de la norme L de la fonction elle-méme ainsi que de ses dérivées jusqu’a un
certain ordre.

Soient {2 € R™, p un réel tel que 1 < p < oo et m un entier naturel positif,

WmP(Q) = {ue LP(Q); D € LP()} ol « est un multi-indice tel que 0 < |a] < m

Du est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens des distributions) et L? désigne
un espace de Lebesgue.

Dans le cas p = 2, les espaces de Sobolev sont les espaces de Hilbert.
H™(Q) == W™(Q).

Notions de la mécanique déformable [?] et [?] :

Soit un corps C, occupant dans 'espace un ensemble Q (adhérence de Q).

Un point M du corps C' a pour coordonnées (1, T2, x3) dont le mouvement est décrit par
un champs de vecteurs v défini sur {2 dés que le corps est sollicité par des forces de surface
ou de volume, ces forces sont notées de fagon classique f et g respectivement.

L’équilibre de la structure est traduit par les équations qui relient v aux forces qui
s’exercent sur C'.

On pose u(M) = u'e; + uley + ules = u'e;

el désigne 'endomorphisme de R? qui admet dans la base (O, ey, es, €3) la représenta-

oM
tion matricielle =
ij

8_M ij'

Formuler les équations reliant u aux forces auxquelles le corps est soumis revient a trouver
le champ de déplacements u traduisant ’équilibre de la structure.
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Si 'on considére au repos, deux points M; et M a un instant donné ¢ et que le corps
occupe une autre position € a un autre instant ¢’ les M; et My deviennent M| et M}
respectivement.

OM! = OM; + u(M;), M{M; = MMy + u(My) — wu(M)

Dans le cas ot M est voisin de Mo,

ou
Et si Uon désigne par (., . ) le produit scalaire entre vecteurs de R?® associé a la base

(O, e, e9,e3) alors on a ce qui suit :

IMIMy|)* = (MM, M{M3) = (FM{My, FM{M3) + | MM o (| M Mo]))

0
oun F = Id + 6_]\12/ avec Id l'identité dans M?.

Nous déduisons de ce fait la variation relative de la longueur du segment M; M, dans le

déplacement u :
| MM — || MMyl o
O(M{ M) = ui peut aussi s’écrire
( 1 2) ”M1M2|| qul p
(F' My My, F M, Ms)
(M My, My Ms)

1
v(u) = §(tFF — Id) alors

S(My M) = \/1 E A ) 1 o)

O(MMy) = = 1+ o(||MiMs]).

(M1 Mo, My Mo)

Notions de déplacements et de contraintes :

Définition 1 On appelle une déformation (ou le champs de déformations) du dépla-
cement u (ou champs de déplacements) expression de l’endomorphisme symétrique de R3
la quantité y(u). La matrice qui lui est associée a pour éléments dans la base (O, ey, ey, €3)
1 (8ui Ou; ouy % )

i) = 2\ 9z, * Ox; * 0x; Oz

Remarque 1 La déformation permet de mesurer les variations relatives de longueur d’un
petit segment My My dans le solide lorsqu’il subit un déplacement w.

On admet ainsi I'existence d’une fonctionnelle W ne dépendant que de I'état de défor-
mation du solide C' et qui symbolise 1’énergie stockée dans ce dernier et dont 1’expression :

W= [ atw)
Q
La densité d’énergie « est une fonction de la déformation ~ telle que

cOle M) bl 1a ) (1500 Lo (B0 )

limy—

5
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Définition 2 On appelle la contrainte de Piolla-Kirchhoff la forme linéaire définie sur
lensemble des endomorphismes de R3,

Oa
o = 3—7(’7(7«0))

Remarque 2 La contrainte de Piolla-Kirchhoff est symétrique puisque ses composantes

0
dans la base (O, ey, ez, e3) sont 0;; = a—a(fy(u)) et vij = Vji
Yij
La contrainte de Piolla-Kirchhoff est symétrique et le produit scalaire entre endomor-

phismes défini par (A, B) = Tr(AB) vérifie Tr(AB) = Tr(BA) et TrA = Tr*A.

Principe des travaux virtuels :
Le travail des efforts intérieurs au solide, pour un déplacement virtuel v est

Pint(v) = /T?“ (ath—]\Z>
Q

Remarque 3 ¢'F, non symétrique est appelée la contrainte de Piolla-Lagrange. Elle n'a
pas de sens physique de méme pour la contrainte de Piolla-Kirchhoff.

1
Définition 3 La contrainte de Cauchy est la quantitée C = TolF FF o'F qui intervient
e

dans la formulation du travail intérieur lorsque, pour un déplacement v virtuel,
Pint(v) = / Tr atFﬁF det(F™1)
int , 8M

ot Y est la configuration déformée (I’ensemble des points du solide occupés apres que le
solide ait subit une déformation).

Polv) = /Q Tr (C 5@,)

Faisant remarquer que jusqu’ici aucune définition explicite n’a été donnée pour la fonc-
tionnelle o mais une relation lie cette contrainte au déplacement wu.
En utilisant un développement formel, pour des petites déformations de 1’expression

o (7(w) o -
alrw) = o + ) + ZEC 0w + -

Le terme a—a(()) désigne de toute évidence la contrainte de Piolla-Kirchhoft dans I'état

de référence.
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2

Le terme , dit tenseur de rigidité est une forme quadratique sur ’ensemble des

a
a_,}/Q(O)
endomorphismes symétriques de R3 dont les composantes dans la base (O, ey, es, €3) :

o e
—(0 = Aj = ———(0
<872( ))ijkl " a%ja%l( )

La symétrie de la contrainte de déplacement donne : A;;i; = Ajjie = Ajin-

Et en inversant 'ordre de dérivation de la contrainte de Piolla-Kirchhoff on a :
Aijii = Apiij

Dans la cas d'un matériau isotrope le tenseur de rigidité a pour composantes :

K v
Aijkl = H—V (5ik5jl + 5il5jk + Eéwékl)

En pratique, ces éléments du tenseur de rigidité sont déterminés expérimentalement et
jusqu’a présent nous ne connaissons que les matériaux tels que leur nombre de Poisson est
strictement positif.

1
Remarque 4 Dans le cas ot le nombre de Poisson v est égal a o alors le matériau est de

type incompressible.

Le travail des efforts extérieurs du solide qui s’exprime en fonction, des forces de
volume et de surface respectivement f’ et ¢’ (force agissant sur la frontiére du solide déformé
[ ou une partie de cette derniére)

Pewt(v) - flv + / g/?)
Q/ !

Le principe des travaux virtuels consiste a supposer que pour tout champ de dé-

placement virtuel v et qui est compatible avec les liaisons du solide, Pey(v) = Piu(v) et

donc
ov , ,
/,TT(CGM’) = Q/fv—l—//gv

Rappels d’analyse fonctionnelle :

Nous allons a présent donner quelques rappels d’analyse fonctionnelle qui nous seront de
grande utilité : )
Soient 2 un ouvert de R™ de frontiere 02 et W : M,,,»x, — R.

Définition 4 W est dite convexe si
pour tout o € [0, 1] et tout couple (F, G) de My xn X Myyxn on a l'inégalité

7



CHAPITRE 2. NOMENCLATURE

W({(l—-aF +aG) < (1 - a) W)+ aW(G)

Définition 5 W est dite quasi-convexe si

pour tout borné D de R™ et tout F' de M,,x, on a, pour toute fonction ¢ de classe
Cy (D;R™) , ensemble des fonctions de classe C* (D;R™) a support compact (nulle en dehors
d’une partie compacte de D), l'inégalité

mes(D) W (F) < /D W (F + Vo(X))dX

Définition 6 W est dite polyconvexe s’il existe une fonctionnelle L définie par
L RT™™ 5 R conveze telle que pour tout F de My,xy,
W(F) = L(M\(F), My(F),- -, My(F))

- n!m!
M;(F) désigne le mineur de F d’ordre i et T(n,m) =
(F) désig (m) ;(i)2(n—i)!(m—i)!

Définition 7 W est dite rang-1-conveze si
pour tout o € [0, 1] et tout couple (F, G) de Mxn X Miyysn
tel que Rg (F — G) <1 on a l'inégalité

W1 — a)F + aG) < (1 — @) W(F) + a W(G)

Remarque 5 Dans le cas ot W est de classe C?, la rang-1-convexité est équivalente a la
condition I' (¢) = 0 associée a la minimisation de l’énergie

1(6) = / W (Vé(a) du

appelée aussi condition de Legendre-Hadamard concernant ellipticité de I’équation d’Fu-
ler.

Remarque 6 Pour W finie, on a les implications suivantes :

W convexe = W polyconvere =—> W quasi-convexre =—> W rang-1-conveze.

La réciproque est fausse, loin de notre objectif, nous nous contentons simplement de citer
un exemple pour chaque cas,

* L’application F — W (F) = det F' est polyconveze et est non convere pour n > 2.

** Lapplication F = (ai;),<; jo3 —> W (F) définie par

W(F)= (ai — as— a32)2 + (a12 — az — a13)2 + (a1 — a13 — a31)2 +

(a22)” + (ags)” — X, (ays)

(e réel positif assez petit) est quasi-convere mais non polyconveze. Voir Terpstra [?] et

Serre dans [?].

¥ Lapplication W : Mizye — R définie par
W (F) = f(PrF)+*||F|* +<||F|* + k| F — PrF|

ot l'on a défini application Pr la projection orthogonale et la fonction f

r 0

Pr:Mso — L:=M7Z=1 0 s € Mzyuo p et f: L — R telle que
t 1

f(M}?) = —r st est rang-1-convexe et est non quasi-conveze.

8



CHAPITRE 2. NOMENCLATURE

Résultat 1 si l'on note par QW (resp PW, RW ) l’enveloppe quasi-conveze (resp polycon-
vexe et rang-1-conveze) de W définie par

QW resp (PW et RW ) = sup{u; 1 quasi-convezxe (resp polyconveze et rang-1-conveze)
v < W} et W** définie par

W = sup{y; ¥ conveze et semi-continue inférieure 1 < W} sa convezifiée alors
W= < PW < QW < RW

Enfin signalons que dans un cadre infini Ball & Murat, [?] donnent un exemple de fonction
quasi-convexe et non rang-1-convexe. Autrement dit dans ce cadre, on a les implications
suivantes :

Convexité = Polyconvexité = Rang-1-convexité

Convexité = Polyconvexité = Quasi-convexité

Définition 8 On dit que Uapplication W : M, — R satisfait le principe d’indiffe-
rence matérielle si pour tout couple (F, Q) de M5, X O(m) on a la relation

W(QF) = W(F)
O(m) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre m qui sont orthogonales.

Définition 9 W : M,,,., — R satisfait l'isotropie si
pour tout couple (F, Q) de My« x O(m) on a la relation

W(FQ) = W(F)



Chapitre 3
DEMARCHE ADOPTEE

Notre objectif est de trouver le modéle asymptotique (modéle limite unidimensionnel)
régissant 1’équilibre du corps suivant 'intensité des forces.
Pour ce faire, nous allons procéder selon le schéma qui suit :

3.1 Premiére étape : Définition du probléme

Nous allons définir le probléme dans ses différentes variantes et pour des raisons pratiques
nous parlerons au début de cette note plus de déformations et aussi par la suite plus de
déplacements. Et c’est pour cette raison que nous citerons quelques rappels utiles.

Pour un déplacement v, I’énergie du systéme est de type

Plv) = /QW(VU) dx — 71 F(v)

W représentant I’énergie élastique volumique, non négative.
F une forme linéaire liée aux forces qui s’exercent sur le corps et
7 I'intensité de ces forces.

La position d’équilibre stable du corps soumis a ce systéme de forces
correspond aux champs de déplacements possédant la plus petite énergie

3.2 Deuxiéme étape : Parameétrisation

Nous allons transférer le probléme dans un domaine fixe et plutot que de considérer
I’épaisseur de la poutre comme paramétre, nous allons prendre son élancement (rapport de
la longueur sur I’épaisseur) afin de simplifier les différentes équations.

10



CHAPITRE 3. DEMARCHE ADOPTEE

Le comportement asymptotique de u®, solution du probléme, une fois paramétré ¢ =

~I =

=+

lorsque I’élancement tend vers 'infini, dépend fortement de I'ordre de grandeur de 'intensité
du chargement.
On prendra aussi 7 une fonction de ¢ particuliére 7 = "™ pour simplifier les écritures

des différentes énergies.

3.3 Troisiéme étape : Différentes déductions

Apreés avoir décortiqué tout le probléme (développement complet de P(v)) en série entiére
de ¢, nous allons identifier terme a terme selon les puissances du nouveau parameétre ¢.

Cette méthode permet de donner ’allure du premier terme, voire les premiers termes du
développement de la solution °, ainsi que les équations qu'’il(s) vérifie(nt).

On obtient ainsi une hiérarchie de modeéles asymptotiques différents suivant 1'ordre de
grandeur du chargement.

cinq modéles se dégagent de I’étude selon l'intensité du chargement appliqué au corps
[?]. Cependant seulement le cas non linéaire de tige inextensible nous interesse.

11



Chapitre 4

RESULTATS OBTENUS

4.1 Ordre de grandeurs des énergies

Nous montrons que, si la densité des forces, supposées admettant un développement en
série de ¢, est en O(e?"72) avec n < 2 alors les déplacements u® solution du probléme de
minimisation de I’énergie du systéme dans le cas de I'élasticité tridimensionnelle non-linéaire,
une fois le probléme “mis a 1’échelle”; sont d’ordre 0.

L’énergie élastique est toujours du méme ordre que 1’énergie potentielle sauf quand n = 1.

n O (v) OEw)) |0E"F)) | OW()) | O(P(uw))
n>2 n— 2 n—1 2n — 2 2n — 2 2n — 2

1 0 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0

Tableaw (1). Ordre des grandeurs suivant l'intensité du chargement

4.2 Forme des déplacements optimaux

On pose r l'ordre de I'énergie potentielle de O (P (uf))

r= 0(P(w)

r = n + max{0;n — 2}.

Pour que les déformations soient de 'ordre indiqué dans le tableau (1), il faut que le(s) pre-

3

mier(s) terme(s) du développement des déplacements, (u =

soi(en)t de la forme qui suit :

12

uw + eu' + v+ ),




CHAPITRE 4. RESULTATS OBTENUS

U'lzs) = (R(x3) — Id)es,

R(z3) est une matrice de rotation

u'(r) = Ulxs) + (R(xz) — Id) (v — x3e3)

4.3 Modéle asymptotique limite : Tige inextensible, élas-
tiquement flexible

n=2, alors r =2 |?|

Les déplacements sont finis, les déformations sont petites.

P?[v°] dépend de Q, V et v

La minimisation par rapport a v* conduit aux problémes de flexion, extension et torsion,
ce dernier fournissant en particulier le moment d’inertie a la torsion Jj.

La minimisation par rapport a V fournit (R” U’); = 0. R s’obtient en minimisant sur

{Q; Q(x3) matrice de rotation, Q(0) = Id}

%/0 {J"‘ﬁ (QT Q/)304 (73) (QT Q,)gﬂ (z3) + % J3 (QT Q/)12 (x3)2} dxs

-7 F(V)

sachant V' (z3) = / Q(z) e3 dz
0

13



Chapitre 5
POSITION DU PROBLEME

Formuler les équations reliant u aux forces auxquelles le corps est soumis revient a trouver
le champ de déplacements u traduisant 1’équilibre de la structure.

5.1 Systéme de I’élasticité tridimensionnelle

On considére le corps élastique, occupant dans sa configuration de référence naturelle le
cylindre (poutre), = S x (0,L), S étant sa section de centre (0,0) et de rayon R, L sa
longueur.

La poutre est encastrée en une de ses extrémités Iy := S x {0} et tirée par une
force dans la direction de Paxe e en Pautre I'y, := S x {L} et n’est soumise & aucune autre
force autre que son propre poids.

ik

FIGURE 5.1 — Domaine

A

Q = {(21, 29, 3); (&1,85) €S et 0<i3<L}

La déformation ¢ : Q — R? induit une configuration déformée ¢(€2) (c’est une application

injective et préserve l'orientation autrement dit det [@Qg(:ﬁ)} est strictement positif pour tout
& de Q.
(Vo))

D¢

ij 0%

().
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CHAPITRE 5. POSITION DU PROBLEME

¢ résout le systéme de I’élasticité tridimensionnelle non-linéaire

— div (@gg 5’) = f dans
gg = Id sur Ty
v = g sur I

0

Vo

v = (V'e;) étant le vecteur unitaire, ici la troisiéme composante de la base canonique de
R3.
S est le second tenseur de Piolla-Kirchhoff et est donné par la relation :

A A ~

g = W(%~<;§) - S(E(¢)) dans ©)

B@) = V& V6 -1
W est appelée énergie élastique et E le tenseur de Green-Lagrange .

Rivlin & Ericksen, en 1955 [?] ont prouvés que le second tenseur de Piolla-Kirchhoff doit
nécessairement s’écrire

$(8) = 2 (1O)1 - ()0 + ()

C étant le tenseur de Cauchy-Green, C = 1+ 2 F et dont les principaux invariants
I'ensemble i (C') et ; trois fonctions a valeurs réelles.
Lorsque la configuration de référence est un état naturel |7,

)

A=2) 7 EMW)(L21) etp = (n + 29) (i (1)

Le systéme précédent est quasi-linéaire du second ordre et méme avec des hypothéses
d’ellipticité, il est difficile de prouver 'existence de solutions.

La restriction aux cas de poutres constituées de matériau de type St-Venant Kirch-
hoff, donne pour le second tenseur de Piolla-Kirchhoff

25(E) :)\TT[E] ~1+2ME+0(E

23 (E) - )\TT[E] 14+ 2uF

A et p étant les constantes de Lamé qui sont des caractéristiques du matériau élastique
de la poutre considérée sont tels que :

15



CHAPITRE 5. POSITION DU PROBLEME

>0, 3x+21>0

Ce qui équivaut en termes de déformations

25 — A (Tr%T Vo — 3) CId + 24 (%T Ve — Id)
les composantes du tenseur S sont données par la relation
ST = CM Fyy et U = X6y 0 65 + 21 (G 05 + O O
Définition 10 Notons ® Uespace des déformation admissibles. Il est défini par

A

o = {zﬁ - Q) = R; réquliére, injective et telle que det [@Q/A)(fc)} > 0 dans ) et
U = Id surTy}

Le probléme d’équilibre tridimensionnel correspond & minimiser sur ®, I'énergie du sys-
téme - Principe des travaux virtuels - [?].

Problme 751

Trouver ¢ dans @ telle que

P) = [W(90) di + 7 ()

W est la densité d’énergie élastique totale du matériau et la fonction F est énergie
potentielle des forces appliquées au corps

J?(@)_—/Qf.lﬁdgs—/fﬁ.;@dg

dx = dz1dzodZs est la densité de volume dans QO et
ds = dz1diy est la densité de surface sur 0f).

Remarque 7 Dans la suite c’est cette approche que nous adopterons, c’est a dire minimi-

sation de [’énergie potentielle totale du systéme. Elle n’est valable que dans le cas des corps
hyperélastiques.

16



CHAPITRE 5. POSITION DU PROBLEME

Nous allons donner plus loin des hypotheses de généralisation a des densités de forces et
donc de la fonction F et de la densité d’ énergie W assurant existence de la fonctionnelle
P, ci-dessus.

On désigne par 05, les composantes du champs de contraintes de Piolla-Kirchhoff et par
u; celles du champs de déplacements u = $ — Id.

L’équilibre des forces de pression, dans la configuration initiale (non déformée) :

~

0]- <CAT” + é'k;j ék»ﬁl> + ]?Z = 0 dans Q

(On admet la convention sur les sommations implicites des indices répétés).

6lj+6kj ékﬁl> ﬁj = f]z sur f‘L
) ) D; = 0surdS x [0, L]

Le milieu considéré étant élastique, le champ de contraintes est localement relié au champs
de déformations exprimés par la relation 6;; = A;jp Y (@) ot les Ay sont les composantes
du tenseur de rigidité défini précédemment.

Remarque 8 Nous allons abandonner ce formalisme pour un autre plus usuel et plus pra-
tique qu’est celui des déplacements au lieu des déformations.

5.2 Formulation variationnelle

Pour plus de commodité dans la formulation variationnelle nous adopterons le formalisme
qui suit : Pour un matériau hyperélastique, un minimum de régularité de la solution au
probléme est requis afin qu’il y ait une cohérence entre les équations qui seront définies
ultérieurement.

Nous définissons au premier lieu l'espace de Sobolev, pour Q=29 x (0, L),
WH(Q) = {@ = (;); 0 € LY(Q); D*0; € L4(Q)} ol a est un multi-indice tel que
0<|al <1

Le probléme P, est formellement équivalent au probléme suivant (Principe des travaux
virtuels correspondant & I’équilibre stable) dans l’espace :

V(Q) = {ﬁ — (&) € WH(Q): & = 0 sur fo}

17



CHAPITRE 5. POSITION DU PROBLEME

Problme 752

Trouver @ dans V() telle que

/ {65(Va) - 050, + 63y (Vt) Oty 950, die = / fiv; di + / §i0; ds
Q Q2 Iy

pour tout & € V()

61 (Vi) = Mip(@) 85 + 2 1 By (@)

(
2 Eij(0) = ity + 0;; + sy, Dy

Le probléme P, constitue le probléme tridimensionnel de D’élasticité non-

linéaire d’une poutre, constituée d’un matériau de type Saint Venant-Kirchhoff
encastrée en une de ses extrémités ['.

Le dernier probléme est fondamentalement équivalent au probléme P; de minimisation
de I’énergie du systéme :

Problme 753

Trouver @ dans V() telle que

Le tenseur E(0) est appelé tenseur de Green-St-Venant associé au vecteur o.

Remarque 9 W, régulier, de classe au moins C°, non négatif, ne dépend que de E, admet

~

au voisinage de E =0 (lorsque les déformations sont trés petites) le développement
o N AN\ 2 A N N A
2W<F) - A(TrE) Y 2uE - Etolf - B) et
W est nul en E = 0.

18



CHAPITRE 5. POSITION DU PROBLEME

Hypothése 1 144 posséde les propiétés de (poly- ou quasi-) convexité et de coercivité c’est

~

a dire que pour tout § positif strictement, il existe une constante cs, tels que si det(F) > 6,
alors W (F) < cs (1+ | F ||p>.

Hypothése 2 det(F) > 0 (sinon W(F) = +oo) condition dite de "non retournement”.
La réduction du corps élastique, ici la poutre, a sa ligne moyenne (ici [0,1]), nécessite
une densité d’énergie infinie.

Remarque 10 Le chargement F V(Q) — R, est une fonction régquliere, nulle lorsque
le corps est dans son état naturel.
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Chapitre 6

MISE A I’ECHELLE ET
PARAMETRISATION DU PROBLEME

Le changement de domaine, précédemment annoncé donne les transformations de coor-
données de tout point & de 2 en un point x = (z1, xe, x3) de 2 =5 x (0,1), S section de
rayon 1, via une transformation bijective ©°, tel que :

i‘l {i‘g {%3
T = —_—, V=, —/—
R R’ L

De ce fait, I’élément de volume dz dans Q) devient R? L dx dans © et 1’élément de surface
ds sur S devient R? ds dans S avec dx et ds les éléments de volume et de surface dans Q) et
S respectivement.

Au déplacement arbitraire 0 = (0;) : () — R3, on associe le déplacement
v(z
v = (v;): Q — R? défini par : v(z) = % via la bijection ¢°.

Nous adopterons cette formulation pour tout déplacement admissible de V(Q)
Au potentiel W : Q x M7 — R, on associe le potentiel W : Q x M7 — R défini

W
par W = 0 (E étant le module de Poisson associé aux constantes physiques A et p du
matériau).
E:é(l—ZV)2+M(1+V2) y:L
2 ’ 20+ p)

1
E >0, —1<u<§

Et enfin, afin de déplacer tout le probléme P sur le nouveau domaine V(Q2), on associe
au potentiel F : V(2) — R du chargement, le potentiel F : V(2) — R défini par

F(0)
FE ,UE —
() = %7 .
En introduisant le parameétre de 'intensité des forces n = I’énergie potentielle P

E R*

définie dans le probléme Py peut s’écrire, vu aussi les relations précédentes, E R* L P(v)
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CHAPITRE 6. MISE A L’ECHELLE ET PARAMETRISATION DU PROBLEME

P(v) = Wi(v) — 1 F(v)

- /QW(FE@)) dx

On s’est donc ramené a la recherche d’un déplacement u°”7 minimisant la fonctionnelle
Pem probléme de minimisation paramétré par ¢ et 7.

Le comportement de u" au voisinage de € = 0 dépend de l'ordre de grandeur du para-
métre 1. L’objectif principal est d’étudier cette dépendance.

Comme nous voulons le faire varier depuis 0 jusqu’a des valeurs arbitrairement grandes,
nous avons a le comparer aux puissances de €. Nous considérons 7 comme fonction donnée
n® de €.

Nous nous sommes limités au cas ou 7° est proportionnel & une puissance entiére de €,
=ne",n € NetneR.

£

U

Il s’agit finalement d’étudier le comportement asymptotique, lorsque ¢ tend
vers zéro, du déplacement v* minimisant 1’énergie potentielle.

Pour rappel, la justification des modéles de structures minces non-linéaires pour des petits
déplacements s’est faite par la méthode des développements asymptotiques en contraintes -
déplacements par les professeurs P.G. Ciarlet et Ph. Destyunder |?| et en déplacements par
ce dernier [7].

Le transport du probléme sur 'ouvert fixe nous conduit au :

Théoréme 1 Pour @ dans V(Q) solution du probleme Ps, le déplacement u® = (us) qui lu
est correspondant est solution du probleme E R* L P¢ de minimisation, sur [’espace VE(2),
VE(Q) == {v°, v° e WH(Q); v° = 0 surly} de l'énergie du systéme

Pe(u®) = min [P(v%)]

vEEVE(Q)

Pl(v) = Wi (v) — ne™ F(v)

)= [ W) a

ot 2 EW(F) = N(TrE°)? + 2 u E° - E°

21



CHAPITRE 6. MISE A L’ECHELLE ET PARAMETRISATION DU PROBLEME

Définition 11 Pour toute fonction f© développable en série entiere de €, on appelle ordre
de la fonction le plus petit entier relatif dont le coefficient du développement est non nul et

est noté O(f°) :

F =Y o = ntlicz: £ 4 o)

1EL

Hypothése 3 Admettons, formellement, le développement du chargement F¢ en série en-
tiere de €

Fo=F + e F +2F + -

Hypothése 4 Les éléments F™ de la série du chargement (développement appliqué a la
poutre) sont de type (L2())* pour tout n dans N ensemble des entiers naturels.

Hypothése 5 Pour tout n dans Z, ensemble des entiers relatifs, les éléments du développe-
ment en série de la solution u® sont dans (W*(Q))®.

Cette derniére hypothése est d’ordre physique puisque on impose la restriction de u? sur
S est au moins C!(9) et Papplication . : S. — R? (1, x3) = (x1, 2) + ul(x1,22,a)
préserve 1'orientation pour tout a de 0 a 1 inclus.

Ces différentes hypothéses sont trés usuelles et que nous trouvons dans tout les ouvrages
utilisant la méthode des développement asymptotique comme |?].

Hypothése 6 Pour information, pour les deux premiers modéles - modeles linéaires exposés
dans larticle - on suppose que la restriction de F*(0) sur

V(Q) == {V =V(x3); v,€H*0,1), V5 = 0et V(0) = V'(0) = 0}, dérivée de F°
en 0 n’est pas nulle.

La proposition qui suit est trés importante. Nous lui ferons référence a chaque besoin,
essentiellement lors de ’annulation des diverses “énergies partielles : P2, P91 7.

Proposition 1 : Si W (F) =0 alors E =0 pour 2W (F) = X\(TrE)* + 2uE-E

En effet, si 'on décompose 'opérateur matriciel £ en deux parties orthogonales
TrE

E = Id + EP telle que EP, appelé déviateur, vérifie TrEP = 0,

(TrE)?

il vient £ - E = 3+ EP . EPcar EP - Id = TrEP = Oet Id - Id = 3.

2
Ainsi, 2 W (F) = 3 (3\ + 2u) E2, + 4p EP - EP et p étant toujours positive, le

membre de droite 'est aussi et comme 3\ + 2u > 0 alors Egﬁ = (0 pour tout a et B deés que
la quantité W (F') est nulle.
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Chapitre 7
ESTIMATIONS DES ENERGIES

Ici, on montre de fagon trés technique la méthode qui nous permet de retrouver les
résultats concernant les différents ordres de grandeurs des différentes énergies et différents
tenseurs et ce en partant de la définition du déplacement u® et du potentiel de Green-
Lagrange E°(uf).

7.1 Déplacements

Toute la théorie de I'analyse asymptotique repose sur le fait qu’on admet ’écriture de
la solution aux problémes de vibrations de structures, a la détermination des différentes
contraintes énergétiques (efforts tranchants, moments de torsion , etc ...) en série entiére.

ut = P u’ + ePTul 4 PP 4

7.2 Déformations

Le potentiel de Green-Lagrange F°(u®) s’écrit :

EZ(0)ag E°(v)as3

Ef(v) = = (F°(v)" - F°(v) — Id) =

DN | —

Ef(v)ss E°(v)s3

avec

Fe(v) = Id + (181} 1 Ov (91))

e0xry €0xy Oxg

Il vient pour u*¢,

&€ 13

1
2E°(u)ap = (uzﬁ + u%a) + 2 Us o U5 5

m | =
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CHAPITRE 7. ESTIMATIONS DES ENERGIES

1
e(. € _ € 5 5 €
2 B (U)o = Ugz + — Uz o T = UoUis
€ €
€ € _ € I3 €
2 E*(u)33 = 2“3,3 T Uj3Uy3

Ee(us>a3 = EE(UE)?M

7.3 Energie élastique
L’énergie élastique s’éxprime en fonction des deux définitions précedentes et donc du
A
potentiel de Green-Lagrange E° W*(u®) = / (5 (TrEs(uf))* + p E5(uv) - Eg(u5)> dx
Q

Casp > 3:u° = Pu® + Pl 4+ P22 + ...

2E (u)ap = & (Uaptupa) + & (Uap + Use) +
2E (u)as = € " Ugo + & (uga + Ung) + oo

2 EE<UE)33 = 2 5pug73 + -

2E(uf)ap = eV El;+ P Eip+
2FE°(u)es = eV EY + P EL,+

2 Ee(us)gg = eP E§3 +

0 _ 0 0 1 _ 1 1
2 Bap = Ugptupg, 2 Eug = Uyp + ug,

0 _ 0 1 _ 1 0
2 Eiy = ug 2 B, = Uz T+ Uz

w |EO£0 | E'£0 | w0 #£0

We €2p_2 52]) €2p+2
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CHAPITRE 7. ESTIMATIONS DES ENERGIES

Casp = 2:u° = &u’ + &u' + ' + -
2E (u)ep = € (ugﬂ + ugya) + &2 (u}lﬁ + uéja + ugaugﬁ) +

3 2 2 0 1 0 1
e® (Ugp + Uga + Walis + Ugui,) + oo

0

2F (uW)as = cul, + € (ugs + usy) + € (ubs + U3, + Uy udy) + -

2B (uf)ss = 2% ugy + -+

2F(u)ap = eBig+ EEL+ ES+
2E (u)as = eBl+ 2EX+ B+
2 B (uf)33 = 2B+ e B+
2 Elg = u)s + uf, 2 Elg = uby + ug, + u),udg
2 Ely = uj, 2 E2; = u)s + uj,
2 El, =0 2 E2, = 2ul,

3 2 2 0 1 0 1
2 Eop = ugp T U, T Uinlig U Ui,

3 _ .1 2 0 .0
2 Ely = Uy T Uz, T Ujq Uis

w |EY 40 | E2#£0 | u #£0

wWe g2 gt b

Casp = 1:u° = cu’ + vl + v + -+

2E (u)ap = = [(euas + uppy + udy + ) + (eug, + Sup, + uj, + -+ )]+

™ | =
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CHAPITRE 7. ESTIMATIONS DES ENERGIES

2.0 .0 3.0 1 3.0 .1
o) (Fugauis + Eufauis + Eugu, + o)
0 2.1 0 1 0.0
2 B5(u)az = EUyg + €Uz + o+ Uz, + EU, + o0+ EU LU
Donc

2FE (W)ap = (ugp + Uha + uauis) + € (uhp + sy + ulquis + udgul,) + -+
2 Ea(ue)ag = ug’g + ¢ (uga + ué’a + u?,au?ﬁ) + -

2 Ea(ua)gg =2 ug,3 + .-

2E(u)ag = Elz+ eEi;+

2E(u)as = Els+ eEy+

2 E¢(uf)33 = e B3, +
2 Egﬁ = ugﬁ + u%’a + ugau?ﬁ 2 Eéﬂ = uiﬁ + u;a + ugau}ﬁ + u?ﬁul{a
2 Bl = ul, 2 Bly = uds + uy, + uuds
2 Ej = Ug,:a 2 Ej = 2“%,3

W |EY 40 | E2#£0 | u #£0

We 1 g2 €

Casp = 0:v° = v’ + eu! + 2u® + -+
2E8(u5)a5:
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CHAPITRE 7. ESTIMATIONS DES ENERGIES

1
0 1 2 2
9 (uza + Euia+€ Uj o =+
6 b
0 1 2 9
2 EF(uf)ag = (Ua,g + EUyz + € ULy +
I 1 2 9
= (u3, +eugy + Ui, + o0) +
8 b b b

1
2E (s = < (uga + wialis) + (Uop + Uia + Waliy + wiss) +
2 F*(u)33 = 2ug73 + u?73u?73 +
2E(u)ap = € 2E 2+ e 'Egy+ E+ eEl+
2 B (u) a3 = e'ESd+ E%+ eEl+
2 EE(UE)gg = Ei(’))?) + € E§3 +
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CHAPITRE 7. ESTIMATIONS DES ENERGIES
2 Bf =uwlly 2 Bif = ud, + uf, + 2ul ub,
2 E; =0 2 Egz = ud, + ud udy
2 E;f =0 2 Ei =0
2 Eds = ubp + up, + 2u) U5 + Ui g
2 Eg:& = Ug,s + Ué,a + u?,auzl,?) + U?,3Ui1,a
2 B3 = 2ug; + udsul,
w |E72#£0 |E1#£0 E° #£ 0 u’ # 0
WE 5—4 5—2 52
Casp < —1:uf = ePu® + PPyl 4+ ePP2? 4 -,
2 B(u)ap = ¥ 2ul, uly +
2 Ef(u)as = e MU, u)y + -
2 Ef(u)sy = e eudguds + -
2 B (uf)op = €72 Ei’;{z + el Eigfl + e Ei’é +
2 B (1)as = L S
2 B (u)yy = % B3 +
2 EX7? =l ul, 2 EX = 2 EX =
2 EXZ? =0 2 EX =, udy 2 EX =
2 B 7 =0 2 Ex ' =0 2 EY = ulyul,
u® u® # 0
We > ¢t
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Chapitre 8

MODELE DE SAINT-VENANT DE
FLEXION, EXTENSION ET TORSION

Evidemment et comme nous en avons précedemment parlé, nous n’essayerons pas de
donner une justification mathématique a la méthode des développements asymptotiques ni
méme les résultats de convergence. Des travaux ont déja été fait auparavant.

O (" Fe(u)) = 2

8.1 Déplacement optimal

Théoréme 2 Pour un chargement d’ordre 2, la solution du probléme u® est d’ordre 0,

Of) =0

o= u' + eul + 2w 4+ -

Le premier terme u® du développement de u® ne dépend que de la troisiéme composante
r3 de x

Il existe une matrice de rotation R(x3) ne dépendant que de x3 telle que,

Ulxsz) = (R(z3) — Id) e3
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CHAPITRE 8. MODELE DE SAINT-VENANT DE FLEXION, EXTENSION ET TORSION

Théoréme 3 1] existe un vecteur U(x3) ne dépendant que de 3 tel que le second terme u'

du développement de la solution u® est de type

ul(z) = U(zz) + (R(x3) — Id)(x — x3e3)

En effet, le tenseur E s'¢écrit : 2 B°(v°) = (F°(v°))" (F*(v°)) —Id

2E(u) = [(Id + H(v9))]" [(Id + H*(v))] — Id

et si 'on note, pour v* = 0% + co! + 20? + .-,
o o’ ovt  ovt o ov?  ov?  ovt
H_ — | = == H — H —
1(U) [89&1 | 8x2 |0:|’ O(U> |:8ZE1 | 8@ ‘ 8I3:|7 1<U) {89&1 ’ 8@ | 85(13:|
avk—l avk—l avk—Z
t H, =
© k(U) 8$1 | 8932 | 81‘3
alors H*(v°) = ¢ ' H_1(v) + Ho(v) + ¢ Hi(v) + &> Hy(v) + ---

}pourtoutk:EN,kzél

2 E(f) = [e'H_i(v) + (Ho(v) + Id)+ &' Hy(v) + ---]"
eV H(v) + (Ho(v) + Id)+ &' Hy(v) + ---] — Id
2 E(vf) = e H_y(v)T Hoy(v)
+ et [Hoi(v) + HE(v) + HT (v) Ho(v) + H{ (v) H_1(v)]
+ (Ho(v) + 1d)" (v) (Ho(v) + Id)(v) + HY,(v) Hi(v) + HY(v) H 1(v)
e -]
.
- Id
et aussi en adoptant Décriture Hy (v) = Hy(v) + H[(v) et HY"(v) = H;(v) H] (v)
algrSEﬁ(vf) = 2 HNE (v
+ et [HE(v) + HYS () + HYG(v)]t
+ [(Ho(v) + 1a)" (Ho(v) + Id) + HY5(v) + BN (0) — Id
+ e []
i

30



CHAPITRE 8. MODELE DE SAINT-VENANT DE FLEXION, EXTENSION ET TORSION

L’énergie du systéme se décompose donc en
k pk
= E e” P (v)
k>—4

avec

W(F /W

2E (TrHN% 1<v>)2 +2p HY (v) - BN (0)
/ WI(F
2EW(F™3) = 2)\T7~HN1Ll( ) Tr (HE (v) + HYG(v) + HYE(v) +
NH]—V1L—1(U) ' (Hfl(v) + HivlLo(U) + Hé\iLl(U)) +
. po(HE () + HYf(v) + H(v)) - HYE (v) -

En comparant terme a terme les éléments du probléme de misimiation originel de I’énergie
du systéme nous pouvons déduire
Premaére étape :

Pw) =0 (= WEFE ) (u) = 0)

C’est a dire A (Z/W’H]_VlL_l(u))2 +2p HYE (w) - HYE (u) = 0
Et donc en appliquant la proposition, on a : HY" (u) = 0
HNE (u) = 0 <= H_y(u) = 0
0 ou®
Donc H_1(u) = 0 <= u, = 0 (% = 0)
Il existe donc un vecteur U de x3, tels que, le premier terme du développement u° de u?,
solution du probléme P?, s’écrit

Deuziéme étape :
2 E(vf) = [(Ho(v) + 1d)" (Holw) + Id) — Id

+ €
+ 82 []
+

Un méme raisonnement que pour I'étape d’avant nous conduit a

(Ho(u) + Id)" (Ho(u) + Id) — Id = 0

(Ho(uw) + Id)" (Ho(u) + Id) = Id
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CHAPITRE 8. MODELE DE SAINT-VENANT DE FLEXION, EXTENSION ET TORSION

Comme det F* > 0 donc det (Ho(u) + Id) > 0.
On en déduit 'existence d'une matrice de rotation R(z) telle que (Ho(u) + Id) = R(x)

Remarque 11 La matrice de rotation R ne dépend que de x3.

1 1 0
En effet, Ho(u) = {au Ou 8u]

83&1 833'2 8.773
0 f 0 i =
R(x)z(e_f—l-a% [e_%nta%][e?JrU’])
1 2

La matrice de rotation R(x) est orthogonale donc ses vecteurs colonnes sont de norme 1,

E EY

0 0 —
G| =1, B =tet @+ U =1

0xq 0wy

Ces vecteurs colonnes sont deux a deux orthogonaux,

e_f + 8_ . e_2> ai -0
81‘1 8352
- + @- + U’} 0
€2 O €3 =
EW
[e‘% + U’] o+ 8&] — 0
(93@1

Ainsi, nous pouvons voir facilement les relations suivantes, pour tout «

2+8_ZE2

] [w] -
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( 8 —+ @ + @ =0
al‘a 2 8x2 2 @(L’Q n
o [ o S
o, [+a_] BT =0
Finalement,
( 0 €_> + _a—l? // ey + _a—l?
0z, ! 0xy Oy
0 =7 + @ // + a—i?
0, 2 0s 014
mais comme
o [s o] o [ad] o [ad] oo [, o
8272 ! 81’1 N 8332 (9271 (9:1:1 8x2 85[]1 2 8372
il vient alors,
o [ ] o [, ]
8x2 ! 81’1 - 81:1 2 81’2 n
De I’égalité
Jul o
S B > S
o 8951] ¢ Oxy | 0
on a,
I P O 7 I Py I 7 [
0, “ 01 2 019 ! 01, 0, 2 Ory |
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o [, o] [ o]
8_1'1 €1 + 8_x1 . €9 + 8_372 =0
a _% E/L?_ _% m_
Ers ez + o | er + | = 0
et donc
0—%[61+8—%]:0 et 8_332[62+8_x2]:()
et donc les vecteurs [e{ + — | et |es3 + —— | ne dépendent que de z3.
8271 0:)32
Finalement R(x) = R(x3)
On a donc (Hyo(u) + Id) = R(z3)
Ce qui términe la démonstration du théoréme puisque R(z3) e3 = ez + U'(x3)

Ulzs) = (R(xz3) — Id) e

Fin théoréme 2.
Nous avons les résultats suivants

8u — @u —
e+ —| = R(zs)etet &5 + —| = R(zs) e3.
1 8x1] (z3) e [ 2 O (r3) €3
%
La premiére égalité donne 'existence d’une fonction ¢ indépendante de x; telle que

ut(z) = —x o+ R(zs) (zq e_f) + 5(3:2,:173;

que nous remplagons dans la seconde
—

{
08 (w2, x3) + & = R(zs) & par ce que Ou _ 0&(xs,23)
ax2 81:2 8x2
06 (s 5]
Et donc 827 2=~ 4 R(xs) &
X2
Fmalement &( :1:2,333; — 1y + R(z3) (2o 62) + &(x3) et donc
u (a:) = — 24 €y + R(xs) (xg €a) + &(x3)

D’ou l'existence d’un vecteur U tel que

ut(z) = Ulxs) + (R(xs) — Id) (x — x5 e3)

Fin théoréme 3.
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CHAPITRE 8.
8.2 Modéle asymptotique
Onpose V(Q) = {v° =" + ev' + &0 + -+ [0(z) = V()
il existe une matrlce de rotation @ = Q(x3), Q(0) = Id telle que
V(zs) = (Q(xs) — Id) es v'(z) = V(zs) + (Q(zs) — Id)(z — w3es) Vu}

NN

FI1GURE 8.1 — Déformation d’une poutre inextentionnelle

Théoréme 4 v € V()), et minimise la fonctionnelle énergétique P sur l'espace V(2)

Pv) = W(v) — 7 F(v)

/ W(F(v)) dXs

2W () = Ty (@7 DQ),, (@7 DQ)yy+ % 1 (@ DQ),,

Jop composantes de l'inertie géometrique du systéme
J3 moment d’inertie & la torsion.
Le premier terme du développement v de u* = u® + cu! + €2 u? + --- ne dépend
que de la troisieme composante de x
u’(z) = Ulzs), U'(zs) = (Rlxs) — Id) es et
ut(z) = Ulxs) + (R(zs) — Id) (x — 3 e3)
alors

u(z) = Ulzs) + ¢ [Ulxs) + (R(zs) — Id) (z — z5e3)] + €0’ +
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On note,R(xg) = (d_l JQ 623) =R
ou

u; ou la derivée partielle de u par rapport a la coordonnée x;

€

Fe(u) = Id + (1 out 1 Ou 8u)

g 81’1 g 8x2 8x3

1 1
Fe(u®) = Id + (— u = U u€3>
Fe(u®) = Id +

| |
(R —1Id) e +ev’y + - |[(R—=1Id) e + cul + - [U + ¢ (U + R (z — x3e3))

Fr= vy b [(U + R (za€a))
| |

Le tenseur de déformation, associé a la solution du probléme de minimisation initial
devient 2 E°(u®) = F(u®)" - F(u®) — Id

2F () = R+eF +--]"[R+eF + -] - Id

Comme R" R = Id, 2 E°(v°) = ¢ [R" F' + F''R] +&* [-+-] + -
e
RIF' = | df | [ud vy (U + R (zaca))]
[ d3 |
dy - u?l dy - u?z U -d + z.R e, - dy
RIF' = [dy - v do - 4% U - dy + 24 R en - da
ds 'U,21 Jg-ué U - ds + 2o R e, - ds
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Ji = R@i gOHCﬁCZZ‘ 'd_j = éij _
avec (dl/\dg);dg = letdy = e3 + U = dy = U"

Donc R’ =
u’.d, =
u’ .d, =

(d) dy U")etdoncU" = dy = R e3

R e - Ren
RT R es - e,

On pose 2 Ey(u) = R" F' + F'' R B -
T’T‘El = U?l'dl*F U?Q'dg + (Zlfldll + Igdé + U/)'dg

BB o= (2 d) 4 (hd) + [ d + mady + O) - dy)’

(b -dy + w?-dy)° +
1 _ _ _ _ _
3 (1 d) + o dy + U') - dy + U?l'd:ar +

[(1‘1 J’l + Zo CZIQ + U’) ‘JQ + U?Q'Cig}z

(- dr oy + (o dy 4 o dy + U)o d) 4

((2-d)" + (@) + (o1 d + o2 dy + 0) )] +

=

(h-di + u?-do)” +
(o1 dy + 22 dy + U')-dy + u - ds)* +

(wrdy + a2 dy + U)-dy + - ds)’

N NE O NTE T

(U?l'Czl + U?Q'Jg + 1‘16?1'6{3 + :UQJIQ'CZ?) + U"d},)z +

=

[(U,Ql . 671)2 + (U,zz . d2) + ($1 67/1 : 673 + x CZ/2 ’ Ji’) + U CZ?’)Q] +
(- + - do)” +

(ZEQJ/2~J1 + U/'Jl + U?I'CZ3)2 +

NIE ONIE IR

(:Cld_/l'JQ + UI‘JQ + U?Z’d_g)Q
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A - _
W(El) = 5 (U?l 'dl + U’22 'd2)2 —+

)\ (u,zl'd] + U?Q'Cig) ([L’ldlldg + 1'261/2'613 + U,'Ciz;) +

(33162/1'6{3 + .TQJIQ'CZg + U,'ng)z +

@+ ()] +

=

L+ i)
Cled-di+ 0 -di + - &) +
5 2 Uy - Q1 1 1703
Cleddy + U dy + - )]
A - _
W(E) = 9 (wh - dy + u,22'd2>2 -
p (e d)” + ()| + S (e d 4 )
B dy)” + g (W - ds)” +
A [u?l'Jl + U?Q'ng} [1'167/1'653 + :UQJ’Q.JB + U’.Jg} +
1% (xQCZ/QJl) U?I'ng—i-
1% (iCl J'l Jl) U?2 'Jg +
A L L o
5 [ (@ d) + 23 (- d) + (U )] +
bl @ d) v @) (@) (@) +
polod (dy - dy)? + a3 (dy - dy)* + (U dy)?]
On pose
U,Z1‘d1 = U1, U?Q'Cil = Uy,2
U?l'JQ = U2;, U?Q'CZZ = U2
U’Ql 'Jg = U3, U?Q'Jg = U3;2
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W(El) = (ul,l + UQQ)Q +

DO | >

M [(U1,1)2 + (U2,2)2} + (12 + um)2 +

=

[(U371)2 + (U3,2>2] +

IS

Afunn + ugp [Il diy + T9 dhy + U’-J3] +
p(zady-di + U -dy) usy +

(.:Eloz’l-cil + U/%Zz) Uz +

(27 (diy)* + @5 (dis)” + (U~ d3)?] +

NlE N> B

8 (&-d)* + o} (4 &) + (U-d@)" + (U d&)°] +

[ (d/13) + 552 (dl23) (U/ ) dS)Z}

=

Et en posant

U dh U2 = U/ JQ, Ué = U/ : CZ3, CZCZJ = dij
B A 2 H
W E1 = B (ua,a) +p [Va,ﬁ(u) 70@,3(“)] + 9 U300 U3, dx +
Q
/ (A taa (21 diy + z2dhy + U3)) do +
Q
[ 2@y + T o+ s (o1 @y + 0 wsa) do o+
Q

1
/ (A (I diy? + I dy? + S T2)) das +
0

1
/ (5 (b + Ldig? + UF + 0)) das
0

La minimisation par rapport a u donne

/Q (M ttan U5 + 2 1 Yo (1) Tas(0)) da +
//\ (a:l diy + Ty dys + Ué) Voo dz = 0 Vo,
Q
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et aussi

/ P U3,0 Vs,q dT +
Q

/Mmm;+mwm+@db+@wmpmzovw
Q

dy - dy+ & dy =0
By = dy - dy = U

By = d - dy = — U
diy = d, - dy
dyy = dy - ds

cZ’lcig—f—JngzO et Jéd_:g—i‘cngZQ:O

Ainsi on a,

/(M [Us,l + U{] Uzl T [U3,2 + Ué] U372) dx +
)

/,u (1'2 62/21 V31 + T 67/12 U372) dr = 0 va
Q

Pour v3 = — a1 U] — x5 Uy + Us(xs)

/(” [usg + Ui] Ul + p [usy + Us] U3)de =
Q
/,u ([Il + Iy U? + U{Q + Ug) dx

Q

1 E _ _ B

/QW(El)dx = / (5 (L dyy® + Ldy® + SU§2)) dxs +
0

1
/ﬁJdexg
) 2
2EW2:/(A(TrE1)2+2uE1.E1) dx
Q

40
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1
2W? = / (Jaﬁ U" - d, U - dg + |S] T + %Jwg) dz
0

Le min par rapport & Uj

1
2 W2(y) = / (Jaﬂ UV 4+ 18| wl vl + %Jcﬁ) dz
0

|S| étant la mesure de la section S de la poutre
Finalement -
P[] = P? (R, U, u?).

Le probléme de minimisation P? dépend de Q, V et v2.

V(zs) = / 3 Q(z) e3dz — x3es3
0

Q = Qx3), Q' Q = Id, det(Q) =1 et Q(0) = Id

La minimisation par rapport a v? conduit ici aux problémes de Saint Venant de flexion,
extension et torsion, ce dernier fournissant en particulier le moment d’inertie a la torsion .J3.

La minimisation par rapport a V fournit (RT U’); = 0.
Enfin, en notant J,3 composantes de l'inertie géometrique du systéme et J3 moment
d’inertie a la torsion, R s’obtient en minimisant sur : Q(z3) rotation; Q(0) = Id

/0 Jaﬁ (QT Ql)3a ($3) (QT Q,)gﬁ (!103) + %J:a (QT Ql)12 ($3)2 drs — 77]:0(‘/)

Remarque 12 Le couplage entre la flexion et la torsion n’est effectif que si la section ne
possede pas assez de symétrie. Si elle en posséde assez de facon a ce que J = J Id,
alors (QT Q)15 = 0 et Iénergie élastique se réduit a l'énergie de flexion comme dans des
chargements d’ordre superieur.

Remarque 13 Le probleme reste toutefois non linéaire a cause de la condition d’inex-
tensibilité || e3 + U' || = 1.

Remarque 14 Ce modéle correspond aussi au modéle obtenu par la T' — convergencepar|?]
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8.3 Application

Pour illustrer notre étude nous allons donner un exemple.
On considére une barre horizontale en acier fixée (encastrée) a son extremité, soumise
uniquement & son poids et une force horizontale de tention 71" & son extrémité libre.

)/ PR — 10L
/.

100 L

RA00 = m o mm - —

FIGURE 8.2 — Barre en élancement

La solution U du probléme de minimisation vérifie :

PU) =W(U) — nFU) <P(V) pourtoutV

1
W(V) = /0 Jus VI V! di

Jop composantes de l'inertie géometrique du systéme
Le chargement F¢, pour v° € V° = {v°: Q° — R* / v°(0) = 0}

Fe(v®) = —/ p g vi dxf —I—/ T v§ dxf dxs
e Sex{L}
fe(vf)z—pgRQLZ/Vldx+TRQL/ Vs ds
Q Sx{L}
T
.F(v):—k{—/vldx—i-— ngs]
Q pglL Sx{L}
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CHAPITRE 8. MODELE DE SAINT-VENANT DE FLEXION, EXTENSION ET TORSION

R*L pglL F
FLk=pgRL* — F =292 e P
Py — T e \'TER
pglL T
F) = == [ Vide + - Vs ds
E o E Jsxm
Comme (1 + U3)* + (U})* =1 (la condition d’inextensibilité) et Us(z3) = 0 donc
1
Us(z) = — 2z + / v 1—=V/(s)? ds, on arrive donc au probléme de minimisation
0
sulvant

1 1 0y L 1
: - V// V/I d
V(020 8 /0 vds g

T 1
Vids — E/ Vv1-=V/(s)?ds
0

0

1 1 0g L 1 T 1 U/ Vl
= Uy Vi'ds + === Vds+—/ ——L__ds = 0
4 /(; 1 1 E 0 1 E 0 /1 _ ‘/1,<S)2
1 [ w pgL [ T d U;
- Uy’ vid — Vids — — — Vids —
4/0 1 Vids + £ ; 108 E/le s = Ul(5)? 1as
Pl LT Uy 1
- U(3) v ’ - ‘U(z) 74 - e S V; =0
) 1 10+4 1 10+E TV 1
0
. . . T ™
Finalement, avec le flambement (7" < 0) se situant prés de T = 7°

(

L T d U, Ul
p R e
1t E E ds | /1= Ul(s)?
Ul(o) = U{(O) =0
T  UQ1)
Uu'l) =0, U"1) — 4= —E2—r— =0
\ (1) (1) E /100y

On considére une barre en acier de rayon R = 1 ¢m dont le module de Young F =
2 10" Pa, de masse volumique p = 8% 10° Kg/m® (g = 10 m/s?).
Casl1:L =1m
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= 1072

. _ R
L

pglL 8% 103 % 10 _7 3 4
5 = SPRTIE =4%x107" = 04’ = 40¢

Flambegnent
T = % Ee > 25%210"107% Pa = 5107 Pa = 50 MPa
Cas2:L = 10m

™~ =

= 1073

pgL  8x10°%10%10

_ -6 _ 2
T 57 101 =4%x107"° = 04¢

FlambeIQnent
T = % Ee >~ 25%210"110°° Pa = 510° Pa =~ 0.5 MPa
Cas3:L = 100m

R
= — =10
T
L 8 % 10°
L= = o = 4107 = 04¢
FlambeIQnent

T = % Ee2 >~ 25%210" 1078 Pa = 510° Pa = 0.005 M Pa
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