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Introduction

Un graphe ([17]) est un schéma constitué de points (sommets) et
de lignes de formes quelconques (arétes) reliant ces points. Il est uti-
lisé pour illustrer certains liens existant entre des objets d’'un méme
systeme et en particulier dans la modélisation de problémes liés aux
réseaux qu’ils soient informatiques, sociaux, routiers ou autres.

L’origine des graphes remonte au XVIII®" siécle et & la publica-
tion par le mathématicien suisse Leonhard EULER de la résolution
d’un probleme qui consiste, partant d’'un point donné, a tracer un
itinéraire sur la carte de la ville russe de Konigsberg de maniere a
visiter une seule fois chacun des sept ponts de la ville puis retourner
au point de départ.

Les graphes ont été par la suite utilisés pour 1’étude des circuits

électriques, en chimie, en psychosociologie et en économie. L'un des

ouvrages de référence sur les graphes a été réalisé par le mathéma-



INTRODUCTION

ticien francais Claude BERGE dans lequel il établit les bases de la
théorie [3].

Depuis son fondement, la théorie des graphes ne cesse de se dé-
velopper notamment grace a ses multiples applications tant au plan
civil que militaire : aide a la décision, stratégie, optimisation, ré-
seaux de transports (chemins de fer, électricité, ports et aéroports,
ordonnancement des téaches) etc. ..

La théorie des graphes n’est pas une branche indépendante des
mathématiques; elle se rattache a la programmation linéaire, la pro-
grammation convexe et a la topologie.

Le probleme de domination est I'un des problemes les plus connus
en théorie des graphes [13, 14]. Il consiste, étant donné un graphe, a
colorer un minimum de ses sommets en blanc et le reste des sommets
en noir de sorte que chaque sommet noir soit relié par une aréte a
au moins un sommet blanc. Ce probléme est NP-complet ([12, 14])
et possede plusieurs variantes.

Le probleme de broadcast domination est une variante du pro-
bléeme de domination. Ce probleme a été introduit en 2001 par D. J.
ERWIN [10] et consiste a attribuer des entiers positifs (poids) aux

sommets du graphe de sorte que tout sommet de poids nul soit
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broadcast-dominé par un sommet de poids strictement positif, et
que la somme des poids de tous les sommets soit minimum ; formel-
lement, cela revient a définir une application a valeurs entieres f sur
I’ensemble des sommets telle que tout sommet du graphe se trouve
au plus a une distance f(v) d’au moins un sommet v avec f(v) > 0,
et que la somme des poids soit minimum. Ce minimum s’appelle
nombre de broadcast domination du graphe.

Une application de la broadcast domination est la localisation des
stations radio FM dans une zone donnée, ou les sites a localiser sont
les sommets d’un graphe représentant la zone en question. En fait, les
stations radio FM se distinguent par leurs fréquences de transmission
et par leurs ERP (radiated effective power), et un transmetteur avec
une grande ERP peut transmettre loin mais sa construction et son
fonctionnement sont plus cotiteux. Il est alors pertinent de minimiser
la somme des ERP qui correspond a la minimisation du cofit du
broadcast.

Le broadcast domination a été prouvé polynomial en 2006 par
HEGGERNES et LOKSHTANOV [15]. Cependant, une conjecture posée
par Erwin [10] proposant une broadcast domination optimale pour

une classe d’arbres n’a pas encore été résolue.
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Dans ce mémoire, nous prouvons cette conjecture et déterminons
le nombre de broadcast domination dans les arbres .4 -aires com-
plets.

Aprés une introduction générale, le mémoire s’articule autour de
trois chapitres : Le Chapitre 1 est consacré aux définitions et a la
terminologie de la théorie des graphes adoptées dans ce mémoire;
on y présente également les concepts de domination et de broadcast
domination. Dans le Chapitre 2, nous énoncons les résultats établis
sur les broadcasts. Dans le Chapitre 3, nous prouvons la conjec-
ture d’ERWIN et déterminons le nombre de broadcast domination
dans les arbres .4 -aires complets; nous déterminons également un
sous-graphe minimal par rapport a la propriété de ~,-radialité et en-
fin nous étudions d’autres broadcasting invariants d’arbres .4 -aires
complets. Nous terminons avec une conclusion et quelques perspec-

tives.



Chapitre 1

Définitions, terminologie et

notations

Dans ce chapitre, nous définissons les outils et le vocabulaire de
la théorie des graphes utilisés dans les prochains chapitres et que
nous retrouvons dans les ouvrages [2], [5] et [8]. Nous présentons
d’abord le concept de domination dans les graphes ainsi que quelques
parametres de domination. Dans la derniere section, nous passerons

au concept central de ce mémoire, a savoir la broadcast domination.

10



1.1. DEFINITIONS ET TERMINOLOGIE

1.1 Définitions et terminologie

1.1.1 Graphe

Soient V' un ensemble fini, [V]? I'ensemble des parties de V a 2
éléments et £ un sous-ensemble de [V]%. Le couple G = (V, E) est
appelé graphe sur V. Les éléments de V' sont les sommets ou noeuds
du graphe G et les éléments de E sont les arétes de GG. Un graphe
d’ordre 0 ou 1 est dit trivial. Dans tout ce qui suit, nous noterons
les ensembles de sommets et d’arétes d’un graphe G respectivement
V(G) et E(G) lorsqu’il y a risque de confusion. L’ordre (resp. taille)
de G est la valeur de l'entier n = |V| (resp. m = |E]).

Géomeétriquement, on représente un graphe par des points corres-
pondant a ses sommets, placés de maniére arbitraire dans un plan
et I’on relie deux d’entre eux par une ligne (ou une courbe de forme
quelconque) si le couple de sommets correspondant forme une aréte
du graphe (Figure 1.1). La représentation décrite plus haut est 'outil

de base sur lequel s’appuie tout raisonnement sur un graphe.

11



1.1. DEFINITIONS ET TERMINOLOGIE

€5 €6
es
e
v 4 w
€1 er €2
x Yy

€3
G = ({U, v,w, T, y}a {613 €2, €3, €4, €5, €, €7, 68})

Fic. 1.1 — Graphe

1.1.2 Incidence, adjacence

Dans un graphe GG, un sommet v est incident a une aréte e si v € e.
Les deux seuls sommets incidents a une aréte e sont ses extrémités.
Une aréte d’extrémités x, y est notée xy ou yx.

Deux sommets x,y d'un graphe G sont adjacents ou voisins si xy
est une aréte de GG. Deux arétes e # f sont adjacentes si elles ont

une extrémité en commun.

1.1.3 Isomorphie, invariants de graphe

Soient G = (V, E) et G' = (V', ') deux graphes. On dit que G
et G’ sont isomorphes et on écrit G ~ G’, §’il existe une bijection
v : V. — V' telle que pour tous sommets x,y € V, xy € E si et

seulement si p(x)p(y) € E' (Figure 1.2). Une application telle que ¢

12



1.1. DEFINITIONS ET TERMINOLOGIE

est appelée isomorphisme.

Une application a valeurs entieres positives ayant comme argu-
ments' des graphes est appelée invariant de graphes si elle associe
les mémes valeurs aux graphes isomorphes. Par exemple, le nombre
de sommets et le nombre d’arétes d’un graphe sont deux invariants
simples; la taille maximale d’un ensemble de sommets deux a deux

adjacents est un autre invariant.

F1G. 1.2 — Graphes isomorphes

1.1.4 Voisinage, degré d’un sommet

Soit G = (V, E) un graphe. Le voisinage ouvert d’'un sommet v de
G est 'ensemble Ng(v) = {u € V |uv € E} et le voisinage fermé de

v est Ng[v] = Ng(v) U {v} (Figure 1.3). Plus généralement, pour un

1. Les arguments d’une application sont les éléments de son ensemble de départ.

13



1.1. DEFINITIONS ET TERMINOLOGIE

ensemble S C V, le voisinage ouvert de S est Ng(95) = U Ne(v) et
son voisinage fermé est Ng[S| = Ng(S)US. S’iln’y a aucvgr‘{ risque de
confusion, nous écrirons N(v), N[v], N(S) et N[S] au lieu de Ng(v),
Nglv], Na(S) et Ng|S] respectivement. Le degré dg(v) d'un sommet
v € V est égal au cardinal de son voisinage ouvert. Un sommet de
degré nul sera dit sommet isolé et un sommet de degré égal a 1
sera dit sommet pendant ou extrémité du graphe. Une aréte dont
une des extrémités est un sommet pendant est dite aréte pendante.

Nous notererons §(G) et A(G) respectivement les degrés minimum

et maximum dans G.

L s

N @

N(c) ={w,z,y,z} et dg(c) =4

FiG. 1.3 — Voisinage et degré d’'un sommet.

14



1.1. DEFINITIONS ET TERMINOLOGIE

1.1.5 Distance, connexité

Une chaine C d'un graphe G est une séquence finie vy, v9, ...,
v de sommets de G telle que pour tout entier 1 < ¢ < k — 1,
e; = vvi € E(G). L'entier k — 1 est appellé longueur de C et les
sommets vy et vy sont les extrémités de la chaine C'; on dit que C
relie ses extrémités. Si les sommets d'une chalne sont deux a deux
distincts la chaine est dite simple.

Un cycle est une chaine simple dont les extrémités sont confon-
dues. Par exemple, le graphe G de la Figure 1.2 est un cycle de lon-
gueur 4. Un graphe est dit conneze si pour toute paire de sommets
du graphe, il existe une chaine les reliant. Un arbre est un graphe
connexe sans cycles. Le graphe de la Figure 1.3 est un arbre.

Une chaine est dite élémentaire si tous ses sommets sont distincts.
Une chaine élémentaire a n sommets est notée P,.

La distance d(x,y) entre deux sommets x et y d’'un graphe G
est la longueur d’une plus courte chaine (i.e : de plus petite lon-
gueur) d’extrémités x et y; une telle chaine est une u — v géodé-
sique. L’ excentricité d'un sommet v est e(v) = maz{d(v,w) : w €
V(G)}. Le rayon et le diamétre de G, notés respectivement rad(QG)

et diam(G), sont respectivement les plus petite et plus grande excen-

15



1.2. DOMINATION

tricités dans G. Pour tout arbre T, il est prouvé que 2rad(T) — 1 <
: : L \ [ diam(T)
diam(T) < 2rad(T) [1] ce qui est équivalent a rad(T) = [%W
Un sommet d’'un graphe G vérifiant e(v) = rad(G) est dit sommet
central dans GG. Dans la Figure 1.3, ¢ est un sommet central et on a

d(z,y) = 2, rad(G) = 1 et diam(G) = 2. Le centre ¢(G) de G est

I’ensemble des sommets centraux de G.

1.1.6 Sous-graphe, sous-graphe induit

Soient G et H deux graphes. Si V(H) C V(G) et E(H) C E(G),
alors H est appelé sous-graphe de G et on écrit H C G ; on dit aussi
que G contient H. Si de plus H # G, alors H est un sous-graphe
propre de GG et on écrit H C G.

Pour un ensemble S C V(G), le sous-graphe de G induit par S
noté (S), est le graphe ayant S pour ensemble de sommets et dont

les arétes sont celles de E ayant leurs deux extrémités dans S.

1.2 Domination

Dans cette section nous présentons quelques parametres de do-
mination que nous reverrons dans le prochain chapitre. Avant, nous
avons besoin d’une définition :

16



1.2. DOMINATION

Un sous-ensemble S de sommets d'un graphe G est dit mazi-
mal (resp. minimal) pour une certaine propriété &2 si S vérifie la
propriété & et qu'aucun sous-ensemble de sommets S’ C S (resp.
S’ D S) de G distinct de S ne vérifie &2. Par exemple, si & est
la propriété d’indépendance (c’est-a-dire les sommets sont non adja-
cents deux a deux), alors 'ensemble S = {x,y, z} de la Figure 1.4
est maximal pour la propriété &2 ; dans la méme figure, si & est la
propriété de domination (c’est-a-dire tout sommet de V' — S est ad-
jacent a au moins un sommet de S), alors S = {z,y, z} est dominant

minimal.

Indépendant maximal et dominant minimal {x,y, z}

Fi1G. 1.4 — Maximalité et minimalité d’une propriété.

Dans la suite, nous ne considérons que les graphes non triviaux
connexes.

17



1.2. DOMINATION

1.2.1 Domination standard

Soit G = (V, E) un graphe. Un sous-ensemble de sommets S C V
est un dominant de G si tout sommet de V — S est adjacent a au
moins un sommet de S, c’est-a-dire si N[S] = V. Le nombre de domi-
nation y(G) et le nombre supérieur de domination I'(G) de G sont,
respectivement, les cardinalités minimum et maximum d’un ensemble
dominant minimal sur G. Un ensemble dominant minimal de G de
cardinalité minimum est appelé y-ensemble, et un ensemble domi-
nant minimal de G de cardinalité maximum est appelé I'-ensemble.

Par exemple, dans la Figure 1.4 {s, ¢} est un vy-ensemble et v(G) = 2.

1.2.2 Indépendance

Un sous-ensemble de sommets S d'un graphe G est un indépendant
(ou stable) si aucune paire de ses éléments ne constitue une aréte. Le
nombre d’indépendance (ou de stabilité) i(G) et le nombre supérieur
d’indépendance [By(G) sont, respectivement, les plus petite et la plus
grande cardinalités d’un stable maximal dans G. Nous avons vu dans

la Figure 1.4 que {x,y, z} était indépendant maximal.
Proposition 1 [1}]
Un stable S est maximal si et seulement s’il est stable et dominant.

18



1.2. DOMINATION

La Figure 1.4 illustre la Proposition 1 ou {z,y, z} est a la fois
stable maximal et dominant.
La Proposition 1 montre que tout stable maximal est dominant.

Alors il en découle la chaine d’inégalités suivante :

1(G) <i(G) < 5, (G) <T(G) (D).

1.2.3 Packing

Soit G un graphe. Un sous-ensemble de sommets S de G est un
packing de G si pour tout sommet v € V(G), |[N[v] S| < 1. Autre-
ment dit, S est un packing de G si et seulement si tout sommet de
G est adjacent a au plus un sommet de S; en particulier, tout pa-
cking est un ensemble indépendant. Le nombre de packing P(G) et le
nombre inférieur de packing p(G) sont respectivement la cardinalité
maximum et minimum d’un packing maximal dans G.

On obtient alors la chaine d’inégalités (2) [14] :

p(G) < P(G) <~(G) <i(G) < 5,(G) <T(G) (2).

1.2.4 Efficacité

Soit G un graphe. Un ensemble dominant S de G est dit efficace
si pour tout sommet v € V, [N[v] N S| = 1.

19



1.3. BROADCAST DOMINATION

De la définition précédente, on voit immédiatement que tout en-
semble dominant efficace est un packing. Alors, on déduit grace a
la chaine d’inégalités (2) que si un graphe G possede un ensemble
dominant efficace, alors celui-ci est forcément un y-ensemble.

Par ailleurs, il existe des graphes qui ne possedent pas d’ensemble

dominant efficace. Citons, a titre d’exemple, le cycle de longueur 5,

Cs.

1.3 Broadcast domination

Soit G un graphe. On appelle broadcast sur G, toute application
f:V —={0,1,... diam(G)} vérifiant f(v) < e(v) pour tout som-
met v € V(G). Un sommet v pour lequel f(v) > 0 est appelé un
sommet f-dominant, et I'ensemble V;(G) = {v € V(G) : f(v) > 0}
des sommets f-dominants est appelé un ensemble f-dominant. S’il
n’y a pas d’ambiguité, nous écrivons V; pour V;(G). On dit qu'un
sommet f-dominant v f-domine tout sommet u avec d(u,v) < f(v),
tandis que les sommets de V(G) — V¢ ne f-dominent aucun sommet
de G. Un sommet u, f-dominé par v, est un f-voisin de v. L’en-

semble des f-voisins de v est appellé f-voisinage de v et est noté

20



1.3. BROADCAST DOMINATION

N¢[v]. Le f-voisinage d'un ensemble S C V' est N¢[S]| = U Nyu]
L’ensemble des sommets qui f-dominent le sommet v est ngig H¢(v)
ou H(v) lorsqu’il n’y a aucune ambiguité. Un f-voisin privé de v est
un sommet u vérifiant Hy(u) = {v}. L’ensemble des f-voisins privés
de v est appelé f-voisinage privé de v et est noté PNy[v]. Un broad-
cast dominant sur G est un broadcast f tel que tout sommet est
f-dominé par au moins un sommet de V¢(G). Par conséquent, f est
un broadcast dominant sur G si et seulement si N¢[Vy] = V(G). Un
broadcast dominant f est minimal si aucun broadcast dominant g
ne vérifie a la fois g # f et g(v) < f(v) pour tout sommet v € V(G).

Pour un broadcast f sur un graphe G = (V, E), on appelle cott
de f, le nombre f(V Zf . Le nombre de broadcast domina-
tion v (G) de G est la Valeur minimum de f(V) sur 'ensemble des
broadcasts f-dominants sur G. Un broadcast dominant f sur G pour
lequel f(V) = 1(G) est un yp-broadcast sur G et Vy est appellé ;-
ensemble sur GG. Par conséquent, f est un broadcast dominant si et
seulement si |Hy(v)| > 1 pour tout sommet v € V.

Pour illustrer ces concepts, considérons le graphe G = (V, E) de
diametre 4 sur la Figure 1.5. Les Figures 1.5(b) et 1.5(c) représentent

deux broadcasts dominants f et g, ou I’ensemble f-dominant est V; =

21



1.3. BROADCAST DOMINATION

{s,v,y}, et 'ensemble g-dominant est V, = {t, z}. Le sommet s f-
domine s,t,u, w,x et a pour f-voisinage Ny[s| = {s,t,u, w, z}, mais
s ne g-domine pas tous les sommets. Aussi, |H(u)| = 3, |H(z)| = 2,
|H¢(2)] = 2 et |[Hs(r)| = 1 pour tout sommet r € {s,t,v,w,y}. La
fonction f a f(V) = 4 alors que g(V') = 3. En fait, il n’est pas difficile

de voir que 7,(G) = 3 et g est un 7-broadcast.

w x Y z 0 0 1 0 0 0 0 1
Graphe G Broadcast f sur G Broadcast g sur G

(a) (b) (c)

Fi1G. 1.5 — Broadcast dominant sur un graphe.

On appelle nombre supérieur de broadcast domination d’un graphe
G = (V, E) et on note [',(G), le colit maximum d’un broadcast do-
minant minimal sur G. Un broadcast f sur G vérifiant f(V') = [',(G)
est appelé un I'y-broadcast sur G et V; représente un I'y-ensemble de
G.

D’une part, la fonction caractéristique fg d’un ensemble dominant
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1.3. BROADCAST DOMINATION

minimal S dans un graphe G est un broadcast dominant minimal.
D’autre part, soit u € V un sommet du graphe G, et soit f, : V —
{0,1,2,...,diam(G)} défini par f,(u) = e(u) et f,(v) =0, si v # u.
Alors le broadcast f, est dominant minimal ; en particulier, cela tient
lorsque e(u) = rad(G) ou e(u) = diam(G) et f(V) a respectivement

pour valeur rad(G) et diam(G) :

Observation 1 [9/

Pour tout graphe G,
W(G) < min{y(G),rad(G)} < max{l'(G),diam(G)} < Ty(G).

Théoréme 1 /9]
Si G est un graphe de taille m, alors I'y(G) < m et [’égalité est

atteinte si et seulement si G est une étoile ou une chaine non triviale.
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Chapitre 2

Broadcast dans les graphes

Dans ce chapitre, nous énoncons les résultats établis sur les broad-
casts incluant ceux relatifs a la complexité algorithmique [4], [7] et

[15] de deux problemes de broadcast domination.

2.1 Reésultats fondamentaux

Pour tout graphe G et tout entier fixé k avec 1 < k < rad(G),
le nombre de k-distance domination, noté v,(G), est la plus petite
cardinalité d’'un ensemble de sommets S de G tel que tout sommet

de G est a distance inférieure ou égale a k£ d’au moins un sommet de

S.
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2.1. RESULTATS FONDAMENTAUX

Proposition 2 [11]

Pour tout graphe G,
W(G) < min{ky(G) : 1 < k <rad(G)}.

En appliquant la Proposition 2 pour & = 1 et k = rad(G), on

obtient v,(G) < rad(G) et 1,(G) < v(G) et on a le Corollaire 1 :

Corollaire 1 [11]

Pour un graphe G,
W(G) < min{rad(G),v(G)}.

L’inégalité du Corollaire 1 a été prouvée de maniere différente par
DUNBAR et al. (voir Observation 1 dans le Chapitre 1).

Pour tout entier positif ¢ > 3, on appelle étoile et on note K,
I’arbre a t sommets pendants reliés a I'unique sommet de degré ¢. Le
graphe de la Figure 1.3 du Chapitre 1 représente ’étoile K 4.

On appelle graphe subdivisé d'un graphe G le graphe S(G) ob-
tenu en insérant un ou plusieurs sommets sur quelques arétes de G
(Figure 2.1).

Dans ce qui suit, un graphe subdivise d'un graphe G désignera le

graphe obtenu en insérant exactement un sommet sur chaque aréte

25



2.1. RESULTATS FONDAMENTAUX

de G.
Plus généralement, pour tout entier £ > 0, le graphe k-subdivisé d’un
graphe G est le graphe obtenu en insérant £ sommets sur chaque aréte
de G.

Considérons S(K,;) le graphe subdivisé de I'étoile K, ou ¢t > 2
est entier. Pour un entier strictement positif k, soit Hj le graphe
obtenu en joignant un sommet pendant de S(Kj24+%) & un sommet

pendant de la chaine Py, (Figure 2.2).

S(K1,4)

Fiac. 2.1 — Graphe subdivisé.
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2.1. RESULTATS FONDAMENTAUX

Hy

F1G. 2.2 — Jonction de deux graphes en deux extrémités.

Alors I'(Hy) = 2k+3 et diam(Hy,) = 2k+4, donc max{T'(Hy), diam(Hy)} =
2k+4. Soit v 'extrémité de Py qui est extrémité de Hy. Soit le broad-
cast f: V(Hy) — {0,1,2k + 2} défini par f(v) = 2k + 2, f(x) =1
pour tout extrémité de Hy distincte de v et f(x) = 0 pour tout autre

sommet. Alors f est un broadcast dominant minimal sur Hj, de cotit

3k + 3 et Fb(Hk)ng—l—S

Observation 2 [9/

Pour tout graphe G,
Uy(Hy) — max{T'(Hy), diam(Hy)} > k — 1.

Dans [11], ERWIN résoud le probléme d’existence d'un graphe G
avec 1(G) < min{ky(G) : 1 < k < rad(G)}, par le théoréme

suivant :
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2.1. RESULTATS FONDAMENTAUX

Théoréme 2 [11]

Pour tout entier positif k,
min{ty(Hy) : 1 <t <rad(Hy)} — v(Hi) > % — 1.

Les graphes G vérifiant 7,(G) = rad(G) sont fondamentaux pour
I’étude des yp-broadcasts. Les trois propositions suivantes, dont deux

sont des caractérisations de ces graphes, le montrent :

Proposition 3 Soit f un y,-broadcast sur un graphe G. Alors Vy =

v si et seulement si f(v) = e(v) = rad(G).

Proposition 4 Soit G un graphe et f un ~y,-broadcast sur G. Si

v € Vy, alors f(v) = ((Ny[e])) = rad((Ny[o])).

Proposition 5 Soit G un graphe. Alors v,(G) = rad(G) si et seule-
ment si min{kvy,(G) : 1 <k <rad(G)} = rad(G).

Soit G' un graphe d’ordre n > 4 tel que A(G) = n—2, et soit H le
graphe obtenu en joignant un nouveau sommet a tous les sommets
de G. Alors 14(G) > v(H) ; cependant, le théoréme suivant montre

que cette relation n’est pas vraie en général :
Théoréme 3 [11]
Si H est le graphe subdivisé d’un graphe G, alors v(G) < v(H).
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2.2. BORNES INFERIEURES DU NOMBRE DE BROADCAST
DOMINATION

2.2 Bornes inférieures du nombre de broadcast

domination

Dans [11], ERWIN détermina une borne inférieure pour le nombre
de broadcast domination d’un graphe arbitraire qui généralise 'in-

égalité v(G) > [MW connue pour le nombre de domination
[14] :
Théoréme 4 [11]

Pour tout graphe G, on a :

Ww(G) > [%1 |

Corollaire 2 [11]

Pour tout entier n > 2,

Il existe d’autres bornes qui dépendent du rayon. Pour un -

broadcast f, notons par M = max{f(z) : =z € Vy}:

Lemme 1 [11]
Soit G un graphe et f un vyp-broadcast sur G. Alors rad(G) <

27(G) + |V} — M — 1.
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2.3. GRAPHES AVEC UN PETIT NOMBRE DE BROADCAST
DOMINATION

Corollaire 3 [10]

Soit G un graphe et f un yp-broadcast sur G. Alors

rad(G)+M+1—|Vy|
’Yb(G) > ’7 2 ! —‘

2.3 Graphes avec un petit nombre de broadcast

domination

Pour un graphe non trivial connexe GG, on peut aisément démon-
trer la caractérisation connue suivante : v(G) = 1 si et seulement
si rad(G) = 1 (il suffit d’appliquer la Proposition 5). Les graphes
avec un nombre de broadcast domination égal a 1 admettent une

caractérisation identique :

Proposition 6 [11]

Soit G un graphe. Alors v,(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1.

Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal a 2 se

caractérisent aussi en fonction du rayon :

Théoréme 5 [11]
Soit G un graphe. Alors v(G) = 2 si et seulement si
min{rad(G),v(G)}=2.
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2.3. GRAPHES AVEC UN PETIT NOMBRE DE BROADCAST
DOMINATION

Cependant, ERWIN [11] propose des exemples pour montrer qu’il
existe :

(i) une infinité de graphes G avec v,(G) = 2 = rad(G) < v(G) (les
graphes S(K1,), n > 3);

(ii) une infinité de graphes G avec y(G) = 2 = v(G) < rad(G)
(les graphes GG, obtenus en insérant 2 sommets sur chaque aréte du
graphe multiple & 2 sommet reliés par n arétes, n > 1);

(iii) une infinité de graphes G avec 1 (G) = 2 = v(G) = rad(G) (les

graphes multipartis complets K, mnt>2et2<n < nyp <

1
s <imy).

I1 déduit de (i) qu'un graphe avec 7,(G) = 2 peut avoir un nombre
de domination aussi grand que l'on voudrait. De (ii), il se posa la

question sur la borne supérieure de rad(G) pour les graphes G avec

Y(G) = 2. 1l y répondit par cette conséquence du Théoreme 5 :

Proposition 7 [11]
Si G est un graphe avec v(G) = 2, alors
1. rad(G) = 2, ou,

2. rad(G) = 3 et y(G) = 2.

Une autre conséquence du Théoréme 5 est la suivante :
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2.3. GRAPHES AVEC UN PETIT NOMBRE DE BROADCAST
DOMINATION

Proposition 8 [11]

Si G est un graphe et min{rad(G),v(G)} = 3, alors v,(G) = 3.

ERWIN résuma la Proposition 6, le Théoréme 5 et la Proposition 8

par :

Proposition 9 [10]
Soit G un graphe. St min{rad(G),v(G)} =k, ou 1 < k < 3, alors

W(G) = k.

ERWIN montra que le résultat de la Proposition 9 n’est pas vérifié
lorsque min{rad(G),v(G)} = 4. Il considéra le graphe G obtenu en
joignant une extrémité de S(K7 4) a une extrémité de Ps (Figure 2.3)

et il montra que ,(G) = 3 et min{y(G),rad(G)} = 4.

F1G. 2.3 — Graphe G avec v,(G) = 3 et min{v(G),rad(G)} =4
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2.4. CLASSES DE BROADCASTS DOMINANTS

2.4 Classes de broadcasts dominants

2.4.1 Broadcast dominant minimal

Un ensemble dominant S d’un graphe G est minimal si aucun
sous-ensemble propre de S ne domine V(G). Par analogie, un broad-
cast dominant f sur un graphe G est dit minimal s’il n’existe aucun
broadcast dominant f’ sur G satisfaisant :

(i) f'(v) < f(v) pour tout v € V(G) et
(ii) f'(u) < f(u) pour un certain u € V(G).
La Figure 2.4 illustre deux broadcasts dominants minimaux dis-

tincts f et g sur S(K;3).

2 0
0 3
0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
f g

Broadcasts dominants minimaux f, g sur S(Kj3).

F1Gc. 2.4 — Broadcast dominant

Tout v,-broadcast minimum est minimal mais 'inverse n’est pas

vrai en général (voir I'exemple illustré dans la Figure 2.4).
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2.4. CLASSES DE BROADCASTS DOMINANTS

Des conditions nécessaires ou des caractérisations existent sur la mi-

nimalité d’un broadcast.

Proposition 10 [11]
Si [ est un broadcast minimal sur un graphe G et |V¢| > 2, alors

pour tout sommet v, f(v) < e(v).

Théoréme 6 [11]

Soit G un graphe et f un broadcast dominant sur G. Alors f
est minimal si et seulement si les deux condilions suivantes sont
satisfaites.

(a) Pour tout sommet v avec f(v) > 2, il existe un f-voisin privé u
de v qui est d une distance f(v) de v.

(b) Si f(v) =1, alors v posséde un f-voisin privé u € N[v].

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du Théoreme

Corollaire 4 [11]
Si G est un graphe et f est un broadcast dominant minimal sur
G, alors |f(u) — f(v)| < d(u,v) pour chaque paire u,v de sommets

distincts dans V.
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2.4. CLASSES DE BROADCASTS DOMINANTS

Pour un graphe G, une fonction f : V(G) — N est dite continue
sur V(G) si pour toute paire u,v de sommets adjacents de G on a

que [f(u) = f(v)] < 1.

Le Lemme 2 suivant est une définition équivalente de la continuiteé.

Lemme 2 [10]
Soit G un graphe et f : V(G) — N une fonction. Alors [ est
continue sur V(G) si et seulement si |f(u) — f(v)] < d(u,v) pour

toute paire u,v de sommets de G.

Grace au Lemme 2, on déduit que le Corollaire 4 n’est autre que
la continuité des broadcasts dominants minimaux sur ’ensemble des
broadcast-dominants.

Remarques

1) Un broadcast dominant minimal n’est en général pas continu sur
tout ’ensemble des sommets d’'un graphe (voir les broadcasts de la
Figure 2.4).

2) Tout graphe admet un broadcast dominant minimal continu sur
tout I’ensemble de ses sommets. Il suffit de considérer la fonction

caractéristique d’un ensemble dominant minimal sur ce graphe.

Soit f un broadcast dominant sur un graphe G et soit v € Vy. Un
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2.4. CLASSES DE BROADCASTS DOMINANTS

sommet x est dit f-essentiel a v s’il existe un f-voisin privé u de v

et une u — v géodésique contenant x.

Lemme 3 [11]
Soit f un broadcast dominant sur un graphe G et soient x,x’ €
V(G), v,v" € Vi avec v # v'. Si x est f-essentiel a v et a' est f-

essentiel a v', alors x # @'.

Théoréme 7 [11]
Soit f un broadcast dominant sur un graphe G. Pour tout sommet
v € Vi et tout f-voisin privé v' de v, aucun sommet f-dominant

distinct de v n’appartient a la géodésique v — v'.

2.4.2 Broadcast dominant optimal

Soit G un graphe. Posons v.(G) = min{f(V') :f est un broadcast
dominant sur G et continu sur V(G)}. Un broadcast f dominant
continu de coflit minimum sur un graphe G est appelé ~.-broadcast

sur G. On a le lemme suivant :
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Lemme 4 [10]
S G est un graphe et f est un broadcast dominant minimal conti-

nue sur V(G), alors
max{f(v):veV(G)}=1.

Soit G un graphe. Posons I'.(G) = max{f(V) :f est un broadcast
dominant sur G et continu sur V(G)}. Un broadcast f dominant
continu de colit maximum sur un graphe G est appelé I'.-broadcast

sur G.

Théoréme 8 [10]

Pour tout graphe G,
7(G) =v(G) et T. =T(G).

Corollaire 5 [10]

Soit G un graphe. Alors G admet un ~y.-broadcast si et seulement

st (G) = v(G).

Le résultat qui suit généralise la condition nécessaire (b) du Théo-

reme 6 aux 7y,-broadcasts :
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Théoréme 9 [11]
Soit G un graphe d’ordre au moins égal a 2. Alors il existe un
Y-broadcast f sur G tel que pour tout sommet v € Vi, il existe un

f-voisin privé u de v qui est d une distance f(v) de v.

Si f est un broadcast sur un graphe G et S C V/, alors on définit

I'ensemble des f-voisins privés de S par PN;[S] = N¢[S]|—N[V;—S].

Théoréme 10 [11]
St f est un y,-broadcast sur un graphe G, alors pour tout ensemble

non vide S C Vi, > oo f(u) < miney () max,epy,(s) d(u, v).

L’inégalité présentée dans le Théoreme 10 n’est pas une condition
suffisante. En effet, pour n > 4, soit v le sommet central de P, 1 et
X+ la fonction caractéristique de v. La fonction ny, est un broadcast
dominant minimal sur P, ; satisfaisant le Théoréme 10 mais n’est

pas un ~y,-broadcast puisque v,(Popi1) = [%W < n.

Corollaire 6 [11]
Soient G un graphe et f un ~vyy-broadcast sur G. Alors pour toute

paire de sommets distincts u,v avec 0 < f(u) < f(v),

flu) < [%] et f(v) < d(u,v).
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La réciproque du Corollaire 6 est fausse en général. Considérons
le contre exemple suivant : soit £ € N, k > 1, et T' ’ensemble des
sommets de degré 2 du graphe S(K24).

Le broadcast f : V(S(Kj24%)) — {0, 1} défini par
1 siveT,

fv) =
0 sivgT

est un dominant minimal mais pas un ~y,-broadcast [11].

Pour un graphe G, soient v € V(G) et S C V(G). Soit d(v, S) =
min{d(v,s) : s € S} si S est non vide et d(v,S) = oo sinon. Pour
un “,-broadcast f sur G et un sommet v, posons Vfé(v) = {u €
Vi {0} () < F@0))} et V(o) = {u € Vs — {0} f(u) > F0)}
Du Corollaire 6 on obtient : f(v) < min{d(v, V5 (v)), {dw;(v))] |

2

2.5 Autres broadcasting invariants

Dans [9], DUNBAR et al. définirent et étudierent d’autres para-
metres liés aux broadcasts appelés broadcasting invariants. Nous ci-

terons dans cette partie ’essentiel des résultats obtenus
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2.5.1 Broadcast indépendant

Soit G un graphe. Un broadcast f est dit indépendant si tout
sommet f-dominant n’est f-dominé que par lui-méme, c’est-a-dire si
pour tout sommet v € V¢, N¢jv] NV = {v}, ou de maniere équiva-
lente, |Hf(v)| = 1. Un broadcast indépendant n’est donc pas néces-
sairement dominant. Le colit maximum d’un broadcast indépendant
de G est appelle nombre de broadcast indépendance et est noté par
Gy(G). Le nombre inférieur de broadcast indépendance i,(G) est égal

au colit minimum d’un broadcast indépendant maximal de G.

Observation 3 [9/
Pour tout graphe G, i,(G) < rad(G) < diam(G) < Gy(G).

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute
paire de sommets u et v de M, d(u,v) = diam(G), et soit u(G) la
cardinalité maximum d’un tel sous-ensemble de G. L’observation sui-

vante montre que la borne inférieure sur 3,(G) peut étre améliorée :
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Proposition 11 [9/

Pour tout graphe G,
Gp(G) > p(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)
et cette borne est atteinte par.

En fait, la borne inférieure de 3;, de la Proposition 11 est atteinte
par le graphe S(Ki,), t > 2.
Dans ce qui suit, lorsque deux parametres a et € sont incompa-

rables, nous écrirons brievement « ¢ €.

Observation 4 [9/
Pour tout graphe G,
(1) 7(G) <i(G) < (o(G) < B(G),
(i) {7(G), i(G)} o i(G),
(iii) {p(G), P(G)} o {1(G), (G}
Dans [9], les auteurs étudierent 'extension de la chaine d’'inégalités
7(G) < i(G) < By(G) < T'(G) énoncée au Chapitre 2, & savoir si

Ww(G) < ip(G) < Gp(G) < Th(G) est satisfaite.

Pour tout sommet v € Vy, posons d¢(v) = {d(v,u) | u € V; —
{v}}. Le théoréme suivant est une caractérisation des broadcasts

indépendants qui généralise la Proposition 1 vue au Chapitre 1.
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Théoréme 11 [11]

Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si V; = {v}
alors f est mazimal si et seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs, si
\Vi| > 2, alors f est mazimal si et seulement si les deux conditions
sutvantes sont satisfaites :

(i) f est un broadcast dominant et

(71) pour tout v € Vi, f(v) = dg(v) — 1.

Corollaire 7 [9]
Pour tout graphe G,

(i) w(G) < i(G),

(ii) By(G) o Ty(G), et

(iii) By(G) o T(G).

Le résultat suivant établit une chaine d’inégalités entre (3 et les

nombres de broadcast indépendance :

Proposition 12 [9/

Pour tout graphe G, i,(G) < rad(G) < Go(G) < By(G).

Corollaire 8 [9/

Pour tout graphe G, si v,(G) = rad(G), alors iy(G) = rad(G).
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Nous obtenons alors le schéma de comparaison suivant donné dans

9] :

v(G) Bo(G)
V| O I A WA
w(G) < W(G) < B(G) < ThWG)

A
B
A
A
=3
)

2.5.2 Broadcast dominant indépendant

Un broadcast f est dit dominant indépendant s’il est a la fois indé-
pendant et dominant. Le cotit maximum d’un broadcast indépendant
dominant minimal sur G est appelé nombre supérieur de broadcast
indépendant de domination et est noté par I';(G). nombre de broad-
cast indépendant de domination v3(G) est égal au cotit minimum
d’un broadcast dominant indépendant sur G.

Soient A et B deux ensembles. Si A est sous-ensemble propre de

B, on écrit A C B :

Théoréme 12 [10]
Si f est un broadcast dominant non indépendant sur un graphe

G = (V,E), alors il existe un broadcast g sur G qui est dominant

indépendant avec g(V') < f(V) et V, C V7.
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Corollaire 9 [10]
Tout graphe G posséde un ~y,-broadcast qui est indépendant, c’est-

a-dire que pour tout graphe G,

Ww(G) =7 (G).

Proposition 13 /9]

Pour tout graphe G,
Yo (G) < ip(G) < rad(G) < diam(G) < Tu(G).

Pour le nombre supérieur de broadcast indépendant de domina-

tion, nous avons ce qui suit :

Proposition 14 [9]

Pour tout graphe G,

Po(G) < Ti(G) < min{Ty(G), By(G) -

D’autre part, DUNBAR et al. montrérent que, pour le graphe de
PETERSEN PG (Figure 3.1) et la chaine Pjp, on a 'y (PG) =4 <5 =

F(PG) et F(Pl()) =5H<9= diam(Plo) S Fib(PIO)- AiHSi, Fib % F(G)
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PG.

Fic. 2.5 — Graphe de PETERSEN

2.5.3 Broadcast efficace

Un broadcast f est efficace si tout sommet est f-dominé exacte-
ment par un seul sommet f-dominant, c’est-a-dire que pour tout
sommet v € V, |Hf(v)| = 1. Le coit maximum d’un broadcast
efficace est appelé le nombre supérieur d’efficacité d’'un broadcast
Lep(G), et le nombre d’efficacité d’un broadcast ~e(G) est égal au
colit minimum d’un broadcast efficace.

Un résultat tres important sur lequel nous nous baserons pour prou-
ver certains résultats dans le Chapitre 3 concerne l'existence d’un

~p-broadcast efficace avec une propriété supplémentaire sur le graphe

G.

Théoréme 13 /9]

Tout graphe posséde un vy-broadcast qui est efficace.
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Corollaire 10 /9]
Tout graphe G posséde un ~y,-broadcast f pour lequel la distance

entre deur sommets f-dominants u,v est supérieure a f(u) + f(v).

Parce que tout broadcast dominant efficace est dominant minimal,

tout graphe G vérifie :
Lep(G) < min{B(G), T (G), I'in(G) }-

Tous les résultats étendent la chaine d’inégalités entre les invariants

de broadcast :

Corollaire 11 /9]
On a :

’yb(G) = %’b(G) = ’Yeb(G) § Zb(G) S T’ad(G) S dzam(G) S Feb(G) <
Lip(G).

Observation 5 [9/

Pour tout graphe G,

La(G) o {p(G), P(G),7(G),1(G), Bo(G), T(G) -
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2.5.4 Broadcast packing

Un broadcast f est appelé broadcast packing si tout sommet admet
au plus un sommet f-dominant, c’est-a-dire tout sommet v € V
vérifie |H (v)| < 1. Le colit maximum d’un broadcast packing de G
est appelé nombre de broadcast packing et est noté par Py(G). Le
nombre inférieur de broadcast packing est égal au colit minimum

d’un broadcast packing maximal, et est noté par p,(G).

Observation 6 Pour tout graphe G,
(i) po(G) © P(G),

(it) pp(G) o p(G) < P(G) < F(G), et

(iii) po(G) < rad(G) < diam(G) < Py(G) < B(G).

On sait (voir Chapitre 2) que la chaine d’inégalité suivante est

valide pour tout graphe G :

p(G) < P(G) <~(G).

DUNBAR et al. se posérent naturellement la question de la conser-
vation de cette chaine entre les broadcasting invariants correspon-
dants. Ils apporterent une réponse complete a cette question par ce

qui suit :
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Proposition 15 [9/
Tout broadcast efficace est
(1) un broadcast packing mazimal,
(7i) un broadcast dominant minimal, et

(7ii) un broadcast dominant indépendant minimal.

Le corollaire suivant est immédiat du Corollaire 11 et de la Pro-

position 15 :

Corollaire 12 /9]

Pour tout graphe G,

Po(G) < 7e(G) = 7 (G) = W(G) < iy(G) < Tep(G) <
min{Pb(G), Pb(G), Flb(G)}

Observation 7 /9]

Pour tout graphe G,
By(G) o {1(G), i(G), Bo(G), T(G), Tan(G), I (G) }.

Les inégalités et comparaisons entre broadcasting invariants vues

dans ce chapitre sont résumées dans le Tableau 2.1 [9].
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p P v 1 Bo T vy @ B Ty Ty Ta pp B
p = < < < < < o o < < < o o <
P >=< < < <0606 < < < o o <
y > > =< << >0 < < < o > o
i > >> =< < >0 < < < o > o
fh > > >2> =< >2>< < < o > o
I >> > 3> > =2 >0 < o o > o
BWoo o < < < < =< < < < < > <
ih o o o 0o £ < > =< < < < > <
B > >>> >0 >> =90 > > > >
T, >>>2>>2>2>2> 0 = > > > o
Ty > > > > > 0 >>< < = > > o
ey © ¢ 0o o o ¢ > > < < < = > <
p o o < < < << << < < < = <
P, > > o o o o > > < o o > > =

TaB. 2.1 — Inégalités entre broadcasting invariants.

2.6 Complexité algorithmique

Dans cette section, nous énoncgons brievement des résultats rela-
tifs a la complexité algorithmique du probleme de détermination de
~p. Cependant, la théorie de la complexité algorithmique n’est pas
rappelée mais le lecteur non familiarisé avec cette théorie est orienté

vers les ouvrages [6], [12] ou [18].

2.6.1 Probléeme de broadcast domination optimale

On appelle probleme de broadcast domination optimale le pro-

bléme suivant : étant donnés un graphe G = (V| F) et un entier positif
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K, existe-t-il un broadcast dominant f de G tel que Z fv) < K?
veV

Théoreme 14 [15]
Le probleme de broadcast domination optimale est polynomial, de

complezité O(n®).

La polynomialité du probleme de broadcast domination optimale
a quelque peu surpris la communauté algorithmique puisque le pro-
bleme de détermination du nombre de domination, qui en est une
restriction a la recherche de solutions particulieres, est NP-complet
dans des graphes arbitraires (voir page 190 de [12] ou page 300 de
14]).

En 2004, BLAIR et al. publierent un papier [15] dans lequel ils
prouverent la polynomialité du probleme de broadcast domination
optimale dans les graphes d’intervalles, les graphes séries-paralleles
et les arbres en exhibant des algorithmes respectivement en O(n?),
O(nrt) et O(nh) ol r est le rayon du graphe série-paralléle et h la
profondeur de 'arbre (voir [4]).

Suite a cela, DABNEY et al. proposerent un nouvel algorithme

pour les arbres qui permet d’atteindre 'optimum en O(n) [7].
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2.6.2 Broadcast domination optimale restreinte

On appelle probleme de broadcast domination optimale restreinte,
le probléme suivant : Etant donnés un graphe G = (V, F) et deux
entiers positifs K, M < |V, Existe-t-il un broadcast dominant f de

< <M?
G tel que ;f(v) < K et r;aeagcf(v) <M

Théoréme 15 [16/

Le probleme de broadcast domination restreinte est NP-complet.

La preuve du Théoreme 15 est immédiate puisque pour M = 1, le

probléme se réduit au probleme de domination qui est NP-complet.
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Chapitre 3

Broadcasting invariants dans les

arbres

Dans ce chapitre, nous prouvons dans un premier temps la conjec-
ture d’ERWIN citée dans l'introduction. Ensuite, nous nous intéres-
sons a la y-radialité des arbres .4 -aires complets. Dans la derniere
section, nous déterminons le plus petit sous-graphe de Sji3 ayant
meéme rayon que Sy 3 et qui est yp-radial minimal au sens de la sup-

: A . ,
pression d’arétes pendantes; nous dirons qu'un tel sous-graphe est

Y (Sk.3)-radial minimal.
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D’ARBRES

3.1 Broadcast domination pour deux classes par-

ticuliéres d’arbres

Soit G' un graphe et soit f un broadcast dominant efficace sur
G. On définit le graphe de domination de G par f par G(f) =
(V,{uv|Ng(N¢(u)) N Ny(v) # @}). Le graphe de domination peut
étre vu comme une modification de G par laquelle tout f-voisinage
Ny(v) est contracté en un sommet v, et les voisinages sont préservés.

Comme G est connexe et f est dominant, G(f) est toujours connexe.

4 L J
I >
5 z
 J ® G(f)
a z
Broadcast dominant efficace f sur G

Fiac. 3.1 — Graphe de domination d’un graphe

Dans leur entreprise de conception d’un algorithme polynomial

pour la détermination d’une broadcast domination optimale pour des
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graphes arbitraires, HEGGERNES et LOKSHTANOV [15] s’appuyerent
sur un théoréme trés important auquel on fera appel dans la preuve

de la conjecture d’ERWIN :

Théoréme 16 [15/
Pour tout graphe G, il existe un vy-broadcast efficace f sur G tel

que le graphe de domination G(f) soit une chaine ou un cycle.

En particulier pour les arbres, on a

Corollaire 13 [7/
Pour tout arbre T, il existe un yp-broadcast efficace f tel que le

graphe de domination T(f) soit une chaine.

Nous allons maintenant énoncer un théoreme que nous utiliserons

par la suite.

Théoréeme 17 Soient T' = (V, E) un arbre et 7 = (U, F') un sous-
arbre induit de T. Alors, v(T) > (7). L’égalité est satisfaite si
Ww(T) =rad(T).

Preuve. Il n’existe aucune chaine ¥ de T d’extrémités distinctes
dans U, et dont tous les autres sommets sont dans V' — U ; sinon, 7

étant un sous-arbre donc connexe, les extrémités d’une telle chaine
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seralent reliées par une autre chaine ¢’ dont tous les sommets sont
dans 7 et on aurait un cycle dans 7', ce qui est impossible.

Soit f un ~y,-broadcast efficace sur T'. Pour tout w € UN N(V — U),
posons A (u) ={v eV —U | d(u,v) = min{d(w,v); w e U}}.
Alors, d’apres la remarque en début de preuve, A (u) N A (v) = @
pour tous sommets u # v.

Soit g le broadcast sur T' défini par :

Z fw)+ f(u) siuel,

g(u) = veN (u)

0 sinon.

La restriction gy de g a U est un broadcast dominant sur 7 et
g (U) = w(T). Par suite, v,(T") > (7). De plus, si (1) = rad(T),
'inégalité précédente devient +,(T) > rad(T) et en appliquant le

Corollaire 1, I’égalité se déduit. [

3.1.1 Graphes k-subdivisés d’une étoile

Pour tous entiers k > 0 et ¢ > 3, on note Sj; le graphe k-subdivisé
du graphe t-étoile K définis au Chapitre 2 (Figure 3.2). Notons que

le centre de Sy ¢ contient un unique sommet ¢ qu’on appellera égale-
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ment centre de Sy ;. Pour tout sommet v € V(Si;) — {c}, on appelle
bras de v, et on note arm(v), 'unique chaine de Si; de longueur k
contenant v et ne contenant pas c¢. Pour tout sommet v € V(Sk,),
arm(v) est appelé un bras de Si;. Ainsi, Sy, posséde exactement ¢

bras.

x
®
(N 2 T d oY w z Yy
[ ]
z
z
K4 So.4

F1G. 3.2 — Graphe k-subdivisé de K

Un graphe G est y,-radial si 1(G) = rad(G).
En 2001, Erwin [10] montra que le graphe k-subdivisé du graphe
¢toile Ky est y-radial pour k > 0 et ¢ > 5 puis proposa la conjecture

qui affirme la véracité du résultat pour t € {3,4} :
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Théoreme 18 [10]

Pour tous entiers k > 0 et t > 5,

Yo(Skt) = rad(Sks) = k + 1.

Conjecture 1 [10]

Pour tous entiers k > 0 et t € {3,4},

fyb(Sk,t) = rad(Sm) =k-+ 1.

Dans ce qui suit, nous généralisons le Théoreme 14 et ainsi répon-

dons a la conjecture d’ERWIN.

Théoreme 19 Pour tous entiers k> 0 et t > 3,
Vo(Skt) = rad(Sks) =k + 1.

Preuve Soient k,t € N, ¢t > 3. Comme l'arbre Si; contient Sj 3
comme sous-arbre induit, nous déduisons du Théoréme 17 qu’il suf-
fit de montrer la y,-radialité de Sy 3.

Pour k = 0, le Corollaire 1 et le Théoreme 4 impliquent directement

1= [w—‘ < %(S03) < rad(Sp3) = 1. Pour k = 1, on obtient
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3.1. BROADCAST DOMINATION POUR DEUX CLASSES PARTICULIERES
D’ARBRES

de maniere analogue 75, (51 3) = rad(S1¢) = 2.

Soient k > 2 et f un ~v,-broadcast efficace dont le graphe de domina-
tion Sy 3(f) est une chaine (f existe d’apres le Corollaire 13). D’aprés
le Corollaire 1, 7,(Sk3) = f(V(Sks)) < k+ 1.

Supposons que f(V(Sk3)) < k + 1. Notons que tout bras de Sj3
contient au moins un sommet f-dominant. En effet, si ce n’est pas
le cas, il existerait deux sommets u et v, u # ¢, v # c¢ tels que v
est un sommet pendant, arm(v) N Vy = @ et Hy(v) = {u}. Nous
obtiendrons alors v,(Sk3) > f(u) > d(c,v) = k + 1. Contradiction.
Si le centre ¢ de S 3 vérifie f(c) # 0, alors dans S 3(f), ¢ serait
adjacent a exactement un sommet f-dominant de chacun des bras
de Si3. Ainsi, dg, ,)(c) = 3, qui est une contradiction avec le fait
que Sy3(f) est une chaine. Il s’ensuit, f(c) =0 et c € V).

Montrons qu’il existe au moins un bras de S 3 avec un unique som-
met f-dominant. Supposons le contraire. Soit v un sommet, v # c,
tel que |arm(v) N'Vy| > 2 et soit u un sommet, u € arm(v) N Vy tel
que d(c,u) = min{d(c,w); w € arm(v) N Vs} et uw € H¢(c). Nous
obtenons alors que u est adjacent dans Sy 3(f) & exactement un som-
met f-dominant de chacque bras de S 3 et ainsi, dg, ,(s)(u) = 3. Par

suite, Sk 3(f) n’est pas une chaine. Contradiction.
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Nous déduisons qu’il existe un seul bras contenant un unique som-
met f-dominant avec la propriété que c est f-dominé par ce sommet.
Soit v € V(Sks) — {c} tel que Hy(c) = {v}. Alors d(c,v) < f(v).
Soit w 'unique sommet pendant de arm(v) et y, z deux sommets

f-dominants distincts, différents de v.

Nous avons d’une part k > f(V(Sk3)) > f(v)+f(y)+f(z) > f(v)+2

et donc f(v) < k — 2. D’autre part, si f(v) Lk £ |, nous obtenons
fv) > d(e,v) = k+1—dv,w) > [EL] + [kHJ +1 > |
qui est une contradiction. Ainsi, LkHJ < flv) <k-

Aussi, d(v,w) > f(v) — 1 car sinon, il existe un sommet s € arm(v)
tel que d(s,c¢) = d(v,c¢) — 1 (puisque si d(v,c) = 1 nous aurons
k—2> f(v) >dv,w) =k+1—d(v,c) =k qui est absurde).

Soit o le broadcast sur Sy 3 défini par :

flu)—1 siu=s

o(u) =< 0 siu=uv

f(u) sinon.

o est un broadcast dominant sur S 3 de valeur o (V' (Si3)) = f(V(Sk3))—

= Y(Sk3) — 1 > 7(Sk3). Impossible. Donc, f(v) —1 < d(v,w) <
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fw).

1" cas d(v,w) = f(v) — 1. Nous avons, v(Sk3) = f(V(Sk3)) =
f() 4+ 2w(P,) on n = 2(k + 1) — [d(v,w) + f(v)] = 2(k + 1) —
2f(v)+1. D’aprés le Corollaire 3, v,(P,) = [%]. On a alors, 7,(Sk3) =
F(V(Sk3)) = min{az+2 [M} c 2 e NO[|EL] k=2 = k+1,
puisque Iapplication ¢, définie par ¢i(z) = = + %(k +1—2)+ % est
strictement décroissante. Par conséquent v,(Si3) > k + 1. Contra-
diction.

2¢m¢ cas . d(v,w) = f(v). Nous aboutissons de maniére similaire que

le 1°" cas a la contradiction 7;(Sk3) > k + 2. O
Corollaire 14 Pour tous entiers k> 0 et t > 3,
ib(Sk,t) — k —|— 1

Preuve. D’apres le Théoreme 19, v,(Sk¢) = rad(Si:) = k+ 1. 1

suffit alors d’appliquer le Corollaire 8. []

Corollaire 15 Pour un entier k > 0, soit T = (V, E) un arbre de
rayon k + 1 contenant un sous-arbre induit T = (U, F) isomorphe a

Sk. Alors,
’yb(T) == Zb(T) = TCLd(T) =k + 1.

60



3.1. BROADCAST DOMINATION POUR DEUX CLASSES PARTICULIERES
D’ARBRES

Preuve. D’apres le Théoreme 19, pour tout entier £ > 0 on a
Y(Sk3) = rad(Sk3) = k + 1. Comme T ~ Sy 3 alors y(7) =k + 1 =
rad(T). 11 suffit alors d’appliquer le Théoréeme 17 puis le Corollaire

8. U

3.1.2 Arbres t-aires complets

Pour tous entiers £ > 1 et t > 2, on appelle arbre t-aire complet
de profondeur k le graphe Ay, défini inductivement comme suit :

— A+ est le graphe biparti complet K ;.

— Pour k£ > 2, Ay, est obtenu a partir de ¢ copies disjointes de
Aj_1+ et d'un sommet relié par une aréte a I'unique sommet de
degré t de chacune des t copies de Ay_1; (Figure 3.3).

L’unique sommet r de Ay; de degré t est la racine de Ay ;.

Soit £ > 1 un entier. Pour tout entier 0 < ¢ < k, on définit la
jeme génération de Ay o par Vi(Ar2) = {u € V(Arz2) | d(u,r) = i}.
En particulier, V};( Ay 2) est 'ensemble des sommets pendants de Ay, o.
Pour un sommet v € V;(Aj2) on écrit [(v) = i et on dit que i est
la profondeur de v. Enfin, pour tout sommet v € V(Aj2), on note
Aj, o(u) 'unique sous-arbre binaire complet de Ay o de racine u et de

profondeur k — [(u).
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Az

F1G. 3.3 — Arbre binaire de profondeur 3

Posons Hj(v) = {u € Hf(v) | d(u,v) = min{d(w,v); w €
Hy(v)}}.

Théoréme 20 Pour tout entier k > 1 on a

Yo(Ar2) < (Art12)-

Preuve. Grace au Théoreme 17, on a I'inégalité v,(Ag2) < Y(Akt1.2)-
Supposons Vy(Ax2) = Vo(Ar+1,2)-

Soit Ay l'arbre binaire complet de profondeur k obtenu a partir
de Ajy12 en supprimant ses sommets pendants. Soient f un -

broadcast sur A1 2 et g le broadcast sur Ay o défini par :
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(

f) + f(v1) + f(v2) si N, ,(v) N Vi1 (Aggr2) = {v1, va}
gv) =< 0 sida,,,,(v) =1

f(v) sinon.

Alors la restriction de g a Ay 2 est un ~y,-broadcast sur Ay ».

Si V, N Vi(Ak2) # @, alors le broadcast h défini sur Ay o par :

(

g(v) +g(v1) + g(v2) — 1 si Ny, ,(v) N Vie(Ag2) = {v1, v2}
et f(vr) + f(ve) > 1

0 sidy,,(v) =1

g(v) sinon

est dominant sur Ay s et h(V(Ar2)) < g(V(Ar2))—1 < g(V(Ar2)) =
(Ag2), absurde. D’ot, g(v) = 0 pour tout sommet v de Vi(Ag2).
Par conséquent, pour tous sommets v € Vii1(Apy12) et u € Hy(v),
on a f(u) > d(u,v) > 2.

Soient maintenant v; un sommet pendant de Ay, ;12 et u € Hy(vy).
D’apres le Corollaire 1, rad(Ax2) = k > (Ar2) = 1(Art12) >

g(uy) > d(uq,v1) et par suite 1 < l(uy) < k— 1.
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Supposons que u; € H;(vl). On a bien sir v1 € V(Ag11.2(u1)). Soient
u, uy € V(Aps12) tels que I(uy) = I(ug) et ui,ug € Ny, ,(u). Soient
v € V(Agy1,2(uz)) un autre sommet pendant de Ay 412 et u' € H (V).
Supposons v’ & V (Agy12(w))—{u}. Alors g(u') > d(u',v1) = d(u',v") >
d(u,vy) > d(u,v1) — 1 = d(u,v") — 1 = d(uy,v1). Donc v’ g-domine

v;. Le broadcast ¢ défini sur Ay par :

;

glu)) +g(u')—1 stv=1u
p(v) =14 0 siv =1

g(v) sinon

\

est un broadcast dominant sur Ay12 et ¢(V(Art12)) = g(V(Agt12))—
1 < g(V(Aks12)) = 1(Aks12) ce qui est absurde. Donc v’ € V(Agiq2(u))—

{u}. Dans ce cas, le broadcast 1 défini sur Aj412 par :

(

glup) +g(u) =1 siv=u
Y(w) =19 0 siv e {uy,u'}

g(v) sinon
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vérifie g(u;) + g(v') — 1 > g(w) + 1 = d(u,v1), ¥ est un broad-
cast dominant sur Agi12 et Y(V(Ap12)) = g(V(Apt12)) — 1 <
9(V(Akt12)) = 1(Aks12), ce qui est absurde. [

Nous pouvons maintenant énoncer la y,-radialité de tous les arbres

t-aires complets :

Théoréme 21 Pour tous entier k > 1 ett > 2 on a
’Yb(Ak,t) = rad(Ang) = k?

D’apres le Corollaire 15, v,(Ag:) = rad(Ag:) = k pour tous entiers
k> 1ett > 3. Il reste a montrer que cette égalité reste vraie pour
les arbres binaires complets.

Pour k =1, Ay, = P3 et d’aprés le Corollaire 2, v,(P5) = 1.

Pour k = 2, d’apres le Corollaire 1, 7,(A22) < rad(Ass) = 2. De
plus, v,(As2) > [w—‘ = 2 d’aprés le Théoreme 4.
Supposons V,(Ay2) = rad(Ay2) = k pour un entier k > 2. D’apres le
Théoreme 20, v5(Ag2) < 1(Ak+12) ou encore Yp(Apy12) > k+1. Par
ailleurs, le Corollaire 1 conduit a v,(Ajt+12) < rad(Ags12) = k + 1.
D’ou l'égalité. [

Corollaire 16 Pour tous entiers k > 1 et t > 2 on a,

ib(Ak,t) = md(Ak,t) = ]{
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Preuve. D’apres le Théoreme 21, v,(Ags) = rad(Ay,) = k. 11 suffit

alors d’appliquer le Corollaire 8.

3.2 Reéduction du graphe k-subdivisé d’une étoile

Soit G un graphe ~,-radial et soit H un sous-graphe de G tel que
rad(H) = rad(G). Si H est y,-radial, on dit que H est un sous-graphe
Ww(G)-radial.

Dans cette section, nous déterminons l'unique sous-graphe de Sy 3,

7 (Sk,3)-radial et minimal (au sens de la suppression d’arétes).

3.2.1 Reésultats préliminaires

Nous allons énoncer et démontrer quelques résultats préliminaires

dont on aura besoin pour la détermination du sous-graphe minimal

Y ( Skt )-radial de Sy 3.

Proposition 16 Soit £ > 0 un entier et soit H un sous-graphe non
trivial connexe de Sps. Alors, rad(H) = rad(Sks) = k+ 1 si et

seulement si diam(H) > 2k + 1.

Preuve. On a rad(H) = [dmrgw)w < [&] =k

66



3.2. REDUCTION DU GRAPHE K-SUBDIVISE D’'UNE ETOILE

Réciproquement, si diam(H) > 2k + 1 alors, k + 1 = rad(Sk3) >

rad(H) = [%(H)—‘ > [2H] =k + 1. Done, rad(H) = k+ 1. O
Lemme 5 Pour tout entier n > 8, rad
rad(Py,) > v(Py)-

Preuve. rad(P,) = [dmm#(])”)—‘ = (”T_l-‘ Comme 7(P,) = (%W ,0n

obtient rad(P,) — v(P,) = L%J — [g} > (0Vn>8 0
Le Lemme 5 motive la recherche d’arbres ~y,-radiaux puisqu’il
montre que les arbres les plus simples qui sont les chaines ne sont pas

vp-radiaux. D’ailleurs, la caractérisation des arbres ~y,-radiaux est un

probléme ouvert (voir [7] pages 2,3 et [9] page 73).

3.2.2 Reéduction v,(S} 3)-radial minimale de S 3

Nous allons déterminer I"unique sous-graphe v;(S 3)-radial mini-
mal de S 3 comme énoncé dans le résumé de ce chapitre. Avant, nous

démontrons quelques théoremes :
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Théoréme 22 Soit k > 3 un entier et soit H = (U, F) un sous-
graphe connexe de Sy 3 tel que rad(H) = rad(Sks) =k+1. Si H est
Yp-radial alors les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) H contient Pyyo comme sous-arbre induit.

(73) Pour tout sommet pendant v de H, d(c,v) > k — 1.

Preuve. D’aprés la Proposition 16, diam(H) > 2k + 1. Par consé-
quent, H contient P9 comme sous-arbre induit, ce qui prouve
d’une part I'assertion (i) et d’autre part ¢ € V(H). Soit € la plus
longue chaine contenue dans H. Alors P9 C € C Psry3 et tout
sommet pendant de € vérifie (i7). De plus, on a ¢ € €. On distingue
alors deux cas :

1¢" cas : Si H = €, alors tout sommet pendant v de H vérifie (i7).
2¢me cqs : Si H # € alors il existe un unique sommet pendant vy
de H n’appartenant pas a %. Supposons que d(c,vy) < k — 2 et

considérons le broadcast f sur H défini par :

k-2 siv=c
frlv) =41 si d(c,v) =k

0 sinon.
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fi est un broadcast dominant sur H si et seulement si k& > 3. Or, cette

derniére hypothese est vérifiée donc fj est un broadcast dominant sur

Hetonay(H) < fi(U) =k<k+1=rad(H). Contradiction. (]

Théoréme 23 Soit k > 3 un entier et 5273 le sous-graphe de Sy 3 a
3 sommets pendants vy, vy et vy tels que d(c,v1) = k+1, d(c,v9) = k

et d(c,v3) = k — 1. Alors S 5 est v,(Sk,3)-radial.

Preuve. Soit f un v,-broadcast efficace dont le graphe de domination
1.+(f) est une chaine; Uexistence de f est garantie par le Corollaire

13. Supposons sans perte de généralité que f(V(S,)) < k, c’est-a-

dire tout sommet v € V; vérifie f(v) < k.

(1) Montrons que tout bras de S, contient au moins un sommet

fdominant, ¢’est-a-dire que pour tout ¢ € {1,2,3}, arm(v;,)NVy # @.

Supposons le contraire (la notion de bras s’étend naturellement dans

ce cas). Nous distinguons 3 cas :

1" cas : arm(v) NV = @.

Alors, pour tout v € Hy(v1), f(V(S,5)) = f(v) = d(v,v1) > d(c,v1) =

k + 1. Contradiction.

2¢m¢ cas : arm(vy) N'Vy = @.

Alors, soit v un sommet tel que Hy(vz) = {v}. Nous avons f(V(S} 3)) >

f(v) > d(v,vy) > d(c,v9) = k. Ainsi, f(v) = k < d(c,v1), c’est-a-
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dire que ¢ = v et vy n’est pas f-dominé par c. Par conséquent, il
existe un sommet u € Vy — {c} tel que H¢(v1) = {u}. Par suite
fV(S1.3)) = f(c) + f(u) > k + 1. Contradiction.

3°m¢ cas : arm(v3) NV = @.

Alors, soit v un sommet tel que Hy(vs) = {v}. Nous avons f(V(S} 3)) >
f(v) > d(v,v3) > d(c,v3) = k — 1. Si v = ¢ alors ni v; ni vy
n’est f-dominé par v et par suite f(V(S5)3)) > f(c) + f(Hf(v1)) +
f(H¢(v2)) > k + 1, une contradiction. Si d(vs,v) = k alors v; ou vy
n'est pas f-dominé par v et f(V(S}3)) > f(v) +1 =k + 1. Contra-
diction.

Donc tout bras de S,’C,:,) contient un sommet f-dominant.

De plus, nous pouvons déduire que f(c) = 0 car sinon d; (.5} ;)(¢c) = 3.
(44) Montrons qu’il existe au moins un bras de S} ; contenant un
unique sommet f-dominant, c’est-a-dire qu’il existe i € {1,2,3} tel
que |Vy N arm(v;)] = 1. Supposons le contraire, c’est-a-dire que
pour tout ¢ € {1,2,3}, |arm(v;) N V| > 2. Soit i € {1,2,3} et
uw € arm(v;) N Vs tel que d(c,u) = weg:i)?(v,-) d(c,w). Alors, u est ad-
jacent dans S} 3(f) a exactement un sommet de chaque bras de .5} 5.
Donc dg; (u) = 3, ce qui contredit le fait que S, 5(f) soit une chaine.

Nous pouvons dire de plus que ¢ est f-dominé par un sommet de V;
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qui est I'unique sommet f-dominant de son bras. Si ce n’est pas le
cas, nous obtiendrons une fois encore la contradiction dSzQ,s(u) = 3.
(#44) Soit v € S} 3 — {c} tel que arm(v) N'Vy = {v} et Hy(c) = {v}.
Alors d(c,v) < f(v). Soit w 'unique sommet pendant de arm(v).
Alors d(v,w) < f(v). Soient y et z deux sommets f-dominants dis-
tincts, différents de v, appartenant respectivement aux deux autres
bras. Nous avons k > f(V(S}3)) = f(v) + f(y) + f(2) > f(v) + 2.
D'ou f(v) <k — 2.

Soit [ la longueur de arm(v). Si f(v) < |L] — 1, alors d(v,w)

IA

f(v) < L] — 1. Par suite, f(v) > d(c,v) =1 —d(v,w) > [L] +1 >
|£]+1> 4] > |L] -1, une contradiction. Donc |%| < f(v) < k—2.
Par conséquent d(v,w) < f(v) < k — 2.

Aussi, d(v,w) > f(v) — 1. Si ce n’est pas le cas, Il existerait un som-
met s € arm(v) tel que d(s,c) = d(v,c) — 1, puisque si d(v,c) = 1
nous aurons k — 2 > f(v) > d(v,w) = k+1—d(v,c) = k qui est

absurde.

Soit ¢ le broadcast sur .S} ; défini par :
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fu)—1 siu=s

o(u)=1< 0 siu=w

f(u) sinon.

o est un broadcast dominant sur S, 3 de valeur o(V (S} 5)) = f(V (S5}, 3))—

1= %(S}3) — 1 2 (S}, 3)- Impossible. Done, f(v) —1 < d(v,w) <
).

- Sid(v,w) = f(v), nous distinguons trois cas :

1¢" cas : w = v;.

Alors | = k + 1. Dans ce cas, 1(S,3) = f(V(S.3) = f(v) +
Y(Pn) + Ww(Py) ot n = 2k 4+ 1 —2d(v,w) = n = 2k + 1 —2f(v)
et m = 2k — 2d(v,w) = 2k — 2f(v). Ainsi, (S, 3) = min{r +
P(k_—;)ﬂw + [@—‘ ;v € NN [|[E] k- 2]} = k+ 3 > k puisque

+ 20? ) est stricte-

I'application v, définie par vx(z) = = + 2(k7§)+1

ment décroissante. Contradiction.
2°¢ cas : w = V9.
De maniére analogue que dans le premier cas, on obtient (S} 3) >

k-+3. Comme Vb(S}, 3) est entier, on en déduit que v,(S5}, 3) > k+2 > k.

Contradiction.
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3¢ cas s w = vs.
De la méme maniere que dans les deux premiers cas, on obtient
Y(Sy.3) = k+%. Comme ;( 1.3) est entier, on en déduit que v4(Sj, 5) >
k + 3 > k. Contradiction.

-Si d(v,w) = f(v) — 1, la discussion se fait de maniére similaire que
les trois précédents cas et ’'on aboutit a chaque fois a la contradiction

Y (Sy.3) > k.

En conclusion, v(S;.3) =k +1. U

Corollaire 17 Pour tout entier k > 3, S,’CB est ['unique sous-graphe
de Sks qui est Yy (Skt)-radial minimal au sens de la suppression

d’arétes pendantes.

Preuve. D’une part, 5273 est 7,(Sk,)-radial d’apres le Théoreme 23.
D’autre part, soit e une aréte pendante de 8,273. On distingue deux
cas :

(i) v3 une extrémité de e.

Alors, la suppression de e a pour conséquence un sommet pendant v
tel que d(c,v}) =k —2 < k — 1. Donc la condition (ii) du Théoréme
22 n’est pas satisfaite.

(ii) {v1 ou est une extrémité de 'aréte e.

Alors la suppression de e a pour conséquence que la plus longue
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chaine v{v} de 5,273 est isomorphe & Py;.1. Dong, la condition (ii) du
Théoreme 22 n’est pas vérifiée. [

En appliquant le Théoreme 17, on obtient :

Corollaire 18 Tout arbre H = (U, F) de rayon k+1 contenant S} 5

est yy-radial.

Corollaire 19 Pour tout entier k > 4, l'arbre binaire A2 est -

radial.

Preuve. Pour £ > 4 on a 5,2_1’3 C Ag2. On applique ensuite le
Théoreme 15. [

Pour k € {1,2}, il est aisé de vérifier la y,-radialité de Ay o. Ainsi,
nous obtenons une seconde preuve de la y,-radialité des arbres bi-

naires.

3.3 Autres broadcasting invariants pour les arbres

A -aires complets

Dans cette section, nous déterminons le nombre supérieur de broad-
cast domination et le nombre supérieur de broadcast indépendant de
domination dans les arbres t-aires complets de profondeur k& pour
t>2et ke {l,2}.
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Rappelons 3 résultats énoncés aux Chapitres 1 et 2.
Observation 1 /8]

Pour tout graphe G,
W(G) < min{y(G),rad(G)} < maz{l'(G),diam(G)} < Ty(G).

Théoréme 1 /8]

Si G est un graphe de taille m, alors I'y(G) < m et ’égalité est
atteinte si et seulement st G est une étoile ou une chaine non triviale.
Proposition 14 /8]

Pour tout graphe G,
Bo(G) < Ti(G) < min{ly(G), Bp(G)}.

Dans le théoreme suivant, nous déterminons le nombre I, et Iy,

dans larbre A4 (¢t > 2) :
Théoreme 24 Pour tout entier t > 2,
Pin(Are) = Dy(Ary) = T(Ary) = ¢

Preuve. Pour tout entier ¢ > 2, nous avons A;; ~ Kj; et I'y(A14) =
|E(A1,;)| =t d’apres le Théoreme 1.

Le broadcast f défini sur A;; par
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0 siv=r
flv) =

1 sinon

est un broadcast indépendant dominant minimal sur Ay ; et f(V (A1) =
t = I'y(Ay4). Par suite I'y(A14) = Dip(A1y) = ['(Ayy) = ¢ grace a
I’Observation 1 et la Proposition 14. []

Les mémes parametres du Théoreme 25 sont donnés pour A, (t > 2)

dans le théoreme qui suit :

Théoréme 25 Pour tout entiert > 2,
Tip(Asy) = Ty(Agy) = T(Agy) = 2 + 1.

Preuve. Pour t = 2, Ay est différent de K; ¢ et de P; et nous avons
['y(Az2) < |E(Ag2)| — 1 =15 grace au Théoréme 1.

Le broadcast f défini sur Ay 9 par

1 siv=rouda,,(v)=1
flv) = |
0 sinon
est un broadcast indépendant dominant minimal sur Ay s et f(V (Az2)) =

5. Par suite F,’b(Azg) = Fb(AQ’Q) = F(AQQ) = 22 +1=25>.

76



3.3. AUTRES BROADCASTING INVARIANTS POUR LES ARBRES
N -AIRES COMPLETS

Supposons les égalités Ty (Azs) = Ty(Agy) = ['(Agy) = t2 + 1 vraies
jusqu’a un ordre t > 2.

Le broadcast g défini sur Ay, par

1 siv=roudy,,, (v)=1
g(v) =
0 sinon

est un broadcast indépendant dominant minimal sur As 41 et g(V (Aa441)) =
(t+1)2+1<m=min{li(As:11), s(Ass11), [ (Azss1)}-

Soit ¢ un T'y-broadcast sur Ay ;1. Nous avons ['y(Asr1) > (64 1)+
1 > 10.

-Nous allons montrer que tout sommet v € V(A1) NV, vérifie
¢(v) = 1.

Supposons qu’il existe un sommet u de Ag;y tel que ¢(u) > 2.

Soit A le sous-graphe obtenu en supprimant tous les sommets pen-
dants de Ay 441 & une distance inférieure ou égale a 2 de u (y compris
u si lui-méme est pendant).

(i) Si ¢(u) = diam(Asg11) = 4, alors, u ¢-domine tout Ayiyq et @
n’est pas minimal. Contradiction.

Donc, tout sommet v de Ay, vérifie ¢p(v) < 3.
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(ii) Si ¢(u) = 3, nous distinguons deux cas :

e u n’est pas pendant.

Dans ce cas, u ¢-domine tout As;1 et ¢ n’est pas minimal. Contra-
diction.

Donc, ¢(v) < 2 pour tout sommet non pendant v de Ag 1.

e u est un sommet pendant de Ag ;.

Du Théoréme 1 nous déduisons ¢(V (Az41)) = Tp(Azi41) < oa(V(A4))+
3<Ty(A)+3 < |E(A)|+2 =t(t+1)+2 < (t+1)*+1. Contradiction.
Par conséquent, ¢(v) < 2 pour tout sommet v de Ag 1.

(iii) Si ¢(u) = 2 nous distinguons comme dans (ii) deux cas :

e 1w est un sommet pendant.

Du Théoréme 1 nous avons ¢(V (Azs41)) = Ty(Aos1) < oa(V(A))+
2<T(A)+2<|E(A)|+1=tt+1)+1<(t+1)2<(t+1)+1
Contradiction.

e 1 est un sommet non pendant.

Alors, soit u = r et alors tout Ay ;41 est ¢-dominé par r est ¢ n’est pas
minimal, ce qui est une contradiction ; soit u est distinct de r, et alors
par le Théoreme 1, ¢(V (Azpr1)) = I(Azp41) < ga(V(A4)) +2 <
Ty(A) +2 < |[EA)|+1=tt+1)+1 < (t+1)* < (t+1)*+1.

Contradiction.
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Nous déduisons de (i), (ii) et (iii) que ¢(v) < 1 pour tout sommet v
de A2,t+1-

-Soit v un sommet non pendant de Aj;y; distincts de r tel que
¢(u) = 1. Alors, tout sommet pendant voisin de u est de poids nul.
(i) Si ¢(r) = 1 alors, u est voisin de r et il existe un sommet voi-
sin de r, de poids nul, sinon ¢ ne serait pas minimal. Par suite, en
pondérant tous les autres sommet & 1 nous obtenons I'y(Assi1) <
(t+1)+t{t+1)=(t+1)* < (t+1)*> + 1. Contradction.

(ii) Si ¢(u) = 0, nous ponderons tous les autres sommets a 1 et nous
avons ['y(Agsy1) < ((+1)+t(t+1) = (¢+1)* < (t+1)*+1. Contrade-
tion.

Donc, tout sommet non pendant de As ;1 distinct de r est de poids
nul.

Par conséquent, en affectant le poids 1 a tous les autres sommets de
Aj 41, nous obtenons le broadcast ¢ et déduisons que g(V (Azs41)) =
(t+1)2+1 =Ty(As41) = Tp(Azss1) = ['(Azs41) grice a PObserva-

tion 1 et la Proposition 14. [
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Conclusion et perspectives

Nous avons prouvé un théoreme et une conjecture dus a ERWIN.
Ceci a permis de montrer la v,-radialité des arbres .4 -aires com-
plets, de déterminer un sous-arbre induit ~y,-radial minimal de Sj 3
ayant méme rayon que ce dernier, et de prouver d’autres résultats.
Nous avons également réussi a déterminer le nombre supérieur de
broadcast domination ainsi que le nombre supérieur de broadcast in-
dépendant de domination dans les arbres binaires complets A;; et
Ay pour t > 2.

Pour les broadcasting invariants, il existe beaucoup de problemes
ouverts (voir [9] pages 73 et 75). Parmi ces problémes figurent 1’étude
de la complexité ainsi que la détermination de ces parametres dans
les graphes grilles. De plus, les broadcasting invariants généralisent
des parametres de domination standard dont la complexité est NP-

complet pour la plupart d’entre eux. Il serait alors intéressant d’en-
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visager ce qui suit :

-des applications pratiques des broadcasts et broadcasting invariants
en vue de motiver I’étude de ces derniers;

-la caractérisation des arbres 7y,-radiaux ainsi que les graphes ;-
radiaux arbitraires ;

-la détermination des broadcasting invariants dans les arbres en gé-
néral ;

-la détermination des broadcasting invariants dans les graphes grilles
et dans les différentes classes de graphes rencontrés en pratique et
ayant un lien avec ces parametres ;

-une étude de la complexité de chaque broadcasting invariant ;

-la détermination du nombre supérieur de broadcast domination ainsi
que le nombre supérieur de broadcast indépendant de domination

dans les arbres binaires complets Ay pour ¢t > 2 et £ > 3.
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Soit G' un graphe non trivial connexe. On appelle broadcast sur
le graphe G toute application f : V — diam(G) vérifiant I'inégalité
f(v) < e(v) pour tout sommet v € V(G). Un broadcast f est dit
dominant si pour tout sommet u € V(G) de poids f(u) = 0, il existe
un sommet v € V(G) tel que f(v) > 1 et d(u,v) < f(v). Le nombre
de broadcast domination v,(G) du graphe G est égal au minimum de

Z f(v) ou f parcourt I’ensemble des broadcasts dominants sur
veV(G)
G. Un graphe G est v,-radial si v,(G) = rad(G).

Dans ce mémoire, nous prouvons une conjecture due a Erwin énon-
cant la vy,-radialité des graphes k-subdivisés Sy, du graphe ¢-étoile
K, pour tous entiers k > 0 et t € {3,4} et réduisons par suppres-
sion d’arétes pendantes le graphe .Sj, ; sans changer son rayon jusqu’a
obtenir son unique sous-graphe minimal v,-radial. Nous montrons
également que les arbres t-aires complets sont également v,-radiaux
pour tout entier ¢ > 2 et déterminons d’autres broadcasting inva-

riants pour ces graphes.



