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INTRODUCTION

La théorie des courbes elliptiques a des liens avec la Théorie des Nombres, (corps de
base), I’ Analyse Complexe (fonctions elliptiques), la Géométrie Algébrique, (Variétes,
Diviseurs).

Elle admet des applications en codage et en cryptographie [9], [12], [15], [17]

1) la factorisation des nombres entiers utilise les courbes elliptiques sur le corps des
nombres rationnels, cette théorie est utilisée par Schoof, Couveignes, Morain,...

2) Le théoréme de Fermat relatif a I’équation Diophantienne
X"+ y"=2z"a été démontré en 1994 par Wiles avec la théorie des
Courbes Elliptiques.

3) Tunnel a relié le probleme des Nombres Congruents a la Théorie des Courbes
Elliptiques.

Le sujet de ma these de magister concerne les courbes elliptiques supersinguliéres ; leur
corps de base est un corps fini [Fqa q =p" éléments, p premier.

Dans le premier chapitre je traite la structure des courbes algeébriques planes, dans cet
ensemble 1l y a les cubiques de Weierstrass.[3], [13]

Le second chapitre est consacré a la structure algébrique des corps finis

[Fq a q = p" éléments pour p premier.[6]

Dans le troisieme chapitre je traite le groupe des points rationnels E(IFq) d’une courbe
elliptique E sur un corps fini [Fq, Le théoréme de Hasse permet de trouver une borne de
| E(IFq| . J’utilise la théorie des groupes formels pour introduire 1’invariant de Hasse.

Dans le quatrieme chapitre j’utilise I’invariant de Hasse qui classifie ’ensemble des
courbes elliptiques sur un corps fini en classe de courbes elliptiques ordinaires et en
classe de courbes elliptiques supersingulieres. J utilise trois critéres de reconnaissance
des courbes elliptiques supersingulieres.Ces notions sont décrites dans [3], [7], [13], [14].



CHAPITRE I

COURBES ALGEBRIQUES PLANES

1- Courbes algébriques planes

2- Cubiques de Weierstrass

3- Invariants des cubiques de Weierstrass

4- Groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique
5- Points d’ordre fini d’une courbe elliptique

6- Isomorphismes et isogénies de courbes elliptiques



Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

Nous allons considérer la structure de courbe algebrique plane dans un espace KZ, sur
un corps K commutatif.

1-Courbes algébriques planes : degré, singularité, genre.

Définition 1: Une courbe algébrique plane est [’ensemble des points P= (x,y) qui
satisfont un polynome f(x,y) = 0 dans l’anneau K/[x,y].

Un polynéme f(x,y)=> d,x'y’; i,j 20,a un degré égal au maximum
n des sommes it;.

Exemples :

Pourn=1, f(x,y)=dix+dyy+d; estl’équation d’une droite

Pourn=2, f(x,y)= dzx2 + d3y2 + dsxy + ds est I’équation d’un cercle
fxy): y2 = ax + b est I’équation d’une parabole

2 2
X

fxy)=—+ z—2= 1 est I’équation d’une ellipse, aZb # 0
a

2 2
X

f(xy) = o z—2= 1 est I’équation d’une hyperbole aZb # 0

les paraboles, les ellipses et les hyperboles forment la classe

des coniques ; géométriquement ce sont des intersections d’un cone
par un plan.

f(x,y) = (dix + dyy + d3)(dsx + dsy + dg) = 0 est I’équation du
produit de 2 droites.

Pour n =3, un polynoéme irréductible est de la forme f = f3+ f, + f1 + fo=0, fiest un
polyndome homogene de degre t.

Un polynome dégénéré est soit un produit de 3 droites, soit un produit d’une droite par
une courbe irréductible de degré 2.

La propriété d’irréductibilité des polyndomes permet de classer les courbes algébriques
en classe des courbes irréductibles et en classe des courbes dégénérées.

Une courbe algébrique C de degré n peut admettre des points singuliers.

Définition 2 : Soit C une courbe algébrique plane d’équation f(x,y) = o,
un point S = (X,,y;) de C est singulier s’il est solution du systeme:

f(X59YS) - fX(X89YS) - fy(XS9YS) =0
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Le nombre s de points singuliers d’une courbe algébrique C de degré n permet de
définir I’invariant genre de C.

Définition 3 : le genre d’une courbe algébrique C de degré n, qui posséde s points
singuliers (comptés avec leur multiplicité), est [’entier positif ou nul :

g(©) = =2 2

Les droites, les cercles, les coniques, les cubiques singulieres ont un genre
¢gal a zéro :

Exemple :
Soit la courbe algébrique E; d’équation :

Ei: fxy) =y - X,
Les dérivées partielles sont ¢gales a :
Fxy) =-3x" et f'y(xy) =2y ; le systéme f = f', = f', = 0 admet
une solution (0,0), il en résulte un point singulier S = (0,0).
Le genre de E; est égal a : g(E;) =0

Les cubiques irréductibles non singulieres ont un genre égal a un :

Exemple :
Soit la courbe algébrique E, d’équation :

B f(xy)=y -X -X;

E, n’admet pas de point singulier, il en résulte le genre g(E,) = 1.

Dans la suite nous nous intéresserons a des cubiques particulieres : les cubiques
de Weierstrass.
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2- Cubiques de Weierstrass :
Les cubiques de Weierstrass sont des courbes algébriques planes.

Définition 4 : Une cubique de Weierstrass est une courbe algébrique plane C,
irréductible, d’équation de Weierstrass :

C:y +axy+ay=x+ax" +ax+ asOK [xy] (1)

Les 5 coefficients ay, ...,as sont des éléments d’un corps commutatif K, global, local
ou fini, les deux variables x et y sont des éléments d une cloture algébrique K, de K .

D’apres ce qui précede, les cubiques de Weierstrass sont classifiées en deux classes :

classe des cubiques singulieres de genre €gal a z€ro et classe des cubiques non
singulicres de genre égal a un.

Définition 5 : une courbe elliptique est une cubique de Weierstrass non singuliere.
Pour I’¢tude des cubiques de Weierstrass, il est utile de diminuer le nombre de
coefficients a;. Pour cela nous utilisons des changements de variables linéaires.
L’¢limination des mondmes en xy et en y dans I’équation (1) s’obtient avec le
changement de variables :

x=Xety=(Y -a;X - a3)/2 pour carac(K) #2 (2).
Tout calcul fait nous obtenons I’équation de Weierstrass :

E Y2 =4X + b,X* + 2b,X + b OK[X,Y] 3).

Les coefficients by; sont des polynomes "homogenes" de degré 21 de ’anneau
Z[ay,...,a6]

bz = 312 + 4212; b4: aaz + 234 et b6 = 2132 + 436 (4)

L’¢élimination, dans I’équation (3), du coefficient 4 et du mondme en x° s’obtient avec
le changement de variables :

X=(x-3by)/36 et Y=y/108, pour carac(K) # 2,3 (5).
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Apres calcul, nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E,: y2= x> - 27¢4 X - 54¢q LK[x,y] (6).

Les coefficients c,; sont des polyndomes "homogenes" de degré 2i de I’anneau
Z [ba,by,bs].

Cq4 = b22-24b4 et cg=- b23 + 36b2b4 - 216b6 5 (7)

Il existe d’autres équations de Weierstrass :
La cubique de Weierstrass :
E; :y2=x3+Ax+B UK[x,y] (8-1)
Elle est utilisée en cryptographie et codage.
La courbe elliptique de Legendre :

Es: v =x(x - 1)(x —t) OK[x,y] avec tZ 0,1 ; (8-2)

La courbe elliptique de Tate :
Es:y +xy=x +asx + as OC[x,y] (8-3)

Les coefficients a4 et ag sont des séries infinies complexes :

a=-5) n’q"[(1-q") etas=- % > (Tn® +5n)q"/(1-q")

n=1 n=1

ou q=exp(2inz) et z=x+1y; y>0.

La courbe elliptique de Deuring :

Eq: vy’ + Axy +y = x’ O K[x,y] (8-5)
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3- Invariants des cubiques de Weierstrass :[2],[13],[14]
Avec les coefficients b,;, nous obtenons le discriminant.
Définition 6 : Le discriminant d’'une cubique de Weierstrass E est le polynome
"homogene" de degré 12, égal a :
A(E) = 9bsbsbs— 8bs — 27bs" — bi’bs [17/[bs, bybs, bs] 9)
Ou 4bg=bobs—bi et carac(K) #2,3

Avec le coefficient ¢4 et le discriminant, nous obtenons 1’invariant modulaire.

Définition 7: a) [’invariant modulaire d’'une cubique de Weierstrass E est
[’élément du corps K égal a :

J(E) = ci/D(E); pour caract(K) #2,3

b) l'invariant différentiel d 'une cubique de Weierstrass d’équation :
fx,y) =y2 +axy +azy X —ax’—ax—as 0K [x)],
est égal a :

«(E) = dx/(2y + apy + a3) = dy/(3x° + 2ax + a,— ayy), carac(K) 22,3

Il y a d’autres invariants dans la théorie des courbes elliptiques : le conducteur,
I’invariant de Hasse, le régulateur, la série L(E,s) de Dirichlet-Hasse, la fonction Zéta,
etc ..
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Exemples de calcul d’invariants :
(1) Cubique de Weierstrass E; : y2 =x’+Ax+B 0O IR[x,y]
by = 0; by =2A; bs = 4B; by = - A%; cq = - 48A,;

1728 x4A3
4A° +27B?

A(E)) =- 16(4A° + 27B%) et j(E)) =
(2) Courbe elliptique de Legendre : Ey: y* = x(x — )(x —t) ; t Z 0,1
by=-4(1+1t);bs=2t;bg=0;bg=-t";cs=16( —t+1);

i(By) =28t —t + 1))/t —1)* ; A(E,) = 16t3(t — 1)°

(3) courbe elliptique de Tate : E; : y2 +xy = X+ agX + ag [ K[x,y];

b, = 1; by = 2a4; bg = 4ae; by = ag — a42; c4 =1 —48ay;

(1-48a,)’

A(E;) = T2a4a6 — 64a,° —432.as° —as° —ag;,  j(E3) =
3 446 4 6 4 6 JUE3 AE,)

(4) courbe elliptique de Deuring:
E4:y2-|-Axy+y=x3 L K[x,y] pour A # 3 ;
by =A% by=A;bs=1; by =0; cs = A* — 24A;

. AP(AS-24)
A(E :A3—27; Ey)=—"—~
(Es) J(E4) Y



Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

4-Groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique:[3],[13],[14]

L’ensemble E(K) des points K rationnels d’une courbe elliptique E de corps de base
K peut étre muni d’une structure de groupe abé¢lien.

Définition 8 : Le point a l'infini d 'une cubique de Weierstrass est
le point 0f =(co0,00) dans le plan affine et Og = (0, 1, 0) dans le plan

projectif IP(K).

1l est déterminé de facon unique par la direction de [’axe Oy.

Proposition 1 : Le point a ['infini Og est un point non singulier de toute cubique de
Weierstrass E.

Preuve :
Soit une cubique de Weierstrass E,

E: f(X,y,2) = y'Z + a1Xyz + a3yZ" — X’ — ayX’Z — a4Xxz" — a¢Z’, dans le plan

projectif IP*(K). La valeur : f(0g) = £(0,1,0) =0 implique que
le point a I’infini O appartient a la cubique.
La dérivée partielle f', = y2 + a)xy + 2a3yz — azx2 —2a4Xz — 37 prend la valeur :

fA0g)=1%#0
il en résulte que le point a I’infini Og n’est pas singulier sur la cubique E.

€

Proposition 2 : Soit [’ensemble E(K) des points K-rationnels d’'une courbe elliptique E
de corps de base K, et le point a l'infini 0. Alors, [’application f :

fE(K)x E(K) » E(K)

de valeurs : f(P;,P;) = P; + P, et f(0g)=0g.

munie de la regle géométrique de trois points colinéaires de la courbe elliptique E:
P+ P, + P; =0

est une loi de groupe abélien d’élément neutre le point O.
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Preuve :

Description de la loi de composition :
a) P et Q deux points d’une courbe elliptique E
b) La sécante (L) qui passe par ces points coupe E en un troisie¢me point R (la
sécante L est tangente a la courbe elliptique E si P = Q);
Soit (L) la droite qui joint le point R et le point Og celle-ci coupe la courbe E en un
troisieme point P+Q.

Vérifions les 4 axiomes du groupe abélien :

1) Axiome de I’¢lément neutre :
I1 suffit de poser Q= Og dans (a) ceci implique que les sécantes (L) et (L) vont
coincider d’ou le résultat.

2) Axiome de commutativité :
Les sécantes (PQ) et (QP) sont confondues.

3)Axiome du symétrique :
obtenu par la regle géométrique ( 3 points colinéaires ont une somme égale a
I’élément neutre).
4) Axiome d’associativité ; il est vérifié¢ par le calcul des coordonnées des points (P
+Q)+R etP+(Q+R):
P+Q)=M;P+Q +R=M+R;
Q+R=T et P+r(Q+R)=P+T.
€

1) Coordonnées du symétrique — P d’un point P:
La parallele a I’axe Oy passant par le point P coupe la courbe en un point R :
P+R+ OE = OE

Cette relation implique le symétrique de P ; R = - P, figurel ;
Avec le calcul j’obtiens les coordonnées du symétrique:

R =-P = (Xg=Xp, Yyr= - Yp — a1Xp — a3)

10
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Il en résulte la :
Proposition 3: Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass:

E: y2 +axy tazy= X+ a2x2 +ax +as /K[x,y]
Les coordonnées du symétrique — P d'un point P = (xp,yp) de la courbe E sont égales
a:

-P=R;xg=xp et yp= -yp—apxp—a;

2) Coordonnées de la somme P; + P, =M = (xy, ym) pour P; # + P,
(Figure 2)

L’¢équation de la sécante PP, est égale a:

y=A(x—x))+y ou =17 Y2

X —X,

en remplagant la valeur de y dans E j’obtiens une €quation du troisieme degré en x. Cette
¢quation admet trois racines X;,X, et x3. Avec la fonction symétrique €lémentaire "somme
des racines d’un polyndme” j’obtiens les coordonnées:

. XM:/]2+31A - — X1 —Xp Ct)\:(yl—yZ)/(Xl—Xz)
M:P1+P2:
yM=—)I3—2a1)|2+(a2—a12+ 2X1+X2)/] —a3+a1(a2+ X1+X2)—y1

11
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Proposition 4: Soit une cubique de Weierstrass E:
E:y +axy+ay=x +ax’ +ax+as (K/xy]
Soient 2 points P; et P, de la courbe E, P, Z + P;; P; = (x;)).
Alors les coordonnées de la somme P; + P, = M sont égales a :
XM = /]2 + Cl]/] —day)—X] — X, /]Z (y] —yg)/(XJ —XQ)

P1+P2:M=(XM,)/M):
Y= -/]3-2611/]2+(612- Cl]2+2XJ+ XQ)/H‘CIJCIQ — Cl3+ Cl](X] + XQ)—yJ

3) Coordonnées de la somme P+ P=2P :

La sécante P, P, devient la tangente a la cubique au point P = (xp, yp), (Figure 3)
La pente de la tangente en ce point est égale a la dérivée y' de y:

y = (3x% + 2a,X + a4 — a1y)/(2y + ajx + az) (1"

cette tangente coupe la courbe E en un point double P et en un point simple R.

Les abscisses du point double P et du point simple R, sont les 3 racines de
I’équation cubique :

2 3 2
[y'(x - xp) +yp]” + (arx ta3)[ y' (X — Xp) + yp]= X" + ax” + asx +ag;  (2')

La somme des racines est une fonction symétrique ¢lémentaire des 3 racines :
2xp+xp=-ay +y’ +ay ; 3"

Nous en déduisons 1’abscisse du point R :

12
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xp=y’tay -a-2xp; 4"
(1') et (4") impliquent I’ordonnée du point R :

YR =Y (Xr - Xp) + ¥p (5"

Avec les formules du symétrique du point R, nous obtenons les coordonnées du
point 2P

Ces résultats impliquent la :

Proposition 5 : Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y2 +axy tazy= X +anx’ +apx+ag LK[x,y] ;
Alors les coordonnées du point P + P = 2P sont égales a :
Xop =y’2 +ay’-a,—2xp; y'= (3x2 +2ax +a;—ap)/(2y +ax+as);

yop ==y =2a;y"? + (ay—a; + 3xp)y’+ aja; —as + 2axp—yp;

Exemple :
Soit la cubique de Weierstrass :

E:y’ —xy+2y=x —x —2x OIR[x,y].
Avec le calcul j’obtiens les valeurs:
by=-3;bs=-6;bs=4; bg=-12 et A(E) = 25x%8]1.

Les points P;=(0,0) ; P, = (-1,-3) ; P; = (2,0) sont sur la courbe.

13
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Calcul des coordonnées de points 2P, ; Py + P, ; Pi+ P53 ;- P,
En appliquant la proposition 5 j’obtiens les coordonnées du point 2P; = (3,4).
En appliquant la proposition 4 j’obtiens les résultats:
P, +P,=(8,15);
P, +P3=(0,0);
Py + P;=(-1,-3);
En appliquant la proposition 3, j’obtiens le symétrique:

- Pz = (—1, O)

14



Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

(L)

Figure 1

[aW

L)

Figure 2

YA

(L)
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2P=-R
Figure 3

Avec les propositions 4 et 5, nous pouvons calculer les coordonnées des points mP,
m=3,4, ...

3P=P+2P;4P=2(2P); 5SP=2P+3P; ...
Le symbole mP pour m [IZ est un point du groupe E(K) tel que :
mP=P+ ...+P; m fois P, sim>0;
=(-P)+..+(-P);-mfois (-P);sim<0
=0g; sim=0

Cassels [1], a obtenu les formules des coordonnées du point mP

Proposition 6 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass:

E:y =x+A4Ax+B OQ[xy]; 44’ +27B° Z0;
Alors les coordonnées d’'un point mP de la cubique E sont égales a
Wy,
W2’

W . @ et w, sontdes polynomes de l’anneau Z[x,y,A,B] qui satisfont les relations pour
m=2:

x(mP) = % et ymP)=

m

Wor=-1;, Y=0;,¥,=1; ¥Y.=2y;

W, =3x '+ 6A x>+ 12x — A?;

W, = 4y(x’ + 5Ax" + 20Bx’ — 5A’x* -4ABx — 8B* — A%) ;
l'I'ern:2"""*‘([""11(1-2['IJ _wlinwin 5
W o=y

m-1

3 _ 3
2m+1 m+2qu l.IJm-ll.IJmH b

16
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O =W -y

m-1 " m+1 ?

40, =W, Yo - W Wi
Preuve :
La formule du symétrique :
-(%,y) = (X,-y-a;x-a3) = (x,-y) ; implique W-1=-1;

La formule Og = (o, ) = (x/0, y/0) implique ¥, = 0.
La formule 1(x, y) = (X, y) de I’application identique implique : ¥, =1 ;
La formule 2 (X, y) = (X2, y») et la proposition 5 impliquent : W= 2y ;

Avec les propositions 4 et 5, nous calculons les coordonnées des points 3P = 2P + P et 4P
= 2(2P) ; on obtient ainsi les valeurs WsetW..

Pour les autres valeurs Wn, nous utilisons une récurrence sur m.

€

Selon Lang, [6-1], Poincaré¢ a conjecturé que le groupe E(K) des points K- rationnels d’une
courbe elliptique E est un groupe abélien de type fini. En 1922, ¢’est Mordell qui démontre

cette conjecture.
En 1930, Weil a étendu ce résultat aux variétés Abéliennes.

Définition 9 : Le groupe abélien E(K) d’une courbe elliptique E est le groupe de
Mordell-Weil de la courbe elliptique E.

17
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5-Groupe de torsion d’une courbe elliptique [7], [13]:
Les sous groupes du groupe de Mordell-Weil E(K) sont abéliens ou cycliques.

Définition 10: a)Un point P du groupe E(K) d’ordre m est un point qui satisfait la
relation : mP = 0.

b) Un sous groupe de m-torsion d’une cubique E de Weierstrass est
[’ensemble des points P d’ordre m :

E(K)[m] = {P [JEK) ; mP = 05 }
¢) La réunion infinie des sous groupes de torsion du groupe E(K) est un

groupe de torsion : T(E/K) = UE(K)[m] .

mOZ
Le groupe de torsion T(E/K) est un sous groupe du groupe de Mordell-Weil.

Proposition 7 : Le groupe de Mordell-Weil d 'une courbe elliptique E est isomorphe a un
produit de deux groupes abéliens
E(K) OT(E/K) xZ our =r(E)=0.

T(E/K) = groupe de torsion de la courbe E ;
Z/" = r copies du groupe abélien Z/.

Définitionll : |’entier r = r(E) =0 est le rang de la courbe elliptique,il est égal au nombre
de points indépendants qui engendrent la partie infinie du groupe abélien E(K)

Les groupes de torsion des courbes elliptiques ont €té déterminés pour le corps des
nombres rationnels, pour les corps de nombres de degré 2, 3, 4. Ces groupes T(E/K) sont
finis.

Proposition 8: Les groupes de torsion T(E/Q) sont isomorphes a ['un des 15 groupes

abéliens finis :

18



Chapitre I : Courbes Algebriques Planes
Z/mZpour 1sm<10etm=12;

Z/27 x7/2dZ pourd =1, 2, 3, 4.

Preuve : Mazur [8]

Les coordonnées des points de m-torsion d’une courbe elliptique E/Q peuvent étre
calculées par la:

Proposition 9(Théoréme de Lutz):
Soit une courbe elliptique E/Q d’équation de Weierstrass :
E:y =x +Ax +B OZ[x], 44’ + 27B° Z0 ;
Les coordonnées (xp,yp) d’un point P de torsion satisfont les relations :
1) xp et yp sont des entiers relatifs ;
2) Lorsque 2P Z O, yp2 divise 44° + 278°.
Preuve :

C’est un théoreme démontré par Lutz(1937) et Nagell(1935) [10].

€
Application :

Soit la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E:y’=x+5x-2 (D)

Le discriminant de la courbe E est égal a A(E) = - 16(2°.19);
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

Alors 4A° +27B*=2°.19

Algorithme :

1) Décomposition de 4A° +27B*=2°.19 ;

2) Recherche des carrés qui divisent 4A° + 27B*: y* = 2> et y* = 2%

2) Calcul des points P = (x,y) correspondants.

Pour y2 =4, I’équation (1) implique I’équation diophantienne :

X +5x—6=0;

Cette équation admet la solution x = 1, il en résulte le point P = (1,2).

Pour y2 = 16, I’équation (1) implique I’équation diophantienne :
X + 5% - 18 =0;

Cette ¢équation admet la solution x = 2, il en résulte le point R = (2,4).

Calcul des points 2P et 2R avec la proposition 5:

2P = (2,-4) # 0 et 2R = [g%} % 0.

D’apres la proposition 9 les deux points P et R ne sont pas des 2-torsion,(mais ce sont des
points de torsions).

6- Isogénies et isomorphismes de courbes elliptiques :

Ces notions se trouvent dans [2], [7], [11], [13]

1)-Isogénies de courbes elliptiques :

Définition 12 : Une isogénie de deux courbes elliptiques E/K et E7/K est un
homomorphisme surjectif de groupes abéliens :
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

fEK) —» E1K),

Les isogénies de courbes elliptiques possedent deux invariants :

Définition 13 :
a) le degré de [’isogénie f est égal a l’ordre de son noyau.

b) l'isogénie duale de ['isogénie f : E(K) —— » E'K) est
[’homomorphisme :

f I E®K) ————» EK) tel que les composées :
fof:EK) ——» E'K);

fof: EK) ———» EK);
soient des multiplications par le degré de l'isogénie f.

Preuve : [13-IIT ].

La multiplication sur le groupe E(K) par un entier m [l Z est I’application:

tm : E(K) » E(K); devaleur, t, (P)=mP

Cette multiplication a pour noyau le sous groupe E(K)[m] de m - torsion de E, c’est donc
une isogeénie du groupe E(K).

Proposition 10: La multiplication par un entier m sur le groupe de Mordell-Weil E(K) ;

tn : E(K) » E(K),; t.(P) =mP,
est une isogenie de degré m’ .

Preuve :
Soit @ une isogénie de courbes elliptiques E; et E, de degré m et ® son dual.
Posons ® =t et W =t;, par I’addition des applications duales on a :

A

tq =t T1,, posons d = degré t,, , la multiplication par d donne :
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

ty=t,ot, (par définition du dual)
=t .,

torsion libre ona : d=m’.

pour les détails, consulter [13-III 6.2].

€

Proposition 11: [’ensemble des multiplications t,, est un anneau isomorphe
a l’anneau Z.

Preuve :
Soient deux multiplications ty,twy : E(K) 5 E(K) (1);
Alors (ty + ty)(P) = tn(P) + tw(P) 0P OE(K)

=mP +m'P=(m+ m")P = t.n(P) (2);
La relation m + m' = m’' + m implique la commutativité de I’addition.

Pour m = 0, la multiplication to(P) = OP = 0 L1 E(K) (3);
implique que t, est I’¢élément neutre de 1’addition

comme I’anneau d’endomorphisme des courbes elliptiques est un Z module de

Pour m + m' = 0, la multiplication ty+ @ pour valeur ty(P) = (m+ m')P = OP = 0.

Nous avons obtenu un groupe additif abélien.

Soit I’application f : Z — . {t,}, de valeur f(m) =t,,.
Au produit mm’' correspond, f(mm') =ty : E(K) » E(K).
Par définition, t ,y(P) = mm'P = mt,,(P) = t;, 0 t(P) ;
Il en résulte la formule :
tmm = tm O thy = titoy 4);

Avec les formules (2) et (4) j’obtiens les relations :

tm(th + ) = tty + tte.
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

Ce qui prouve que ’ensemble { t,,} des multiplications t,, est un anneau isomorphe a
I’anneau Z/ ; ses €léments neutres sont to(P) = OP = Og pour 1’addition et t;(P) = 1P = Idg
pour la multiplication.

2)-Isomorphismes de courbes elliptiques :

Ce sont des homomorphismes bijectifs de groupes, ils sont déterminés par
des formules spécifiques.

Proposition 12 : Soit une courbe elliptique E/K d’équation de Weierstrass :

E:y’ +anxy+ay=x+ax’ +ax +as TK[x,y].

Le changement de variables : x =w’X +r et y=u'Y +u’sX +1t

ouu, r,s, tI K, uz0,
est un isomorphisme de groupes de Mordell-Weil

f: EK) > EK);

la transformée E'(K) a pour équation de Weierstrass :

E:Y+a' XY +a3Y=X +a"X’ +a’X+asOK[XY]

Preuve :
Calcul des variables X etY,
X=x-nu’ et Y=(y—sx+sr—t)u,
La condition u # 0 implique une seule solution X,Y, donc I’application f est injective.
L’image du point a I’infini est égale a :
X =0, Y =00,
Avec le calcul, je vérifie la formule :  f(P + Q) = f(P) + f(Q),

f est surjective [2-11.6.8]

Donc f est un isomorphisme de groupes abéliens
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

Cette proposition admet le :

Corollaire :
Soit les hypotheses de la Proposition 12. Alors les coefficients et les invariants des deux

courbes elliptiques E et E’ sont liés par les relations :

[ ua; = a; +2s;

u2a2’=a2—sa1 + 3 — s

< was'=as +ra; + 2t (I-1)
u4a4’= as—saz + 2ra, — (t+rs)a; + 37— Dst

Uss' = ag + ray +r2a2 +r3—ta3—t2—rta1;

Wb’y =b, + 12r;

u'by = by + rby + 61; (I-2)
u6b6’= bs + 2rby + r2b2 47

uby’ = bg + 3rbs + 3r°by + by + 35

4 6
ucy'=cyet u cs' =cs (1-3)

u”n(E) = AE) et j(E) = j(E) (I-4)

Preuve :
En remplagant x par u”X+r et y par u’Y+su’X+t, j’obtiens les formules (I-1) a (I-4).

La relation j(E) =j(E ") permet de classifier les courbes elliptiques en classes de courbes
isomorphes :

Propositionl3 : Deux courbes elliptiques E(K) et E'(K) sont isomorphes si et seulement
elles ont le méme invariant modulaire j(E) = j(E’).
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

1) Preuve de " E et E' isomorphes " implique " j(E) = j(E')" :
La formule ( 1 —4) du corollaire est précisément 1’¢galité j(E) = j(E').

2) Preuve de " j(E) =j(E') " implique "E et E’ isomorphes " :
Nous prenons I’équation de Weierstrass de la forme:

E:y'=x +Ax+B OK[xy] et E:y*=x"+Ax+B 0OK[xy];

Les invariants modulaires sont égaux a :

3

i(B) = 17284A34+—A27B2 avec 4A%+27B%# 0
13

(B = 1728 ﬁzmz avec 4A” + 2782 %0

Nous distinguons 3 cas suivant les valeurs j(E) :
J(E)=0, j(E)=1728 et j(E)# 0, 1728.

a) Cas de j(E) = 0 cela implique A=0et BZ 0
L’isomorphisme d’équation x = u°X, y= u’Y implique la relation B =u’B', cette équation
admet 6 racines u, il en résulte 6 isomorphismes.

b) Cas de j(E)=1728 implique AZ0et B=0;
La relation d’isomorphisme A = u*A’ implique 4 racines u , d’ou 4
isomorphismes.

c) Cas de j(E)=t# 0, 1728 avec le calcul nous obtenons la courbe elliptique isomorphe :

3tx I t

E:Y=x + .
1728 -t 1728 -t
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Chapitre I : Courbes Algebriques Planes

Exemple de courbes elliptiques isomorphes :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass:

E:y’—2xy+8y=x"+5x+8x— 10 Q[x,y] ;

Calcul des invariants de E :

b,=24,bs=0,bs=24 et bg =144 ;
A(E)=-24%x 171 et j(E) = - 24%/171.

Soit I’isomorphisme f : E(Q) —» E(Q) d’équations :
x=4X+3, y=8Y -4X-5.
Alors nous obtenons la courbe elliptique isomorphe :

E :YZ—Y=X3+1§X2—%X+1/4.

Ses invariants s’obtiennent avec les formules (I — 4) du corollaire :

22 A(E") = AE) et j(E") =j(E).
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Chapitre Il : Corps Finis

CHAPITRE 11

CORPS FINIS

1- Structure algébrique d’un corps fini

2 - Automorphismes d’un corps fini
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Chapitre Il : Corps Finis

Pour étudier les propriétés des courbes elliptiques sur les corps finis, il faut connaitre
la structure de ces corps. La description de ces corps se trouve dans des ouvrages de
Théorie des nombres comme [6], [7].

1- Structure algébrique d’un corps fini :

Soit un corps fini Fq a q éléments. La structure de corps implique une addition
d’¢lement neutre 0 et une multiplication d’élément neutre 1.

Tout corps contient un sous corps premier que nous déterminons avec
I’homomorphisme d’anneaux,

u:Zz/ » IF,

Le noyau de u est un idéal I de I’anneau Z/ ;

I’anneau Z/ étant principal, I’idéal I est principal , il est engendré par un nombre
premier p ( théorie des idéaux).

Il en résulte que le corps fini IF, a q ¢léments contient le corps premier Z/pZ= IF,,.

Proposition 14:
Tout corps fini IF, a q éléments contient un corps premier IF, isomorphe au corps
Z/pZ. Les corps IF, et IF, ont méme caractéristique p premier.

Le corps fini IF; a une structure de IF,- espace vectoriel de dimension finie n.

Donc dans toute base ej,e; ;...,e,de I’espace vectoriel, le corps fini IF, est I’ensemble
des combinaisons linéaires : X = rje; + e, +... + e, et 1 U Z/pZ.

Il en résulte la proposition :

Proposition 15 :Tout corps fini IF, a q éléments est un espace vectoriel de dimension n
sur un corps premier IF, isomorphe au corps Z/pZ ; q est une puissance d 'un nombre

premierp, g =p".

Dans la Théorie des Nombres Algébriques, toute extension finie L d’un corps K est le
corps de décomposition d’un polyndme minimal g(x) [ K[x].

Un corps fini IF, est donc le corps de décomposition du polynome

g(x) = x1—x O IF,[x].
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La dérivée g'(x) = qx¥' = -1 # 0 implique que le polyndéme g(x) admet q racines
simples :

X = O, ay, 42, ..., Ag-1
Les racines du polyndome g(x) / x = x3" — 1 forment un groupe multiplicatif cyclique
d’ordre q — 1.

Cela implique la :

Propositionl6 : [’ensemble IF,* des éléments non nuls d’un corps fini a q éléments
forme un groupe multiplicatif d’ordre q — 1.

Il en résulte les éléments du corps fini IF, :
IF,={0, a, a’,...,aT' =1}.

Tout générateur a du groupe cyclique IF;* est une racine primitive du polyndme h(x) =
xIT- 1.

Une telle racine primitive peut €tre déterminée soit en calculant les puissances des
entiersn=2, 3,..., soit avec la :

Proposition 17: Soit un groupe fini I[F, a q = p" éléments, tout générateur a du groupe
cyclique IF,* satisfait la congruence :

a~ " Z 1 mod g pour tout diviseur d de q — 1.
Exemple:
Soit le corps IF,, q =7, alors q—1=6etd=2,3.
Testonsa=2, 3, 4, 5, 6.
2’=4=1mod7;2°=1mod 7, donc 2 n’est pas un générateur.
32=9=2mod 7, 33 =6 mod 7, donc 3 est un générateur.
Vérification :
3,3°=2,3=6,3"=4,3=5et3°=1.
Testdea=15
5254m0d7, 53E6m0d7, 54E2m0d7, 5°=3mod 7, 5°=1mod 7.

Nous avons trouvé 2 générateurs du groupe cyclique IF;.
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Propositionl8 : Un corps fini IF, a q=p" éléments admet une seule extension de degré
s dans une cloture algébrique de IF,. Cette extension est le corps fini a q° éléments.

Preuve :
Un corps fini IF, est de degré n sur le corps IF, lorsque q = p" : [IF, : IF,] =n,
Une extension IFy de IF, est de degré [IFy : IF]=s,q =q =p".

Exemples :
1) le corps fini IF,, pour q = 5% est une extension de degré 4 de IFs , une extension
de degre 2 de IFys.

2) suite d’extensions du corps premier IF; :

IF,U IF20 1F,°0 1F,'2 O TF5%
2 — Automorphismes d’un corps fini :[3],[13]

Déterminons 1’ensemble des automorphismes d’un corps fini IF, pour g =p" et p
premier.

Considérons I’endomorphisme de Frobenius de IF,

Frob : IF, » IF,, de valeurs Frob(x)=x",
Cette application est un homomorphisme et son noyau est trivial. Comme IF, est fini,
il en résulte que I’endomorphisme est surjectif ; par suite ’application Frob est un
automorphisme du corps fini IF,.
Propositionl19:

L’ensemble Aut(IF,) des automorphismes d’un corps fini IF,, q = p", p premier est un
groupe cyclique d’ordre n. Il est engendré par [’application Frobenius.

Aut(IF,) = { Frob, Frob’,..., Frob"=1d }
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Preuve :
Les n images Frob'(x) des puissances de Frob sont égales a :

Frob(x) = x, Frob’(x) = x*,...Frob” ' (x) = x" ' et Frob"(x) = x"" = x.
Donc le groupe Aut(IF,) des automorphismes du corps fini IF, est :

Aut(IF,) = { Frob, Frob, ...,Frob™", Frob? = Idz.} .

Une relation entre les corps finis Ide et IFy" est précisée par :

Proposition 20 :

Soit un nombre premier p et les corps finis IFy et IFy". Alors IFy” est un sous corps de
IF," si et seulement si d divise n. Alors IF," est une extension normale et séparable sur
IFy" de degré [IFy" : IFy"] = n/d.

Preuve :

Le corps fini F)" est le corps de décomposition du polynéme f(x) = x" — x.
Pour n =dn’, f{x) =(x*)" - x.

L ’automorphisme de Frobenius du corps IFy" a pour valeur : Frob(x) = x'.
1l en résulte le groupe :

Aut(IFp") ={ Frob, Frobz, ..., Frob" = I4F;" } .

Ce groupe contient le sous groupe engendré par la puissance Frob” qui est
d’ordre n/n' = d ; ¢’est le groupe Aut(IEp").
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CHAPITRE III

COURBES ELLIPTIQUES SUR LES CORPS FINIS

1 - Groupe de Mordell-Weill E(IFq)

2 — Groupe formel d’une courbe elliptique

3 — Classification des courbes elliptiques E/IF, par Hasse(E)
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Chapitre IV : Courbes Elliptiques Supersingulieres

Nous examinerons dans ce chapitre la structure du groupe de Mordell-Weil, , E(IFq)
sur les corps finis, le groupe formel d’une courbe elliptique E ainsi que I’invariant de
Hasse Hasse(E).[2],[3],[13],[14]
1-Groupe de Mordell-Weil E(IF,) :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: y2 +axy +azy= X +azx2 + asx +ag U IFq[x,y] (1)
IF, est un corps fini a q = p" éléments, p premier, ‘
A chaque valeur x de IF, il correspond 0 ou 2 racines y de 1’équation (1) du 2°™
degré eny.

L’ordre du groupe abélien E(IFq) a été conjecturé par Hasse puis démontré par Hasse
en 1930.

Proposition 21(Théoreme de Hasse): L ordre du groupe E(IF,) de Mordell-Weil
d'une courbe elliptique E sur un corps fini IF, a q = p" éléments satisfait
[’inégalité :

/card(E(IF,) —q—1/<2 \q.

Preuve :
soit g ’homomorphisme géme du Frobenius:

g: E(IFq)——» E(IFq)
(X,y) x%y";
[P UE(IFq), g(P)=P implique P [ ker(1 — g),
d’ou cardE(IFq) = card ker(1 — g) = deg(1 — g),

Comme I’application degré est une forme quadratique définie positive alors:

cardE(IFq) —q — 1 [<2/q
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Dans la théorie des groupes de Mordell-Weil E(IF,), I’équation de Weierstrass
V' =X + ax’ + asx +ag = f(x) O IF [x] (1)
est une équation Diophantienne sur le corps fini IF, .

Pour déterminer le nombre de points P = (x,y) du groupe E(IF,) nous pouvons
utiliser 1’algorithme :

1) prendre x =k pour k=1, 2, ...,q.
2) résoudre les équations diophantiennes (1) qui sont de degré 2.

Il y a une autre procédure précisée par la:
Proposition22 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

y2 =x +ax’ +bx +c LIF,[x] , q =p" ; p premier.
Alors :

1) card E(IF,) =1 +q+ Y x(f(v).

xUF,
2) le caractere quadratique X : IFq*__> {# 1} satisfait 'inégalité :

/S0 /<2 q.

xOF, 7

Par convention on pose X(0) = 0 dans le corps IF,.

Preuve :
Lorsque f'(k) = n’ est un carré dans IFq*, alors X(f(k))=1

Lorsque f'(k) n’est pas un carré , alors X( f(k))=-1

Dans la formule du card E(IF,), 1 correspond au point a I’infini et q est le nombre
d’éléments x de IF, .
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Applications:
1) Soit la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass:
E:y=x"+2x+1=f(x) OIF;[x] ;

Calcul des invariants de la courbe E :
b,=0,bs=1,bg=1etAE)=1£001F;={0, 1, 2} ;

Algorithme de calcul des points (x,y) de E :

Pour x =0, f(0)=y”=1;donc 2 points (0,1) et (0,2);
Pourx=1, f(1)=1; donc 2 points (1,1) et (1,2) ;
Pour x =2, f(2) =1 ; donc 2 points (2,1) et (2,2);

Il en résulte que le groupe de Mordell-Weil est d’ordre 7:

E(IF3) ={0g, (0,1), ((0,2), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}
Vérifions la formule du théoreme de Hasse :
|card E(IF)) —q—1 |=[7-3-1[=3<2/7=243.
2) Soit la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y'=x +3x"+2x+4 = f(x) OIF[x],
Calcul des invariants de E :
b,=5,bs=4,b¢=2, bg=2 et A(E)=2;

Dans le corps fini IF; il y a 3 carrés qui sont 1°=1,2=4¢et3*=2;
Calcul des valeurs f(x) et du caractere X(f(x)) :

X 0 1 2 4 5 6
f(x) 4 0 5 4 4
X(fx) |1 -1 0 1 1 1

Card(IF;)=1+q+ Y x(fiy =1+7+2=10
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I1 en résulte E(IF7) = {(0,5),(0,2),(2,0),(3,6),(3,1),(5,5),(5,2),(6,2),(6,5),0%} ,
Vérifions la formule de Hasse :
| card EAF) —q—1 |=110-7-11=2<27.
3) soit la courbe elliptique E d’équation :
E:yV=x+7x +4x+ 1= f(x) OIFxs [x] ;

Calcul des invariants de E:
by=3,bs=8,bg=4etbg=12 et A(E)=3.
Les carrés dans le groupe IF,s sont :
1=17,4=2%,9=36=9"=16",11=6'=19°, 14=8=17°, 16 = 4,
19=12°=13%21=11"=14%24=7"=18".

Il'y a 10 carrés et 14 non carrés ;

Tableau des valeurs f(x) et X(f(X)) :

1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11

X
f 1|3 0 [3 [3 1 (3]0 3 [3 [1 |3

x(fx)|1}-110 |{-1 |-1 |1 [-1]0 |- |-1 |I -1

12113 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24
3 3 1 3 0 3 3 | 3 0 3 3
0 |[-1 |-1 |1 -1 10 -1 -1 |1 -1 |0 -1 | -1

Card (IFs) =1+ q+ > x(fix) =1+25—10= 16 points
xDFq

Vérifions le théoréme de Hasse :

|card E(F)) —q—1 |=]16-25-1|=10<2+25 = 10.
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2-Groupe Formel d’une Courbe Elliptique :

Ce groupe est décrit par Tate dans [14], par Silverman dans [13], par Velu dans
[16],...

Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E: y2 +axy +azy= X +azx2 + asx +ag U K[x,y] ; (1)

Effectuons le changement de variables :
xy) ——» (z,W)

avec les formules x =z/wety=-1/w (2)
L’€équation (1) devient dans le plan affine (z,w) :

w=272+ a|zw + azzzw + 213w2 + 2142w2 + 216w3 3)
C’est une fonction implicite f{z, w(z)).
Le point a I’infini Og de la courbe E est transformé au point (z,w)= (0,0) (4)
Avec un algorithme de calcul dans (3) nous obtenons un développement formel au
voisinage du point (0,0) :

w=2(1 +Aiz +A 2" + AsZ’ + ...); (5)

Les coefficients A,, sont des polyndomes “ homogenes” de degré n de ’anneau
Z]ay,...a6] ;

A =a, Ay=a’+ay, Ay =a, +2a5a, + a3; Ay :(314 +3a,a, + 3aja; + 2, +ay) ;...

z est un parametre local au point (0,0) du plan Ozw.
Avec le calcul nous obtenons les développements formels :

X = Z/W(Z) = l/Z2 — al/z —ady —azZ — (a4+a1a3)zz +...

y= y(Z) = —1/W(Z) = —l/Z3 + &11/22 + ay/z + a3+(a4+a1a3)z+. ..
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Nous en déduisons I’invariant différentiel :

® _ dx/dz _ dy/dz

2
dz 2y+a,x+a, 3x“+2a,x+a,-ay

= dZ[l +a;z +(a12+a2)zz+(a13+2a1a2+2a3)z3 + (2114
+3 a12a2+6a1a3+a22+2a4)z4 +.. ]

La notion de groupe formel apparait dans la formule d’addition dans le plan Oz,w.
A deux points (z;,w)) et (zp,w,), correspond le troisiéme point (z3,w3), colinéaire.
Avec le calcul nous obtenons une fonction :

Fz1,2) =7 2 2 3 3 22
= Z1+Z2—31Z1Z2—32(Z1 Z2+Z1Z2 )—2213(Z1 V4 + VAVA) ) + (a1a2 -3 a3)21 Vi)
+... DZ[al,..,ad[[Zl,Zz]].

Cette fonction satisfait les 3 conditions :

a) la commutativité, F(z;,2,) = F(z2,2) ;
b) I'associativité, F(z,F(z,,z)) = F(F(z1,22),2) ;
c) I’inverse, F(z,i(z))=0;

Une telle fonction est un groupe formel ; la structure de groupe formel a un
parametre est précisée par les formules :

1) F(x,y)=x+y + termes de degré¢ =2 ;

2) F(x,(y,2)) = F(F(x,y),2) ;

3) F(x,y) = F(y.x) ;

4) 1l existe une série unique i(T) telle que F(T,i(T))=0 ;
5) F(x,0)=x et F(0,y)=y;
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Pour un point P = (z,w), le point nP a une abscisse égale a z(nP).
Ces abscisses sont des séries ,(z) déterminées par la récurrence:
Wi(z) =z et Ypi1(z) = F(z,Pn(z)) pourn = 1.

Avec ces formules de récurrence, il est possible de calculer toutes les séries Wy, YPs....
Wy(z) =2z — alz2 — 221223 + (a1a; — 7213)24 + ...

Ps(z) = 3z — 3a,2° + (a,° — 8ay)Z° + 3(4aja, — 13a3)z" +...

En caractéristique p > 0, la série formelle ), du groupe formel a un parametre
F(z,yn(z)) est de la forme :

h h h
W, (z) =cz2" + oz +cz’? 4+ ..., avecc %0,

Définition 13: La hauteur du groupe formel d’une courbe elliptique E est la puissance
h de p de la série formelle ), (z) , h satisfait :
a)
1) h [JN*

2) h = o pour Y, (z) = 0.

b) La hauteur du groupe formel d’une courbe elliptique E définie sur un corps
fini IF, est la hauteur de la multiplication t, : E ————» E

Proposition 25 :

Soit E une courbe elliptique sur IF, , soit

fE —p F " "homomorphisme ¢°™ du Frobenius, g ’homomorphisme de
groupes formels induit par f. Alors :

degi() = "

Preuve : [13.1V.7-4]
O
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Corollaire : La hauteur h(E) du groupe formel E d’une courbe elliptique E définie
sur un corps fini IF,, g=p", p premier est :

h(E)=1 ou 2.
Preuve :
En remplagant dans la proposition 25 f'par la multiplication t, .
O

3- Classification des courbes elliptiques E/IF, par Hasse(E):

La hauteur du groupe formel d’une courbe elliptique E permet d’introduire I’invariant
de Hasse, Hasse(E) de la courbe elliptique.

Définition 14 : Soit une courbe elliptique E sur un corps fini IF, a q = p" éléments ;
L’invariant de Hasse de E est égal a Hasse(E) = 1 lorsque
la hauteur h est égale a 1 et Hasse(E) = 0 lorsque la hauteur h = 2.

Cet invariant Hasse(E) classifie les courbes elliptiques sur les corps finis en 2 classes,
les courbes elliptiques ordinaires et les courbes elliptiques supersingulieres.

Définition 15 :
1) Une courbe elliptique ordinaire est une courbe elliptique sur un corps fini IF,
qui a un invariant de Hasse, Hasse(E) = 1.

2) Une courbe elliptique supersinguliere est une courbe elliptique sur un corps
fini IF, qui a un invariant de Hasse, Hasse(E) = 0.

Les courbes elliptiques des deux classes ne sont pas singulicres, donc leur discriminant
n’est pas nul.
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Chapitre 1V : Courbes Elliptiques Supersingulieres

CHAPITRE IV

COURBES ELLIPTIQUES SUPERSINGULIERES

1-Critéres pour les courbes elliptiques supersinguliéres
2-Sous groupes de torsion des courbes elliptiques supersinguliéres

3-Invariants modulaires des courbes elliptiques supersingulieres
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Chapitre 1V : Courbes Elliptiques Supersingulieres

Dans le chapitre précédent nous avons étudié le groupe formel d’une courbe elliptique
et défini I’invariant de Hasse d’une courbe elliptique E/IF,, q=p".

1 - Critéres pour les courbes elliptiques supersinguliéres

Il y a une autre méthode de détermination des courbes elliptiques supersingulieres
basée sur la forme de I’équation de Weierstrass :

Pour la forme y* = f(x) c’est la :

Proposition 26 : soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y2 =X+ arx’ + asx + ag= fx) LIF, [x,y] ;
qg=p" etppremier, p>2;
Alors, E est supersinguliére si et seulement si le coefficient du monéme x*'

p-1

2

du polynome (/(x)) est nul.
Preuve :

card(B(IFq) = 1+ q+ 2 x(/ ()

xe IFq

en utilisant les propriétés des corps finis on a:

card(IFq) = q, [Fq* est cyclique d’ordre q — 1, implique:
q-1

Ox OIFq, X(fx))=x = d’ou:

Card(E(Fq) = 1 +q+ 2™ qurikg;

Xe IFq

Le corps IFg* étant cyclique, implique:

zxi _ {—lsiq—l divisei

xe IF, 0 sinon
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Chapitre 1V : Courbes Elliptiques Supersingulieres

f(x) est de degré 3; I"'unique terme non nul est celui du mondéme x% ', posons Ay

son coefficient, alors:
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Chapitre 1V : Courbes Elliptiques Supersingulieres

card(E(IFq))=1+q+ A, (2)
or, card(E(IFq)) =deg(1 -®)=1+q—-a (3)
(2)et(3)impliquent A;=-a [ IFq.
Ay = 0 1mplique a = 0 (modulo p),
la multiplication paraestt,= ¢ - § d’ou,
® =t,—®D,poura=0 , & estinséparable implique E supersinguliére.

Ay = 0 implique A, =0, pour cela il suffit de poser:

p™—1=p"(p-D+p"-1:

pn+l 1

o 2 =(r@: Y +re

p"-1
2

5 N _ pl n
une récurrence sur n > 0 donne le résultat

Appliquons ce critere a quelques exemples :
1) soit une cubique de Weierstrass E; d’équation:

E:: y2 =x’—4x*—9x+ 12 = f(x) O IF5[x,y],
Calcul des coefficients b,; et du discriminant A(E;) :

b,=10,bs=8,bs=9, bg=0 et A(E1)=2,

Calcul de (f(x))%l = ( f(x))°
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Chapitre 1V : Courbes Elliptiques Supersingulieres

Nous utilisons la formule du binome :
(A+B)"=A"+ (1)A™'B+ (;)A™B*+ ... + B,

Alors nous obtenons pour A = x> + 12, B =9x” + 4x le coefficient D de x'* dans

f)°:
D =2, il en résulte que la courbe elliptique E; est ordinaire.

2) Soit une courbe elliptique E; d’équation de Weierstrass :

E,:y'=x’+x+ 1= f(x) OIF;s[x,y],
Calcul des coefficients b,; et du discriminant A(E,) :

b,=0,bs=2,bs=4,bg=4 et A(Ez):4;

p-l
2

Appliquons le critére f(x) 2 :

p-1
f00 7 =" =(x*+x+1)’ OIFs[x,y],
Calcul du coefficient x” = x*, en appliquant la formule du bindéme , j’obtiens la
valeur du coefficient D de x4, D =2 # 0, il en résulte que E, est ordinaire sur IFs.
3) Soit la courbe elliptique E; d’équation de Weierstrass :

E;: y2 =X +3x°+4x+2= f(x) O IF;[x,y],
by=5bs=1,bg=1,bg=1et A(E3):6
Calcul du coefficient D du monéme x° dans le polyndme f(x):

Jobtiens D = 0, il en résulte que la courbe elliptique E; est supersinguliere
sur IF.
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4) Soit une courbe elliptique E4 d’équation de Weierstrass :
E,4: y2 =X+ 6x + 6 = f(x) O [Fas [x,¥];
Calcul des coefficients by; ,(1=1,2,3,4) et du discriminant A(E,) :
b,=0,bs=12,bs=1,bg=10 et A(Es) = 18.
Le coefficient D de x** dans le polynéme f(x)'" est ¢gal a:

D =0, donc E4 est une courbe elliptique supersingulicre sur [F,3
Pour la forme de Legendre c’est la :

Proposition 27 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Legendre :
E: y2 =x(x— 1)(x—t) [IFq [x,y] , p>2 et premier,q=p", t Z0,1.

a) Soit le polynome :

gp(u) = Z(E“)zui , pourm = (p—1)/2.

0<i<m

Alors la courbe elliptique E est supersinguliere si et seulement si u est racine du
polynome g,(u).

b) Le polynome g,(u) admet des racines distinctes. A isomorphisme pres, le nombre
de courbes supersingulieres dans la cloture algébrique du corps fini IF, est égal a:

Np = [p/12] + e,
ou [p/12] = partie entiere de p/12 et

es=1 etpourp=5 e,=0,1,1, 2 si p=1,5 7, 11 (mod12).
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La courbe elliptique E est supersinguliére si le coefficient du monome x” - !dans
f(x)2 estnul,

Posons m = pTl

f)2  =x"(x-1)"(x— )™, le coefficient x™ dans

(x—1)"(x—X)"estégala:

(- D™ 3 (n) j lecoefficient de x™™ est: 3'(n) ;
=0 i=0
b) ’application de I’opérateur différentiel (Picard-Fuchs) montre que les racines

sont distinctes.

Pour p =3 gy(A) = 1 + X implique une unique courbe elliptique supersinguliere
d’invariant modulaire
J(E)=0=1728.
Pourp =5
j(E) =0, A0O{-B, B} avec P racine primitive troisicme de I’unité,
jEy=1728 AO0{ 1/2,-1,2 },

1 A-1 A

. 1
JED#0,1728 AO{ 2,14, >, =,

A

Soit :

N le nombre de courbes elliptiques supersingulieres d’invariants modulaires j(E;)
#0,1728

N'le nombre de courbes elliptiques supersingulieres d’invariants modulaires j(E,)
=0et j(E;,) = 1728,
posons: gp(j) = 1 st la courbe elliptique est supersinguliere et ep(j) = 0 si la courbe
elliptique est ordinaire, alors:

Np=N+N'

Np= —| p7-1-28p(0)-38p(1728) J+e,(0)+¢,(1728)
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Application de la proposition 27 :

Pour p=3,m=1 j’obtiens le polyndme: g3(u) =1 + u.

Ce polyndme admet la racine u = 2, il en résulte que la courbe E d’équation de
Legendre:

E: y2 =x(x— I)(x—u) UIF;3[x,y]
est supersinguliere pour u = 2 mod 3.

Pour p =5, m =2 j’obtiens le polynome:

gs(u) =1 +4u+u’;

Ce polyndme admet p comme racine primitive troisieme de I’unite.

Il en résulte que la courbe elliptique d’équation de Legendre :
E:y" =x(x - 1)(x —p) O IFs ygx,y]

est supersinguliere sur IFs .

Pour p =7, m =3 j’obtiens le polyndme cubique:

grfw) = (1+u)(l +u+u);

Ce polyndme admet 3 racines u=2, 4 et 6 modulo 7.

Il en résulte que la courbe elliptique de Legendre :

E: y2 =x(x— I)(x —u) UIF;[x,y]

est supersinguliere les valeurs: u=2,4,6 mod 7.
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Pour p =11, m = 5 j’obtiens le polyndme de degré 5:

gnw) =1 +u)(l—u+u)(l+3u+v’)

ce polyndome admet 3 racines u =2, 5 et 10 modulo 11.

Il en résulte que la courbe elliptique E de la forme de Legendre :
E: y2 =x(x— I)(x—u) UIF[x,y]

est supersinguliere pour les valeurs u=2,5,10 mod 11.

Exemples :
1)Soit une courbe elliptique E d’équation:

E:y2=x3—x =x(x—1)x+1)

si E est définie sur IFs" , le polynome:

gs(u) = 1 + 4u + u’, admet une solution primitive 3™ de I’unité d’ou :
gs(-1) # 0 implique que la courbe E est ordinaire sur IFs.

2) Soit E une courbe elliptique d’équation de Weierstrass:

E:y"=x-1,A(E)=1 ,j(E)=0,
pourp=5,7,11,13,17

p 5 7 11 13 17
m 2 3 5 6 8
Coeff x? ! 0 3 0 2 0

Classe de la courbe Supersing Ordinai ~ Supersing Ordinai Supersing

Développons les calculs pour p = 11:
gn(w) = —u+ D(u+ Hu-2)(u+>5)
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Les racines de gj;(u) sontu=-5,-1,2,
B= et son conjugué
E est isomorphe sur [F11 alg a la courbe elliptique de Legendre:

Er:y2=x(x—-1)x—-1) ,A=0+1

et g11(A) = 0 1mplique

la courbe elliptique E est supersinguliere pour p = 11.

- Signalons que pour p =2, il n’y a qu’une seule courbe elliptique supersinguliere :
E: y2 ty= X
2 - Sous groupes de torsion des courbes elliptiques supersinguliéres :

Le sous-groupe de p' - torsion des courbes elliptiques supersinguliéres satisfait la
proposition :

Proposition 28 : Soit une courbe elliptique supersinguliere E sur un corps fini IF, a

g =p" Alors le sous groupe de torsion E(IF,)[p"] de E est trivial pour les entiers r=
1.

Preuve :

L’ordre du groupe de Mordell-Weil E(IFq) d’une courbe elliptique supersinguliere
est:

Card(E(IFq))=1+q,
Le p' sous groupe de E(IFq) est: {P O E(IFq) , pr P = 0E}
La multiplication t, : E(IFq) —— E(IFq) a valeurs p'P est une isogénie de
degré p™";
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(t, =( do®)" | qui est la composée de I’homomorphisme qéme du Frobenius ® et
son dual.
L’ordre du ker(t," ) = (degs( pop Nr, =1

(degs( @ )r ,

E est supersinguliere implique @ est inséparable

& ou #(ker(t, )) = 1

3 - Invariant modulaire des courbes elliptiques supersinguliéres
Parmi les critéres de reconnaissance des courbes elliptiques supersingulicres il y a
le critére basé sur I’invariant modulaire j(E) :

Proposition 29 :L invariant modulaire j(E) des courbes elliptiques supersingulieres

sur un corps fini IF,, g = p", p premier est un élément du corps fini IFp’.

Preuve :
Soit le factorisation :

E(P) 7 E
~ T )
W
Ep2
AoW= 1 d’oudeg()) deg(W) = deg(f);

p deg(A) = p implique deg(A) = 1, A est un isomorphisme d’aprés [13(11.2.4.1)] ;
alors :

i(E) =J(E ®) =j(E)”

Les sujets d’étude des courbes elliptiques supersingulieres sont nombreux :
conducteurs, régulateurs, groupes de Chatelet-Weil, ” formule de masse”, etc...
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