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Introduction

Leur age, leur richesse ainsi que la diversité de leurs champs d�application font des suites

récurrentes linéaires un sujet tellement vaste et si riche en résultats qu�il faudrait plusieurs

ouvrages, en plus de ceux qui existent déjà , pour faire le tour de toutes leurs propriétés. On

trouve dans [12] une très bonne introduction aux suites récurrentes linéaires ainsi qu�une

bibliographie qui, jointe à celle qu�on trouve dans[15]

Nous donnons une généralisation du théorème de Skolem - Mahler - Lech qui est une

caractérisation de l�ensemble des indices qui annule une suite récurrente linéaire.
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Chapitre 1

Suites récurrentes linéaires et

théorème de Skolem-Mahler -Lech

La premiere partie de ce travail est consacrée à l�étude de certaines propriétés algébriques

des suites récurrentes linéaires à coe¤cients constants .

1.1 Propriétés générales des suites récurrentes linéaires

Les suites récurrentes linéaires ont été étudiées depuis longtemps, d�abord pour le corps Q,

puis pour un corps de caractéristique quelconque ou sur un anneau commutatif .

1.1.1 Dé�nitions et notations

Dé�nition 1.1.1 Soit K un corps commutatif et u = (u(n)) une suite d�éléments de K:

u est une suite récurrente linéaire s�il existe un entier naturel s non nul et des éléments aj

(j = 1; 2; :::; s) de K tel que l�on ait pour tout n �N la relation :

u(n+ s) = a1u(n+ s� 1) + :::+ asu(n) (1.1.1)

si (1.1.1) est la plus courte relation de récurrence véri�eé par u; s est dit ordre ( ou longueur

) de la suite U et on dé�nit son polynôme caractéristique par

Q(X) = 1� a1X � a2X2 � :::� asXs (1.1.2)
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1.1. Propriétés générales des suites récurrentes linéaires

Dé�nition 1.1.2 : Une série formelle f(X) =
X
n�0

u(n)Xn 2 K [[X]] est une série

rationnelle s�il existe deux polynômes P;Q 2 K [X] tels que

f(X) = P (X)=Q(X) avec Q(0) 6= 0 (1.1.3)

Notation 1.1.1 On notera l�ensemble des suites récurrentes linéaires (en abrégé s.r.l) à

valeurs dans K par r(K) et l�ensemble des séries rationelles par R(K).

Dé�nition 1.1.3 Un polynôme expononentiel est une expression de type

u(n) =
nX
i=1

Pi(n)�
n
i n 2 N� (1.1.4)

avec les �i étant des éléments non nuls de �K et: Pi des polynômes de �K [x] i = 1; n:

Théorème 1.1.1 Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et u := (u(n)) une

suite d�éléments de K alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) u est une suite récurrente linéaire.

ii) f(X) =
X
n�0

u(n)Xn est une série rationnelle.

iii) pour tout n 2 N , u(n) est un polynôme exponentiel.

Preuve. La preuve se fera selon le chéma suivant i) ) ii) ) iii)) i)

i)) ii)

Soit u une suite récurrente linéaire d�éléments de K

u(n+ h) = a1u(n+ h� 1) + :::+ ahu(n) n 2 N

son polynôme caractéristique est

Q(X) = 1� a1X � a2X2 � :::� ahXh

On considére la série f(X) =
X
n�0

u(n)Xn et vu que tous les termes de la suite u s�expriment

en fonction des h premiers termes u(0) ; :::; u(h� 1) on véri�e que

P (X) = f(X)Q(X)

= (
X
n�0

u(n)Xn)(1� a1X � a2X2 � :::� ahXh)

3



1.1. Propriétés générales des suites récurrentes linéaires

est un polynôme .

D�où f(X) = P (X)=Q(X) avec Q(0) = 1 6= 0 est une série rationnelle.
ii)) iii)

Soit f(X) 2 R(K) c�est -à-dire qu�il existe deux polynômes A et B à coé¢ cients dans K

tels que

f(X) = A(X)=B(X) avec B(0) 6= 0 (1.1.5)

Soient alors !
0
1; :::; !

0
k les racines du polynôme B dans une extension algebrique L de K et

soit � i la multiplicité de !
0
�{ (i = 1; :::; k)

la décomposition en éléments simples de la fraction A=B est de la forme

f(X) = A(X)=B(X) (1.1.6)

= E(X) +
kX
i=1

� iX
j=1

�ij
(X � �!i)j

Où E(X) est un polynôme à coe¢ cients dans K (c�est le quotient de la division euclidienne

de A par B ) et où les �ij appartient ou corps L.on a

(X � !t)�j = (�1)j!�ji
X
n�0

�
n+ j � 1
j � 1

��
X!�1i

�n
(1.1.7)

jointe à (1.1.6) et (1.1.7) conduisent la relation

f(X) = E(X) +
X
n�0

kX
i=1

� iX
j=1

(�1)j!n+ji

�
n+ j � 1
j � 1

�
�ijX

n

Où on a posé

!i = 1=�!i (i = 1; :::; k)

Si E(X) a pour degré n0 on a donc

u(n) = P1(n)!
n
i + :::+ P (n)!

n
k pour n � n0 (1.1.8)

avec

Pi(n) =

� iX
j=1

(�1)j�ij!ji
�
n+ j � 1
j � 1

�
(1.1.9)

iii) ) i)

Supposons maintenant que la relation (1.1.8) et 1.1.9 aient lieu pour n � n0
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1.1. Propriétés générales des suites récurrentes linéaires

Soit T l�opérateur de décalage qui à une suite u = (u(n))n associe la suite Tu(n) = u(n+1)

n � 0
On véri�e que la suite

(T � !1I)�1 :::(T � !k)�k(u(n))

est ultiment nulle et plus précisément que (u(n))n�0 satisfait a l�équation aux dé¤érences

�nies à coé¢ cients constants

T n0G(T )u(n) = 0 (1.1.10)

Ou

G(X) =
Xm

B(0)
B(X�1) =

kY
i=1

(X � !i)� i

Si on pose dans (1.1.10)

G(X) = Xm � am�1Xm�1 � :::� a0 ;m =
kP
i=1

� i

on a donc démontré que la suite u(n) véri�e la condition

u(n+m) = am�1u(n+m� 1) + :::+ a0u(n) pour n � n0

.

Remarque 1.1.1 :

-La relation de récurrence (1.1.1) est la plus courte si la représentation P (X)=Q(X) est

irreductible

-Lorsque la caractéristique du corps K est nulle chaque Pi est un polynôme (à coé¢ cients

dans le corps L qui est le corps engendre par Q et les �i les racines distinctes du polynôme

caracteristique de la suite (u (n)) en n de degré petit que � i et même égal à � i� 1 lorsque la
représentation (1.1.3) est irreductible.

Exemple 1.1.1 l�exemple le plus populaire de s.r.l et aussi le plus ancien il date de 1202

est la suite de Fibonacci (Fn) dé�nie comme suit:

F0 = 0 F1 = 1

Fn+2 = Fn+1 + Fn pour n � 0

avec Fn =
!n1 � !n2
!1 � !2

5



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

1.1.2 Caractérisation des suites récurrentes linéaires (détermi-

nant de Kronecker-Henkel)

Dé�nition 1.1.4 Soit u une suite d�élément de K on appelle déterminants de Henkel

associés à u les déterminants :

D(h)
n := D(h)

n (u) := ju(n+ i+ j)j0�i;j�h

on appelle déterminants de Kronecker associes à u les déterminants;

�h := �h(u) := D
(h)
0 (u) = ju(i+ j)j0�i;j�h

ce sont les déterminants de Henkel pour n = 0:

Théorème 1.1.2 [2]Soit u une suite d�éléments de K

u est une suite récurrente lineaire si et seulements si l�une des deux conditions suivantes est

véri�ée:

i) il existe deux entiers naturels h et n0 tels que D
(h)
n (u) = 0 8n � n0

ii) il existe un entier t0 tel que �t (u) = 0 8t � t0

propriétés:

a) Soit u : N �! K une une suite récurrente linéaire d�ordre inférieur ou égal à h (h 2 N�)
si les h termes consécutifs de la suite u sont nuls alors la suite u est identiquement nulle.

b) L�unicité de la décomposition d�une fraction rationnelle en éléments simples montre que

le polynôme exponentiel est unique .

1.2 Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

Dans ce paragraphe nous nous proposons d�étudier l�ensemble I(u (n)) = fn; u (n) = 0g
pour (u (n)) s.r.l .

Rappelons quelques résultats d�analyse p-adique

Théorème 1.2.1 [1] Soit x un élément de 2 Cp la série
1X
n=0

xn

n!
converge pour vp(x) >

1

p� 1 et diverge pour vp(x) �
1

p� 1

6



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

La série
X
n�0
(�1)n�1x

n

n
converge pour vp(x) > 0 et diverge pour vp(x) � 0:

Dans les domaines de convergence , on note exp (x) =
1X
n=0

xn

n!
et log (1 + x) =

X
n�0
(�1)n�1x

n

n
:

Dé�nition 1.2.1 Une fonction exposant ax (a; x 2 Qp) est dé�nie comme suit ax =

exp (x log a) elle est dé�nie lorsque ja� 1jp < 1 et jx log ajp < p�1=p�1

Dé�nition 1.2.2 Soit x un élément de Qp et n un entier naturel�
x

n

�
est dé�nit par

�
x

n

�
=
x(x� 1)(x� 2):::(x� n+ 1)

n!
avec

�
x

0

�
= 1

est un polynôme en x de degré n .

Lemme 1.2.1 [3]Soit a un élément algébrique sur Q avec jajp = 1 et s 2 N donné alors il
éxiste m 2 N tel que vp(am � 1) � s
on peut choisir s tel que x (am)xsoit dé�ni pour vp(x) � � avec � � 0
le disque de convergence contient alors A = f x ; vp(x) � 0 g :

Lemme 1.2.2 Si x 2 Zp et n 2 N alors
�����xn

����� � 1:
Preuve. pour x 2 N et n � 0 donc

�
x

n

�
2 N d�où

�����xn
����� � 1 or N est dense dans Zp

alors

�����xn
����� � 1 pour x 2 Zp:

Lemme 1.2.3 Soit f(x) une fonction p-adique analytique dé�nie pour tout x 2 Zp: si f(x)
a une in�nité de zéros dans Z alors f(x) � 0:
Preuve. Comme Z est dense dans Zp et Zp est un compact alors f(x) � 0 car chaque

zéro de f est un point limite d�une suite de Z.

Lemme 1.2.4 Soit p un nombre premier .Alors pour tous entiers a et b

(a+ b)p � ap + bp(mod p):
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1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

Preuve. On écrit la formule du binôme pour p premier :

(a+ b)p = ap + pap�1b+
p(p� 1)
2

ap�2b2 + :::+
p(p� 1)
2

a2bp�2 + pabp�1 + bp

tous les termes du devlopment autres les termes extrêmes sont divisibles par p donc

(a+ b)p � ap + bp(mod p)

Théorème 1.2.2 ( petit théorème de Fermat )

Soit p un nombre premier alors pour tout entier x non divisible par p on a

xp�1 � 1(mod p)

Preuve.

On montre par récurrence que xp�1 � 1(mod p)
pour x = 1

2p = (1 + 1)p � 1p + 1p(mod p) � 2(mod p)) 2p�1 � 1(mod p): véri�e.
Supposons xp � x(mod p) et montrons que (x+ 1)p � (x+ 1) (mod p) .

(x+ 1)p � (xp + 1p) (mod p) � (x+ 1)(mod p) (d�apres l�hypothése de récurrence)
D�ou (x+ 1)p�1 � 1(mod p):

Théorème 1.2.3 généralisation de petit théorème de Fermat

Soient a et n deux entiers naturels tels que a est premier avec n alors on a

a'(n) � 1 (mod n)

avec ' la fonction de d�Euler qui véri�e :

' (1) = 1

' (n) = (p1 � 1) pk1�11 ::: (pr � 1) pkr�1r pour n = pk11 :::p
kr
r avec p1; :::; pr des nombre premiers

' (nm) = ' (n)' (m) pour (n;m) = 1

Preuve.

Le groupe des élements inversibles (Z�nZ;�)� est dordre ' (n)

8



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

Soit a et n deux entiers tels que (a; n) = 1 ; �a 2 (Z�nZ;�)� ,soit m l�ordre de �a donc m

divise ' (n) d�aprés le thèorème de lagrange d�où il existe k 2 N tel que

' (n) = k �m

Comme �am = 1

�a'(n) = �ak�m = �1k = �1

ce qui s�écrit également

a'(n) � 1 (mod n)

Lemme 1.2.5 Soient �1; :::; �m des unités p-adiques de Zp
�
i:e j�jjp = 1 avec j = 1; :::;m

�
et " > 0: alors il existeun entier naturel D tels que

���Dj � 1��p < ":
Preuve. Soit " > 0:soit M :=M(") 2 N tels que p�M < ":

�xons un entier j , on a �j est une unité p-adique �j on peut l�écrire comme

�j = a0 + a1p+ :::+ aM�1p
M�1 + aMp

M + :::

= A+B

avec ak = ak(�j ) 2 f0; 1; :::; p� 1g , a0 6= 0

A = a0 + a1p+ :::+ aM�1p
M�1

B = aMp
M + :::

Si on pose n = pM et comme (A; pM) = 1 d�aprés la généralisation de petit théorème de

Fermat 1.2.3 il éxiste un entier dj = '(pM) = (p� 1)pM�1tels que Adj � 1(mod pM) donc

�
dj
j = (A+B)dj (1.2.1)

= Adj +

djX
k=1

�
dj
k

�
Adj�kBk

donc d�aprés lemme1.2.2 et (1.2.1) ona����djj � 1���
p
� p�M � "

9



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

Donc pour chaque j il existe dj alors pour D = ppcm(d1; :::; dm) on a���Dj � 1��p < "
Ce qui termine la démonstration du lemme .

Lemme 1.2.6 Soient gj(X1; :::; Xn) 2 Z [X1; :::; Xn] ;avec j = 1; :::; J

Alors il existe (a1; :::; an) 2 Zn tel que

gj(a1; :::; an) 6= 0 j = 1; :::; J

Lemme 1.2.7 Soit g(x) 2 Z [x] alors il existe une in�nité de nombres premiers p pour les
quels la congruence

g(x) � 0(mod p) (1.2.2)

a une solution dans Z ; c�est -à-dire

9b 2 Z tq g(b) � 0(mod p) *

Preuve. Soit g(x) = anXn + an�1X
n�1 + :::+ a0

si a0= 0 on prend b = 0:

si a0 6= 0 supposons que (1.2.2) a une solution seulement pour un nombre �ni de premiers
p 2 } ( peut être vide ) soit c un entier qui est divisible par tout p 2 } alors

g(a0c) = a0r (1.2.3)

avec

r = ana
n�1
0 cn + an�1a

n�2cn�1 + :::+ 1

r est premier avec c et r est non divisible par tout p 2 } comme g(x) est non constante

par hypothése on peut choisit r 6= �1
Soit p0un nombre premier qui divise r donc p0 =2 } par (1.2.3) on a g(a0c) � 0(mod p0)
on pose b0 = a0c donc g(b0) � 0(mod p0) contradiction avec } contient tous les nombres

premiers p qui véri�ent (1.2.2) .
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1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

Lemme 1.2.8 ( lemme de Hensel )

Soient K un corps valué complet et F un polynome non nul de A [X] , d est le degre de

F,Supposons qu�il existe deux polynômes unitaires g et h dans A [X] tels que

�F = �g �h ; dg (g)+deg ( h) � d et
�
�g ,�h

�
= 1

Alors il existe G et H dans A [X] tels que

�G = �g ; �H = �h; deg G=deg g et

F = GH: (1.2.4)

Théorème 1.2.4 ( de Cassels )

Soit K une extension de type �nie de Q et soit 
 une partie �nie d�éléments non nuls de K

alors il existe une in�nité de nombres p pour les quels il existe un plongement �p de K dans

Qp tel que
���p(c)��p = 1 8 c 2 
:

Preuve. Soit K une extension de type �ni de Q:

Soit (X1; :::; Xm) une base de transcendance de K ,K alors une extension algebrique de

Q(X1; :::;Xm) soit encore y un élément primitif de K;K = Q(y;X1; :::;Xm) on peut supposer

que c et 1=c sont dans 
 pour tout c 2 
:il nous su¢ t demontrer alors que���p(c)��p � 1 8c 2 
:soit Cc = Uc(y;X1; :::; Xm)=Vc(X1; :::; Xm)

avec

Uc(y;X1; :::; Xm) 2 Z [y;X1; :::; Xm]

Vc(X1; :::; Xm) 2 Z [y;X1; :::; Xm] 6= 0

Soit H(y) le polynôme minimale de y sur Q(X1; :::;Xm)

H(y) = H(y;X1; :::; Xm)

avec

H(y;X1; :::; Xm) 2 Z [y;X1; :::; Xm]

Si H est de degré s en y on note le coe¢ cient constant par: H0(X1; :::; Xm) donc

H(y) = H0(X1; :::; Xm) + :::+Hs(X1; :::; Xm)y
s

11



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

le discriminant de H(y) est

�(X1; :::; Xm) 2 Z [X1; :::; Xm] 6= 0

par le lemme 1.2.6 9(a1; :::; am) 2 Zm tel que

�(a1; :::; am) 6= 0

H0(a1; :::; am) 6= 0

Vc(a1; :::; am) 6= 0 8c 2 


Comme H(y) 2 Z [X1; :::; Xm] et H0(y; a1; :::; am) 2 Z [y] d�aprés le lemme 1.2.7 il existe

une in�nité de nombres premiers p tels que

H(y; a1; :::; am) � 0(mod p)

admet une solution dans Z il existe une in�nité de p pour les quels on a

�(a1; :::; am) � 0(mod p)

H0(a1; :::; am) � 0(mod p)

Vc(a1; :::; am) � 0(mod p)

9b 2 Z tq H(b; a1; :::; am) � 0(mod p)

Soient maintenant �1; :::; �m ,m éléments de Qp Q-algébriquement indépendants

On peut supposer que j�jjp < 1 8j = 1; :::;m comme �j sont algébriquement indépendants

alors posons

"j = aj + �j

�j = "j � aj pour j = 1:::;m

j"j � ajj � 1

le lemme de hensel 1.2.7 appliqué à H(y; "1; :::; "m) 2 Z [y] il existe � 2 Qp ; j� � bjp � 1
et H(�; "1; :::; "m) = 0:

l�application �p : K = Q(y;X1; :::; Xm) �! Q(�; "1; :::; "m) � Qp
telle que �p(y) = � et �p(Xj) = "j avec j = 1; :::m

est alors un plongement de K dans Qp et l�on a

Uc(y;X1; :::; Xm) 2 Z [y;X1; :::; Xm]

12



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

j"jjp = jaj + �jjp � max(jajjp ; j�jjp) � 1
car aj 2 Z; j�jjp � 1 8j = 1; :::;m et donc

jUc(�; "1; :::; "m)jp � 1

Vc("1; :::; "m) = 1

Ainsi ���p(y)��p = ����Uc(�; "1; :::; "m)Vc("1; :::; "m)

���� � 1
D�où le théorème.

Théorème 1.2.5 (de Mahler)

Soit K un corps commutatif ,de caractéristique zéro.Soit S (x) =
1X
n=0

a (n)Xn 2 R(K) et

posons I(a (n)) = fn; a (n) = 0g :Si I(a (n)) est in�ni ,alors il existe un entier m � 1,des

entiers distincts �1; :::�s 2 f0; 1; :::mg tels que I(a (n)) soit la réunion d�une partie �nie I0
et des ensembles Im;�i

Im;�i = f n; n � �i(mod m )g

Preuve.

Cas K est un corps algebrique:

Comme
1X
n=0

a (n)Xn 2 R(K) alors a (n) =
kX
i=1

Pi�
n
i avec �i 2 K

�
et Pi(X) 2 K [X] : on se

place dans L le corps engendrè par QP , les �i et les coe¢ cients du Pi; L = Qp (�1; :::; �k; coefPi)

L est une extension de Qp de degré �ni , il existe un nombre premier p pour le quel j�ijp = 18i
d�apré le lemme 1.2.5 il existe un entier D tel que

���Di � 1��p < p�1=p�1 8j = 1; :::; k

nous savons que l�application x �! (�Di )
x est analytique et dé�nie sur Zp , considerons

pour tout t 2 f0; 1; :::; D � 1g

at (x) =

kX
i=1

Pi(t+Dx)�
t
i

�
�Di
�x

La fonction at (x) est alors analytique sur Zp:

supposons que an (x) a une in�nite de zéros dans Z;d�aprés le lemme 1.2.3 la fonction at (x)

13



1.2. Démonstration du théorème de skolem-Mahler-lech

est identiquement nulle et on a at (n) = 0 8n 2 N:donc n 2 fn; n � t (modD)g:
Cas d�un corps de caracteristique zero :

Comme K est de caracteruistique zéro on peut supposer qu�il contient Q

a (n) =
kX
i=1

Pi�
n
i ou Pi (x) 2 L [x] et �i 2 L avec L le corps engendré par Q et les �i les

racines distinctes du polynôme caracteristique de la suite a (n)

G (x) = xh � ch�1xh�1 � :::� c1x� c0

Si on pose � = fc0; :::; ch�1; �1; :::; �kg; L une extension de type �ni de Q D�aprés le théorème
de Cassels 1.2.4 il existe une in�nité de nombres premiers p et un homomorphisme 'p :

L �! Qp tel que
��'p (c)�� = 1 8c 2 � donc si a (n) = 0 dans L alors 'p (a (n)) = 0 dans

Qp,c�est-à-dire n est solution dans Qp de
kX
i=1

Ai�
n
i = 0

'p

 
kX
i=1

Pi�
n
i

!
=

kX
i=1

Ai�
n
i

avec �i = 'p (�i) 2 Qp, j�ijp = 1 et Ai [x] 2 Qp [x]
Par consequent ceci nous ramène aux calculs faits dans la 1ere partie.

Ce théorème a été prouvé la première fois par Skolem [28] pour des suites récurrentes

linéaires sur le corps Q plus tards par Mahler [17] pour des suites récurrentes linéaires

sur un corps algébrique et sur un corps de caractéristique zéro par Lech [16],et plus tard

par Mahler [18],[19] le livre de Everest [13] et autres Donne un historique du théorème de

Skolem-Mahler- Lech .

Exemple 1.2.1 Soit la suite récurrente a (n) dé�nit par:

a (n+ 6) = 6a (n+ 4)� 12a (n+ 2) + 8a (n)

avec les conditions initiales

(a0; a1; :::; a6) = (8; 0; 9; 0; 8; 0)

L�ensemble Ak = fk 2 N = a (k) = 0g est la reunion d�un ensemble �ni et la progression
arithmétique f1; 3; 5; ::::g car

a (n) =

8<: 0 si n impair

(n� 8)2 2(n�6)=2 si n est pair
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Mahler établit le lemme suivant dans sa démonstration 1.2.5

Lemme 1.2.9 [18]Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, algebriquement clôs

, et soit

F (x) =

1X
n=0

a (n)xn 2 R (K) et a (n) =
sX
i=1

Pi (n)�
n
i

Soit 
 = f �i=�j , racine de l�unité autre que 1 g :
Si I (F ) = f n 2 N = a (n) = 0g est in�ni , Alors 
 6= ;:
Soit M le plus petit entier tel que �M = 1 pour tout � 2 
 .Si Im;� = f n ; n = �modmg �
I (F ) :Alors Im0;� � I (F ) avec m0 = ppcm (m;M) :

1.3 Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Dans cette section nous présentons la démonstration d�un théorème analogue au théorème

de Skolem-Mahler-Lech .

Dé�nition 1.3.1 Soient s; t;m des entiers positifs et f	1(x); :::;	s(x)g un ensemble de s
séries entieres de Q [[x]] on dit que cet ensemble est (m; t)� propre s�il existe un ensemble
in�ni A de nombres premiers rationels p tel que pour tout plongement de Q dans Cp le rayon

de convergence de 	i(x) i = 1; :::; s dans Cp est plus grand que p�m=t(p�1):

Notation 1.3.1 pour tout entier positif m on note par Jm(x) la série

Jm(x) =

1X
n=0

xn

n!m

Remarque 1.3.1 pour m = 1 :J1(x) =
1X
n=0

xn

n!
est la série exponentielle .

Théorème 1.3.1 Soient s; t;m des entiers positifs si

F (x) =
sX
j=1

	i(x)Jm(�jx
t) + P (x) (1.3.1)

Avec f	1(x); :::;	s(x)g est un ensemble (m; t) propre d�éléments dans �Q [[x]] ; �j 2 �Qrf0g
( un élément algébrique non nul ) et P 2 �Q [[x]]
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Alors il existe un entier positif d tel que pour r 2 f0; 1; :::; d� 1g ona:
a) a(kd+ r) = 0 pour k su¢ sament grand ou

b) a(kd+ r) 6= 0 pour k su¢ sament grand .

avant d�entamer la démonstration du théorème, considérons les résultats suivants:

1.3.1 Fonction continue sur Zp

Soit f (x) une fonction continue sur Zp et a valeurs dans Qp;et soit fn (x) son nième polynôme

d�interpolation sur la suite des entiers naturels dé�ni par

deg ( fn) � n et fn (j) = f (j) pour (j = 1; :::; n)

On obtient .

fn (x) =
nX
k=0

ak

�
x

k

�
ou ak =

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
f (j) :

Dé�nition 1.3.2 Soit E un espace de banach sur un corps valué K ,la famille (ei)i2I

d�éléments de E est une base normale de E si tout x 2 E admet une unique représen-

tation x =
X
i2I
xiei où xi 2 K et xi �! 0 ; jxj = sup jxij

i2I

K.MAHLER a obtenu le resultat suivant en 1958.

Théorème 1.3.2 [19]de K.Mahler

Soit f une fonction continue sur Zp; et a valeurs dans Qp;la suite fn converge uniformement

vers f sur Zp, alors f est somme de la série (uniformement convergente)

f (x) =
X
n�0

an

�
x

n

�
de plus

kfk = max
x2Zp

janj

et donc les polynôme
�
x

n

�
constituent une base normale de l�éspace des fonctions con-

tinues sur Zp muni de la norme de la convergence uniforme.:
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Remarque 1.3.2 Par la compacité de Zpnous savons qu�il y a seulement un nombre �ni

de disques qui interviennent.

Notation 1.3.2 Soient E un espace de banach sur K , A l�anneau de valuation et et k le

corps residuel de K.

Nous noterons :

E0 = fx 2 E� jxj � 1g est un A-module
�E0 = fx 2 E� jxj � 1g
�E = E0� �E0 c�est un k-espace vectoriel

P la projection canonique de E0 sur �E

( pour tout x 2 E ; x 6= 0 il existe a 2 K tel que jxj = jaj)

ou ce qui est equivalent

( pour tout x 2 E; x 6= 0 il existe b 2 K tel que jbxj = 1) �
Cette condition est nécessaire pour que E posséde une base normale.

Théorème 1.3.3 [1]Soit E un espace de Banach sur K ;si Kest a valuation discrete et

si E satisfait la condition * alors pour une famille (ei)i2I d�élements de E0 les conditions

suivantes sont equivalentes.

i/ (ei)i2I est une base normale de E .

ii/ (P (ei))i2Iest une base du k espace vectoriel �E:

Proposition 1.3.1 [1][2]Soit l�entier n ,tel que n < ph; alors .

v (x� y) � h) v

��
x

n

�
�
�
y

n

��
� 1

Théorème 1.3.4 Pour tout entiers s non nul ,on a l�ensemble
�
qsn (x) =

�
x

n

�s
;n 2 N

�
forme une base normale de l�espace E = ' (ZP ;QP ) qui est l�espace des fonctions continues

de Zp sur QP :
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Preuve. D�aprés le théorème 1.3.3 Il su¢ t de preuver que pour tout s 2 N�on a

f�qsn;n 2 Ngforme une base vectoriel de l�espace �E = ' (ZP ;QP ) .
Soit �Eh un espace valué de IFp = Z=pZ des fonctions constantes dans les boules

Bp�h (a) =
�
x 2 ZP ; jx� aj � p�h

	
On a �E =

S �Eh

donc il su¢ t de montrer que l�ensemble
�
�qsn (x) ;n < p

h
	
forme une base de �Eh:

pour n < phet jx� yj < p�hon a d�aprés la proposition 1.3.1

�����xn
�
�
�
y

n

����� < 1 et par

conséquent on a�����xn
�s
�
�
y

n

�s���� = �����xn
�
�
�
y

n

�����
�����
s�1X
m=0

�
x

n

�m�
y

n

�s�m�1����� < 1
donc �qsn (x) = �qsn (y) ce qui montre �qsn 2 �Eh et �qsn =

pp�1X
j=1

�qsn (j)�j donc le matrice

représentant les �qsn sur les
�
�j;n < p

h
	
est triangulaire,ses éléments diagonaux sont égaux

à 1.elle est donc inversible.

Lemme 1.3.1 [30] Soit la série f (x) =
1P
k=0

c (k)

�
x

k

�m
avec m un entier positif �xé , si

lim sup jc (k)j1=k < 1 alors f (x) représente une fonction localement analytique sur Zp .

Preuve. Du théorème (1.3.1)

Le cas t = 1

Soit p un nombre premier assez grand donc les rayons de convergence des 	j(x) dans Cp
sont tous plus grand que p�m=(p�1) pour tout j et soient �j des élements de Cpde valuation

p-adique vaut 1 et posons

	j(x) =
X

bj;kx
k (1.3.2)

On a

Jm
�
�jx
�
=
X

�nj x
n=n!m (1.3.3)

D�aprés (1.3.2) et (1.3.3) on trouve la relation

	i(x)Jm(�jx
t) =

X
gj(n)�

n
j

xn

n!m
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

avec

gj (n) =
X

k!mbj;k�
�k
j

�
n

k

�m
On apar hypothése les 	j(x) est sont (m; 1)�propre alors par le lemmen 1.3.1 on a tout

gj (x) peut être prolongé en une fonction localement analytique sur Zp:

comme �j sont des unités p-adiques d�aprés le lemme 1.2.5 il existe un entier d tel que pour

tout j on a ���dj � 1�� < p�1=p�1
donc les fonctions �dk+rj sont des fonctions en k analytiques sur le disque D(0; 1+) sur Cp et

comme on a

F (x) =
X

a (n)xn =
sX
j=1

	j(x)Jm(�jx
t) =

X
gj (n) �

n
j x

n=n!m

donc la fonction a (kd+ r) en k est une fonction localement analytique sur Zp; par conse-

quence a (kd+ r) admet une in�nité de zéro pour k assez grand ou bien a (kd+ r) 6= 0 pour
k su¢ sament grand.

Le cas général:

On montre le resultat pour les séries Fr (x) =
X

a (kt+ r)xr pour r 2 f0; 1; :::; t� 1g et
on a:

xrFr
�
xt
�
=
X

F (�x)

La sommation étant faite sur les racines téme de l�unité.

d�aprés la dé�nition de F on a la relation suivante

xrFr
�
xt
�
=
X

� j
�
xt
�
xrJm

�
�jx

t
�

avec � j (xt)xr :=
X

	j(�x)�
�r la sommation étant faite sur les racines téme de l�unité.

Posons R le rayon de convergence de � j dans Cp donc le rayon de convergence de � j (xt) est

R1=t et par conséquent l�ensemble de tout les � j (x) est (m; 1) � propre et comme on a la
relation

Fr (x) =
X

� j (x) Jm
�
�jx
�

donc on applique les résultats du cas t = 1:

ce qui achéve la démonstration.
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Remarque 1.3.3 La même preuve convient en remplaçant le terme Jm(�jxt) dans le théorème

1.3.1 avec un terme de la forme
X

Qj(n)�
n
j x

tn=n!m où Qj 2 Q [x]r f0g .

Proposition 1.3.2 Soient 	(x) un élément non nul de Q [[x]] ,m un entier positif et

� 2 Qr f0g
supposons que 	(x) est (m; 1) propre alors la série

F (x) = 	(x)Jm(�x)

à seulement un nombre �ni de coe¢ cients nuls.

Preuve. Soit

F (x) = 	(x)Jm(�x) =
X

a (n)xn

non identiquement nul ,supposons le contraire c�est-à-dire qu�il existe un ensemble in�ni des

entiers naturels n tels que la suite a (n) = 0:

Soit p1 le premier nombre premier tels que 	 est (m; 1) � propre par rapport à p1 . Alors
il existe un nombre naturel h1 tels que , pour tout t dans l�ensemble f0; 1; : : : ; p1 � 1g la
fonction a(kp1+ t) est une fonction de k; on peut la prolonger à une fonction analytique sur

le disque D(0; 1) dans le corps Cp1 ; d�aprés la 1ére partie de la démonstration du théorème

1.3.1 pour une valeur de t que l�on note t1 on a un nombre in�ni d�entiers non négatifs k;

tels que a(kp1 + t1) = 0 et donc a(kp1 + t1) = 0 pour tout k .

Soit maintenant p2 un deuxième nombre premier (p2 6= p1) tels que 	 soit (m; 1)�propre re-
spectivement à p2. Il existe un nombre naturel h2 tels que pour tout t dans

�
0; 1; : : : ; ph22 � 1

	
la fonction a(kp2+ t) est une fonction en k qu�on peut prolonger en une fonction analytique

sur le disque D(0; 1) de Cp2 :Soit t2 un élément arbitraire de l�ensemble
�
0; 1; : : : ; ph22 � 1

	
comme on a (p1; p2) = 1 alors (p

h1
1 ; p

h2
2 ) = 1 d�où il existe un nombre in�ni de couple (k; k0)

tels que

kph11 + t1 = k
0p2 + t2

par conséquent pour tout t2 dans
�
(0; 1; : : : ; ; ph22 � 1)

	
on a

a(k0p2 + t2) = 0 pour tout k0et t2

qui implique que a(n) = 0 pour tout n qui est une contradiction cela termine la démon-

stration .
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

Corollaire 1.3.1 Soit s un entier positif et 	j(x) et �j des sériers entieres algébriques non

nulles de �Q [[x]] ; �j (0) = 0; �0j (0) = �j 6= 0 pour j = 1; :::; s posons

F (x) =
sX
j=1

	j(x) exp(�j (x))

alors F (x) satisfait la conclusion du théorème 1.3.1

Preuve. Comme les séries 	j(x) sont algèbriques leurs rayons de convergence dans Cp
sont inférieur à 1 pour p premier su¢ samment grand et d�autre part on a �j (0) = 0; �

0
j (0) =

�j 6= 0 par conséquent on peut écrire �j sous la forme

�j (x) = �jx+ x
2Hj (x)

avec Hj(x) est encore une série algèbrique et �j un élément algébrique non nul ,les séries

algebriques à des coe¢ cients de Taylor avec des valeurs p-adiques inférieures ou égales à

1.donc le rayon de convergence pour chaque série exp(x2Hj(x)) dans Cp est au moins plus

grand que le rayon de convergence de la série exp(x2) (i.e plus grand que p�1=2(p�1)) .

On pose

�j(x) = 	j(x)exp(x
2Hj(x)) (1.3.4)

D�après ce qui précède l�ensemble f�1(x); : : : ; �s(x))g est un (1; 1)�propre ceci nous permet
d�appliquer le théorème 1.3.1 et de conclure la preuve .

Corollaire 1.3.2 Soit E l�algébre des séries de la forme (1 + ax)b et les séries de la forme

log(1 + cx) , avec a; b; c sont des entiers algebriques alors toutes les séries de type (1.3.1)

avec 	j(x) 2 E satisfont la conclusion du théorème 1.3.1 .

Preuve. Il su¢ t de montrer que pour tout ensemble de s éléments de E est (m; t) �
propre pour tout couple d�entiers positifsn (m; t).

Soient 	1; : : : ;	s s éléments de E; et soit K le corps de nombres qui contient tous les

éléments a; b; c les coe¢ cients des séries algebriques qui apparaissent dans la dé�nition de

	j d�après le théorème de Cassels 1.2.4 il existe une in�nité de nombres premiers p tel que

il ya un plongement de K dans Qp;Comme les constantes sont dans Qp, pour p su¢ sament

grand on peut assurer que ces constantes sont des éléments de Zp donc a; b; c sont dans Zp
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1.3. Sur le théorème de Skolem-Mahler -Lech

et d�où les fonctions (1 + ax)b et log(1 + cx) ont des rayons de convergence supérieurs ou

égaux à 1 donc c�est le même cas pour tout les 	j;par conséquence l�ensemble des fonctions

est (m; t) � propre pour tout entier m et t;ce qui permet d�appliquer le théorème 1.3.1 et

de conclure la preuve.
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Chapitre 2

Suites recurrentes lineaires en

caracteristique non nulle

Le but de ce chapitre est d�étudier quelques problèmes sur les suites récurrentes lineaires en

caracteristique p, comme l�analogue du théorème de Skolem-Mahler-Lech sur les zeros des

suites récurrentes linéaires, et aussi certains théorèmes de G.Polya.

2.1 Algèbre de Hadamard:

Dé�nition 2.1.1 Le produit de Hadamard de deux séries est dé�ni par :

1X
n=0

a (n)xn �
1X
n=0

b (n)xn =
1X
n=0

a (n) b (n)xn x 2 K

L�ensemble des séries rationnelles muni de ce produit est une algébre de hadamard des

séries rationnelles dont l�élément neutre est la série
X

n�0
xn =

1

1� x

Dé�nition 2.1.2 a)Une série géométrique est une série de la forme

a
X

�nxn avec a; � 2 K et � 6= 0
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2.1. Algèbre de Hadamard:

et si elle n�est pas nulle l�inverse de Hadamard est a�1
X

��nxn

Etant données p séries :

Si (x) =
X
n�0

a (i+ nt)xn 0 � t � p

appelons emboîtement de ces séries la série :X
a (n)xn =

X
0�t�p�1

xiSi
�
xt
�

b) Une série semi-simple est une série qui est somme de séries géométriques.

Notation 2.1.1 Soit K un corps algébriquement clôs .

Considérons le groupe multiplicatif G = K� = K r f0g et l�anneau K [t] nous construisons

la K [t]�algébre de G notée K [t] [G].

Lemme 2.1.1 [24]

l�application ' :
P
�2G

P� (n)� �!
P
n�0

a (n)xn dé�nie par

8n � 0 a (n) =
X
�2G

P� (n)�
n

réalise un isomorphisme de K�algébres de K [t] [G] dans l�algébre des séries rationnelles .

Dé�nition 2.1.3 Si u (n) =
sP
i=1

Pi (n) �
n
i est un polynôme expononentiel ,la suite (u (n))

est dite non dégénerée si pour tout i 6= j on a le quotient �i=�j n�est pas une racine de

l�unité.

Dé�nition 2.1.4 Soit A une partie de N on appelle densité banachique supérieure de A la

quantité d� (A) suivante :

d� (A) est la limite supérieure des nombres card (I \ A) = card (I) .ou I décrit les intervalles
de N et card (I) tend vers +1.

d� (A) = lim sup
card (I \ A)
card (I)

On dira que A est de densité banachique nulle si d� (A) = 0.
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2.1. Algèbre de Hadamard:

Nous aurons besoin des résultats suivants:

Théorème 2.1.1 [22]de Szemeredi

Soit A une partie de N de densité banachique supérieure strictement positive Alors A contient

des progressins arithmétique arbitrairement longues.

Théorème 2.1.2 [29]Van Der Poorten

Soit K un corps de caractéristique nulle ,et H un sous groupe de type �ni du groupe multi-

plicatif de K soit m un entier naturel non nul ,il existe seulement un nombre �ni d�éléments

x = (x0; :::; xm) dans IPm (K) tel que :

a) x0 + x1 + :::+ xm = 0

b) xi appartient à H pour toute i

c) xi0 ; :::; xit 6= 0 pour toute partie non vide et propre fi0; :::; itg de f0; :::;mg:

Théorème 2.1.3 [24]Reutenauer

Soit K un corps de caractéristique non nulle p que l�on suppose algébriquement clôs .

Soit u = (u (n)) une suite récurrente linéaire d�éléments de K Alors il existe un entier d

supérieur ou égal à 1, tel que pour tout r appartenant à f0; :::; d� 1g la suite u (kd+ r) soit
nulle ou une somme de suites géométriques

Preuve. :

Soit S (x) = P (x) = Q (x) une série rationnelle où P et Q sont des polynômes dans K [x]

tels que deg (P ) < deg (Q) :

Décomposons cette fraction rationnelle en éléments simples,S est donc combinaison

linéaire de séries de la forme:

T =
1

(1� �x)t
avec t � 1

Soit l et k deux entiers naturels tels que t+ l = pk donc;

T =
(1� �x)l

(1� �x)t (1� �x)l
=
(1� �x)l

(1� �x)pk
=
(1� �x)l

1� �pkxpk

= (1� �x)l
X
n�0

�np
k

xnp
k

Ce qui montre que T est égal à un emboîtement de séries géométriques donc semi simples.
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2.1. Algèbre de Hadamard:

Dé�nition 2.1.5 Soit x1; :::; xn avec n � 2 , le déterminant de Vandermonde relatif aux
xi est le déterminant V = V (x1; :::; xn) donné par :

V =

�����������������

1 x1 x21 ::: xn�11

1 x2 x22 ::: xn�12

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

1 xn x2n ::: xn�1n

�����������������
Notons C0; :::; Cn�1 les colonnes de V alors

V = det(C0; C1 � x1C0; C2 � x1C1; :::; Cn�1 � x1Cn�2)

c�est -à-dire:

V =

�����������������

1 0 0 0 0

1 x2 � x1 (x2 � x1)x2 ::: (x2 � x1)xn�22

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

1 xn � x1 (xn � x1)xn ::: (xn � x1)xn�2n

�����������������
on obtient :

V (x1; :::; xn) =
Y

1�i;j;�n
(xj � xi) pour i < j

Théorème 2.1.4 Soit K un corps commutatif de caractéristique p non nulle et (u (n)) une

suite récurrente lineaire d�éléments de K .il existe un entier d supérieur ou égale à 1 , tel

que , en notant

Ar = f k = u (kd+ r) = 0g r = 0; d� 1

Alors on ait

a) Soit Ar est de densité banachique nulle.

b) Soit Ar est égal à N:

Preuve.

D�aprés le théorème de Reutenaur 2.1.3 la suite (u (n)) s�écrit comme somme de séries
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2.1. Algèbre de Hadamard:

géométriques avec ai et bi des éléments de K

u (n) =
tX
i=1

aib
n
i

et comme on a i 6= j alors bi=bj n�est pas une racine de l�unité et ai non nul pour tout i:
Soit l�ensemble A = fn 2 N = u (n) = 0g ,Nous allons raisonner par l�absurde en sup-

posant donc que la densité banachique de l�ensemble A est strictement positive ,d�aprés le

théorème de Szemeredi 2.1.1 il existe t éléments de A en progressions arithmétiques qu�on

les note kd+ r avec 0 � k � t� 1 le systéme d�équations linéaires en les inconues Xi:

tX
i=1

�
bdi
�k
Xi = 0 k = 0; t� 1

Ce systéme admet une solution non triviale Xi = aib
r
i

remarquons que le déterminant de ce systéme est un déterminant de Vandermonde con-

struit sur les
�
bdi
�
est nul donc bdi = b

d
j pour i 6= j donc bi=bj est une racine de l�unité ,et

cette contradiction démontre le théorème .

Remarque 2.1.1 Le théorème 2.1.4 est vrai en toute caractéristique [8].

Théorème 2.1.5 Soit (u (n)) et (v (n)) deux suites récurrentes linéaires à valeurs dans un

corps commutatif K de caractéristique quelconque on suppose que l�on a u (n) v (n) = 0 8n
alors il existe un entier q supérieur ou égal à 1 et une partition de f0; 1; :::; q � 1g = I [ J
telle que :

fn 2 N = u (n) 6= 0g � I + qN et fn 2 N = v (n) 6= 0g � J + qN

Preuve.

D�aprés le théorème 2.1.4 il existe donc un entier naturel non nul d tel que chacune des

suites u (kd+ r) et v (kd+ r) véri�e l�une des deux propriétés a)ou b) de l�énoncé de ce

théorème2.1.4 .

Soit

Ir = f k 2 N = u (kd+ r) = 0g et I 0r = f k 2 N = v (kd+ r) = 0g

on note I = f r = d� (Ar) = 0g
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2.2. Théorème de Polya:

Si I est vide: on a u (kd+ r) = 0 8k donc la suite u est une suite identiquement
nulle et il n�y a rien à montrer .

Si I est non vide: soit 
 un élément de I donc on a pour tout k

u (kd+ 
) v (kd+ 
) = 0

alors v (kd+ 
)+0 sauf peut être pour un ensemble de densité nulle, il

en résulte que

v (kd+ 
) = 0 pour tout k

Ceci démontre que

fn = v (n) 6= 0g � I + d N

et on a la même chose pour la suite (u (n))

fn = u (n) 6= 0g � I + d N

Corollaire 2.1.1 [24]Soit N = A [ B une partition telle que A = fn = a (n) 6= 0g ; B =

fn = b (n) 6= 0g pour des séries rationnelles
P
a (n)xn et

P
b (n)xn Alors A et B sont

réunion �nie de progressions arithmétiques de même raison.

Exemple 2.1.1 l�exemple de Lech donné dans l�article [16]

u (n) = (1 + z)n � 1� z

en caractéristique p > 0 cette suite ne s�annule que lorsque n est une puissance de p:

2.2 Théorème de Polya:

Dans ce paragraphe nous caracterisons les suites récurrentes linéaires à valeurs dans Q;ayant

un nombre �ni de facteurs premiers.

Dé�nition 2.2.1 Soit (u (n)) une suite récurrente linéaire a terme dans Q; p un nombre

premier .
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2.2. Théorème de Polya:

p est dit facteur premier de la suite(u (n)) s�il existe un entier n 2 N tel que vp (u (n)) 6= 0;1:
Une suite (u (n)) de Q est de Polya si pour presque tout nombre premier p la valuation p-

adique vp est trivial sur la suitee (u (n)) :

Une série
X
n�0

� (n)xnest dite une fonction de Polya s�il existe un entier m � 1 et des

éléments �0; :::; �m�1 de K tels que pour � = 0; :::;m � 1 on a ��+tm = ��:�
t
� pour tout

t � 0:

Lemme 2.2.1 Soit S (x) =
X
n�0

u (n)xn une série rationnelle pour tout � 2 G = Galois de

K ;�S =
X
n�0

�u (n)xn et N (S) =
Y
�2G

�S

une suite de nombres algébriques (u (n)) est de Polya si la suite (N (u (n))) est de polya

Remarque 2.2.1 :

I L�ensemble des suites de Polya est multiplicativement stable .
I Les fonctions de Polya forment une partie multiplicativememt stable de R (K) :

Théorème 2.2.1 de Polya:

Soit (u (n)) une suite récurrente linèaire dans Q:

S = f p; premier = il existe n 2 N ; vp (u (n)) 6= 0;1 g:
Si S est un ensemble �ni alors il existe un entier d non nul,et des éléments a�, b� dans Z

, 0 � � � d� 1 tels que :

F (x) =
X

u (n)xn =
d�1X
�=0

a�x
�

1� b�xd
(2.2.1)

Pour la demonstration du théorème de Polya 2.2.1 nous ferons usage des lemmes suiv-

ants:

Lemme 2.2.2 [5] Soit G (x) =
1P
n=0

u (n)xn une série rationnelle non reduite a un polynôme

et p un nombre premier alors il existe n0 � 0 et q � 1 tel que l�application n �!
vp (u (n0 + qn)) est a¢ ne.

Lemme 2.2.3 [5]Soit G (x) =
1P
n=0

u (n)xnune série rationelle à coe¢ cients dans C alors

il existe un entier d non nul tel que pour tout � 2 f0; 1; ::::d � 1g la série Gr (x) =
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2.2. Théorème de Polya:

1P
k=0

u (kd+ r)xk satisfait a la proprieté (�)
(�) soient �i les pôles de Gr alors aucun des quotients �i=�j n�est une racine de l�unité pour
i 6= j:

Preuve. Du théorème de Polya:

Soient u (n) une une suite récurrente linéaire et G (x) =
1P
n=0

u (n)xn la série rationnelle

associée ,tel que l�ensemble des facteurs premiers est �ni.d�aprés le lemme 2.2.3 aucun des

quotients �i=�j n�est une racine de l�unité pour i 6= j;avec les �i sont des pôles de Gr donc
il su�t de montrer que G (x) est une serie géométrique ( ou encore que la s.r.l (u (n))est

d�ordre un).si on applique succéssivement le lemme 2.2.2 ,on trouve des entiers n0; q tels que

pour tout j l�application n �! vpj (u (n0 + qn)) est a¢ ne avec pj sont les facteurs premiers

de la suite (u (n)) j = 1; :::; l

posons

u (n) = "np
�1(n)
1 :::p

�l(n)
l

avec "n 2 f0; 1;�1g et �j (n) 2 Z:donc on a

u (n0 + qn) = �nvw

où �n = "n0+qn ; v = p
t1
1 :::p

tl
l ; w = p

r1
1 :::p

rl
l :

on a

u (n) =
lX

j=1

pj (n)�
n
j

par suite

v (n) = u (n0 + qn) =

lX
j=1

pj (n0 + qn)�
n0+qn
j

=
lX

j=1

pj (n0 + qn)�
n0
j

�
�qj
�n

=
lX

j=1

Aj (n) �
n
j

ou Aj (x) = pj (n0 + qx)�
n0
j et �j = �

q
j :

comme les �qjsont tous distincts ( les �j distincts d�aprés le lemme 2.2.3 ) ,et les Aj (x) ne
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2.2. Théorème de Polya:

sont pas identiquement nuls et donc la serie
P
v (n)xn n�est pas reduite a un polynôme

donc �n 6= 0 pour une in�nité de n.
supposons �n = 1 alors v (n)� vw = 0 pour une in�nité de n; ( v (n) veri�e une relation de
récurrence ) d�aprés le théorème de Mahler 1.2.5 on peut trouver deux entiers a et b tels

que pour tout l on a

v (a+ bl) = vwa+bl

donc

vwa+bl =

lX
j=1

Aj (a+ bl) �
a
j

�
�b
�l

comme le polynôme exponentiel est unique alors on a l = 1 et Aj (a+ bl) est constant donc

A1 (x) et par suite p1 (x) est constant.:

d�ou (u (n)) est de la forrme

u (n) = p1�
n
j

avec p1 constante .

2.2.1 Généralisation du théorème de Polya a un corps de nombres

algébriques :

Le théorème de Polya se géneralise a un corps de nombres sous la forme suivante:

Théorème 2.2.2 [5] Soient K un corps de nombres algebriques ,l�application norme N :

K �! Q et (u (n)) une suite de K telle que la suite (N (u (n))) ait un nombre �ni de

facteurs premiers alors on a l�equivalence:

( (u (n)) est une une suite récurrente linéaire) , (il existe un entier m non nul et des

éléments b0; :::; bm�1 tels que pour r 2 f0; :::;m� 1gon a u (km+ r) = ur (br)k :

La demonstration de ce théorème repose sur la proposition suivante:

Proposition 2.2.1 [5]Soit K un corps de caractéristique quelquconque (u (n)) une suite

d�éléments de Krf0g pour que les suites (u (n)) et (1= (u (n))) véri�ent chacune une relation
de récurrence linéaire à coe¢ cients constants il faut et il su¢ t qu�il existe un entier m non

nul , des éléments b0; :::; bm�1 de K r f0g tels que pour tout r 2 f0; :::;m� 1g on a

u (km+ r) = u (r) (br)
k pour tout k 2 N:
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2.2. Théorème de Polya:

Preuve. du théorème2.2.2 :

Supposons u (n) 6= 0 por tout n ,soit N l�application norme de K dans Q .si u (n) est une

s.r.l dans K alors N (u (n)) est une suite recurente linéaire sur Q.or N (u (n)) a un nombre

�ni de facteurs premiers d�aprés le théorème et la proposition2.2.1 la suite (1=N (u (n))) est

une s:r:l ce qui implique que la suite (1= (u (n))) est aussi une suite récurrente linéaire .

2.2.2 Généralisation du théorème de Polya a un corps de carac-

téristique quelconque:

Dans cette section nous présentons l�analogue du théorème de Polya pour un corps de

caractéristique quelconque .

Théorème 2.2.3 Soit K un corps de caractéristique quelconque et G un sous-groupe de type

�ni du groupe multiplicatif de K: Soit u = u (n) une suite récurrente linéaire d�éléments de

K .On suppose que pour tout n dans N ,on a la propriété suivante

u (n) appartient à G [ f0g

alors il existe un entier m non nul et des éléments a0; :::am�1dans K; b0; :::; bm�1 de Krf0g
tels que pour tout r 2 f0; :::;m� 1g on a

u (km+ r) = ar (br)
k pour tout k 2 N

Remarque 2.2.2 Si on prend le corps K = Q et le groupe G par le groupe des s-unités

de Q on retrouve le théorème de Polya .

Théorème 2.2.4 [8]Soit K un corps commutatif de caractéristique p non nulle et (u (n))

suite récurrente linèaire d�éléments de K . il existe un entier d supérieur ou égal à 1 ,tel

que en notant

Ar = fk r u (kd+ r) = 0g pour r = 0; d� 1

on ait l�alternative suivante:

a) Ar est de densité banachique nulle.

b) Ar est egal à N:
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Preuve. du théorème2.2.3 :

i)Cas d�un corps de caractéristique nulle:

Soit (u (n)) une s.r.l veri�ant les hypothése du théoreme .sans restreindre la généralité on

peut supposer que (u (n)) est non dégénérée et que pour tout n assez grand u (n) 6= 0:sous
ces hypothéses nous allons démontrer que (u (n)) est d�ordre un .

On écrit la relation de récurrence véri�ée par la suite u sous la forme

asu (n+ s) + as�1u (n+ s� 1) + :::+ a0u (n) = 0

avec les ai sont des éléments non tous nuls de K .on pose F (x) =
P
u (n)xn

Il existe une partie D de f0; :::; sg de cardinal superieur ou égal à deux ,telle que l�on ait
pour une in�nité de n les deux propriétés:

a)
P
j2D

aju (n+ j) = 0:

b) Pour toute partie D0 de D, non vide et propre ,on aX
j2D0

aju (n+ j) 6= 0

on a d�aprés la propriété b) si j 2 D alors aj est non nul.

Soit H le sous-groupe de type �ni de K r f0g engendré par G et tous les ai
Notons l + 1 le cardinal de D d�aprés le tnéorème2.1.4 on peut trouver un élément

� = (�)j2D de IP
l (K) tel que l�on ait

(aju (n+ j))j2D = �

Soient i0; j0 deux éléments distincts de D on peut trouver un élément � non nul de K et

une in�nité de n tels que

u (n+ j0) = �u (n+ i0)

En supposant j0 � i0 + 1;et en posant t = j0 � i0 donc il existe une in�nité de n telles que
on a la relation

v (n) = u (n+m)� �u (n) = 0 (2.2.2)

La suite v est récurrente linéaire et possède une in�nité de termes nuls d�aprés le théoréme

de Mahler 1.2.9 si u (n) n�est pas identiquement nul alors il existe deux pôles distincts de

fraction rationnelle R (x) =
P
v (n)xn dont le quotient est une racine de l�unité .
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D�aprés la relation (2.2.2) on a les pôles de la série R (x) sont les pôles de la série F (x)

et d�aprés ce qui précède sur la suite u on a alors

v (n) = 0 pour tout n

On a la relation S(x) = 1� �xn=F (x) où S est un polynôme.
Si F (x) = P (x)=Q(x) on voit que,en faisant l�hypothèse que P et Q sont premiers entre

eux,que Q divise le polynôme 1 � �xn .Donc les racines de Q(x) sont simples puisque les
racines 1 � �xn le sont, de plus si le degré de Q est plus grand que un alors le rapport de

deux racines est une racine de l�unité .Donc d�Q = 1 et Pi est un polynôme constant et ceci

démontre le théorème dans le cas de caractéristique nulle.

ii) Le cas de la caractéristique non nulle.

1)Si K est un corps �ni : la suite (u) prend alors un nombre �ni de valeurs et par suite

elle est périodique .Soit m sa période donc on a

u(m+ n) = u(n) pour tout n 2 N

u(km+ r) = u(r)(1)k pour tout k et r 2 f0; : : : ;m� 1g

2)Si K est un corps in�ni :grâce au théorème 2.1.3 , on peut supposer que u(n) s�écrit

sous la forme u(n) =
P
aib

n
i ,d�autre part on peut supposer que le corps K contient tous

les ai et bi et est de type �ni sur IFP .

Nous appelons alors s le degré de transcendance de K sur IFP et nous démontrons le

théorème par récurrence sur s.

Pour s = 0 c�est le cas d�un corps �ni, le théorème est vrai.

On suppose le théorème vrai pour un corps de degré transcendence inferieur où égal à s� 1
et on se place dans le cas ou�le degré de transcendance du corps est s:

i) Il su¢ t de démontrer le théorème pour le cas ou le corps K est une extension galoisienne

de IFP (T1; : : : ; Tm) où T1; : : : ; Tm sont des éléments de K algébriquement indépendants sur
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IFP :

En e¤et on choisit une base de transcendance T1; : : : ; Tm de K sur IFP de sorte que K

soit une extension algebrique �nie de IFP (T1; : : : ; Tm). On peut toujours supposer K est

une extension galoisienne L de IFP (T1; : : : ; Tm) telle que K soit purement inséparable de

L. Il existe donc un entier naturel e tel que pour tout x de K, xp appartient à L .on

peut supposer en considérant des progressions arithmétiques, que la suite u(n) s�écrit sous

la forme
P
aib

n
i avec bi=bj n�est pas une racine de l�unité pour i 6= j .on applique alors

l�homomorphisme injectif q : x �! xp on a alors

v(n) = Q(u(n)) = up(n) =
X

api (b
p
i )
n

qui est une suite récurrente linéaire véri�ant les propriétés énoncées par le théorème et

api ; b
p
i 2 L comme le quotient b

p
i par b

p
i pour i 6= j n�est pas une racine de l�unité en appli-

quant le théorème supposé vrai pour L , on en déduit que t = 1.

ii) On peut supposer que

a) K est galoisien surIFP (T1; : : : ; Tm)

b) La suite u(n) est à valeurs dans IFP (T1; : : : ; Tm) .

K galoisien sur IFP (T1; : : : ; Tm) a été démontré dans i) on se place dans ce cas il existeH

non nul dans IFP (T1; : : : ; Tm) tel que pour tout nHn+1u (n) soit entier sur IFP (T1; : : : ; Tm)

.

Comme la suite Hn+1u(n) véri�e encore les hypothèses du théorème on peut donc sup-

poser dés le départ que u(n) est entier sur IFP (T1; : : : ; Tm) pour tout n .

Soit alors N la norme de K sur IFP (T1; : : : ; Tm) et V 0 la suite dé�nie par V 0 = N(u(n)).

Pour tout n on a V 0 (n) 2 IFP (T1; : : : ; Tm) et V 0 appartient à un sous-groupe de type
�ni du groupe multiplicatif du corps IFP (T1; : : : ; Tm) par conséquent ; si le théorème est

vrai dans ce cas il existe un entier d (d � 1) tel que pour tout r 2 f0; 1; : : : ; d� 1g on a la
situation suivante :

V 0(kd+ r) = 0 pour tout k Ou

(1=V 0(kd+ r) est une s.r.l
Mais alors la suite u(kd + r) est dans la même situation, dans le dernier cas elle est de

la forme donnée par le théorème , grâce à la proposition 2.2.1 :
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iii) Nous nous plaçons dans les hypothèses de ii) et nous terminons la démonstration

du théorème .

puisque u(n) 2 IFP (T1; : : : ; Tm) , on peut écrire pour tout n

u(n) = CnH
l1

1 : : : :H
lm
m

Où les Hi sont des polynômes irréductibles distincts et �xés de IFP (T1; : : : ; Tm) et Cn une

suite d�éléments de IFp.

On suppose de plus que la suite (u (n)) n�est pas identiquement nulle et s�écrit u (n) =
tP
i=1

aib
n
i ; le rapport de deux bi d�indices distincts n�étant pas une racine de l�unité et aussi

que les ai et bi sont des entiers sur IFP (T1; : : : ; Tm) .

Nous allons démontrer qu�il existe une progression arithmétique kd0 + r0, où d0 est un

entier supérieur où égal à un et r0 2 N ,telle que toutes les fonctions k �! l,(kd0 + r0)

soient des fonctions a¢ nes pour j = 1; : : : ;m:

Notons pour cela H l�un quelconque des polynomes Hi, et nous le démontrons pour

H.Nous introduisons la valuation H � adique sur le corps IFP (T1; : : : ; Tm) ,en posons

F = (P (x)=Q(x)) = Hq(P1=Q1)

où q 2 Z et H ne divise ni Q1 ni P1 ,VH(F ) = q .

Soit WH une extension de VH du corps K , et � une uniformisante pour le corps valué

(K;WH) .

On écrit bi = �ei�i avec ei 2 N ,�i unité WH � adique et on note

I = fi =ei est minimal g

et e la valeur commune des ei pour i 2 I:
Soit u (n) =

P
i2I
ai�

n
i la suite u (n) est une s.r.l et véri�e une relation de récurrence linéaire

de type :

u (n+ h) = en�1u (n+ h� 1) + :::+ e0u (n)

les ei étant dans l�anneau de valuation de WH pour tout j et e0 étant une unité WH�
adique puisque tous les �i sont des unités WH�adique.Soit l un entier naturel tel que
,pour k variant entre 0 et h � 1, ��1u (k) soit dans l�anneau de valuation, et qu�il existe
ko,0 � k0 � h� 1, tel que ��1u (k0) soit une unité WH -adique.
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Soit b (n) = ��1a (n), la suite b(n) est à valeurs dans l�anneau de valuation pour tout

n ; et son image dans le corps résiduel de (K;WH) n�est pas identiquement nulle puisque

l�un au moins des b(k) est une unité WH� adique,la suite b(n) veri�e la même relation de

récurrence que a(n),donc l�image b(n) de b(n) dans le corps résiduel de (K;WH) véri�e :

�b (n+ h) = �en�1�b (n+ h� 1) + :::+ �e0�b (n)

Il en résulte qu�il existe une in�nité de valeurs de n telles que �b (n) soit non nulle ,puisque

�e0 n�est pas nul et que la suite �b (n) est non identiquement nulle

Soit maintenant r(n) la suite ��1enu (n) = b (n)+d (n) cette suite est pour n assez grand

,dans l�anneau de valuation de (K;WH) et son image dans le corps résiduel �r (n) est égal à

�b (n) .Elle est donc non nulle pour une in�nité de valeurs de n.D�autre par puisque u(n) est

soit nule, soit appartient au sous-groupe de type �ni de K� il en est de même de r(n) ,et

donc aussi de son image �r(n) dans le corps residuel.

Or d�aprés [11] le corps résiduel de (K;WH) a un degré de transcendance strictement

plus petit que celui de K qui est s.

On peut donc appliquer l�hypothése de récurrence à la suite �r(n) il existe un entier d0

non nul et des éléments a�r; b
�
r avec r 2 f0; : : : ; d0 � 1g du corps residuel de (K;WH) tels

que pour tout k assez grand on ait :

�r(kd0 + r) = a
�
r (b

�
r)
k pour r 2 f0; : : : ; d0 � 1g

Comme la suite �r(n) a une in�nité de termes non nuls, il existe au moins un indice r0

tel que l�on ait a�r0 et b
�
r0
non nuls il en résulte que la valuation WH� adique de u(kd0 + r0)

est une fonction a¢ ne de k.

La suite C(kd0 + r0) est alors une suite récurrente toujours non nulle, et à valeurs dans

IFp elle est périodique et on peut la supposer constante égale à C.

On a donc pour tout k assez grand :
tX
i=1

ai (bi)
r0
�
bd0i
�k � CH�1

1 :::H
�l
l :::H

�m
m

�
H
�1
1 :::H

�m
m

�k
= 0

Cette relation implique qu�il existe i0 tel que l�on ait :

bd0i0 = H
�1
1 :::H

�m
m
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d�où la relation :X
i6=i0

ai (bi)
r0
�
bd0i
�k
+
�
ai0 (bi0)

r0 � CH�1
1 :::H

�m
m

� �
bd0i0
�k
= 0

Comme tous les bd0i sont distincts ,une telle relation n�est possible que s�il n�y a pas

d�indice di¤erent de i0 donc t = 1.

Ce qui achéve la démonstration du théorème.
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Chapitre 3

Théorème de Skolem-Mahler -Lech

pour les suites D-�nie

3.1 Suite di¤érentellement �nie (D-�nie):

Dans ce chapitre nous proposons d�étudier l�ensemble I (u) = f n 2 N = u (n) = 0g pour
u une suite di¤érentellement �nie donc c�est une généralisation du Théorème de Skolem-

Mahler -Lech

Dans tout ce qui suit K est un corps commutatif de caractéristique nulle.

Dé�nition 3.1.1 Soit F (x) =
P
n�0

a (n)xn une série formelle à coe¢ cients dans K ;on dit

que la série F ,ou la suite a (n) est di¤érentiellement �nie (en abrégé(D-�nie)),si l�une des

deux propriétés équivalentes suivantes est véri�ée:

a) F est solution d�une équation di¤érentielle linéaire homogéne non triviale à coe¢ cients

dans K [x] .

b)La suite a (n) véri�e une relation de récurrence linéaire homogéne non triviale à coe¢ -

cients fonctions polynômes en la variable n .

Dé�nition 3.1.2 Soit I un ensemble d�indices non vide et �ni de cardinal k + 1 et

u (n) = (ui (n))i2I une suite d�éléments de IP
k (K) avec ui (n) non nul pour tout i appar-

tenant à I et tout n appartenant à N:Soit J une partie non vide de I on dit que la partie J
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est irréductible pour l�entier n si les deux propriétés suivantes sont véri�ées:

i)
P
j2J
uj (n) = 0:

ii) Pour toute partie non vide A et propre de J on a
P
i2A
ui (n) non nul.

Lemme 3.1.1 [9]

Soit I un ensemble d�indices non vide et �ni de cardinal k + 1 et u (n) = (ui (n))i2I une

suite d�éléments de IP k (K) on suppose que ui (n) est non nul pour tout i et tout n et queP
i2I
ui (n) = 0 pour tout n dans N:

Alors il existe une partition I1; ::::; It de I et une partie in�nie E de N telle que pour tout

n dans E et tout j avec 1 � j � t et le Ij soit irréductible pour tout n.

Lemme 3.1.2 [26]

i) Toute combinaison linéaire à coe¢ cients dans K de suite D-�nies à valeurs dans K est

une suite D-�nie .

ii) Soit u (n) une suite D-�nie dans K alors la suite n �! u (n+ 1) est aussi D-�nie.

Lemme 3.1.3 [9]

Soit
P
n�0

a (n)xn une série formelle algébrique à coe¢ cients dans K alors la suite a (n) est

D-�nie.

Lemme 3.1.4 [6]

Soit K une extension de type �ni de Q , soit � un sous groupe de type �ni du groupe

multiplicatif de K ,le sous-groupe �0 dé�ni par:

�0 = f z 2 K ; 9 n 2 N�; zn 2 �g

et aussi de type �ni.

Théorème 3.1.1 Soit G un sous-groupe de type �ni du groupe multiplicatif de K et S (x) =P
n�0

u (n)xn une série formelle à coe¢ cients dans K on suppose que:

i) S est D-�nie.

ii) Il existe un entier m supérieur ou égal à un et des suites cj (n) ,j = 1; 2; :::;m d�éléments

de G [ f0g telles que l�on ait:

u (n) =

mX
j=1

cj (n) pour tout n 2 N
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Alors la série S représente la série de Taylor à lorigine d�une fraction rationnelle,qui si elle

n�est pas un polynôme, n�a que des pôles simples.

Preuve.

Soit la suite u (n) D-�nie alors il existe un entier non nul k et des polynômes non tous nuls

Ai dans K [x] tels que l�on ait :

kX
i=0

Ai (n) u (n+ i) = 0 8n 2 N (3.1.1)

On peut supposer que les polynômes Ai sont premiers entre eux et que Ak est un polynôme

non nul .comme on peut supposer sans restreindre la généralité que K est de type �ni sur

Q .

On dé�nit la suite v (n) par la relation :

v (n) =
kX
i=0

Ai (0) u (n+ i) (3.1.2)

Comme les polynômes Ai sont premiers entre eux l�un au moins des Ai est non nul donc

si v (n) = 0 pour n assez grand on obtient une relation de récurrence linéaire non triviale

pour la suite u (n) à coe¢ cients constants d�aprés les propriétés algébriques des suites récur-

rentes linéaires la série
P
n�0

u (n)xn est le développement de Taylor à lorigine d�une fraction

rationnelle.

Donc pour démontrer le théorème nous prouvons que la suite v (n) est nul pour n assez

grand .

D�aprés i) du lemme 3.1.2 la suite v (n) est une suite D-�nie il existe alors un entier q non

nul et des polynômes non tous nuls Bj (x) 2 K [x] ; 0 � j � q:
tels que l�on ait

qX
j=0

Bj (n) v (n+ j) = 0 8n 2 N

On peut supposer que Bq (x) non identiquement nul .

Soit G le groupe multiplicatif de K donné dans les hypothéses du théorème .

On note H le sous-groupe du groupe multiplicatif de K dé�ni par :

H = ft 2 K = 9 n � 1; tn 2 Gg
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3.1. Suite di¤érentellement �nie (D-�nie):

comme K est de type �ni sur Q , H est de type �ni d�aprés le lemme 3.1.4 .

Soit b un entier non nul ,qui n�appartient pas à H:

Soit la partie 
 de N dé�nit par


 =
�
bk + c avec k 2 N et c 2 f0; :::; q � 1g

	
Nous allons démontrer que v (n) est nulle pour tout élément n de 
 assez grand ce qui

nous su¢ ra pour démontrer que v (n) est nulle pour n assez grand , n appartenant à N:

Soit N un entier tel que pour tout x plus grand que N on ait Bq (x) non nul .

Soit k0 un entier tel que bk0 soit strictement plus grand que N:et que v (n) soit nulle

pour tout n de 
 plus grand que bk0on a alors

v
�
bk0 + c

�
= 0 pour c 2 f0; :::; q � 1g et Bq

�
bk0 + c

�
6= 0

par récurrence on peut montrer qu�on a :

v
�
bk0 +m

�
= 0 8m 2 N

Il nous reste à démonter que v (n) est nulle pour tout élémentt n de 
 assez grand

Nous allons raisonner par l�absurde .

Soit � = f n 2 
 = v (n) 6= 0 g
Supposons que � est in�ni nons montrons qu�il existe une partie in�nie � de � telle que

v (n) = 0 pour tout n dans �:

D�aprés l�hypothèse ii) du théorème et la relation (3.1.1) on a pour tout n entier naturel

assez grand dans � on a la relation :

kX
i=0

Ai (n)
mX
j=1

cj (n+ i) = 0 (3.1.3)

quitte à extraire une sous-suite de � , on peut écrire les éléments de 
 sous la forme bk + c

où k appatient à une partie E in�nie de N et c un élément �xe c 2 f0; 1; :::; q � 1g
Posons

Ai (x+ c) =
X

mi;tx
t pour i 2 f0; :::; kg et mi;t 2 K

Nous voulons démontrer que l�on a
nX
i=0

Ai (x+ c)u
�
bk + c+ i

�
= 0 pour k 2 E2:
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avec E2 est une partie in�nie de E .

La suite u (n) est D-�nie pour tout n dans N , en particulier pour n dans l�ensemble � .

On a alors
kX
i=0

Ai
�
bk + c

�
u
�
bk + c+ i

�
= 0 =)

kX
i=0

Ai (x+ c)

mX
j=1

cj
�
bk + c+ i

�
= 0

=)
kX
i=0

 X
t

mi;tb
kt

!
mX
j=1

cj
�
bk + c+ i

�
= 0

=)
X
(i;j;t)

mi;tb
ktcj

�
bk + c+ i

�
= 0

on note

gi;j;t = mi;tb
ktcj

�
bk + c+ i

�
la relation (3.1.3) devient: X

gi;j;t = 0

pour k dans E;et la sommation se fait sur les indices (i; j; t) tels que mi;t soit non nul .Soit

U l�ensemble de ces indices .

les cj (n) sont soit dans le groupe G , soit nuls .on peut dé�nir deux parties de U

dépendantes de k la partie formée des indices (i; j; t) dans U tels que le terme gi;j;t soit nul

et son complémentaire.

Prenons une partie in�nie E1 de E telle que l�ensemble des ces indices (i; j; t) véri�ant

gi;j;t non nul .

soit une partie �xe de U que le notons L:

Si L est vide

8 (i; j; t) 2 U le terme gi;j;t = 0 par conséquent on aura trivialement

kX
i=0

Ai (x+ c)u
�
bk + c+ i

�
= 0

Supposons alors dans se qui suit que L est non vide .

Soit R le sous groupe de K�engendré par G , b et tous les mi;t non nuls .

R est un sous groupe de type �ni de K�; d�aprés le lemme 3.1.1 on peut trouver une

partition L1; :::; Ll de l�ensemble L; et une partie E2de E1 telle que pour tout d 2 f1; :::; lg
et tout k dans E2 ;Ll soit irréductible pour k , �xons un entier d.

43



3.1. Suite di¤érentellement �nie (D-�nie):

pour un indice (i; j; t) dans L on désigne le couple (i; j) par la premiere composante et

t la deuxième composante.

Soient s = (i; j; t) et s0 = (i0; j0; t0) deux éléments distincts de Ll;Nous utilisons le

théorème 2.1.2 du chapitre 2 donc il existe un élément � 2 K� et une in�nité de valeurs k

dans E2 tels que l�on a:

gi;j;t = �gi0;j0;t0 =) mi;tb
ktcj

�
bk + c+ i

�
= mi0;t0b

k0t0cj

�
bk

0
+ c+ i0

�
=) bk(t�t

0) =
�mi0;t0b

k0t0cj
�
bk

0
+ c+ i0

�
mi;tbktcj (bk + c+ i)

2 G

l�image de bt�t
0
dans le groupe K�=G comme b =2 H , alors on déduit que t = t0 par

conséquence la deuxiéme composante est constante pour tout élément Ll donc tout élément

Ll est de la forme L0l � ftg :
Alors on a la relation suivante:X

gi;j;t = 0 pour k 2 E2

La sommation étant faite sur les indices s = (i; j; t) dans Ll on a t constant pour les indices

de Ll donc on peut simpli�er cette egalité par bkt par conséquence on auraX
mi;tcj

�
bk + c+ i

�
= 0 avec k 2 E2

la sommation est sur les indice s

Or
P

(i;j)2L0d
mi;tcj

�
bk + c+ i

�
est le coe¢ cient de xt dans le polynôme

Q (x) =
P

(i;j)2L0d
A (x+ c) cj (b

t + c+ i) en réunissant ces relations pour les indices l tels

que Ll = L0l � ftg on aura

kX
i=0

Ai (x+ c)u
�
bk + c+ i

�
= 0 avec k 2 E2 et 8t

.

En prenant x = �c par conséquent on aura
kP
i=0

Ai (0)u
�
bk + c+ i

�
donc v (n) = 0 pour

n = bk + c et k 2 E2:
par conséquent on trouve une partie C de � tel que

C =
�
n = bk + c , k 2 E2 tel que v (n) = 0
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v (n) = 0 pour n 2 C ce qui donne une contradiction car tout élément de C doit véri�er
v (n) non nul puisque C est une partie de l�ensemble � .donc � est une partie �nie.

comme 
 = �[ �c avec � �nie ,on déduit que �c = f n 2 
 = v (n) = 0 g est in�nie
doncc por tout n assez grand dans 
 on v (n) = 0 .

Montrons que S (x) posséde des pôles simples s�il n�est pas un polynôme ,d�aprés les

propriétés algébriques d�une suite récurrente linéaire à coe¢ cients constantes

u (n) =

kX
j=1

Pj (n)�
n
j

avec �j sont algèbrique sur le corps K et meme les coe¢ cients des polynômes de Pj:

On peut supposer que K contient tous les �j pour j = 1; t et les polynômes Pj 2 K [x] .
Posons �0j = 1= �j , donc �0j sont des pôles de S .

Pour démontrer que les pôles sont simples il su¢ t donc de montrer que les polynômes

Pj sont constants pour tout j:et comme oa le degrédes polynôme est � j � 1 avec � j est la
multiplicité des pôles de S (x) .

dire que la fraction rationnelle S (x) posséde des pôles simples c�est dire que � j = 1 8i
et donc les polynôme Pj sot des polynôme constants.

posons v (n) =
kP
j=1

Pj (0)�
n
j la suite v (n ) est une suite D-�nie il en est de même pour

la suite:

c (n) = u (n)� v (n)

=

kX
j=1

(Pj (n)� Pj (0))�nj

Alors on a la relation
kX
j=1

Pj (n)�
n
j �

mX
j=1

cj (n) = 0 pour tout n assez grand

On peut donc trouver un ensemble A de la forme:

A =
�
n 2 N = n = bk + c avec k 2 N; c 2 f0; :::; qg

	
Pour tout n assez grand de lensemble A on a la relation :

kX
j=1

Pj (0)�
n
j �

mX
j=1

cj (n) = 0
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u (n) =

mX
j=1

cj (n)

Or on a

c (n) = 0 pour tout n assez grand de l�ensemble A

Si l�on a choisit convenablement q il en résulte que c (n) = 0 pour n assez grand donc

u (n) =

kX
j=1

Pj (0)�
n
j pour n assez grand

l�unicité de l�écriture montre que Pj (x) = Pj (0) pour tout j et donc le polynôme Pj est

constant et alors les pôles de S sont des pôles simples ce qui achève la démonstration du

théorème.

Théorème 3.1.2 Soit S (x) =
P
n�0

u (n)xn une série formelle algebrique à coe¢ cients dans

K tous non nuls on suppose que l�inverse au sens de Hadamard de S est encore une série

algébrique

Alors S est une fraction rationnelle.

Preuve.

On peut supposer que K est une extension de type �ni sur Q:

Soient �1; :::; �r des éléments algèbriquements indépendants sur Q et � un élément prim-

itif de K donc on a: K = Q (�1; :::; �r) (�) :

il existe un polynôme non nulH 2 Z [x1; :::; xr] et des polynômes Pn; Qn dans Z [x1; :::; xr; Y ]
tels que l�on ait pour tout n 2 N:

H (x1; :::; xr)
n+1 u (n) = Pn (x1; :::; xr; �) et

H (x1; :::; xr)
n+1 1

u (n)
= Qn (x1; :::; xr; �)

Soit R l�anneau Z
�
x1; :::; xr; �;

1

H (x1; :::; xr)

�
.R est de type �ni sur Z on a u (n) est un

élément inversible de l�anneau R pour tout n:

Comme l�ensemble R� des éléments inversibles de R est un groupe de type �ni .donc on

peut appliquer le théorème 3.1.1 et on a donc la démonstration de ce théorème.
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

3.2 Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler

-Lech (de Bézivin)

Dé�nition 3.2.1 On dit qu�une partie E de N a une densité arithmétique égale à � si:

lim
x!+1

card (E \ [0; x[)
x

= �

La densité arithmétique supérieure est dé�nie par la limite supérieure dans cette formule.

Dé�nition 3.2.2 Soit M un espace topologique ,etant donné un point de M sur l�ensemble

E (p) dé�ni par:

E (p) = f(U; f) = U est un voisinage ouvert de p et f 2 C1g

on introduit la relation binaire

(U; f)< (U 0; f 0), 9U 00 un voisinage de p et U 00 � U \ U 0 tel que fjU 00 = f 0jU 00

Les élements du quotient E (p) =< sont appelés germes au point p.

Lemme 3.2.1 Soit a (n) une suite d�éléments de K on suppose que cette suite véri�e une

relation de récurrence linéaire à coe¢ cients polynômes en la variable n de longueur h .

Soit d un entier naturel non nul et r un entier naturel quelconque Alors la suite

b (k) = a (kd+ r) véri�e une relation de récurrence linéaire à coe¢ cients polynômes en la

variable n de longueur au plus h:

Preuve.

Soit R l�ensemble des germes à l�in�ni de suite de la forme P (n) =Q (n) n 2 N où P et Q

sont des polynômes à coe¢ cients dans K avec Q non nul. Pour éviter les di¢ cultés dues

aux zéros éventuels appartenant à N du polynôme Q nous utilisons les germes à l�in�ni .

R est un corps isomorphe au corps des fractions rationnelles en la variable x 2 K:
Soit 
 l�ensemble des germes à l�in�ni des suites d�éléments de K l�ensemble 
 est un espace

vectoriel sur le corps R pour les opérations usuelles sur les suites ,le sous-espace vectoriel �

de 
 engendré par les suites a (n+ j) avec j 2 N est un sous-espace vectoriel de dimension
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

�nie inférieure ou égale à h de plus � est engendré par les suites a (n+ j) ; j = 0; :::; h� 1
soit s un élément de N il existe donc des Ft;i i = 0; :::; h� 1éléments de R tels que l�on ait :

a (n+ t) =
X

Ft;i (n) a (n+ i) (3.2.1)

l�egalité ayant lieu dans 
 .

En prenant n = sd et t = jd + r , j = 0; :::; h dans (3.2.1) on montre que les suites

b (s+ h) = a (sd+ jd+ r) appartiennent toutes à l�espace vectoriel engengré par les suites

a (sd+ i) ; i = 0; :::; h � 1:Par conséquent il existe une relation entre ces suites b (s+ j)
j = 0; :::; h on en déduit une relation de récurrence linéaire à coe¢ cients polynômes en la

variable n pour la suite b (n) de longueur au plus h ce qui démontre le lemme.

Dé�nition 3.2.3 Soit U un ouvert de C ,et soit l�équation di¤érentielle :

amy
(m) + am�1y

(m�1) + :::+ a1y
0 + a0y = 0 (3.2.2)

tout point x 2 U tel que am (x) 6= 0 est un point régulier de (3.2.2) et tout point x 2 U tel
que am (x) = 0 est un point singulier de (3.2.2) .

Il y a deux types de points singuliers:

i) les points singuliers réguliers:

Soit x0 2 U tel que am (x0) = 0 on normalise l�équation (3.2.2) :

y(m) +
am�1
am

y(m�1) + :::+
a1
am
y0 +

a0
am
y = 0 (3.2.3)

L�équation (3.2.3) devient

y(m) + bm�1y
(m�1) + :::+ b1y

0 + b0y = 0 (3.2.4)

Ou bi =
ai
am

i 2 f0; :::;m� 1g :
Si bm�1 posséde au plus un pôle d�ordre 1 en x0

:bm�2 posséde au plus un pôle d�ordre 2 en x0
...

bm�i posséde au plus un pôle d�ordre i en x0

avec i = 1;m .

on dit que x0 est un point singulier régulier.
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

On obtient un résultat analogue au théorème de Skolem-Mahler -Lech qui est le théorème

suivant :

Théorème 3.2.1 Soit F (x) =
P
u (n)xn une série formelle à coe¢ cients dans K ,On

suppose que F véri�e une equation di¤érentielle E ,linéaire homogéne à coe¢ cients dans

K [x] telle que zero et le point à l�in�ni ne soient pas singuliers-irréguliers pour E il existe

alors un entier naturel d non nul tel que pour tout r 2 f0; :::; d� 1g on ait l�alternative
suivante:

i) la suite u (kd+ r) est nulle à partir d�un certain rang.

ii) la densité arithmétique de l�ensemble


r = f k = u (kd+ r) = 0g est nulle

Preuve.

Nous allons tout d�abord démontrer le théorème dans le cas où le corps de base est C puis

nous traiterons le cas général d�un corps commutatif de caractéristique nulle quelconque.

i) Le corps de base est C:

Comme le zéro n�est pas un point singulier-irrégulier pour l�equation di¤érentielle alors la

solution série formelle F (x) =
P
u (n)xn est une série entiere de rayon de convergence non

nul.

Soit I l�ensemble de singularités dans C du germe de fonction analytique à l�origine .

Cet ensemble est �ni .Nous dé�nissons l�entier d comme étant le plus petit commun multiple

des ordres des quotients de deux éléments dans I qui sont des racines de l�unité.

dans le cas où aucun de ces quotients n�est une racine de l�unité on prend d = 1:

Soit la fonction Fr , r = 0; d dé�nie par la relation

xrFr
�
xd
�
=
X

F (�x) ��r (3.2.5)

la somation étant faite sur les racine d� i�eme de l�unité.
les fonctions Fr sont analytiques au voisinage de l�origine et le developpement de Taylor

à l�origine de Fr est

Fr (x) = d
X

u (kd+ r)xk (3.2.6)

examinons les deux cas ;
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

a) Le cas ou les indices r 2 f0; :::; d� 1g tel que la fonction Fr n�est aucune singularité
à distance �nie.

dans ce cas la fonction Frest analytique dans tout C ;

Soit fA1; ::::; Atg un ensemble �ni de points de C8 f0g contenant les singularités de
l�équation di¤érentielle E ( sauf zero) et qui soit stable par toutes les applications �x où �

parcourt les racines d� i�eme de l�unité .
On note B l�ouvert simplement connexe obtenu en enlevant de C les demi-droites

Bi = f zAi = z 2 Rg avec i = 1; t le germe F (x) se prolonge dans B en une fonction

analytique véri�ant encore E que nous notons encore F:

la fonction F (x) a une criossance modérée quand x tend vers l�in�ni dans Bi d�aprés le

théorème 3.2.1 , l�in�ni n�est pas singulier-irrégulier pour E par conséquent de la relation

(3.2.5) il existe deux constantes a1et a2 telle que on ait��Fr �xd��� � a1 jxja2
pour x dans B et jxj assez grand
donc Fr est analytique dans tout C il en resulte que Fr est un polynôme et montre que

la suite u (kd+ r) est nulle a partir d�un certain rang.

b) Supposons que la fonction Fr posséde au moins une singularité à distance �nie dans

ce cas il nous faut démontrer que l�ensemble 
r = f k = u (kd+ r) = 0g est de densité
arithmétique nulle.

Nous allons raisonner par l�absurde donc supposons que la densité arithmétique supérieure

de l�ensemble 
r est non nulle .

D�aprés le théorème de szemerdi il existe une in�nité de progressions arithmètiques de

longueur s dans 
r et de même raison m par conséquent il existe un entier � de l�ensemble

f0; :::;m� 1g tel que l�on ait

km+ � 2 
r

avec k appartenant à une in�nité d�intervalles de longueur s .

On note w (k) = v (km+ �) :la suite w (k) est une suite récurrente linéaire à coe¢ cients

polynômes en la variable k (d�aprés le lemme 3.2.1 .).
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

pour les valeurs de k dans les intervalles déterminés précédément ;il en résulte que la

suite w (k) est nulle par conséquent la suite w (k) est nulle à partir d�un certain rang.

donc la série X
v (km+ h)xk est un polynôme

D�où X
Fr (�x) �

�1 est un polynôme en x

où � parcourt l�ensemble des racines m� i�eme de l�unité.
On a si s est une singularité à distance �nie de Fr il existe une autre singularité de Fr

,s0 telle que s = s0 soit une racine m� i�eme de l�unité.
Consédérons l�ensemble S 0 des singularités à distance �nie de Fr est inclus dans l�ensemble

formé des puissances d� i�eme des éléments de S des singularités de la fonction F:
Soit b un point de C8 f0g qui ne soit pas de la forme sd où s est une singularité non nulle

de F:

Soit � une racine d� i�eme de v ,et H un ouvert simplement connexe contenant zéro et

v qui est stable par toutes les applications �x où � parcourt les racines d� i�eme de l�unité
et ne contenant aucune des singularités de F .

le germe F (x) se prolonge à l�ouvert H en une fonction analytique que nous notons

encore F:

D�aprés l�égalité (3.2.5) la fonction Fr
�
xd
�
se prolonge en une fonction analytique dans

l�ouvert R image de l�ouvert H par l�application xd qui est un ouvert connexe contenant

zero et b:et donc b n�est pas une singularité de Fr (x) .

On a aucun des quotient s1=s2 avec s1et s2 dans S ne peut être une racine de l�unité

autre que un.

et donc on a une contradiction , ce qui démontre le théorème dans le cas complexe .

ii) le cas d�un corps de caractéristique zéro :

Soit L le corps de type �ni sur Q contenant tous les coe¢ cients des polynôme qui

intervienant dans l�équation E 0 .Ainsi que tous les coe¢ cients u(n) de la série formelle

F (x) :

L est un corps isomorphe a un sous corps de C; soit alors E 0 l�équation di¤érentielle

transformée de E par cet isomorphisme.
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3.2. Une généralisation du Théorème de Skolem-Mahler -Lech (de Bézivin)

E 0 véri�e encore les conditions du théorème ,à l�aide des conditions sur les degrés et les

valuations z -adique des polynômes coe¢ cients de E , la série formelle F 0 transformée de

F par l�isomorphisme véri�e E 0 par conséquence l�ensemble des indices des coe¢ cients nuls

est le même pour F et F 0 ce qui achéve la démonstration du théorème.

Remarque 3.2.1 Si on remplace la condition ii) du théorème de Bézivin par


r = f k = u (kd+ r) = 0g est un ensemble �ni on trouve un resultat analogue du théorème
de Skolem-Mahler -Lech.
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Chapitre 4

Une généralisation du théorème de

Skolem-Mahler-lech sur une variété

a¢ ne

4.1 La forme algebrique linéaire d�une suite récurrente

linéaire:

Dans ce paragraphe nous prouvons que le théorème de Skolem-Mahler -Lech peut être

reformulé sous la forme algebrique linéaire.

Dé�nition 4.1.1 Soit K un corps commutatif et soit f (x) =
P
n�0

u (n)xn une série à coéf-

�cients dans K .

f est reconnaissable sur K s�il existe une matrice carrée M = (mij)1�i;j�k à coe¢ cients

dans K un vecteur ligne � = (�i)1�i�k et un vecteur colonne � =
�
�j
�
1�j�k également à

coe¢ cients dans K tel que pour tout n 2 N on a

u (n) = �Mn�

le triplet (�;M; �) est une représentation de f , les �i; �i;mij sont les coe¢ cients de cette

représentation et k est la dimension .
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4.1. La forme algebrique linéaire d�une suite récurrente linéaire:

Schützenberger a montré qu�une série est rationelle si et seulement si elle est reconnaiss-

able.

Théorème 4.1.1 [25]Schützenberger

Soit f (x) est une série rationnelle dans K alors il existe une matrice inversible M et deux

vecteurs de colonne v; w est un polynôme P tels que

f (x) = P (x) +
1X
i=0

�
vTM iw

�
xi

réciproquement ,on se donne une matrice inversible M et deux vecteurs colonnes v; w est la

série

g (x) =
1X
i=0

�
vTM iw

�
xi

est rationnelle.

Théorème 4.1.2 [4] Skolem_Mahler -Lech second version

Soit
1P
n=0

u (n)xn une série rationnelle sur un corpsK de caractéristique zero ,alors l�ensemble

des entiersm tels que u (n) = 0 est la réunion d�un nombre �ni de progressions arithmétiques

et d�un ensemble �ni

Nous donnons une généralisation "algebro-géométrique de ce théorème

Théorème 4.1.3 [4]

Soit K un corps de caractéristique zero et soit ' : Kn �! Kn une application linéaire

inversible .soient v 2 Kn;W un sous-espace de Kn de dimension un alors l�ensemble des

entiers m tels que 'm (v) 2 W est la réunion d�un nombre �ni de progressions arithmétiques

et d�un ensemble �ni.

Nous montrons maintenant l�équivalence entre le théorème4.1.3 et le théorème de Skolem-

Mahler -Lech

Preuve.

i)Le théorème 4.1.3 implique le théorème de Skolem-Mahler -Lech:

Soit K un corps de caractéristique zéro.
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4.2. La conjecture Jacobienne:

en �xant une base pour Kn, considérons un automorphisme linéaire ' de Kn donné par

la multiplication par une matrice inversible M .

un sous-espace W de Kn de codimension un est de la forme f x = vtx = 0g pour tout
vecteur v .

On a l�ensemble des entiersm tels que 'm (w) 2 W est exactement l�ensemble des entiers

m tels que vtMmw = 0 par le théorème de Schützenberger on trouve le théorème de Skolem-

Mahler -Lech.

ii) Le théorème de Skolem-Mahler -Lech implique le théorème 4.13 :

soit f (x) =
X
n�0

u (n)xn d�aprés le théoreme de Schützenberger 4.1.1 il exite une matrice

inversible M et deux vecteurs colonnes v; w tels que

f (x) = P (x) +

1X
i=0

�
vTM iw

�
xi

avec P est un polynôme de degré n

pour n0 > n on a

f (x) =
1X
i=0

�
vtM iw

�
xi

Soit ' une application linéaire inversible et W dé�ni comme dans l�implication i) donc

l�ensemble des indices n tel que 'n (w) 2 W est exactement l�ensemble des indices n tel que

u (n) est nul et donc on trouve Le théorème 4.1.3

4.2 La conjecture Jacobienne:

Dans ce paragraphe nous présentons un rapport actualisé sur les résultats les plus importants

concernant la conjecture jacobienne .

Dé�nition 4.2.1 1) Une application de polynômes est une application

F = (F1; :::; Fn) : Cn �! Cn

(x1; :::; xn) 7�! (F1 (x1; :::; xn) ; :::; Fn (x1; :::; xn))

tel que Fi 2 C [x] := C [x1; :::; xn] i = 1; n

2) Soit R un anneau unitaire,on dé�nit l�automorphisme polynômial comme suit Aut (IAnR)
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4.2. La conjecture Jacobienne:

l�ensemble des applications polynômiales inversibles � = (f1; :::; fn) 2 (R [x1; :::; xn])n avec
la proprieté ��1 (g1; :::; gn) pour g1; :::; gn 2 R [x1; :::; xn] un élément � 2 Aut (IAnR) est
appelé automorphisme de IAnR:

Remarque 4.2.1 :

Lorsque R est un corps les automorphismes lineaire sont un cas spécial de ceci dans le quel

nous insistans sur le fait que tous les polynôme impliqués en dé�nissant les application sont

homogénes du degré un i.e il sont des applications linéaires inversibles.

Dé�nition 4.2.2 La matrice jacobienne de F = (f1; :::; fp) en U = (x1; :::; xn) est la matrice

(dans la base canonique) de la di¤érentielle de F de U ,toutes les dérivées partielles étant

prises en U est :

J (F;U) =

0BBBBBBBBBB@

@f1
@x1

@f1
@x2

:::
@f1
@xn

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:
@fp
@x1

@fp
@x2

:::
@fp
@xn

1CCCCCCCCCCA
Théorème 4.2.1 Soit F : IRn �! IRm de classe C1 sur un ouvert U de IRn et G :

IRm �! IRp de classe C1 sur ouvert de IRm alors G � F est de classe C1sur U et

JG�F = JG � JF

Preuve.

On appelle (f1; :::; fm) et (g1; :::; gp) les composantes de F et de G.On note U = (x1; :::; xn)

F (U) = (y1; :::; ym) = (f1 (U) ; :::fm (U))

= (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fm (x1; :::; xn))
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4.2. La conjecture Jacobienne:

d�autre part on a

G � F (U) = G (F (U))

0BBBBBBBB@

g1 (y1; :::; ym)

:

:

:

gp (y1; :::; ym)

1CCCCCCCCA

=

0BBBBBBBB@

g1 (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fm (x1; :::; xn))

:

:

:

gp (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fm (x1; :::; xn))

1CCCCCCCCA

=

0BBBBBBBB@

h1 (x1; :::; xn)

:

:

:

hp (x1; :::; xn)

1CCCCCCCCA
Ces composantes sont de classe C1 pour alléger les notations on ne précise plus en quels

points on prend ces dérivées partielles .

En appliquand le théorème de dérivation des fonctions composées on a :

@hi
@xj

=
@gi
@y1

@f1
@xj

+
@gi
@y2

@f2
@xj

+ :::+
@gi
@ym

@fm
@xj

=

�
@gi
@y1

;
@gi
@y2

; :::;
@gi
@ym

�

0BBBBBBBBBBBBBB@

@f1
@xj
@f2
@xj

:

:

:
@fn
@xj

1CCCCCCCCCCCCCCA
`
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4.2. La conjecture Jacobienne:

On reconnait bien sur le produit de la i�eme ligne de la matrice jacobienne de G par la jéme

colonne de la matrice jacobienne de F ce qui est l�élément i�eme ligne j�eme colonne de la

matrice jacobienne de G � F:

4.2.1 La conjecture Jacobienne :

Nous rappelons le resultat suivant:

Théorème 4.2.2 Soit K un corps algebriquement clôs de caractéristique zero.soit F :

Kn �! Kn une application de polynôme si F est injective alors F est surjective et son

inverse est une aplication de polynôme (i.e F est un automorphisme de polynôme donc la

conjecture jacobienne est équivalente à:

si F (a) = F (b) pour certain a; b 2 C�alors a = b .

La conjecture jacobienne s�appelle aussi le problème de O.KELLER.

Proposition 4.2.1 Si le degré du polynôme F est inférieur ou égal à deux alors la conjecture

jacobienne est vraie.

Preuve.

D�aprés le théorème 4.2.2 il su¢ t de montrer que F est injective .

on suppose que F (a) = F (b) pour a; b 2 Cn et a 6= b .On dé�nit

G (x) = F (x+ a)� F (a)

donc G est un polynôme de degré inférieur ou égal à deux et G (0) = 0 .

On pose c = b� a ona c 6= 0 (car a 6= b ) et G (c) = 0:
remarquons que J (G (x)) = J (x+ a) donc J (G) 2 C�:
on écrit G = G(1) +G(2) la décomposition en composantes homogènes

on considére

G (tc) = tG(1) (c) + t
2G(2) (c)

on trouve

JG (tc) =
d

dt
G (tc)

= G(1) (c) + 2tG(2) (c)

= cJ (G (tc)) 6= 0 (car JG 2 C� )
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4.3. Espace a¢ ne projectif variété algebrique :

8 t 2 C comme c 6= 0 et det(JG) 2 C� pour t = 1
2
) G (c) 6= 0:

contradiction avec G (c) = 0

donc F est injective.

Nous donnons les dé�nitions necessaires

4.3 Espace a¢ ne projectif variété algebrique :

4.3.1 Espaces algébriques a¢ nes :

Dé�nition 4.3.1 Un n-espace a¢ ne est l�ensemble des n-uples (a1; :::; an) d�éléments ai

d�un corps K :

IAn(K) = fa = (a1; :::; an); ai 2 Kg

L�élément a = (a1; :::; an) est un point de l�espace IAn(K) à n coordonnées.

Dé�nition 4.3.2 Un ensemble algébrique d�un n-espace a¢ ne IAn(K) est l�ensemble H

des zéros d�une famille de polynômes ff1 : : : ; fdg de l�anneau K[X1; :::Xn] .

H = fa = (a1; :::; an); f1(a) = f2(a) = :::: = fd(a) = 0g = H(f1; :::; fd)

Les ensembles algébriques permettent de déterminer une topologie spéci�que.

4.4 Topologie de Zariski:

Dé�nition 4.4.1 La topologie de Zariski sur le n-espace a¢ ne IAn(K) est dé�nie avec les

ensembles algébriques comme sous ensembles fermés et leurs complémentaires comme des

ouverts.

Donc l�espace a¢ ne est un espace topologique avec la topologie de Zariski.

Dé�nition 4.4.2 Une variété algébrique a¢ ne est un sous espace irréductible et fermé d�un

espace a¢ ne IAn(K).
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4.5. Plongement dans Zp:

4.5 Plongement dans Zp:

Lemme 4.5.1 Soit K une extension de type �ni de Q et soit S un sous ensemble �ni de K

alors il existe un nombre premier p tel que K plonge dans Qp tel que pour chaque élément

de S on peut l�associé un élément de Zp .

Preuve. voir [4]

4.6 Le théorème de Skolem-Mahler-lech sur une var-

iété a¢ ne

Lemme 4.6.1 Soit � = (F1; :::; Fn) : IAnZp �! IAnZp une application de polynomes surjec-

tives tel que F1; :::; Fn 2 Z [x1; :::; x1] et qui a la propriété que son déterminant jacobien est
une constante de norme p-adique égale a un alors il y a des entiers positifs j tels que

�j = (H1; :::; Hn) a les deux propriétés suivantes :

i) �j = (s1; :::; sn) = (s01; :::; s
0
n) satisfait :

si � s0imod p pour 1 � i � n et pour tout (s1; :::; sn) 2 Znp :

ii) la jacobienne de (H1; :::; Hn) évaluée a x1 = s1; :::; xn = sn est de la forme I + pM pour

une certaine matrice M avec des entiers dans Zp:

Preuve.

Nous avons

� (s1; :::; sn) = (F1 (s1; :::; sn) ; :::; Fn (s1; :::; sn))

avec F1; :::; Fn 2 Z [x1; :::; x1] comme les Fi ont des coé¢ cients dans Zp donc nous avons

� (s1; :::; sn) = (r1; :::rn) pour r1; :::; rn dans Zp

autrement dit

(r1; :::; rn) = � (s1; :::; sn) et (r01; :::; r
0
n) = � (s

0
1; :::; s

0
n)
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4.6. Le théorème de Skolem-Mahler-lech sur une variété a¢ ne

et

si � s0i (mod pZp) pour 1 � i � n alors

ri � r0i (mod pZp) pour 1 � i � n

par conséquent il existe deux entiers l et k ,k > l > 0 tel que �k (s1; :::; sn) et �l (s1; :::; sn)

ont les même cordonneés mod p pour chaque (s1; :::; sn) 2 Znp : comme � est surjective nous
avons � = �k�l a la propriétés que si � (s1; :::; sn) = (s01; :::; s

0
n) alors s01 � s1; :::; s

0
n �

sn (mod p) :par conséquent n�importe qu�elle puissance de � à cette propriété on note J (�; s)

le jacobien de l�application polynômiale � à le point s 2 IAnZp .On note m l�ordre de

GLn (IFp) alors 8s = (s1; :::; sn) 2 IAnZp on a d�aprés le théorème 4.2.1 :

J (�m; s) � J
�
� ; �m�1 (s)

�
J
�
� ; �m�2 (s)

�
:::J (� ; s)

� (J (� ; s))m � In (mod pZp)

et ona donc la démonstration du lemme.

Lemme 4.6.2 [4] p-adic analytic arc lemma

Soient �1; :::; �n des éléments de Zp et H1; :::; Hn des poly�nmes dans Zp [x1; :::; xn] qui satis-

font :

i) Hi (�1; :::; �n) � �i (mod p) pour i 2 f1; :::; ng :
ii) � (H1; :::; Hn) : IAnZp �! IAnZp est une application surjective avec son déterminant jaco-

bien est une constante dans Zp de norme égale à un .

iii) J (H1; :::; Hn) valué en x1 = �1; ::::; xn = �n est égle à In+ pM avec M une matrice ces

éléments sont entiers dans Zp
Alors :

il existe des séries entieres f1; ::::fn dans Qp [[x]] qui converge dans la boule unité fermeé de

Qp et qui satisfait:

a) fi (x+ 1) = Hi (f1 (x) ; :::; fn (x)) pour i = 1; n

b) fi (0) = �i pour i = 1; n

Théorème 4.6.1 [?]De Strassman

Soit (K; j j) un corps valué et R son anneau de valuation et soit f une série entiere à
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coe¢ cients dans R on suppose qu�au moins un des coe¢ cients est non nul (de sorte que f

ne soit pas identiquement nul ) et l�ordre des coe¢ cients converge à 0 réspictivement à j j
alors f à seulement un nombre �nie de zéros dans R:

Théorème 4.6.2 Soit K un corps de caractéristique zéro soit � un point dans IAnK et soit �

un automorphisme deKn;SiX est une sous variété de IAnK alors l�ensemble fm 2 Z = �m (�) 2 Xg
est une réunion d�un ensemble �ni de de progressions arithmétiques compléte et d�un en-

semble �ni.

Preuve.

Nous regardons l�orbite d�un point � = (�1; :::; �n) par �:

On écrit � = (H1; :::; Hn) et ��1 = (G1; :::; Gn) avec Hi et Gi 2 K [x1; :::; xn] pour
i 2 f1; :::; ng :
On choisit les polynômes F1; :::; Fn tq X est l�ensemble des zeros des polynôme F1; :::; Fn .

Soit S l�ensemble qui contient les �i et les coe¢ cients des Hi; Gi et Fi sans aucune

perte de généralité on peut supposer que K est une extension de type �ni de Q avec des

générateurs dans S par le lemme 4.5.1 il existe des nombres premiers p tels que l�on a un

plongement K ,! QP qui associe a chaque élément de S un élément de Zp .

On peut supposer que K = Qp et � est la restriction d�un automorphisme de IAnZp :

Donc � 2 Aut(IAnZp) avec le déterminant de la matrice jacobienne de � est une constante
de valeur absolue p-adique égale a un. � = (�1; :::; �n) 2 IAnZp et X est une sous variété de

IAnZp .

Soit � = �j ici j est un entier positif et �j véri�e les deux propriétés du lemme 4.6.1

, soit i un entier i 2 f0; :::; j � 1g ,�m (�i (�)) dans X pour un nombre in�ni de m ou il y

a seulement un nombre �ni de m pour lequel ceci se produit.Si le nombre de m est in�ni,

nous avons �m (�i (�)) 2 X doit être dans X pour tout m. pour voir ceci nous remplaçons

� avec le �i(�) de sorte que le �n(�) est dans X pour un nombre in�ni de n . on peut écrire

� = (H1; :::; Hn) avec H1; :::; Hn sont dans Zp [x1; :::; xn].

Par constructionHi (�1; :::; �n) � �i (mod pZp) Par conséquent par Lemme 4.6.2 il existe
des séries entiéres f1; :::; fn 2 Zp [[z]] qui converge dans la boule unité fermée d�unité de Qp

62



4.6. Le théorème de Skolem-Mahler-lech sur une variété a¢ ne

et qui satisfont

fi(0) = �i pour i = 1; n

fi (z + 1) = Hi (f1 (z) ; :::; fn (z)) pour i = 0; n

Par la construction, � k (�) = (f1(k); :::; fn (k)) pour tout k dans Z: l�orbite de q sous le �

intersecte X une in�nité de fois .

On écrit X = Z(Q1; :::; Qd) annulateur pour i = 1; d.

Dé�nissons

Pi(z) := Qi(f1(z); :::; fn(z)) 2 Qp[[z]]:

Comme f1; :::; fn convergent sur le disque d�unité fermée.et Q1; :::; Qd sont des polynômes,

Pi(z) sont des séries entières p-adique qui convergent sur le disque fermé d�unité pour1 �
i � d:on a Pi(m) = 0 pour toutes �m(�) 2 X � Z(Q).Par conséquent Pi(z) a un nombre

in�ni de zéros à l�intérieur de la boule d�unité fermée .d�aprés le théorème de Strassman

4.6.1 Pi(z) est identiquement nul. par consequence le �m (q) est dans Z(Q1; :::; Qd) = X

pour tout les entiers m par suite on a:�
�i+jm (�) = m 2 Z

	
� X

Pour tout 0 � i � j:ona �
m 2 Z = �i+jm (�) 2 X

	
est un ensemble �ni ou l�ensemble de tous les entiers .

Théorème 4.6.3 [27](Srinivas)

Soit A une algébre �ni sur un corps K alors il existe un nombre naturel n = n (A) tel que

si N > n et f : K [x1; :::; xN ] �! A et g : K [x1; :::; xN ] �! A sont deux applications

surjectives dans K algébre ,alors il existe un automorphisme de K�algébre
� : K [x1; :::; xN ] �! K [x1; :::; xN ] tel que

f = g � �

Théorème 4.6.4 Soit Y une variété a¢ ne sur un corps K de caractéristique nulle, soient

� un point dans Y et � un automorphisme de Y .Si X est une sous- variété de Y ,alors

l�ensemble fm 2 Z = �m (�) 2 Xg est une réunion d�un ensemble �ni et de in�nité de pro-
gressions arithmétique doublé .
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Preuve.

On note A l�anneau des fonctions régulières de Y et soit n l�entier comme dans le théorème

de Srinivas 4.6.3 .

Comme A a un nombre �ni de generateurs sur le corps K il existe un entier N > n tels

qu�il existe une surjection g : K [x1; :::; xN ] �! A ,l�automorphisme � de Y induit un

automorphisme de K�algébre 	 : A �! A .

K [x1; :::; xN ]
g�! A

	�! A

On note f la composition .

D�aprés le théorème de Srinivas 4.6.3 il existe un automorphisme � de K [x1; :::; xN ] tel que

f = g � �, 	 � g = g � �

Donc g induit un plongement i : Y ,! IAnK et � induit un automorphisme � de IA
n
K .Alors

on a

� � i = i � �

Comme � jY = � et d�où

� = f m = �m (�) 2 X g = f m = �m (�) 2 Xg

On peut regarder la sous variété X de Y comme sous variété de IAnK et par le théorème

4.6.2 on déduit que � est une réunion d�un ensemble �ni de progressions arithmétiques

complétes et un ensemble �ni.

Corollaire 4.6.1 Soit Y une variété a¢ ne sur un corps K de caractéristique nulle,et soit

� un automorphisme de Y et soit � un point dans IAnK Alors l�orbite de � sous le � est

dense pour la topologie de Zariski si et seulement si pour chaque sous-variété propre X de

Y l�ensemble f m = �m (�) 2 Xg est �ni .

Preuve.

Supposons que l�ensemble f m = �m (�) 2 Xg n�est pas dense dans Y .on noteX la fermeture

de Zariski de cet ensemble .
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supposons qu�il existe une sous-variété propre X tels que f m = �m (�) 2 Xg est in�ni
alors par le théorème 4.6.4 il existe deux entiers i ; j avec j � 1 tels que �i+jm (�) 2 X
pour tous m. donc on a

f �m (�) = m 2 Zg �
j�1[
i=0

�i (X)

l�orbite est contenue dans un sous-ensemble fermé propre de Y et ainsi n�est pas dense pour

la topologie de Zariski .

nous obtenons une contradiction immédiate

Proposition 4.6.1 Soit p un nombre premier > 3 et K = IF p (T ) et soit l�application �

dé�nit par :

� : IA2C �! IA2C

(x1; x2)  � (x1; x2) = (Tx1; (T + 1) x2)

Alors pour � = (1; 1) et V = f(a; b) 2 K2=x2 � x1 = 1g ;l�orbite �j (�) intersecte V in�ni-
ment defois, mais ne contient aucune progression arithmétique in�nie.

Preuve. On a :

�j (1; 1) =
�
T j; (T + 1)j

�
�p

d
(1; 1) =

�
T p

d
; T p

d
+ 1
�
2 V car

�
T p

d
+ 1
�
� T pd = 1

mais comme T est transcendante sur IFp; la seule condition est i + jm une puissance

de p pour tout m � 0: qui est impossile.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Le théorème de Skolem-Mahler- Lech ne permet pas de déterminer e¤ectivement tous

les zeros d�une s.r.l.

Etant donné une suite récurrente linéaire existe t-il un algorithme permettant de trouver

tous les indices n tel que la s.r.l soit nulle?

le théorème de Strassman permet de majorer le nombre de zéros d�une suite récurrente

linéaire lorsque ce nombre est �ni.

Bézivin propose les problémes suivants:

Dans chapitre 2 il serait intéressant dans le cas de la caractéristique non nulle de décrire

explicitement ce qui passe quand l�ensemble des indices nuls d�une suite récurrente linéaire

est in�ni et de densité nulle. en particulier peut-on décrire cet ensemble à l�aide de progres-

sions géométriques comme dans l�exemple de Lech.

Dans le chapitre 3 il serait intéressant de savoir si l�on peut dans le théorème 3.1.1

remplacer l�hpothése " a (n) =
mP
j=1

cj 8n " par "a (n) =
mP
j=1

Rj (n) cj (n) 8n avec Rj (n) 2

K [x] pour tout j ".

-Il y a beaucoup de di¤érentes preuves et généralisations du théorème de Skolem-Mahler-

Lech touteses preuves emploient des méthodes p-adique d�une manière quelconque, bien que

le résultat soit valide dans n�importe quel corps de caracteristique zéro.
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