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Introduction

La théorie des graphes constitue une branche a part entiere des mathématiques.
Elle représente 'un des instruments les plus courants et les plus efficaces pour résoudre

des problemes discrets de la Recherche Opérationnelle.

Parmi les problemes les plus anciens de la Recherche Opérationnelle, ayant suscité
I'intérét de beaucoup de chercheurs, on peut citer le probleme de coloration des graphes
planaires. Il s’agit de répondre a la question : "Suffit-il de quatre couleur pour dessiner
n’importe quelle carte géographique? ”. Dans le langage des graphes, ce probleme se
formalise : ” Peut-on colorier un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle
sorte que toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes? ”. Ce probleme
a été posé sous forme de conjecture par Francis Guthrie en 1852, est devenu célebre
sous le nom de probleme des quatre couleurs et n’a pu trouver une réponse positive en
1976 que grace a l'ordinateur par Appel et Haken.

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations : Elles sont
définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arétes, faces,...) avec une

ou plusieurs contraintes supplémentaires.

En 2002, Sloper [32] a introduit la broadcast coloration. Il sagit de trouver le plus
petit nombre de couleurs, noté x,(G), a affecter aux sommets d'un graphe G de telle

sorte que si deux sommets u et v ont la méme couleur 7(u) = 7(v), alors d(u, v) > m(u).

Dans ce présent travail, nous nous intéressons principalement a 1’étude de cet inva-

riant, et ’étudions sur quelques classes de graphes.



Apres une introduction générale, le mémoire s’articule autour de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions de base de la théorie des graphes et

de la complexité algorithmique, utiles pour la compréhension du mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons l’essentiel des travaux connus de la lit-

térature sur le probleme de broadcast coloration des graphes.

Le troisieme chapitre étudie x,(G) lorsque G est la couronne d'une chaine, d'un
cycle ou appartenant a une des 8 classes particulieres des chenilles. Nous tentons de

trouver des valeurs exactes, sinon des bornes supérieures pour cet invariant.

Quant au dernier chapitre, il se focalise autour de x,(Gpmxn). Nous élaborons trois
algorithmes pour déterminer soit des valeurs exactes soit des bornes pour xu(Ginxn)-
Les résultats de ces algorithmes nous permettent d’une part de comparer nos bornes a
celles prouvées par Goddard et al. [14] et d’autre part d’obtenir d’autres bornes pour

les autres valeurs de m et n.

Le mémoire s’achéve par une conclusion générale sur ’ensemble du travail réalisé

et des perspectives de recherche.
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Chapitre 1

Définitions et notations

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord les définitions de base de la théorie
des graphes qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

I’essentiel de la théorie de la complexité algorithmique.

1.1 Définitions générales

Un graphe G = (V, E) non orienté est défini par la donnée d’un ensemble V' fini
non vide, appelé ensemble des sommets de GG, et d'un ensemble fini £ de paires de
sommets distincts, appelé ensemble des arétes de G. Le nombre de sommets est appelé

Iordre de G, et le nombre d’arétes est appelé taille de G.

Adjacence

Soit G = (V, E) un graphe. Pour une aréte e = {z,y}, notée aussi xy, on dit que :
e r et y sont adjacents;

e x et y sont les extrémités de e;

e est incidente aux sommets z et y;

e 7 et y sont voisins;

e est une boucle si z = y.

Un sommet x est dit isolé s’il n’est adjacent a aucun sommet.

11



Chapitre 1 Définitions et notations

Multigraphe

Un multigraphe G = (V, E) est un graphe dans lequel il peut exister plusieurs arétes

entre une paire de sommets.

Fic. 1.1 — Exemple d’un multigraphe

Un graphe simple est un graphe sans boucle, et dans lequel tout couple de sommets

est relié par au plus une aréte.

Voisinage

Le voisinage ouvert d'un sommet x, noté N (x), est ’ensemble de sommets adjacents
a z. Le voisinage fermé de z, noté N[z|, est 'ensemble N|[x] = N(z)U{z}. Le voisinage
ouvert (resp. fermé) d’un ensemble de sommets S est N(S) = U,esN(z) (resp. N[S] =
UxeSN[x])-

Degré d’'un sommet

Le degré d’'un sommet z, noté dg(x), est le nombre d’arétes incidentes x. Le degré

maximum (resp. minimum) d’un graphe G est noté A(G) (resp. d(G)).

Un sommet de degré égal a 1 est appelé sommet pendant.

Sous-graphe et sous-graphe induit

Un graphe H = (Viy, Ey) est un sous-graphe de G = (V,E) si Vg CV et Ey C E.
Pour un sous ensemble de sommets W C V| le sous graphe induit par W est le graphe

GIW] =W, {zy: 2y € E et {z,y} C W}).

12



Chapitre 1 Définitions et notations

Chaine, cycle et roue

Une séquence de sommets P, = {x1, 2, ..., T}, ol z;2,41 € E est appelée chaine.

Le nombre k — 1 représente la longueur de Pj.

Un cycle de longueur k, k > 3, noté Cy, est une chaine P,_; avec 1 = x.
Une roue est un graphe formé d’un cycle avec un sommet supplémentaire connecté

a tous les sommets de ce cycle.

Fi1Gc. 1.2 — Exemple d'une roue

Distance

La distance entre deux sommets x et y, notée d(z,y), est la longueur de la plus

courte chaine qui relie x a y.

Excentricité
L’excentricité d'un sommet x, notée e(z), est la plus grande des distances d(x,y)

ouy €V, cade(r) =maxd(z,y).
yeVv

Diametre et rayon

L’excentricité maximum sur tous les sommets de G est appelée le diametre de G,

et est noté diam(G).

13



Chapitre 1 Définitions et notations

L’excentricité minimum sur tous les sommets de G est appelée le rayon de G, et

est noté rad(QG).

F1c. 1.3 — Présentation d'un graphe G et les excentricités de ses sommets

Pour le graphe illustré dans Fic 1.7, diam(G) = 5 et rad(G) = 3.
Si e(u) = rad(Q@), u est appelé sommet central de G. Le sous-graphe induit par des

sommets centraux est appelé centre de G.

Boule

Pour un sommet z et un entier naturel r, la boule B(x,r) de centre z et de rayon

r est I’ensemble :

B(z,r) =4y : d(z,y) <r}.

Graphe connexe

Un graphe G est dit connexe si deux sommets quelconques de G sont reliés par une

chalne.

Composante connexe

Une composante connexe d'un graphe G est un sous-graphe connexe maximal de G.

Point d’articulation

Un sommet v d'un graphe G est un point d’articulation si la suppression de v

augmente le nombre de composantes connexes de G.

14



Chapitre 1 Définitions et notations

Graphe h-connexe

Pour un graphe connexe G, la connectivité k(G) est le nombre minimum de sommets
de G dont la suppression déconnecte le graphe GG ou le réduit a un sommet isolé. G est

dit h-connexe si sa connectivité k(G) est supérieure ou égale a h.

Multiparti

Un graphe multiparti complet ou t-parti complet K, 5, . n., t > 2 est un graphe
connexe G = (V| E) ou 'ensemble des sommets V', |V| = ny + ny + ... + ny, peut étre
partitionné en t stables N; (c.a.d. G[N;] est sans aréte), i = 1,...,t avec |N;| = n; et

pour toute paire de sommets u € N; et v € Nj, i # j, 4,5 =1,...,t,uv € E.

Arbre

Un arbre T est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de 1" de degré 1 sont
appelés sommets pendants (ou feuilles), et les sommets adjacents aux feuilles sont

appelés supports.

Fi1c. 1.4 — Un Arbre T avec rad(T) = 3 et diam(T) = 6

Notons que tout arbre T vérifie :

2rad(T) —1 < diam(T) < 2 rad(T).

Graphe complet

Un graphe G est dit complet si deux sommets quelconques de G sont adjacents.

15



Chapitre 1 Définitions et notations

Graphe biparti

Un graphe G = (V, E) est dit biparti si V' peut étre partitionné en deux ensembles
Vi et V5 de telle sorte que toute aréte du graphe admet une extrémité dans V; et I’autre

dans V5.

Dans le cas particulier ou |Vi| = m, |Vo| = n, dg(z) = n YV € V] et dg(y) =

m YV y € Vs, alors G est dit graphe biparti complet et est noté K,, ,,.

Vs

Vi

F1G. 1.5 — Un graphe biparti complet K, »

Etoile

Le graphe biparti complet G = (V; U V;, E) est appelé étoile, et est noté S,,, si
Vi| = 1 et |Va| = m.

F1G. 1.6 — L’étoile S

Etoile Double

L’étoile double, notée S, ,, est le graphe obtenu en reliant par une aréte le sommet

non pendant de I'étoile S, au sommet non pendant de I'étoile S,.

16



Chapitre 1 Définitions et notations

F1G. 1.7 — L’étoile double S5 5

Graphe planaire

Un graphe est dit planaire s’il existe au moins une facon de le représenter dans un
plan sans que deux arétes ne se croisent.

Exemple : Le graphe biparti complet K3 est planaire.

F1G. 1.8 — Le graphe K3, est planaire

Produit cartésien de deux graphes

Soient G et H deux graphes. Le produit cartésien GOH de G et H est le graphe
ayant pour ensemble de sommets V(G) x V(H). Deux sommets (x1,y1) et (xq,y2) de
V(G) x V(H) sont reliés par une aréte si et seulement si, z1x5 € E(G) et y; = yo, ou

alors 1190 € E(G) et x1 = x.

17



Chapitre 1 Définitions et notations

Exemples.

1. Une grille G,y est le produit cartésien de deuzr chaines P,, et P,.

Py

F1G. 1.9 — La grille G54

2. Un cylindre Cyp,xn est le produit cartésien d’une chaine P, par un cycle C,,.

— o o e U5

F1G. 1.10 — Le cylindre C'ysyx4

3. Un tore T, x, est le produit cartésien de deuz cycles C,, et C,.

18



Chapitre 1 Définitions et notations

Cy

-

F1G. 1.11 — Le tore T544

Graphe joint

Soient G; = (V4,E1) et G; = (Vh, Ey) deux graphes. Le graphe G + Gy =
(ViU V,a, By U Ey U E') ou E est 'ensemble de toutes les arétes possibles joignant

les sommets de V] a V5, est appelé le graphe joint de G et Gs.

G G G1 + Gy

F1G. 1.12 — Le graphe joint de G; et Gs

19



Chapitre 1 Définitions et notations

1.2 Quelques invariants de graphes

Soit G = (V, E) un graphe.

Stable

Un stable S dans un graphe G est un sous ensemble de sommets de G tel que G[9]
est un graphe sans arétes.

a(G) = max{|S| : S est un stable de G} est appelé nombre de stabilité de G.

Transversal

Un transversal T dans un graphe G est un sous ensemble de sommets de G tel que
Ve e E, dv e T, tel que v est une extrémité de e.

7(G) = min{|T| : T est un transversal de G} est appelé nombre de transversalité de

G.

Clique

Une cligue K dans un graphe G est un sous ensemble de sommets de G tel que
G[K] est un graphe complet.
w(@) = max{|K| : K est une clique de G} est appelé nombre de clique de G.

Le nombre chromatique

Le nombre chromatique d'un graphe G, noté x(G), est le nombre minimum de
couleurs a affecter aux sommets de GG, de telle sorte que les sommets adjacents sont de

couleurs différentes.

L’indice chromatique

L’indice chromatique d’un graphe G, noté x’'(G), est le nombre minimum de couleurs
a affecter aux arétes de G, de telle sorte que les arétes adjacentes sont de couleurs

différentes.

20



Chapitre 1 Complexité algorithmique

Fic. 1.13 — Un graphe G

Pour le graphe G illustré dans Fig 1.13, 'ensemble des sommets en blancs repré-
sente un stable S de cardinalité maximum, ’ensemble des sommets noir représente un
transversal T' de cardinalité minimum. La numérotation des sommets représente une
coloration optimale des sommets de G et la numérotation des arétes représente une
coloration optimale des arétes de G. D’ou a(G) = 7(G) = 3, x(G) = 3, X(G) =4 et
w(G) = 3.

i-packing

Un sous ensemble de sommets V; d'un graphe G = (V, E) est dit i-packing si et

seulement si la distance entre deux sommets quelconques de V; est supérieure a 1.

1.3 Complexité algorithmique

Un algorithme de résolution d’un probleme P donné est une procédure, decompo-
sable en opérations élémentaires, transformant une chaine de caracteres représentant
les données de n’importe quel exemple du probleme P en une chaine de caracteres

représentant les résultats de P.

1.3.1 Classes des algorithmes selon leurs complexités

La complexité d’un algorithme A représente le nombre de ses étapes élémentaires

en fonction de n qui représente la longueur d’écriture des données a une instance I.

21



Chapitre 1 Complexité algorithmique

Un algorithme est dit polynomial si sa complexité est majorée par une fonction

polynomiale en la taille des données. Dans le cas contraire, il est dit exponentiel.

Exemple :

Le temps de calcul nécessaire pour traiter des données de taille n, comprise entre
10 et 50, a I'aide des algorithmes de complexités différentes, peut passer d'une seconde
a des siecles. Ceci peut étre vu dans le tableau Tas 1.1, ou le calcul est exécuté par

une machine de Turing capable d’effectuer mille pas en une seconde.

n 10 20 30 40 50
logip(n) | 0,001s 0,0013s 0,0015s 0,0016s 0.0017s

n 0,01s 0,02s 0,03s 0,04s 0,05s

n’ 1s 8s 27s 64s 125s

2" 1s 17,5mn 12,4 jours 34,9ans 357siecles

n! 1h 7,7.10° siecles | 8,4.10' siecles | 2,6.10% siecles | 9,6.10°! siecles

n" 116jours | 3,3.103! siecles | 6,5.10%! siecles | 3,8.10°! siecles | 2,8.107 siecles

TaB. 1.1 — Comparaison entre le temps d’exécution des algorithmes polynomiaux et
exponentiels

On remarque que le temps de traitement des algorithmes exponentiels est tres grand,
méme si on utilise une puissance de calcul phénoménale qui permettrait de rendre plus

rapides nos ordinateurs actuels.

1.3.2 Complexité des problemes

De méme que la complexité des algorithmes, on peut définir les classes des problemes

selon leurs difficultés intrinseques.

Classe P

Un probleme est dit appartenir a la classe P s’il peut étre résolu par un algorithme

polynomial. On dit que les problemes de la classe P sont faciles.

Notons que la non-connaissance d’un algorithme polynomial pour résoudre un pro-

bleme donné ne signifie pas qu’il ne soit pas dans la classe P.
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Chapitre 1 Complexité algorithmique

Nous allons maintenant décrire une autre classe, plus vaste, qui contiendra ces pro-

bléemes.

Un probleme de décision est un probleme dont les résultats ne peuvent prendre que
I'une des deux valeurs VRAI ou FAUX.

Etant donné un probleme d’optimisation combinatoire. ” Trouver § € S tel que
f(s) = rglelgl[f(s)] (resp. f(8) = rgleagc[f(s)])” et un nombre k, on définit le probleme de
décision associé :

"Existe-t-il § € S tel que f(8) <k (resp. f(5) > k) 7"

Classe NP

Un probleme appartient a la classe NP si, lorsqu’'une solution a ce probleme est

proposée, alors on peut vérifier en temps polynomial que la réponse correspondante est

VRAL

Réduction polynomiale (au sens de Turing)

Soient P; et P, deux problemes de décision. P; se réduit polynomialement a Py s'il
existe un algorithme pour Py qui fait appel (comme sous programme) a un algorithme
de résolution de P, et si cet algorithme de résolution de P; est polynomial lorsque la

résolution de P» est comptabilisée comme une opération élémentaire.

Théoréme 1.1. [12] Si le probleme Py se réduit en temps polynomial au probléme Py

et si Py peut étre résolu par un algorithme polynomial alors il en est de méme de P;.

Classe NP-complet

Un probleme de décision est dit NP-complet si tout probleme de la classe NP se

réduit polynomialement a lui.

Un probleme d’optimisation combinatoire dont le probleme de décision associé est

N P-complet est dit N P-dur.
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Chapitre 1 Complexité algorithmique

Théoréme 1.2. [12] Soient Py et Py deuz problémes de décisions. Si P, € NP, P, est

NP-complet et Py se réduit polynomialement a Py, alors P, est NP-complet.

Donc pour montrer qu'un probleme de décision P; est NP-complet, il suffit d’adop-

ter la démarche suivante :

1. Montrer que P; appartient a la classe NP
2. Choisir un probleme P, connu pour étre NP-complet ;

3. Etablir la relation ”P, se réduit polynomialement a P;”.
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Chapitre 2

Broadcast coloration dans les

graphes

Nous présentons dans ce chapitre tous les travaux publiés a notre connaissance, sur
le probléme de broadcast coloration. Ils sont dis & W. Goddard et al. [14] et & Christian
Sloper [32].

2.1 Motivation et définition du probléeme de broad-
cast coloration

Le probleme de broadcast coloration a été posé suite a I’établissement de nombreux
regles et réglements par la Commission des Communications des Etats-Unis concernant
I’attribution des fréquences de radio-diffusion a des stations de radio. En particulier,
deux stations de radio qui sont affectées de la méme fréquence de diffusion doivent étre
localisées suffisamment loin I'une de 'autre pour que la diffusion de I'une n’altere pas
la réception de l'autre. La distance géographique entre deux stations qui sont affec-
tées de la méme fréquence est donc directement liée a la puissance de leurs signaux de

radio-diffusion.

Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. La fonction 7 : V' — {1,...,k} est appelée

broadcast coloration d’ordre k si I'égalité m(u) = 7(v) implique d(u,v) > 7(u).
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Chapitre 2 Broadcast coloration

L’ordre minimun d’une broadcast coloration de G est appelé le nombre broadcast chro-
matique, et est noté y,(G). La broadcast coloration est donc une partition P, =

{V1, Vo, ..., Vi, } de V en k i-packing.

Notons que toute broadcast coloration est une coloration propre et donc x(G) <

X»(G). De plus, pour tout sous graphe H d'un graphe G, on a x,(H) < x»(G).

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.2 Nombre broadcast chromatique et autres inva-
riants de graphes

Tout graphe G d’ordre n admet une broadcast coloration d’ordre n, puisqu’il est
possible d’affecter n entiers distincts, entre 1 et n, a chaque sommet de V. Ainsi, une

borne supérieure naturelle serait ’ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure.

Proposition 2.1. [14] Tout graphe G vérifie, xp(G) < 7(G) + 1, avec égalité si G est

de diametre 2.

D’apres la Proposition 2.1, on déduit que si G est un graphe complet, multiparti
complet ou une roue, alors le nombre broadcast chromatique n’est autre que le rajout
d’une unité au nombre de transversalité. Par ailleurs, puisque le probleme du nombre
de transversalité pour les graphes de diametre 2 est N P-dur alors le probleme de broad-

cast coloration est aussi N P-dur pour cette classe de graphes [14].

Pour les graphes bipartis G de diametre 3, la valeur de y,(G) ne peut prendre que

deux valeurs.

Proposition 2.2. [14] Si G est un graphe biparti de diamétre 3, alors
7(G) < x(G) < 7(G) + 1.

Exemple 2.1. Le graphe illustré dans Fic 2.1 représente une broadcast coloration
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Chapitre 2 Broadcast coloration

optimale de Cg et l’ensemble de sommets en blanc représente un transversal optimal.

On a 7(Cg) = 3 et xp(Cs) = 4. La borne supérieure peut donc étre atteinte.

1

Fic. 2.1 — Le cycle Cy

De méme pour la borne inférieure, le graphe G formé du cycle (s avec deux som-

mets antipodaux! dupliqués vérifient x,(G) = 7(G) = 4.

Exemple 2.2. Le graphe illustré dans Fic 2.2 représente une broadcast coloration

optimale de G et ’ensemble des sommets en blanc représente un transversal optimal.

On a7(G) =4 et xp(G) = 4.

Ow

Fi1G. 2.2 — Un graphe G formé d'un cycle Cy avec deux sommets antipodaux dupliqués

Concernant les chaines P,, de longueur n, I'affectation des couleurs 1, 2, 1, 3 ,...

aux sommets vy, vs,..., v, de P, représente une broadcast coloration minimum.

Proposition 2.3. [14] Pour 2 <n <3, x4(P,) =2 et pour n >4, x,(P,) = 3.

!Dans un cycle de longueur n paire, deux sommets u et v sont dit antipodaux si d(u,v) = n/2.
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Chapitre 2 Broadcast coloration

Pour les cycles C,,, la valeur de x;,(C,,) dépend de la multiplicité de n par le nombre

4. Goddard et al [14]. montrent que la broadcast coloration optimale est donnée par

Iaffectation aux sommets v1, ..., v, de C,, les couleurs
1,2,1,3,1,2,1,3,1,2,...,1,2,1,3 sin=4r
1,2,1,3,1,2,1,3,1,2,...,1,2,1,3,4 sin=dr+1

1,2,1,3,1,2,1,3,1,2,..,1,2,1,3,1,4  sin=4r+2
1,2,1,3,1,2,1,3,1,2,...1,2,1,3,1,2,4 sin = 4r +3

Proposition 2.4. [14] Soit n > 3. Si n vaut 3 ou n est un multiple de 4, alors
Xb(Cr) = 3 sinon x,(C,,) = 4.

Comme tout graphe G = (V, E) vérifie w(G) < x(G) < x»(G), il serait alors inté-
ressant de caractériser ceux qui ont le nombre broadcast chromatique égal au nombre
de clique.

Pour un graphe G, I'égalité w(G) = x(G) implique forcément que les voisins d’une
clique maximum K forme d’une part un ensemble stable et d’autre part qu’au moins
un sommet v de K vérifie N[v] = K. Si G est un graphe scindé? alors cette condition

nécessaire devient aussi suffisante.

Entre les nombres chromatique et broadcast chromatique, on a égalité si le nombre

de clique est grand.

Proposition 2.5. [14] Pour tout graphe G, si x(G) = x»(G) alors w(G) > x(G) — 2.

2.3 Graphes avec un nombre broadcast chromatique
petit

En utilisant le fait qu'un graphe G tel que x,(G) = 2 ne contient pas P, comme
sous-graphe induit et vérifie diam(G) < 2, alors de la Proposition 2.1, on a forcément
7(G) = 1 c.a.d. que G est une étoile. D’out la caractérisation des graphes de nombre

broadcast chromatique égal a 2.

2Un graphe scindé est un graphe dont I’ensemble des sommets peut étre partitionné en deux
ensembles A et B, ou A est un sous-graphe induit complet et B est un stable.
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Proposition 2.6. [14] Pour un graphe conneze G, on a xp(G) = 2 ssi G est une étoile.

Soit G un graphe et S(G) le graphe subdivision de G, qui est obtenu a partir
de G par la subdivision de chacune de ses arétes une seule fois. Commencons par la
caractérisation des graphes 2-connexes dont le nombre broadcast chromatique égal a 3

avant d’arriver au cas général.

Proposition 2.7. [14] Soit G un graphe 2-connexe. Alors x,(G) = 3 si et seulement
si G = S(H) ou H est un multigraphe biparti ou alors G est le joint de Ky et d’un
stable.

Pour un sommet v, on définit un T-ajout de v comme étant 'opération qui consiste
a ajouter un sommet w,, un stable X,,, laréte vw, et quelques arétes entre {v, w,} et
X,. Cette notion permet de caractériser les graphes G non forcément 2-connexes, qui
vérifient x,(G) = 3. Soit donc {V1, Vs, V3} une partition de V' tel que chaque classe de

couleur V; est un ¢-packing.

~

Ty T

Wy

Un graphe G Un T-ajout de v

Fic. 2.3 — Un graphe G et un T-ajout du sommet v

Proposition 2.8. [14] Soit G un graphe. Alors xp(G) = 3 si et seulement si G peut
étre formé en prenant un certain multigraphe biparti H avec la bipartition (Va, V3),
en subdivisant chaque aréte exactement une fois, en ajoutant des feuilles a quelques

sommets de Vo U V3, et en effectuant ensuite 'opération T-ajout a quelques sommets

de V3.
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Chapitre 2 Broadcast coloration

De la Proposition 2.7 et la Proposition 2.8, Goddard et al. [14] ont pu construire
un algorithme pour déterminer si un graphe a un nombre broadcast chromatique égal

au plus a 3.

2.4 Complexité algorithmique

Etant donné un graphe G = (V, E) et un entier £ < n = |V, le probléme qui consiste
a déterminer s’il existe une broadcast coloration d’ordre au plus k est le probleme de

décision associé au probleme de recherche d’une broadcast coloration d’ordre minimum.

Les problemes de broadcast 2-coloration et broadcast 3-coloration sont polyno-

miaux, mais le probleme de broadcast 4-coloration ne I’est pas.

Théoreme 2.1. [14] Le probléme de broadcast 4-coloration est un probléme N P-dur.

Le probleme de broadcast 4-coloration reste aussi N P-dur pour les graphes planaires

[14].

2.5 Broadcast coloration pour la classe des arbres

Le nombre broadcast chromatique d'un arbre de diametre 2 (c.a.d, une étoile) vaut
2. Un arbre de diametre 3 a un nombre broadcast chromatique égal a 3. Le cas des arbres
de diametre 4 est plus compliqué, mais la valeur exacte est connue. Afin d’exprimer
cette valeur, définissons ce qu’est un sommet large et un sommet petit. On dit qu'un
sommet est large s’il est de degré 4 ou plus, et est petit sinon. La formule qui donne
le nombre broadcast chromatique pour les arbres 1" de diametre 4 dépend de la nature

des voisins du sommet central de 7.

Proposition 2.9. [14] Soit T un arbre de diameétre J et de sommet central v. Pour
1 =1,2,3, soit n; le nombre de voisins de v de degré i, et soit L le nombre de voisins

larges de v.
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Si L =0, alors
4 sing>2etn;+ny+n3 >3,
(1) = _
3 sinon.
Et si L >0, alors
L+3 sing>1etng+ny+n3>2,
xo(T)=13 L+1 sing=ny=ns3=0,

L+2 sinon.

Remarque 2.1. Pour un arbre T' de diametre 4, considérons la fonction broadcast
coloration définie comme suit :

On attribue la couleur 1 au centre et aux feuilles qui ne lui sont pas adjacents. Auz
sommets restants, on attribue des couleurs différentes. Cette coloration nécessite L +
n1 + ns +n3 + 1 couleurs, et est optimale quand n; = ny = 0 et quand soit 2 < ng < 3

et L =0, soit0<n3<2etL>0 (Voir Fic 2.4).

F1G. 2.4 — L’arbre T5 ou les sommets non coloriés sont de couleur 1

St L =0 et ng =1, alors 3 couleurs suffisent : On affecte la couleur 3 au sommet
central, la couleur 2 a ses voisins de degré 3 et aux enfants de ses voisins de degré 2.

Auz sommets restants, on affecte la couleur 1.

Pour les arbres T' vérifiant x,(7") =2, 3, ou 4 leur ordre ne peut étre inférieur a 2,

4 ou 8 respectivement.
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Proposition 2.10. [14] L’ordre minimum d’un arbre T avec x,(T) = 2 est 2. Pour
Xo(T) = 3 c’est 4 et pour xp(T) = 4 c’est 8. De plus, Py est l'unique arbre a 4 sommets
qui nécessite 3 couleurs. Les deux arbres a 8§ sommets qui nécessitent 4 couleurs sont
(1) Uarbre de diamétre 4 avec n3 =2, ny =1 et L =ny =0, appelé Ag ; et (ii) l'arbre
de diametre 5 ou les deux sommets centraux sont de degré 3 et pour chaque sommet

central, ses trois voisins sont de degrés respectivement 1, 2 et 3, appelé Bs.

Ag BS

F1G. 2.5 — Les plus petits arbres avec y,(7) = 4

Le nombre broadcast chromatique d’une classe particuliere d’arbre ne varie pas par

la suppression d’un certain sommet pendant.

Proposition 2.11. [32] Soit T' un graphe différent de Py. Supposons que T contient une
chaine {t,u,v,w} ot t est de degré 1, u et v sont de degré 2. Alors xp(T') = xo(T' —1).

Comme application de la Proposition 2.11, on peut affirmer directement que x,(P,) = 3

pour tout n > 4.

Théoréme 2.2. [32] Pour tout arbre T d’ordre n, on a x,(T) < ™%, excepté pour les

casn =4 ou 8, ou il faut ajouter % a la borne, et ces bornes sont atteintes.

L’arbre extrémal Ty, d > 2, qui atteint la borne du Théoreme 2.2 est construit
comme suit : Il est de diametre 4; ny =ng =1, no =0, L = d — 2 et tous les som-
mets larges sont de degré exactement 4. L’arbre Ty a 4d — 3 sommets et on a bien

d+1=%donexb(Td):d+l.

La borne supérieure définie dans le Théoreme 2.2 peut étre améliorée pour la sous

classe des graphes binaires complets. Encore mieux, elle sera indépendante de 'ordre
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de I'arbre. Commencons par définir ce qu’est un arbre binaire complet.

Un arbre binaire est un arbre ou tous les sommets sont de degrés 1, 2 ou 3.

On définit par induction 1’arbre binaire complet Bj, comme suit :
1. B; par défintion est une racine, ce sommet est de niveau 1.

2. By, est construit a partir de Bj,_; et ajoutant deux nouvelles feuilles a chaque
feuille de Bj_; (qui deviendra alors support dans By,). Ces nouvelles feuilles sont

de niveau h.

La taille d'un arbre binaire complet Bj vaut h.
Tout arbre binaire complet avec une taille supérieure ou égal a 3 peut étre broadcast
colorié par au maximum 7 couleurs. Le nombre de couleurs reste le méme pour les

grands arbres binaires.

F1G. 2.6 — Broadcast coloration d’un arbre binaire complet a 4 niveaux

Théoréeme 2.3. [32] Tout arbre binaire complet By, ot h > 3 vérifie x,(Bp) < 7.
Théoreme 2.4. [32] Tout arbre T avec des sommets de degrés 1, 2 et 3 et de diamétre

> 14 vérifie x,(T) < 7.

Broadcast coloration pour la classe des hypercubes

L’hypercube de dimension d (noté @4) est le graphe dont tous les sommets repré-

sentent les d-uplets de {0,1}¢. Deux sommets sont adjacents si et seulement si, ils
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different exactement d’une composante.

(1,0,0) (1,0,1)

(0,0,0) (0,0, 1)

(1,1,0) (1,1,1)

(0,1,0) 0,1,1)

FiG. 2.7 — L’hypercube Q3

Pour les petites valeurs de n, la valeur exacte de x;(Q,,) est donnée par la proposition

qui suit :

Proposition 2.12. [14] On a : x,(Q1) = 2, xs(Q2) = 3, xp(Q3) =5, xs(Q4) = 7 et
X(Q5) = 15.

Pour la valeur asymptotique, on a
Proposition 2.13. [14] x,(Qn) ~ (% — O(%)T)

Le tableau suivant donne quelques bornes du nombre broadcast chromatique de @,
pour 6 <n < 11.

n |6 7 8 9 10 11
o(@Qn) > [15 28 63 132 285 610
o(@Qn) < [ 25 49 95 219 441 881

TAB. 2.1 — Quelques bornes de (@)
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Chapitre 3

Broadcast coloration de quelques

classes de graphes

Dans ce chapitre, nous déterminons des valeurs exactes du nombre broadcast chro-
matique des couronnes des chaines et des cycles, ensuite, nous établissons soit des

valeurs exactes, soit des bornes pour différentes classes de chenilles.

3.1 Couronnes

La couronne d’'un graphe G, notée Cr(G), est le graphe obtenu a partir d’'une copie

de G dans laquelle on attache un sommet pendant a chaque sommet de G.

G Cr(G)

F1G. 3.1 — Un graphe G avec sa couronne Cr(G)
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Chapitre 3 Couronne dune chaine

3.1.1 Broadcast coloration de la couronne d’une chaine

Soit P, = {z1, ..., x, } une chaine de longueur n et Cr(P,) la couronne de P,. Notons

Y1, ---, Yn les sommets pendants adjacents aux sommets xq, ..., ¥, respectivement.

T To T3 T4 X5 Tg Ty Ty X9 Tp1 Tp
Y1 Y2 Ys Y« Ys Ys Yr  Ys Yo Yn—1 Yn

Fic. 3.2 — Couronne d’une chaine de longueur n

Proposition 3.1. Pour tout entier n, n > 11, on a :

xo(Cr(P,)) = 5.

Il n’est pas difficile de trouver que x,(Cr(P,)) = 3 pour n € {2,3} et x,(Cr(P,)) =
4 pour n € {4,..,10}.
Preuve. Montrons que x,(Cr(P,)) <5 pour tout entier n, n > 11. Pour cela, consi-
dérons la fonction m définie comme suit :

Si x; est un sommet support posons,

1 st 1 =1[2],
m(x) =9 3 sii=2[4],
2 si i = 0[4]
et si y; est un sommet pendant posons,
1 si 1 =0[2],
(y;) = 4 si i = 1[4],
5 si 1 = 3[4].

La fonction m représente une fonction broadcast coloration périodique sur Cr(P,) d’ou
xo(Cr(P,)) <5 pour tout entier n, n > 11.
Montrons l'inégalité dans 'autre sens, et supposons que 4 couleurs suffisent pour colo-

rier la couronne d’une chaine de longueur supérieure ou égale a 8. Nous distinguons
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Chapitre 3 Couronne dune chaine

Fi1G. 3.3 — Broadcast coloration de la couronne d’une chaine de longueur n

quatre cas suivant le choix de la couleur affectée a xs.

Cas 1. m(xy) = 1.

Sim(x3) =2, alors soit m(ys) = 3 et m(x1) =4, soit w(ya) = 4 et w(xy) = 3, et par suite
m(zy) = 1. Dot x5 et yq, voisins de x4, vérifient w(ys) = 7(x5) = 3. Contradiction.

Si m(x3) = 3, alors soit w(ye) = 2 et w(xy) = 4, soit w(y2) = 4 et w(xy) = 2, et
par suite m(xy) € {1,2}. Dans le cas ot m(xy) = 1, x5 et ys, voisins de x4, véri-
fient w(ys) = w(xs) = 3, et dans le cas ou w(xg) = 2 alors w(xs) = 1 et par suite
7(ys) = m(x¢) = 4. Dans les deux cas on obtient une contradiction.

Sim(x3) =4, alors soit w(ys) = 2 et w(x1) = 3, soit w(ya) = 3 et w(x1) = 2 et par suite
m(xy) € {1,2}. Dans le cas ot w(xy) = 1, alors w(xs) € {2,3}. Si w(x5) = 2, alors
m(ys) = 3 et w(xg) = 1 et par suite w(yg) = w(x7) = 4. Contradiction. Si w(xs) = 3,
done m(yy) = 2 et w(xg) € {1,2}. w(xg) = 1 implique w(yg) = w(x7) = 2 et w(xg) = 2
implique w(x7) = 1. D’ou w(y;) = w(xs) = 4. Contradiction. Dans le cas ot w(xy) = 2,
alors mw(xs) € {1,3}. Si w(xs) = 1, alors w(ys) = w(xg) = 3 et si w(xs) = 3, alors

m(zg) = 1. Dot m(ys) = m(x7) = 2. Contradiction.

Cas 2. m(xq) = 2.

On peut supposer, sans perte de généralité, que m(x;) # 1, pour i > 2, puisque ce cas
se ramene au cas 1. Ainsi w(x3) € {3,4}. Si w(x3) = 3 alors w(x4) = 4,7(x5) = 2 et
par suite xg ne peut étre colorié. Si m(x3) =4 alors w(xy) = 3, w(xs) = 2 et par suite

Tg ne peut aussi étre colorié.

Cas 3. w(xq) = 3.
On peut supposer, sans perte de généralité, w(x;) # 1 et w(x;) # 2, pour i > 2, puisque

ces deux cas se ramenent auz cas 1 et cas 2.
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Donc m(x3) =4 et par suite w(y3) = m(x4) = 2. Contradiction.

Cas 4. m(x5) = 4.

Donc m(x3) € {1,2,3}, ces trois possibilités se ramenent aux cas 1, cas 2 et cas 3.

En conclusion, 4 couleurs sont insuffisantes pour colorier une couronne d’une chaine

de longueur supérieure ou égale a 11. D’ot x,(Cr(P,)) > 5 , et l’égalité en découle.

3.1.2 Broadcast coloration de la couronne d’un cycle

Soit Cr(C,,) la couronne d'un cycle C,, = {xy, ..., x,, x1} de longueur n. Notons par

Y1, ---, Yn les sommets pendants adjacents aux sommets de C),.

n Y2 Ys Ya Ys Ye Y Ys Y9 Yn—1 Yn

Fia. 3.4 — Couronne d’un cycle de longueur n

Pour la couronne du cycle, nous avons un résultat identique a celui de la couronne
d’une chaine.

Pour les autres valeurs de n, le résultat est donné par la proposition suivante.

Proposition 3.2. Pour tout entier n, on a :

4 sin e {3,4},

5  sinon.

Preuve. Pourn € {3,4}, on peut vérifier que x,(Cr(C,,)) = 4, et pourn € {5,6,7,8},
Xo(Cr(Cn)) = 5.

Comme Cr(P,—_1) est un sous graphe induit de Cr(C,,), alors x,(Cr(Cy)) > xp(Cr(Pn-1)),
c.a.d. xp(Cr(C,)) > 5 pour n > 9.
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Cr(Cs) Cr(Cy)

Fia. 3.5 — Broadcast coloration de Cr(C,,) lorsque n € {3,4}

Supposons maintenant que n > 9, et déterminons une borne supérieure pour x,(Cr(Cy,)).

Considérons les broadcast colorations périodiques suivantes.

F1a. 3.7 — Broadcast coloration de la couronne d'un cycle de longueur n = 1[4]
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F1G. 3.9 — Broadcast coloration de la couronne d’un cycle de longueur n = 3[4]

De ces colorations nous obtenons l'inégalité x,(Cr(C,)) <5

Passons maintenant a une autre classe de graphes, qui est la classe des chenilles.

3.2 Chenilles

Une chenille, notée C'h, est un arbre tel que, si on supprime tous ses sommets pen-
dants, on obtient une chaine C' = {vy,...,v,}. La chaine C' est appelée épine dorsale
et ses sommets sont appelés épines. Les épines qui ne sont pas supports sont appelées
troncs.

Le code d'une chenille Ch est C[Ch] = [l1,13,...,1,] ou [; est le nombre de sommets
pendants adjacents au sommet support v;, I; # 0 et [,, # 0. Dans le soucis de simplifier
les notations, des parentheses et des puissances seront employées :

Par exemple [3, 3, 3, 3] et [0,2,0,2,0,2,0,0,2,0,2] seront notés [(3)4] et [0, (2, 0)3, (0,2)?]
respectivement.

Avant de donner des résultats sur les chenilles en général, commengons par en

étudier quelques classes.
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(2) C[Ch] = [1,2,0%,3] (b) C[CH] = [(12,0)2,1]

F1G. 3.10 — Codage de deux chenilles

3.2.1 Chenille alternative

Une chenille alternative de longueur n, notée Ch”,,, est une chenille définie par le
code C[Chh,] = [l1,0,13,0, ..., 1,—2,0,1,] avec I; # 0 pour i = 1[2].
Pour une chenille ChY,,, notons 1, xa, ... ses sommets supports, x, x5, ... ses sommets
troncs et pour ¢ = 1,..,[§], {¥i1, Y2, .-, Yir, } I'ensemble des sommets pendants adja-

cents au sommet z;.

’
/ / / / z;

T T ) Ty 3 L3 Tq Ly

Yir Yk Y21 Yok, Y31 Ysks Ya1  Yary I Yrgierm,g

Fi1G. 3.11 — Chenille alternative

Proposition 3.3. Pour tout entier n, n > 3, on a :
xo(Chgy) = 3.

Preuve. Considérons la broadcast coloration périodique suivante :

Fi1G. 3.12 — Broadcast coloration d’une chenille alternative

On obtient donc x,(Chl,) < 3 pour tout entier n, n > 3. Pour l'inégalité dans ’autre
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sens, il suffit de remarquer qu’une chaine de longueur n est un sous graphe induit d’une

chenille alternative, et donc 3 = xu(P,) < xo(Chl).

3.2.2 Chenille impaire

Une chenille impaire a n épines, notée C'hl est une chenille qui contient entre

zmpazr@

chaque paire de sommets supports successifs un nombre impair de troncs. Le code d'une

chenille impaire est donné par :

ClON paire) = (11,07 Iy 12,07, 01 1] avec k; = 1[2] et [; # 0 pour tout i =
1.,
Soient !, ..., z¥ les sommets troncs de Chmpaire Situés entre les deux supports z; et
Tit1-

Vil Y, 2,1 yz Io 3,1 Y3 I3 7",1 yrl

Fia. 3.13 — Chenille impaire

Proposition 3.4. Pour tout entier n, n > 3, on a :

(Ch?mpazre) =3.
Preuve. Montrons que xs(Chy,pire) < 3. Pour cela, il suffit de trouver une broadcast

coloration avec 3 couleurs. Ceci est possible en affectant aux sommets de l’épine dorsale
les couleurs : 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4,: 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, ... et aux sommets pendants la

couleur 1.

i 2(qu3)

F1G. 3.14 — Broadcast coloration d'une chenille impaire
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n
mpaaire”

La fonction m représente une fonction broadcast coloration périodique sur Ch

D’ot xp(Chl

impaire) < 3 pour tout entier n, n > 3.

Pour montrer linégalité dans 'autre sens, il suffit de remarquer que P, est un sous

graphe induit de C'h et donc 3 = xp(Pn) < xs(ChZ ).

impaire’ impaire

3.2.3 Chenille paire

n

Une chenille paire & n épines, notée Chy,,,.,

est une chenille qui contient entre
chaque paire de sommets supports successifs un nombre pair non nul de troncs. Le
code d'une chenille paire est donné par :

C[Ch™ .| = [l1, 0% 1y, 10,072 .. 0F=1 [ ] avec k; = 0[2] et I;, k; # 0 pour i = 1,...,7.

paire

. k. ; .
Soient x}, ..., ;" les sommets troncs de ChP%"¢ situés entre les deux supports z; et ;1.

il T T3 Ty
1 1 Jal A
Iy -T]fl T 113152
Yii Y Y21 Y21, Yz 1 Y3, Yr1 Y,

F1G. 3.15 — Chenille paire

Soient [, = {(k’l,k‘g) e N*2 . kl,kg = 0[4]}, I, = {(k‘l,kg) e N*2 . kl,kg = 2[4]}
et I3y = {(k1,ke) € N*? : ky = 0[4],k; = 2[4] et d(z1) = 2 ou d(x3) = 2}. Posons
I = Il U IQ U 13.

Proposition 3.5. Pour toute chenille paire C'h na:

n
paire’ 0

3 81 Chyyire admet exactement 2 sommets supports ou bien

Xo(Chipgive) = 3 sommets supports avec (ki, ko) € I ;

4  sinon.

Preuve.

Cas 1. Ch"

paire 0dMet exactement 2 sommets supports.

Considérons les broadcast colorations periodiques suivantes.
- Si ky = 0[4], on affecte a x1 la couleur 3, a xo la couleur 2, aux sommets pendants la

couleur 1 et aux sommets restants la coloration periodique 1, 2, 1, 8: 1, 2, 1, 3: ...
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F1c. 3.16 — Broadcast coloration d’une chenille paire avec exactement deux sommets
supports et k; = 0[4]

- Siky = 2[4], on affecte auz deux sommets supports la couleur 2, aux sommets pendants
la couleur 1 et aur sommets restants la coloration periodique

1,8°1,2,1,8°1,2, 1,3 ...

Fi1c. 3.17 — Broadcast coloration d’une chenille paire avec exactement deux sommets
supports et k; = 2[4]

Par ailleurs Py est un sous graphe induit de Chy .., donc xy(Chy,..) > 3. Dot
Xb(oh;aire) =3.

Cas 2. Chyype admet exactement 3 sommets supports.

- Si (k1, ko) € Iy, on affecte aux sommets pendants et aux sommets :cf tels que j = 1[2]

la couleur 1 et aux sommets restants les couleurs 2 et 3 comme suit :

2,8:2 8: ..

Fic. 3.18 — Broadcast coloration de Ch®

paire

avec C[ChS

paire

] = [lla 047 l6> 087 l15]

- Si (k1, ko) € Iy, on affecte aux sommets pendants et aux sommets xf tels que j = 0[2]

la couleur 1 et aux sommets restants les couleurs 2 et 3 comme suit :

2,8:2 8: .. (Voir F1c3.20).
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F1G. 3.19 — Broadcast coloration de C'hl!l | = [I1,0% 14,06, 11]

paire

avec C[Chl}

paire

- Si (k1,ka) € I3, on affecte a y11 la couleur 3, a x3 la couleur 2, aux autres sommets

pendants la couleur 1 et aux sommets restants 1, 2, 1, 8: 1, 2, 1, 3+ ... (Voir F1c3.21).

3 1 1 1 1

F1G. 3.20 — Broadcast coloration de C'h!3 ] =[1,0% 16,06, I13]

paire

avec C[Chl3

paire

Donc toutes les chenilles Chy,;.. tels que (i, kz) € I vérifient xy,(Chyyye) < 3.
Comme 3 = x3(Ps) < Xp(Chyire) on obtient xy(Chy.) = 3.

- Si (ki, ko) & I. Supposons sans perte de généralité que ky = 0[4], ko = 2[4] et d(xy),
d(xz3) > 3. On affecte la couleur 1 a tous les sommets pendants et les sommets troncs
xf tels que 7 = 1]2] et aux sommets restants, les couleurs 2, 8 ou 4 comme suit : 4, 2,

3, 2: 4,2 83, 2 .. Par exemple, pour Chl3.  on obtient : (Voir Fic3.22).)

paire’?

FiG. 3.21 — Broadcast coloration de C'hl3

paire

avec C[Ch!3

paire

] - [lh 047 l67 067 ZIS]

Il s’agit bien d’une broadcast coloration, donc xp(Chlire) < 4.

paire
Pour montrer l'inégalité dans 'autre sens, supposons que 3 couleurs suffisent pour co-
lorier ce type de chenilles. Naturellement m(xa) # 1 car d(x9) > 3. Si w(x2) = 2, alors

. ki ki—1 . ., ‘ )
la chaine {xy*,x{*"",...,x1} ne peut étre coloriée que comme suit : 1, 3, 1, 2: 1, 3,
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1,2:...:1,8 1,2 (resp. 1, 8, 1, 2: ...: 1,8, 1, 2: 1, 3, 2, 1) qui conduit d une
impossibilité d’affecter une couleur a au moins un sommet pendant yy;, (resp. x1). Si
m(x5) = 3 alors la chaine {x}, ..., 252} ne peut étre coloriée que comme suit : 1, 3, 1, 2
01,3, 1,2:...:1,3 1,2:1,2(resp. 1,8, 1, 2: ... . 1,8, 1, 2: 2, 1) qui conduit a
une impossibilité d’affecter un couleur a au moins un sommet pendant ys;, (resp. x3).
Dot xp(Chyyire) > 4 et par suite xp(Chyyye) = 4.

Cas 3. Chpgiren admet au moins 4 sommets supports :

Montrons que xy(Chy,;,.) < 4. Pour cela, considérons la coloration suivante :

Affectons la couleur 1 a tous les sommets pendants et les sommets troncs xf tels que

Jj = 1[2]. Auzx sommets restants, nous affectons les couleurs 2, 3 ou 4 comme suit : 2,

3,2, 4,5 2,8 2, 4, ... Par exemple, pour ChlS

paires OV obtient :

aire

Fi1G. 3.22 — Broadcast coloration d’une chenille paire C’h}f’

11 s’agit bien d’une broadcast coloration et donc, x»(Chpy.) < 4.

Montrons l'inégalité dans 'autre sens, et supposons que 3 couleurs suffisent pour colo-
rier une chenille paire avec auxr moins 4 sommets supports. Naturellement la couleur
des sommets supports non extremités de l’épine dorsale est différente de 1 puisque leur
degré est supérieur ou égal a 3.

On a m(zh?) =1 car m(z5?) = 2 (resp. w(25?) = 3) implique ©(z5>™') =1 et n(x3) =3
(resp. m(xs) =2 et w(x) = 1) et par conséquent le sommet £52~2 (eventuellement x)
(resp. x2) ne peut avoir aucune couleur parmi 1, 2 et 3. Il s’ensuit que w(25?) = 1 et
aussi m(xd) = 1.

Comme m(x}) = n(x5?) = 1, alors nous devons colorier des chaines de longueur ky

qui est paire, avec au mazimum 3 couleurs et () = m(x5?) = 1. Ceci est impossible

et par suite 4 < xp(Chlyive)- D0t Xp(Chlpire) = 4.

paire ‘paire
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3.2.4 Chenille simple

n

simples €St une chenille ou chaque sommet

Une chenille simple a n épines, notée Ch

épine x; est adjacent a exactement un seul sommet pendant y;. Le code d'une chenille

simple est C[ChZ;,,...] = [17].
T 4P Zs3 Ty X5 Ze X xg T Tp—1 Tp
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ys Y Ys Y9 Un—1 Yn

Fi1c. 3.23 — Chenille simple de longueur n

Remarque 3.1. Comme Chgimpie(n) est la couronne d’une chaine de longueur n, alors
pour tout entier n,n > 11, on a :

Xe(Chiimpie) = Xxo(CT(F,)) = 5.

simple

=3 pourn € {2,3} et xp(ChZ, ..) =4

simple

Il n'est pas difficile de trouver que x,(Ch
pour n € {4,..,10}.

Zimple )

3.2.5 Chenille double

Une chenille double a n épines, notée Chl ..., est une chenille oil chaque sommet
épine x; est adjacent a exactement deux sommets pendants ¥;1, y;2. Le code d'une che-

nille double est C[Ch}_ ...l = [2"].

T T xT3 Ty Ty In

Y1,1 Y1,2 Y21 Y22 Ys,1 Y32 Ya,1 Y42 Ys,1 Ys,2 Yn,1 Yn,2

Fi1G. 3.24 — Chenille double de longueur n
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Proposition 3.6. Pour tout entier n, n > 10 on a :

Xb(Chgouble) = 0.

Il n’est pas difficile de trouver que x4(C'h2, ) = 3, Xo(ChL 1) = 4 pour n € {3,4}
et xo(Chl, ) =D pour n € {5,...,9}.

Preuve. Considérons la coloration des sommets supports comme suit :
124825623425:124325623425:...

Les sommets pendants sont coloriés selon la fonction © qui suit :

Sim(x;) # 1, alors w(y;) = m(yn) =1, et si w(x;) =1 alors w(y;1) = 6 et w(y;2) = 3.
Il s’agit bien d’une broadcast coloration, et l'inégalité x,(Chl, m.) < 6 en découle.
Pour montrer l’inégalité dans ’autre sens, nous supposons que 5 couleurs suffisent pour
colorier une chenille double de longueur supérieure ou égale a 11. Pour cela nous dis-

tinguons cing cas suivant le choix de la couleur affectée a x-.

Cas 1. w(xq) = 1.

Si w(xs) = 2, alors {m(x1), 7(yo1), (y22)} = {3,4,5} et w(x4) = 1. Par suite m(x5) =
7(ya1) = 7(ya2) = 3. Contradiction.

Si mw(xs) = 3, alors {m(x1), m(y21), 7(y22)} = {2,4,5} et w(xq) € {1,2}. Sim(xy) =1
(resp. m(xy) = 2), on obtient w(xs) = 7(ys) = 7(ys2) = 2 (resp. w(xs) = 1 et
m(z6) = m(ys1) = 7(ys2) = 4). Contradiction.

Si m(x3) = 4, alors {m(x1),m(y21), 7(y22)} = {3,4,5} et w(x4) € {1,2}. Dans le cas
ou m(xy) = 1, alors {m(x5), 7(ya1), m(ya2)} C {2,3}. Contradiction. Dans le cas ou
m(xy) = 2, alors soit w(xs) = 1 et par suite w(xg) = 7(y51) = 7(ys2) = 3, soit w(x5) = 3
et par suite w(xg) = 1 et {m(x7),m(ye1), m(ye2)} € {2,5}. Dans les deux cas, on aboutit
a une contradiction.

Si w(xg) = 5, alors x1,Ye1, Y22 € {2,3,4} et w(xy) € {1,2}. Dans le cas ot m(x4) =
1, alors {m(x5),7(ya1), 7(ya2)} C {2,3}. Contradiction. Dans le cas ol w(xy) = 2,
alors soit w(xs) = 1 et par suite {m(x¢), m(ys1), m(ys2)} € {2,4} ce qui est impos-

sible, soit m(x5) = 3 et par suite w(xs) € {1,4}. Dans le cas ou m(zg) = 1, alors
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{m(z7), m(ye1), m(ye2)} < {2,4} et si w(xg) = 4 alors soit w(x7) = 1 et par suite
m(xs) = m(yrn) = 7(yr2) = 2, soit w(x7) = 2 et donc m(xs) = 1 et w(xg) = 7(ys1) =

m(ys2) € {3,5}. Dans les deux cas on aboutit a une contradiction.

Cas 2. m(x3) = 2.

On peut supposer, sans perte de généralité, que m(x;) # 1, pour i > 2, puisque ce cas
se ramene au cas 1.

Si m(x3) = 3, alors w(xy) € {4,5}. L'égalité m(xy) = 4, implique mw(x5) € {2,5}. Dans
le cas ou w(ws) = 2 (resp. w(xs) = 5), alors w(xg) = 5, w(xy) = 3, w(ws) = 2 et
m(xg) =4 (resp. m(xg) = 2 et w(x7) = 3) et par conséquent m(x10) & {2,3,4,5} (resp.
m(zs) & {2,3,4,5}), ce qui est impossible. L’égalité w(xy) = 5 implique x5 € {2,4}.
Dans le cas ot m(xs) = 2, (resp. m(x5) = 4) alors w(xg) = 4, m(x7) = 3, mw(xs) = 2 (resp.
m(xg) = 3, m(x7) = 3) et par conséquent w(xg) & {2,3,4,5} (resp. m(xg) & {2,3,4,5}),
ce qui est impossible.

Si m(x3) = 4, alors w(x4) € {3,4}. Si w(xy) = 3, on obtient w(x5) € {2,5}. L'éga-
lité m(xs) = 2, (resp. w(xs) = 5), implique w(xg) = 5 (resp. w(xg) = 2) et par suite
m(x7) & {2,3,4,5}, ce qui est impossible. Si w(x4) = 5, on obtient x5 € {2,3}. L’éga-
lité m(xs) = 2, (resp. w(xs) = 3) implique m(xg) = 3 (resp. w(xg) = 2) el par suite
m(z7) € {2,3,4,5}. Ce qui est impossible.

Si m(x3) =5 alors soit w(x4) = 3 et donc x5 € {2,4}. Dans le cas ou w(x5) = 2 (resp.
m(xs) = 4) alors w(xg) = 4 (resp. mw(xg) = 2) et par suite w(x7) & {2,3,4,5} (resp.
m(z7) & {2,3,4,5}), ce qui est impossible, soit w(xy) = 4 et donc x5 € {2,3}. Dans
le cas ot w(ws) = 2 (resp. w(xs) = 3) alors w(xg) = 3 (resp. w(xg) = 2) et par suite

m(x7) € {2,3,4,5} (resp. mw(x7) € {2,3,4,5}), ce qui est impossible.

Cas 3. w(xq) = 3.

On peut supposer, sans perte de généralité, que m(x;) # 1 et w(x;) # 2, pour i > 2,
puisque ces deux cas se ramenent auz cas 1 et 2.

Si m(xg) = 4 (resp. w(x3) = 5), alors w(x4) = 5 (resp. w(x4) = 4) et donc w(x5) &
{3,4,5}. Contradiction.

Cas 4. m(xq) = 4.
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m(xg) = 4 implique w(x3) = 5 et donc m(xy) € {1,2,3}. Ce cas est aussi impossible
puisque 'étude de chacune des cas m(xy) = 1, w(xy) = 2 et w(x4) = 3 se ramene aux

cas 1, Cas 2 ou Cas 3 précédemment étudiés.

Cas 5. m(x3) = 5.
L’égalité m(xo) = 5 implique w(x3) € {1,2,3,4}. Ce cas est aussi impossible puisque
Uétude de chacun des cas m(x3) = 1, w(x3) = 2, w(x3) = 3 et w(x3) =4 se raméne aux

Cas 1, Cas 2, Cas 3 ou Cas 4 précédemment étudiés.

3.2.6 Chenille triple

Une chenille triple a n épines, x1, o, ..., T,, notée Ch}.

triple> €St une chenille ot chaque

sommet épine z; est adjacent a exactement trois sommets pendants. Le code d'une che-

nille triple est C[Ch}, .| = [3"].

triple

T i) T3 Ty Ty Tn—1 Tn

Fi1G. 3.25 — Chenille triple de longueur n

Proposition 3.7. Pour tout entier n, n > 10, on a :

Xb(ch‘?m’ple) = 0.
On peut vérifier que Xb(Chfm-ple) =3, Xb(Ch?mple) =4 pourn € {3,4}, Xb(Ch‘?Tiple) =
5 pour n € {5,...,9} et x,(Chy,,;,.) = 6 pour n > 9.

Preuve. Considérons la coloration périodique suivante :

Auz sommets supports, nous affectons les couleurs
1523426325423624325162842532642852/,3826: 1523
426325423862,3251623/425326423524326 :

Pour les sommets pendants, on procede comme suit :
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Sim(x;) # 1, alors w(y;) = 7(yin) = 7(yie) = 1, et si w(x;) = 1, alors w(yn) = 2,
T(yin) = 3 et m(y;3) = 4.

1l s’agit bien d’une broadcast coloration, donc nous obtenons linégalité x,(Chi,.

) < 6.

Pour montrer linégalité dans l'autre sens, il suffit de remarquer que Chl, ;. €st un

n
triple

sous graphe induit de Ch pour n > 10. Pour n = 9, on peut étudier toutes les

colorations possibles pour conclure que xo(Chy,;,.) = 6. D’otl le résultat.

3.2.7 Chenille quadruple

n

quadruples €St une chenille

Une chenille quadruple a n épines,xy, To, ..., T,, notée Ch

ou chaque sommet épine x; est adjacent a exactement quatre sommets pendants. Le

code d'une chenille quadruple est C[Ch” | = [4"].

quadruple

I i) XT3 Ty Ty Tn—1 Tn

Fi1G. 3.26 — Chenille quadruple de longueur n

Proposition 3.8. Pour tout entier n, n > 35, on a :

Xo(Ch™ )=T.

quadruple
On peut vérifier que xo(Chyugrupie) = 3 X6(Chlyadrupie) = 4 PoOur n € {3,4,5},
Xo(Chyadrupre) = 5 pour n € {6, 7,8} et xo(Chyugrupie) = 6 POur n € {9, .., 34}.

Preuve. Considérons la coloration périodique suivante :

Aux sommets supports, nous affectons les couleurs
T7324523624382572342532462352432652342: 732452
3624325728425832462852432652842 :

Et auz sommets pendants, nous affectons la couleur 1.
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<

1l s’agit bien d’une broadcast coloration, donc nous obtenons lingalité xu(Chy,aqrupie) <

7.

Montrons l'inégalité dans 'autre sens et supposons que 6 couleurs suffisent pour co-
lorier une chenille quadruple de longueur supérieure ou égale a 35. Notons que pour
tout x;, © > 35, m(x;) # 1 car sinon les 6 voisins de x; auraient 6 couleurs différentes

choisies dans {2,3,4,5,6} et ceci est impossible.

Cas 1. m(x9) =6 et w(x3) =5

Ce cas signifie que m(xy) € {2,3,4}. Si w(xy = 2), alors {m(xs5),m(xs)} = {3,4}
et m(z7) = 2. Si w(xy) = 3, alors {m(xg), m(x7)} = {2,4} et si w(xy) = 4, alors
{m(x6), m(x7)} = {2,3}. Pour chacun des cas, il est impossible d’avoir une coloration

pour le sommet support suivant.

Cas 2. m(x) =6 et m(x3) =4

Ce cas signifie que w(x4) € {2,3,5}. Notons par C' la sous chaine de l’épine dorsale
qui commence par Ts.

Si m(xy) =5 (resp. w(xy) = 3), alors {m(xs5), m(x6)} = {2,3} (resp. {m(z5),7(x6)} =
{2,5}) et par suite le sommet support x; ne peut étre affecté d’aucune couleur.

Si w(xy) = 2, alors les seules possibilités de coloration pour la chaine C sont données

par (en respectant 'ordre des sommets supports dans la chaine) :
2.1) 642352432605 et on seraméne au Cas 1.

2.2) 642352436253 (resp. 64235243625 4) quiimplique {m(x14),m(x15)} =
{2,4} (resp. {m(x14),7(x15)} = {2,3}) et donc pas de couleurs possibles pour 1.

23) 64235246325/ 283625 et on seraméne a 2.2).
24) 6423524623524 8265 et on se rameéne au Cas 1.
25) 642352462835/ 28625 et on seraméne a 2.2).

26) 642352462354 2362} et donc w(xryy) = 3 ou w(xg) = 5 et
{m(z20), m(x21)} = {2,5} ou {m(xa0),7(x21)} = {2,3} et donc pas de couleurs

possibles pour Tas.

Cas 3. m(xy) =6 et m(x3) =3
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Ce cas signifie que m(x4) € {2,4,5}. St w(xy) =5, alors soit m(x5) =2 et w(wg) =4 et
donc m(x7) = 3, m(xs) = 2, m(x9) = 6 et w(x19) = 5, et on se raméne au Cas 1, soit
m(xs) =4, m(xe) = 2 et w(x7) = 3, et impossibile d’avoir une coloration pour le sommet
support w(xg). Si w(xs) = 2, alors les seules possibilités de coloration pour la chaine C

sont données par (en respectant l'ordre des sommets supports dans la chaine) :
3.1) 6325/ 826 et donc pas de couleur possible pour xyg.

3.2) 632542362 et doncnm(x1y) € {4,5} et on se raméne a 2.2) ou 2.6).
3.3) 6324530/ et on se ramene au Cas 2.

34) 63245236 et n(x1) =4 (resp. m(x11) = 2 et w(x12) = 4) et on se ramene
au Cas 2 (resp. a 2.6)).

Si m(x4) = 4, alors soit w(xs) =5, w(we) = 2 et w(xs) = 3, soit w(x5) = 2, w(xe) = 5,

m(z7) = 3, w(xg) = 2 et donc m(xg) € {4,6}. Si w(xg) = 6, on a w(x1) = 4, alors

on se ramene au Cas 2. Si w(xg) = 4, alors w(x1y) = 6 et les seules possibilités de

coloration pour la chaine C' données données par (en respectant l'ordre des sommets

supports dans la chaine) :

35) 6342532463524 3265 eton seramene au Cas 1).

3.6) 6342583246205 eton seraméne a 2.2).

37) 634253246325/ etdoncm(xys) € {2,3}. Sin(r5) =2, alors w(x16) = 3,
m(x17) =6, m(r18) = 2 et w(x19) € {4,5} et on se rameéne a 2.2) ou a 2.6).

38) 6342532462835 et donc w(xiy) € {2,4}. Si w(x14) = 2 alors w(x15) = 4,
m(x16) = 3 et w(x17) € {2,6}. w(x17) = 2 implique 7(x13) = 6 et w(w9) = 5 et
on se raméne au Cas 1. w(x17) = 6 implique w(x18) = 2 et w(x19) = 5 et on se

ramene au cas 2.2). (resp. m(x11) = 2 et w(x12) = 4) et on se raméne au Cas 2

(resp. a 2.6)).

Cas 4. w(x9) =6 et w(x3) =2
Ce cas signifie que w(xy) € {3,4,5}. w(xy) =5 (resp. w(xy) = 4), se ramene a 2.2)
(resp. a 2.6)). Si w(xy) = 3, alors les seules possibilités de coloration pour la chaine C

sont données par (en respectant l'ordre des sommets supports dans la chaine) :
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4.1) 62352483265 (resp. 6235243625 ) eton seramene au Cas 1 (resp.a
4.2) 623452362/ (resp. 6 234 523064) et on se ramene a 2.6) (resp. au Cas
4.3) 6 2 3 4 2 3 6 qui implique soit w(x10) = 2 et w(x11) = 4, qui se raméne a 2.6),

soit m(x19) = 4, qui se ramene au Cas 2.
4.4) 623425326 4 et on se rameéne au Cas 2.
4.5) 62342532/ 63 et on seraméne au Cas 3.

4.6) 6234253246235 4 236 2 ceci implique w(xa0) € {4,5} et on se ramene
a 2.2) ou 2.6).

4.7) 6234258246285 24 3 ceci implique w(x15) € {2,6} et on se ramene au
Cas 1. ou 2.2).

Cas 5. m(xy) =5

Ce cas signifie m(z3) € {2,3,4,6}. Si m(x3) = 6, alors w(v4) € {2,3,4} et on se
raméne au Cas 1, Cas 2 ou Cas 3. Si w(x3) = 4, alors soit w(xy) = 6 et w(x;5) € {2,3}
et on se raméne au Cas 3 ou 4, soit m(xy) = 3 et {m(zs5),n(x6)} = {2,6} et donc pas
de couleur possible pour xz7, soit w(xy) = 2 et (m(ws5), m(xs), m(x7)) = (3,6,2) (resp.
(x5, x6) = (6,3)) et on se raméne au Cas 4 (resp. Cas 3).

Si w(xg) = 3, alors w(xy) € {2,4,6}. Si w(xy) = 6, alors w(xs) € {2,4} et on se
ramene au Cas 2 ou Cas 4. Si w(xy) =4 (resp. w(x4) = 2), alors w(zs5) € {2,6} (resp.
m(zs) € {4,6}). w(xs) = 2 (resp. w(xs) = 4) implique 7(x¢) = 6 et m(x7) = 3 (resp.
m(zg) = 6 et w(x7) € {2,3}) et on se raméne au Cas 3 (resp. au Cas 4). w(x5) = 6
implique soit m(xg) = 2 et on se raméne au Cas 4, soit w(x¢) = 4 et on se raméne au
Cas 2.

Si m(xg) =2 alors m(xy) € {3,4,6}. Si w(xy) = 6 alors w(x5) € {3,4}, et on se raméne
au Cas 2 ou Cas 3. Siw(xy) =4 alors w(xs) € {3,6}. w(x5) = 6 implique w(x6) € {2, 3}
qui on se raméne au Cas 3 ou Cas 4, si w(x5) = 3 alors mw(xg) = 6 et w(x7) =2 (resp.
m(zg) = 2, m(x7) = 6 et w(xs) = 5) et on se ramene au Cas 4 (resp. au Cas 1). Si
m(z4) = 3 alors w(xs) € {4,6}. m(x5) = 6 implique w(xg) € {2,4} qui se raméne au Cas

2 ou Cas 4 et w(xs) = 4 implique m(xg) = 6 et w(x7) =2 (resp. w(xg) = 2, m(x7) =6
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et m(xs) € 3,5}) et on se raméne au Cas 4 (resp. au Cas 1 ou au Cas 3).

Cas 6. m(xg) =4

Ce cas signifie w(x3) € {2,3,5,6}. L’égalité m(x3) = 6 (resp. m(x3) = 5) implique
m(zy) € {2,3,5} (resp. w(xy4) € {2,3,6}) qui se rameéne au Cas 1, Cas 3 ou Cas /
(resp. au Cas 5). L’égalité m(xs) = 3 implique soit w(xy) = 2 et w(x5) € {5,6} qui se
ramene au Cas 1,..., Cas 5, soit w(xy) =5 (resp. w(x4) = 6) et w(xs) € {2,6} (resp.
m(zs) € {2,5}). Si w(xs) =2 (resp. w(xs) =5), alors n(xe) = 6 et w(x7) € {3,4} et on
se ramene au Cas 2 ou Cas 3 (resp. au Cas 4), et par suite w(x5) = 6 et w(xg) = 2 (resp.
m(xs) = 5) et on se raméne au Cas 4 (resp. au Cas 1). L'égalité w(x3) = 2 implique
soit m(x4) = 6 et w(x5) € {3,5} qui se raméne au Cas 1 ou Cas 3, soit w(xy) =5 et
m(z5) € {3,6} qui se rameéne au Cas 5, soit w(xy) = 3 et w(x;5) € {5,6}. Siw(ws) =5
alors m(xe) € {2,6} qui se raméne au Cas 5 et si w(x5) = 6 alors w(xe) € {2,5} et on

se ramene au Cas 1 ou Cas 4.

Cas 7. w(xqg) = 3

Ce cas signifie w(x3) € {2,4,5,6}. Siw(xs) = 6 alors w(xy) € {2,4,5} et on se ramene
au Cas 1, Cas 2 ou Cas 4. Sim(xs) =5 alors w(xy) € {2,4,6} qui se rameéne au Cas 5.
Si m(x3) = 4 alors w(x4) € {2,5,6} et on se raméne au cas 6. St w(x3) = 2 alors soit
m(x3) =4 et w(x5) € {5,6} et on se raméne au Cas 6, soit m(xy) =5 et w(x5) € {4,6}

et on se raméne au Cas 5, soit w(x4) = 6 et w(x5) € {4,5} et on se ramene au Cas 2.

Cas 8. w(xq) =2

Ce cas se ramene auzx Cas 1, ..., Cas 7 précédemment étudiés.

3.2.8 Chenille infinie

n

infinier €St une chenille ou

Une chenille infinie a n épines, x1, xs, ..., x, , notée Ch
chaque sommet épine x; est adjacent a au moins quatre sommets pendants. Le code

d’une chenille quadruple est C[Ch, ;0] = [l1, .-.[n] avec [; > 4.

Proposition 3.9. Pour tout entier n, n > 35 on a :

infinie
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F1G. 3.27 — Chenille infinie de longueur n

On peut vérifier que Xb(Ch?nfim‘e) = 3, Xb(Ch?nfim-e) = 4 pour n € {3,4,5},

infinie) = O pour n € {6, 7,8} et xo(Chi, inie) = 6 pour n € {9, .., 34}.

infinie

Preuve. Considérons la coloration périodique suivante :

Auz sommets supports, nous affectons les couleurs
T324523624382572342532462352432652342: 732452
362432572342583246235243265283/2 :

aux sommets pendants, nous affectons la couleur 1.

1l s’agit bien d’une broadcast coloration, donc nous obtenons lingalité xp(Chy, pinie) <

n

quadruple €St UM SOUS

7. Pour l'inégalité dans l'autre sens, il suffit de remarquer que Ch

graphe induit de Chl Done 7 = x,(Ch: ) < xo(ChZ

infinie* quadruple znfinie) :

3.2.9 Chenille quelconque

Théoreme 3.1. Pour tout chenille Ch, on a :
x»(Ch) < 7.

Preuve. Toute chenille Ch est une sous chenille de la chenille infinie, donc, x,(Ch) <

7.
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Nombre broadcast chromatique des

grilles

Le nombre broadcast chromatique des grilles x,(Gpxn) & été introduit par Goddard
et al. en 2008 [14]. Pour des cas particuliers des couples (m,n), ils ont déterminé soit
des valeurs exactes soit des bornes pour x,(Gy,,). Dans ce chapitre, nous élaborons
trois algorithmes qui nous permettent d’améliorer plusieurs bornes supérieures prou-
vées par ces auteurs et aussi de trouver des valeurs exactes ou des bornes supérieures

pour des cas non etudiés dans [14].

4.1 Résultats de Goddard et al. sur les grilles

Goddard et al. [14] ont déterminé soit des valeurs exacte de xy(Gpxn) pour m €
{2,...,5} et n quelconque, soit des bornes supérieures x,(Gxn) pour m =6 oum =17

et n € {6,...,16}.

m/m{2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 |12 4 4 4 5

3 4 556 6 6 6 6 6 7
4 5> 7T 7T T 7T T 8

3 T 7T 7T 8 8 9

TAB. 4.1 — Valeurs exactes de xp(Gmxn) trouvées par Goddard et al. [14]
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Chapitre 4 Nombre broadcast chromatique des grilles

m/m|[6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16|
6 /8 99 9 9 9 10 10 10 11 11
7 9 9 10 10 11 11 11 11 12 12

TAB. 4.2 — Bornes supérieures de x,(Gpxn) trouvées par Goddard et al. [14]

Théoréme 4.1. [14] Pour toute grille Gpn, Xo(Gmxn) < 23.

4.2 Algorithme Valeur Exacte

Nous allons présenter un algorithme qui utilise I'exploration en profondeur pour
obtenir une broadcast coloration d’une grille donnée G,,«, en fixant le nombre de
couleur k. L’algorithme s’arrétera si une une broadcast coloration est trouvée avec k
couleurs. Si ce n’est pas le cas, il continu a explorer toutes les colorations possibles

pour montrer que le nombre de couleur & est insuffisant.

4.2.1 Présentation des entrées (données)

m : Nombre de lignes de la grille.
n : Nombre de colonnes de la grille.

k : Le nombre de couleur supposé suffisant pour colorier la grille de taille m x n.

4.2.2 Présentation des sorties (Résultats)

Si nous arrivons jusqu’au sommet final de la grille avec une broadcast coloration
possible alors I’algorithme s’arréte et affiche ” le nombre k est suffisant pour colo-

rier toute la grille ” puis donne la broadcast coloration.
Sinon, il affiche "le nombre k n’est pas suffisant pour colorier toute la grille”.

4.2.3 Enoncé de P’algorithme

Cet algorithme utilise trois fonctions, la fonction "Test” permet de vérifier si un

sommet donné (7, j) peut prendre la couleur k, et cela est possible si la boule de centre
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Chapitre 4 Nombre broadcast chromatique des grilles

(,7) et de rayon k ne contient pas la couleur k, la fonction "Avance” comme l'indique
son nom, permet de passer d’'un sommet a un autre et la fonction "Recule” fonctionne

dans le sens inverse de la fonction "Avance”.

Algorithm 1 Valeur Exacte

1:

~N O Ot

10 :
11 :
12 :

13 :
14 .
15 :

16 :
17 :

données :
- La taille de la grille;

- Le nombre de couleur £ a tester;

: Inatiation :

- Se pointer sur le sommet (1,1);
- Affecter la couleur 1 au sommet (1,1);

- couleur :=1;

: Tant que (toute la grille n’est pas entierement coloriée) ou

(toutes les colorations ne sont pas encore testées) faire

Tester les conditions de broadcast coloration
Tant que (Test=faux) et (couleur < k) faire
augmenter la couleur du sommet ;
Refaire le teste;
Fin tant que
Si (Test=vrai) et (couleur < k) alors
Avancer : passer a un autre sommet ;
Fin si
Si (Test=faux) et (couleur=k) alors
Effacer la couleur du sommet ;
Reculer : revenir au sommet précédent ;
Fin si
Fin Tant que
Si (Tous les sommets de la grille sont coloriés) alors
Afficher "L’ordre k est suffisant pour colorier cette grille”
Afficher la coloration trouvé
Fin si
Si (Toutes les colorations sont testées sans arriver a une broadcast coloration) alors

Afficher "Le nombre k n’est pas suffisant pour colorier cette grille”

Fin si
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Chapitre 4 Nombre broadcast chromatique des grilles

les résultats obtenus par cet algorithme et par les algorithmes qui suivent pro-
viennent d’un ordinateur de processeur : Intel(R) Core(TM)2Duo CPU T7250 2.00GHz
2.00Ghz

En exécutant algorithme précédent, nous remarquons que le temps d’exécution croit

tres rapidement et qu’a partir de (m,n) = (7, 10), il nous a été impossible de 'exécuter.

Il est évident que I'algorithme est de complexité exponentielle, puisqu’au pire des
cas, il explore toutes les colorations possibles pour dire que le nombre k est insuffisant
pour colorier une grille de taille m X n en respectant les conditions d’une broadcast
coloration. Nous avons m x n sommets et chaque sommet peut prendre k couleurs c.a.d.
nous aurons k"™*™ cas possibles. Ainsi nous le déroulons que pour des petites valeurs

de m et n.

Commencons par donner la valeur exacte du nombre broadcast chromatique des

grilles Gy, , pour m < 5 et n quelconque, et pour quelques couples ot m € {6, 7}.

Proposition 4.1. On a :

sim=2etn>06;

sim=3etn>12;
Xb(Gan):
stm=4etn>10;

© oo = Ot

\ sim=>5etn>10;

Le tableau TAB 4.1 regroupe les résultats établis dans la Proposition 4.1 complété

par les autres valeurs exactes de Xp(Grxn) en utilisant I’Algorithme Valeur Ezacte.

Preuve. Déterminons une borne supérieure pour Xp(Gmxn) lorsque m € {2,3,4,5}.
Considérons les broadcasts colorations périodiques suivantes pour m = 2 et n > 6,

m=3etn>12, m=4 etn > 10 et pour m =5 et n > 10.
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TAB. 4.3 — Valeurs exactes de xp(Gixn)

1 2 1 3 1 5|1 2 1 3 1 5
31 4 1 2 1/3 1 4 1 2 1
F1G. 4.1 — Broadcast coloration de Gay,

31 2 1 3

1

21 3 1 2
41516 141517 1|4 15161415 171

1

1 21 3 12 1312 1 3

3121 312 1 3 1 2

31 21 31 2 1 3 1 2|1

1

F1G. 4.2 — Broadcast coloration de Gsy,

7

1
51 6 1 413 12151614131

13121312171 312131 2

2

1

1 5181 4131215 1 8
31217131213 121713121

141 3 1 2

F1G. 4.3 — Broadcast coloration de Gy,

12131 21312131213

416 1 5181416 15 191

1 31 2131213 1 2
51 71 41915 1714181

1 3 1 2

121312131213

1 2 1 3

Fi1G. 4.4 — Broadcast coloration de Gsy,
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A partir des colorations ci-dessus nous déduisons les bornes supérieures suivantes :

sim=2etn>6;

sim=3etn>12;
Xb(Gan>

IN

stim=4etn>10;

© oo I Ot

stim=>5 etn > 10.

En exécutant I’Algorithme Valeur Ezacte pour m = 2, n = 6 et k = 4, il affiche “le
nombre "4 est inssuffisant pour colorier la grille Gag” et donc 5 < xu(Gag). Comme
Glag est un sous graphe induit de Gy, n > 6, on obtient 5 < xp(Gan). D’ot le résultat.
Le méme raisonnement est valable pour prouver que xp(Gsn) = 7, Xo(Gan) = 8 et

Xb(GS,n) =9.

4.3 Algorithme Borne Sup 1

Toutes les colorations optimales déja obtenues, utilisent la couleur 1 alternative-
ment, donc nous avons pensé a réduire le nombre d’exécutions de 'algorithme précé-
dent en commencant par colorier les sommets de la grille avec la couleur 1 lorsque cela

est possible, donc on pose :

7(i,7) = 1 sii et j sont de méme parité,
7(i,7) # 1 sinon.
Ce nouvel algorithme explore (k — 1)l2*) cas au lieu de k™. C’est aussi un al-
gorithme exponentiel, mais nous ne pouvons pas dire qu’il donne le nombre broadcast
chromatique. Ainsi, les résultats obtenus sont considérés comme des bornes supérieures

qui nous paraissent bonnes vues qu’elles sone les mémes que celles obtenus par 1’algo-

rithme Valeur Exacte.

4.3.1 Principe de I’algorithme

Nous avons modifié I’algorithme valeur exacte en commencant par fixer la couleur

des sommets (1, j) tel que i et j sont de méme parité (nous affectons pour ces sommets
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Chapitre 4 Nombre broadcast chromatique des grilles

la couleur 1) puis en explorant en profondeur les autres sommets de la grille sans passer
par les sommets de couleur 1. Soit nous arrivons a une broadcast coloration possible
soit nous explorons toutes les colorations possibles pour montrer que le nombre de cou-

leur est insuffisant.

4.3.2 Enoncé de P’algorithme
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Algorithm 2 Borne Sup 1

1: données :
- La taille de la grille;

- Le nombre de couleur k a tester;
2 : Initiation :
- Pour i=1 a m faire
pour j=1 a n faire
si (i et j sont de méme parité) alors
m(i,j) =1;
finsi

finpour
finpour

- Affecter la couleur 2 au sommet (2,1);
- couleur :=2;
3 : Tant que (toute la grille n’est pas entierement coloriée) ou
(toutes les colorations ne sont pas encore testées) faire

Tester les conditions de broadcast coloration
Tant que (Test=faux) et (couleur < k) faire

augmenter la couleur du sommet ;

g O Ot

Refaire le test ;

Fin tant que

Si (Test=vrai) et (couleur < k) alors
Avancer : passer a un autre sommet ;

Fin si

10 : Si (Test=faux) et (couleur=k) alors

11 Effacer la couleur du sommet ;

12 : Reculer : revenir au sommet précédent ;
Fin si

Fin Tant que

13 : Si (Tous les sommets de la grille sont coloriés) alors

14 : Afficher "L’ordre k est suffisant pour colorier cette grille”
15 Afficher la coloration trouvé
Fin si

16 : Si (Toutes les colorations sont testées sans arriver a une broadcast coloration) alors

17 Afficher "Le nombre k£ n’est pas suffisant pour colorier cette grille”

Fin si
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Proposition 4.2. On a :
(

10 pour m =6 etn > 12;
Xo(Gmxn) < ! pourm =T et 15 <n < 28;

12 pourm =7 etn>29;

12 pour m = 8 et n > 28.

\

Le Tableau TaB 4.2 regroupe les résultats établis dans la Proposition 4.2 complété

par les autres valeurs de x;(Gxn) trouvées en utilisant 1’Algorithme Borne Sup 1.

m\n|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 27 28 29
6 999 9 9 9 10 10 10 10 10* 10 10 10 10
7 9 9 10 10 10* 10* 10* 10 11* 11 11 11 12 12
8 9 10 10 10 11 11 11 11 11 11 1 12 12
9 10 11 11 11 11 1
10 1 11 11

TAB. 4.4 — Bornes supérieures de x;(Gpnxn) obtenues par 1’Algorithme Borne Sup 1

Les valeurs pour lesquelles une étoile est mise ne exposant sont des bornes meilleures
que les bornes trouvées par Goddard et Al. [14] et les valeurs soulignées sont de nou-

velles bornes.

Preuve. Les inégalités se déduisent directement des colorations suivantes :

1 31213 1 2 1 3 1 2 1 10
214181 5 19141 3 1
171312 1 3 1216 1 5
312161 4 1 71312 1
191513 1 215181 4
21 3 12110131213 1

Fi1c. 4.5 — Broadcast coloration de Ggyp,

Vue la densité du tableau, nous enlevons les sommets de couleur 1 dans la représenta-

tion des colorations dans la grille.
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2 3 2 3 2 3 23 2 3 2 3 23 2 3 2 3 2 3 2 32
5 6 11 4 7 10 4 5 7 8 5 4 7 5 4 6 5 8 7 9 4 5 7
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 23
8 4 9 5 12 8 6 9 11 4 6 12 9 8 10 7 11 4 6 5 10 8 4
2 3 2 3 2 3 23 2 3 2 3 23 2 3 2 3 2 3 2 32
0 5 7 6 4 5 7 4 5 10 7 5 4 6 5 4 9 5 12 4 7 6 5
3 2 3 2 3 2 32 3 2 3 2 32 3 2 3 2 3 2 3 23
F1G. 4.6 — Broadcast coloration de G7y,
T3 2 3 2 3 2 3 2 3 2|7 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
3 2 8 5 4 9 6 7 5 4 6/3 2 8 5 4 9 6 7 5 4 6
2 4 3 2 3 2 3 2 3 2 5|12 4 3 2 3 2 3 2 3 2 5
2 3 2 6 7 5 8 4 10 11 3|2 3 2 6 7 5 8 4 10 11 3
9 510 3 2 3 2 3 2 7 4,9 5 10 3 2 3 2 3 2 7 4
3 2 3 2 11 4 12 5 6 3 23 2 3 2 11 4 12 5 6 3 2
6 7 4 5 3 2 3 9 4 5 &8/ 6 7 4 5 3 2 3 9 4 5 8
2 3 2 3 2 6 7 2 3 2 3|2 3 2 3 2 6 7 2 3 2 3

Fi1c. 4.7 — Broadcast coloration de Ggy,,

Nous remarquons que le temps d’exécution croit tres rapidement a cause de la com-
plexité exponentielle de cet algorithme, donc a partir de m = 11, nous n’avons pas pu

obtenir des résultats.

Maintenant nous donnons quelques bornes supérieures des grilles avec m € {9, 10, ..., 23}.

4.4 Algorithme Borne Sup 1,2,3

Pour obtenir des bornes supérieures de x3(Gp.n), impossible a avoir avec 1’Algo-
rithme Borne Sup 1, nous avons pensé a élaborer un algorithme de complexité moindre.
Nous commengons par colorier une partie des sommets de G,,,, avec les couleurs 1, 2

et 3 de la maniére suivante :

1 siiet j sont de méme parité
m(i,7) =< 2 si(i=1[4] et j=2[4]) ou (i = 3[4] et

j=2 ou 7
3 si(i=1[4] et j=0[4]) ou (: =3[4] et j=2[4])
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mXn

Ce nouvel algorithme explore (k —3)L2/%[31 cas au lieu de (k —1)1727). Cest aussi

un algorithme exponentiel, mais il nous a permis d’obtenir des bornes supérieures.

4.4.1 Principe de I’algorithme

L’algorithme Borne Sup 1,2,3 commence par affecter les couleurs 1, 2 et 3 d’une
facon bien définie puis il explore en profondeur les autres sommets de la grille sans
passer par les sommets de couleurs 1, 2 et 3. Ainsi, soit il arrive a une broadcast
coloration soit il continu a explorer toutes les colorations possibles pour montrer que

le nombre de couleur est insuffisant.

4.4.2 Enoncé de ’algorithme
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Algorithm 3 Borne sup 1,2,3

1: lire :
- La taille de la grille;
- Le nombre de couleur k a tester;
2 : Initiation :
- Pour i=1 a m faire
pour j=1 a n faire
si (i et j sont de méme parité) alors
m(i,j) =1;

finsi

si (i =1[4] et 7 =2[4]) ou (i = 3[4] et j = 0[4]) alors
m(i,7) = 2;
finsi
si (i = 1[4] et j = 0[4]) ou (z = 3[4] et j = 2[4]) alors
m(i, j) = 3;
finsi
finpour
finpour

- Affecter la couleur 4 au sommet (2,1);
- couleur :=4;
3 : Tant que (toute la grille n’est pas entierement coloriée) ou

(toutes les colorations ne sont pas encore testées) faire

Execution des instructions de 4 a 17 de I’Algorithme Valeur Exacte.

D’autres nouvelles bornes de xp(Gpxn) sont obtenues avec I’Algorithme Borne Sup

1,2,3. Ils s’enoncent comme suit :
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10 pourn =9
11 pour n € {10,...,14}
12 pour n € {15,16}

e Sim =9, alors x4(Grxn) <

13 pour n > 17

11 pour n € {10,11,12}
13 pour n € {13,14}

14 pour n € {15,...,42}
15 pour n > 43

e Sim = 10, alors x5(Grixn) < 3

13 pour n € {11,...,14}
e Sim =11, alors x4(Gmxn) < § 14 pour n € {15,...,42}

15 pour n > 43

(

13 pour n € {12,13}
14 pour n € {14, ...,23}
15 pour n € {24,65}
16 pour n > 66

e Sim € {12,13} alors xp(Grixn) < 3

14 pour n € {14, 15}

15 pour n € {16,...,25}
16 pour n € {26,...,195}
17 pour n > 196

e Sim € {14,15} alors xp(Grixn) < 4

15 pour n € {16,...,21}
e Sim € {16,17} alors x4(Gmxn) < { 16 pour n € {22,...,41}

17 pour n > 42

16 pour n € {18,...,23
e Sim € {18,19} alors xp(Grxn) < P { }

17 pour n > 24

16 pour n € {20,21}
e Sim € {20,21} alors x4(Gmxn) < § 17 pour n € {22,...,31}

18 pour n > 32
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17 pour n € {22,23}
e Sim € {22,23} alors x3(Gimxn) < { 18 pour n € {24, ...,60}
20 pour n > 60

18 pour n € {24,25}
o Sim € {24,25}, alors x4(Gmxn) < { 19 pour n € {26, ..., 36}
22 pour n € {36,...,76}

Notons que pour m > 24 et n > 24, Goddard et al. [14] ont proposé 23 comme borne

supérieure pour Xp(Gpxn)-

4.5 Comparaisons et commentaires sur les trois al-
gorithmes

e [’Algorithme Valeur Exacte sur de petits exemples donne la valeur exacte tant que
I’espace d’exploration reste petit. Par exemple, pour trouver le résultat d’une
grille de taille 6 X 6, nous avons pu montrer que le nombre broadcast chromatique
vaut 8, car il explore (73%) en 24 heures mais pour une grille de taille 7 x 9 nous

avons attendu plus que 48 heures pour montrer le résultat mais en vain.

e [’Algorithme Borne Sup 1 nous a permis d’améliorer les bornes trouvées par Goddard
et al.[14] et méme de trouver des bornes pour des grilles de tailles moyennes allant
jusqu’a la taille (11 x 12). 11 explore (11%) en un temps de 24 heures. Pour une
grille de taille 12 x 12, nous avons attendu plus de 48 heures pour montrer le

résultat mais en vain.

e L’Algorithme Borne Sup 1 2 3, nous a permis d’obtenir des bornes supérieures pour
des grilles trés importantes (par exemple : x,(Gaosx7s) = 22, Xp(Gasxas) = 18).
Ces bornes restent toujours inférieures a la borne donnée par celle de Goddard
dans [14]. Malheureusement, nous ne sommes pas encore arrivés a généraliser

cette borne et cela a cause de la non périodicité des colorations trouvées.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes intéréssés principalement a 1'étude

du probleme de broadcast coloration.

Dans un premier temps, nous avons déterminé des valeurs exactes du nombre broad-
cast chromatique pour les couronnes des chaines et des cycles ainsi que pour quelques
classes de chenilles. Ensuite, nous avons proposé une borne supérieure de x,(G) lorsque

G est une chenille quelconque.

En dernier lieu, nous avons élaboré trois algorithmes pour déterminer soit des va-
leurs exactes, soit des bornes supérieures du nombre broadcast chromatique pour les
grilles. Les résultats de ces algorithmes, nous ont permis d’alémiorer plusieurs bornes
supérieures prouvées par Goddard et al. [14] et d’en obtenir d’autres pour d’autres

valeurs de m et n.

En conclusion, il serait intéressant de poursuivre et completer des travaux de re-
cherche sur le probleme de broadcast coloration. Comme perspectives a notre travail,

nous Proposons :
e Trouver d’autres bornes de x,(G) en fonction du diametre de G.
e Etude complete de x,(FP,,0P,) et de x5(Qq).

e Déterminer soit des valeurs exactes soit des bornes de x,(G), lorsque G est un tore

ou un cylindre.

e Déterminer des valeurs exactes et des bornes de x,(G) pour d’autres classes de

graphes (Graphes triangulés, graphes scindés, arbres; ...)
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e Trouver d’autres caractérisations des graphes vérifiant x,(G) = 3.
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