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Une généralisation sur les nombres
de Stirling

Résumé
Nous dérivons des formules explicites pour des puissances arbitraires des opérateurs
différentiels. Ces formules ménent aux généralisations des
nombres de Stirling et Bell conventionnelle et donner une généralisation des relations de
Dobinski. En passant par le cas classique , puis une premiére généralisation , finalement

une deuxiéme généralisation . en donnant leurs propriétes dans les trois cas .
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Introduction

La formule dite de Stirling, qui donne une évaluation de n! pour les grandes valeurs de
n, est au centre des travaux menés au début du 18°¢ siécle sur les problémes probabilistes
de passage a la limite et d’approximations. La découverte des évaluations de n! par De
Moivre et Stirling a donné lieu a des travaux concomitants de ces deux mathématiciens avec
des échanges de correspondance, des corrections mutuelles autour des années 1730 [21][20].

Ce mémoire porte sur un cadre combinatoire général s’inscrit dans la combinatoire
énumératine, plus précisément autour des problémes d’opérateur de commande normale
des puissances et d’exponentiels de 'opérateur de boson entrant dans le cadre d’un prob-
leme de mécanique quantique [16]]22][1][2][8][9][10][11][14]. La solution adoptée meéne vers
les nombres de Stirling de Bell.

La relation standard de commutation de boson [a, af] = 1 peut étre réalisée par I'identification,
formellement, a = d/dx et a' = x donc [%, x} =1.

Ce travail est organisé comme suit : dans un premier chapitre, nous rappelons et in-
troduisons les nombres de Stirling de deuxiéme espéce ainsi que les nombres de Bell via le
produit de Hurwitz.

Le second chapitre est consacré a la premiére généralisation de ces nombres, avec leurs
propriétés et quelques exemples.

Enfin, le dernier chapitre présente une deuxiéme généralisation qui prolonge la premieére,

exprimant une interprétation de ces nombres en théorie des graphes.



Chapitre 1

Algébre de Hurwitz et nombres de

Stirling

1.1 Algébre de Hurwitz

Le but de ce chapitre est de présenter les nombres de Stirling dans le cas classique [17][15],
passant par ’algebre de Hurwitz [4][5]. Soit C' un corps commutatif de caractéristique zéro

et u: Z — C une suite de valeurs dans C' .
Notation 1.1.1 On conviendra de ce qui suit :

2(C)={u:7Z—C}

support(u) = {n,u(n) # 0} = supp (u)

ord u = inf supp (u) (éventuellement -00)
deg u = sup supp (u) (éventuellement +00)
s(C) ={u,ord u > -00}

50 (C) ={u, ordu>0}
f(C)={ues(C), supp(u) fini}

fj € s(C) défini par f; (n) =9;, ,j € Z



1.2. Composition des suites

Remarque 1.1.1 :

ord u est une valuation sur s (C')
Tout élément u de 5o (C) s’écrit u = Y u (j) f; , les f; forment une base de s (C') munie
j=0
de la topologie définie par 'ordre; sy (C) est le complété de f (C') dans cette topologie.

Définition 1.1.1 :

Pour u € s (C) ; on désigne par :
xn
gu(x) = u(n) — (1.1.1)
la série génératrice exponentielle (ou série de Hurwitz ) associée a la suite u.

Définition 1.1.2 :

Soient u et v dans so (C) , le produit de Hurwitz de u et v est défini par :

Guwr () = gu () g (2) (1.1.2)

Ainsi

(uwv) (n) = Y (Z)u(k)v(n—k:) (1.1.3)

Définition 1.1.3 :

L’ensembre de suite CN = {u: N — C} muni de l'addition et de produit de Hurwitz
est une C'—algébre commutative intégre , munie d’une valuation discréte définie par ’ordre
u— ord u ; qui est l’algébre de Hurwitz notée par A = A(C) .

Son corps de fraction est le corps de Hurwitz de C noté H = H (C)

1.2 Composition des suites

Soient u une suite d’ordre strictement positif (u € s¢ (C')) et v une suite d’ordre quelconque
fini (ordv > 1).

Alors la composé g, o g, () définit une série formelle qui sera notée gyoy.



1.2. Composition des suites

De plus
ord (v owu) = ordv.ordu
(v1 +v9) ou = (vy ou) + (v o u)
1 si k=mn,
Soit ey, (n) = symbole de Kronecker

0 si k#n.

alors
1
Gepou () = Hgfi (z) (1.2.1)

Définition 1.2.1 :

Les polynomes de Bell exponentiels partiels sont les polynomes B, i (u) definis par :

1

ea(2) = 195 (2) (122)
= 3 Bui () %; k=0,1,2.. (1.2.3)
n>k )

Proposition 1.2.1 :
Soit By (u) la suite By (u) (n) = By (u) telle que:

1
Hgﬁ () = g, () (7)

ainst
uwk

K

en notant u* la puissance k™ de u dans A.

exou(n) =

= By (u) (n)

alors pour toute suite v d’ordre >0, on a

o0

vou(n) = Zv(k)(ekou)(n)

k=0

= Y v(k)Bux(u)

n>k>0



1.2. Composition des suites

Preuve. :
On a
Goou () = go (gu (7))
N gn ;!w)
- ’;v (k) Z:k By (u) i—?

car ce sont des séires formelles

d’ou
vou(n)= Z v (k) By () (1.2.4)
n>k>0
c’est la formule de Faa di Bruno[17] u
Proposition 1.2.2 ://]
Soit Q; = {u € Ajord uw=1} alors (v,u) — v o u définit une loi de groupe sur €

d’élément neutre ey; U'inverse @ de u est la suite réciproque de u:
J
uoU=uUouU=e

siy =gy (x) alors

T = ga (y)
Exemple 1.2.1 :
. x" 1 sin>1
Soitg, () =e*—1=>" -, —,  avec a(n) =
oo 0 sin=0
alors
" (-D)" " (n—=1) s n>1

ga(#) =log (1+2) =D (~1)"""(n = D=, avec a(n) = 0 sim=0



1.2. Composition des suites

Exemple 1.2.2 :
Soit

go(z)=1—¢e"7 | avec a(n) =

alors

_ (n—1) sin>1
gz () = —log(l —x) , avec a(n)=

0 st n=0
Exemple 1.2.3 :
Pour p € C*, notons p? la suite f4 (n) = " ;
0 st n#0
Pour =0, 87 =eq, avec f" =eg(n) =
1 st n=0
alors

ggrou () = gao (gu (2))
w9 (2)
B Eoﬁ . n!

_ 3 ()

n!
n>0

= €Xp (ﬁgu (aj))
or  Bgu(z) = gsu () et

g (@) = I (g, @)

n>0

= Graopu (T)

alors

Blou=1%0 fu

Définition 1.2.2 :



1.2. Composition des suites

L’opérateur du shift , T , est défini sur sq (C) par
(Tu) (n) =u(n+1) (1.2.5)

et l'opérateur de dérivation q est défini sur so (C) par

(qu) (n) = nu (n) (1.2.6)
de sorte que gr. (x) = g, (x) et gy () = 200, (2)

Proposition 1.2.3 :
Soitv e A, ue M; tel que M ={u € A, ordu> 1}

T (vou)=[(Tv)ou|wTu (1.2.7)
q(vou)=I[(Tv)oujwqu (1.2.8)
Preuve.
* La premiére relation (1.2.7) est donnée comme suit:
d d
9T (vou) (CL') - % Y(vou) (I‘) - %gv (gu (I‘) )
= 9, (9u (2) ) g, ()
= 970 (9u () ) g7u ()
= g1vou () gru (2)
= J(Twou)wTu ('I)
* Et la deuxiéme relation (1.2.8) par
d
Gq(vou) (.CE) = x% 9(vou) ($)
= TGdTwvou (.T) 91w (.Z’)
= 91vou () (T - gu (7))
= J(Twvou)w(qu) (I)
d’ou la relation. [



1.3. Nombres de Stirling

Exemple 1.2.4 :
Soit By (u) =exou
En faisant agir Uopérateur T sur B,y (u) on obtient :
TByr(u) = T(exou)
= [(Tey) ou]wTu

0 si k#n+1

orTep =ep_q1 car Tex(n)=ex(n+1) et ex(n+1)=
1 st k=n+1

alors

TB,k(u)(n) = (ex—1 0u)wlu(n)
= Bq k-1 (u) (n) wlu (n)

S
5 (1)

S

dot  Bpiix( (n—j+1)

/\
S

Exemple 1.2.5 :

Associons a l'exemple précédent opérateur de dérivation

qBgx (u) (n) =q(erou)(n) =

d'ou nBy k. (u) =>

1.3 Nombres de Stirling

Les nombres de Stirling") sont définis de maniére combinatoire et algébrique [17] .

(DVoici la concordance entre les trois principales notations [17]: nombres de premiére espéce=s (n, k)
(Riodan, cette thése) =Sk (Jordan) = (=1)""%8; (n — 1,n — k) (Gould , Hagen,..) ; nombres de seconde
espece =S (n, k) = o = Sy (k,n — k)



1.3. Nombres de Stirling

1.3.1 Nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Définition 1.3.1 :
Le nombre de partitions’) d’un ensemble a n éléments en k sous-ensembles non vides
est appelé nombre de Stirling de seconde espéce, noté S (n, k) .

on a:
S(n,k)>0 sil<k<n

S(n,k)=0 sil<n<k (1.3.1)
S(0,0)=1etS(0,k)=0 sik>1

Les nombres de Stirling sont définis algébriquement par leurs fonctions génératrices:

Lemme 1.3.1 [17]:

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de seconde espéce:

6_1 ZSnk—T

Lemme 1.3.2 :/4/

Pour tous entiers n, k on a :

awk

Bue(0) =S (a.h) = 7

1.3.2 Nombre de Stirling de premiére espéce:

Définition 1.3.2 :
Le nombre de Stirling de premiére espéce s (n, k) compte le nombre de maniéres de ré-

partir n objets dans k-cycles disjoints non vides .

Lemme 1.3.3 [17]:

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiére espéce est :

(log(l—i—x»k :Zs(n k)ﬁ
Tl

k!
n>k

(U partitions en k sous-ensembles c’est donc aussi le nombres de relations d’equivalence a k classes sur cet

ensemble.



1.3. Nombres de Stirling

Lemme 1.3.4 :

Pour tout entiers n,k on a :

s(n,k) =eroa= B,y (a)

dwk

=7 pour k >1 (1.3.2)

Démonstration. :

D’aprés 'exemple 1.2.1 , on rappelle que : gz (z) = log (1 4+ z) et pour u = a, alors:

I
Va)
—~

S
=y
~—

1.3.3 Propriétés de S (n,k) et s(n,k) en utilisant les opérateurs

shift et dérivation:

Nous présentons ici quelques propriétés de ces nombres [17].

Lemme 1.3.5 :

Les nombres de Stirling vérifient la relation de récurrence suivante:

S(n+1,k):i(7)5(]’,k—1)

=0 \J

Démonstration. :

Par définition :

S(n,k)=eroa(n)

s(n,k) =e,oa(n) pourk>1

10



1.3. Nombres de Stirling

Appliquons les opérateurs shift sur S (n, k) on obtient

T (epoa)=[(Tex)oulwTa
TS(g,k) (n) =5 (n+1,k)
= ([ex—1 0 a]wTa) (n)
= (S(¢.k = 1) wTa) (n)
Sk =Y <?>S(j,k—1>Ta(n—j>

Jj=0
n

- <;L>S(j,k—1)a(n—j+1>

=0
or

a(n) = lpour n > 1

il en résulte
n

S+1,k)=Y G)S(j,k—n (1.3.3)

=0

ce qu’est le resultat. [

Lemme 1.3.6 :

Les nombres de Stirling vérifient aussi la relation de récurrence suivant:

Sn+1,k)=kS(nk)+S(nk—1), nk>1
S(0,k) =S(n,0)=0 sauf pour S(0,0)=1

Démonstration. :

Soit a = 19—e¢q c’est adire g, (r) = e*—1lalorsa(n) = 1pourn >1let a(0)=0

awk
TS(a,k) =T~
1
= 0 (Ta“k) wT1?
1' w(k—
= il (ka ( 1)) wld
or 19 = a+ ¢

11



1.3. Nombres de Stirling

alors
1 _
TS(qk) = = (a**Vw (a + ep))
B 1 wk w(k—1)
RCE] <C‘ )
wk w(k—1)
a
= M T o

dou Sn+1,k)=kS(n.k)+S(n,k—1)

ce qu’est le resultat.

[ ]
Lemme 1.3.7 :

Les nombres de Stirling de premiére espéce sont reliés par la relation de récurrence :

s(g+1,k)=s(q,k—1)—qs(qgk)
Démonstration. :
Pour les nombres de Stirling de premiére espéce ; s(n, k) =e,oa pour k > 1
_w(k—1)
comme l'inverse dans A de T'a est (e + €1) alors:
(eo+e)ws(qg+1, k)= s(qgk—1) et ey ws(q+ 1, k) =qs(q,k)
d’ou s(g,k+1)=s(q,k—1)—qs(q,k) (1.3.4)
[ ]

Remarque 1.3.1 :

On dennera une premiére défintion des polynémes de Bell

Définition 1.3.3 :

Les polynémes de Bell sont donnés par les nombres de Stirling comme :

2”: S (n,k)t" = By, (t)
k=1

12



1.3. Nombres de Stirling

Lemme 1.3.8 :

Pour q > 0 le polynéme de Pochhammer est :

(t), =tloa (1.3.5)

t9=(t) oa (1.3.6)

Démonstration. :

Calculons : t?oa , pour k > 0

raoa () = Gra (ga ()

)
L9E (x tga ()
S A

k>0 k>0

= exp (tga (x))
= exp (tlog (1 + z))
=1+

d’ou

= 9w, ()

tel que (t), =t(t—1)---(t —n+ 1) est le polynéme de Pochhammer .
d’autre part a o a = ¢ , on obtient (1.3.6)

alors d’apres la formule de Faa di Bruno et le résultat (1.3.2) on obtient

"= ((t)q 0 a) (n)
= (), Bux (a)
d’ou " = Y (1), S (n, k)

k

0

13



1.3. Nombres de Stirling

Lemme 1.3.9 :

Les fonctions génératrices des nombres de Stirling de 1" et de 2™ espéce sont :

"= is (n, k) (), . k>1 (1.3.7)
(1), = Y s (n, k) t* (1.3.8)

Démonstration. :

D’aprés I'equation de Faa di Bruno et le résultat (1.3.2) , on obtient

=) () Bui(a)
k=0
d’ont t" =" (1), S (n,k) (1.3.9)
k=0
D’autre part :
(t),, =tloa(n) (1.3.10)
=> "By (a)
k=0
d’on (), =Y s(nk)t"
k=0
ce qui achéve la démonstration. [ ]

Lemme 1.3.10 :

Les nombres de Stirling de 2™ espéce ont pour valeur:

S (n.k) = %Z (5)m v

La formule est encore valable si k> n ; (S (n,k) =0)

Démonstration. :

14



1.4. Nombres de Bell

Soit a=17—¢p; ga(x)=¢€"—1

wk
S(q,k’):ekoa:ak—' et  S(0,k)=eg
alors
Lo
S (g,k) = 75 (19 = ¢o)
k
1 k i ol
:EZ@ (1) (o)

g

Montrons que (19)*7 = j¢ | resulte de (a 4 b)? = a%w b? ( formule du binéme):

Jj=0 J
L (B o ke
alors S(n, k)= o " (—1) (1.3.12)
L=\
J=0

1.4 Nombres de Bell

Définition 1.4.1 :
Le n'®*™¢ nombre de Bell noté B(n) est le nombre de partition™ d’un ensemble a n

éléments en sous ensembles non vides, ot le nombre exponentiel® vaut:
B(n)=Y _ S(nk);n>1 (1.4.1)
k=1

Lemme 1.4.1 :

Les nombres de Bell ont pour fonction génératrice exponentielle:

> B(n)ﬁ =exp (¢ — 1) (1.4.2)

n>0 n!

(U ¢est aussi le nombre de relations d’équivalence sur un ensemle & n éléments

(?)[Becker , Riodan ,1948] , [Touchard ,1956)

15



1.4. Nombres de Bell

Démonstration. :
Ona: .
thoa(n)=">Y S(nk)t" =B, (t)
k=1
et
tn
Z B, (t> - = Ytwoa (x)
n>0 n:
= exp (e — 1)
Lemme 1.4.2 :

Les polynémes de Bell vérifient :

Démonstration. :

Comme B, (t) =t?0a, pour t € C* ; par la dérivation

On a
TB,(t) =tB, (t)wl?

et

d’ou

alors pour ¢ = 1 on obtient la relation.

(I [Aitken, 1933

16
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1.5. Produit de Cauchy

Lemme 1.4.3 :

Les nombres de Bell sont représentés par la série convergente)) :

1> 5"
Bm)=->1 . n>1
e =0 ]
Démonstration. :
En identifiant les coefficients de — dans le premier membre et le dernier membre de
n!
I’équation
" 1
B(n)— = Zexp (e
go ( )n! e p( )
1 . et

1.5 Produit de Cauchy

Dans ce paragraphe, on présente un rappel sur le produit de cauchy[5]. On gardera les
méme notations et les hypothéses de ce chapitre.
Soient C' un corps commutatif de caractéristique zéro ,Z(C') désigne le C- espace vectoriel
des séries de Laurent formelles ) a, X" a coefficients dans C' . z (C) le C- espace vectoriel
nez

des s suites u: Z — C.Et s (C) ={u € 2 (C),ord u > —o0}.

Soit I'isomorphisme de C- espace vectoriel :

z2(C) — Z(C)
u — fu(X)=> a, X"

neL

I'image de s (C) est S (C) , et on pose ord f, (X) = ord u.

(1) [Dobinski, 1877)

17



1.6. Formule de Leibniz

Définition 1.5.1 :

Le produit de Cauchy de deux séries formelles de S (C') définit une suite u x v par

et

1.6 Formule de Leibniz

Les séries formelles utilisées sont des séries de T'aylor formelles. Par définition [17, tome 1],

une telle série f s’écrit (1)

+
f = f(t) = f(tl,tg, ...,tk> = Z fx_'
7 X.

r€k
£ g
a;l.:r,’g;;vkzo wree mkl’l!éﬁg! a:k'

Les f, s’appellent coefficients de Taylor de f .

Théoréme 1.6.1 (Formule de Leibniz) :[17, tome 1]
Soient f et g deux séries formelles , de coefficients de Taylor f, et g , © A € k , et
h la série formelle produit , h = fg. Alors , les coef ficients de Taylor h, de h ont pour

exTpression :

hy = hmuzmuk
pal !y
= E _ LAttt R

f R PRRRT P/ ) SIS VRS
I g\ TR A

la sommation ayant liew sur tous les systémes d’entiers x1,Ta, ..., T , A1, Ao, ..., A\, tels que

T+ M=y, Tk + A = g, -En d’autre termes :

— H 12
Py = O (ﬁi)...(m:)fxl.wz...mkgﬂl_m...uk_mk
T1.79,...T
(ULes notations z , k signifient : & := N on k] = {1,2,....k}, =z € ki signifie que & =
(1,22, ..., x), ot les x; € N
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1.6. Formule de Leibniz

Théoréme 1.6.2 :[17, tome 1]
Soient deux fonctions F et G de classe C* en a (E Rk) et H .= F.GG . Entre les trois
séries formelles : f = 7,(F),g :=7,(G),h = 7, (H) tel que f :=7,(F) = Y f5 et

zck
ax1+...+xk

fo = WF (371, 733k) et f(o) = fo,...o = F(alu --~7ak) .
1 e k

c’est nombre d’écrire

au sens du produit des séries formelles (V)

Corollaire 1.6.1 :

Pour le produit H (x) := F (x).G (z) de deux fonctions d’une seul variable, la formule

de Leibniz ordinaire :

by = é (T) flgm—l (161)
o l
fl::dg—qflx)zza ; fo=f(a)

(Uyoir L Comtet tome 1 page 49
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Chapitre 2

Une premiére généralisation des

nombres de Stirling

Dans ce chapitre I'intérét premier est de voir le développement des nombres de
Stirling de deuxiéme espéce dans le contexe des opérateurs différentiels; nous avons choisi
de commencer par I’étude de la notion opérateur [18], puis d’introduire ces nombres par ces
opérateurs [6], et finalement, donner une premiére généralisation de tout ce qui a été étudié

dans le premier chapitre [22][1][2][8][9][10][11].
Définition 2.0.1 :

a\ On appelle dérivation d’un anneau R , tout application 0 de R dans R telle que, pour

tous riet ro dans R on ait
0(r1+ry) =0ry + 0ry

0 (rire) =11 (Org) + (0r1) ro

b\ On appelle anneau différentiel, tout couple (R, D) ,0u R est un anneau et O une dérivation

de R

c\ On appelle morphisme d’anneauz différentiels de l’anneau différentiel (Ry, 01) dans 'anneau

différentiel (Ra,0s) , un morphisme f de l’anneau Ridans l'anneau Ry tel que

fod=0yo0f
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2.1. Opérateur différentiel et nombres de Stirling

B —F  » R

-y

Ri ————F—R:

Figure 2.0.1 : Diagramme commutatif

2.1 Opérateur différentiel et nombres de Stirling

Les nombres de Stirling de second espéce peuvent étre introduits par des opérateurs dif-

férentiels .

Notation 2.1.1 :

Notons
a ., L . L . e o
v D= i lopérateur de dérivation ordinaire appliqué au polynome a l'indéterminé X.

v’ 0 = XD lopérateur différentiel opérant sur p = C [X]| ou C' est un corps commutatif de

caractéristique zéro.
vV Pourl >0 ;tel quer =s+1,\=[X"D*]"

Dans le calcul ombral, (algébre de Hurwitz), le dual P'de P est identifié o Ualgébre de
Hurwitz, A = A(C) des suites a valeurs dans C.

Pour : A\: P —P , X\ : A— A, son opérateur adjoint:

1. simg.x™ = 2" est opérateur de multiplication par x; son adjoint m’ associe & une
fonction v(n), la fonction v(n + 1) alors mi =T Uopérateur "shift" "ou opérateur de

décalage” de A.
2. 02" =n a" d’ou son adjoint (0*v) (n) = n v (n) qui est opérateur 0* = q de dérivation

Proposition 2.1.1 :

Pour tout entier n > 0 :

@), =9(@—1)..(d—n+1) = X"D" (2.1.1)
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2.1. Opérateur différentiel et nombres de Stirling

avec (0), est le polynéme de Pochhammer assosié a l'opérateur O
0" =>_S(n k) X*D* (2.1.2)
k=1

ot les S (n, k) sont les nombres de Stirling de 2™ espéce.

Preuve. :
(X™),>o est une base du C'—espace vectoriel C'[X] .

Pour la relation (2.1.1) faisons agir U'opérateur X" D" sur la base (X"), ., on obtient ainsi

pour k > n
X"D" (X*) = X" (k(k—1)..(k—n+1) X"
=k(k—1)..(k—n+1)X*
et
OXF =k(k—1)..(k—n+1)XF
d’ott (2.1.1)

Comme C'[J] est isomorphe a C [X]

d’ou (2.1.2) .

Proposition 2.1.2 :
Pour tous entiersn >0 ,1>0 :

L’opérateur adjoint de
A=X"(0),(0+1),...(0+ (n—-1)1), (2.1.3)

tel que: (0), = (0) (0 —id(1))...(0+id(s — 1)), avec id est l’application identique.

s

est donné par :
No= ), T']" = (@), (g + D (g+ (n=1)1), T

Preuve. :

A partir de Tq = (¢+1)T et T (q), = (g +1),T" on obtient le résultat . u
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

2.2 Généralisation des nombres de Stirling de deux-
iéme espéce:

Soient n,r,s,l des entiers positifs tel que [ = r —s. Considerons I'opérateur [ X" D*|"
défini dans 'équation(2.1.3) :

Posons :
p(X) = (X), (X +1), . (X+(n=1)1), = Sps(n, k) (X), (2.2.1)

Définition 2.2.1 :
Les nombres entiers positifs Sy s(n, k) apparaissant comme coefficients du polynome p(X),

sont dits nombres de Stirling de deuziéme espéce généralisés ( premiere généralistion).

Proposition 2.2.1 :

Pour tout entierr =s+1,1>0

ns

(XD = X" 8, (n, k) X* D (2.2.2)
k=s
Avec:
Srs(0,0) =1
Srs(n, k) =0 pour k > ns (2.2.3)
Srs(n, k) =0 pour k<setn>0
Preuve. :

La relation (2.1.3) et la définition 2.2.1 donnent:

ns

(X)), (X+10),..(X+(n-1)1), = Z Sys(n, k) (X)),

k=s

appliquées a l'opérateur (J) on obtient :
A=X"(0),(0+1),...(0+ (n—1)1),

= X" " S,(n, k)X*D*

k=s

23



2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Théoréme 2.2.1 :
Pour les entiers n,r,s >0 etr > s:
Les nombres S, s(n, k) qui satisfont la convention : S, s(n,0) = 0,0 (symbole de Kronecker),

sont donnés par une somme finie :

S,o(n, k) = <_k1!) S (-1 <’“) [[o+G-10-s), (2.2.4)

Autrement écrit:

S.utn by = S { (w ) [(1 ey () <_x)p] }

p=0 =1

avec (x), =z (v —1)...(x —n+ 1), polynome de Pochammer .

Preuve. :

Considérons le polynéme suivant :

p(n,s,l,X) = (X),(X+],...(X+(n-1)1),

ns

= D Snln, k) (X),

k=s
dans ce cas les (z); , j € N forment une base dans 'anneau C'[X], avec p (X) de degré ns.

Le dévelopement de Mahler de ce polynéme est :

y X
p(X) = ZJ!ST,S(TLJ)( . )
=0 J
ainsi

p(k) = gj!sr,s<n,j> (")

posons u (j) = j!S,4(n,j) et v(¢q) =17, 0 = ¢!
d’ol

p (k) = 1% 9S,4(n, q)] (k)
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

d’autre part (—1)?w (1)? = eg , (élément neutre)

(=1)wp(q)) (k) = [(=1)*wl%w 85,.s(n, q)] (k)
= klS,s(n, k)

k

K8, k) = 3 (k) (~1"p ()

=0 \J

En remplagant p ( j) par sa valeur , est déduite I’équation:

Salm. k) = k,z() T, (0, (G (= 1)),

avec S, s(n, k) non nuls pour 1 < k < ns ]

Exemple 2.2.1 :

Pour r = s =1, la formule classique des nombres de Stirling de 2°™¢ espéce est :
5 k
511(n k jg: ( )
p=1
Exemple 2.2.2 :
Pourr=2,s=1:
n!(n—1
Saa(n.k) = (k >,1 <k<n
dits nombres de Lah
Exemple 2.2.3 :
Pourr =s:
kr [( (k—p)!)'}
k—p—r)!
Srr(n, k) = —1)" s < k<nr
(n, k) p:o( ) )y
-1 k & k .
- kl) > (=" (p> p(p—1)..(p—7r+1)] (2.2.5)
p=r
k
(o
— _1 p p
i Z( () ()]
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Exemple 2.2.4 :
La valeur explicite de S,1(n, k) :

s =5 v ()

p=1 J

P+G-D(-1) (2.2.6)

n

2.2.1 Propriétés des nombres de Stirling de 2°"¢ espéce général-
isés:

Les nombres de Stirling S, ¢(n, k) sont considérés comme une extension naturelle des

S11(n, k) = S(n, k). Voici quelques propriétés :

1. La premiére propriété a été donnée; rappelons la :

(X), (X 41, (X +(n=1)1), =) Spaln, k) (X),

k=s
Cette relation peut s’écrire d’une autre maniére
[L(X+ G- D= ), = 3 Sl k) (X, (2.2.7)
= k=s

1.1 La relation des S, s(n, k) devient particuliére pour r = s : 'équation (2.2.4) peut étre

reformulée comme suit:

) = S0 17 (V) o 0 o= 11

p=r P
_ 1)k k
-GS e () oy (2:28)
1.2 Pourr=s=1alors [ =0 .
a" =) Snk)(x),

k=0

1.3 Pour r = s la relation (2.2.7) donne une interpretaion particuliere des S, ,.(n, k) :
[(2),]" = Srln, k) (),
k=r

2 Pour r > s: la formule de récurrence pour les S, ¢(n, k) est donnée sous forme de théoréme
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Théoréme 2.2.2 :

Pour tout entier r > s la relation de récurrence généralisée :

Srs(n+1,k) :Z (;) (n(r—s)+k—s+p),Ss(nk—s+p)
p=0

Preuve. :

Rappelons les conditions (2.2.3) on peut écrire

(XD = X" S, (n, k) XD

k>0
on a alors
[XrDer-l _ [XT‘DS] [XT‘DS]TL
= [X"D ] X" 8,u(n, k) X* D
k>0
- X Z D? (Sr,s (n7 k)Xn(rfs%Hch)
k>0

Or

D (UV) = ; (;) DP (U) D> (V)

avec U = S, ,(n, k) X"r=s)+k et VV = DF

de maniére générale
DI (XN) = N(N—=1)..(N—q+1) XV 7= (N), X1

ainsi

(X"D " = X" DY (UV)
k>0

Apres le calcul et le changement de variable suivant £ = K — s + p, on obtient :

(XD = X (D) Z Z <;> (n(r—s)+K—s+p),Srs(n, K—s+p)X* D"
K>0 p=0
(2.2.9)

avec

Srs(n, K —s+p)=0pour K > (n+1)s

Srs(n, K —s+p)=0pour K <s
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

or
(n+1)s

[XrDs]nJrl — x(+D)(r—s) Z Sr,s(n +1, ]{J)Xka (2'2'10)
k=s

En identifiant les relations (2.2.9) et (2.2.10) , on obtient :

Srs(n+1,k) :Z (;) (n(r—s)+k—s+p),Srs(nk—s+p)
p=0

2.1 pour r = s la formule de récurrence pour les S,.,.(n, k) est donnée comme:

T k‘ o
Srr(n+1,k) = Z < tp T) (r)p Srr(n,k+p—r)avecr <k <nrmn>1 (2.2.11)

p=0 p
et
Srr(l,r) =1
Srr(n,k)=0pour k <retnr<k<(n+1)r
Avec (1) := 1.

2.1.1 Pour r = s = 1, on obtient la relation de récurrence classique.

Sl,l(n + 1, k?) = /{;Sl,l(n, ]{3) + 5171(71, k— 1)

avec les conditions initiales.
2.2 Pour s =1 la relation de récurrence devient
Sran+1L,k)=(n(r—1)+k—r+1)S.1(n, k) + S,1(n, k —1) (2.2.12)
avec les conditions (2.2.3)

2.2.1 On déduit de (2.2.7) :

3

@+ -1 =1))=) Sulnk)(X),

n
j=1 k=1
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

2.2.2 Les fonctions génératrices exponentielles

Rappelons que les nombres de Stirling sont aussi définis par leurs fonctions génératrices
exponentielles, commencgons par le cas r = s = 1,2, .... La fonctions génératrice exponentielle

de S,,(n, k) est donnée par :

Proposition 2.2.2 :

Pourr=s=1,2,...

S e

[y] est la partie entiére supérieure de y .

Preuve.
D’aprés I'équation (2.2.11) on: r <k <nrn > 1 alors n > % or n< é <n+1
d’oun = (é-‘

En utilisant I’équation (2.2.5) alors :

d’ou le résultat. m

Proposition 2.2.3 :

La fonction génératrice exponentielle dans le casr >1,s=1:

n k

=z 1 1
z; ol Sri(n, k) = i (1—(r —Daz)y 1 -1

7‘

n=

2.2.3 Une premiére généralisation des nombres de Bell

Dans toute cette partie on concédera n,r, s des entiers positives tels que : r > s.
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Définition 2.2.2 :
On introduit la généralisation des nombres de Stirling de 2°™¢ espéce ; cette derniére

définit des nombres de Bell généralisés:

Bs(n)=>_S,.(n,k) (2.2.14)

avec

Définition 2.2.3 :

Soit x indéterminé, on definit le polynome de Bell généralisé par :
B (n,x) =Y Sp(n k)z* (2.2.15)
k=s

Définition 2.2.4 :

La fonction génératrice exponentielle associée o B, s (n,x) est:

Grs(\z) =) B, (n,x) % (2.2.16)

n=0
Proposition 2.2.4 :

Pour tout entiers positifs n,r,s on a :
Br,s (n’ I) — x—n(r—s)e—m (ZL’TDS>n e

Démonstration. :
En utilisant la correspondance des opérateurs différentiels. On obtient une équation

opérationnelle de 1’équation (2.2.15) donnée par :

Brs (n’ I) _ x—n(r—s)e—x (ers)n ev

)

_ x—n(r—s)e—ml,n(r—s) Z Ss,r(ny k)l,kaez
k=s

ns

= Z Ser(n, k)"

k=s
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

2.2.4 Généralisation de la formule de type — Dobinski:

Soit la relation suivante :

=> S8 (n k) X*D*

k=1
Définition 2.2.5 :
L’expression de la forme — fermée pour B(n) peut étre trouvée en considérant l’action

de Dopérateur 0" sur une fonction ayant un développement de Taylor au voisinage de zéro

(x=0)ie: f(x) = cpa®; don
k=0

"f(x) = Iickk”x”

Plus spécialement pour une fonction f () = €* qui admet un développement de Taylor
au voisinage de zéro : f(z) = > — alors
j=0J:

"o —ZJ——(ZSnk )

en posant B, (z) = >_,_, S (n, k) z* (Polynome de Bell)

D’ou : .
1 o0 . x]

B, ()= — > j°C (2.2.17)
ev 4=0 ]'

Prenant C= C; (corps commutatif de caractéristique zéro) , et B, (1) = B,
La relation (2.2.17) est dite "formule de Dobinski", elle nous a permis d’écrire les
nombres de Bell comme une série infinie.

Par généralisation :

(0), (O +1), e 0+ (n=1)1), " =5 (), G+1), - G+ (0= 1)1), =

I
VR
I 3

=
vy

£
=

8

Bl
~_

RS

k=
d’apres la relation (2.2.15) on obtient le resultat suivant :

7J
1

B, (n,z) = IZ f[ G+, (2.2.18)

qui est le polymoéme de Bell généralisé ; avec [ =r —s,etn=1,2...

Alors pour 7,5 > 1, et x =1 :on obtient la relation de Dobinski généralisé .
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Définition 2.2.6 :
Nous présentons une prolongation d’Eq.(2.2.17) avec x = 1 et définissons la famille des

nombres de type de Bell ( ou bien la famille de Dobinski-type )[13] comme suit :

B(n) = 20 [];((]2;“ (2.2.19)

ou P(k) et D(k) des fonctions quelconques de k = 0,1,2,..., avec D(k) # 0, et on

suppose que la somme converge.

Remarque 2.2.1 :
Les nombres de Bell Conventionnels sont obtenus pour P(k) =k et D(k) = ek!

La forme spécifique d'Eq.(2.2.19) simplifie le calcul des fonctions génératrices :

2.2.5 Fonctions génératrices exponentielles :

Prenant la fonction génératrice exponentielle d’Eq.(2.2.19) comme :

L’évaluation de cette série dépend du choix particulier des fonctions P(k)et D(k), et en
général la série peut étre divergente.

De la méme maniére on peut généralisés I’'Eq(2.2.17) et définir :

B(n,z) = ]i % (2.2.20)

Pour un cas particulier la relation (2.2.20) D(k,z) = kle*z2" et P(k,z) = P(k) un
polynéme en k. Par conséquent nous définissons la famille des nombres de type de Bell

polynomiaux comme

< [P(k)]"
B(n,z)=e "> ka (2.2.21)
S
La fonction génératrice exponentielle dans ce cas
G\ z)=e"> T
P
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Remarque 2.2.2 :

L’introduction des nombres et des polynomes de type Bell généralisés par Eqs.(2.2.19)

et (2.2.21) n’est pas simplement une définition mathématique mais elle est d’origine de la

physique.

2.2.6 Propriétés des nombres de Bell généralisés :

On donnera quelques propriétés de ces nombres qui sont des conséquences de la

relation (2.2.18) :

1. Pour 7 > s et + = 1 dans ’équation(2.2.18) on obtient une équivalence pour les

nombres de Bell généralisés B, 5 (n),n=1,2...

Proposition 2.2.5 :

Pourr > s

Br,s (n) - Brs (nv 1)

n—1
:g;jhﬂ%+o—nm
2 1t (k o+ jr—(j = 1))
ekl s (k+j(r—s))
(r =" & 1[3I%n+§%)

avec: B, s (0) =1 par convention; et I' (y) est la fontion gamma d’Euler .

Preuve. :

Ona:

Skt =G =18 ey L+ )
VG e e U o =1

Explicitons le second membre .

onl'(n+1)=nl'(n)donc'(n+a)=n+a—-1)..1+a)T(1+a)

dou :

F'(n+a;) 3t .
—F(1+aj) _ll;ll (I + o)

(2.2.22)



2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

donc

ST(nt k) e
Hp—kj:HH(l+ )

1
= ——(k+1+lr—Is)...(k+s+Ilr—1Is
o= ( ) ( )

1 ol (ktlr—(I—1)s)
(r—s) iz (k+1(r—s))

3. Pourr=set xz=1:

B,, (n) =B, (n,1) =

)

(k+ T)T_l (2.2.23)

> 1
Sl
La relation (2.2.23) représente les nombres de Bell B, ; (n) comme une série infinie,

qui est la généralisation de formule Dobinski.

4. Pour s = 1, la formule de Dobinski est donnée par

Boa(n) =t 3 L T[4 (= 1) (= 1)

k=1 F* j=1

5. Les nombres de Bell généralisés <non -diagonaux> B, ; (n) peuvent toujours étre ex-
primés en tant que valeurs spéciales des fonctions hypergéométriques généralisés , Fy, .
La manipulation algébrique des équations (2.2.22) et (2.2.23) rapporte les exemples

suivants mais avant de les traiter, rappellons quelques définitions :

Dans la V¢ Conférence de Chicago : La théorie des fonctions et géométrie,
Klien dit : << Aprés les fonctions transcendantes élémentaires on regarde habituellement
les fonctions elliptiques comme les plus importantes. Il existe cependant une autre classe
de fonctions pour lesquelles on peut réclamer une importance au moins égale a cause de
leurs nombreuses applications en astronomie et en physique-mathématique. Ce sont les

fonctions hypergéométriques....>> .En effet voila leurs definitions :
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

Definition:

Soient k uples de nombre complexe (ay,...,ax) et | uples de nombre compleze (b, ..., b;)

tels qu’aucun b; ne soit un nombre entier négatif ou zéro; la série entiére formelle avec des
coefficients complexes h(aq, ..., ax; by, ...,b;;x) € C[[z]] [7], est définie comme :
0 (b1), - (bn), n!

et (b;),sont les polynome de Pochhammer .

h(ala "'7ak;b17 7bl7x) = Z Mm

avec les (a;),,

5.1. Pour r > 1,s = 1 : B,;(n) est une combinaison de fonction hypergéométrique de

(r — 1) different de type 1F,_1(...;x) chacun d’eux a évalué au méme argument de

valeur x = (r — 1)1_T ; voici quelques exemples:

5.2.
|
Box(n) == F(n+121) = (n—1LY, (~1) (2.2.24)
el
d’ott : By; (n) =1,3,13,73,501,4051... , dans L) (y) est le polynéme de Laguerre.
5.3.

on—1 QF(n—I—l) 1131 3 1
B = 2 By(n+==.=:=)+n\F W ) T
31(n) e ( LS 12(” 27272 4) nl?(n ’2”4)

(2.2.25)
d’ott : Bsy (n) = 1,4,25,211, 2236, 28471, ...
5.4.
3321 (2) +1) 11241
B (2) F Soo 22— 2.2.2
41 ( 1 3(n+3737373727)+ ( 6)
3r ( n+§ 245 1 45 1
F o2 N2 1,2,2 9, =
F(g) 1 3<n+3737373727)+n1 3(”"‘ 73737 727)>

d’ou : By; (n) =1,5,41,465,6721,117941...

Dans ce cas-ci la fonction génératrice exponentielle d’Eq.(2.2.16) converge pour le cas
r>1lets=1:

Gra (M) = ex< \/1—1(7“——m 1)
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2.2. Généralisation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce:

5.5. De méme la série By, ,.(n) peut étre notée sous une forme compacte en utilisant la

fonction hypergéométrique confluente de Kummer:

(rn)!

By, r(n) = 1Fiirmn+1,r+1;1) (2.2.27)

e.r!

5.6. Une famille plus générale des suites d’ordres résultant d’Eqs(2.2.22) .et (2.2.23) a la
forme (p,r =1,2...) :

Byrippr(n) =

CBlH

[ﬁ( p(n—1)+ )

j=1 (pj)!

Frpn+ 1, opn+1+p(r—1);1+p,1+2p..,14+1rp;1)

La fonction génératrice éxponentielle prend la forme suivante :

GraOvr) = S S [0+ -0 0 - 9] 5
~1 S5 S () ey E [fTee-ne-a)] 5

Remarque 2.2.3 :
Pour s > 1 la série est purement formelle (non analytique autour de A =10 ).

Un exemple est la série Bss(n) :

12 (n+k)!(n+k+1)!

Bss(n) = Ekgo k' (k+ 1) (k+2)!

Sa fonction génératrice hypergéométrique 6'3‘2(/\) est la suivante:

~ . 0 B3,2(n) )\n . 1 > 1
Gas(N) = 2 [ n! 1 n! ez (k+2)

n=0

De méme pour G, ,(\) on obtient :

G0 = ékijo (k+12)! 2 Fy <k;2 I; + 1,1,4/\)
L’équation (2.2.27) implique plus généralement:
G, (N) = fjo [%L,)@] % (2.2.28)
[ R e (E ) =
=q = Z may o2 (55,557,555 1, 15270 r=3 (2.2.29)
\ %é aan aF (5 ML L 1256)) e =4eete



2.3. Exemple

voir [9][10] pour d’autres exemples ot ce type de fonctions génératrices hypergéométriques

apparait.

5.7. En revanche, la " diagonale " numérote B, ,(n) d’Eq.(2.2.23) qui peut également étre

réécrite comme:
k(k+1)...(k+r—1]", n=1,2,...

cette relation ne peut pas étre exprimée par des fonctions hypergéométriques. Cepen-
dant, les B, ,.(n) peuvent étre toujours exprimés en termes de nombres de Bell con-
ventionnels avec r - nomial (binomial, trinéme...) coefficients. Par exemples:

Boa(n) = 3 (” . 1) Buia(n + k)

k=0
Relation de récurrence pour les nombres de Bell

Nous avons obtenu des relations de récurrence pour les B, ((n) pour certaines valeurs de

r,s,incluons lecasr > 1,s=1:

n n n—k
Bt 1) =3 (1) [H (G =D (= 1)| Buah

k=0 Jj=0

ce qui pour r = 2,s = 1 peut étre écrit explicitement comme :

n

Byin+1)=3 (Z) (n— k + 1)1 By (k)

k=0

et pour r = s = 1 réduit a la relation connue [17], ce qui est le binomial transformé :

Bu(n+1) =Y <Z) Bi.(k)

k=0

2.3 Exemple

Nous finissons ce chapitre en notant quelques triangles de Stirling généralisés et nombres de

Bell, comme définis par les Eqts.(2.2.4) et (2.2.15) .

Exemple 2.3.1 :
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2.3. Exemple

Pourr=1,s=1 Sii(n,k), 1<k<n Bj;(n)
n=111 1
n=21]1 1 2
n=3|1 3 1 )
n=4|1 7 6 1 15
n=>5|1 15 25 10 1 52
n=6|1 31 90 65 151 203
Exemple 2.3.2 :
Pourr=2s=1 Soa(n, k), 1<k<n By (n)
n=1] 1 1
n=2| 2 1 3
n=3| 6 6 1 13
n=4| 24 36 12 1 73
n=>51|120 240 120 20 501
n==6|720 1800 1200 300 301 4051
Exemple 2.3.3 :

Pourr=2,s=2  Sya(n,k), 2<k<2n By s (n)
n=1]|1 1
n=21 2 4 1 7
n=3| 4 32 38 12 1 87
n=4|8 208 652 276 188 24 1 1657
n=>5]16 1250 9080 16944 12052 3840 580 40 1 43833

n==6 |32 7744 116656 412800 540080 322848 98292 16000 1390 60 1 1515903

Remarque 2.3.1 :

Pour éviter tous ces tableaux, on se raméne o faire un petit programme en utilisant le

MAPLE:
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2.3. Exemple

3 odi- procin k. .x, =)

> {-1)"kffactorial (k) *3umi {-1) “p*binomial {k. p) *product {product{p+{j-1]*{c-=1-t, t=0..=-1],
J=1. .ny, pm=. .k,

> Bgnd proa;

>
g =proe(y, &k, 7,8

0= DS S (- 1) p* binemial(k, p)¥preductpradustp + (- D¥r-g-2,0=0.-1),7/=1. &, p =5 .. E¥Eacteia®])

end proe;

s
> oi=di5,6,3,3);
o
, ]
o 5 3 5
e =— E (-1 binomial(s, Pz~ (7 - 11" (7 - 2)
720 &4
=} svalfic):
2824567200 10

=}
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Chapitre 3

Une deuxiéme généralisation des

Stirling

Dans ce chapitre, on donnera une deuxiéme généralisation qui prolonge celle du
deuxiéme chapitre, en citant les propriétés de ces nombres " Stirling et Bell pour la deuxiéme

généralisation" [19][12] .

3.1 Généralisation des nombres de Stirling

Soient deux n-uples d’entiers positifs r = (ry, 79, ...7,) , et s = (81, Sg, ...S,). On définit
I'opérateur :

Hns = X" DSn XTn—1)Sn—1_ XT1[)s1 (311)
Définition 3.1.1 :

Les nombres entiers positifs S, s(k) apparaissant dans le développement:

d s1+82+...+8n k k
o= x% S8 (MX*D (3.1.2)

k=s1

dits nombres de Stirling de deuxiéme espéce constituent une deuxiéme généralisation de ces
n

nombres. Avec: d, = (r; — s;) non négatifs (d, >0).
i=1
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

Remarque 3.1.1 :

Pour le cas négatif (d, < 0) , les nombres de Stirling de deuxiéme espéce existent ils

sont dits nombres anti-Stirling de deuxiéme espéce, et notés gr,s(k) -,

Théoréme 3.1.1 :
La formule explicite des nombres de Stirling de deuziéme espéce pour la deuxiéme général-

isation notés S, s(k) est donné par :

Sys(k) = %jko (lj) (—1)F

Les nombres S, s(k) sont définis pour s; < k < sy + sa + ... + s, , tous les termes sont

(dm—l + ])
1

Sm

e=E

des entiers positifs, et le dernier égal a un S,s(s1+ s2+ ... + s,) = 1. Et de plus pour la

convenance nous appliquons la convention :
Srs(k) =0, pour k < sy otk > s+ s3+ ...+ Sy

Avant de traiter la preuve de théoréme 3.1.1 , énoncons les definitions et les lemmes
suivants : '

Posons : r; =s; +1; , et d; = ZZ: (rj —s;)

La formule (3.1.1) s’écrit auti“;;nent comme :

Hr,s _ Xln (XSnDSn) Xln_l (Xsn—lDSn—l) “'Xll (X51 D81> (313)

De méme le travail qui a été réalisé dans le deuxiéme chapitre, prenant dans ce cas X* =T
, et (X*D%)" = (q), les opérateurs adjoints de X et X*D* réspectivement .
Alors l'opérateur adjoint de H, , est H  définit par :

H = (q),, T" (), T"... (), T

Rappelons que :
T'(q), = (¢ +1),T"

d’ou

n
Dk

Hy=(q), (q+h), - (@+h+ . lhotlny), T

(1) Cette notation est donnée par P Blasiak
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

et

S
H’I‘,S = Xi:l

= Xd” H (dm_l—f-(S)

m=1

O+ 1+ . dpo+ ln—1>sn w0+ l1)82 (0),

1

Sm

Considérons le polynéme :
P(d, S,X) = (X)sl (X -+ l1)32 (X + ll -+ ...ln,Q + l”*1>sn

Comme les (X) ; »J € N, forment une base de C [X] et que P est un polynome de degré
> Si
i=1
S1+82+...+8n
(X),, X +h), - (X+h+ . dpotlia), = > Srs(k) (X)j (3.1.4)
j=1
Exemple 3.1.1 :

Pour les nombres de Stirling de la premiére généralisation :

S1=8y=..=8, =8, MM =T2=...=Tp, =T
d, = nl

l=7r—s

alors la relation (3.1.4) devient
(X), (XA, (Xt (0= D), = 25 5 (R) (X
‘7:

Définition 3.1.2 :

Pour tout n-uples positifs r, s , les polynomes de Bell généralisés sont donnés par :

S1+s2+...+sn
B (X)= > S.(kX*
k=s1
De l’équation :
S1+82+...+8n
Xmpsn XDl XTDS = X S S, (k) XFDP

k=s1

Appliquons les deuxr membres de cette équation a la fonction e* , nous obtenons l’identité

XD X1 Dot XM DR e = XX B, (X)) (3.1.5)
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

Corollaire 3.1.1 :

D’autre part on a la relation suivante :

J s1+89+...+8n ok X 00 n an-f-k?
X0 S XD = | TT (e +X),,, | (3.1.6)
=s1 =s1 Lm= .

tel que (1), sont les polynoémes de Pochhamer généralisés .

Corollaire 3.1.2 :
Les relations (3.1.5) et (3.1.6) donnent la relation de type —Dobinski pour les polynomes

de Bell généralisés:

0 n Xk
an (X) = e_X Z H (dm—l + X>sm ? (317)
k=s1 Lm=1 .

Démonstration. :
Le critére de d’Alembert assure la convergence de la série (3.1.7) .

Rappelons le Critére de d’Alembert : si on a une série entiére Y a,x" ; cette série
n>0

An+1

an

converge si <1

H (dm—l + X)sm

alors dans ce cas posons : aj, = 2= X
a 1 '
on obtient |—*! <1 |
ar (k+1)!

Preuve. du théoréme 3.1.1 :
Par la multiplication directe des séries dans I’équation (3.1.7) et la régle de produit de

Cauchy [17] [5] on obtient le résultat.
En effet : prenons f(z) = > ( :]‘C) et glx) = [H (dm-1+ X), %
j=0 J: k=s1 Lm=1 " :
alors la régle de produit de Cauchy donne :

Bra )= £0) - 90) = £ 3 1 (M) 0 T s+ 30,

k=0 j=0 m=1
|
Corollaire 3.1.3 :
La généralisation des nombres de Bell est la somme suivante :
s1+82F...+sn
B,s= DB, (1) = kgl Sys(k) (3.1.8)
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

Exemple 3.1.2 :
La premiére généralisation des nombres de Stirling dans [’équation :
[(XTD*)" = X" S,..(n, k) X*DF
k=s
Correspond au cas uniforme pour v = (r,r,...,r) ;n fois ;et s = (s,8,...,8); n fois pour

cette généralisation .

3.1.1 Fonctions génératrices exponentielles :
Ces nombres sont aussi définis par leur séries génératrices

Proposition 3.1.1 :

La série génératrice exponentielle des nombres de Bell est :

A n

G (X N) = i By, ()2 (3.1.9)

Proposition 3.1.2 :

La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de 2™ espéce est la suivante

00 )\”
Qre (X)) =Y 8,0 (X) 5
A=0 n.

Preuve. :

En remplagant la valeur de B, (X) dans la relation (3.1.9) on obtient

® X n kP
Grs (XA) = e 30 T (dna +X),, | 77—
A=0 k:51 m=1 I'n
= e Y o A1+ }_
k:281 k' )\;0 m];[1 ( ! )Sm n‘
o XJ o Xk oo |: n :| \n
T T T Aot +X), | =
]Z::O ']‘ kgl k' )\z::() ml_:[1 ( ! ) n'
) J 3 j ik 0o n \"
- Z_'Z k (=) X2 | T (dima + X)), ~
J=0 ] k=0 A=0 Lm=1 n!

o0 s1t+s2+...+8n AN
Grs (X, N) = Z( > S,,,s(lc)XJ)—

A=0 k=s1 n!
s1+s2+...+sp [/ 00 A" .
= 1+ 3 (2 sm(/f)—') X7
k=s1 A=0 n:
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

on obtient :
Sys(k)— = — -1y A1+ X —
&, (; i (1) et L0 ) 5
d’ou le résultat . m

3.1.2 Propriétés des nombres de Stirling et Bell généralisés:

Dans ce cas voici quelques propriétés de ces nombres généralisés :

Lemme 3.1.1 :

Le polynéome de Pochhammer généralisé et les nombres de Stirling généralisés sont donnés

par:
n s1+82+...+58n
[T (dm+ l)sm = > ST,S(k) (l)k (3.1.10)
m=1 k=s1
Démonstration. :

Associons I'équation (3.1.2) sur le monéme X' on obtient
S1+82+...+8n

Xt 3 Sna(k) (D)

k=s1

D’autre part on obtient

H (dm,1 + l)sm

1

Corollaire 3.1.4 :
En rappelant le fait que le seul polynome avec des nombres infinis de zéro est le polynoéme
zéro nous justifions la généralisation
S1+82+...45n

T @t %), = 2 S (),

k=s1

Cette égalité interpréte les nombres de Stirling comme coefficients de développement du

polynome { IT (dny1 + X)Sm} dans la base {(X),},2,

m=1
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3.1. Généralisation des nombres de Stirling

3.1.3 La relation de récurrence généralisée:

Soient deux n-uples r = (71,79, ...7,) , et s = (81, Sa, ...S,, ) d’entiers positifs . On introduit les
notations 7 W1,y 1 = (71, ooy Tny Tnt1) 5 SWSua1 = (81,5 Sny Snr1) - La relation de récurrence

satisfait par les nombres de Stirling généralisés est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2 :
Quelque que soit n un entier positif, et r , s des n-uples positifs. La relation de récurrence
généralisé est donnée par
Sn+1
Srwrn+1,swsn+1 (k) = Z (Snjl) (dn +k— j)5n+1—j ’5(7"78“f - ]) (3111)

=0

avec (1), =1(l —1)...(l = p+ 1) polynéme de Pochheamer

Preuve. :
Rappelons la relation (1.6.1) pour les fonctions dérivée [17, tome 1] :
k
kyk k I—p yk—
DFX _EO (;) (1), XD (3.1.12)
On peut donner la dérivation de Eq.(3.1.11) par induction en utilisant la conséquence

suivante d’équation :

Ss1+s2+...+sn

3.1.1
an+1 Z SrLﬂrn+1,sLﬂsn+1 (k) Xka - H’rw"’n+1,5w8n+1
k=s1
31.9 d S1+82+...+8Sn &k
= X Tntl, DTntl, X n Z ST’s(k)X D
k=s1
3.1.12 S1+82+...+5n Sn+41 . .
=T XT3 S(R) X () (dy 4 k) X ORI DR
k=s1 j=0
d Sn4-1 s S$1+82+...+5sn ) b
= Xt z:() ( n;rl) kz Sr,S(k) (dn +k — Snt1 +j)j XD
j= =s1

Sn+1 81+82+...+8Sn

= anH’ Z Z (Snjﬁ_l)sr,s(k — Sn+1 + ]) (d”l + k— Sn+1 + ‘])J Xka

=0 k=s1
]
Corollaire 3.1.5 :
La formule de récurrence généralisée de Bell est la suivante :
Brr iy sosnir (k) = X570 (D + [)™ X% B,  (z) (3.1.13)
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3.2. L’interprétation combinatoire des nombres de Stirling :

Preuve. :

Utilisant la régle de commutation ( la régle de I’équivalence de Leibniz ) :
De* f(x) =" (D +1)" f (x)

sur

d d
X n+11€xBTLﬂrn+175LﬂSn+1 (k’) — XT”+1D5”+1€QC.QZ n’an (.T)

qui induit de I’équation (3.1.5) u

3.2 L’interprétation combinatoire des nombres de Stir-
ling :

Nous procéderons maintenant & une interprétation combinatoire des résultats
ci-dessus. L’essence des paragraphes suivants sera une description du probléme axw dans
la théorie des graphes . Nous définissons les structures (graphiques) qui sont comptées par
les nombres généralisés de Bell et de Stirling et donnons alors une dérivation combinatoire
complete des relations de récurrence,la formule de type- Dobinski et d’autre résultats[19][12].

Nous présentons maintenant un certain nombre d’outils pour décrire le probléeme dans

la théorie des graphes.

Définition 3.2.1 :
Un bogue de type (r,s) se compose d’un corps et de s jambes. Le corps est constitué par
r cellules vides linéairement commandées. Chaque pied des s jambes est marqué avec un

nombre entier du segment : (m,m + s] :={m+1,m+2,....,m+ s} ; voir fig .

un bogue de type (3,2)
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3.2. L’interprétation combinatoire des nombres de Stirling :

Considérons un ensemble de n bogues, le premier de type (71, $1) et son pied est marqué
avec des étiquettes qui prennent ces valeur dans le segment (0, s1] , le second du type (72, s2)

avec des étiquettes dans (s, s1 + sol,et ainsi de suite .

Définition 3.2.2 :

Une colonie est une des maniéres possibles d’organiser les bogues en utilisant le procédé
suivant. Le premier bogue doit se tenir au-dessus de la terre. Une fois que (j — 1)*™ bogue
est placé ; le 7™ bogue est placé par la mise de certains (ou aucun) de ses pieds dans la

terre et le reste est placé dans une des cellules vides des bogues précédents.

Remarque 3.2.1 :
Le couple des séries d’entiers (r,s) , avecr = (r1,73,...1,,) ,et s = (81, Sa, ...S,) diffusant

les informations sur les types des bogues s’appellent le type de la colonie.

Remarque 3.2.2 :

Les jambes de la colonie se tenant sur la terre s’appellent jambes libres.

Exemple 3.2.1 :

Soit une colonie de type (3, 2, 1,3 ; 2, 2, 2,3) et 5 jambes libres . Apres avoir construit
les bogues (3,2),(2,2),(1,2),(3,3) .Organisant les bogues en suivant les étapes de la définition
3.2.2

Figure 3.2.1 : un colonie de type (3, 2,1, 3 ; 2, 2, 2,3) avec 5jambes libres

Supposez maintenant qu’il y a un ensemble de m cellules vides dans la terre.
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3.2. L’interprétation combinatoire des nombres de Stirling :

Définition 3.2.3 :

Un m—réglement est une colonie dont chacun des pieds correspondant aux jambes libres

est placé dans une cellule de la terre.

Définition 3.2.4 :

Un réglement surjectif est un réglement ou toutes les cellules au sol sont occupées. Le

type du réglement est défini pour étre le type de la colonie .

Le 12-reéglement de la colonie de type
(3,2,1,3;2,2,2,3) avec 5-jembes libres

Théoréme 3.2.1 :

Le nombre de Stirling compte le nombre des colonies du type (r,s) ayant exactement k

jambes libres.

Le nombre de Bell B, s compte le nombre des colonies du type (r,s).
Avant de le prouver, nous énongons :

Lemme 3.2.1 :

Une colonie de type (r,s) et avec k jambes libres a exactement (d,, + k) cellules vides.
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3.2. L’interprétation combinatoire des nombres de Stirling :

Preuve. :
n

Le nombre total de cellules de la colonie est égal a 21 r; .Le nombre des cellules occupées
est égal au nombre total de jambes moins le nombre de jambes libres (zn: S; — k) [

Donnons maintenant la preuve du théoréme 3.2.1 -

Preuve. 3.2.1 :

Notons par C, ; (k) le nombre de colonies du type (r, s) avec exactement k jambes libres.

L’égalire Cy; (k) = sp,.5 (k) = 6 (s1,k) est suffisante pour montrer que les nombres

C.s (k) satisfont la méme récursion que les nombres de Stirling généralisés d’équation

(3.1.11)
Sntl (5 ‘ ‘
Cromorsomns (B) = 5 ( . )(dnJrk’—J)anj Cr (b — )

j=1 J
Le Crur,,, swsn.1 (k) est le nombre de colonies du type (r & r,,1,5 W s,,1) ayant exactement
k jambes libéres.

Nous montrons que le coté droit de I’expression

(") =), o =)
donne le nombre de telles colonies ot le n*™¢ +1 bogue a exactement j jambes libres.
Evidemment, ceci prouverait 1'identité.

Montrons le maintenant . Afin d’obtenir une colonie avec k jambes libres , le n™¢ +1
bogue doit étre placé dans une colonie du type (r,s) et (k — j) jambes libres.

C,s (k — j) est le nombre de telles colonies.Nous choisissons les jambes libres du n*®m®
+1 bogue avec (s"j+ 1) maniére . Puisque par le lemme 3.2.1 il y a d,, + k — j cellules vides

dans le n**™¢ bogue colonie, (d,, + k — j) ; donne le nombre de maniéres de distribuer le

Sn4+1—
reste des pieds du n’™¢ +1 bogue dans les cellules vides. ]
Nous compterons maintenant le nombre de m - réglements qui fourniront le lien avec

Eqgs(3.1.7) vu de la perspective combinatoire.

Théoréme 3.2.2 :
Soit p(m,r,s) le nombre de m - réglements du type (r,s) nous avons:

plm,r,s) = T1 (m+d;_0),,

Jj=1



3.2. L’interprétation combinatoire des nombres de Stirling :

Preuve. :
Ilya (m)Simaniére de placer les pieds du premier bogue dans les m -cellules au sol. Apres

le placement du (j*™¢ — 1) bogue il y’a (m + d;_1) cellules vides disponibles (précédem-

j—1 j—1

ment les bogues placés ont fourni ) r; cellules vides et ) s;cellules occupés).Puis, il y a
i=1 i=1

(m + dj,l)sj maniére de placer s; pieds du j*"¢ bogue. [ |

Corollaire 3.2.1 :

Nous avons lidentité du polynéme :
s1+s2+...+8n
A (z + dj—l)sj - > Srs (k) (), (3.2.1)

n
j=1 k=s1

Preuve. :

Par le théoréme précédent, pour une valeur de nombre entier de x le nombre qui se trouve
a gauche compte le nombre de x- réglements du type (7, s) .S, s (k) (z), compte le nombre
de maniéres d’arranger une colonie de type (r , s) avec les k jambes libres en x cellules au

sol .La relation(3.2.1) est une autre maniére de compter le nombre de x-réglement. n

Définition 3.2.5 :

La fonction génératrice exponentielle des réglements surjectifs est égale aux polynomes :

s1+sa+...+sn . s1+s2+...+sn Tk
Bal@)=" ¥ Suat=" 5 S (kK
=31 =31 .

Corollaire 3.2.2 : (Relations d’extension de type- Dobinski)

Nous avons lidentité

j=1

B, s (z)e” = i [ﬁ (m+dj1>sj] %

Preuve. :
m

. . x A 2. P .
Prise du coefficient de —ldu coté gauche de 1’équation nous obtenons:
m!

5 () e 01 = £ 50 0) m),

k=0

m

x
Par le corollaire précédent 3.2.1 il est égal au coefficient de —'dans le coté droit. m
m!
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Conclusion générale

En parlant des nombres de Stirling et Bell dans les domaines mathématiques (combinatoires)
et physiques, on se trouve dans un grand espace de résultats, ce qui montre que ces nombres
ont une grande importance. Dans ce travail je me suis intéressé a une généralisation parmi

plusieurs.

& Cette généralisation portait sur une extension des nombres de Stirling généralisée par

'exploitation des opérateurs [ X" D?|", qui nous ménent a une généralisation des nom-

bres de Bell.

& Les nombres de Bell généralisés peuvent étre présentés comme séries infinies ces
dernieres sont de type de Dobinski.

& Le By 1(n,x) est le polynome de Languerre généralisé.

& Cette généralisation a une interprétation combinatoire et graphique.

Finalement, peut-on appliquer ces résultats a d’autres types d’opérateurs, pour quoi pas

aux les congruences.?
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