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INTRODUCTION GENERALE :

L'un des problemes fondamentaux qui a mené au développement de la théorie des
files d'attente est la modélisation probabiliste du nombre de lignes téléphonique actives. Au
départ, ce probléme a été traité en 1917 par Erlang [1] ou il a posé les notions de base de la
théorie des files d'attente et a donné des résultats importants concernant les études du
régime stationnaire de ces files. Ces travaux d'Erlang ont été suivis par une multitude
d'autres publications [2], [3], [4], [5] et [6] qui ont été consacrée a 1’application de ces
résultats a différents systémes ou ils ont concentré ces études sur les systémes stationnaires.
Mais en réalité il n'existe pas un €tat stationnaire total : par ce que ces systemes ont connu
plusieurs problémes (le taux d'arrivée non homogene, le mécanisme du service non
homogene ...etc.) qui conduit a un temps d'attente trop grand. Alors pour résoudre ce
probléme, il faut contrdler et étudier ces systémes en leur régime transitoire.

Plusieurs travaux ont été effectués pour 1'étude du régime transitoire de certaines files
d'attente. Dans la plus part de ces études, les résultats obtenus sont des expressions tres
compliquées et tres difficiles @ manipuler. Ces expressions sont données de fagon implicite,
c'est le cas des transformées de Laplace, la fonction génératrice [Takacs, Benes (1955)], la

fonction de Bessel [6], la méthode d'uniformisation [7].

Dans ce travail on se propose de traiter les systeémes qui nous semblent étre les plus
importants dans la théorie des files d'attente. Il s'agit du systéme M/G/1pour les systémes
mono serveur, et le systtme d'Erlang avec refus (Erlang loss system) M/G/S/0 pour les
systetmes multiserveur. Comme il n'existe pas de solutions transitoires exactes pour ces

systemes, on effectue ce travail pour donner des approximations de solutions transitoires.
Nous avons réparti cette thése en deux parties principales.
La premiére partie contient trois chapitres. Elle est consacrée a 1'approximation de

solutions transitoires pour les files mono serveur ou I’on se propose d'étudier la file M/G/1

trés répandue et largement utilisée dans la théorie de file d'attente.
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Au premier chapitre, on donne une description générale et détaillée des systemes
d'attente suivie d'une représentation des principaux modeles ¢étudiés, notamment les
systémes de type M/M/1 et M/G/1 et surtout I'étude du régime transitoire de ces files. On
s'intéresse aussi a la distribution du temps d'attente : F(w,t)=P(U(t)< w/U(0)= w,) ou u(t)

est la tache résiduelle du serveur a 1’instant .

Le deuxieéme chapitre est consacré au développement d'une nouvelle approche de la
probabilité¢ d'état instantanée de la file M/G/1. Cette approximation est basée sur les

processus de renouvellement retardés.

Dans le troisieme chapitre, on s'intéresse a établir un algorithme pour donner une
approximation des doubles transformées inverse de Laplace, ce qui a permis de donner sous
forme graphique la densité du temps d'attente. Ensuit on teste cet algorithme dans le cas de

la file M/M/1.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, on traite les files d'attente multiserveurs. On se
propose d'¢tudier la file M/G/S/0 ou on donne une approche de solutions transitoires qui est
I'approximation de MOL (Modified-Offered-Load) développée en 1975 par JAGERMMAN
[18]. Cette approche a plusieurs applications : elle a été utilisée pour étudier la sensibilité de
la distribution du temps de service dans un modele d’Erlang avec refus non stationnaire
[20], elle a été utilisée aussi pour étudier les réseaux de télécommunication [26]. Cette
approximation est aussi une motivation pour les travaux de Eick et Massey [21] dans la

physique. Donc, dans ce dernier chapitre on se propose d'étudier cette approximation.



CHAPITRE I :

GENERALITE SUR LES SYSTEMES DE FILES
D'ATENTTE.
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INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous présentons les approches de base de la théorie des files
d’attente, la raison principale du succes de cette théorie introduite pour la premiere fois dans
I’analyse des systémes téléphonique [1] et la combinaison de la puissance d’expression et de

I’efficacité des solutions qu’elle offre.

Plusieurs études ont ét¢ menées sur les files d’attente, une présentation générale et
claire est donnée dans le livre de COX et SMITH [2]. Celui de SAKAROVITCH [3]
propose une approche beaucoup plus mathématique. Une multitude d’autre publications [4],
[S] a été consacrée a I’application des files d’attente a différents systémes dans le but de
modéliser et résoudre des problémes tels que: construire une ligne téléphonique en

minimisant le temps d’attente pour obtenir une communication, un réseau d’ordinateurs, ....

La théorie des files d’attente donne deux méthodes principales pour la résolution du
conflit qui se produit lorsqu’un client arrive dans le systéme et trouve le (s) serveur (s)
occupe (s): 1) soit, il quitte le systeme sans €tre servi, ce qui correspond au «systeme
d’erlang avec refus» (ERLANG LOSS SYSTEME). 2) il peut attendre dans une file
d’attente pour étre servi dés la libération du serveur, ce qui correspond au systeéme de file

d’attente (QUEING SYSTEME) [4], [5].

L’objet de ce chapitre est de donner une description générale et détaillée de systémes
suivi d’une présentation des principaux modeles, notamment les systeémes de type M/M/1,

M/G/1 et surtout 1’étude de ces files en régime transitoire.
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I -1 : description du modele :

Une file d’attente peut se décrire comme un systeme ou les clients (modélisant les
activités qui ont besoin d’accéder aux ressources) arrivent a des instants aléatoires vers une
station (modélisant les ressources) pour recevoir un service. A la lumiere des exemples
précédents, on voit que les clients peuvent étre de toutes sortes (central téléphonique,
machine,...) de méme que la station de service peut prendre un ou plusieurs serveurs, quand
ceux-ci sont tous occupés, les clients doivent alors patienter dans un espace d’attente (si
celui-ci existe) jusqu’a ce qu’un serveur soit disponible, une présentation graphique d’une

file d’attente est donnée par la figure A-1 :

L’arrivée 7. SATATION.DE " .". Départ des clients
> ////// - SERVIGE: -0 >
Desclients —  __ /////// .o,

Espace d’attente

Figure A-1 : description d’une file d attente.

Terminologie et notation :
Un systéme de file d’attente est défini par :

I. Un processus générateur d’arrivés caractéris€ par une loi statistique
déterminant les intervalles des inter arrivées (qui sont des variables
aléatoires) sauf indication contraire (cas d’arrivées groupées) les arrivées se
font une a une.

2. La file d’attente proprement dite : elle contient les clients en attente le
service. Cependant, quand on parle de temps d’attente pure, on considérera le
temps passé dans cette file sans étre servi, la file est caractérisée par I’ordre
dans lequel les clients sont servis.

3. Un ou plusieurs serveurs, caractérisées par une loi statistique déterminant
la durée de service (qui est une variable aléatoire.).
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Les files d’attentes sont caractérisées aussi par une séquence de six symboles (la
Conférence International sur la Standardisation des Notations dans la Théorie de
File d’Attente 1971):

A/B/S/K/m/Z

Ou:
A : distribution d’inter-arrivé.
B : distribution de service.
S : nombre de serveurs.
K : capacite de la file.
m : nombre supérieure du nombre de clients dans le systéme.
Z : discipline de service.
A et B sont données par :
M : loi exponentielle (markovienne).
D : loi déterministe (constant).
Ex : loi d’Erlang d’ordre k.
G : loi générale.

GI : lois générales indépendantes.

La discipline de service détermine I’ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file et y
sont retirés pour recevoir un service, les disciplines les plus courantes sont :

o FIFO (First In First Out) ou FCFS (First Come First Served) les clients sont
servis dans leur ordre d’arrivée, notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas
équivalentes lorsque la file contient plusieurs serveurs, dans la premiére, le premier
arriveé sera le premier a quitter la file, alors que dans la deuxieme il sera premier a
commencer le service. Rien n’empéche alors qu’un client qui commence son service
apres lui, dans un autre serveur termine avant lui.

o LIFO (Last In First Out) ou LCF'S (Last Come First Served) cela correspond a une
pile, dans laquelle le dernier client arrive (posé sur la pile) sera le premier traité (retiré de
la pile).Comme pour le cas précédent, les disciplines LIFO et LCFS ne sont pas
équivalentes que pour une file mono serveur.

o RANDOM (aléatoire) : le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement
dans la file d’attente.

REMARQUE : lorsque les trois symboles de la notation ne sont pas précise, il est sous-
entendu que : K= o0, m = et Z : FIFO.
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I-2 : ETUDE DE QUELQUES MODELES :
1-2-1 : MODELE MARKOVIENS :

Les modeles markoviens de files d’attente sont des systémes ou les temps des inter
arrivées et les temps de service sont des variables aléatoires exponentiellement distribuées :
la propriété sans mémoire (markovienne) de la loi exponentielle rend aisée 1’analyse de ce

type de modeles.

1-2-1 : LA FILE M/M/1 :

C’est I’exemple le plus simple qui modélise le processus d’attente devant un serveur
quand les arrivées sont poissoniennes de taux A (nombre de clients arrivant pendant une
unité de temps) et le service est exponentiel de taux p (nombre de clients servis pendant une

unité de temps) et de temps moyen de servicel/u .

Ces deux processus, qui évaluent le nombre de clients dans la file étant markoviens,

le processus (X,)_, “nombre de clients dans le systéme a ’instant £ est donc markovien.

t>0

Dans le régime transitoire, les équations différentielles de Chapman Kolmogorov

sont de la forme :

% = uP,(t)— (2 + )P, (t)
dl:;t(t) = 2P, (1)~ (A + u)P, () + P, (¢)

Et dans le régime stationnaire, lorsque ¢ tend vers I’infini, le systéeme d’équations précédent
sera le suivant :
AP = uP_ ., 6]

Ce qui permet de déduire la solution :
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Ou p, = L l-petp= A intensité de trafic (taux de chargement de la file)
= g
>p

n=0

Alors I’existence de la solution (la condition d’ergodicité) est liée a la convergence de la

série Y p", on a donc :
n=0

A<u < p<l La file est stable.
A>u < p>1 La file est instable.

Les parametres de performance de la file M/M/1 sont :

N, = % Nombre moyen de clients dans le systéme.
ﬁq =AW, = % Nombre moyen de clients dans la file.

W, :% ﬁ Temps d’attente moyen dans le systeme.
W, =W, —ﬁ = rpk Temps d’attente moyen dans la file.

La file M/M/1 est Largement utilisée dans la modé¢lisation de systeme pour plusieurs

raisons :

Elle est extrémement simple a traiter avec un ensemble de propriétés facilement
exprimables par des formules aisées a manipuler, elle modélise d’une maniére générale tout

systeme de type guichet.

Les hypotheéses qu’elle utilise (processus markovien en entrée et en sortie) sont

classiquement utilisées dans la caractérisation plus précise et justifiée des parametres.

1-2-2 : MODELE NON MARKOVIEN :

En s’écartant de I’hypothese d’exponentialité des deux quantités stochastique (temps
des Inter arrivées et durée de service) ou en introduisant des parameétres supplémentaires au
modeles étudié, on sera alors en présence d’un processus non markovien, ceci rend donc
I’analyse du modele trés délicate, on se rameéne alors a un processus markovien

judicieusement choisi grace a différentes méthodes.
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1-2-2-1 : SYSTEME M/G/I :

L’un des systemes non markovien qui est trés important et largement utilisé dans la
théorie des files d’attente est la file M/G/1 qui est caractérisée par un processus d’arrivée

poissonnien de taux A (nombre des arrivées par unité de temps) et avec une distribution

générale ou arbitraire de temps de service B(x) de moyenne x. Puisque le processus
d’arrivée est poissonnien et le nombre de clients dans le systéme varie par un au plus, alors
ceci permet de dire que le taux de probabilité d’arrivée est égale au taux de probabilité de

départ a I’état stationnaire [4].

En remarquant que la distribution du temps de service n’est plus exponentielle sauf
dans des cas particuliers ou la loi de service a un comportement modé¢lisable par un
processus markovien (les loi hyper exponentielles), le systéme perd ses propriétés
markoviennes et ne peut plus étre résolu par la théorie des processus de naissance et de
mort, on est donc réduit a trouver des méthodes de calcul différentes.

L’une de ces méthodes est celle dite «chaine de Markov incluse» (the embeded
Markov Chain)[5] qui ramene 1’¢tude du processus bidimensionnel a un processus

unidimensionnel et donne 1’équation suivante :

X, —1+4, si X, >0
e {AM si X, =0 ©
Ou:
X ., : Le nombre de clients dans le systéme aprés le n ™ départ;
A, : Le nombre des arrivées durant le service du (n+1) ™ client.

Ceci donne une chaine de Markov d’espace d’états discret de matrice de transition P.

Ou P=

x )dB (x)

Q
Il
~o
~
'
Il
N
Il
oS =38
~o
~
'
Il
<
D
IA
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00

- et ()

(=}

B(x) : la distribution du temps de service.

Les comportements transitoires et stationnaires du systeme sont obtenus par
I’équation (I), alors les résultats les plus connus sont les formules de POLACZEK-
KHINCHIN (P-K) qui donnent D’expression du temps d’attente moyen en régime
stationnaire par :

Ax
2i-p)’

A partir de cette formule on peut calculer le temps de séjour total d’un client dans le

W =

systéme tel que : T = x + W et on trouve facilement la formule de P-K du nombre moyen de

clients dans le systéme qui est :

Rappelons que la Z- Transformée d’une distribution P, (la fonction génératrice) est donnée
par:
Q (Z ) = Z Z k P
k=0
Et pour la file correspondante :

o )

ot : B'(L—Az) est la transformée de Laplace de la densité du temps de service évaluée au

point s = A - Az. Cette équation représente la transformée de P-K du nombre moyen de

clients dans le systéme.

La transformée de Laplace de la densité du temps d’attente est donnée par :

w*(s)— s(l—p)

- s—A+AB"(s) ;

et la transformée de Laplace de la durée de s€jour totale est donnée par :

g’ (s) _B (s) s(l - p)

s—A+AB(s)
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On s’intéresse au calcul du temps d’attente en régime transitoire, pour lequel on

introduit un processus stochastique (U(¢)),, U(t) représente la tache résiduelle du serveur,

c'est le temps nécessaire pour vider le systeme a partir de I’instant 7, et en supposant qu’il

n’y a pas des arrivées apres .

Alors pour un systeme de discipline FCFS, la tache résiduelle U(t) représente
exactement le temps d’attente d’un client arrive a I’instant ¢, sa distribution est définie par :
F(w.)=P(U(t)< w/U(0)=w,)
L’équation integrodifférentielle de TAKACS donne :

OF(w, t) _ OF(w, t)
ot ow

~ AE(w,t)+A[", B(w —x)d, F(x,t)

Cette équation définit la distribution de la tache résiduelle en régime transitoire, on donne

aussi la double transformée de Laplace de F (w, t).

“MWo =Wy
ou: F(rs)= Un)e € (équation de TAKACS)

- 7\,3*(1’)—7\,+I’—S

n(s) : la racine unique de 1’équation AB"(r) —A + r —s = 0 ol Re(1)) >0 pour Re(s)>0.

wo = U (0) : la tache résiduelle initiale.

On remarque que cette équation est donnée par une expression implicite, et le probléme qui
se pose est qu’'on ne peut calculer I’inverse de cette fonction pour obtenir la formule
explicite de F (w, t). Donc on cherche une méthode pour trouver cette distribution

explicitement.

L’attention des spécialistes est actuellement focalisée sur 1’étude des méthodes
d’approximation parmi lesquelles on peut distinguer :

La méthode d’approximation par les processus de diffusion basée sur le principe
d’approximation de la densité de probabilité de X(t) par la densité de probabilit¢ @ d’une loi
normale qui représente une solution de I’équation de diffusion de FOKKER- PLANCK

définie par :

OF OF 02 82F
m— + > .
ot ow 2 ow’
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F(w, t)=P(U(t) < w/U(0) = w,)

Avec les conditions initiales :
F(w,t)=0  pour w<0.
F (oo, t)=1

SIW < W,

SIW 2> W,

0
F (w, 0)=Fo(w) = {1
La résolution de I’équation de F-P donne :

F(Wat)=\/;—nf(z_wo_mt/cme_§dX=@(_W_W°_mtJ

@ : la fonction de répartition d’une gaussienne N (0,1).

Cette solution ne satisfait pas la condition ou F (w, t)=0 pour w<0 et avec un changement de

variable convenable on obtient le résultat suivant qui satisfait les conditions initiales.

2mw

_ _ t : _ . _ t
Donc : F(W,t):gp(w Wo mj_ec @( W—W, mj

ot NG

On note :
Uyq(t) : processus de diffusion associé¢ a U
U (1) : processus exact.

on pose les conditions initiales :

F(w, t) = P(Ua(t) < w/Ua(0) = w)

F(w,o)={f o
F (w,t)=0 pour w<0.
F (o0, t)=1
Et
m=p-—1
o2 = x>
p = Ax

Ce processus de diffusion doit satisfaire 1’équation de F-P

2 A2
oF OF o’ o'F

ot ow 2 ow?
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On utilise la technique de la transformée de Laplace pour deux raisons :
1) elle donne une approche alternative de la solution.
2) On peut la comparer avec la solution exacte.

Et on définit la double transformée de Laplace -stiltjes par :

F 7 (,s)= Je * [e ™d, F(w,t)dt
0

0

La résolution de I’équation de F-P par I’application de la double transformée donne :

e e

‘ 2Sc” 2
Ou: rl,rz=£2 1i(1+ SCZ J ;
c

sip>1 .
h P (Voir annexe 1)

=
Il
—

1§ Slp<1 '

On remarque que cette solution du processus de diffusion est similaire a celle de la solution

exacte donnée par :

K e =l

(¢)

On remarque aussi que :

F"(r,s)= Te“E(erU(t)/U(O)z Wo)dt

0

De ce résultat, on peut déduire le temps d’attente moyen du processus de diffusion lorsque

p<l i.e., le régime stationnaire qui est :

Ax?

2(0-p)

fim B (U, (0)=
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Qui est le méme résultat que celui de POLLACZEK KHIINCHIN et on peut déduire aussi

la transformée de laplace du temps d’attente moyen en régime transitoire par :

Te‘”E(Ud(t)/U . (0))dr = an + Wso L€

—nwy

s

2
Ot n=r, = RLLE I [1 + 25(; j (voir annexe I)

Et par I’inversion de 1’équation précédente on obtient le temps d’attente moyen en régime

transitoire :

5 1+
d| 1+ invplace] L9 st

2

E(U,(t)/U,(0)) = mt+ 22 +exp dirac(t) -
° ;I;(H‘/ljtw;zm]

L’approximation par le processus de diffusion est ['une des méthodes

d’approximation importante, il y a d’autres méthodes plus puissantes que la diffusion qui
sont les méthodes analytiques et a un degré moindre des méthodes par les techniques de
simulation. Ces derni¢res permettront de traiter par programme informatique la suite des
événements susceptibles de se produire sur un systeme réel et de représenter 1’évolution
dans le temps des variables de ce systeme. Cette technique a 1’avantage d’étre infiniment
moins limitée que la technique analytique quant aux hypothéses de fonctionnement, mais
nécessitent un temps de calcul (et donc un temps de mise au point de programmes) parfois

assez fastidieuses.



CHAPITRE II :
APPROXIMATION DE p(N(U(t))=n) PAR LES
PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT
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INTRODUCTION :

Il y a plusieurs études sur la probabilité du nombre de clients dans une file d’attente
en régime transitoire, qui sont des approximations comme on a déja vu dans
I’approximation de diffusion et 1’approximation par les fluides [5]. Il existe aussi d’autres
approximations pour certains types de files d’attente. Par exemple, il y a une approche de la
probabilit¢ de nombre de clients dans une file d’attente de type M/M/1 développée par une
équipe de IRISA (1993) [7].cette approche est basée sur les chaines de Markov
uniformisées, mais cette approximation donne une expression trés compliquée pour le
calcul du nombre moyen de clients. Dans ce chapitre, on présente une nouvelle
approximation pour la file M/G/I qui est basée sur le processus de renouvellement retardé et
I'on donnera une approximation de p(N (¢)=n) . On utilisera le temps de service résiduel
comme ¢étant une durée de vie résiduelle d'un processus de renouvellement. Pour cela; on
rappellera les notions essentielles sur les processus de renouvellement et quelques cas

particuliers.
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II-1: Processus de renouvellement :
I1-1-1 : Définition :

Soit (X))ien une suite de variables al€atoires indépendantes identiquement
distribuées. (X;) est un intervalle de l'inter-occurence d’un événement A.
(S.).ey une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
représentent les instants d'occurrence de I'événement A telque: S,=X;+X>+ ... + X,.
Alors (S,), <y est appelée processus de renouvellement.
L’indice n représente le nombre de renouvellements.

Une présentation graphique du processus de renouvellement est donnée par la figure (II-1) :

N
A

Figure (II-1)

N (¢) : processus de comptage représente le nombre de renouvellements jusqu’a t.

Donc ; pour un processus de renouvellement (), y, et pour tout £>0, on appelle :

» Variable aléatoire age, la variable aléatoire notée par o, et définie par :
o,=t - Sny.
» La durée de vie résiduelle, la variable aléatoire notée par y et définie par :
7%= Snp+1- L.
» La durée de vie totale, la variable aléatoire notée par f, et définie par :

B=nt o
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On représente ces variables par la figure (II-2) suivante :

< b. >
5
A —
S r N

Figure (11-2).

I1-1-2 : Fonction de renouvellement :
Définition :
On appelle fonction de renouvellement la fonction M(.) définie pour tout ¢ par :

M @) =E (N ().

Proposition :

a) M (t)=> F,(t) Ou VkF ()=p(S, <1).

k>1

b) la fonction de renouvellement est bien définie (la série sz (t) converge, V7) [8].
k<1

II-1-3 : Théoréme de renouvellement :
Proposition :

La fonction de renouvellement M (.) vérifie I’équation :
M@Y= F@)+ [M G- x)F (x) w0,
0
En introduisant la notation de convolution :
AxB(t)= jA(t— x)dB (x) = j B(t— x)dA4 (x).
0 0

Alors :

M (t)= F(t)+ F * M (1)
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I1I-1-4 : Equation de renouvellement :
Définition :

Une équation intégrale de la forme :
A(t) = a(t) + jA(t — x)dF (x) t>0.
0

Est appelée équation de renouvellement, tel que :

A (.) est considérée comme la fonction inconnue, a et F sont des fonctions connues.

Proposition :
Soit a une fonction bornée, il existe une et une seule fonction A bornée sur des intervalles

finis et qui satisfait :

1) A(t) = a(t)+ J.a(t —x)dF(x) et A estdonnée par
0

i) A(t) = a(t) + ja(t —x)dM (x) , 00 M(1)= > F, (1)

k>1

Remarque :
La solution de certaines équations de renouvellement est donnée en terme de la fonction de

renouvellement d’un certain processus de renouvellement.
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I1-2 : Cas particuliers :
I1-2-1 : Processus de regénération : [9]
Définition :
Soit Z=(Z;)=p un processus stochastique a espace d’état £. on suppose qu’a chaque
instant d’ occurrence d’un certain événement A, le comportement probabiliste du processus

Z apres cet instant est le méme qu' apres 'instant 0.

Les instants d’occurrence de I’événement sont appelés instant de regénération du
processus Z, Z est appelé "processus regéneratif "'.
Si on suppose que Z est a espace d’état £ discret ;

Alors, PourieE ; f(t)=p (z,=i).

Soit §; est le premier instant de regénération de Z.
Si on pose :

Z” =Z,.s, »Donc laloide Z est le méme que celle de Z.

Sis;=s <t; Alors Z,= Zt_s

On retourne a la fonction de probabilité f'et on va I’étudier a la lumiére du processus de

renouvellement on aura donc :

[e¢]

10=p(z, =)= [ p(z, =115, = s)iF(s)

0

= [ p(z, =if5, = MaF(s)+ [ p(2, =i/ 5, = 5)aF(s).

p(Z,, =i)dF (s)+p(Z, =i,5,)1).

Il
S

=jf(f—s)dF(S)+p(Z, =i,8,)1). (1I-1)

Donc f'est une solution de 1’équation de renouvellement.
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Soit maintenant (S,), <y la suite des instants de regénération ;

Pour AcE ;onposeK (t,A)=p(Z, € A,S,)t),t20; (11-2)

f(@) = p(Z, € 4).
Donc :

p(Z,ed/S <t)= p(ZAH € A)z f(t=1s)

Et d’apres les équations (II-1) et (II-2) on obtient :

f() = K(t,4)+ | [t = 5)dF (s)

Par le processus de renouvellement, la solution de cette équation sera la suivante :

f(t)=K(t,4)+ jK(t — 5, A)dM (s) (11-3)
= R * K (t, 4A)
Ou R=1+M M = F,

II-2-2 : Processus de renouvellement retardé :

Définition :
Soit {X .}, une suite des inter-occurence qui sont des variables aléatoires

indépendantes identiquement distribuées de fonction de distribution commune F, et soit .X;
une variable aléatoire indépendante, de fonction de distribution G différente de F

Alors :

A

Le processus : S, = X, + X, +...+ X, est appelé "processus de renouvellement retardé".

Définition : Une suite (S, ),y €St appelée processus de renouvellement retarde si la

suite (S,),cy définie par S, = S -8, (avec S, : positive ou nul indépendant de S ) est un

processus de renouvellement ordinaire.
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Maintenant, on va mod¢liser le probleme de calcul de la probabilit¢ du nombre de clients

qui sont trouvés dans un systeme d’attente a un instant ¢.

I1-3 : Modélisation du probleme :

Soit une file d’attente de type M/G/I, avec une discipline FCFS et un espace
d’attente illimite.

Si on visite le systéme a un instant quelconque #; on trouve un certain nombre de
clients qui attendent dans une file pour recevoir un service et un client dans le service. Donc
ce nombre, a cet instant est égal au nombre de clients qui seront servis a partir de ¢ et dans
une durée de temps égale a U (?) (on ne considere pas les clients arrivés apres t).

On pose les notations suivantes :

U (1) : une variable aléatoire représente la tache résiduelle a I’instant ¢, et qui est
¢galement le temps nécessaire pour vider le systeéme.
N (U (1)) : le nombre de clients dans le systeme a I’instant ¢, qui est aussi le nombre

de clients servis dans une durée de temps égale a U (?).

En utilisant le processus de renouvellement, on trouve :
U@y =nje 8, <um<s,,|
Ou (S‘n)neN* sont des instants de renouvellement qui représentent ici les instants de fin de

service de chaque client.

eme

Onnote: X, =S, —S,, la durée de service du n® client.

n—1

A

S, =X, +X,+..+X,.

Tels que :
X;: une variable aléatoire indépendante, de fonction de distribution G différent de
celle de (X)) ;> , et qui représente le temps de service résiduel d'un client qui est

en service a l'instant ¢.
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(X,)., : Une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

représentent la durée du service de chaque client i, de fonction de distribution ¥

commune.

Maintenant, on donne plus de détail pour p{N(U(t)) = n}.
Ona:
NU@)=n} 18, <UD <S,,|.

<U (t)} sont emboités c'est-a-dire que :

s,
5, <u@)=18,., <U@)=18,., <U)} ..

n+l —

Les événements

Par conséquent :

(§, <Urt)etS,, >Ut) }=1{8, <U(t)etnon {S,., <U)I}=1S, <U)- 1S, <U(1)}.
Done :
p(NWUE)=n)=piS, <U0}-piS,.. <U)}.
< p(NUE)=n)=F; UE)-F;, (U0)

On a aussi :

+00

F, (U(0) = plS, <um)=[plS, surv@ =u)fy@du.

0

ou fy,est la fonction de densite de U (7).

Donc :

PV O =)= [|Fs @)= Fy, @] foi @ (-4
0
Il reste de trouver les fonctions F; et f, .

On commence par F
n

A

Ona: S =X, +X,+.+X,.

<:>p(5’n Su):p(Xl + X, +..+ X, Su).
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Comme Les (X;);-; , sont des vaiid, on trouve :

fgn (u): 8x, (u)*fxz (”)*““*fxn (u)
=g, ()* 1, @)

Ou f, est la fonction de densité de S

[ fr, (u)]"_l désigne la (n-1) “™ convolée de f X, (u) et * le produit de convolution.

Généralement, la distribution de (X, )", est donnée. Par contre la distribution de X; est

inconnue. Donc, par la suite on va donner une expression explicite de cette distribution.
Premi¢érement, On remarque que les durées du temps de service ont le méme

comportement probabiliste, cela conduit a utiliser le processus de regénération en

introduisant :

p(X1>y)= J.p(X1>)}/S1 :S)dF(S) .

p(X)p/S, =s)dF (s)+p(X,)y,5)t).

S —

D ‘aprés (II-2)ona kK (t,4 )= p(X,)y,S,)t).
Ici  A={X; >y}

Donc:K(t,4)= p(S)t+y)=1-F(t+y)

De (II-3) on trouve que :

p(X)y)=K(t, 4)+ jK(t — 5, A)dM (s).
o p(X)y)=1-F(+y)+[[1-Ft+y-s)}M(s).

Donc : Gy, (v)=F(t+y)-[[1-F@+y-s)ldM(s)

S —
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I1-4 Exemple :
Soit une file d’attente de type M/M/I, la distribution du temps de service est une
exponentielle de taux .

On a donc :
a)p(X1>y):1— (1 —e_”(’”))+j.[1 - (1— e_”(”y_s)) ds .
0

= p(Xl)y): e ",
&Gy (y)=1-e"

Donc, la distribution du temps de service résiduel est une exponentielle de taux x qui est le

méme résultat donné par Karlin [8].

b) le calcul de f, :

Ona £, (W)= 20, () fy @)% * £, (0).

- o Q) et
/s () Ty

Donc :

5'71—)7/(/'1’”)

Conclusion :

On a trouvé une expression de P (N (U (¢))=n) en fonction de F, et f,,, . Il reste de

trouver une expression explicite de la distribution du temps d’attente. Mais on a une
expression implicite de cette distribution qui est une double transformée de Laplace- stiltjes
(formule de Takacs). Pour obtenir une expression explicite de cette distribution il faut

I’inverser, ce probléme d'inversion sera I'objet du prochain chapitre.



CHAPITRE III :

L'inverse de la double transformeée de Laplace
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INTRODUCTION :

Dans la théorie des files d'attente, plusieurs résultats sont donnés de fagcon implicite.
C'est le cas des transformées comme la fonction geénératrice dans le cas des variables
discrétes, ou par la transformée de Laplace pour les variables continues, ou dans le cas de
variables mixte (continue et discréte) on trouve des résultats en fonction d'une mixture entre

la transformée de Laplace et la fonction génératrice.

Dans les dernieres années, plusieurs méthodes ont €té propos€es pour inverser ces
transformées. Donc, pour le cas des transformées unidimensionnelle, il a été trouvé des
approximations informatiques comme l'algorithme de GAVER [10], l'algorithme de
POISSON et l'algorithme d'Euler. Ce dernier a été développé en 1991[10] pour inverser la
transformée de Laplace unidimensionnelle; ensuite en 1994[11] cet algorithme a été

généralisé pour les fonctions multidimensionnelle.

Dans ce chapitre, on se propose d'é¢tudier l'algorithme d'Euler et on va l'appliquer

pour trouver une approche de la fonction de densité du temps d'attente.
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ITI-1 : les transformés unidimensionnelles :
IT1-1-1 : Définitions :
III-1-1-a : Transformée de Fourier :
Soit f{?) une fonction a valeurs complexe de variable réelle . On appelle transformée

de Fourier de fla fonction ¢ définie par :

+00

p)= [e™ f(t)dt

— 00

Remarque :

Si fest une fonction de densité alors @(u) est sa fonction caractéristique.

III-1-1-b : Transformée de Laplace :
Soit f () une fonction a valeurs complexe de variable réelle positive . On appelle

transformée de Laplace de f(?) la fonction f(s)de variable complexe définie par :

+o0

f(s)=[e " f(e)de

0
Ou Re(s) > 0.
On appelle f*(s) transformée de Laplace- stiltjes de F définie par :

~+00

f*(s)=je-”dF(t) Ou F (t)= ff(t)dt

0

IT1-1-2 : Inverse d’une intégrale : [10]

Soit ¢ la transformée de Fourier de f. Si |¢| est intégrable alors F' est absolument

continue et sa densité est donnée par :

@)= [e™g@u  vizo. 1)
2
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I1I-1-3 : Intégration numérique :

L’intégrale numérique permet de calculer l'intégrale précédente, mais bien sir
l'intégration numérique est compliquée pour les intégrales qui sont définies sur des
domaines infinis. Dans ce cas on propose approximativement de calculer les intégrales par
la formule des trapézes, qui est la meilleure pour calculer ce type des intégrales pour deux
raisons :

1) Elle permet de calculer des intégrales définies sur un intervalle infini.

2) Elle donne des erreurs faibles et faciles a contrdler.

Formule des trapezes :

Soit g une fonction définie sur [a, b]. Pour obtenir la formule des trapézes,on divise
le domaine de définition sur n sous intervalle, puis on approche le graphe de g(#) d’abord
dans I’intervalle [#,, #, ] par la droite qui conjoint les points (#,, go )et (¢, ,2;)

Alors :

t—t,
h

g(t)zgo-i- (gl_go)'

oun=l=% , _u

i
n

On obtient aussi pour 1’intégrale
1 h
[eyd = (g, +21)
o

En répétant ce procédé pour tous les intervalles en considérations, on trouve la formule des

trapezes :

[e()d =1,6)=n (M+ z o (a+ kh )j-

a

Cette formule est aussi valable pour a = —woub = +w.

Proposition :
Soit ge (%, alors ’expression exacte et standard de ’erreur correspondant au régle

des trapezes est donnée par :

b

[e@)-T, (g>1 SR ST TN € )

a

e, =

avec a <ty<b.
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Donc on peut majorer cette erreur par :

e, < %_a)sup {]g”(t)|:a <t<b}.

En plus de ¢a, on peut appliquer la formule sommatoire de Poisson pour obtenir une
représentation convenable de 1’erreur de discrétisation associée a la formule des trapezes, et
on peut aussi estimer et majorer cette erreur d’une fagon trés simple et plus précise que la

formule (3-1).

La formule sommatoire de Poisson :

Maintenant, on se concentre sur I’erreur de discrétisation associée a la formule des
trapezes. En 1955 Fettis [12] a remarqué que 1’approximation d’une intégrale par la formule
des trapeézes peut étre analysée et justifiée en utilisant la formule sommatoire de Poisson, et
avec cette formule, on peut controler 1’erreur de discrétisation.

L’idée essentielle de la formule sommatoire de Poisson est d'approcher une fonction
donnée par une fonction périodique qui peut étre représentée par sa série de Fourier. Cette
méthode appelée la méthode de série de Fourier ou « aliasing ».

On applique cette méthode sur la fonction de densité f.

1. On construit une fonction périodique f, () de période% .

g
.. (4-1)

2. on cherche une série de Fourier de cette fonction périodique (on suppose que cette

f,0=3 f(r+ 27

série converge).
On a par définition :

fp(t): f ckeikht
k

Ou ¢ est un coefficient de Fourier de f,

nok " h
— — iknt dt —
27 '[ f 27

- —7 k=-o

'—.&‘-ﬁl
DM
8
~
N
~

n 27k je—ikht dt
h

= ‘

h
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Par Fubini on trouve :
O e A = YN R (o)
T 2r

D’apres (4-1) et (4-2) on obtient la formule sommatoire de poisson :

+00

y f(t+ 2”"} _ %Z 6 (kh Je " ... (4-3)

k = -0 h k= -

h & — iht
= f(t)= T > g (kh Je M — e,
k=-0
= 2L+ ii [Re (¢)cos kht + Im (¢)sin kht ]— e, --- (4‘4)-
A T k=1

O e, =e, ()= f[t+%j .. (4-5).

k=-0

k#0
On remarque que la somme (4-4) est une approche de I’intégrale (2-1) par la formule
des trapézes, et que l’erreur e; qui est donnée par la formule (4-5) est une expression
explicite de I’erreur de discrétisation associée a la régle des trapézes. Donc, d’aprés cette
expression, on peut donner une majoration meilleure que celle de 1’expression standard.
Pour les densités continues, il est possible de vérifier directement les conditions
suffisantes de ¢ (la continuité et 'intégrabilité) d'apres [13]. Mais ce ne sont pas toutes les

distributions qui ont des densités continues. Par exemple la distribution exponentielle a une

densité non continue au point 0 et sa transformée de Fourier qui égale a @(u)=(1—miu)" ou

1
|¢(u)| = (1 + m2u2)7 n'est pas intégrable. Donc la formule (4-4) n'est pas valable.

Pour résoudre ce probléme, trois méthodes ont été proposées [10] :
1. la fonction f satisfait des conditions plus fortes pour des conditions de
convergence de la série de Fourier.
2. perturber la densité f par la convolution (smoothing convolution) et donner une
nouvelle densité satisfaisant les conditions.
3. changer la forme de I'addition de la série de Fourier.
On choisit la troisiéme méthode car la convergence de la série et 1'égalité n’exige pas des

conditions fortes.
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Proposition 1 :[10]
Soit g une fonction périodique ou | g| est intégrable sur un intervalle d'une période.

Si g a des points de discontinuité finis et elle est dérivable & gauche et a droite de chaque
point alors :

La série de Fourier de g converge vers [g(t;) +g(t.)]/2 pour tout .

Remarques :
e La convergence dans la proposition (1) n'est pas uniforme au voisinage de points de
discontinuité.
e La convergence et I'égalité de (4-3) sont possibles avec des conditions faibles si on
change la forme de l'addition de la série de Fourier, par exemple si on utilise la

convergence de cesaro, la proposition (1) reste valable sans la dérivabilité.

Proposition 2 :[10]
a) Si 3 ([Re(@)kh)+|1m(p(kn) )< +o0 alors :

La série (4-3) est valable et la série de Fourier converge uniformément.

b) Si Re(p(kh))et Im(¢(kh)) sont éventuellement positive et décrois vers 0 quand k tend

vers oo Alors (4-3) est valable et la série de Fourier converge pour toute ¢.

Pour résoudre le probléme d'intégrabilité de |¢| par le changement de la forme de I'addition

de la série, on remplace f(?) par la fonction f,( ) (damped function) donnée par :

f,()=ef(t), VteIR* ,a e IR}

On prend & :% et d'apres (4-3) on obtient :

+00

Z:e_a(zlc+l)f((2k+1)t)=2L Z (_l)k ¢(ia+k7ﬁ)

k=0 k=-0

D

Cu~

On remarque que le deuxieme membre de cette égalité est une approche de l'inverse de la

transformée de Laplace.
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Soit : azi donc :

2t
Ze “ (2K + 1)) exf’(/w)z ( ’2"“j

2t

Comme f(s)+ f(s)=2Re f(s) on aura :

ou ¢, est l'erreur de discrétisation

= e (f.0,4)=3 e £((2k +1))

k=1

Avec cette expression on peut facilement majorer l'erreur.

-4
1) si |f(t]£c donc |ed|S lc;ee’A ~ce ...(a)

Cas particulier :

Si f(#) est une fonction de densité alors |f(t] <1 donc |e,|<e ™ qui est indépendante de la

distribution.

A 24
2) si |f l<ct donc|ed|<Ze 2k+1)ct<ct£3;e)z3cte‘l

(==,

D'aprés (a) il est claire qu'il faut augmenter la valeur de 4 pour diminuer la valeur de
l'erreur.
On applique ces résultats pour les fonctions bidimensionnelles de deux variables; on

rappelle par les définitions suivantes.
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III-2 : Les transformées bidimensionnelle :
I11-2-1 : Double transformée de Laplace :

Soit f{t;, t,) une fonction a valeurs complexes de variables réelles positives (¢;, #,). On
appelle double transformée de Laplace de f; la fonction f(s,,s,)de variables complexes

définie par :

+00 400

?(Sl > S ): J.J.eismeism f(tl o1y )hldtz
0 0

OuRe(s, )>0 etRe(s, )>0.

I11-2-2 : Double transformée de Fourier :
Soit f(t;, t;) une fonction a valeurs complexes de variables réelles. On appelle double

transformée de Fourier de f, la fonction ¢ définie par :

400 +00

¢(”1a”2): J J.ei(u]tlwzlz)f(tlatz )dtldtz

— 00 — 0

L'inverse du ¢ est donnée par :

1 +00 +00

I J‘ e—i(r,uﬁrl‘zuz)(l)(ul,uz )du du

— 0 —

f(tl’t2): 472

I11-2-3 : La formule sommatoire de Poisson :

. . , e g Lo 2 2 .
Soit f{t;, t,) une fonction périodique de périodes il , —”respectlvement, admettant
1 2

une série de Fourier. La formule sommatoire de Poisson bidimensionnel est donnée par :

> > f[tl+ 2h”j,t2+ 2h”kj= > > :ll”hi¢(jh1,khz)e”'(f’”’l*"”zfz)
1 2

j=-0 k=-x

Le membre droit de cette égalité est une approche de 1'intégrale numérique de l'inverse de la
transformée de Fourier par la formule des trapezes.
On fait le méme procédé que pour les fonctions unidimensionnelles :

On remplace la fonction f'par la fonction f; donnée par :
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“lanrannn) oy oy 1. >0,t,>0
fd(t15t2):{g f(l 2) e 2

Si non

Ou a; et a, sont des valeurs réelles positives

Donc :

400 400

¢(ul’ 2) J-'[ —[(ay+iuy )y +(ay+iv, )ty ] f(tl, z)dt dt

< ¢(“1a”2): }(al —iuy,a, _iuz)

On prend 4 =% , by =" oul, et l, sont des entiers positifs avec [, >1, [, >1
1*1

2l
On trouve :
i i e—[a,(l+2jll)tl+a2(1+2k12)tz]f((1 + 2jl])t1,(1 + 2klz)t2) _
j=0k=0

4”” Z Ze [h }f((1+2]1 Ve, (1+ 2k, )1,)

1°1°2%2 j=-wk=-0

Pour simplifier les calculs on pose 4, = a,/\t,, 4, = a,l,t,

On obtient :
Zw‘,z ) o ((1+2,1,)e,,(1+ 241, )e, ) =
Jj=0 k=0

e AL, A\ 20t Lt 2Lt Lt

$¥e {fﬁl 2l (Al iir 4, _ikﬂje [ ]
Et en fin on trouve :

f(tlstz):f_(tlatz)_ed

Ou e, = Zw fe‘[”""”“”f((1+2jz1 Ve, ,(1+2k1,)t,)

j=—0 k=-w
non j=k=0

Pour un nombre positif ¢ satisfaisant I'inégalité suivante :

|f(t1’t2130 Y ¢, t, €lR.
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-4 + e_Az _e_(A|+A2))

(I-e")Yd-e™)

Alors : le,| < ¢ (e

r c(e’A‘ + e’AZ)--- (b)

Dans notre cas f'est une fonction de densité donc :
-4 "y
|ed| <e T+e 2.

Maintenant, on va étudier la fonction f :

Ona:

7 & 4,/21,) & &
f(tl,tz):eXp(Al/zll)Zel‘{ eXp( ) / 2)2612

21,1, 21,1, .
A4, _ jr 4, _ ikx
20,t,  Lt,  20,t, ,t,

On a trouvé donc une série infinie, cette derniére est difficile a calculer directement, mais on

Jj=—o

\sl

remarque que cette série est une série trigonométrie qui peut tre écrite sous forme d'une

série alternée sous la forme :

lkliz

_ exp 21 & Wr exp 21, R
171

=1 j=—o0 2l ey =lhk=—o0

N( 4, j, 7 jr 4, ik, l'kﬂ'j }
xf - - , - -

20,6, I,t, t 20,t, It, t,

Ona f(5,5,)=f(s,,s,) ou 5 est le conjugué de s donc I'équation précédente sera la suivante
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A A
exp{ Ly =2

21,t, 212t2}{7( A, A, j

41,t1,t, 20,1, 21,t,

f(tl oLy ):

Iy 4o _iklzzN . )
+2ZZ:Z(_1)J< Rel ¢ f( A4, A, _lk17z'_lk7rj

20,t,° 20,t, Lt, t,

It . Iy too . 7[’7]1”+i/;1”j
+2ZZ(—1) Re ZZ(—I) e 7

ir=1j=0 ky=1k=0

7 4, g7 x4, ik\7m ik
X - - - -
20,t, 1,t, t, 20,6, L,t, t,

I 4o ) ,ijlﬂ - A U T l_]ﬂ- A
+2 —~1)’ Re| e " U L A —
Zz( ) [ f[2lltl It, t, 2I,t,

[ A j,r ijjr 4, +ik17z'+ik72'
20,t, Lt ot 2L, It, t,

On remarque que cette fonction contient des séries alternées infinies de la

k

+o0
forme» (1) a, 0l (apken est une suite de fonctions réelles.
k=0

On ne peut pas calculer la somme de ces séries lorsque £ et j tendent vers 1'infini, mais on
peut calculer un nombre fini des termes de ces séries a condition que l'erreur de troncature
sera d’une meilleure précision. Pour trouver le nombre de termes, on applique la
transformation d'Euler
II1-2-4 : Transformation d'Euler : [10]

Pour les séries infinies alternées, la transformation d'Euler est définie par la moyenne
de m sommes partielles avec une distribution de probabilité binomiale de parametres m et

p=".
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Si on applique cette méthode sur une m- somme partielle aprés la #°" somme, on obtient la
définition suivante :

E(t,m,n):i[ZJZ’"SHk ()... (1112)

k=0

Oou S, =Y (-1)"a, lan®somme partielle.

La somme d'Euler peut aussi €tre décrite comme une moyenne répétée de m sommes

éme

apres la 7. On commence avec les m- sommes consécutives S,(2), S,+1(2), . . ., Spem-1(2) €t
on construit (m-1) moyennes de paires adjacentes, on répete le processus, en construisant les
(m-2) moyennes de paires adjacentes de ces moyennes, on continu ce procédé jusqu'a ce

qu'on obtienne une seule moyenne. Le résultat est donné dans (I11-2)

Plus conventionnellement, la somme d'Euler est définie en terme de 'opérateur de la
différence A définie par :

Aa, = a,+; —a,.
A est la k™ différence définie par : A = A4 a,).
On applique cet opérateur sur la somme d'Euler et on obtient une autre forme de cette

somme donnée par :

E(tmon)=5, (1)+ (-1 5 (C1) 2700

0

3

=~
Il

Oou s, :Zn:(—l)k a, ,a, >a,, >0 pourtout k

k=0
Donc: §, —/—=*-§,

D'aprés le critére de Leibniz [14], la série de terme générale (—1)" a,est convergente et la
série S = Z(— 1)" a, vérifie, pour tout n de IN, l'encadrement :
k=0

S, ., <S, <8,

2 n+l
De plus, si da,, = a,+; —a, est croissante, alors .
a

S, =S, |<—;
2
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Soit E(m, n) étre une somme d'Euler associée a {a, };

Ona:

(_l)m AmanJrk = > (_l)j(n./l]aerJrj
=0 J

:2’”|E(m,n+k—1)—E(m—l,n+k—1)|

Si (-1)" A"a,,, est décroissante, Vk >1 alors :

|E(m,n)-S|< Am;ﬂ"“ =|E(m,n)-E(m—-1,n)|

Généralement la condition précédente est difficile a vérifier
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II1-2-5 : Controle de I'erreur :
Dans notre algorithme d'inversion, il y a trois types d'erreur : l'erreur de discrétisation,

I'erreur de troncature et l'erreur d'arrondie.

1. Erreur de discrétisation :

Cette erreur est donnée par la formule (b) en fonction de 4, et A, et qui peut étre interprétée
comme l'erreur de discrétisation associ¢e a la formule des trapezes et qui est en méme
temps" the aliasing error" obtenue par la construction des fonctions périodiques. Donc
comme souligné précédemment, cette erreur dépend de la valeur de 4; et 4,, devenant petite

avec ’accroissement de ces derniéres.

2. Erreur de troncature :

L'erreur de troncature vient de se rapprocher de chaque série infinie par un nombre fini de
termes, on peut réduire l'erreur de la troncature a 70" ou moins en utilisant la technique de
la somme d'Euler avec approximativement 50 termes, de telle sorte qu'on calcule la quantité

|E(m,n)-E(m—1,n)| et pour obtenir une erreur d'ordre 10" on prend n=39, m=11 et donc

k =m + n=50. On prend seulement 50 termes de chaque série.

3. Erreur d'arrondie :

L'erreur d'arrondie (round-off error) est résultée de la multiplication d'une grande quantité

A A ' .
expu Y lt + 5l Zt } / 41,t,1,¢t, ]par des petites quantités. On remarque que cette erreur
1%1 2%2

dépend de 4 parametres /;, [,, A; et A,, les valeurs 4; et 4, sont fixes quand on a donné
l'erreur de discrétisation. Il reste donc a trouver les valeurs de /; et /, et on remarque que
I'augmentation de ces valeurs conduit a un cotit de temps d'exécution de 1'algorithme. Dans
[11], 1l a été proposé de prendre /; = [, =2 dans le cas de double inversion pour obtenir /0

ou plus de chiffres d'exactitude.



Chapitre Il : L'inverse de la double transformée de Laplace Page 38

111-3 : La densité du temps d'attente en régime transitoire :

Maintenant, on applique cet algorithme pour notre double transformée de Laplace-

Stiltjes de la distribution du temps d'attente qui est donnée par la formule de Takacs :

*% (r/n)e_nwo _e_rw{] *x s —rw _ —st
F"(r,s)= B () A+r—s tel que F™ (r,s)= _([.([e e™d, F(w,t)dt.

On prend la file M/M/1 de taux d'arrivée A4 et un taux de service . On suppose que
la file est vide a 1'instant # = 0 qui est équivalent a wy = 0. La formule de Takacs sera :

- 3 (r/m)-1
Folrs)= AB"(r)—A+r—s

Ou:B" (r)= est la transformée de Laplace de la densité du temps de service;

r+u

—(u—-A—s)+ “A—sV+4 . .. . .
n= (n s) \/gu )+ 4su : La racine positive du dénominateur.

L'exploitation de cet algorithme est comme le suivant :
On fixe la valeur de ¢ et on fait varier le temps d'attente. Donc pour chaque instant # on

obtient un graphe qui représente la densité du temps d'attente a cet instant.

Pour assurer que cet algorithme fonctionne bien, on l'applique pour la file M/M/1 qui
est en régime stationnaire. Pour cella on prend p=0.1 tel que A=1 et p=10 et on prend le
temps ¢ =1000. On obtient donc le graphe suivant qui représente la densit¢ du temps

d'attente.
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10m
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i i i i i i i
i i i i i i i
i 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 i i 1 i 1 i 1 i
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1 i 1 1 1 i 1
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1 i 1 1 1 i 1
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o 32 A ¥ 40 45 50 55 BED O BE F0 5 HI OB 91 495

Figure I11-1

Si on approche ce graphe par une fonction exponentielle de type aexp(—bx)et on

calcule p(N(U(t))=n) pour des n fixé en utilisant la formule du chapitre (II) qui est donnée
par: p (N (U ()= )= [|ry G)-Fy ]re, ()
0

ensuit on compare cette valeur par la valeur exacte qui est p"(1-p), on trouve donc que cet

valeur est trés proche de celle de la valeur exacte.



Chapitre Il : L'inverse de la double transformée de Laplace Page 4(

Maintenant, on applique cet algorithme sur le régime transitoire de la file M/M/1.

Dans la figure III-2, on a le graphe de la densité du temps d'attente a l'instant t=10

avec A=1et u=10

Figure I11-2
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5 et

10

La figure I11-3 donne le graphe de la densité du temps d'attente a l'instant /=1 avec A
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Figure I11-3

5 et u=10 on obtient la figure 11I-4 suivante.

Pour =10, A
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G0

0,939
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Figure I11-4
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La figure III-5 représente le graphe de la densit¢ du temps d'attente en régime

stationnaire ou on prend =1000, A=5 et u=10.

0877 . : . : . . . . :
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10 20 30 40 50 =] 70 a0 a0
Figure III-5.

I11-4 : Conclusion :

Lors de I’application de l'algorithme d'inversion sur la double transformée de Laplace
de la densité du temps d'attente correspondant a la file M/M/1 en régime stationnaire, on a
essay¢ d'approcher la fonction de ce graphe par une fonction exponentielle. Ensuit on

calcule P(N(U(t))=n) en utilisant la formule :

p(N (U )=n)= [[F G)-Fy  @)]fue, ()du.

On a trouvé que cette valeur est trés proche de celle de la probabilité exacte qui est donnée

par: p, =p"(1-p)
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INTRODUCTION :

L’un des problémes fondamentaux qui a mené au développement de la théorie des

files d’attente est la modélisation probabiliste du nombre de lignes téléphonique actives.
Tout d’abord, ce probleme a été modélisé comme étant un systéme de type M/M/s/0 par
Erlang [1], il a donné un résultat exact de la distribution stationnaire connue sous le nom de

la formule d’Erlang.

IV-1-1 : Le systeme M/M/s/0 :

Le systeme M/M/s/0 est un systeme d’attente appelé systeme d’Erlang avec refus,
« Erlang loss system » ou le client qui arrive au systéme trouvant les serveurs occupés,
quitte automatiquement le systéme. Ce dernier contient s serveurs indépendants du temps de

service exponentielle de taux z, et un processus d’arrivée poissonien de taux A.

Si on pose Qs (1) le processus d'état du systéme M/M/s/0 a I’instant ¢, sa probabilit¢ de

blocage est donnée par la formule suivante :

AJ [ljj
lim p(Q, (¢)=s)= A, (iJ = [ﬂ iL . (Formule d’Erlang) [4]
U

s! = J!
Remarques :
e Le temps d’attente d’un client dans ce systeéme est le temps nécessaire pour
compléter le service.
e Cette formule d’Erlang est aussi applicable sur le systéme M/G/s/0 [6] ou la
distribution du temps de service est générale, cette propriété d’insensibilité
signifie que 1’hypothese du service exponentielle est superflue, ceci étend le

domaine d’application de la formule d’Erlang.
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IV-1-2 : Le systéme M/G/s/0 :

Le systéme M/G/s/0 est un systeéme d’Erlang avec refus, avec un processus d’arrivée

poissonien homogene de taux A et un temps de service de distribution générale. On a donc

BFAD)

le résultat suivant :

lim p(0, ()= k)=""7/ 2 [6]

S IR

Le mod¢le d’Erlang avec refus a été 1’objet de plusieurs applications dans la pratique,
néanmoins son adaptation n’a pas été faite dans le cas d’un processus d’arrivée réel qui est
non homogene c'est a dire : le taux d’arrivée varie en fonction du temps. Ceci conduit a
utiliser le modele M,/G/s/0 qui est difficile a étudier. Pour cela, en /943 PALM a étudié des
méthodes pour approcher le systeme M,/G/s/0 [15]. 1l a remarqué que le modele stationnaire
avec un taux d'arrivée instantané donne une bonne approximation du M,/G/s/0 si le taux
d’arrivée change lentement, cette approche est appelée approximation de PSA (pointwise
stationnary approximation). 1l y a d’autres approximations qui sont basées sur la
substitution du taux d’arrivée d’un modéle d’Erlang stationnaire par le taux d’arrivée
maximal : le taux d’arrivée ou le systeme est dans un état d’activité maximale. D’apres cette
approche, on remarque que le taux d’arrivée est toujours supérieur au taux d’arrivée réel.
Cette approximation est bonne si le nombre de serveurs actifs est constant et fini, sinon
mauvaise dans le cas ou le nombre de serveurs varie [16]. En 71958 Prékopa [17] a trouvé

des solutions exactes pour la file M,/G/.

IV-1-3 : La file M/G/c0:

La file M,/G/ est une file d’attente ayant une infinité de serveurs indépendants avec
une distribution générale du temps de service, et un processus d’arrivée poissonien de taux

A(t) dépendant du temps.

Si on pose Q (¢ : la longueur de la file M,/G/o0 a I’instant ¢, QO .(¢;)=0 pour un certain ¢, ou

ty<t, et A(s)=0 quelque soit s<¢,.

Alors Vi € N p(Qm(t):k):m“’k(!t)k expl—m. (1),
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0 ()= £1Q.(0) = £ ok

-

Donc Q, (¢) a une distribution de Poisson.

Comme il existe des résultats exacts pour les systemes M/G/s/0 et My/G/x, en 1975
Jagerman [18] a développé une approximation de p(Q.(¢)=s)du systéme M/G/s/0 appelée
I’approximation de MOL (the Modified Offered Load). D'aprés son nom, on déduit que cette

approximation est basée sur la modification de la charge du systéme, dont le principe est

résumé de la facon suivante :

On a la probabilité du blocage de M/G/s/0 en régime stationnaire est donnée par :

O/n)

{ggp(Q (t)= S)=W
o]

(2/u)’

: X/u

j=0

exp(—(1/n))

=1imp(Q.. (t)=5/Q..(t)<s)

t—o0

En régime stationnaire, on trouve que limp(Q,(t)=s)=1limp(Q, (t)=s/Q, (t)<s), ces

t—0 t—o0

probabilités sont en fonction de&. Pour obtenir la probabilit¢ de blocage du systéme
i

M/G/s/0 en régime transitoire, on remplace * par le nombre moyen de clients de la file
L

M/G/oo en régime transitoire qui est m,(t) et on obtient la formule d'Erlang en fonction

dem, ().
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IV-2 : Définition : [19]

Soit O, (#) la longueur aléatoire de la file M/G/s/0 a Dl’instant 7. On définit
I’approximation de MOL de p(Q,(t)=s) par :

p(0.()=5) ~ B,(m. () = p(0, (t)=5/0. (t)<s).

Dans les travaux de David et Massey et Whitt [20], I’approximation de MOL a été
utilisée pour étudier la sensibilité de la distribution du temps de service dans un modele
d’Erlang avec refus non stationnaire, cette approximation est aussi une motivation pour les

travaux de Eick et Massey [21] dans la physique.

L’objet de cette partie est d’examiner 1’efficacité¢ de I’approximation de MOL et de
déduire les conditions pour lesquelles cette approximation est plus proche de la solution
exacte. Pour cela on va étudier quelques cas particuliers de My/G/s/0 qui sont trés utilisables

dans le domaine de télécommunication comme les systemes M/PHy/s/0 et My/My/s/0.
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IV-2-1: Le systeme M/PH,/s/O :

Le systtme M;/PHys/0est un systtme d’Erlang avec refus de s serveurs
indépendants, Ou chaque serveur a un type de phase de service de taux (z; (¢)) i-;, stel que
ces taux peuvent étre différents selon la phase du service, et un processus d’arrivée

poissonien non homogene (dépend du temps).

Remarque :

La distribution du temps de service de phase est considérée générale a cause de sa
densité dans 1’espace de toutes les distributions. Cette hypothése permet de construire un
espace d’état fini sachant que le processus des arrivées est un processus markovien de temps
continu.

Soit :

C: un ensemble fini de phases de service. (On suppose qu’il n’est pas
variable avec le temps)

Sc : espace d’état du systéme M/PH/s/0.

Pour obtenir une description générale de ce systéme, on compte le nombre de clients dans
chaque classe.

On adonc:

k = k e,

aecC

Ou  k: vecteur de |C| composantes qui représente 1’état du systeme c’est-a-dire le

nombre de clients dans le systeme;

C| : nombre de phases;
k,: nombre de serveurs actifs de phase «;
e, : vecteur de base correspond a la phase «.

On appelle S (s) ’espace d’état correspondant au systéme M/PH/s/0 défini par :
S (s)={k/kes, el|k|<s}

Ou |k|=>k, : nombre de serveurs actifs dans le systeme.

aeC
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Soit maintenant {Q; () / t=>0 } un processus markovien représentant la longueur de la

file My/PH/s/0 d’espace d’état Sc(s).

Son générateur infinitésimal est construit par les parameétres suivants :

Aq(t) : taux d’arrivé externe du service de phase « a un instant .

M(t) : taux de service de phase .

P ,p(t) : probabilit¢ de commencer le service S sachant que le service de phase o est
juste terminé, ou la probabilité de transition du service « vers f.

q o(t) : Probabilité de quitter le systéme, sachant que le dernier service est «.

On représente le systéeme M/PH/s/0 par la figure suivante :

Figure : IV-1

Si on pose p(k, t) = p(Q,(t) = k), alors pour toute |k|<s, on a I’équation différentielle de
Chapmman Kolmogorov suivante :

VK| < s

p(k.e+ar)=3 [(1=(2, (6)+ 1, (0)k, )ar)p(k.1)

aec

+ 2, (t)sen(k, At p(k—e, 1)
+ (k, +1)u, (t)q, (t)At p(k+e, 1)

+ 3, (t)k, +1)p,, (£)sgn(k, )r(k—e, +e, )Ar ]
Bec
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On prend la limite de p(k,t+A0)-p(k,t)

quand Ar tend vers 0, on obtient :

Al
%p(k,t)=;[la (¢)sen(k, )p(k—e, 1)
1, (1)k, +1)q, (1)p(k+e, 1)
+ﬁZ#ﬁ (t)(kﬂ +1)pﬂa (r)sen(k, Jp(k—e, +ey 1)
~ (2 () + 1, (1)K, (K1) ]
‘ 0 sik=0
Ou Sgn(k)z{l Sik>0

Silk|=s,o0na:

4 (k)= Xla, (senk, Dplic—e, 1)

+;ﬂﬂ (1)K, +1)p, (¢)sen(k, )p(k—e, +e,.1)

—p, )k, p(K.1) ].

Posons L (Sc (s)) : espace vectoriel de fonction de IR dans Sc (s) . On peut écrire I’équation

précédente sous forme d'opérateur comme suivant :

d
<-p(t)=p()A(s) ...(D
Ou
A (1) : générateur infinitésimal de Q(t) qui est un opérateur linéaire de taux d’arrivée

et de taux de service de notre systeme dans L (Sc (s)) ;

p (t) : vecteur de probabilité :

p()= Zf(Qs(t)=k)eK;

keS(,(s

e, - Vecteur de base unitaire de L (S.(s)) ;

L’¢équation (I) est une €équation différentielle ordinaire ayant une solution de la forme :

P@)=p@O)E ...
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Oou
EA(t) est une fonction exponentielle dépendant du temps et de générateur

infinitésimal {A (1) / 0<t<t} Lorsque A est une constante, la solution sera de la forme

exp (tA) et en générale EA(t) est une solution de 1I’équation différentielle suivante :

d _
o Ea () =E (A (1)
E, (0)=1

Pour tout 7, 0 < z<t on définit aussi E , (z,) par :
Ea(z 1) =Ea(9Ea (1)
L’existence et I’unicité de solution de cette équation sont données dans [22].
Pour donner une approximation de MOL de la distribution de Q; (?) du systéme M,/PHs/0,
on a besoin d’étudier la file M/PH,/c0

IV-2-2 : La file M/PH,/c0:

La file M{/PHy/ est une file d’attente d’un processus d’arrivée markovien, et une
infinité de serveurs, chaque serveur a une phase de service.
Soit {Q () /t20} le processus de la longueur de la file My/PHy/o, sa probabilité marginale
est donnée par : g (k, 1) = p(Q 1) =K).

Vk &S, I’équation différentielle de Chapmman Kolmogorov est la suivante :

Lg(k,1)= 3 [2, ()sen(k, Jalk-e, 1)

d
+ 41, (), +1)q, (t)g(k+e, 1)

+;,uﬂ (t)(k/, +1)pﬂa (t)sgn(ka )q(k—ea +eg ,t)

= (A () + a1, ()k, (k1) ]
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Définition :
Soit x un element dans 1’espace vectoriel des fonctions réelles a valeurs dans C ; k un
état de S, on définit les opérateurs suivantes :

Xk =Hx§a ’ kz:Hka! ’ |X|=Z|xa |’

aec aec aec

Ou x, =x(a) et XZZxaea.

aec

Avec ces notations on a :

ko |x

X =
‘:s k! s!

=

D’apres le théoreme 8-2 de [23], 1l a été trouvé la solution exacte de la file M/PH/o tel que

—mw(t)m ¢
atk.)- =@
e ™ m, (0)"

Avec q(k,0) = 0

Ou m,()=>ms(t)e, et m,_ (t)=|m_ ()= m(¢).

aec aec

m*(t) est une solution de 1’équation différentielle suivante .

%mo"o(t)z A,(t)+ /;,uﬁ(t)mf(t)pﬂa ()= g, (O)me(t), vacc. (b)
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IV-2-3 : Application de ’approximation de MOL :
On définit I’approximation de MOL de p(k, ¢) par p (k, ¢) de la facon suivante :

p(Q. (1)=k)=p (k,1)= W /Z (m., (r))
-p(Q. (1)=x/lQ. (t)|s s).

Ou les composantes du vecteur m,(?) vérifient 1’équation (b)

Maintenant on va faire une comparaison entre la distribution exacte et 1’approximation de
MOL.

IV-2-3-1 : Théoréme : [19]
Soit {Qq (2)/t20 } le processus markovien de la longueur de la file My/PH,/s/0 avec un
générateur infinitésimale {A (#) / t20}. P(t) le vecteur de probabilité de Q, (#); p (t) le

vecteur de probabilité associée a I’approximation de MOL avec la probabilité initiale

. -m (0 ) 0 k
p(0)=p'(0)== i’? - (0))
Alors :
ZJ.p kr - )EA(T,t)dmw(r). (IV-2-1)
ou

dn_(¢)= (z (1, ()~ ua@)m;:(r)qa(r))]dr

aec
Preuve :
Pour démontrer ce théoréme on introduit le lemme suivant.

Lemme :

kK /s |/
Si x=>x,e, etsiondéfinit n(k,x) par n(k,x)= L/ZX[ donc :
o =0 J

aec

8x il=s

0 .
—7(k,x)=z(k —e,,x)sgn(k, ) 7(k, x)[l - Z x(J, X)J

et z(k,x)x, = z(k +e,,x)k, +1)
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On remarque que p’ (k,¢)=z{k,m,_(¢))

A (m., (1)) = > mlk,m., (1))

‘k‘:s

D’aprés le lemme on trouve :

)= Xl (e i, p (i = A, () 15w ()
-] ksl gm0 i £0n, ) ()

—z{p (ke t)senle >[ )+ Zol0 (0= 020 |

0ot D0 O 2 0] 0" )8 . 0) 1 (0

=Z[ t)sgn(k, )p" (k—e, t)+u, (t)k, +1)g,(t)p (k+e, 1)
+;uﬂ Ny 1) bl ) e, e,

oty (Ve (K,0)= 2, ()p” (kt) ]
4 p (,0) Blm, ()L m, ()

dt

ZE[/L ()sgn(k, )p" (k—e,.0)+p, (e)(k, +1)p" (k+e, 1)y, (1)
+%,uﬂ (t)(kﬁ +1)pﬁa (t)sgn(ka )p* (k—ea te, ,t)
—(2, )+ p, (), )p” (k1) ]
d

+p (k1) B(m, () —-m,.(¢)

dt
=; t)sgn(k, )p (k—e, t)
+/§ﬂﬂ (t)k, +1)p 4 (¢)sen(k, )p" (k—e, +e,.0)—u, (), p" (k1) ]
= p (Ni= Blm, ) Lm, ()

dt
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Ce résultat est équivalent a

Lp ()= (DA Lm, () p (k)" (1)-ey )

[k |=s

La solution de cette équation différentielle ordinaire non homogéne est la suivante :

p (t)=p )+

m, ()Y p’ (kaf)(P* (r)-e, )EA (t,t)dz.

‘k‘:s

o t—
U
3 \&

On a aussip(¢)=p(0)E, (¢).

Donc :

p (t)-p(t)= ij (k.t)p (z)-e, JE, (z.t)dm , ()M

|k [=s0

Maintenant on va examiner la quantité p”(¢)—p(z) et trouver les conditions pour les

quelles I’approximation de MOL est proche de la distribution exacte de Q; (2).

On remarque d’abord que Vzre[0,7] , |E, (z,7) <1
Cela implique que ‘p*(t (t)‘ > jp (k,7)p" (z)-e, )|dmw|(r)
[K|=s0

et la mesure|dm,, (r | est définie par :

. )= = ooz

dr
x|:2xa

aec

Et x| : lanorme L,

IV-2-3-1-1Corollaire :

D’aprés le théoréme précédent, on a :

suplp’(1)-p )(<2sz (k. 7)1 - p" (k. 7))dm, |()

0<t<t |k|=s0

< 2Jt. A (m,, (r){l - é(wjﬁ}dmw |(r)
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Ou
A (m,(t)= kZ_gp(Qw ()=k/Q. (1) <s)
= kz_;gp* (k)
Preuve :

D’apres le théoréeme (IV-2-3-1) on a :

t

i): p*(t)—p(t)z Z jp*(k,r)(p*(r)—ek )EA (T,t)dmw (7).

|k|=s0

<1 Vre[O,t]

Et on a aussi ‘p*(t)—es :2(1—p*(k,t)) et |E, (7.1)

Donc

sup |p

t
snlo” (0)-p(0)<2 3 [ (o)1= e . (0
<r< 50
ii):pour montrer la deuxiéme inégalité, on remarque que la fonction p° (k.¢)(1-p" (k.¢))est

une fonction concave et d’apres I’inégalité de Jensen on trouve que :

Sp k ,T [1— Zp*(k,r)}dmm“r)

‘k‘:s

jp (kr)(l P kz'|dm| j

& suplp” (1)-p(r)| 2[ 8. (m, (D)1= 5, (m, (c))|am, |(£).

0<r<t 0

On a aussi le nombre d’états possibles de la file égale a

s
CS+M—1

Donc sup p*(f)_p(f)\szjﬂs(mw(f))[l_ﬂ(”?—“}w L|(2)
Ose=t 0 CM |1

Maintenant, on donne quelques résultats de cette approximation :

1) : Pour le systéme plus simple et qui est My/M/5/0, || =1 on trouve :

p(r)\<2jﬁ ()-8, (m,, (z)))dm., |(r)

sup |p

0<zr<t

Le systéme M,/M,/s/0 sera étudié en détail dans la prochaine section.
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2) : Sild>2, on a donc le systtme M/G/s/0 le plus générale, dans ce cas on

trouve :

sup

0<r<t

p ()-p @) <2[p. (m, )am , |(2)

On a deux cas :

2-i) : Si m_ (¢) est une fonction bornée

Alors  lim g, (m, (t))= 0

= sup

0<7r<t

p (0)-p(r)|—=-0

Donc I’approximation de Mol est asymptotiquement proche a la distribution exacte de
Qs ()

2-ii) : Si g(?) est constant, et A(?) varie lentement sur [0, ]

0

alors -0

t

p'(r)-p(c) <25 (m. (7))

0

= sup

0<r<t

= sup

0<r<t

p’(r)-p(z) >0

Dans ce cas p (2) est aussi proche de p (#), cela implique que I’approximation de Mol est

aussi bonne pour le systéme My/G/s/0 lorsque A(t) varie lentement.

IV-3 : Le systeme M{/M/s/0 :
Le systtme M,/M/s/0 est un cas particulier du systetme M,/PH/s/0 10rsque|c|=l Avec

I’espace d’état S.(s)= {0,1,..., s}. L égalité (III-2-1) sera la suivante :

p*()-p()= | Am, (o (0)-e, )&, (c.0)am., (2).

Par la suite, on va donner une comparaison stochastique entre la distribution exacte et son
approximation de MOL, pour cela en introduisant la définition suivante.
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Définition : [24]
On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F' est stochastiquement
inférieure (ou bien inférieur en distribution) a la variable aléatoire Y de fonction de

répartition G, et on note /'<;;G lorsque F(x) <G(x) ; VxelR.
On écrit aussi : X<, Y (st est aussi noté par d).

Dans les cas ou X et Y sont des variables aléatoires discret prenant des valeurs dans Z

(I’ensemble des entiers relatifs), et en notant par :

p" ={x =i} Et p® ={¥Y =i} pourieZ

J

Alors : X<qYssio Y pV= > p? ieZ
j== j==

Ce qui est équivalent a :

+00 +00

Q) 2
2p) <P et
J=i Jj=i

Proposition:

Soit p;, p, deux vecteurs de probabilité, on dit que p, est dominée par p, et on €écrit :

P, <, P,sl Vk=0]l..s Zpl(j)ssz sz(])
=k

j=k
En terme matriciel : p, <, p, < p,K<,p,K VK=(I-L)"
Ou I : la matrice identique;

L : la matrice triangulaire inférieure;

1 0 0
110
Et K=
0 .
. 1 0
11 1
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IV-3-1 : Théoréme : [19]
‘ : 20) . 4 : :
Pour le systeme M/M/s /0, si m, (O)ST et — une fonction croissante sur [0, ], alors
)z H

I’approximation de MOL est dominée par la distribution exacte de Q; :

N—"

p (7)<, p(r), vo<r<t

. A0 A . . . .
Si m,(0)< —) et — une fonction continue et croissante sur [0, ¢], donc m est une fonction
y7;

croissante sur [0, f].
Preuve :

dm,,

dt

()= Alt)— ult)m.. (1)

Onald=1 =

Cette équation est une équation différentielle ordinaire non homogene de solution suivante :
m,(t)=m, (O)exp[— J-u(r)dr + J.l(r)exp(— J-u(u)dqur
0 0 T

. A . . .
Soit p =— une fonction continue et croissante sur [0, f] ;on a :

U
A =0~ 0) p[ iuw(r)] : Jp[ ju@)dujdp(r)
d dm_ (¢)
Donc ﬁamw(ozo dtt >0

Alors la fonction m () est une fonction croissante.

Preuve du théoréme :

Pour un systéeme M,/M,/s /0, on a :

p()-p()= [ Alm, (o ()-e, B, (x.0kim, (2). (1)
0
Ou:
e . : Vecteur de base correspondant a I’état s, et qui représente la probabilit¢ maximale.

Donc  p’(r)<, e, ;
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A(): le générateur infinitésimal du processus de naissance et de mort qui est

stochastiquement monotone.

Alors : p  E, (r,1)<, e E, (7,1)
e ()-e, e, (r.1)<0 @).
Et d’apres le lemme précédent on a trouvé que
dm,>0 (3)

en substituant (2) et (3) en (1), on trouve :
p* (t)_p(t) Sst 0

op'(r)<, p(r), Vzel0,t].

Pour donner une meilleure majoration d’erreur, on focalise notre étude sur la norme
L, de la fonction de distribution ou :

Pour tous vecteur x dans {0,/, ..., s}, on définit :

x| =
K

,Ou|| est Lanorme L,

IV-3-2 : Théoréme : [19]
Soit p (0) = p (0), pour tout />0 on a:

t

p*(0)-p(t)|, <Iﬂ (e)Ns —m ()(1—/JZ(mw(r))))xexp{—]u(r)drlldmwl(r)

T

La preuve est donnée dans [19].

IV-3-2-1 : Corollaire :
D'apres le théoréme précédent, si A est une fonction bornée sur [0, f] et i est une fonction

constante

Alors :

sup

>0

’

p (t)— p(tXK < ﬁmax(ZP» .

1)

A+, (0 >)Az[max[|"' mw<o>jJ

si A est différentiable et sa dérivée A" bornée sur [0, oo

P, M. |w
p(t)- p(t)‘ l/lmax |7» umw(OX, " x A| max m,

Alors : sup

>0
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Preuve :

Pour le systéme M,/M,/s/0, on a || =1donc :

@mmo):mw<o>exp[—y<r>dr]+jz<r>exp[-juw)ds}zr @

L est constant donc :
m,(t)=m,(0)e™ + j/l(t —7)e ™ dr
0 t
= I um, (0)e ™ dt + Ik(t —1)edr
t 0

< ]zmax(]/%

0

’ maxpﬂ' m (o)j

Lo um,, (0))@"”611’

Y7,

On a aussi, si A est une fonction bornée

Lon,| <l +sim. 1),

o0

< |ﬂ|w + max(MLo , um,, (0))

< max(2|/1

A + g, (0))

On applique ces résultats sur le théoréme précédent, on obtient :

OO,

t

(-0 (1< [ 3. (m. (Ds . ()1 5. (m, <r>>>>exp[— [ ulr )drjdm (¢)

T

< sup|p
>0

T

t ﬂ t
< J.sﬂs [max[| J;O ,m,, (O)j] exp[— ,uI dr]|dmw |(z')
<sp, [max(| J m (O)Jj el

v (0] <35, (n >>exp[—jﬂ<r>dr}dmw|<r>
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~

Al +pm, (0)) e dr

<sp [max(w“’ m (O)Bmax(ZM
s P > Moo o

Lt um, (0)),BS (ma){ww ,m,, (O)B
Y7

[}

< Rl max(2|/1
Y7

A

OO’

Lorsque A'existe et bornée, on obtient aussi

t

@25 = ((0)-m. O - [t [ - [ s ot

:U(t) dt 0

T

| A . .. ,
Ou p =— continue et a variation bornée

7
Donc :
‘dmc;(f) ~(40) - pam, (O + [ 21— hae
0 0 0
_ o Pl
S|/1(0) ymoo(O)Loe + (1 e )
Y7,
ﬂ’!
< max[|/1(0)|w — um,(0), QJ .
U
Donc

sup
>0

A
p (t)—p(t)‘K Simax[|/1(0)|—,umw (0), = J,BS [max[| |°° ,m,, (O)U
H H H
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IV-4 : le systéme M,/PH/s/0 avec deux phases de services :

Supposons qu’on ait une file d’attente de type d’Erlang avec refus de s serveurs
décomposée sur deux groupes, I’'un de phase « et I’autre de phase £ avec des taux de service
Uy €t pp (respectivement) ou p, # up  1’état de ce systeme est donné par un vecteur
k = (ko kg ou k,, kpest le nombre de clients dans le service a, S (respectivement) et
k|=k, +k, aveclk|<s.

Pour donner des résultats concrets de I’efficacité de I’approximation de MOL, on va étudier

I’erreur entre la distribution exacte et son approximation de MOL.

On a d’apres le corollaire (IV-2-3-1) :

p (c)- p(r)\<2jﬁ (m . (2))|dm . |(z).

sup

0<r<t

dm, ()

Ou |dm,, |(z') = ‘ dr.

On commence par m”(¢) et m” (t):

Ona:

dmdt(t) A @)+ 11, (O (O o (0) = g2, (O)m (2).

La solution de cette équation différentielle non homogéne est la suivante :

t t
- P-oc dr _J Mo (r)dr

m?(t)=m®(0)e ° +j +uB (r)pm(r))e k dr ... (D).

Sous la condition suivante :
11, (O)mZ (0)p 4, (£) < 2, (2). (D)

On remplace (II) dans (I) on obtient :

J.y z'

m*(t)<m?(0 +I dr.
0

Maintenant on suppose que 14,(?) et ug(t) sont des constantes, alors :

me ()< me O + [ (2, (c)+ 4, (0 )l ar
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& me ()< me (O + [ (3~ )+ A~ D)

STﬂamZ e Tdr+j (t- 2')+/1 = ))eiﬂ“rdr.
t

& mt(0)< fmaxlu,m (O},
0

B‘w)e_“‘”dr.
< m?(t) < max| m?(0),

0), % Ple
H,

A A
 m* (1) < max| m* (o),MJ )

Hg

de méme fagon on trouve :

m® (¢)< max[mfo (O)MJ ... (B)

Hg

D’apres le corollaire (I1I-2-2), on a :

sup

0<z<t

b (c)-p(c) <2[ . (m, (+))dm, |(¢)

La probabilité de blocage est donnée par :

B,(m. (1) 'm )' Z :

=0

m,(t)=m?(t)+m?(t) , m* (t) et m”(¢) satisfont les inégalités (4) et (B).

Aprées intégration on trouve :

b (0)-p(r) < 2(,%(:)— m,(0)- l”’[zf) mwn(/t)n /zo mmn(?)" n

Remarque :

sup

0<t<¢

Si m”(¢) et m”(¢) sont des fonctions décroissantes alors

sup p (G )-p(@)=0.

0<7<t
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IV-5 : Exemple d'application :

Par la suite, on se propose de donner un exemple d’application de 1’approximation de
Mol qui est treés important dans le domaine des télécommunications. C’est la probabilité du
blocage des appels dans un réseau de télécommunication mobile, cette derniere qui a connue
une croissance rapide du service, mais cette croissance conduit a la dégradation du service a
cause du blocage et ’interruption des appels, ce probléme est un conséquence de la capacité

limité du réseau.

Un réseau de communication cellulaire de mobile se compose par un certain nombre
de stations de base qui fournissent les connexions sans files par des limites mobiles. Ces
stations contiennent des canaux déterminés par un certain spectre de fréquence, tel que ces
stations peuvent utiliser le méme canal en méme temps, ce qui mene a la situation
d’interférence des appels, et on ne peut pas avoir une communication de bonne qualité. La

région autour de la station est considérée une cellule.

L’aspect important du réseau cellulaire est le mouvement des abonnés entre les
cellules. Donc on est obligé de connaitre le mode de déplacement des appels dans le réseau.

Premiérement on peut décomposer les appels en deux classes :
1) les appels extérieurs qui représentent les nouveaux appels (fresh call).

2) les appels intérieurs qui représentent les handovers qui sont des appels provenant de
cellules et dus au mouvement de 1’utilisateur. Dans ce cas la cellule originale ne peut pas
compléter la communication. Donc elle crée un appel de cette cellule originale vers la
cellule destinataire et le transfere. Ici on a deux cas : soit la cellule destinataire peut fournir
I’appel par un canal, ou elle ne peut pas et on arrive donc a une situation de blocage ; dans
ce cas et lorsque les abonnés trouvent le handover bloqué, ils essayeront de rétablir leur
connexion, donc il faut changer cette cellule bloquée par une autre voisine libre, cela donne

des arrivés additionnels a cette cellule voisine avec un taux appelé « redial rate ». [25]

Les études actuelles sont consacrées sur la probabilité du blocage associée a un
réseau de communication mobile avec un redial rate et des paramétres dépendant du temps

(taux d’arrivé, temps de service). Les standards courants utilisent les réseaux de GSM
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(Global System for Mobile communication) qui peut étre modélisé comme étant un réseau
de files d’Erlang avec refus, tel que chaque cellule peut étre représentée comme étant une

file d’Erlang s et la capacité limitée est représentée par le nombre fini de serveurs s.

L’¢tude du comportement de ce réseau en régime transitoire est difficile et I’on ne peut
donner des expressions explicites de la probabilité de blocage sauf la possibilité d’avoir un
systétme d’équations différentielles de Chapmman Kolmogorov de dimension égale au
nombre de files disponibles, mais on ne peut le résoudre, donc on cherche un autre réseau

proche a celui ci et ayant des résultats concrets en régime transitoire.
Si on pose :
X; (1) : chaine de Markov associe a une file d’Erlang avec refus de capacité s.

X «(t) : chalne de Markov associe a une file d’une infinité de serveurs.

Et p= 4 la charge de la file en régime stationnaire.
y7i

Ona:

lim p (x (t)=n)= —2L (La formule d’Erlang).

=0 J!
Cette expression est une distribution de Poisson qui est la méme de la file M/G/c0 ou
xX.()<s).
Alors :
(a) & }ngp(Xw(t): n/X, (¢)<s).
On trouve donc une relation entre la file d’Erlang s et la file infinie, ou cette dernicre a

des expressions explicite en régime transitoire.
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Soit donc :
A(t) : Taux d’arrivée correspond a la file infini a I’instant .
u(t) : Taux de service a Iinstant 7.
p(0) =0
Ona:
P, ()=n)= 28

n!

Ou p(¢) est la solution de 1’équation différentielle suivante :

dp(t) B
5 =A(t)—u(@®)p(2).

Donc on peut approcher p(X,(¢)=n) par p(X 1) = n /X t) <s) qui est exactement

I’approximation de MOL.

On applique ce résultat pour un nombre fini des files et on trouve un réseau de files

d’Erlang qui peut étre approché par un réseau de files infinie.



Chapitre 1V : L'approximation de MOL Page 68

Modélisation probabiliste d’un réseau de communication sans files : [26]

On considere un réseau constitué de N cellules représente une partie d’un réseau de
communication sans file, 1’état de ce réseau est donné par un vecteur n= {n;, n,, ..., ny} ou
les n;, i =1, N est le nombre d'appels dans la cellule i ;

Donc I’espace d’état correspond est :
S, ={n/An <s}
Ou
n : vecteur de N composantes;
A : matrice de dxn composant;

s : vecteur de d composantes;

le nombre d représente les contraintes.

On suppose que les nouveaux appels qui arrivent a la cellule i forment un processus
de poisson non homogeéne de taux A,(z) a I’instant ¢, ces appels sont acceptés s'il y a des
canaux libres Sinon I’appel sera rejeté et quitte le réseau.

Maintenant, on suppose qu’un appel accepté par la cellule i a un temps de service
exponentielle de taux z; (¢) a 'instant ¢. si la cellule i ne peut pas compléter le service de cet
appel, alors elle le transfére vers la cellule & pour la complétion du service avec une

probabilité p; (¢), mais si I’appel termine son service il quitte le réseau avec une probabilité

pio(t)zl_zpik(t) .

Quand le réseau est a 1’état n, la réalisation d’un handover de cellule i vers & implique

quen—e, +e, €S . On dit que le handover est bloqué s’il ne peut pas trouver un canal dans
la cellule &, dans ce cas 1’appel doit quitter le réseau ce qui donne un nouvel état, c’estn —e,.

Les abonnés trouvant le handover bloqué vont essayer d’obtenir leur connexion dans une
autre cellule voisine et libre, par exemple la cellule j. cela donne des arrivés additionnelles
vers cette cellule de taux ry; (2) qui ne sont pas vraiment des nouveaux appels, donc pour la

cellule j il y a deux types des arrivés ; les nouveaux appels plus les handovers.



Chapitre 1V : L'approximation de MOL Page 9

On peut modéliser ce réseau cellulaire par une chaine de Markov de temps continu
X, =X )/t =0).
Soit donc :
X, : représente le nombre des appels aux cellules.
Ss={n/An <s} : L’espace d’état correspond a cette chaine.

Les taux de transitions sont donnés par Q, (1) =(q, (n,n’,t),n,n' €S,) .

Ai(t) n'=n+e,

ni“i(t)pio(t) n'=n-e
g,(nn"t)=nu,()p, (1)  n'=n-e +e,

niui(t)pik(t) n'=n-e,n-e+e £S5,

(1) n'=n+e €S, n+e ¢85,

Ou toujours 7y, (2) est le taux redial quand la cellule & est bloquée,
L’indice r représente le nombre des arrivés additionnel.

Et on note :

P, (n,t)=p(Xr (t)=n), nes, ,t>0.

P (m)=p(X, (0)=n).

Comme le réseau a une capacité limitée, alors ces probabilités sont des solutions uniques de
I’équation différentielle de Chapmman Kolmogorov suivante :

Pour neS,,t>0:

%tn,t): _Zn:H/L (t)+kzji;rki (t)l(n+ek ¢S, )(1(n+el. €S, )+/,1i (H)n, (t))l?r (n,,)ﬂ

i=1

i=l1

+i[/1i (t)+grki (t)l(n—el. +e, 8, )}p, (n—el. ,t)l(n—el. eSS)

+iiﬂk(t)(nk +1D)py (t)pr (n_ei +€; ’t)l(n_ei +€; ESS)

Ou /(E) : 1a fonction indicatrice de I’événement E.
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On peut écrire cette équation sous forme d’opérateur, on trouve donc :

dep= P(1)Q (1) ¥i>0

p r (O ) = p r,0
Sa solution est donnée par : p,(1)=p, ,E, (¢) ,t>0

Maintenant on va étudier le réseau de communication de capacité illimitée d’espace
d’état S donné par :
S=m/n=>0,i=1, 2, ..., NL.
Soit X,= {X () ; t20} est la chaine de Markov correspondante avec les taux de transition

suivants :

N

(2) n"=n+e, nouveau appel
g. (0", t)=3u (¢)n,p,, (1) n'=n-e, completion
nu (t)p, (t) n'=n-e, +e, handover

La distribution de X () est une Poisson multidimensionnel, donc :
e, (t)
p(X, (1)=n)=[] ———e ')
i=1 i '
Ou {c,. ®),i= l,N} résoudre 1’équation suivante :

de, (1)

" ﬂ(t)+ch(t)ﬂk )P (O = (e, (t)  ,t>0,i=1,N (b).
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Probabilité de blocage : [26]

On remarque qu’on peut exprimer la probabilité de blocage par la probabilité d’état
pr(n, 1)
On pose B, ; (¢) : probabilité du blocage d’un appel généré a la cellule i a I’instant ¢,

Tel que B.i®)=> p,(n,t).

nel;

Ti = {Il/ll ESS" n+ei f‘Ss}-
L’approximation de MOL de B, ; (t) est équivalente a celle de p, (m, ¢), donc

I’approximation de Mol de p, (n, f) donnée par p*(n, ¢) est la suivante :

p*(n,t)= ——— = p(X, (t)=n/X, (1)eS,)

voce, (2)"
neSél}:‘[ f’lj!
v ()"
< B (1))=Y p (n,t)=— — ... (D).
neT N Cj(l‘) /
2 I —
neS, j=1 j

Et ’approximation de Mol de la probabilit¢é du blocage d’un handover transféré d’une

cellule i vers k a I’instant ¢ est donnés par :
zni:ui (t)pik (t)l(n_ei +ek & Ss )p* (n,t)

Donp (1) py (1) p" (n,t)

s

B;c (1) =

Ou Ty={n/n €8, nte; €S, nte; £S;}.

U ={n/n &S, nte; S,/
Les expressions (1) et (2) sont obtenues par [27] pour un réseau de communication avec la
condition que le taux redial est maximal, donc on déduit que I’approximation de MOL est
valable pour la probabilité de blocage associée a un réseau ou le processus d’arrivé est un

poisson non homogene (dépend de temps).



Chapitre 1V : L'approximation de MOL Page 72

Théoréme :

Soit p(t) un vecteur de probabilité d’état associe a X,() et p (t) son vecteur de
’approximation de Mol, ou {c; (¢) /i=1, N} est donnée par (b), p,= Pr.o-
Alors :

> dcéif) > p (o) (v)-e, JEq (rut)dr

i=1 neT;

Viz0 p,(1)-p(1)=

Sy

N N
23 ey (D) (2)ps (7) =1 (7)) Do p" (m,7) (ew, —en)EQ(T,t)dz'

i=l k= nely,

o-_.N

Preuve :

La preuve est la méme du théoréme (IV-2-3-1) avec quelques modifications :

HN c, (t)"

* S 7’1'
Ona: p (n ,t) = i1 l -
>

nes, j=1 nj!

:Wzi[p*(n—ei,t)l(n—ei ESS)—p ( )( _B ())]dc (t)

i=1

Et c,()p (m,t)=(n, +1)p " (n+e, ,z).

de, (1)

On remplace " —L—=par son expression et on trouve :

k=1

dp (’) _zM )+ﬁ:rki(t)1(n+ekeSS))l(nJreieSS+yi(t)ni)}p*(n,t)

+i{ki(t)+irki(t)l(n—ei te, ¢ SS)}p*(n—el.,t)l(n—ei €S,)

N
+ > () +)p(1)p’(n—e, +e,,t)I(n—e, +e, €5,)

k,i=1

+i“i(t)(n; +1{pi0(t)+ipki(t)l(n+ek iz Ss)}p*(n"_evt)l(n"_ei < Ss)
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k,i=1

de, (r)

1

+2.p (n1)B (1)

Sy = C(t) p (nt)ln+e g5,)

i=l1

ch(t)uk(z)pkl(r) re()iln—e +e, 28 )p (n-e, 1)

et ()pu(t)-r(t)ln+e, &S p"(nt)lln+e, €S,)

k,i=

—_

o AP ()

=P (0Q, (1)

—ﬁdc D3 e ()-e,)

ne’;

3 [e (D, e (D=1 (O] p" (n,1)e,.. —e,)

ik=1 nely,

La solution de cette équation différentielle non homogene est la suivante :

. . (& de, : *
P () =PEq, (- [ S XS o (n,2)(p" (1) e, K, (70)dr

o dr T
[ e O @ py (D=1 DI " (n,7)e,., —e, Eq, (7.0)dr

Finalement on trouve :

. . . de, . .
PP (1)=(Py P )Eq (04X T " (n )" (0)-e, Jq, (.00dr

N

[ee ()t (D) Py () =1 (D] p" (n,7)en,, —e, Eq (7.0)dr

i k=1 nely

oc_,N

Et P, =P,

On remarque que P*(n, ¢) dépend seulement de c,(¢) et cette derniére ne dépend pas

de taux 7y, (¢) ; donc la distribution de Mol est la méme pour toute les valeurs de 7y, (), par

contre I’expression de 1’erreur dépend fortement de cette quantité, d’ici on peut donner des

résultats plus exacts en examinant la quantité suivante :

> lec @iy () () =r (DX 0" (nr)ley, —e, B, (r.0)de

1 nely

o t—~

i,
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Ona:

Dec (0, (0)p (1) 2 1, (1) car, max(r, ()= ¢, (Op, (0)p, (1) V120

2) il reste d’examiner la quantité Z P (n,t)(e nie, ~€, )

nely;
On prend 1’état suivant du réseaun’, on trouve donc :

=0 sin'gT,
] <0 sin'eT, etn! <c, (1)

(ZP*(n,t)(emi —e,)

T. .
ik >0 sin'eT, etn] >c, (¢)

Et comme le réseau de communication fonctionne avec des petites charges alors :

Zp* (n,t)(emi -e, ) <0,etonaEq.(t,t) 20, Vt=0.

"ETik

Donc

o t—p~

Yl (i () p (-7 (D] Zp” (0,7)en, —€, Ko, (.0)de <0

i,k=1 “ETik

On déduit donc que D’erreur est minimale si 7y, (¢) prend sa valeur maximale, ceci est juste
intuitivement, donc on obtient des résultats justes en pratique.
En plus de ca et par I’analogue avec le corollaire du théoreme (IV-2-3-1) on trouve les

bornes de cette erreur en ennoncant le corollaire :

Corollaire :
Soit p(t) un vecteur de probabilité d’état correspond a X; (¢), p*(t) est un vecteur de

I’approximation de MOL, d’apres le théoreme 1 on a :
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+zj§:% ()it () (0)=ry ()18 ()1~ B; (2))dz

4. Sl %<>%&@m.

Ou on a utilisé|x|=

la norme L; appliquée sur un vecteur X

=2(1-p" (n,1)), |E, (z.t) =

Et on fait la méme démarche que la preuve du corollaire du théoréme (IV-2-3-1) avec la
remarque que la derniére inégalité est obtenue par :

—en‘:2

n+e;

Ty cTy etB; ()1 - Bl.* (1)) < BZ(t) .
On remarque que toutes les bornes sont minimis€es pour 7, (¢) = ¢, (£)u, (t)p (1) quiest la

. . , N L dc (t ,
valeur maximale de 7y (2), si on a un réseau a I’état équilibre oua’]—() = 0, lerreur est
t

déterminée seulement par la deuxieme membre de D’erreur, donc pour le taux ry (?)
maximale I’erreur sera nul, cela implique que la distribution p, (n) en régime stationnaire est
bien approchée par I’approximation de MOL P"(n).
On applique ces résultats sur un réseau ou le nombre de canaux disponible égale a s, mais
chaque canal peut étre utilisé par une seule cellule a un instant ¢, ’espace d’états de ce
réseau estS | = { n /|n|£ S }
On remarque que ce réseau est une file d’attente de type M/PH/s /0 étudié précédemment.
Dans ce réseau il n’ y a pas de handover et pas des arrivés additionnel, donc :
T, =¢, Vik=1,N
Et7, ={n/|n|=s }; Vi=1 .., N,

LN

Etona p, (t)-p" (¢) ='[

0 i=1

(P* (z)-e, )EQ (z,t)dr

Avec i ’(t ﬁ: 1,(0)p ()]

i=l1 i=1

Qui est le méme résultat du théoréme (IV-2-3-1).
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La résolution de I'équation de FOKKER-PLANCK :
On a 1'équation de FOKKER-PLANCK

OF 0F o? 0°F
—_—= - +

ot ow 2 ow?

La double transformée de Laplace est définie par :

+00+00

F(r,s)= J. J.e_S‘e_rwdwF(w,t)dt
00

En appliquant la transformée de Laplace a I'équation de FOKKER-PLANCK

(G_Fj" (rs) = _m[a_Fj" (r5)+ "_2( O°F ] (1,) .o (A)

ot ow 2 | ow?

On a par définition :

) o e

0

o))

(¢
\
2
S S =
8
(¢
\
o
<

A P
t (Par Fubini)

- _[ e ™d, { I e ™ (Z—Ejd‘c} (Car €™ ne dépend pas de W)
0

En intégrant par partie, on obtient :

(GF).. (5,5) = F* (1,5)— [ e d, F(w,0).... (1

a :

+00 +o0

et Ie‘“”dwF(w,O)z e ™F(r,0) } + rje‘””F(w,O)dw
0 0 0
SIW < W,

o e _ 0
D'apreés les conditions initiales on a : F(w,0) = '
1 SIW 2w,

w,#0=F(0,0)=0 et F(w,0)=1 siw>w,
Donc: Ie’mdwF(w,O): e ... (2)
0
En remplagant (2) dans (1), on aura :

[2_5)"(“): SF(r,5) = e ™ oo, M
(j_ij" (r.s)= fe i e‘”dw(aa—:,jdt

0
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En intégrant par partie :

(5_Fj" (rs)= Test{e”’ oF r + rT emdwF(w,t)}dt

ow 0 ow |, 0
+o0 +o0 +00 OF
=r|e™ |e™d, F(w,t)dt— | e™ —(0,t)dt
for Terma.Fluoki- [or T o
= 1F**(r,s)+ ¢ Ou ¢ : constante
(G_FJ (r,s)=1F*"(r,s)+c.covvvnn... II
ow
o°F "(r s)=Te_“Te"md o°F dt
ow’ ’ L “low?
=r(a—Fj (r,s)+ c’
ow
= t(tF " (r,s)+ c)+ ¢’ Ouc' : constante
o’F\" yrren ,
Donc > (r,s)=r?F*(r,s)+cr+c .ocvveinnannnnn.n, I
ow

En remplagant les équations (I), (II) et (IIT) dans (A) on trouve :

W

. 2 |c,+c,r—e"
F*(r,s)= =412 . €] et ¢, sont deux constantes.
2 2 2
c 2 m S
r - 2 r— —
(e) T

—TW
c,+c,r—e }

= F"(r,s)%z_Z{ (r=n Jr =)

Ou 1 et r, sont des racines du dénominateur

1

N

m 2sc” |2
rl,rzz—z 1i(1+ 3 ]

() m

On définit N tel que : M >0 pour p>0 et n=ry, 1,.

m 2s6? )2 N
I)T]:I'IZG—Z 1+[1+WJ >0 0um=p—1

_ 2 )2
o Pl 1+[1+2L‘2J >0
o (p-1)

=>p-1>0 p>1
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N | —

2
Dnor, =M 1_(1+2s_62 20
c (p-1)
1
_ 2 2
<:>p21 1—£1+2S;‘2 >0
c (p-1)

=>p-1<0< p<l
sip>1

) r
Donc on définit n par n = { : )
r, sip<l

1

1
2 \2 2 \2
Telque:rlzgzu(l-kL‘z] ,rzzﬂl—(przs—cj
()

(p-1) ’ (p-1)

(e)
Détermination de ¢, ¢, :

Ona F"(I',S)=i{cl+c2r_e_ o}

62 (r—rl)(r—rz)

2
& c,+c,r—e M0 = cyTF"(r,s)(r— r,Nr-r,)

Sin=r< (r=r1)ou(r=r,) alors :
c,+e,m—e ™M =0=c, =" -c,M...... ()

Ona:

2 |lc,+c,r—e ™0
Fo- ) -~ 1 2
(r:5) 62{ (r_rl)(r_rz)}

c, —1
2s

2
(&)

D'apres la double transformée de Laplace :

et sF"(O,s)zz—i =c, +1 .....(0)
c

+00 +00

sF* (r,5) = sJ.e_St J.e’rWdWF(w,t)dt
0 0
r=0=F"(0,s)= s'[e'St jdwF(w,t)dt = DT (i)
0 0

()=@01) -, +1=1=¢, =0

Remplacons la valeur de ¢, dans I'équation (a)

- 1
0=e ™ -c,m=>c,=—e ™
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T MWy _ A7 Wy
2 | (Fe)eme e

Donc : F*(r,s) = —-

c’ (r_rl)(r_rz)

m 2s6? )2 )
n=—|1+|1+— sip>1
o (p-1)
Ou: n=
2 )2
rzz%l— 1+ZS;.-2 sip<l
o (p-1)

Le calcule de E(U,(t)/U,(0)):

Pour obtenir cette expression, on regarde sa transformée de Laplace

e B(U,(0)/U,0)=w, Xt

Ona: F*”(r,s)= Te“ Te”dWF(w,t)dt

0

0
OF** (r) S) +00 . +0 .
—T: .([C t-([WG dWF(W,t)dt

_%Ef’s) - +fe“E(Ud(t)/ U,4(0)=w, dt

Ona:
Tr —NWy —Wy
- 2 b@e ©
F*(r,s)= —
(rs) o’ (r—r,)r-r,)
L COFt(s) | m w, e ™
or . s s ns
Donc :
+00 —NWwWy

[e™E(U,(1)/U,(0)=w,)dt ="+ T0 4 2
S

0
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