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INTRODUCTION GENERALE : 

 

L'un des problèmes fondamentaux qui a mené au développement de la théorie des 

files d'attente est la modélisation probabiliste du nombre de lignes téléphonique actives. Au 

départ, ce problème a été traité en 1917 par Erlang [1] où il a posé les notions de base de la 

théorie des files d'attente et  a donné des résultats importants concernant les études du 

régime stationnaire de ces files. Ces travaux d'Erlang ont été suivis par une multitude    

d'autres publications [2], [3], [4], [5] et [6] qui ont été consacrée à l’application de ces 

résultats à différents systèmes où ils ont concentré ces études sur les systèmes stationnaires. 

Mais en réalité il n'existe pas un état stationnaire total : par ce que ces systèmes ont connu 

plusieurs problèmes (le taux d'arrivée non homogène, le mécanisme du service non 

homogène …etc.) qui conduit à un temps d'attente trop grand. Alors pour résoudre ce 

problème, il faut contrôler et étudier ces systèmes en leur régime transitoire.  

Plusieurs travaux ont été effectués pour l'étude du régime transitoire de certaines files 

d'attente. Dans la plus part de ces études, les résultats obtenus sont des expressions très 

compliquées et très difficiles à manipuler. Ces expressions sont données de façon implicite, 

c'est le cas des transformées de Laplace, la fonction génératrice [Takacs, Benes (1955)], la 

fonction de Bessel [6], la méthode d'uniformisation [7].     

 

Dans ce travail on se propose de traiter les systèmes qui nous semblent être les plus 

importants dans la théorie des files d'attente. Il s'agit du système M/G/1pour les systèmes 

mono serveur, et le système d'Erlang avec refus (Erlang loss system) M/G/S/0 pour les 

systèmes multiserveur. Comme il n'existe pas de solutions transitoires exactes pour ces 

systèmes, on effectue ce travail pour donner des approximations de solutions transitoires. 

 

Nous avons réparti cette thèse en deux parties principales. 

 

La première partie contient trois chapitres. Elle est consacrée à l'approximation de 

solutions transitoires pour les files mono serveur où l’on se propose d'étudier la file M/G/1 

très répandue et largement utilisée dans la théorie de file d'attente. 
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Au premier chapitre, on donne une description générale et détaillée des systèmes 

d'attente suivie d'une représentation des principaux modèles étudiés, notamment les 

systèmes de type M/M/1 et M/G/1 et surtout l'étude du régime transitoire de ces files. On 

s'intéresse aussi à la distribution du temps d'attente : ( ) ( ) ( )( )0w0UwtUPt,wF =≤=  où u(t) 

est la tache résiduelle du serveur à l’instant t. 

 

Le deuxième chapitre est consacré au développement d'une nouvelle approche de la 

probabilité d'état instantanée de la file M/G/1. Cette approximation est basée sur les 

processus de renouvellement retardés.   

 

Dans le troisième chapitre, on s'intéresse à établir un algorithme pour donner une 

approximation des doubles transformées inverse de Laplace, ce qui a permis de donner sous 

forme graphique la densité du temps d'attente. Ensuit on teste cet algorithme dans le cas de 

la file M/M/1.  

 

Dans la deuxième partie de ce travail, on traite les files d'attente multiserveurs. On se 

propose d'étudier la file M/G/S/0 où on donne une approche de solutions transitoires qui est 

l'approximation de MOL (Modified-Offered-Load) développée en 1975 par JAGERMMAN 

[18]. Cette approche a plusieurs applications : elle a été utilisée pour étudier la sensibilité de 

la distribution du temps de service dans un modèle d’Erlang avec refus non stationnaire 

[20], elle a été utilisée aussi pour étudier les réseaux de télécommunication [26]. Cette 

approximation est aussi une motivation pour les travaux de Eick et Massey [21] dans la 

physique. Donc, dans ce dernier chapitre on se propose d'étudier cette approximation.    

  

 

 

 



 

 
 
 
 
 
 

CHAPITRE I : 
 
 

GENERALITE SUR LES SYSTEMES DE FILES 

D'ATENTTE. 
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INTRODUCTION : 
 
 Dans ce chapitre, nous présentons les approches de base de la théorie des files 

d’attente, la raison principale du succès de cette théorie introduite pour la première fois dans 

l’analyse des systèmes téléphonique [1] et la combinaison de la puissance d’expression et de 

l’efficacité des solutions qu’elle offre. 

 

 Plusieurs études ont été menées sur les files d’attente, une présentation générale et 

claire est donnée dans le livre de COX et SMITH [2]. Celui de SAKAROVITCH [3] 

propose une approche beaucoup plus mathématique. Une multitude d’autre publications [4], 

[5] a été consacrée à l’application des files d’attente à différents systèmes dans le but de 

modéliser et résoudre des problèmes tels que : construire une ligne téléphonique en 

minimisant le temps d’attente pour obtenir une communication, un réseau d’ordinateurs, …. 

 

 La théorie des files d’attente donne deux méthodes principales pour la résolution du 

conflit qui se produit lorsqu’un client arrive dans le système et trouve le (s) serveur (s) 

occupe (s) : 1) soit, il quitte le système sans être servi, ce qui correspond au «système 

d’erlang avec refus» (ERLANG LOSS SYSTEME). 2) il peut attendre dans une file 

d’attente pour être servi dés la libération du serveur, ce qui correspond au système de file 

d’attente (QUEING SYSTEME) [4], [5]. 

 

 L’objet de ce chapitre est de donner une description générale et détaillée de systèmes 

suivi d’une présentation des principaux modèles, notamment les systèmes de type M/M/1, 

M/G/1 et surtout l’étude de ces files en régime transitoire. 
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 I -1 : description du modèle : 

  

 Une file d’attente peut se décrire comme un système où les clients (modélisant les 

activités qui ont besoin d’accéder aux ressources) arrivent à des instants aléatoires vers une 

station (modélisant les ressources) pour recevoir un service. A la lumière des exemples 

précédents, on voit que les clients peuvent être de toutes sortes (central téléphonique, 

machine,…) de même que la station de service peut prendre un ou plusieurs serveurs, quand 

ceux-ci sont tous occupés, les clients doivent alors patienter dans un espace d’attente (si 

celui-ci existe) jusqu’à ce qu’un serveur soit disponible, une présentation graphique d’une 

file d’attente est donnée par la figure A-1 : 

 

 

 

 

 

Figure A-1 : description d’une file d’attente. 

 

Terminologie et notation : 

 Un système de file d’attente est défini par : 

1. Un processus générateur d’arrivés caractérisé par une loi statistique 
déterminant les intervalles des inter arrivées (qui sont des variables 
aléatoires) sauf indication contraire (cas d’arrivées groupées) les arrivées se 
font une à une. 

 
2. La file d’attente proprement dite : elle contient les clients en attente le 

service. Cependant, quand on parle de temps d’attente pure, on considérera le 
temps passé dans cette file sans être servi, la file est caractérisée par l’ordre 
dans lequel les clients sont servis. 

 
3. Un ou plusieurs serveurs, caractérisées par une loi statistique déterminant 

la durée de service (qui est une variable aléatoire.). 
 

SATATION DE 
SERVICE 

L’arrivée 

Des clients 

Départ des clients 

Espace d’attente 
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Les files d’attentes sont caractérisées aussi par une séquence de six symboles (la 
Conférence International sur la Standardisation des Notations dans la Théorie de 
File d’Attente 1971): 

A/B/S/K/m/Z 

Où : 

A : distribution d’inter-arrivé. 

B : distribution de service. 

S : nombre de serveurs. 

K : capacité de la file. 

m : nombre supérieure du nombre de clients dans le système. 

Z : discipline de service. 

A et B sont données par : 

M : loi exponentielle (markovienne). 

D : loi déterministe (constant). 

EK : loi d’Erlang d’ordre k. 

G : loi générale. 

GI : lois générales indépendantes. 

 

La discipline de service détermine l’ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file et y 

sont retirés pour recevoir un service, les disciplines les plus courantes sont :  

• FIFO (First In First Out) ou FCFS (First Come First Served) les clients sont 
servis dans leur ordre d’arrivée, notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas 
équivalentes lorsque la file contient plusieurs serveurs, dans la première, le premier 
arrivé sera le premier à quitter la file, alors que dans la deuxième il sera premier à 
commencer le service. Rien n’empêche alors qu’un client qui commence son service 
après lui, dans un autre serveur termine avant lui. 
 

• LIFO (Last In First Out) ou LCFS (Last Come First Served) cela correspond à une 
pile, dans laquelle le dernier client arrive (posé sur la pile) sera le premier traité (retiré de 
la pile).Comme pour le cas précédent, les disciplines LIFO et LCFS ne sont pas 
équivalentes que pour une file mono serveur. 
 

• RANDOM (aléatoire) : le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement 
dans la file d’attente. 
. 

REMARQUE : lorsque les trois symboles de la notation ne sont pas précise, il est sous-
entendu que : K= ∞, m = ∞ et Z : FIFO. 
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 I-2 : ETUDE DE QUELQUES MODELES : 

I-2-1 : MODELE MARKOVIENS : 

 

 Les modèles markoviens de files d’attente sont des systèmes où les temps des inter 

arrivées et les temps de service sont des variables aléatoires exponentiellement distribuées : 

la propriété sans mémoire (markovienne) de la loi exponentielle rend aisée l’analyse de ce 

type de modèles. 

 

I-2-1 : LA FILE M/M/1 : 

 C’est l’exemple le plus simple qui modélise le processus d’attente devant un serveur 

quand les arrivées sont poissoniennes de taux λ (nombre  de clients arrivant pendant une 

unité de temps) et le service est exponentiel de taux µ (nombre  de clients servis pendant une 

unité de temps) et de temps moyen de service µ1 . 

 

 Ces deux processus, qui évaluent le nombre de clients dans la file étant markoviens, 

le processus ( ) 0ttX ≥  “nombre de clients dans le système à l’instant t” est donc markovien. 

 

 Dans le régime transitoire, les équations différentielles de Chapman Kolmogorov 

sont de la forme : 

( ) ( ) ( )tPtP
dt

dP
01

0 µλµ +−=  

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtPtP
dt

tdP
nnn

n
11 +− ++−= µµλλ  

Où :  ( ) ( )( )ntxPtPn ==  

 

Et dans le régime stationnaire, lorsque t tend vers l’infini, le système d’équations précédent 

sera le suivant : 

  1nn PP += µλ  [6] 

Ce qui permet de déduire la solution : 

0
n

n PP ρ=  
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Où ρ−=
∑ρ

= ∞

=

11
P

0n

n
0  et 

µ
λ

=ρ  intensité de trafic (taux de chargement de la file) 

Alors l’existence de la solution (la condition d’ergodicité) est liée à la convergence de la 

série ∑ ρ
∞

=0n

n , on a donc : 

 µλ <  ⇔  ρ<1   La file est stable. 

µλ >  ⇔  ρ>1   La file est instable. 

Les paramètres de performance de la file M/M/1 sont : 

ρ−
ρ

=
1

Ns     Nombre moyen de clients dans le système. 

λ−µ
λρ

=λ= qq WN   Nombre moyen de clients dans la file. 

ρ−
ρ

λ
=

1
  1Ws   Temps d’attente moyen dans le système. 

λ−µ
ρ

=
µ

−=
1WW sq  Temps d’attente moyen dans la file. 

La file M/M/1 est Largement utilisée dans la modélisation de système pour plusieurs 

raisons : 

 

 Elle est extrêmement simple à traiter avec un ensemble de propriétés facilement 

exprimables par des formules aisées à manipuler, elle modélise d’une manière générale tout 

système de type guichet. 

 

 Les hypothèses qu’elle utilise (processus markovien en entrée et en sortie) sont 

classiquement utilisées dans la caractérisation plus précise et justifiée des paramètres. 

 

I-2-2 : MODELE NON MARKOVIEN : 

 En s’écartant de l’hypothèse d’exponentialité des deux quantités stochastique (temps 

des Inter arrivées et durée de service) où en introduisant des paramètres supplémentaires au 

modèles étudié, on sera alors en présence d’un processus non markovien, ceci rend donc 

l’analyse du modèle très délicate, on se ramène alors à un processus markovien 

judicieusement choisi grâce à différentes méthodes. 
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I-2-2-1 : SYSTEME M/G/1 : 

 L’un des systèmes non markovien qui est très important et largement utilisé dans la 

théorie des files d’attente est la file M/G/1 qui est caractérisée par un processus d’arrivée 

poissonnien de taux λ (nombre  des arrivées par unité de temps) et avec une distribution 

générale ou arbitraire de temps de service B(x) de moyenne x . Puisque le processus 

d’arrivée est poissonnien et le nombre de clients dans le système varie par un au plus, alors 

ceci permet de dire que le taux de probabilité d’arrivée est  égale au taux de probabilité de 

départ à l’état stationnaire [4]. 

 

 En remarquant que la distribution du temps de service n’est plus exponentielle sauf 

dans des cas particuliers où la loi de service a un comportement modélisable par un 

processus markovien (les loi hyper exponentielles), le système perd ses propriétés 

markoviennes et ne peut plus être résolu par la théorie des processus de naissance et de 

mort, on est donc réduit à trouver des méthodes de calcul différentes. 

 L’une de ces méthodes est celle dite «chaîne de Markov incluse» (the embeded 

Markov Chain)[5] qui ramène l’étude du processus bidimensionnel à un processus 

unidimensionnel et donne l’équation suivante : 

⎩
⎨
⎧

=
>+−

=
+

+
+ 0   si                                            

0   si                              1

1

n1
1

nn

nn
n XA

XAX
X   (I) 

Où :  

 1+nX : Le nombre de clients dans le système après le n ème départ; 

 1+nA  : Le nombre des arrivées durant le service du (n+1) ème client. 

 

Ceci donne une chaîne de Markov d’espace d’états discret de matrice de transition P. 

Où 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
αα
ααα

ααα
ααα

......

......

..00

..0

...

...

P
10

210

210

210

 

( ) ( ) ( )∫
∞

≤====
0

xdBxXiAPiAPiα  
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( ) ( )xdBi
ex xi

∫
∞

−

=
0

!

λλ  

B(x) : la distribution du temps de service. 

 

Les comportements transitoires et stationnaires du système sont obtenus par 

l’équation (I), alors les résultats les plus connus sont les formules de POLACZEK-

KHINCHIN (P-K) qui donnent l’expression du temps d’attente moyen en régime 

stationnaire par : 

( )ρ−
λ

=
12
xW

2
. 

A partir de cette formule on peut calculer le temps de séjour total d’un client dans le 

système tel que : WxT += et on trouve facilement la formule de P-K du nombre moyen de 

clients dans le système qui est :   

( )ρ−
λ+ρ=
12

xN
22

.    

Rappelons que la Z- Transformée d’une distribution kP (la fonction génératrice) est donnée 

par :  

( ) ∑=
+∞

= 0k
k

k PzzQ  

Et pour la file correspondante : 

( ) ( ) ( )( )
( ) zzB

z11zBzQ
*

*

−λ−λ
−ρ−

λ−λ=  

où : ( )zB* λ−λ  est la transformée de Laplace de la densité du temps de service évaluée au 

point s = λ - λz. Cette équation représente la transformée de P-K du nombre moyen de 

clients dans le système.  

 

 La transformée de Laplace de la densité du temps d’attente est donnée par : 

( ) ( )
( )sBs

1ssw *
*

λ+λ−
ρ−

=  ; 

et la transformée de Laplace de la durée de séjour  totale est donnée par : 

( ) ( ) ( )
( )sBs

1ssBsS *
**

λ+λ−
ρ−

=  
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 On s’intéresse au calcul du temps d’attente en régime transitoire, pour lequel on 

introduit un processus stochastique ttU ))(( , U(t) représente la tâche résiduelle du serveur, 

c'est le temps nécessaire pour vider le système à partir de l’instant t, et en supposant  qu’il 

n’y a pas des arrivées après t. 

  

 Alors pour un système de discipline FCFS, la tache résiduelle U(t) représente 

exactement le temps d’attente d’un client arrive à l’instant t,  sa distribution est définie par :  
( ) ( ) ( )( )0w0UwtUPt,wF =≤=  

L’équation integrodifférentielle de TAKACS donne : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −λ+λ−
∂

∂
=

∂
∂

=
w

0x x t,xFdxwBt,wF
w

t,wF
t

t,wF  

Cette équation définit la distribution de la tache résiduelle en régime transitoire, on donne 

aussi la double transformée de Laplace de F (w, t). 

où :  ( ) ( )
( ) srrB

r
srF ee r

−+λ−λ

−η
=

−η−

*

ww
**

00

,     (équation de TAKACS) 

η(s) : la racine unique de l’équation λB*(r) –λ + r –s = 0 où Re(η) >0 pour Re(s)>0. 

w0 = U (0) : la tache résiduelle initiale. 

On remarque que cette équation est donnée par une expression implicite, et le problème qui 

se pose est qu’on ne peut  calculer l’inverse de cette fonction pour obtenir la formule 

explicite de F (w, t). Donc on cherche une méthode pour trouver cette distribution 

explicitement. 

  

 L’attention des spécialistes est actuellement focalisée sur l’étude des méthodes 

d’approximation parmi lesquelles on peut distinguer : 

 La méthode d’approximation par les processus de diffusion basée sur le principe 

d’approximation de la densité de probabilité de X(t) par la densité de probabilité Ф d’une loi 

normale qui représente une solution de l’équation de diffusion de FOKKER- PLANCK  

définie par :  

2

22

w
F

2w
Fm

t
F

∂
∂σ+

∂
∂

−=
∂
∂ . 
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( ) ( ) ( )( )0w0UwtUPtw,F =≤=  

Avec les conditions initiales :  

  F (w, t)= 0       pour w< 0. 

  F (∞, t)= 1   

  F (w, 0)= F0(w) = 
⎩
⎨
⎧

≥
<

0

0

ww si                   1
ww si                   0

 

La résolution de l’équation de F-P donne : 

( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

−−−
=

π
= ∫

σ−−

∞−

−

t
mtwwdx

x

2
1t,wF 0tmtww

2
0

2

e Φ  

Φ : la fonction de répartition d’une gaussienne N (0,1). 

Cette solution ne satisfait pas la condition où F (w, t)=0 pour w<0 et avec un changement de 

variable convenable on obtient le résultat suivant qui satisfait les conditions initiales. 

Donc :  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

−−−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

−−
= σ

t
mtwwe

t
mtwwt,wF 0

wm2
0 2

0

ΦΦ  

 

On note : 

           Ud(t) : processus de diffusion associé a U 

           U (t) : processus exact. 

 on pose les conditions initiales : 

( ) ( ) ( )( )w0UwtUPt,wF 0dd =≤=  

( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
w      w                    1
w      w                    0

0,wF
0

0  

F (w, t)= 0             pour w<0. 

F (∞, t)= 1 

Et 

x

x

m

λρ

λσ

ρ

=

=

−=
22

1

 

 

Ce processus de diffusion doit satisfaire l’équation de F-P 

2

22

w
F

2w
Fm

t
F

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂ ∂σ  
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On utilise la technique de la transformée de Laplace pour deux raisons : 

  1) elle donne une approche alternative de la solution. 

  2) On peut la comparer avec la solution exacte.   

Et on définit la double transformée de Laplace -stiltjes par : 

( ) ( )dtt,wFds,r w
0

rw

0

st** eeF ∫∫
+∞

−
+∞

−=  

La résolution de l’équation de F-P par l’application de la double transformée donne : 

 

  ( ) ( )
( )( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−η

=
−η−

σ rr
eeF

21

0rw0w
**

rr
r

2
2s,r  

Où :  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ
+±=

σ

2
1

2

2

221
m

rr
S211m,  ; 

 

⎩
⎨
⎧

<ρ
>ρ

=η
1 si                      
1 si                      

r
r

2

1   . (Voir annexe I) 

 

 On remarque que cette solution du processus de diffusion est similaire à celle de la solution 

exacte donnée par : 

( ) ( )
( )( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−η

σ
=

−η−

21

rww

2
**

rrrr
eer2s,rF

00

. 

On remarque aussi que :  

( ) ( ) ( )( )dtW0UeEes,rF 0
trU

0

st** == −
+∞

−∫  

De ce résultat, on peut déduire le temps d’attente moyen du processus de diffusion lorsque 

ρ<1 i.e., le régime stationnaire qui est : 

 ( )( ) ( )ρ−
λ

=
∞→ 12

xtUElim
2

d
t
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Qui est le même résultat que celui de POLLACZEK_KHIINCHIN et on peut déduire aussi 

la transformée de laplace du temps d’attente moyen  en régime transitoire par : 

( ) ( )( )
η

η

ss
w

s
dtUtE ee

w

dd
st

0

0
2

0

m0U
−∞

− ++=∫  

 

Où     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ++
σ

==η
2
1

2

2

21
m
s211m

r    (voir annexe I) 

Et par l’inversion de l’équation précédente on obtient le temps d’attente moyen en régime 

transitoire : 

 ( ) ( )( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
++

σ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σ
+

+
σ

−+
σ

+=

2
0

2

2
0

2

2

2dd
mw

11m

t,s,
s

s
mw

1
invplace1d

m
2

tdirac expmmt0UtUE  

L’approximation par le processus de diffusion est l’une des méthodes 

d’approximation importante, il y a d’autres méthodes plus puissantes que la diffusion qui 

sont les méthodes analytiques et a un degré moindre des méthodes par les techniques de 

simulation. Ces dernières permettront de traiter par programme informatique la suite des 

événements susceptibles de se produire sur un système réel et de représenter l’évolution 

dans le temps des variables de ce système. Cette technique a l’avantage d’être infiniment 

moins limitée que la technique analytique quant aux hypothèses de fonctionnement, mais 

nécessitent un temps de calcul (et donc un temps de mise au point de programmes) parfois 

assez fastidieuses. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE II : 

APPROXIMATION DE p(N(U(t))=n) PAR LES 

PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT 
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INTRODUCTION :  

 

Il y a plusieurs études sur la probabilité du nombre de clients dans une file d’attente 

en régime transitoire, qui sont des approximations comme on a déjà vu dans 

l’approximation de diffusion et l’approximation par les fluides [5]. Il existe aussi d’autres 

approximations pour certains types de files d’attente. Par exemple, il y a une approche de la 

probabilité de nombre de clients dans une file d’attente de type M/M/1 développée par une 

équipe de IRISA (1993) [7].cette approche est basée sur les chaînes de Markov 

uniformisées, mais  cette approximation donne une expression très compliquée pour le  

calcul du nombre moyen de clients. Dans ce chapitre, on présente une nouvelle 

approximation pour la file M/G/1 qui est basée sur le processus de renouvellement retardé et 

l'on donnera une approximation de p(N (t)=n) . On  utilisera le temps de service résiduel 

comme étant une durée de vie résiduelle d'un  processus de renouvellement. Pour cela; on 

rappellera les notions essentielles sur les processus de renouvellement et quelques cas 

particuliers.  
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II-1 :    Processus de renouvellement : 

II-1-1 : Définition : 

Soit (Xi)i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement 

distribuées. (Xi) est un intervalle de l'inter-occurence d’un événement A. 

(Sn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées 

représentent les instants d'occurrence de l'événement A  tel que :   Sn = X1 + X2 + … + Xn. 

Alors (Sn)n∈N est appelée processus de renouvellement. 

 L’indice n représente le nombre de renouvellements. 

Une présentation graphique du processus de renouvellement est donnée par la figure (II-1) : 

             N (t) 

                                         . 

       . 

       . 

      2              X2 

      1       X1 

              .     .     .  

       0          S1          S2                                                       T 

 

    Figure (II-1) 

 

N (t) : processus de comptage représente le nombre de renouvellements jusqu’à t. 

 

Donc ; pour un processus de renouvellement (Sn)n∈N, et pour tout t>0, on appelle :  

 

¾ Variable aléatoire âge, la variable aléatoire notée par δt et définie par : 

 δt = t - SN(t). 

¾ La durée de vie résiduelle, la variable aléatoire notée par γt et définie par :          

γt = SN(t)+1 - t. 

¾ La durée de vie totale, la variable aléatoire notée par βt et définie par :                

βt = γt + δt. 
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On représente ces variables par la figure (II-2) suivante : 

 

         βt 

           δt         γt 

            SN(t)             t                SN(t)+1         

 

  Figure (II-2). 

 

II-1-2 : Fonction de renouvellement : 

Définition :  

On appelle fonction de renouvellement la fonction M(.) définie pour tout t par :  

                   M (t) = E (N (t)). 

 

Proposition : 

 a) ( ) ( )∑
≥

=
1k

k tFtM     Où    ∀k )()( tSptF kk ≤= . 

 b) la fonction de renouvellement est bien définie (la série ( )∑
≤1k

k tF  converge, ∀t) [8]. 

 

II-1-3 : Théorème de renouvellement : 

Proposition : 

La fonction de renouvellement M (.) vérifie l’équation : 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

xdFxtMtFtM
0

         0≥∀t . 

En introduisant la notation de convolution : 

  ( ) ( )∫ −=∗
t

xdBxtAtBA
0

)(  = ∫ −
t

xdAxtB
0

)()( . 

Alors :             

 
)()()( tMFtFtM ∗+=  
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II-1-4 : Equation de renouvellement : 

Définition : 

Une équation intégrale de la forme : 

∫ −+=
t

xdFxtAtatA
0

)()()()(      0≥t . 

Est appelée équation de renouvellement, tel que : 

A (.) est considérée comme la fonction inconnue, a  et  F sont des fonctions connues. 

 

Proposition : 

Soit a  une fonction bornée, il existe une et une seule fonction A bornée sur des intervalles 

finis et qui satisfait : 

 i) ∫ −+=
t

xdFxtatatA
0

)()()()(     et  A est donnée par 

 ii) ∫ −+=
t

xdMxtatatA
0

)()()()(   , où ∑
≥

=
1

)()(
k

k tFtM  

 

Remarque : 

La solution de certaines équations de renouvellement est donnée en terme de la fonction de 

renouvellement d’un certain processus de renouvellement. 
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II-2 : Cas particuliers : 

II-2-1 : Processus de regénération : [9] 

Définition : 

              Soit Z=(Zt)t≥0 un processus stochastique à espace d’état E. on suppose qu’à chaque 

instant d’ occurrence d’un certain évènement A, le comportement probabiliste du processus 

Z après cet instant est le même qu' après l’instant 0. 

 

               Les instants d’occurrence de l’évènement sont appelés instant de regénération du 

processus Z, Z est appelé "processus regénératif ". 

Si on suppose que Z est à espace d’état E discret ; 

Alors, Pour i∈E ; f (t) = p (zt = i). 

 

Soit S1 est le premier instant de regénération de Z. 
Si on pose : 

 
1sZẐ +µµ =  , Donc la loi de Ẑ est le même que celle de Z. 

Si s1= s < t ; Alors Zt= sẐt− . 

 

On retourne à la fonction de probabilité f et on va l’étudier à la lumière du processus de 

renouvellement on aura donc :  

    ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

=====
0

1/ sdFsSiZpiZptf tt . 

     ( ) ( )∫ ∫
∞

==+===
t

t
tt sdFsSiZpsdFsSiZp

0
11 )()( . 

     ∫ 〉=+== −

t

tst tSiZpsdFiZp
0

1 ) ,()()ˆ( . 

     ∫ 〉=+−=
t

t tSiZpsdFstf
0

1 ) ,()()( .                   (II-1) 

Donc f est une solution de l’équation de renouvellement. 
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Soit maintenant (Sn)n∈N la suite des instants de regénération ; 

Pour A∈E ; on pose ) ,(),( 1 tSAZpAtK t 〉∈= , t≥0 ;           (II-2) 

          ( )AZptf t ∈=)( . 

Donc : 

  ( ) ( ) )(ˆ/ 1 stfAZptSAZp stt −=∈=≤∈ −  

 

Et d’après les équations (II-1) et (II-2) on obtient : 

  ∫ −+=
t

sdFstfAtKtf
0

)()(),()(  

 

Par le processus de renouvellement, la solution de cette équation sera la suivante : 

 

  ( )∫ −+=
t

sdMAstKAtKtf
0

)(,),()(                    (II-3) 

           ),( AtKR ∗=  

 

Où  R = 1 + M, ∑
≥

=
1k

kFM  

 

II-2-2 : Processus de renouvellement retardé : 

Définition : 

             Soit }{ +∞
=2kkX  une suite des inter-occurence qui sont des variables aléatoires 

indépendantes identiquement distribuées de fonction de distribution commune F, et soit X1 

une variable aléatoire indépendante, de fonction de distribution G différente de F 

Alors : 

Le processus : nn XXXS +++= ...ˆ
21  est appelé "processus de renouvellement retardé". 

 

Définition :            Une suite *)ˆ( NnnS
∈

est appelée processus de renouvellement retardé si la 

suite (Sn)n∈N
* définie par Sn = nŜ  - S1 (avec S1 : positive ou nul indépendant de nŜ ) est un 

processus de renouvellement ordinaire. 
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Maintenant, on va modéliser le problème de calcul de la probabilité du nombre de clients 

qui sont trouvés dans un système d’attente à un instant t. 

 

II-3 : Modélisation du problème : 

 Soit une file d’attente de type M/G/1, avec une discipline FCFS et un espace 

d’attente illimité. 

 Si on visite le système à un instant quelconque t; on trouve un certain nombre de 

clients qui attendent dans une file pour recevoir un service et un client dans le service. Donc 

ce nombre, à cet instant est égal au nombre de clients qui seront servis à partir de t et dans 

une durée de temps égale à U (t) (on ne considère pas les clients arrivés après t).       

 On pose les notations suivantes : 

 

U (t) : une variable aléatoire représente la tâche résiduelle à l’instant t, et qui est              

également le temps nécessaire pour vider le système. 

N (U (t)) : le nombre de clients dans le système à l’instant t, qui est aussi le nombre 

de clients servis dans une durée de temps égale à U (t). 

 

En utilisant le processus de renouvellement, on trouve :     

  { } { }1
ˆ)(ˆ))(( +<≤⇔= nn StUSntUN  

Où *)ˆ( NnnS
∈

  sont des instants de renouvellement qui représentent ici les instants de fin de 

service de chaque client. 

 

 On note : 1
ˆˆ

−−= nnn SSX   la durée de service du nème client. 

 nn XXXS +++= ...ˆ
21 . 

Tels que : 

X1 : une variable aléatoire indépendante, de fonction de distribution G différent de 

celle de (Xi) i=2, n et qui représente le temps de service résiduel d'un client qui est 

en service à l'instant t.  
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      ( )n
iiX 2=  : Une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées 

représentent la durée du service de chaque client i, de fonction de distribution F 

commune. 

 

Maintenant, on donne plus de détail pour ( )( ){ }ntUNp = . 

On a : 

  ( )( ){ } { }1
ˆ)(ˆ

+<≤⇔= nn StUSntUN . 

   

Les évènements ( ){ }tUŜn ≤  sont emboîtés c'est-à-dire que : 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ...tUŜtUŜtUŜ nnn     21 ≤⊃≤⊃≤ ++  

Par conséquent : 

                              

{ } { }{ } { } { })t(UŜ)t(UŜ)t(UŜ)t(UŜ)t(UŜ)t(UŜ nnnnnn ≤−≤=≤≤=>≤ +++ 111 non et   et  . 

Donc : 

             ( )( )( )ntUNp = = { } { })t(UŜp)t(UŜp nn ≤−≤ +1 . 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )tUFtUFntUNp
nSnS 1

ˆˆ
+

−==⇔  

 On a aussi : 

  ( ) ( ) ( )∫
+∞

=≤=≤=
0

ˆ )()(/ˆ)(ˆ))(( duufutUuSptUSptUF tUnn
nS

. 

où )(tUf est la fonction de densité de U (t). 

Donc : 

  ( )( )( ) ( ) ( ) ( )duufuFuFntUNp tUnSnS )(
0

ˆˆ  
1∫

+∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −==

+
   (II-4) 

Il reste de trouver les fonctions 
nSF ˆ  et )(tUf . 

On commence par 
nSF ˆ  

On a :  nn XXXS +++= ...ˆ
21 . 

 

  ( ) ( )uXXXpuSp nn ≤+++=≤⇔ ...ˆ
21 . 
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Comme Les (Xi)i=1,n sont des v a i i d, on trouve : 

      ( ) ( ) ( ) ( )ufufuguf
nXXX

nS ∗∗∗= ....
21ˆ . 

    ( ) ( )[ ] 1
21

−

∗
∗= n

XX ufug . 

Où 
nSf ˆ est la fonction de densité de nS

)
; 

 ( )[ ] 1
2

−

∗

n
X uf  désigne la (n-1) ème convolée de ( )uf X 2

 et * le produit de convolution. 

 

Généralement, la distribution de ( )n
iiX 2= est donnée. Par contre la distribution de X1 est 

inconnue. Donc, par la suite on va donner une expression explicite de cette distribution. 

 

 Premièrement, On remarque que les durées du temps de service ont le même 

comportement probabiliste, cela conduit à utiliser le processus de regénération en 

introduisant : 

  

 ( ) ( )∫
+∞

=〉=〉
0

111 )(sdFsSyXpyXp . 

    ( ) ( )∫ 〉〉+=〉=
t

tS yXpsdFsSyXp
0

1111 ,)( . 

 

D ‘après (II-2) on a ( ) ( )tS yXpAtK 〉〉= 11 ,, . 

 

Ici     A={X1 > y}. 

 

Donc : ( ) ( ) )(1, 1 ytFytSpAtK +−=+〉=                                                

De (II-3) on trouve que : 

  ( ) ( ) ∫ −+=〉
t

sdMAstKAtKyXp
0

1 )(),(, . 

  ( ) [ ] )()(1)(1
0

1 sdMsytFytFyXp
t

∫ −+−++−=〉⇔ . 

Donc :  ( ) ( ) [ ]∫ −+−−+=
t

X sdMsytFytFyG
0

)()(1
1
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 II-4 Exemple : 

 Soit une file d’attente de type M/M/1, la distribution du temps de service est une 

exponentielle de taux µ . 

On a donc : 

a) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] dseeyXp
t

sytyt µµµ ∫ −+−+− −−+−−=〉
0

1 1111  . 

              ( ) yeyXp µ−=〉⇒ 1 . 

    ( ) y
X eyG  1

1

µ−−=⇔  

Donc, la distribution du temps de service résiduel est une exponentielle de taux µ qui est le 

même résultat donné par Karlin [8]. 

 

b) le calcul de 
nSf ˆ  : 

On a  ( ) ( ) ( ) ( )ufufuguf
nXXX

nS ∗∗∗= ....
21ˆ . 

  ( ) ( )
( )n

euuf
un

nS Γ
µµ

=⇔
µ−−  1

ˆ . 

Donc : 

  nŜ → ( )n,µγ  

 

Conclusion : 

 On a trouvé une expression de P (N (U (t))=n) en fonction de
nSF ˆ  et )(tUf . Il reste de 

trouver une expression explicite de la distribution du temps d’attente. Mais on a une 

expression implicite de cette distribution qui est une double transformée de Laplace- stiltjes 

(formule de Takacs). Pour obtenir une expression explicite de cette distribution il faut 

l’inverser, ce problème d'inversion sera l'objet du prochain chapitre. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE III : 

 

L'inverse de la double transformée de Laplace 
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INTRODUCTION : 
 

Dans la théorie des files d'attente, plusieurs résultats sont donnés de façon implicite. 

C'est le cas des transformées comme la fonction génératrice dans le cas des variables 

discrètes, ou par la transformée de Laplace pour les variables continues, ou dans le cas de 

variables mixte (continue et discrète) on trouve des résultats en fonction d'une mixture entre 

la transformée de Laplace et la fonction génératrice. 

 

Dans les dernières années, plusieurs méthodes ont été proposées pour inverser ces 

transformées. Donc, pour le cas des transformées unidimensionnelle, il a été trouvé des 

approximations informatiques comme l'algorithme de GAVER [10], l'algorithme de 

POISSON et l'algorithme d'Euler. Ce dernier a été développé en 1991[10] pour inverser la 

transformée de Laplace unidimensionnelle; ensuite en 1994[11] cet algorithme a été 

généralisé pour les fonctions multidimensionnelle. 

 

Dans ce chapitre, on se propose d'étudier l'algorithme d'Euler et on va l'appliquer 

pour trouver une approche de la fonction de densité du temps d'attente.  
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III-1 : les transformés unidimensionnelles : 

III-1-1 : Définitions : 

III-1-1-a : Transformée de Fourier : 

Soit f(t) une fonction à valeurs complexe de variable réelle . On appelle transformée 

de Fourier de f la fonction  φ définie par : 

   ( ) ∫
+∞

∞−

= dttfeu iut )(φ  

Remarque : 

Si f est une fonction de densité alors ( )uφ  est sa fonction caractéristique. 

 

III-1-1-b : Transformée de Laplace : 

Soit f (t) une fonction à valeurs complexe de variable réelle positive t. On appelle 

transformée de Laplace de f (t) la fonction ( )sf~ de variable complexe définie par : 

   ( ) ∫
+∞

−=
0

)(~ dttfesf st  

Où Re(s) > 0.   

On appelle ( )sf ∗  transformée de Laplace- stiltjes de F définie par :  

( ) ( )∫
+∞

−=
0

* tdFesf st    Où ( ) ∫=
t

dt)t(ftF
0

       

 

III-1-2 : Inverse d’une intégrale : [10] 

 Soit φ  la transformée de Fourier de f. Si φ  est intégrable alors F est absolument 

continue et  sa densité  est donnée par : 

   ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= duuetf itu φ
π2
1

     0≥∀t . (2-1)       
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III-1-3 : Intégration numérique : 

    L’intégrale numérique permet de calculer l'intégrale précédente, mais bien sûr 

l'intégration numérique est compliquée pour les intégrales qui sont définies sur des 

domaines infinis. Dans ce cas on propose approximativement de calculer les intégrales par 

la formule des trapèzes, qui est la meilleure pour calculer ce type des intégrales pour deux 

raisons : 

1) Elle permet de calculer des intégrales définies sur un intervalle infini. 

2) Elle donne des erreurs faibles et faciles à contrôler. 

 

Formule des trapèzes : 

Soit g une fonction définie sur [a, b]. Pour obtenir la formule des trapèzes,on divise  

le domaine de définition sur n sous intervalle, puis on approche le graphe de g(t) d’abord 

dans l’intervalle [t0, t1 ] par la droite qui conjoint les points (t0, g0 )et (t1 ,g1 )  

Alors : 

( ) ( )01
0

0 gg
h

ttgtg −
−

+≈ .      

 Où 
n

abh −
= ,  iht i =  

On obtient aussi pour l’intégrale  

( )∫ +=
1

0

102
)(

t

t

gghdttg  

En répétant ce procédé pour tous les intervalles en considérations, on trouve la formule des 

trapèzes : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

+
==

−

=

b

a

n

k
h khagbgaghtTdttg

1

12
  . 

Cette formule est aussi valable pour +∞=−∞= ba ou  . 

 

Proposition : 

Soit g∈  C2, alors l’expression exacte et standard de l’erreur correspondant au règle 

des trapèzes est donnée par : 

  ( ) ( ) ( ) ( )0
2

12
tgabhgTtge

b

a
hd ′′−

=−≡ ∫ …. (3-1) 

 avec a < t0 < b. 
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Donc on peut majorer cette erreur par : 

( ) ( ){ }btatgabhe d <<′′−
≤ :sup

12
. 

En plus de ça, on peut appliquer la formule sommatoire de Poisson pour obtenir une 

représentation convenable de l’erreur de discrétisation associée à la formule des trapèzes, et 

on peut aussi estimer et majorer cette erreur d’une façon très simple et plus précise que la 

formule (3-1). 

 

La formule sommatoire de Poisson : 

Maintenant, on se concentre sur l’erreur de discrétisation associée à la formule des 

trapèzes. En 1955 Fettis [12] a remarqué que l’approximation d’une intégrale par la formule 

des trapèzes peut être analysée et justifiée en utilisant la formule sommatoire de Poisson, et 

avec cette formule, on peut contrôler l’erreur de discrétisation. 

L’idée essentielle de la formule sommatoire de Poisson est d'approcher une fonction 

donnée par une fonction périodique qui peut être représentée par sa série de Fourier. Cette 

méthode appelée la méthode de série de Fourier ou « aliasing ». 

On applique cette méthode sur la fonction de densité f. 

1. On construit une fonction périodique fp (t) de période
h
π2 . 

 

( ) ∑
+∞

−∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

k
p h

ktftf π2
… (4-1) 

 

2. on cherche une série de Fourier de cette fonction périodique (on suppose que cette 

série  converge). 

On a par définition : 

  ( ) ∑
+∞

−∞=

=
k

ikht
kp ectf  

Où ck est un coefficient de Fourier de fp. 

                ( )∫ ∫ ∑
− −

∞+

−∞=

−− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

h

h

h

h
k

ikhtikht
pk dte

h
ktfhdtetfhc

π

π

π

π

π
ππ

2
22
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Par Fubini on trouve : 

          ( ) ( )∫
+∞

∞−

− −== khhdtetfhc ikht
k φ

ππ 22
   … (4-2). 

D’après (4-1) et (4-2) on obtient la formule sommatoire de poisson :  

 ( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

k k

ikhtekhh
h

ktf φ
π

π
2

2 … (4-3) 

⇒ ( ) ( ) d
k

ikht eekhhtf −= ∑
+∞

−∞=

−φ
π2

 

  ( ) ( )[ ] d
k

ekhtkhthh
−++= ∑

+∞

=1
sinImcosRe

2
φφ

ππ
 … (4-4). 

 

Où  ( ) ∑
+∞

≠
−∞=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=≡

0

2

k
k

dd h
ktftee π   … (4-5). 

 On remarque que la somme (4-4) est une approche de l’intégrale (2-1) par la formule 

des trapèzes, et que l’erreur ed  qui est donnée par la formule (4-5) est une expression 

explicite de l’erreur de discrétisation associée à la règle des trapèzes. Donc, d’après cette 

expression, on peut donner une majoration meilleure que celle de l’expression standard.  

Pour les densités continues, il est possible de vérifier directement les conditions 

suffisantes de φ (la continuité et l'intégrabilité) d'après [13]. Mais ce ne sont pas toutes les 

distributions qui ont des densités continues. Par exemple la distribution exponentielle a une 

densité non continue au point 0 et sa transformée de Fourier qui égale à ( ) ( ) 11 −−= miuuφ  où 

( ) ( ) 2
1

221 −
+= umuφ  n'est pas intégrable. Donc la formule (4-4) n'est pas valable. 

Pour résoudre ce problème,  trois méthodes ont été proposées [10] : 

1. la fonction f satisfait des conditions plus fortes pour des conditions de 

convergence de  la série de Fourier. 

2. perturber la densité f par la convolution (smoothing convolution) et donner une 

nouvelle densité satisfaisant les conditions. 

3. changer la forme de l'addition de la série de Fourier. 

On choisit la troisième méthode car la convergence de la série et l'égalité n’exige pas des 

conditions fortes.  
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Proposition 1 :[10] 

Soit g une fonction périodique où g  est intégrable sur un intervalle d'une période. 

Si g a des points de discontinuité finis et elle est dérivable à gauche et à droite de chaque 

point alors : 

La série de Fourier de g converge vers [g(t+) +g(t-)]/2 pour tout t. 

 

Remarques : 

• La convergence dans la proposition (1) n'est pas uniforme au voisinage de points de 

discontinuité. 

• La convergence et l'égalité de (4-3) sont possibles avec des conditions faibles si on 

change la forme de l'addition de la série de Fourier, par exemple si on utilise la 

convergence de cesaro, la proposition (1) reste valable sans la dérivabilité. 

 

Proposition 2 :[10] 

a) Si ( )( ) ( )( )( ) +∞<+∑
+∞

=1
 Im  Re  

k
khkh φφ  alors : 

La série (4-3) est valable et la série de Fourier converge uniformément. 

b) Si ( )( ) ( )( )khkh φφ Imet  Re  sont éventuellement positive et décrois vers 0 quand k tend 

vers ∞ Alors (4-3) est valable et la série de Fourier converge pour toute t. 

 

Pour résoudre le problème d'intégrabilité de φ  par le changement de la forme de l'addition 

de la série, on remplace f(t) par la fonction fd(t ) (damped function) donnée par :  

( ) ( )tfetf at
d

−=  , ++ ∈∈∀ * , IRaIRt                 

On prend 
t

h π
=  et d'après (4-3) on obtient :   

( ) ( )( ) ( )∑ ∑
+∞

=

+∞

−∞=

+− ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=+

0

12 1
2
112

k k

kka

t
kia

t
tkfe πφ  

     = ( )∑
+∞

−∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

k

k

t
ikaf

t
π~1

2
1  

 

On remarque que le deuxième membre de cette égalité est une approche de l'inverse de la 

transformée de Laplace. 



Chapitre III : L'inverse de la double transformée de Laplace                                                        Page  30

Soit : 
t

Aa
2

=  donc : 

( )( ) ( )∑ ∑
+∞

=

+∞

−∞=

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−

−=+
0 2

21
2

212
k k

kkA

t
kiAf~

t
)Aexp(tkfe  

 

Comme ( ) ( ) ( )sfsfsf ~Re2~~
=+  on aura : 

 

( ) ( )∑
+∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

1 2
2~Re1

)2exp(
2

~Re
2

)2exp(

k
d

k e - 
t

kiAf
t
A

t
Af

t
A

tf π . 

 

où ed est l'erreur de discrétisation  

 

                        ( ) ( )( )∑
+∞

=

− +=≡
1

12,,
k

kA
dd tkfeAtfee  

 

Avec cette expression on peut facilement majorer l'erreur. 

 

1) si ( ) ctf ≤  donc A
A

A

d ce
e

cee −
−

−

≈
−

≤   
1

 … (a) 

Cas particulier : 

Si f (t) est une fonction de densité alors ( ) 1≤tf  donc A
d ee −≤  qui est indépendante de la 

distribution. 

 

2) si ( ) cttf ≤  donc ( ) ( )
( )

A

A

AA

k

kA
d cte

e
eectctkee −

−

−−∞+

=

− ≈
−

−
≤+≤ ∑ 3  

1
3  12 2

2

1
. 

 

D'après (a) il est claire qu'il faut augmenter la valeur de A pour diminuer la valeur de 

l'erreur. 

On applique ces résultats pour les fonctions bidimensionnelles de deux variables; on 

rappelle par les définitions suivantes. 
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III-2 : Les transformées bidimensionnelle :  

III-2-1 : Double transformée de Laplace : 

Soit f(t1, t2) une fonction à valeurs complexes de variables réelles positives (t1, t2). On 

appelle double transformée de Laplace de f, la fonction ),(~
21 ssf de variables complexes 

définie par : 

( ) ( )∫ ∫
+∞ +∞

−−=
0

21
0

2121 ,,~
2211 dtdtttfeessf tsts  

Où ( ) ( ) 0Re0Re 21 >> s et  s . 

 

III-2-2 : Double transformée de Fourier : 

Soit f(t1, t2) une fonction à valeurs complexes de variables réelles. On appelle double 

transformée de Fourier de f, la fonction φ définie par : 

 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+= 212121 ,, 2211 dtdtttfeuu tutuiφ  

L'inverse du φ est donnée par : 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+− φ
π

= 2121221
2211

4
1 duduu,uet,tf ututi  

 

III-2-3 : La formule sommatoire de Poisson : 

Soit f(t1, t2) une fonction périodique de périodes 
1

2
h
π  , 

2

2
h
π respectivement, admettant 

une série de Fourier. La formule sommatoire de Poisson bidimensionnel est donnée par : 

 

( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

j k j k

tkhtjhiekhjhhh
h

kt
h

jtf 2211 ,
4

2,2
212

21

2
2

1
1 φ

π
ππ  

  

Le membre droit de cette égalité est une approche de l'intégrale numérique de l'inverse de la 

transformée de Fourier par la formule des trapèzes. 

On fait le même procédé que pour les fonctions unidimensionnelles : 

On remplace la fonction f par la fonction fd donnée par : 
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( )
( ) ( )

⎩
⎨
⎧ ≥≥

=
+−

non  si                                        
tt  si          ttfe

ttf
tata

d 0
0,0,

, 2121
21

2211

 

 

 

Où a1 et a2 sont des valeurs réelles positives  

Donc : 

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫
+∞ +∞

+++−=φ
0 0

212121 ,, 222111 dtdtttfeuu tiuatiua  

( ) ( )221121 ,~, iuaiuafuu −−=⇔ φ  

 

On prend  
11

1 tl
h π

=  , 
22

2 tl
h π

=  où l1 et l2 sont des entiers positifs avec 1  ,1 21 ≥≥ ll  

On trouve : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )∑ ∑
+∞

=

+∞

=

+++− =++
0 0

2211
 21 21    21, 21222111

j k

tklatjla tkltjlfe  

                                                       ( ) ( )( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− ++

j k

l
k

l
ji tkltjlf

tltl e 2211
2211

 21, 21~
4

1
21

ππ

 

Pour simplifier les calculs on pose 22221111 , tlaAtlaA == . 

On obtient : 

( ) ( ) ( )( ) =++∑∑
+∞

=

+∞

=

+−

0 0
2211

21 21,21
j k

kAjA tkltjlfe  

ee l
k

l
ji

j k

l
A

l
A

tl
ik

tl
A

tl
ij

tl
Af

tltl
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

∞+

−∞=

∞+

−∞=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−∑ ∑ 21

2

2

1

1

 
2

 ,
2

~
4 2222

2

1111

1

2211

22 ππππ
 

Et en fin on trouve : 

( ) ( ) dettfttf −= 2121 ,,  

Où   [ ] ( ) ( )( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

==
−∞=

+− ++=
j k

kAjA
d tlktljfe e

0kjnon 

2211   21 ,  2121  

 

Pour un nombre positif c satisfaisant l'inégalité suivante : 

( ) cttf ≤21,       ∀ t1, t2 ∈IR. 
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 Alors : 
( )

( )21

21

2121

)1( )1(
)( AA

AA

AAAA

d eec
ee

eeece −−
−−

+−−−

+≈
−−

−+
≤ … (b) 

Dans notre cas f est une fonction de densité donc : 
21 AA

d eee −− +≤ . 

Maintenant, on va étudier la fonction f : 

On a : 

( ) ( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−×

⎩
⎨
⎧

= ∑ ∑
∞+

−∞=

∞+

−∞=

−−

2222

2

1111

1

2

22

22

11

11
21

2
 ,

2
~                                                      

2
2exp

2
2exp

, 1

tl
ik

tl
A

tl
ij

tl
A

f

e
tl

lA
e

tl
lA

ttf
j k

l
ik

l
ij

ππ

ππ

 

 

On a trouvé donc une série infinie, cette dernière est difficile à calculer directement, mais on 

remarque que cette série est une série trigonométrie qui peut être écrite sous forme d'une 

série alternée sous la forme :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−×

−
⎩
⎨
⎧

−= ∑ ∑∑ ∑
=

∞+

−∞=

−

=

∞+

−∞=

−

222

1

22

2

111

1

11

1

2

11

2
11

11 22

221
1

11

11
21

2
 ,

2
~                                                                     

1
2

2exp
1

2
2exp

,

t
ik

tl
ik

tl
A

t
ij

tl
ij

tl
A

f

e
tl

lA
e

tl
lA

ttf
l

k k

l
ik

k
l

j j

l
ij

j

ππππ

ππ

 

  

On a ( ) ( )2121 s,sf~s,sf~ =  où s  est le conjugué de s donc l'équation précédente sera la suivante 

: 
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On remarque que cette fonction contient des séries alternées infinies de la 

forme ( ) k

k

k
a∑

+∞

=

−
0

1 où (ak)k∈N est une suite de fonctions réelles. 

On ne peut pas calculer la somme de ces séries lorsque k et j tendent vers l'infini, mais on 

peut calculer un nombre fini des termes de ces séries à condition que l'erreur de troncature 

sera d’une meilleure précision. Pour trouver le nombre de termes, on applique la 

transformation d'Euler   

III-2-4 : Transformation d'Euler : [10] 

Pour les séries infinies alternées, la transformation d'Euler est définie par la moyenne 

de m sommes partielles avec une distribution de probabilité binomiale de paramètres m et       

p = ½. 
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Si on applique cette méthode sur une m- somme partielle après la nème somme,  on obtient la 

définition suivante : 

( ) ( )tS
k
m

nmtE kn

m

k

m
+

=

−∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
2,, … (III-2) 

Où ( )∑
=

−=
n

k
k

k
n aS

0
1  la nème somme partielle. 

 

La somme d'Euler peut aussi être décrite comme une moyenne répétée de m sommes 

après la nème. On commence avec les m- sommes consécutives Sn(t), Sn+1(t), . . ., Sn+m-1(t) et 

on construit (m-1) moyennes de paires adjacentes, on répète le processus, en construisant les  

(m-2) moyennes de paires adjacentes de ces moyennes, on continu ce procédé jusqu'à ce 

qu'on obtienne une seule moyenne. Le résultat est donné dans (III-2) 

 

Plus conventionnellement, la somme d'Euler est définie en terme de l'opérateur de la 

différence ∆ définie par : 

 ∆an = an+1 –an. 

∆k est la keme différence définie par : ∆k = ∆(∆k-1an). 

On applique cet opérateur sur la somme d'Euler et on obtient une autre forme de cette 

somme donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

+−+ −−+=
1

0

11 211,,
m

k

kkn
n tSnmtE  

Où ( )∑
=

−=
n

k
k

k
n aS

0
1  , 01 >≥ +kk aa  pour tout k 

Donc : ∞
∞⎯→⎯ ⎯⎯⎯ →⎯ SS n

n  

D'après le critère de Leibniz [14], la série de terme générale ( ) n
n a1− est convergente et la 

série ( )∑
∞

=

−=
0

1
k

k
k aS vérifie, pour tout n de IN, l'encadrement : 

nn SSS 212 ≤≤ ∞+ . 

De plus, si ∆an = an+1 –an est croissante, alors : 

           
2

n
n

a
SS ≤− ∞ ; 
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Soit E(m, n) être une somme d'Euler associée à { }ka ; 

On a :    

( ) ( )

( ) ( )1,11,2                        

11
0

−+−−−+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∆− ∑

=
+++

knmEknmE

a
j
m

a

m

m

j
jkn

j
kn

mm

 

 

Si ( ) kn
mm a +∆−1  est décroissante, 1≥∀k   alors : 

( ) ( ) ( )nmEnmE
a

SnmE
m

n
m

,1,
2

, 1 −−=
∆

≤− +        

Généralement la condition précédente est difficile à vérifier  
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III-2-5 : Contrôle de l'erreur :  

Dans notre algorithme d'inversion, il y a trois types d'erreur : l'erreur de discrétisation, 

l'erreur de troncature et l'erreur d'arrondie.  

 

1. Erreur de discrétisation :  

Cette erreur est donnée par la formule (b) en fonction de A1 et A2, et qui peut être interprétée 

comme l'erreur de discrétisation associée à la formule des trapèzes et qui est en même 

temps" the aliasing error" obtenue par la construction des fonctions périodiques. Donc 

comme souligné précédemment, cette erreur dépend de la valeur de A1 et A2, devenant petite 

avec l’accroissement de ces dernières.  

 

2. Erreur de troncature : 

L'erreur de troncature vient de se rapprocher de chaque série infinie par un nombre fini de 

termes, on peut réduire l'erreur de la troncature à 10-13 ou moins en utilisant la technique de 

la somme d'Euler avec approximativement 50 termes, de telle sorte qu'on calcule la quantité 

( ) ( )nmEnmE ,1, −−  et pour obtenir une erreur d'ordre 10-13 on prend n=39, m=11 et donc  

k = m + n = 50. On prend seulement 50 termes de chaque série. 

 

3. Erreur d'arrondie : 

L'erreur d'arrondie (round-off error) est résultée de la multiplication d'une grande quantité 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 2211

22

2

11

1 4
22

exp tltl
tl

A
tl

A
par des petites quantités. On remarque que cette erreur 

dépend de 4 paramètres l1, l2, A1 et A2, les valeurs A1 et A2 sont fixes quand on a donné 

l'erreur de discrétisation. Il reste donc à trouver les valeurs de l1 et l2 et on remarque que 

l'augmentation de ces valeurs conduit à un coût de temps d'exécution de l'algorithme. Dans 

[11], il a été proposé de prendre l1 = l2 =2 dans le cas de double inversion pour obtenir 10 

ou plus de chiffres d'exactitude. 
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III-3 : La densité du temps d'attente en régime transitoire : 

 

Maintenant, on applique cet algorithme pour notre double transformée de Laplace- 

Stiltjes de la distribution du temps d'attente qui est donnée par la formule de Takacs :  

 ( ) ( )
( ) srrB

r
srF ee rww

−+−

−
=

−−

λλ
η η

*
**

00

,   tel que ( ) ( )∫ ∫
+∞+∞

−−=
0 0

** ,, dttwFdeesrF w
strw . 

 

On prend la file M/M/1 de taux d'arrivée λ  et un taux de service µ . On suppose que 

la file est vide à l'instant t = 0 qui est équivalent à w0 = 0. La formule de Takacs sera : 

 ( ) ( )
( ) srrB
rs,rF *

**

−+λ−λ
−η

=
1

    .                                                                               

Où :
µ

µ
+

=
r

rB )(*  est la transformée de Laplace de la densité du temps de service; 

         ( )
2

42 µ+−λ−µ+−λ−µ−
=η

ss)s(  : La racine positive du dénominateur. 

 

L'exploitation de cet algorithme est comme le suivant : 

 On fixe la valeur de t et on fait varier le temps d'attente. Donc pour chaque instant t on 

obtient un graphe qui représente la densité du temps d'attente à cet instant. 

 

Pour assurer que cet algorithme fonctionne bien, on l'applique pour la file M/M/1 qui  

est en régime stationnaire. Pour cella on prend ρ=0.1 tel que λ=1 et µ=10 et on prend le 

temps t =1000. On obtient donc le graphe suivant qui représente la densité du temps 

d'attente. 
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Figure III-1 

 

Si on approche ce graphe par une fonction exponentielle de type )bxexp(a − et on 

calcule p(N(U(t))=n) pour des n fixé en utilisant la formule du chapitre (II) qui est donnée 

par: ( )( )( ) ( ) ( )[ ] ( )duufuFuFntUNp tUSS nn )(
0

ˆˆ  
1∫

+∞

+
−==  

ensuit on compare cette valeur par la valeur exacte qui est ( )ρ−ρ 1n , on trouve donc que cet 

valeur est très  proche de celle de la valeur exacte. 
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Maintenant, on applique cet algorithme sur le régime transitoire de la file M/M/1.  

 

Dans la figure III-2, on a le graphe de la densité du temps d'attente à l'instant t=10 

avec λ= 1 et µ=10 

 

 
Figure III-2 
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La figure III-3 donne le graphe de la densité du temps d'attente à l'instant t=1 avec λ= 5   et 

µ=10

 
Figure III-3 

Pour t=10, λ= 5   et µ=10 on obtient la figure III-4 suivante. 

 
Figure III-4 
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La figure III-5 représente le graphe de la densité du temps d'attente en régime 

stationnaire où on prend t=1000, λ= 5   et µ=10. 

 
Figure III-5. 

 

III-4 : Conclusion : 

Lors de l’application de l'algorithme d'inversion sur la double transformée de Laplace 

de la densité du temps d'attente correspondant à la file M/M/1  en régime stationnaire, on a 

essayé d'approcher la fonction de ce graphe par une fonction exponentielle. Ensuit on 

calcule  P(N(U(t))=n) en utilisant la formule : 

   ( )( )( ) ( ) ( )[ ] ( )duufuFuFntUNp tUSS nn )(
0

ˆˆ  
1∫

+∞

+
−== . 

On a trouvé que cette valeur est très proche de celle de la probabilité exacte qui est donnée 

par : ( )ρ−ρ= 1n
np  

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE IV : 

 

APPROXIMATION DE MOL 
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INTRODUCTION : 
 L’un des problèmes fondamentaux qui a mené au développement de la théorie des 

files d’attente est la modélisation probabiliste du nombre de lignes téléphonique actives. 

Tout d’abord, ce problème a été modélisé comme étant un système de type M/M/s/0 par 

Erlang [1], il a donné un résultat exact de la distribution stationnaire connue sous le nom de 

la formule d’Erlang. 

 

IV-1-1 : Le système M/M/s/0 : 

Le système M/M/s/0 est un système d’attente appelé système d’Erlang avec refus, 

« Erlang loss system » où le client qui arrive au système trouvant les serveurs occupés, 

quitte automatiquement le système. Ce dernier contient s serveurs indépendants du temps de 

service exponentielle de taux µ, et un processus d’arrivée poissonien de taux λ. 

 

Si on pose QS (t) le processus d'état du système M/M/s/0 à l’instant t, sa probabilité de 

blocage est donnée par la formule suivante : 

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

∞→ µ
λβ sst

stQplim  ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
s

j

js

js 0 !!
µ
λ

µ
λ

. (Formule d’Erlang) [4] 

 

Remarques : 

• Le temps d’attente d’un client dans ce système est le temps nécessaire pour 

compléter le service. 

• Cette formule d’Erlang est aussi applicable sur le système M/G/s/0 [6] où la 

distribution du temps de service est générale, cette propriété d’insensibilité 

signifie que l’hypothèse du service exponentielle est superflue, ceci étend le 

domaine d’application de la formule d’Erlang. 
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IV-1-2 : Le système M/G/s/0 : 
Le système M/G/s/0 est un système d’Erlang avec refus, avec un processus d’arrivée 

poissonien homogène de taux λ et un temps de service de distribution générale. On a donc 

le résultat suivant : 

( )( ) ∑
=

∞→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

==
k

j

jk

st jk
ktQp

0 !!
lim

µ
λ

µ
λ

.         [6] 

 Le modèle d’Erlang avec refus a été l’objet de plusieurs applications dans la pratique, 

néanmoins son adaptation n’a pas été faite dans le cas d’un   processus d’arrivée réel qui est 

non homogène c'est à dire : le taux d’arrivée varie en fonction du temps. Ceci conduit à 

utiliser le modèle Mt/G/s/0 qui est difficile à étudier. Pour cela, en 1943 PALM a étudié des 

méthodes pour approcher le système Mt/G/s/0 [15]. Il a remarqué que le modèle stationnaire 

avec un taux d'arrivée instantané donne une bonne approximation du Mt/G/s/0 si le taux 

d’arrivée change lentement, cette approche est appelée approximation de PSA (pointwise 

stationnary approximation). Il y a d’autres approximations qui sont basées sur la 

substitution du taux d’arrivée d’un modèle d’Erlang stationnaire par le taux d’arrivée 

maximal : le taux d’arrivée où le système est dans un état d’activité maximale. D’après cette 

approche, on remarque que le taux d’arrivée est toujours supérieur au taux d’arrivée réel. 

Cette approximation est bonne si le nombre de serveurs actifs est constant et fini, sinon 

mauvaise dans le cas où le nombre de serveurs varie [16]. En 1958 Prékopa [17] a trouvé 

des solutions exactes pour la file Mt/G/∞. 

 

IV-1-3 : La file Mt/G/∞ : 

La file Mt/G/∞ est une file d’attente ayant une infinité de serveurs indépendants avec 

une distribution générale du temps de service, et un processus d’arrivée poissonien de taux 

λ(t) dépendant du temps.  

Si on pose Q ∞(t) : la longueur de la file Mt/G/∞ à l’instant t, Q ∞(t0)=0 pour un certain t0, où 

t0<t, et λ(s)=0 quelque soit s≤ t0. 

Alors  Nk ∈∀   ( )( ) ( ) ( )( )tm
k

tmktQp
k

∞
∞

∞ −== exp
!

. 
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Où        ( )tm∞  = ( )( )tQE ∞  = ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫
−

t

st

dE ττλ   

Donc ( )tQ∞  a une distribution de Poisson. 

 

Comme il existe des résultats exacts pour les systèmes M/G/s/0 et Mt/G/∞, en 1975 

Jagerman [18] a développé une approximation de ( )( )stQp s = du système Mt/G/s/0 appelée 

l’approximation de MOL (the Modified Offered Load). D'après son nom, on déduit que cette 

approximation est basée sur la modification de la charge du système, dont le principe est 

résumé de la façon suivante : 

On a la probabilité du blocage de M/G/s/0 en régime stationnaire est donnée par : 

( )( )
( )

( )∑
=

∞→ µλ

µλ

==
s

0j

j

s

st

!j

!sstQplim  

       

( ) ( )

( ) ( )( )∑
=

µλ−
µλ

µλ−
µλ

=
s

0j

j

s

exp
!j

)(exp
!s  

       ( ) ( )( )stQ/stQplim
t

≤== ∞∞∞→
 

 En régime stationnaire, on trouve que ( )( )stQplim st
=

∞→
( ) ( )( )stQ/stQplim

t
≤== ∞∞∞→

, ces 

probabilités sont en fonction de
µ
λ . Pour obtenir la probabilité de blocage du système 

M/G/s/0 en régime transitoire, on remplace 
µ
λ  par le nombre moyen de clients de la file 

Mt/G/∞ en régime transitoire qui est ( )tm∞  et on obtient la formule d'Erlang en fonction 

de ( )tm∞ . 
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IV-2 : Définition : [19] 

Soit Qs (t) la longueur aléatoire de la file Mt/G/s/0 à l’instant t. On définit 

l’approximation de MOL de ( )( )stQp s =  par : 

( )( )stQp s =  ≈ ( ))(tms ∞β  = ( ) ( )( )stQstQp ≤= ∞∞ / . 

 

Dans les travaux de David et Massey et Whitt [20], l’approximation de MOL a été 

utilisée pour étudier la sensibilité de la distribution du temps de service dans un modèle 

d’Erlang avec refus non stationnaire, cette approximation est aussi une motivation pour les 

travaux de Eick et Massey [21] dans la physique. 

 

 L’objet de cette partie est d’examiner l’efficacité de l’approximation de MOL et de 

déduire les conditions pour lesquelles cette approximation est plus proche de la solution 

exacte. Pour cela on va étudier quelques cas particuliers de Mt/G/s/0 qui sont très utilisables 

dans le domaine de télécommunication comme les systèmes Mt/PHt/s/0 et Mt/Mt/s/0. 
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IV-2-1 :   Le système Mt/PHt /s/0 : 

Le système Mt/PHt/s/0 est un système d’Erlang avec refus de s serveurs 

indépendants, Où chaque serveur a un type de phase de service de taux (µi (t)) i=1, S tel que 

ces taux peuvent être différents selon la phase du service, et un processus d’arrivée 

poissonien non homogène (dépend du temps).  

 

Remarque :  

La distribution du temps de service de phase est considérée générale à cause de sa 

densité dans l’espace de toutes les distributions. Cette hypothèse permet de construire un 

espace d’état fini sachant que le processus des arrivées est un processus markovien de temps 

continu. 

Soit : 
           C : un ensemble fini de phases de service. (On suppose qu’il n’est pas              

variable avec le temps) 
       Sc : espace d’état du système Mt/PHt/s/0.  

Pour obtenir une description générale de ce système, on compte le nombre de clients dans 
chaque classe. 
On a donc : 

 ∑
∈α

αα=
c

k ek  

Où   k : vecteur de C  composantes qui représente l’état du système c’est-à-dire le              

nombre de clients dans le système; 

C  : nombre de phases; 

           kα : nombre de serveurs actifs de phase α; 

           eα : vecteur de base correspond à la phase α. 

On appelle Sc(s) l’espace d’état correspondant au système Mt/PHt/s/0 défini par : 

 

( ) { }setSs ccS ≤∈= kkk  

 

Où   ∑
∈

=
C

k
α

αk : nombre de serveurs actifs dans le système. 
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        Soit maintenant {Qs (t) / t≥0 } un processus markovien représentant la longueur de la 

file Mt/PHt/s/0 d’espace d’état Sc(s). 

 

Son générateur infinitésimal est construit par les paramètres suivants :  

λα(t) : taux d’arrivé externe du service de phase α à un instant t. 

 µα(t) : taux  de service de phase α. 

           P αβ(t) : probabilité de commencer le service  β sachant que le service de phase α est             

juste terminé, ou la probabilité de transition du service α vers β .   

 q α(t) : Probabilité de quitter le système, sachant que le dernier service est α. 

 

On représente le système Mt/PHt/s/0 par la figure suivante :  

 

                                        αq  

                                                                                     

            αλ                                              αβp                                      βq     

    

                                                                             βλ  

 

     Figure : IV-1 

 

  Si on pose p(k, t) = p(Qs(t) = k), alors pour toute k <s, on a l’équation différentielle de 

Chapmman Kolmogorov suivante : 

s<∀k  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )[∑
∈

∆+−=∆+
c

tptkttttp
α

ααα µλ ,1, kk  

       +  ( ) ( ) ( )tptkt , sgn αek −∆ααλ  

       +  ( ) ( ) ( ) ( )tpttqtk , 1 αek +∆+ ααα µ  

         + ( )( ) ( ) ( ) ]∑
∈

∆+−+
c

ttpktpkt
β

αβαββµ ,sgn)(1 βα eek  . 

 

Service α ( αµ ) Serviceβ ( βµ )
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On prend la limite de ( ) ( )
t

tpttp
∆

−∆+ ,, kk quand t∆  tend vers 0, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )[∑
∈

−=
c

tpkttp
dt
d

α
ααλ ,sgn, αekk  

    ( )( ) ( ) ( )tptqkt ,1 αek +++ αααµ  

    ( )( ) ( ) ( ) ( )tpktpkt
c

,sgn1 βα eek +−++ ∑
∈β

αβαββµ  

    ( ) ( )( ) ( ) ]tpktt ,kααα µλ +−  

 

 Où 
⎩
⎨
⎧

>
=

=
0 si            1
0 si            0

)sgn(
k
k

k . 

Si s=k , on a :  

( ) ( ) ( ) ( )[∑
∈

−=
c

tpkttp
dt
d

α
ααλ ,sgn, αekk  

    ( )( ) ( ) ( ) ( )∑
∈

+−++
c

tpktpkt
β

αβαββµ ,sgn1 βα eek  

    ( ) ( ) ]tpkt ,kααµ− . 

 

 Posons L (Sc (s)) : espace vectoriel de fonction de IR dans Sc (s) . On peut écrire l’équation 

précédente sous forme d'opérateur comme suivant : 

  

    ( ) ( ) ( )ttt
dt
d App =     … (I) 

Où  

A (t) : générateur infinitésimal de Qs(t) qui est un opérateur linéaire de taux d’arrivée 

et de taux de service de notre système dans L (Sc (s)) ; 

           p (t) : vecteur de probabilité : 

          ( ) ( )( )
( )

∑
∈

==
sS

s
c

tpt
k

KekQp ; 

                ke  : Vecteur de base unitaire de L (Sc(s)) ; 

          

L’équation (I) est une équation différentielle ordinaire ayant une solution de la forme :  

p (t)=p (0) E A (t). 
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Où  
EA(t) est une fonction exponentielle dépendant du temps et de générateur 

infinitésimal {A (τ) / 0≤τ≤t}. Lorsque A est une constante, la solution sera de la forme     

exp (tA) et en générale EA(t) est une solution de l’équation différentielle suivante : 

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

IE

AEE

A

AA

0

)()()( ttt
dt
d

.                

 

Pour tout τ, 0 ≤ τ≤ t on définit aussi ( )t,τAE  par : 

  EA (τ, t) = EA (τ)-1EA (t). 

L’existence et l’unicité de solution de cette équation sont données dans [22].  

Pour donner une approximation de MOL de la distribution de Qs (t) du système Mt/PHt/s/0, 

on a besoin d’étudier la file Mt/PHt/∞ 

 

IV-2-2 : La file Mt/PHt/∞ : 

La file Mt/PHt/∞ est une file d’attente d’un processus d’arrivée markovien, et une 

infinité de serveurs, chaque serveur a une phase de service. 

Soit {Q ∞(t) /t≥0} le processus de la longueur de la file Mt/PHt/∞, sa probabilité marginale 

est donnée par : q (k, t) = p(Q ∞(t) =k). 

 ∀k∈Sc .l’équation différentielle de Chapmman Kolmogorov est la suivante : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )[∑
∈

−=
c

tqkttq
dt
d

α
ααλ ,sgn, αekk  

   ( )( ) ( ) ( )tqtqkt ,1 αek +++ αααµ  

   ( )( ) ( ) ( ) ( )tqktpkt
c

,sgn1 βα eek +−++ ∑
∈β

αβαββµ  

   ( ) ( )( ) ( ) ]tqktt ,kααα µλ +−  
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Définition : 
Soit x un element dans l’espace vectoriel des fonctions réelles a valeurs dans C ; k un 

état de Sc, on définit les opérateurs suivantes : 

∏
∈

=
c

kx
α

α
αkx   ,    ∏

∈

=
c

k
α

α !k!  ,  ∑
∈

=
c

x
α

αx , 

Où     )x(αα =x    et    ∑
∈

=
c
x

α
αα ex . 

Avec ces notations on a : 

  ∑
=sk

k

k!
x  = 

!s

sx
. 

 

D’après le théorème 8-2 de [23], il a été trouvé la solution exacte de la file Mt/PHt/∞ tel que  

          ( )
k!

k )(,q
)( tet

tm
∞

− ∞

=
m … (a) 

Avec       
k!

k
k)0(m )0(e)0,(q ∞

− ∞

=
m . 

 

Où   ∑
∈

∞∞ =
c

tmt
α

α
α e)()(m  et   ( ) ( ) ( )∑

∈
∞∞∞ ==

c
tmttm

α

αm . 

( )tmα
∞  est une solution de l’équation différentielle suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∈

∞∞∞ −+=
c

tmttptmtttm
dt
d

β

α
αβα

β
βα

α µµλ , c∈∀α . (b) 
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IV-2-3 : Application de l’approximation de MOL : 

On définit l’approximation de MOL de p(k, t) par p*(k, t) de la façon  suivante : 

  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
.

!
,

0

* ∑
=

∞∞≡≈=
S

j

j

s j
tmt

tptp
k!

kkQ
km

 

                ( ) ( )( ).sttp ≤== ∞∞ QkQ  

Où les composantes du vecteur m∞(t) vérifient l’équation (b)  

Maintenant on va faire une comparaison entre la distribution exacte et l’approximation de 
MOL. 
 
IV-2-3-1 : Théorème : [19] 

Soit {Qs (t)/ t≥0 } le processus markovien de la longueur de la file Mt/PHt/s/0 avec un 

générateur infinitésimale {A (t) / t≥0}. P(t) le vecteur de probabilité de Qs (t); p*(t) le 

vecteur de probabilité associée à l’approximation de MOL avec la probabilité initiale      

  

 p (0)= p*(0)=
( ) ( )( )

k!

k00
∞

− ∞ me m

 

Alors : 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).,,
0

*** ττττ ∞
=

∑∫ −=− dmtptt
s

t

A
k

k Eepkpp   (IV-2-1) 

où    

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .ττττµτλτ
α

α
α

αα dqmdm
c

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

∈
∞∞  

Preuve : 

Pour démontrer ce théorème on introduit le lemme suivant. 

Lemme : 

Si   ∑
∈

=
c
x

α
α αex  et si on définit ( )xk,π  par  ( ) ∑

=

=π
s

0j

j

!j
,

x
k!
xxk

k

     donc :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−=

∂
∂ ∑

=s
jk

x j
α xxkxekxk ,1,sgn,, ππππ α

α

 

et   ( ) ( )( )1,, ++= αα ππ kx xekxk α  
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On remarque que ( ) ( )( )ttp ∞= mkk ,,* π  

   ( )( ) ( )( ).t,tm
s

s ∑
=

∞∞ π=
k

mkβ   

D’après le lemme on trouve : 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ][ ( )∑
∈α

α
∞∞αα −−−=

c
s

*** tm
dt
dtmt,pksgnt,pt,p

dt
d

β1kekk  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )∑
∈α

α
∞∞

α
∞αα ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−=

c
s

** tm
dt
dtmt,ptm

dt
dksgnt,p β1kek                                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ−µ+λ−= ∑ ∑

∈α ∈β

α
∞α

β
∞βαβααα

c c

* tmttmtpttksgnt,p ek                     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).tm
dt
dtmt,ptmtqttt,p s

*

c

*
∞∞

∈α

α
∞ααα +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
µ−λ− ∑ βkk  

 

            ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[∑
∈

+++−=
c

tptqkttpkt
α

ααααααα µλ ,1,sgn ** ekek   

              ( )( ) ( ) ( ) ( )∑
∈

+−++
c

tpktpkt
β

βααβαββµ ,sgn1 * eek  

              ( ) ( ) ( ) ( ) ]tpttpkt ,, ** kk ααα λµ −−  

              ( ) ( )( ) ( ).tm
dt
dtmt,p s

*
∞∞+ βk  

                

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ )(,1,sgn ** tqtpkttpkt
c

α
α

αααααα µλ∑
∈

+++−= ekek  

                         ( )( ) ( ) ( ) ( )∑
∈

+−++
c

tpktpkt
β

βααβαββµ ,sgn1 * eek    

                   ( ) ( )( ) ( ) ]tpktt ,* kααα µλ +−  

              ( ) ( )( ) ( ).tm
dt
dtmt,p s

*
∞∞+ βk  

 

( )[ ( ) ( )tpkt
c

,sgn *
αα

α
αλ ek −= ∑

∈

                             

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]∑
∈

−+−++
c

tpkttpktpkt
β

ααβααβαββ µµ ,,sgn1 ** keek  

             ( ) ( )( )( ) ( ).tm
dt
dtmt,p s

*
∞∞−− β1k  
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Ce résultat est équivalent à  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

∞ −+=
s

ttptm
dt
d

dt
d

k
k

** epkApp .,ttt **  

La solution de cette équation différentielle ordinaire non homogène est la suivante :  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑∫
=

∞ −+=
s

k

t

dpm
d
d

k
AA

** EepkEpp ττττ
τ

tτ,,t0t **

0

. 

 On a aussi ( ) ( ) ( )tt AEpp 0= . 

Donc : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∑ ∫
=

∞−=−
s

t

A dmttptt
k

k
* Eepkpp

0

** ,, τττ ■ 

 

Maintenant on va examiner la quantité ( ) )(* tt pp −  et trouver les conditions pour les 

quelles l’approximation de MOL est proche de la distribution exacte de Qs (t). 

On remarque d’abord que [ ]t,0∈∀τ    , ( ) 1, ≤tτAE  

Cela implique que  ( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∫
=

∞−≤−
s

t

dmptt
k

kepkpp
0

*** ,)( τττ  

et la mesure ( )τ∞dm est définie par : 

( ) ( ) ττ
τ

τ d
d

dmdm ∞
∞ =  

 Et x  : la norme L1, ∑
∈

=
c
x

α
αx  

 

IV-2-3-1-1Corollaire :  

D’après le théorème précédent, on a : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑∫
=

∞
≤τ≤

ττ−τ≤τ−τ
s

t

t

dmpp
k

* kkpp ,1,2 *

0

*

0
sup  

                   ( )( ) ( )( )
( ) ( )τ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ τ
−τ≤ ∞−+

∞
∞∫ dm

m
m

t

cs
s

s
s

0
1

12
β

β   

                      ( )( ) ( )ττ≤ ∫ ∞∞

t

s dmm
0

2 β  
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Où       

( )( ) ( ) ( )( )∑
=

∞∞∞ ≤==
s

s st/tptm
k

QkQβ  

                   ( )∑
=

=
s

tp
k

k ,* . 

Preuve : 

D’après le théorème (IV-2-3-1) on a : 

    i):  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∫
=

∞−=−
s

t

dmtptt
k

Ak Eepkpp
0

*** )(,, ττττ . 

Et on a aussi  ( ) ( )( )tpt s ,12 ** kep −=−   et  ( ) [ ]tt ,0        1 , ∈∀≤ ττAE  

Donc  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∫
=

∞
≤≤

−≤−
s

t

t
dmpp

k

* kkpp
0

**

0
,1,2sup τττττ

τ
 

ii):pour montrer la deuxième inégalité, on remarque que la fonction ( ) ( )( )tptp ,1, ** kk − est 

une fonction concave et d’après l’inégalité de Jensen on trouve que : 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑ ∑∑ ∫
=

∞
==

∞ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤−

t

s ss

t

dmppdmpp
0

**

0

** ,1,    ,1,
k kk

kkkk ττττττ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )ττβτβττ
τ

∞∞∞
≤≤

∫ −≤−⇔ dmmm
t

ss
t 0

*

0
12sup pp . 

 On a aussi le nombre d’états possibles de la file égale à 

  Cs

cs 1−+
 

Donc   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )τ
τβ

τβττ
τ

∞

−+

∞
∞

≤≤ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−≤− ∫ dm

m
m

C s

cs

s
t

s
t

10

*

0

)(
12sup pp   

Maintenant, on donne quelques résultats de cette approximation : 

1) : Pour le système plus simple et qui est Mt/Mt/s/0, 1  =c  on trouve : 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )ττβτβττ
τ

∞∞∞
≤≤

−≤− ∫ dmmm s

t

s
t

12)(sup
0

*

0
pp  

Le système Mt/Mt/s/0 sera étudié en détail dans la prochaine section. 
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2) : Si 2≥c , on a donc le système Mt/Gt/s/0 le plus générale, dans ce cas on         

trouve : 

( ) ( ) ( )( ) ( )ττβττ
τ

∞∞
≤≤

∫≤− dmm
t

s
t 0

*

0
2sup pp  

On a deux cas : 

           2-i) :  Si )(tm∞  est une fonction bornée  

          Alors       ( )( ) 0lim =∞∞→
tmss

β   

      ( ) ( ) 0sup *

0
⎯⎯ →⎯−⇒ ∞→

≤≤

s

t
ττ

τ
pp  

Donc l’approximation de Mol est asymptotiquement proche à la distribution exacte de 

Qs (t) 

 2-ii) :  Si µ(t) est constant, et λ(t) varie lentement sur [0, t] 

               alors 0→∞

dt
dm  

( ) ( ) ( )( ) τ
τ

τβττ
τ

d
d

dm
m

t

s
t

∞
∞

≤≤
∫≤−⇒
0

*

0
2sup pp  

( ) ( ) 0sup *

0
→−⇒

≤≤
ττ

τ
pp

t
 

 Dans ce cas p*(t) est aussi proche de p (t), cela implique que l’approximation de Mol est 

aussi bonne pour le système Mt/G/s/0 lorsque λ(t) varie lentement.  

 

 

IV-3 : Le système Mt/Mt/s/0 : 

Le système Mt/Mt/s/0 est un cas particulier du système Mt/PHt/s/0 lorsque 1=c  Avec 

l’espace d’état Sc(s)= {0,1,…, s}. L’égalité (III-2-1) sera la suivante : 

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ττ−ττ=− ∞∞∫ dmt,mtt s

t

A
** Eeppp

0

β . 

Par la suite, on va donner une comparaison stochastique entre la distribution exacte et son 
approximation de MOL, pour cela en introduisant la définition suivante. 
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Définition : [24] 

On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F est stochastiquement 

inférieure (ou bien inférieur en distribution) à la variable aléatoire Y de fonction de 

répartition G, et on note F≤st G   lorsque F(x) ≤ G(x) ; ∀x∈IR. 

On écrit aussi : X≤st Y    (st est aussi noté par d). 

Dans les cas où X et Y sont des variables aléatoires discret prenant des valeurs dans Z 

(l’ensemble des entiers relatifs), et en notant par : 

 

   { }iXpi ==)1(  Et { }iYpi ==)2(  pour i∈Z 

Alors :   X≤st Y ssi   ∑ ∑
−∞= −∞=

≥
i

j

i

j
jstj pp )2()1(     i∈Z. 

Ce qui est équivalent à : 

  ∑ ∑
+∞

=

+∞

=

≤
ij ij

jj pp )2()1(    i∈Z. 

 

Proposition: 

Soit p1, p2 deux vecteurs de probabilité, on dit que p1 est dominée par p2 et on écrit : 

21 pp st≤  si  sk ,...1,0=∀   ( ) ( )∑ ∑
= =

≤
s

kj

s

kj
st jpjp 21 . 

En terme matriciel : 21 pp st≤    ⇔    KpKp 21 st≤   ( ) 1−−=∀ LIK  

Où I : la matrice identique; 

     L : la matrice triangulaire inférieure; 

  

Et .

1...11
01....
.0....
......
...011
0...01

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=K  
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IV-3-1 : Théorème : [19] 

Pour le système Mt/Mt/s /0, si ( ) ( )
( )0
00

µ
λ

≤∞m  et 
µ
λ  une fonction croissante sur [0, t], alors 

l’approximation de MOL est dominée par la distribution exacte de Qs : 

( ) ( )ττ pp st≤*  ,  t≤≤∀ τ0  

 

Lemme : 

Si ( ) ( )
( )0
00

µ
λ

≤∞m  et 
µ
λ  une fonction continue et croissante sur [0, t], donc m∞ est une fonction 

croissante sur [0, t]. 

Preuve : 

On a 1=c  ( ) ( ) ( )tmttt
dt

dm
∞

∞ −=⇒ µλ)(   

Cette équation est une équation différentielle ordinaire non homogène de solution suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τυυµτλττµ
τ

dddmtm
t tt

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= ∫ ∫∫∞∞

0 0

expexp0  

Soit 
µ
λρ =  une fonction continue et croissante sur [0, t] ;on a : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∞∞

t tt

dddmtm
dt
d

t 00

expexp001 τρυυµττµρ
µ τ

  

Donc ( ) 0
)(dm

        0)(1
≥⇔≥ ∞

∞ dt
t

tm
dt
d

tµ
 

Alors la fonction m ∞(t) est une fonction croissante. 

 

Preuve du théorème : 

Pour un système Mt/Mt/s /0, on a : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ττ−ττ=− ∞∞∫ dmt,mtt
t

s
*

s
*

0
AEeppp β . (1) 

Où : 

se  : Vecteur de base correspondant à l’état s, et qui représente la probabilité maximale.         

Donc       ( ) sstt ep ≤*  ; 
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A(t) : le générateur infinitésimal du processus de naissance et de mort qui est 

stochastiquement monotone. 

Alors :   ( ) ( ) ( )ttt sst ,,* ττ AA EeEp ≤  

    ( )( ) ( ) 0,* ≤−⇔ tt s τAEep             (2). 

Et d’après le lemme précédent on a trouvé que    

                 dm∞ ≥ 0      (3) 

en substituant (2) et (3) en (1), on trouve : 

               ( ) 0)(*
sttt ≤− pp  

( ) ( ) ],0[          ,* tst ∈∀≤⇔ τττ pp . 

 

 Pour donner une meilleure majoration d’erreur, on focalise notre étude sur la norme 

L1 de la fonction de distribution où : 

Pour tous vecteur x dans {0,1, …, s}, on définit : 

xKx
K

=  , Où .    est  La norme L1. 

 

 IV-3-2 : Théorème : [19] 

Soit p (0) = p*(0), pour tout t ≥ 0 on a : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )∫ ∫ τ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ−×τ−τ−τ≤− ∞

τ
∞∞∞

t t

ss
* dmdrrexpmmsm)t(t

0

1 ββ
K

pp . 

La preuve est donnée dans [19]. 

 

IV-3-2-1 : Corollaire : 

D'après le théorème précédent, si λ est une fonction bornée sur [0, t] et µ est une fonction 

constante  

Alors : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ
µ+λλ

µ
≤− ∞

∞
∞∞∞

≥
002

0
m,maxm,maxssup s

t
β

K

* tptp  

si   λ est différentiable et sa dérivée λ′  bornée sur [0, ∞[ 

Alors : ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ
×⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ

λ′
µ−λ

µ
≤− ∞

∞∞
∞

≥
0  00

0
m,max,mmaxssup s

t
β

K

* p(t)(t)p  
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Preuve : 

Pour le système Mt/Mt/s/0, on a 1=c donc : 

 ( ) ( ) ( ) ( )tmtttm
dt
d

∞∞ −= µλ … (a) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⇔ ∞∞

t tt

dddmtm
00

expexp0 τϑϑµτλττµ
τ

   (a) 

µ est constant donc : 

( ) ( ) ( )∫ −−
∞∞ −+=

t
t detemtm

0

0 ττλ µτµ  

   ( ) ( )∫ ∫
∞

µτ−µτ−
∞ ττ−λ+τµ=

t

t

detdem
0

0  

   ( )( )∫
∞

−
∞∞

≤
0

0,max τµλ µτ dem  

   ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∞

∞ 0,max m
µ

λ
 

On a aussi, si  λ est une fonction bornée 

( )
∞∞∞

∞
∞ +≤ tmm

dt
d µλ  

        ( )( )0,max ∞∞∞
+≤ mµλλ  

       ( )( )0,2max ∞∞∞
+≤ mµλλ  

On applique ces résultats sur le théorème précédent, on obtient : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )τµτβττβ
τ

∞∞∞∞ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−≤− ∫∫ dmdrrmmsmtt

t

s

t

s exp1)(
0

pp *  

( ) ( )( ) ( ) ( )τµτβ
τ

∞∞
≥ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤−⇔ ∫∫ dmdrrmstt

tt

s
t

exp)(sup
00

pp *  

   ( )τµ
µ

λ
β

τ
∞∞

∞
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫ dmdrms

tt

s exp)0( ,max
0

 

   ( ) ( )τ
µ

λ
β τµ

∞
−−

∞
∞ ∫⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ dmems

t
t

s
0

)0(,max  
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   ( ) ( ) τµλλ
µ

λ
β τµ demms

t
t

s ∫ −−
∞∞∞∞

∞ +
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

0

)0(,2max)0(,max  

   ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≤ ∞

∞
∞∞∞

)0(,max)0(,2max mms
s µ

λ
βµλλ

µ
 

 

Lorsque λ′ existe et bornée, on obtient aussi 

(a) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⇔ ∞

∞
t tt

dddm
dt

dm
t 00

expexp001 τρϑϑµττµρ
µ τ

 

Où 
µ
λρ = continue et a variation bornée 

Donc : 

( ) ( ) ( )( ) ( )
∞

−−
∞

∞

∞ ∫ −′+−=
t

t dteem
dt

tdm

0

00 ττλµλ µτµ  

      ( ) ( ) ( )tt eem µµ

µ
λ

µλ −∞−
∞∞ −
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IV-4 : le système Mt/PHt/s/0 avec deux phases de services : 
 

Supposons qu’on ait une file d’attente de type d’Erlang avec refus de s serveurs 

décomposée sur deux groupes, l’un de phase α et l’autre de phase β avec des taux de service 

µα et µβ (respectivement) où µα ≠ µβ , l’état de ce système est donné par un vecteur              

k = (kα, kβ) où kα , kβ est le nombre de clients dans le service α, β (respectivement) et 

βα kk +=k  avec s≤k . 

Pour donner des résultats concrets de l’efficacité de l’approximation de MOL, on va étudier               

 l’erreur entre la distribution exacte et son approximation  de MOL. 

On a d’après le corollaire (IV-2-3-1) : 

   ( ) ( ) ( )( ) ( )ττβττ
τ

∞∞
≤≤

∫≤− dmm
t

s
t 0

*

0
2sup pp .  

Où    ( ) ( )
τ

τ
τ

τ d
d

dmdm ∞
∞ = . 

 

On commence par ( )tmα
∞  et ( )tm β

∞ : 

On a : 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tmttptmtt
dt

tdm α
αβα

β
βα

α

µµλ ∞∞
∞ −+= )()( . 

 

La solution de cette équation différentielle non homogène est la suivante : 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
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∫
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αα µ−
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β
∞βα
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∞
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∞
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t
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t

d
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0

00  … (I). 

Sous la condition suivante : 

                    ( ) ( ) ( ) ( )ttptmt ββα
β

β λµ ≤∞ . (II) 

On remplace (II) dans (I) on obtient : 

( ) ( )
( )
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∫
∫
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∞∞
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Maintenant on suppose que µα(t) et µβ(t) sont des constantes, alors : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ −−−
∞∞ ++≤

t
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0 ττλτλ ταµ
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( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −−
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de même façon on trouve : 

( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

µ

λ+λ
≤

β

∞β∞αβ
∞

β
∞ ,mmaxtm 0 … (B) 

 D’après le corollaire (III-2-2), on a : 

( ) ( ) ( )( ) ( )ττβττ
τ

∞∞
≤≤

∫≤− dmm
t

s
t 00

2sup pp *   

La probabilité de blocage est donnée par : 
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 ; 

             ( ) ( ) ( )tmtmtm βα
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∞  satisfont les inégalités (A) et (B). 

 

Après intégration on trouve : 
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Remarque : 

Si ( )tmα
∞  et ( )tmβ

∞  sont des fonctions décroissantes alors  
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ττ
τ

pp *

t
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IV-5 : Exemple d'application : 

Par la suite, on se propose de donner un exemple d’application de l’approximation de 

Mol qui est très important dans le domaine des télécommunications. C’est la probabilité du 

blocage des appels dans un réseau de télécommunication mobile, cette dernière qui a connue 

une croissance rapide du service, mais cette croissance conduit à la dégradation du service à 

cause du blocage et l’interruption des appels, ce problème est un conséquence de la capacité 

limité du réseau.  

  Un réseau de communication cellulaire de mobile se compose par un certain nombre 

de stations de base qui fournissent les connexions sans files par des limites mobiles. Ces 

stations contiennent des canaux déterminés par un certain spectre de fréquence, tel que ces 

stations peuvent utiliser le même canal en même temps, ce qui mène à la situation 

d’interférence des appels, et on ne peut pas avoir une communication de bonne qualité.  La 

région autour de la station est considérée une cellule. 

    L’aspect important du réseau cellulaire est le mouvement des abonnés entre les 

cellules. Donc on est obligé de connaître le mode de déplacement des appels dans le réseau. 

Premièrement on peut décomposer les appels en deux classes :      

1) les appels extérieurs qui représentent les nouveaux appels (fresh call). 

2) les appels intérieurs qui représentent les handovers qui sont des appels provenant de 

cellules et dus au mouvement de l’utilisateur. Dans ce cas la cellule originale ne peut pas 

compléter la communication. Donc elle crée un appel de cette cellule originale vers la 

cellule destinataire et  le transfère. Ici on a deux cas : soit la cellule destinataire peut fournir 

l’appel par un canal, ou elle ne peut pas et on arrive donc à une situation de blocage ; dans 

ce cas et lorsque les abonnés trouvent le handover bloqué, ils essayeront de rétablir leur 

connexion, donc il faut changer cette cellule bloquée par une autre voisine libre, cela donne 

des arrivés additionnels à cette cellule voisine avec un taux appelé « redial rate ». [25] 

            Les études actuelles sont consacrées sur la probabilité du blocage associée à un 

réseau de communication mobile avec un redial rate et des paramètres dépendant du temps 

(taux d’arrivé, temps de service). Les standards courants utilisent les réseaux de GSM  
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(Global System for Mobile communication) qui peut être modélisé comme étant un réseau 

de files d’Erlang avec refus, tel que chaque cellule peut être représentée comme étant une 

file d’Erlang s et la capacité limitée est représentée par le nombre fini de serveurs s. 

L’étude du comportement de ce réseau en régime transitoire est difficile et l’on ne peut  

donner des expressions explicites de la probabilité de blocage sauf la possibilité d’avoir un 

système d’équations différentielles de Chapmman Kolmogorov de dimension égale au 

nombre de files disponibles, mais on ne peut  le résoudre, donc on cherche un autre réseau 

proche à celui ci et ayant des résultats concrets en régime transitoire. 

Si on pose : 

Xs (t) : chaîne de Markov associe à une file d’Erlang avec refus de capacité s. 

X ∞(t) : chaîne de Markov associe à une file d’une infinité de serveurs. 

Et 
µ
λρ =  la charge de la file en régime stationnaire. 

On a : 

  ( )( )
∑

=

∞→
==

s

j

j

n

t

j

nntXp

0 !

!     lim
ρ

ρ

.                   (La formule d’Erlang). 

     
∑

=

−

−

=
s

j

j

n

e
j

e
n

0 !

!
ρ

ρ

ρ

ρ

… (a). 

Cette expression est une distribution de Poisson qui est la même de la file M/G/∞ où 

( ){ }stX ≤∞ . 

Alors : 

              ( ) ( )( )stXntXpa
t

≤=⇔ ∞∞∞→
lim)( . 

On trouve donc une relation entre la file d’Erlang s et la file infinie, où cette dernière a 

des expressions explicite en régime transitoire. 
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Soit donc :  

)(tλ  : Taux d’arrivée correspond à la file infini à l’instant t. 

( )tµ  : Taux de service à l’instant t. 

)0(ρ  = 0 

On a : 

( )( ) )(

!
)( t

n

e
n
t

ntXp ρρ −
∞ == , t ≥ 0. 

Où )(tρ est la solution de l’équation différentielle suivante : 

)()()()( ttt
dt

td ρµλρ
−= . 

Donc on peut approcher ntXp s =)(( ) par p(X ∞(t) = n /X ∞(t) ≤ s) qui est exactement 

l’approximation de MOL. 

 

On applique ce résultat pour un nombre fini des files et on trouve un réseau de files 

d’Erlang qui peut être approché par un réseau de files infinie.   
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Modélisation probabiliste d’un réseau de communication sans files : [26]  

On considère un réseau constitué de N cellules représente une partie d’un réseau de 

communication sans file, l’état de ce réseau est donné par un vecteur n= {n1, n2, …, nN} où 

les ni, i =1, N est le nombre d'appels dans la cellule i ;  

Donc l’espace d’état correspond est : 

{ }sAnn ≤=sS . 

Où 

       n : vecteur de N composantes; 

 A : matrice de d×n composant; 

 s : vecteur de d composantes; 

le nombre d représente les contraintes.  

 

 On suppose que les nouveaux appels qui arrivent à la cellule i forment un processus 

de poisson non homogène de taux λi(t) à l’instant t, ces appels sont acceptés s'il y a des 

canaux libres  Sinon l’appel sera rejeté et quitte le réseau. 

 Maintenant, on suppose qu’un appel  accepté par la cellule i a un temps de service 

exponentielle de taux µi (t) à l’instant t. si la cellule i ne peut pas compléter le service de cet 

appel, alors elle le transfère vers la cellule k pour la complétion du service avec une 

probabilité pik (t), mais si l’appel termine son service il quitte le réseau avec une probabilité 

( ) ∑
=

−=
N

k
iki tptp

1
0 )(1  . 

 

 Quand le réseau est à l’état n, la réalisation d’un handover de cellule i vers k implique 

que s S ∈+− ki een . On dit que le handover est bloqué s’il ne peut pas trouver un canal dans 

la cellule k, dans ce cas l’appel doit quitter le réseau ce qui donne un nouvel état, c’est ien − . 

Les abonnés trouvant le handover bloqué vont essayer d’obtenir leur connexion dans une 

autre cellule voisine et libre, par exemple la cellule j. cela donne des arrivés additionnelles 

vers cette cellule de taux rkj (t) qui ne sont pas vraiment des nouveaux appels, donc pour la 

cellule j il y a deux types des arrivés ; les nouveaux appels plus les handovers. 
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On peut modéliser ce réseau cellulaire par une chaîne de Markov de temps continu  

Xr = (Xr (t) / t ≥ 0). 

Soit donc : 

 Xr : représente le nombre des appels aux cellules. 

Ss= {n / An ≤ s} : L’espace d’état correspond à cette chaîne. 

Les taux de transitions sont donnés par Qr (t) = ( ) )S  ,,,,( s∈′′ nnnn tq r  . 
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Où toujours rkj (t) est le taux redial quand la cellule k est bloquée, 

L’indice r représente le nombre des arrivés additionnel. 

Et on note : 
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Comme le réseau a une capacité limitée, alors ces probabilités sont des solutions uniques de 

l’équation différentielle de Chapmman Kolmogorov suivante : 

Pour 0 t,s >∈ Sn  : 
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Où 1(E) : la fonction indicatrice de l’événement E. 
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On peut écrire cette équation sous forme d’opérateur, on trouve donc : 
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Sa solution est donnée par : ( ) 0t,   0 ≥= t)t( ,rr rQEpp         

 

Maintenant on va étudier le réseau de communication de capacité illimitée d’espace 

d’état S donné par : 

   S= {n / ni≥ 0, i = 1, 2, …, N}. 

Soit  X∞= {X ∞(t) ; t≥0}  est la chaîne de Markov correspondante avec les taux de transition 

suivants : 
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La distribution de X ∞(t) est une Poisson multidimensionnel, donc : 
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Où { }N1,i , )( =tci  résoudre l’équation suivante : 
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Probabilité de blocage : [26] 

On remarque qu’on peut exprimer la probabilité de blocage par la probabilité d’état  

pr (n, t). 

On pose Br, i (t) : probabilité du blocage d’un appel généré à la cellule i à l’instant t, 

Tel que  Br, i (t) = ( )∑
∈ iTn

r tp ,n . 

  Ti = {n / n ∈ Ss, n+ei ∉ Ss}. 

L’approximation de MOL de Br, i (t) est équivalente à celle de pr (n, t), donc 

l’approximation de Mol de pr (n, t) donnée par p*(n, t) est la suivante : 
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Et l’approximation de Mol de la probabilité du blocage d’un handover transféré d’une 

cellule i vers k à l’instant t est donnés par : 
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Où  Tik = {n / n ∈ Ss, n+ei ∈Ss, n+ek ∉Ss}. 

   Ui = {n / n ∈Ss, n+ei ∈Ss}. 

Les expressions (1) et (2) sont obtenues par [27] pour un réseau de communication avec la 

condition que le taux redial est maximal, donc on déduit que l’approximation de MOL est 

valable pour la probabilité de blocage associée à un réseau où le processus d’arrivé est un 

poisson non homogène (dépend de temps). 
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Théorème : 

Soit pr(t)  un vecteur de probabilité d’état associe à Xs(t) et p*(t) son vecteur de 

l’approximation de Mol, où {ci (t) / i=1, N} est donnée par (b), *
0p = pr, 0 ; 

 Alors : 
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Preuve : 

La preuve est la même du théorème (IV-2-3-1) avec quelques modifications : 

 

On a : 
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Et ( ) ( )tpntptc kkk ,1),()( ** enn ++= . 

On remplace 
dt

tdci )( par son expression et on trouve : 
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La solution de cette équation différentielle non homogène est la suivante : 

( ) ( )( )∫∑ ∑
= ∈

−−=
t N

i T

i dtp
d

dc
tt

i0 1

* ),()(,
)(

)( ττττ
τ
τ

rr Q
n

*
Q

*
0

* EepnEPP n  

 [ ] ( )( ) ( )∫ ∑ ∑
= ∈

+ −−+
t N

ki T
nekikikk dtprpc

ik

i

0 1,

* ,,)()()()( ττττττµτ
rQ

n
n Eeen . 

Finalement on trouve : 

( )( )∫∑ ∑
= ∈

−+−=−
t N

i T

i dtp
d
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ttt

i0 1

* ),()(,
)(

)()()()( ττττ
τ
τ

rr Q
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n
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Q
*
0r,0

* EepnEPPPP  

  [ ] ( )( ) ( )∫ ∑ ∑
= ∈

+ −−−
t N

ki T
ekikikk dtprpc

ik

i

0 1,

* ,,)()()()( ττττττµτ
rQ

n
nn Eeen . 

Et      Pr, 0=P*
0. 

 

On remarque que P*(n, t) dépend seulement de )(tci  et cette dernière ne dépend pas 

de taux rkj (t) ; donc la distribution de Mol est la même pour toute les valeurs de rkj (t), par 

contre l’expression de l’erreur dépend fortement de cette quantité, d’ici on peut donner des 

résultats plus exacts en  examinant la quantité suivante : 

 

[ ] ( )( ) ( )∫ ∑ ∑
= ∈

+ −−
t N

ki T
ekikikk dtprpc

ik

i

0 1,

* ,,)()()()( ττττττµτ
rQ

n
nn Eeen  
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On a : 

1) )()()()( trtpttc kikikk ≥µ  car, ( ) ( ) )()()(max
0

tpttctr kjkkkjt
µ=

≥
 .  0≥∀t  

2) il reste d’examiner la quantité ( )( )∑
∈

+ −
ik

i
T

netp
n

n een ,*  

On prend l’état suivant du réseau n ′ , on trouve donc : 

 

( )( )
nikT

ietp
′∈

+ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∑

n
nn een ,*  

⎜
⎜
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⎝
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 )(net  T   si     0
)(net  T  si     0
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i

i

n
n
n

  

 

Et comme le réseau de communication fonctionne avec des petites charges alors : 

 

( )( )∑
∈

+ −
ikT

ietp
n

nn een ,*  < 0, et on a EQr (τ, t) ≥ 0, ∀t ≥ 0. 

Donc  [ ] ( )( ) ( )∫ ∑ ∑
= ∈

+ −−
t N

ki ikT
iekikikk dtprpc

0 1,

* ,,)()()()( ττττττµτ
rQ

n
nn Eeen <0. 

 

On déduit donc que l’erreur est minimale si rki (t) prend sa valeur maximale, ceci est juste 

intuitivement, donc on obtient des résultats justes en pratique. 

En plus de ça et par l’analogue avec le corollaire du théorème (IV-2-3-1) on trouve les 

bornes de cette erreur en ennoncant le corollaire : 

 

Corollaire : 

Soit p(t) un vecteur de probabilité d’état correspond à Xs (t), p*(t) est un vecteur de 

l’approximation de MOL, d’après le théorème 1 on a : 
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t
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0 1
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0
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/12 τττ
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                       ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )∫ ∑
=

−−+
t N
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iikkikikk dBBrpc

0 1,

** 12 ττττττµτ . 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∑ ∑
= = ⎭

⎬
⎫

⎩
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−+≤
t N

i

N

k
kikikk

i
i drpc

d
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B
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τ
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Où on a utilisé ∑=
j

jxx , la norme L1 appliquée sur un vecteur x 

et ( )( )tpt ,12)( * neP * −=− n , ( ) 1, =tE
rQ τ  et 2=−+ nei

ee n . 

Et on fait la même démarche que la preuve du corollaire du théorème (IV-2-3-1) avec la 
remarque que la dernière inégalité est obtenue par : 
 
Tik⊂ Tk et )())(1)(( *** tBtBtB kiik ≤− .  

On remarque que toutes les bornes sont minimisées pour ( ) )()()( tpttctr kjkkkj µ=  qui est la 

valeur maximale de rkj (t), si on a un réseau à l’état équilibre où 0
)(

=
dt

tdc i , l’erreur est 

déterminée seulement par la deuxième membre de l’erreur, donc pour le taux rkj (t) 

maximale l’erreur sera nul, cela implique que la distribution pr (n) en régime stationnaire est 

bien approchée par l’approximation de MOL P*(n). 

On applique ces résultats sur un réseau où le nombre de canaux disponible égale à s, mais 

chaque canal peut être utilisé par une seule cellule à un instant t, l’espace d’états de ce 

réseau est { }  /  s≤= nnsS . 

On remarque que ce réseau est une file d’attente de type M/PH/s /0 étudié précédemment. 

Dans ce réseau il n’ y a pas de handover et pas des arrivés additionnel, donc : 

φ=ikT , Nki ,1, =∀  

Et { }  / sT i == nn ; ∀i = 1, …, N. 

Et on a        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ττττ
τ
τ

dtp
d

dc
tt

s

t N

i

i ,,
:

*

0 1
0 Q

nn
n

** Eepnpp ∑∫ ∑
==

−=−  

Avec          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∑
==

−=
N

i
iiii

N

i

i tpttct
dt

tdc
1

0
1

µλ  

Qui est le même résultat du théorème (IV-2-3-1). 
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La résolution de l'équation de FOKKER-PLANCK : 

On a l'équation de FOKKER-PLANCK 

2

22

w
F

2w
Fm

t
F

∂
∂σ

+
∂
∂

−=
∂
∂  

La double transformée de Laplace est définie par : 

( ) ( )dttwFdeesrF w
0 0

rwst ,,** ∫ ∫
+∞+∞

−−=  

En appliquant la transformée de Laplace à l'équation de FOKKER-PLANCK 

   ( ) ( ) ( )sr
w

F
2

sr
w
Fmsr

t
F

2

22

,,,
••••••

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂σ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ …... (A) 

On a par définition : 

  ( )

                  

dt
t
Fdeesr

dt
F

0 0
w

rwst∫ ∫
+∞ +∞

−−
••

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∂ ,  

    
                 

dt
t
Fdee

0 0
w

strw∫ ∫
+∞ +∞

−− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
  (Par Fubini) 

    ∫ ∫
+∞ +∞

−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
0 0

st
w

rw dt
t
Fede (Car e-st ne dépend pas de W) 

En intégrant par partie, on obtient : 

( ) ( ) ( )∫
+∞

−••
••

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

0
w

rw 0wFdesrsFsr
t
F ,,, …. (1) 

et ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

−

+∞+∞
−− +⎥

⎦

⎤
=

0

rw

00

rw
w

rw dw0wFer0rFe0wFde ,,,  

D'après les conditions initiales on a : ( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0

0

 w wsi                 1
w wsi                 0

0wF ,  

 
( ) ( ) 00 w wsi   10wFet   000F0w ≥==⇒≠ ,,  

Donc: ( )∫
+∞

−− =
0

rw
w

rw 0e0wFde , …... (2) 

En remplaçant (2) dans (1), on aura : 
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t
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∂
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En intégrant par partie : 
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∞+ ∞+
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∂
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             ( ) c, += •• srrF Où c : constante 
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     ( )( ) ', ccsrrFr ++= ••  Où c' : constante 
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w

F 2
2

2

++=⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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En remplaçant les équations (I), (II) et (III) dans (A) on trouve : 
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−
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Où r1 et r2 sont des racines du dénominateur 
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On définit  η tel que :  η>0 pour ρ>0 et η=r1, r2. 
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⎩
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Détermination de c  1, c  2 : 
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⎬
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Si ( ) ( )21 rroù  rrr ==⇔=η  alors : 
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w
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D'après la double transformée de Laplace :   
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w
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Remplaçons la valeur de c1 dans l'équation (a) 

00 w
22

w e1cce0 η−η−

η
=⇒η−=  



Annexe                                                                                                                                                page  79
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Le calcule de ( ) ( )( )0UtUE dd / :  
 
Pour obtenir cette expression, on regarde sa transformée de Laplace  
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