
N� d�ordre : 01/2011-M/MT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTÈRE DE L�ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR ET DE LA

RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTÉ DESMATHÉMATIQUES

Mémoire
Présenté pour l�obtention du diplôme de Magister

En : Mathématiques

Spécialité :Equations Di¤érentielles dans le Champs Complexe

Présentè par :

Aziza-Souâd NOUAR

Sujet

Sur l�Aspect Analytique des Equations
Di¤erentielles Singulières

Soutenu publiquement, le 14/09/2011 à 10h00 devant le jury composé de :

Mr. BETINA KAMEL Professeur à L�U.ST.H.B. Président.

Mr. REZAOUI MED-SALEM Maître de Conférence à L�U.S.T.H.B. Directeur de Mémoire.

Mr ABBACI BRAHIM Maître de Conférence à L�U.S.T.H.B Examinateur.

Mme LAOUDI AINI Maître de Conférence à L�U.S.T.H.B Examinatrice.



Remerciements

Je tiens à remercier tout d�abord Dieu, ensuite mon Directeur de Thèse

Mr Rezaoui Med-Salem pour son aide, son enseignement, sa patience et sa

disponibilité, je remercie aussi Mr Betina qui nous a honorer pour présider le

jury , ainsi que Mme Laoudi et Mr Abbaci d�avoir bien voulu faire partie du

Jury. Je remercie aussi tout ceux qui m�ont aidé de près ou de loin à réaliser

cette thèse.

i



Dédicace
Je dédie ce modeste travail, à magrand-mère paternelle «Mamia»
que Dieu ait son âme, magrand-mère maternelle «Mouima» ; mes
parents, ma s�ur Mahdia, mon �ancé, mes tentes, mes cousins et

cousines ainsi que mes amies:
Sara Alioua, Yesmina Hocine et Wahiba Zaater.

i



Sur l�Aspect Analytique des
Équations Di¤érentielles Singulières

RÉSUMÉ

Cette Thèse est formée de trois parties distinctes. Elles traitent toutes de l�aspect analy-
tique de certains systèmes di¤érentiels singuliers.

La première partie sera consacrée au théorème de Sibuya[15]; qui s�intéresse aux systèmes
di¤érentiels linéaires et non linéaires et en déduit ensuite, l�analyticité des solutions de cer-

tains systèmes de Pfa¤ non linéaires. On va s�intéresser ensuite, à une classe d�équations

di¤érentielles dites méromorphes; qui contiennent un paramètre et on étudiera la conver-

gence de leurs solutions formelles, en utilisant leurs caractères de k-sommabilité et celui de

Gevrey.

Dans la deuxième partie, on va étudier la convergence des solutions formelles d�équations

di¤érentielles auvoisinage d�une singularité, plus précisément des systèmes de Pfa¤ avec

singularités de la forme: 8>><>>:
xp+1@u

@x
= E(x; y; u)

yq+1@u
@x

= F (x; y; u)

On commence par le cas non-linéaire et pour cela on va énoncer trois théorèmes , ensuite,

on va appliquer ces théorèmes aux systèmes de Pfa¤ linéaires .

Dans la troisième partie, on étudiera les systèmes di¤érentiels de la forme:

Du = F
�
x; u; �1u; ::::; �nu; �

0
1u; ::::; �

0
nu
�
= 0 ; on introduira une classe d�EDO non linéaire a

singularité régulière on y introduira la notion de bon opérateur, de domination , on énoncera

ce qu�on appelle le Théorème de Maillet et on l�appliquera sur un exemple.

i



ii



Table des matières

Introduction 1

1 Etude de certains systèmes di¤erentiels singuliers 4

1.1 Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤non linéaires

complètement intégrables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Cas linéaire : Le théorème fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.2 Généralisation:[14] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.3 Application du cas linéaire: convergence de solutions formelles de cer-

tains systèmes di¤érentiels non linéaires en un point singulier irrégulier 7

1.1.4 Généralisation: [14] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.5 Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤

non linéaires complètement intégrables . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes

contenant un paramétre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Solutions formelles d�équations di¤erentielles ordinaires méromorphes: 12

1.2.2 Solutions formelles de systèmes de Pfa¤: . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 k-sommabilité uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.4 Convergence de la solution formelle p . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

iii



Table des matières

2 Analyticité des solutions formelles de certains systèmes di¤érentiels sin-

guliers 17

2.1 Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤ . . 18

2.2 Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 Une classe d�EDO non-linéaires à singularité régulière 32

3.1 Notations-Dé�nitions-Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2 Les bons opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 Une classe d�opérateurs a singularité régulière . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4 Applications aux équations di¤érentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.5 Théorème de Maillet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.5.1 La généralisation du théorème 3.4.1 de la section 3.4 . . . . . . . . . 40

3.5.2 Application: Théorème de Maillet:[4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Annexe 45

Conclusion 47

Bibliographie 47

iv



Introduction

Dans la première partie de ce travail, on exposera le théorème de Sibuya [15]

qui étudie les systèmes de la forme:

xp+1
du

dx
� A(x):u(x; y) = y:E(x; y; u) ,(dans le cas linéaire).....(1)

xp+1
du

dx
= E(x; y; u) ;(dans le cas non linéaire).....(2)

où :

- p entier naturel , p > 1.

- y est un paramétre

- A(x) 2 End(C[x]N) est une matrice carrée N �N a coe¢ cients séries conver-
gentes.

- E est une fonction holomorphe sur un ouvert U de Cx�Cy�CNu contenant

l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0) et à valeurs dans CN :

Sibuya montre à l�aide de la "méthode H.S.W"(méthode due à Harris-Sibuya-

Weinberg). utilisée dans [6] et [7] la convergence au voisinage de(x; y) = (0; 0),

des solutions séries formelles de la forme:

	(x; y) =
P1

n=0	n(x)y
n2 Cfxg[[y]]N des systèmes di¤érentiels (1) et (2).

Sibuya donne ensuite, comme conséquence de ce qui précède, des conditions

su¢ santes d�existence et d�unicité de solutions convergentes 	(x; y) au voisi-

nage de (x; y) = (0; 0), véri�ant 	(0; 0) = 0 des système de Pfa¤ non linéaires

complètement intégrables à singularités irrégulières de la forme:
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Introduction

�
xp+1:du

dx
= E(x; y; u)

yq+1:du
dy
= F (x; y; u)

On va ensuite s�interesser à la convergence des solutions formelles d�équations

di¤érentielles méromorphes contenant un paramétre. Pour cela on va utiliser

le caractère de sommabilité et Gevrey des solutions formelles.

Dans la deuxième partie, nous allons considérer des systèmes de Pfa¤ ana-

lytiques avec singularités de la forme:

du = E(x;y;u)
xp+1

dx+ F (x;y;u)
yq+1

dy:::::(1)

où :

�p et q sont des entiers positifs ou nuls .

�u = (u1; u2; :::; un)

�E(x; y; u) = (Ei(x; y;u1; u2; :::; un))i=1;2;:::;n
�F (x; y;u) = (F i(x; y;u1; u2; :::; un))i=1;2;:::;n
sont analytiques au voisinage de l�origine.

Nous allons énoncer puis montrer quelques théorèmes d�existence et d�unicité

des solutions formelles de (1) et voir que, sous certaines hypothèses, on pourra

obtenir la convergence de ces solutions.

En suite on appliquera ces résultats pour des connexions linéaires (mais en

fait, on va considérer des systèmes de Pfa¤ linéaires plutôt que des connex-

ions) avec singularités.

Dans la troisième partie, on va considérer une classe d�EDO non linéaire a

singularité régulière ; on dé�nira la notion de "bon opérateur" , de dom-

ination , et ceci a�n d�étudier les solutions des équations di¤érentielles de

forme:
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Introduction

Du = F (x; u; �1u; ::::; �nu; �
0

1u; ::::; �
0

nu) = 0

On énoncera ensuite le théorème de Maillet qui a¢ rme le fait que toute

solution formelle de l�équation :

G(x; y; y0; ::::; y(M)) = 0 tel que : G(x;X) =
P

1�r+jsj=q�R br;sx
rXs , soit un polynôme

de degré R en les indéterminées x;X0; X1; :::::; XM ; est dans une certaine classe

de Gevrey ; et on traitera quelques exemples.
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Chapitre 1

Etude de certains systèmes

di¤erentiels singuliers

Dans ce chapitre , nous exposerons en détail, le théorème de Sibuya [15]

concernant la convergence des solutions séries formelles des équations dif-

férentielles non linéaires à singularités irrégulières, de la forme :

xp+1 du
dx
= E(x; y; u) où y est un paramètre et

E : U � Cx�Cy�CNu* CN est une fonction a valeurs vectorielles , holomor-

phe sur un ouvert U contenant l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0) ; Sibuya reprend ici

une méthode inspirée de certains travaux de Harris, Sibuya et Weinberg [6]

et [7] basée sur le théorème du point �xe dans les espaces normés pour la

détermination de l�existence des solutions holomorphes pour les systèmes

di¤erentiels linéaires, et de là découlera le cas non linèaire.

Comme application, Sibuya étudie l�existence de solutions analytiques pour

certains systèmes de Pfa¤ non linéaires complètement intégrables , à singu-

larités irrégulières .

On se penchera ensuite sur certaines équations di¤érentielles ordinaires méro-

morphes qui contiennent un paramètre; on évoquera la convergence des solu-

tions formelles des systèmes de Pfa¤ et cela en introduisant la k-sommabilité

uniformes des solutions.
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1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

1.1 Existence de solutions convergentes pour certains

systèmes de Pfa¤ non linéaires complètement in-

tégrables

Soit A(x) 2 End(CfxgN) une matrice carrée N � N; a coe¢ cients série conver-

gentes, p un entier, p > 1et on dé�nit l�opérateur di¤érentiel: D = xp+1 d
dx

�

A(x) tel que :

Notation 1.1.1 A(x) =
P

m�0 Amx
m; Am 2 End(CN) ; m � 0,pour �0 ; � 2 R;

�0 ; � > 0 Notons :

D(�0 ) = fy; jyj < �0 g et D(�) = fx; jxj < � g ,

(�0 ) = f' : D(�0 )� >CN ;' holomorpheetborn�eesurD(�0 )g
8 f =

P1
m = 0 fm xm ;où fm 2 
(�0 ) on pose kfk�0 ;� =

P1
m=0 kfmk�0 �

m

B(�0 ; �) = ff =
P

m � 0 �m (y) xm; �m (y) 2 
(�0 ); kfk�0 ;� <1g
B(�0 ; �;M) = fxM :f ; f 2 B(�0 ; �)g:

1.1.1 Cas linéaire : Le théorème fondamental

Soit D l�opérateur di¤érentiel dé�nie par:D = xp+1 d
dx

� A(x) ; p 2 N� et A(x) 2

End (CfxgN);Considérons le système di¤érentiel D(u) = y:E(x; y; y:u)::::(1:1)où E : U �
Cx�Cy�CNu * CN ; holomorphe sur un ouvert U contenant l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0):

Proposition 1.1.1 supposons que A(0) 2 Gl(N;C);Alors pour �0> 0 su¢ samment
petit,9 des fonctions vectorielles 'm(y) 2 
(�0); (m � 0) tel que la série formelle
: '�(x; y) =

P
m�0 'm(y)x

m2 
(�0)[[x]] soit solution du système di¤érentiel (1.1).
Preuve. voir [13].
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1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

Théorème 1.1.1 Soit D l�opérateur di¤érentiel , donné par :

D =xp+1 d
dx

� A(x) ; p 2 N� et A(x) 2 End (CfxgN) ; on considère le système

di¤érentiel :

D(u) = y:E(x; y; u) ::::(2:1)

tel que : E : U � Cx � Cy � CNu * CN ; holomorphe sur un ouvert U contenant

l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0) ; on suppose :

i) u = 	(x ; y) =
P

n�1	n(x):y
n 2 Cfxg[[y]]n soit une solution formelle du sys-

tème (2.1)

ii) A(0) 2 Gl(N;C)

Alors 	 converge au voisinage de (x; y) = (0; 0)

Preuve. voir [13].

1.1.2 Généralisation:[14]

Si D est l�opérateur di¤erentiel:

D = A(x): d
dx
�B(x) où A(x) ; B(x) 2 End(CfxgN) deux matrices carrées N �N à

coe¢ cients holomorphes au voisinage de l�origin x = 0 2 C
avec A(0) = 0 et A(x) = x:Â(x) où Â(x) =

P+1
m=0 Am x

m+1 telque Am2 End(CN);

(m � 0):
Considèrons le système di¤erentiel:

D(u) = yE(x; y; u)::::(2:2)

Où: U � Cx�Cy�CNu* CN est une fonction à valeurs vectorielle, holomorphe

sur un ouvert U contenant l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0) 2 CN+2

Supposons que:

i)B(0) 2 Gl(N;C) , et qu�il existe p 2 N , p > 1, tel que: det(Ap) 6= 0

ii)u = 	(x ; y) =
P

n�1	n(x):y
n 2 Cfxg[[y]]n ,est une solution formelle du sys-

tème (2.2)
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1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

Alors 	 converge dans un voisinage de (x; y) = (0; 0).

1.1.3 Application du cas linéaire: convergence de solutions formelles

de certains systèmes di¤érentiels non linéaires en un point

singulier irrégulier

Théorème 1.1.2 Soit p 2 N; p > 1 et , E : U � Cx�Cy�CNu* CN ; holomorphe

sur un ouvert U contenant l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0)

considérons le système di¤érentiel :

xp+1 du
dx
= E(x; y; u):::(3:1)

supposons que u = 	(x ; y)=
P

n�1	n(x):y
n 2 Cfxg[[y]]n soit une solution formelle

du système (3:1) et que :

i)	0(0) = 0

ii) La matrice Jacobienne @E
@u
(0; 0; 0) 2 Gl(N; C) alors u converge au voisinage

de (x; y).

Preuve. Si on pose v = u�	0�	1y ) u = 	0 �	1y + v, le système (3:1)devient:
xp+1: dv

dx
= E(x; y;	0 +	1y + v)� x

p+1: d
dx
= (	0 +	1y)

car : xp+1:du
dx
= xp+1: dv

dx
+ xp+1: d

dx
(	0 +	1y)

notons E(x; y;	0 +	1y + v) = F (x; y; v)

donc on a : xp+1: dv
dx
= F (x; y; u) : : : :(3:2)

On pose aussi : v = y:z alors (3:2) devient :

y:xp+1: dz
dx
= F (x; y; 0) + y:dF

dv
(x; y; 0) +H(x; y; y:z)

En divisant le tout par y ;

xp+1: dz
dx
= 1=yF (x; y; 0)+dF

dv
(x; y; 0) + 1=yH(x; y; y:z)

d�où :

xp+1: dz
dx
�dF
dv
(x; 0; 0)z = 1=yF (x; y; 0) + [dF

dv
(x; y; 0)�dF

dv
(x; 0; 0)]z + 1=yH(x; y; y:z)

Posons alors :

D = xp+1 d
dx
� A(x) avec A(x) = dF

dv
(x; 0; 0) et

~F (x; y; u) = 1=y2F (x; y; 0) + 1=y:[dF
dv
(x; y; 0)�dF

dv
(x; 0; 0)]:z + 1=y2H(x; y; y:z) ;alors (3:2)

devient : D(z) = y: ~F (x; y; u) ; soit xp+1 dz
dx
�A(x)z = y ~F (x; y; z) : : : :(3:3);

7



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

on a d�autre part de (3:2)dF
dv
(x; y; 0) =dE

du
(x; y;	0 +	1y) d�où :

A(x) =dF
dv
(x; 0; 0) =dE

du
[x; 0;	0(0)]

Or d�après l�hypothèse (i)	0(0) = 0 d�où :

A(0) =dF
dv
(0; 0; 0) =dE

du
(0; 0; 0)

Et comme d�aprés l�hypothèse (ii)dE
du
(0; 0; 0) 2 Gl(N;C);

On obtient A(0) 2 Gl(N;C);
on conclut alors d�après le théorème fondamental que la solution formelle z

du système di¤érentiel (3.3) converge au voisinage de (x; y) = (0; 0)

Ce qui termine la démonstration du théorème.

1.1.4 Généralisation: [14]

On peut généraliser ce théorème aussi, aux systèmes di¤erentiels de la forme:

A(x) . du
dx
= E(x; y; u) ....(1)

tel que : A(x) 2 End(CfxgN) matrice carrée N �N à coe¢ cients holomorphes
au voisinage de l�origin x = 0 2 C avec A(0) = 0 et A(x) = x:Â(x) ou

Â(x) =
P+1

m=0 Am x
m+1 telque Am2 End(CN);(m � 0) et E : U � Cx�Cy�CNu * CN

fonction holomorphe dé�nie sur l�ouvert U contenat l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0):

Supposons que u = 	(x ; y) =
P

n�1	n(x):y
n 2 Cfxg[[y]]n soit une solution

formelle du système (1) et que :

i)	0(0) = 0

ii) 9p 2 N , p > 1 tel que det(Ap) 6= 0

iii) La matrice Jacobienne dE
du
(0; 0; 0) 2 Gl(N;C) Alors u converge au voisinage

de (x; y) = (0; 0).

Exemple d�application:

8



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

Considèrons (dans le cas ou N = 2) le système di¤érentiel:

A(x).du
dx
= E(x; y; u) avec A(x)=

0@ 0 1 + x� expx
1 + x� expx 0

1A ; et
E : R� R� R2! R2

(x; y; u) ! E(x; y; u) = (E1(x; y; u); E2(x; y; u))

= E(x; y; (u1; u2))

= (u2+x:u2�2y: exp 2x; u1+x:u1�y: exp 2x)

Alors , A(0) = 0; E(0; 0; 0) et

'(x; y) =

0@ '1(x; y)

'2(x; y)

1A=
0@ y: expx

2y: expx

1A2 Cfxg[[y]]2
est une solution (formelle) du système précédent, en e¤et:

A(x):d'
dx
=

0@ 0 1 + x� expx
1 + x� expx 0

1A :
0@ d'1

dx

d'2
dx

1A

=

0@ 0 1 + x� expx
1 + x� expx 0

1A :
0@ '1(x; y)

'2(x; y)

1A =

0@ '2+x:'2�2y: exp 2x
'1+x:'1�y: exp 2x

1A
= E(x; y; ')

et la matrice jacobienne de la fonction E est donnée par :

@E
@u
(x; y; u) =

0@ @E1
@u1

@E1
@u2

@E2
@u1

@E2
@u2

1A=
0@ 0 1 + x

1 + x 0

1A
)@E

@u
(0; 0; 0) =

0@ 0 1

1 0

1A2 Gl(2;C)
Par suite , les propriétés (i) , (ii) et (iii) du résultat [14] sont satisfaites et la

solution ' est clairement convergente au voisinage

9



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systèmes de Pfa¤ non linéaires
complètement intégrables

de l�origine (0; 0) de C2 et véri�e '(0; 0) = 0

* cet exemple illustre le cas traité par Y.Sibya [15]

1.1.5 Existence de solutions convergentes pour certains systèmes

de Pfa¤ non linéaires complètement intégrables

une consèquence du théorème 1.1.2 est le résultat suivant:

Théorème 1.1.3 Considérons le système de Pfa¤ complètement intègrable :

[ ie: yq+1 @E
@y
(x; y; u)+ @E

@u
(x; y; u):F (x; y; u) = xp+1 @F

@x
(x; y; u) +@F

@u
(x; y; u):E(x; y; u)]

Sous la forme :

(4:1)::::::

�
xp+1:du

dx
= E(x; y; u):::(4.2)

yq+1:du
dy
= F (x; y; u):::(4.3)

ou : p, q 2 N , p > 1,

q > 1 et E;F : U � Cx�Cy�CNu * CN sont deux fonctions holomorphes dé�nie

sur un ouvert U contenant l�origine (x; y; u) = (0; 0; 0)

et a valeurs dans CN .Supposons que :

i) E(0; 0; 0) = 0 ;F (0; 0; 0) = 0

ii) @E
@u
(0; 0; 0) 2 Gl(N, C) ; @F

@v
(0; 0; 0) 2 Gl(N; C)

Alors le système de Pfa¤ (4.1) posséde une unique solution

u = 	(x; y) véri�ant :

a)	(0; 0) = 0

b)	 est holomorphe au voisinage de (x; y) = (0; 0)

Preuve. la preuve va étre basée sur le théorème et le lemme qui va suivre .

voir [13].

Théorème 1.1.4 (Cf[7];Théorème2.1.2,page 24):Soit x une multivariable com-

plexe et E[x; u(x)]; une fonction dé�nie par: E : Cmx �Cny 7�! Cn ; analytique

dans un voisinage de [x; u(x)] = (0; 0) 2 Cm�Cn;supposons que :
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1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

i)E(0; 0) = 0

ii)La marice Jacobienne @E
@u
(0; 0) 2 Gl(n;C) Alors l�équation E(x; u) = 0 possède

une unique solution u(x) analytique dans un voisinage de x = 0 2 Cm et véri-
�ant u(0) = 0:

Preuve. [13]

Le système yq+1 @v
@y
� [@F

@u
(x; y;	)]:v = 0 admet pour solution ,la fonction v � 0:

Preuve. [13]

1.2 Convergence de solutions formelles d�équations dif-

ferentielles méromophes contenant un paramétre

Nous allons rappeler brievement la dé�nition de la k-sommabilité, due a

Ramis[10]et [11]

Notation 1.2.1 Pour s > 0 , C[[x]]s désigne l�éspace (l�anneau) des séries

formelles ef=Pn�0 anx
n qui sont telles que la série

P
n�0

an
(n!)s

tn converge au

voisinage de l�origine (par Stirling); il revient au mème de demander que

la série
P

n�1
an
�(ns)

tn converge au voisinage de l�origine ; soit d�autre part ; eC
le revêtement universel , eC ,!p C l�ensemble obtenu en faisant un "éclate-

ment réel" de C en 0, explicitement eC = R+ � (R=2�Z); p(r; �) = rei�;on pose

S = p�1(0), C� = C � f0g et on identi�e par p : eC � S �a C�;pour � 2 S, on
désine par �� l�ensemble des ouvert U � C� qui sont traces sur C�d�un voisi-
nage ouvert de � dans C�, une base de �� est formée par exemple des ouvert:

{jarg x� �j < "; jxj < " avec " > 0}.

C[[x]]s= f ef=Pn�0 anx
n tels que la série

P
n�0

an
(n!)s

tn converge au voisinage de

l�origineg

Dé�nition 1.2.1 Soit ef 2 C[[x]]s , avec s > 0 et k = 1=s ; si I est un intervalle

fermé de S de longeur � �=k; on dit que ef est k-sommable sur I si il existe f
2 �(I; A(s)) (section) véri�ant Tf = ef.

11



1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

tel que :

T : �(I; A)* C[[x]]

f 7! ef application "série de Taylor" (resp:T : �(I; A(s))* C[[x]]s)

I intervalle fermé de S de longeur jIj
A : le faisceau : pour � 2 S;
A� = ff holomorphe dans U 2 �� et f admet à l�origine:un développement

asymptotique: ef = P
n�0 anx

ng:
ie: 8n 2 U;

��f(x)�Pn�1
0 amx

m
�� � Cn jxjn :

(resp. A(s) : le sous faisceau de A: A(s);� = ff dé�nie dans U 2 ��;8x 2 Ug

c > 0;indépendant de n � 1;on a
��f(x)�Pn�1

0 amx
m
�� � Cn(n!)s jxjn):

1.2.1 Solutions formelles d�équations di¤erentielles ordinaires méro-

morphes:

Dé�nition 1.2.2 Soit le système d�équations di¤erentielles suivant:

(2.1) xk+1 dy
dx
= xf0(x) + A(x)y +

P
j�j�2 y

�f�(x)

tel que :

i) y , f0(x) et f�(x) sont des n-vecteurs A(x) matrice n�n
ii) f0; f� et A sont holomorphes dans un disque 4(r) = fx; jxj < rg
iii)La série entiére

P
j�j�2 y

�f�(x) est uniformément convergente en tout sous

ensemble compact du domaine jxj < r; jyj < �
si k > 0 entier et si la matrice A(0) est inversible , le système (2.1) admet

une unique solution formelle (2.2)...p = y =
P1

m=1 x
m�m ou les coe¢ cients

�m sont constants.

La solution formelle (2.2) est certainement divergente , J.P-Ramis et Sibuya

montrent dans[12] que la solution formelle (2.2) est k-sommable dans chaque

direction d excepté pour un nombre �nie de directions singulières.[15]: Si la

série formelle p est k-sommable dans chaque direction d sans aucune direction

singulière, donc p est convergente.
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1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

1.2.2 Solutions formelles de systèmes de Pfa¤:

Maintenant , on considère le système de Pfa¤ :

(3.1)......
�
xk+1: dy

dx
= f 0(x; �) + A(x; �)y+

P
j�j�2 y

�f�(x; �)

yh+1:dy
d�
= g0(x; �) +B(x; �)y+

P
j�j�2 y

�g�(x; �)
ou

i) y, f0(x; �); f�(x; �); g�(x; �); et g0(x; �) sont des n-vecteurs et A(x; �); B(x; �) sont

n�n matrices.

ii)Les éléments de f0; f�; g�; et g0; A et B sont holomorphes dans �(r) = f(x; �); jxj+
j�j < r; jyj < �g , si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1)k et h des entiers > 0:

(2) f0(0; 0) = 0 et g0(0; 0) = 0:

(3) Les matrices A(0; 0); B(0; 0) sont inversibles.

(4) Le système de Pfa¤ (3:1) est complètement intégrable et donc admet une

solution formelle unique y = p =
P

m+l �1;m�0;l�0 x
m�l
m;l:::(3:2); tel que 
m;l sont

des coe¢ cients n-vecteurs constants.

R.Gérard et Y sibuya prouvent dans [5], que la solution formelle est conver-

gente : ie que p 2 (Cfx; �g)n;il y�a une remarquable similitude entre la preuve
de Ramis-Sibuya et celle de Gérard-Sibuya de la convergence de la solution

formelle (3:2) de (3:1).

Dans le cas de l�EDO (2:1) , ils existent quelques directions singulières pour

la sommabilité de la solution formelle (2:2).Tandis que dans le cas système

de Pfa¤ (3:1) les directions singuliéres disparaissent à cause de la complète

intégrabilité de (3.1).

La théorie de sommabilité de plusieurs variables n�a pas été développé encore,

pour cela on va utiliser le concept de sommabilité uniforme.
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1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

1.2.3 k-sommabilité uniforme

Soit le système d�équations di¤erentielles contenants le paramètre " :

(4.1) xk+1: dy
dx
= f0(x; ") + A(x; ")y +

P
j�j�2 y

�f�(x; ") ou:

i) y , f0(x; "); f�(x; ") sont n-vecteurs , " est un �� vecteur et A(x; ") est un n�n
matrice.

ii) La série
P

j�j�2 y
�f�(x; ") est uniformément convergente dans tout sous-

ensemble compacte du domaine jxj+ j"j < r; jyj < �

Si les conditions suivantes sont véri�ées:

(1) k est entier > 0

(2) f0(0; 0) = 0

(3) A(0; 0) matrice inversible

Alors l�équation di¤érentielle (4.1) admet une unique solution formelle de la

forme:

y = p =
P

m+l �1;m�0;l�0 x
m"l
m;l tel que 
m;l sont des coe¢ cients n-vecteurs con-

stants.

Si on pose p =
P1

m=0 x
m�m(") alors on remarque trés bien ceci:

(I) on a : (4:3) �m(") =
P

jlj�0 "
l
m;l (m=0,1,..)

(II) 9r1 > 0 tel que �m(") holomorphe dans D(r1) = f"; j"j < r1g

(III) Rappel:

Une série formelle
P

n anz
n 2 C[[z]] est dite Gevrey d�ordre k >0, si 9c > 0; A > 0

tel que c; A nombres >0

8n 2 N; janj � CAn(n!)1=k

14



1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

La solution p est Gevrey d�ordre 1/k uniformément en " 2 D(r1);9K0 > 0; B0 > 0

tel que :

(4.4) j�m(")j � K0B
m
0 (m!)

1=k; (m = 0; 1; :::)dans D(r1).

Remarque 1.2.1 Les (4.3) et (4.4) ) (4.5)
��
m;"�� � K0

r
jlj
1

(m!)1=kBm0 , (m � 0; jlj � 0)

en plus 9 un ensemble �ni � = fd1;d2; ::; d�g de direction dans le plan x tel que

: si la direction n�est pas dans �

) 9 une unique solution �d(x; ") de (4.1) tel que

(IV � 1) �d(x; ") holomorphe dans le domaine: (D) = fjarg x� dj � �
2k
+ �d; 0 <

jxj < rd; " 2 D(r1)g où �d et rd > 0

(IV�2) 9nombre : K1; B1 > 0 tel que : (4.6)
����d(x; ")�PM�1

m=0 x
m�m(")

��� � K1(M !)
1=kBM1 jxj

M

(M=0,1,..) dans le domaine (D).

Remarque 1.2.2 Les propriétes : (I); (II); (III); (IV �1); (IV �2) veulent dire que
la série (4.3) est k-sommable dans la direction de d pour n�importe quelle

valeur �xé de " dans la direction de d.

Vu que les constantes : K0; B0; �d; rd; K1; B1 et la direction d sont independantes

de " 2 D(r1);on peut dire que la série (4.3) est k-sommable dans la direction
d uniformément avec " 2 D(r1):

1.2.4 Convergence de la solution formelle p

On écrit p et �d comme série en " :

(5.1).....
�

p =
P

jlj�0 "
lal(x)

�d(x; ") =
P

jlj�0 "
l�d;l(x)
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1.2. Convergence de solutions formelles d�équations di¤erentielles méromophes contenant
un paramétre

on a : (v � 1)� (5.2) al(x) =
P1

m=0 x
m
m;l (jlj � 0)

(v � 2)� Les �d;l(x) sont holomorphe dans le domaine D�

(D0) = f jarg x� dj � �
2k
+�d; 0 < jxj< rdg

(v � 3)� (5.3)
����d;l(x)�PM�1

m=0 x
m
m;l

��� � K1

r
jlj
1

(M !)1=kBM1 jxj
M

(M � 0; jlj � 0) dans le domaine (D�)

Ces propriétés veulent dire que la série (5.2) est k-sommable dans la direction

d et que �d;l(x) est la k-somme de (5.2) dans la direction d.

Théorème 1.2.1 Si tout les coe¢ cients al(x) de p (ie: série (5.2)) sont des

séries convergentes en x ie:

(6.1) al(x) 2 (Cfxg)n; alors p est une série convergente dans (x; ") ie; p 2 (Cfxg)n

Preuve. On �xe l , puisque la k-somme �d;l de la série k-sommable al(x) dans

la direction d est unique et puisque al(x) est convergente, la fonction �d;l(x)est

continument analytique de la somme al(x) comme une série convergente en

x.

Les fonctions �d;l(x) pour toute direction d =2 � dé�nie une fonction �l(x) qui
est holomorphe dans le disque 4(r2) = fx; jxj < r2g pour le nombre r2 > 0:
Donc la fonction analytique �d(x; ") devient indépendante de la direction d le

développement des séries p est convergent.
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Chapitre 2

Analyticité des solutions formelles de

certains systèmes di¤érentiels

singuliers

Dans ce chapitre , nous allons donner un certain nombre de résultats concer-

nant un problème trés ancien : celui de l�étude de la convergence de solutions

formelles d�équations di¤érentielles au voisinage d�une singularité .Mais ici

il sera surtout question de système de Pfa¤ avec singularités complètement

intègrables ou non.

L�objectif de ce travail était l�étude des connexions linéaires singulières dans

le cas de plusieurs variables et d�une manière naturelle nous avons été conduit

à étudier des système de Pfa¤singuliers non linéaires. A�n de ne pas alourdir

inutilement la présentation des résultats nous allons nous limiter au cas de

deux variables.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

2.1 Etude de convergence de la solution formelle de

certains systèmes de Pfa¤

On considère les systèmes de Pfa¤ de la forme:

du =E(x;y;u)
xp+1

dx+F (x;y;u)
yq+1

dy:::::(1)

où :

�p et q sont des entiers positifs ou nuls .

�u = (u1; u2; :::; un)

�E(x; y; u) = (Ei(x; y;u1; u2; :::; un))i=1;2;:::;n
�F (x; y;u) = (F i(x; y;u1; u2; :::; un))i=1;2;:::;n
sont analytiques au voisinage de l�origine .Nous avons donc

E(x; y;u) = E0(x; y) + A(x; y)u+ E1(x; y;u)

F (x; y;u) = F 0(x; y) +B(x; y)u+ F 1(x; y;u)

où A et B sont des matrices carrées d�ordre n holomorphes à l�origine de C2

et E1,F1des applications holomorphes d�ordre supérieur ou égal à deux en u

.Le système (1) peut s�écrire sour la forme :

(10)

�
xp+1:du

dx
=E(x; y;u)

yq+1:du
dy
= F (x; y;u)

On supposera dans la suite que

E(0; 0; 0) = E0(0; 0) = 0

F (0; 0; 0) = F 0(0; 0) = 0

Soit les résultats dont on se proposera de donner une idée de la démonstra-

tion
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

Théorème 2.1.1 Si p = q = 0 alors toute solution formelle de (1) est conver-

gente.

Complément:
Si une des matrices A(0; 0) où B(0; 0) n�a pas de valeur propre entière positive

ou nulle alors le système (1) admet une solution formelle et une seule.

Théorème 2.1.2 p = 0 et q > 0 . Si A(0; 0) n�a pas de valeur propre entière

positive ou nulle , le système (1) admet une solution holomorphe et une seule

nulle à l�origine.

Théorème 2.1.3 p > 0 et q > 0. Si les deux matrices A(0; 0) et B(0; 0) sont

inversibles, alors le système de Pfa¤ (1) admet une solution et une

seule holomorphe à l�origine et nulle à l�origine.

Idée de la preuve du théorème1
Considérons un système di¤érentiel de la forme

(1):::::x dy
dx
= E(x; y; u)

y = (y1; y2; :::; yn); u = (u1; u2; ::::; up); (param�etres)

f étant holomorphe dans un voisinage de l�origine de C� Cn � Cp:

Les preuves des théorèmes 1 et 2 sont basées sur le

Lemme 2.1.1 Toute solution formelle de (1) de la forme
P+1

m=0 am(u)x
m où ,

(1) pour tout m , am est holomorphe dans kuk < �

(2) a0(0) = 0:

est convergente.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

La preuve de ce lemme est assez technique et procède de la manière très

classique en utilisant l�équation intègrale associée au

système (1)

Remarque 2.1.1 Si les coe¢ cients am ne sont pas holomorphes c�est-à-dire

si les am sont seulement des séries formelles alors ce lemme n�est plus vrai,

voici un exemple:

Soit dy
dx
= (1 + u)y , qui a pour solution y = C(u)exp(1 + u)y , ou C(u) est

arbitraire et pourrait donc en particulier etre une série divergente en u.

On a alors le lemme suivant:

Lemme 2.1.2 Si le système (1) admet une solution formelle de la forme
P+1

m=0 am(u)x
m

ou les am sont des séries formelles et si de plus a0(0) = 0 , alors le sytème (1)

admet une solution convergente de la forme:
P+1

m=0 bm(u)x
m ou les coe¢ cients

bm sont des séries convergentes.

La preuve de ce lemme utilise le théorème d�Artin

Complément: Théorème d�Artin[1]

Soit K un corps valué (non nécessairement complet) de caractéristique 0 et

considèrons un système d�équations analytiques :

(1) f(x; y) = 0 avec f(x; y) = (f1(x; y); :::; fm(x; y)) ou lesfi(x; y) sont des sèries

convergentes (c-à-d: de rayon de convergence non nul) à coe¢ cients dans K

, et x = (x1; :::; xn) et y = (y1; ::::; yN).

Soient c un entier � 0 et �
y(x) = (

�
y1(x); ::::;

�
yN(x)) des séries formelles à coe¢ -

cients dans K, sans terme constant, telle que f(x; �y(x)) = 0.Alors il existe des
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

séries convergentes à coe¢ cients dans K.

y(x) = (y1(x); :::::; yN(x)) telle que f(x; y(x)) = 0 et telles que les coe¢ cients de

y(x) et de �
y(x) de degré � 0 , coîncident.

La dernière condition signi�e encore que y(x) � �
y(x) modulo ^

m
c

ou ^
m est

idéal maximal de l�anneau local des séries formelle K[[x]].

Autrement dit : pour toutt entier c � 0 ,et toute solution formelle �
y(x) de

(1) ; il existe une solution convergente y(x) de (1) telle que y(x) � �
y(x) mod

^
m
c

:

Considérons un système de Pfa¤ :

(1)

�
x:du
dx
= E(x; y;u)

y:du
dy
= F (x; y;u)

On le suppose pas forcément complètement intègrable.

Soit '^ =
P

p+q>0 'pqx
pyq une solution formelle de (1) posons '^p(y) =

P1
q=0 'pqy

q

alors '^ =
P1

p=0 'p(y)x
p comme '^ est une solution formelle de (1) nous avons

formellement y.@'
^

@y
= F (x; y; '^) donc y[

P1
p=0(

d
dy
'p(y))x

p] = F(x; y,
P+1

p=0 'p(y)x
p)

ie : y d'0(y)
dy

= F (0; y; '0(y)):

D�après le lemme 1 , la série formelle a0(y) est convergente dans un voisinage

de l�origine.

On pose z = u+ a0(y) donc :

(2) y @u
@y
= h(x; y; u) = h0(x; y)+C(x; y)u+O(u

2) et la série formelles u =
P+1

p=1 'p(y)x
p

est une solution formelle du système (2), on identi�e on obtient pour 8p =
1; 2; :::

y:
d'p
dy
= C(0; y)'p(y) +Qp(y)

ou Qp est connu dés que on connait 'm pour tout m < p .Par réccurence ceci

permet de prouver que toute les séries formelles 'p(y) sont convergentes dans

un voisinage de l�origine mais ce voisinage peut dépendre de p.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

Lemme 2.1.3 Toute solution formelles d�un système linéaire de la forme :

xdu
dx
= a(x) + b(x) ou a et b sont holomorphes dans un voisinage de l�origine,

converge dans le domaine commun de convergence de a et b .

Ce lemme entraine l�existence d�un disque D centré à l�origine du plan de la

variable y tel que pour tout p, 'p(y) converge dans ce

disque.Donc la série ^
u =

P+1
p=1 'p(y)x

p a des coe¢ cients 'p qui sont des sèrie

convergentes dans D, comme de plus '0(0) = 0; la série formelle
^
u=
P+1

p=1 'p(y)x
p

qui est solution formelle de (2) y du
dy
= h(x; y; u) est convergente d�aprés le

lemme.1.Ce qui prouve le théorème1�

Idée de la preuve du théorème 2:

Si E(x; y; u) = E0(x; y) + A(x; y)u+ E1(x; y; z)

et F (x; y; u) = F 0(x; y) +B(x; y)u+ F 1(x; y; u)

On montre facilement par identi�cation que si le système (1)est complète-

ment intégrable et si A(0; 0) où B(0; 0) n�a pas de valeurs propres entières

positives ou nulles alors le système

(1)

�
x@u
@x
= E(x; y; u)

y @u
@y
= F (x; y; z)

admet une solution formelle et une seule.cette solution sera donc convergente.

Considèrons maintenant un système de la forme

(1)

�
x@u
@x
= E(x; y; u)

yq+1 @u
@y
= F (x; y; u)

22



2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

que nous ne supposerons pas nécessairement complètement intégrable.Notons:

CI(x; y; u) = yq+1 @E
@y
+@E
@u
:F � (x@F

@y
+@F
@u
:E)

où

(CI)i(x; y; u) = yq+1 @Ei@y
+ @Ei

@u
:F � (x@F i

@y
+ @F i

@u
:E) avec @Ei

@u
:F =

Pn
k=1

@Ei
@uk
:Fk

et @F i
@u
:E =

Pn
k=1

@F i
@uk
:Ek

Avec la condition (CI)(x; y; u) � 0 exprime que le système considéré est com-

plètement intégrable.

Par Solution formelle du système (1) nous obtenons une série formelle
^
' =

P
p+q>0 'pqx

pyq

telle que formellement

x@
^
'
@x
= E(x; y;

^
')

yq+1 @
^
'
@y
= F (x; y;

^
')

On a alors (CI)(x; y; ^') = 0

Soit donc ^
' =

P
p+q>0 'pqx

pyq une solution formelle de (1) que nous écrivons

sous la forme:
^
' =

P+1
p=0

^

'p(y)x
p avec

^

'p(y) =
P+1

q=0 'p;qy
q

Nous avons formellement

x =@
^
'
@x
= E(x; y;'^)

ou encore

x =@
^
'
@x
= E0(x; y) + A(x; y)

^
'+O((

^
')2)

Et pour déterminer les coe¢ cients
^

'p(y) le système in�ni d�équations:

E(0; y;
^
'0(y)) = 0

(@E
@u
(0; y;

^
'0(y))� I)

^
'1(y) = H1(y)

(@E
@u
(0; y;

^
'0(y))� 2I)

^
'2(y) = H2(y)

�������������������
(@E
@u
(0; y;

^
'0(y))� pI)

^
'p(y) = Hp(y)

�������������������
ou Hp(y) est déterminé dés que l�on connait

^
'r(y) pour tout r < p.

Supposons que A(0; 0) n�a pas de valeurs propres entières positives ou nulles.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

Donc en particulier A(0; 0) est inversible et le théorème des fonctions implicites

nous donne ^
'0(y) comme série convergente, notée '0(y):

D�autre part, l�hypothèse faite sur la matrice A(0; 0) entraîne l�existence d�un

disque D centré à l�origine du plan de la variable y tel que pour tout p >0

la matrice @E
@u
(0; y;

^
'0(y))� pI

soit inversible dans D.

Il en résulte par réccurence l�existence d�un disque D centré à l�origine du plan

de la variable y dans lequel toutes les séries formelles ^
'p(y) sont convergentes

.

Le lemme 1 entraîne alors la convergence de la solution formelle ^
':Ce qui

prouve le théorème 2.�

Idée de la preuve du théorème 3:
Cette preuve est cette fois assez di¤érente des deux autres.

Tout d0abord on va supposer que le système de Pfa¤ est complètement inté-

grable et que les deux matrices A(0; 0) et B(0; 0) sont inversibles.

On commence par introduire quelques rappels sur la notion de développement

asymptotique et celle de secteur propre

1.Développement Asymptotique:
1.1.Notations:

C;R;Q;Z; les corps des nombres complexes, réelles, rationelles et l�anneau des

entiers, R+;Q+;Z+ l�ensemble des éléments non négatives de R;Q;Z; pour tout

p 2 (Zn);
r 2 Rn;s 2 Rn; e 2 R+; x 2 Cn on écrit : p! pour p1!p2!::::pn!; jpj pour p1+p2+ :::::+pn
r � s Si 8i = 1; :::; n ; ri � si
r < s Si 8i = 1; :::; n ;ri � si
r � arg x � s Si 8i = 1; :::; n ; ri � arg x � si
r < arg x < s Si 8i = 1; :::; n ; ri < arg x < si
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

jxj < e si 8i = 1; :::; n jxij � ei
kxkm= [

Pn
i=1 jxij

m ]1=m

xp = xp11 x
p2
2 :::::x

pn
n une série formelle convergente centré à l�origine s�écrira :P1

jpj=0Cpx
p à la place de

P
pi�0Cp1 ::::Cpn :x

p1
1 ::::x

pn
n

1.2.Rappels et dé�nitions:
On dé�nit un secteurs (resp. secteur ouvert) de Cn de sommet l�origine est par

dé�nition une partie S de Cn dé�nit par S = {x 2 Cn=�1 � arg x � �2; 0 < jxj < r}
(resp:S = fx 2 Cn=�1 < arg x < �2; 0 < jxj < rg; r = (r1; :::rn) est le rayon du secteur
�2 � �1 = (�12 � �11; ::::::; �n2 � �n1 ) est l�ouverture du secteur.
Un secteur est dit strict si son ouverture est < 2�

D�efinition :

La série formelle
P1

jpj=0 apx
p représente asymptotiquement dans un secteur S

une fonction f a valeurs complexe dé�nie dans S Si:

8m 2 Z+;
���f(x)�P1

jpj=0 apx
p
��� � Cm kxkm+1m+1 , dans S , on note : f sS

P1
jpj=0 apx

p:

Remarque :

(f s
S

P1
jpj=0 apx

p), (Limx 7!0;x2Sf(x) = a0)

Une série formelle
P
apx

p reprèsente asymptotique une fonction f dans un

secteur ouvert S si elle reprèsente f dans tout sous secteur S�de S.

Corollaire :

Si f est une fonction holomorphe dans un secteur S = {x 2 Cn=0 � jxj � r},

alors dans S on a , f(x) =
P1

jpj=0 apx
p et f s

S

P1
jpj=0 apx

p:

2.Secteur Propre:
Soit F une fonction F (x) =

R X
X0
f(�)d� qui est polynôme en � ou �� = X; � entier

> 0.

Un secteur fermé D du plans de la variable x est dit propre pour F si il

esxiste une constante positive , 
 telle que on peut determiner arg F(x)

comme fonction continue de x véri�ant jargF (x)j � 3�
2
� 
 dans D pour jxj

grand.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

Notons

�1; �2; ::::; �n les valeurs propres de A(0; 0)

�1; �2; ::::; �n les valeurs propres de B(0; 0)

U(resp:V ) un disque centré à l�origine du plan de la variable x (resp.y), w est

un polydisque centré à l�origine de Cn:

Supposons que F et G sont holomorphes dans U � V �W:

Il existe un recouvrement S1; S2; ::::; SN de U-{0} par des secteurs propres pour

la famille de fonctions{��i 1xp}i=1;2;:::;N d�ouverture plus grande que
�
p
:

Considérons alors l�équation di¤érentielle

xp+1 du
dx
= E(x; y; u)

y étant considéré comme paramétre.

D0aprés certains résultats de Y.Sibuya, il existe pour tout h = 1,2,...,N, une

solution 'h(x; y) de cette équation holomorphe dans Sh � V qui admet un

développement asymptotique en x dans Sh uniforme en y dans V.

'h(x; y) s
U:V

Sh
P+1

k=0 'hk(y)x
k et 'h;0(0) = 0:

Montrons maintenant que

yq+1 @'h
@y
= F (x; y; 'h(x; y)) sur Sh � U

La condition de complète intégrabilité est

yq+1 @E
@y
+@E
@y
F = xp+1 @F

@x
+@F
@y
:E

identiquement sur U � V �W:Ecrivons:
xp+1 @

@x
(yq+1 @'h

@y
) = yq+1 @

@y
(xp+1 @'h

@x
)

= yq+1 @
@y
(E(x; y; 'h))

= yq+1 @E
@y
+@E
@z
:yq+1 @'h

@y
:

et en utilisant la condition de complète intégrabilité on obtient:

xp+1 @
@x
[yq+1 @'h

@y
�F (x; y; 'h)] =@E

@u
(x; y; 'h)[y

q+1 @'h
@y
�F (x; y; 'h)]

La fonction v(x; y) = yq+1 @'h
@y
� F (x; y; 'h) est une solution du système linéaire

(1) xp+1 du
dx
= [@E

@u
(x; y; 'h(x; y)]u sur Sh � V

Mais
@F
@z
(x; y; 'h(x; y)) = A(x; y) +O('h) ou A(0; 0) est inversible.

La fonction v admet un développement asymptotique en x uniforme en y
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systèmes de Pfa¤

dans Sh � U elle est donc bornée à l�origine .
Or vu l�hypothése sur A(0,0) le système linéaire (1) n�a pas d�autre solution

bornée dans des secteurs d�ouverture plus grande que �=p que la solution 0.

Nous avons donc:

yq+1 @'h
@y
= F (x; y; 'h) sur Sh � V:

C�est-à-dire que 'h est une solution de notre système de Pfa¤ sur Sh � V
De la même manière il existe un recouvrement

P
1;
P

2; ::::;
P

M de V-{0} par

des secteurs propres pour la famille de fonction {-�i 1yq}i=1;::;M d�ouverture plus

grande que �=q

En considérant maintenant l�équation di¤érentielle yq+1 dz
dy
= F (x; y; z) ou x est

considéré comme paramètre, on montre que pour tout k = 1,2,...,M il existe

une solution 	k(x; y) du système de Pfa¤ qui est holomorphe dans U�
P

k :

On a pour tous h et k d�aprés [17]

'h(x; y) = 	k(x; y) sur Sh �
P

k

En particulier pour tout k

'1(x; y) = 	k(x; y) sur S1 �
P

k

Comme 	k est holomorphe sur U�
P

k elle donne un prolongement analytique

de '1 à U �
P

k :Ceci étant vrai pour tout k, nous avons

	k = 	h sur U�
P

k \
P

h

C�est-à-dire qu�il existe une fonction 	 holomorphe sur U � V � f0g telle que:
	=U �

P
k = 	k pour tout k.

Mais comme pour tout k,	k admet un développement asymptotique dans

U �
P

k uniforme en x, la fonction 	k est bornée à l�origine il en est donc de

même de 	 qui se prolonge holomorphiquement à U�V et donne une solution
holomorphe de notre système de Pfa¤. La construction qui a été faite à l�aide

des 	k peut être faite à l�aide des 'h et donne une autre solution holomorphe

';il est clair que ' = 	:

La preuve du théorème3 est alors pratiquement terminée, car si ' =
P

p+q>0 'pqx
pyq

est une solution formelle de (1) elle est convergente car les hypothèses faites

sur A(0; 0) et B(0; 0) entraînent l�existence et l�unicité d�une série formelle so-
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2.2. Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires

lution qui ne peut donc que coincider avec le développement en série de la

solution holomorphe trouvée ci-dessus.�

2.2 Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires

Pour ne pas alourdir inutilement la présentation des résultats nous utiliserons

le language des systèmes de Pfa¤ linéaires plutôt que celui des connexions.

Soit donc un système de Pfa¤ complètement intégrables de la forme :

(1)

�
xp+1:du

dx
= A(x; y)u

yq+1:du
dy
=B(x; y)u

Si A(0,0) et B(0,0) sont inversible l�unique solution holomorphe passant par

l�origine est la solution u = 0 ; c�est une application du théorème 3 mais de

loin pas la plus importante.

Lemme de réduction formel:

Si A(0,0) =

0@ A1(0; 0) 0

0 A2(0; 0)

1A et B(0,0) =

0@ B1(0; 0) 0

0 B2(0; 0)

1A ou l�un
des couples (A1(0; 0); A2(0; 0)); (B1(0; 0); B2(0; 0)) est sans valeur propre commune,

il existe une transformation formelle unique T de la forme T =

0@ I T 12

T 21 I

1A
qui transforme le système donné en le système :

(10)

8>>>>>><>>>>>>:
xp+1:du

dx
=

0@ A11 0

0 A22

1Au
yq+1:du

dy
=

0@ B11 0

0 B22

1Au
Avec Aii(0; 0) = Ai(0; 0); i = 1; 2:

Bii(0; 0) = Bi(0; 0); i = 1; 2:
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2.2. Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires

La preuve de ce résultat est classique.

Comme application du théorème 3 nous allons déduire que T est en fait

convergente.

Un calcul facile montre que les matrices T12 et T21 sont données par des

systèmes de Pfa¤ complètement intégrables.

Par exemple T12 est donnée par:

xp+1 @T
12

@x
= A12+A11T 12�T 12A22�T 12A21T 12

yq+1 @T
12

@y
= B12+B11T 12�T 12B22�T 12B21T 12

ou : A =

0@ A11 A12

A21 A22

1A , B =

0@ B11 B12

B21 B22

1A :

Posons : & =

0BBBBBBBB@

T 121

T 122

:

:

T 12n

1CCCCCCCCA
ou T12i est la ii�em colonne de la matrice T12:

La matrice colonne à n2lignes& est alors une solution formelle d�un système

de Pfa¤ de la forme:

xp+1 @u@x= E(x; y; u)

yq+1 @u@y= F (x; y; u)

qui est encore complètement intégrable.

Alors si les deux couples (A1(0; 0); A2(0; 0)); (B1(0; 0); B2(0; 0)), n�ont pas de

valeurs propres communes on véri�e aisément que:
@E
@u (0; 0; 0) et @F

@u (0; 0; 0) sont inversibles.
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2.2. Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires

Ceci entraine que la solution formelle & est convergente et sous l�hypothèse

ci dessus on a un lemme de réduction dans le cas convergent.

Ceci permet de résoudre explicitement tout système de Pfa¤ complétement

intégrable de la forme:8<: xp+1 @u@x = A(x; y)u

yq+1 @u@y = B(x; y)u

ou A(0; 0) et B(0; 0) ont les deux des valeurs propres distinctes.

En e¤et cette hypothèse entraîne l�existence d�une transformation T holo-

morphe inversible telle que u = T(x; y) u transforme le système donné en un

système diagonal :�
xp+1:duidx= aii(x; y)ui
yq+1:duidy = bii(x; y)ui

i = 1,2,...,n

ou chacun des système scalaires est complètement intégrable.

Or il est possible d�intègrer complètement chacun des systèmes scalaires.

En combinant tous ces résultats on trouve pour le système de Pfa¤�
xp+1:dudx=A(x; y)u

yq+1:dudy=B(x; y)u

une matrice fondamentale de solutions de la forme:

U(x; y)x�y� expP (1=x) expQ(1=y):

ou : U est une matrice carrée holomorphe à l�origine.
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2.2. Application aux systèmes de Pfa¤ linéaires

-� et � sont des matrices diagonales constantes.

- P(resp.Q) un polynôme en 1=x(resp:1=y) à coe¢ cients matriciels.
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Chapitre 3

Une classe d�EDO non-linéaires à

singularité régulière

Dans ce chapitre, on introduira une classe d�équations di¤érentiel non linéaires

à singularité régulière. Un opérateur D:C[[x]]! ^
m est dit a singularité

régulière , si pour tout f 2 m (idéal maximal de Cfxg) toute solution formelle

de Du = F(x) est convergente, où F (x; x0; x1; :::; xn) est une fonction holo-

morphe au voisinage de l�origine de C� Cn+1 et �0= id; �1; �2; :::::; �n une

suite d�opérateurs linéaires.

�i : C[[x]]!
^
m , le théorème 1 donne des conditions su¢ santes sur la suite

{�0; �1; :::::; �n} pour que l�opérateur Du = F (x; u; �1u; ::::; �nu) soit a singu-

larité regulière, ensuite on va donner les versions d�équations di¤erentielles

du théorème 1 ,et aprés nous entamerons le théorème de Maillet.

3.1 Notations-Dé�nitions-Exemples
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3.1. Notations-Dé�nitions-Exemples

- C[[x]] : l�anneau des séries formelles à une indéterminé et a coe¢ cient

complexe.

-
^
m son idéal maximal.

- Cfxg anneau des germes de fonctions holomorphes à l�origine de C ou

encore l�anneau des séries convergentes centré à l�origine de C:

- m son idéal maximal.

-
^

L0= fP : C[[x]]!
^
mlin�eaireg espace vectoriel sur C

- L0 = fP : Cfxg ! m lin�eaireg

- On dit que P 2
^

L0est
^

L0 � analytique si :

1�)9n 2 N et F : Cn+2! C holomorphe en (x;X0; X1; ::::; Xn) = (0; 0; ::::::; 0)

tele que F (0; 0; :::; 0) = 0

2�)9 �0; :::::; �n 2
^

L0 tq 8u 2
^
m on a P (u) = F (x; u; �1u; ::::; �nu)

On notera D(L0) = {l�opérateur L-analytiques} ou L =
^

L0ou L = L0

Dé�nition 3.1.1 (P est singulier) , P (C[[x]]) � ^
m (cas ou L =

^

L0

, P (Cfxg) � m (cas ou L = L0)

Dé�nition 3.1.2 (P est singulier régulier), 8 f 2 Cfxg ;8 ^u 2 C[[x]]

solution de l�équation di¤érentielle P (u^) = f(x) alors
^
u est convergent.

Dé�nition 3.1.3 (P est singulier irrégulier ), 9 f 2 Cfxg et une série

formelle
^
u non convergente tq: D

^
u= f(x)
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3.1. Notations-Dé�nitions-Exemples

-8P 2 D(L0) peut s�écrire: Du =
P

�+j�j�1 a�;�:x
�:u�0(�1u)

�1::::::(�nu)
�n ,

�i 2 N; j�j = �1+::::+ �n ; a�;�2 C:

La partie a¢ ne de D est par dé�nition l�opérateur:

D1u =
P

�+j�j=1 a�;�:x
�:u�0(�1u)

�1::::::(�nu)
�n

Un opérateur L-analytique est dit a¢ ne s�il se réduit a sa partie a¢ ne, ce

n�est pas un opérateur C�linéaire mais on lui associe l�opérateur linéaire:

D0
1u=

P
�+j�j�1 a0;�:u

�0(�1u)
�1::::::(�nu)

�n qu�on appelle la linéarisé de D.

Exemple 3.1.1 1�) Soit l�opérateur � : Cfxg ! m

u ! x:dudx , est linéaire, singulier et même

singulier régulier

2�)L�opérateur : Du =
Pn

i=0 ai(�)
n�iu , ai2 C , a0 6= 0 est linéaire singulier

régulier

3�)Soit Du =
Pn

i=0 ai(x)(�)
n�iu ,on sait que D est à singularité réguliére si

et seulement si a0(0) 6= 0:

Soit F (x;X0; X1; ::::; Xn) =
P

�+j�j�1 a�;�x
�:X�0

0 ::::::X
�n
n une fonction holo-

morphe dans un polydisque centré à l�origine de C� Cn+1 et considérons:

Du = F (x; u; �1u; ::::; �nu) ou � = x:
d
dx

Nous verrons que : si le linéarisé deD: D0
1u =

P
j�j=1 a0;�:u

�0(�1u)
�1::::::(�nu)

�nest

a singularité réguliére, il en est de même de D.
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3.2. Les bons opérateurs

3.2 Les bons opérateurs

Soit }le sous espace vectoriel de
^

L
0
formé des opérateurs ' :

^
m ! m de la

forme:

'(
P

m�1 umx
m) =

P
m=1(

P
0�k�m 'k(m� k)um�k)x

m où f'kgk2N est une

suite de fonctions dé�nies sur N:

Exemple 3.2.1 1)L�identité : id :
P

m�1 umx
m !

P
m�1 umx

m , (id)k= 0

pour k 6= 0 et (id)0(m) = 1 pour tout m 2 N:

2)Soit a 2 C[[x]] , a =
P

m�0 amxm ,et ' dé�nie par:

' :
^
m! m

u 7! a:u =
P

m�1(
P

0�k�m akum�k)x
m

'k(m� k) = ak, Si a 2 Cfxg;alors ' est dé�nie sur m et a valeur dans m

3)Soit a 2 m;alors ' : m! m

u 7! aou! ici ' n0est pas dans la classe}

Dé�nition 3.2.1 On dit que ' est un bon opérateur si pour tout m 2 N et

tout k, 0 � k � m j'k(m� k)j � Ck'0(m� k) ou la suite fCkgk�0 � R+ et

telle qu�il existe � > 0 telles que c(�) =
P

k�0Ck�
k< +1

1�)L�identité de
^
m est un bon opérateur , on prend Ck = 0 ,k 6= 0;et c0 = 1

alors c(�) < 1:

Dé�nition 3.2.2 2�) Pour tout opérateur ' 2 tels que 'k = 0; k 6= 0;est

un bon opérateur c(�) = 1.
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3.3. Une classe d�opérateurs a singularité régulière

3�)Si on multiplie un opérateur par une série a 2 Cfxg est un bon opérateur:

'(u) = a:u =
P

m�1
P

0�k�m(ak:um�k)x j'k(m� k)j = jakj � Ck ja0j ; Si

a0 = 1;on peut prendre Ck = jakj :

La domination:

Soit ' 2 , 	 2 }nous disons que ' domine 	;si pour tout m et tout

k2 [0; 1; :::;m];il existe dk 2 R+ telle que :

j	k(m� k)j � dk j'0(m� k)j ,et il existe � > 0 tel que
P

k�0 dk�
k <1:

=) Notons qu�un bon opérateur est donc un opérateur qui se domine.

Remarque 3.2.1 Si ' est un opérateur qui domine les opérateurs 	1;	2; :::;	n

;alors pour tout m et tout k2 [0; 1; :::;m];il existe Ck 2 R+ tels que pour tout

j = 1,2,...,n j 	j;k(m� k)j � Ck j'0(m� k)j

j 	k(m� k)j � Ck j'0(m� k)j

Avec
P

k�0Ck�
k <1 pour � 2 R+:

Dé�nition 3.2.3 Nous dirons qu�un opérateur ' 2 }domine strictement un op�erateur 	 2

}si :

1�) ' domine 	

2�)Limm7!1
	0(m)
'0(m)

= 0

3.3 Une classe d�opérateurs a singularité régulière

Soit F (x;X0; X1; ::::; Xn; X01; ::::; X0N) une fonction holomorphe au voisi-

nage de l�origine de C� Cn � CN et tq F (0; 0; 0) = 0
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3.3. Une classe d�opérateurs a singularité régulière

F (x;X;X0) =
P

�+j�j+j�0j�1 a�:�:�0:x
�X�X 0�0;

� = (�0; �1; ::::; �n) ; �0 = (�00; ::::; �
0
N)

F (x;X;X0) =
P

p�1 = Fp(x;X;X
0) ou Fp(x;X;X 0) =

P
�+j�j+j�0j=p a�;�;�0x

�X�X 0�0

Soit �0 = Id:; �1; :::; �n; �
0
1; :::; �

0
N une suite d�opérateurs de P . ie: si 'j est

un élément de cette suite , on a pour tout u 2 ^
m

'j(u) =
P

m�1 (
P

0�k�m�1 'j;k(m� k)um�k)x
m

On considère dans la suite l�opérateur P-analytique :

D :
^
m ! ^

m

Du = F (x , �0u; :::; �nu; �
0
1u; :::; �

0
Nu);soit q tels que Fq � 0 pour tout p < q

etFq 6= 0 de plus on suppose : Fq(x;X;X
0
) ne contient pas X0, ie:

Fp(x;X;X
0) =

P
�+j�j=q a�;�x

�X� , ou a�;� = a�;�;0

A l�opérateur D associons les n+2 polynômes:

Cq(D)(X) =
P

�+j�j=q a��(�0;0(1))
�0::::::(�1;0(1))

�nX j�j et pour j = 0,1,...,n

Cq;j(D)(X) =
P

�+j�j=q a���j(�0;0(1))
�0::::::(�j;0(1))

�j�1; :::::; (�n;0(1))
�nX j�j�1

Les hypothèses (H)

1�) Parmis les opérateurs �0 = Id:; �1; :::; �n il y�a un bon opérateur qui

domine strictement les autres, notons le �j0

2�) L�opérateur �j0 domine tous les opérateurs �
0
1; :::; �

0
N

3�) Les polynômes Cq(D)(X) et Cq;j0(D)(X) 6= 0 n�ont pas de racine

commune.
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3.3. Une classe d�opérateurs a singularité régulière

Remarque 3.3.1 La condition :Cq;j0(D)(X) 6= 0 , exprime que �j0 �gure

explicitement dans Fq(x; u; �1u; :::::; �nu):

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses (H) toute solution formelle de l�équation

Du = F (x; u; �1u; :::::; �nu; �
0
1u; :::::; �

0
Nu) = 0 est convergente.

� >La démonstration de ce théorème est détaillé clairement dans [3]; elle se

fait en 2 parties:

1�) Existence d�une solution formelle;

2�)Convergence des solutions formelles.

Corollaire 3.3.1 Si parmis les opérateurs �0 = Id:; �1; :::; �n , il y�a un bon

opérateur �j0 qui domine strictement tout les autres et tel que Cq(D)(X) et

Cq;j0(D)(X) soient sans racine commune; l�opérateur: Dq(u) =
P

�+j�j=q;j�j6=0 a��x
�u�0(�1u)

�1:::(�nu)
�n est

à singularitè régulière.

Remarque 3.3.2 Pour toute racine u1 de Cq(D)(X) = 0 v�erifiant Fq;m(u1) 6=

0 pour tout m , l�équation Du = 0 admet une solution formelle de premier

terme u1x si de plus cq;j0(D)(u1) 6= 0 cette solution formelle est convergente.

Exemple 3.3.1 Soit �1 = x. ddx et pour tout j = 2; 3; :::; n; �j = (�1)
j:Considérons

l�opérateur
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3.4. Applications aux équations di¤érentielles

Du =
P

j�j=1 a�(x)u
�0(�1u)

�1:::(�nu)
�n ; a� 2 Cfxg;que l�on peut écrire sous

la forme :

Du =
Pn

i=0 bi(x)u(�1)
i;ou 8i; bi(x) 2 Cfxg

=
Pn

i=0 bi(0)u(�1)
i +R2(x; u; �1u; ::::; �

n
1u)

L�opérateur (�1)n est bon et domine strictement (�1)q pour tout q < n ainsi

que l�identité : C1(D)(X) =
Pn

i=0 bi(0)X; C1;n(D)(X) = bn(0)

Si bn(0) 6= 0;l�opérateur D est à singularité régulière, on trouve ainsi le critère

classique de L.Fuchs.

3.4 Applications aux équations di¤érentielles

Considèrons le bon opérateur : � : Cfxg ! m , u=
P

m�1 umx
m; u = x.dudx =P

m�1m:umx
m, et un opérateur L0 � analytique :

Du = F (x; u; �u; ::::; �nu) ou F (x;X0; ::::; Xn) =
P

p>1 F p(x;X0; ::::; Xn)

et Fp(x;X0; ::::; Xn) =
P

�+j�j=p a�;�x
�X�0

0 :::::X
�n
n

Soit q (entier) tel que Fp � 0 pour p < q et Fq � 0:

Comme pour 8j 2 f0; 1; :::ng; �ju =
P

m�1m
j:um:x

m; on sait que �n domine

strictement tout les autres opérateurs �j:

IntroduisonsC(D)(X) =
P

�+j�j=q a��:X
j�j; Cn(D)(X) =

P
�+j�j=q a��:�n:X

j�j�1:
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3.5. Théorème de Maillet

Fq;m(X) =
P

�+j�j=q a��
Pn

j=0 :�j:m
j:X j�j�1:

Le théorème 1 nous donne alors:

Théorème 3.4.1 Pour toute racine u1 de C(D)(X) véri�ant Cn(D)(u1) 6= 0

et pour tout m 2 N; Fm;q(u1) 6= 0;il existe une solution holomorphe : u =P
m�1 um:x

m de Du = 0:

Théorème 3.4.2 Si C(D)(X) et Cn(D)(X) 6= 0;sont sans racine commune,

les opérateurs : Dqu = Fq(x; u; �u; :::; �
nu) et Du = F (x; u; �u; :::; �nu) sont

à singularitè réguliere.

3.5 Théorème de Maillet

Soit t 2 C;on note par : C[[t]];l�anneau des séries formelles en t ;et par Cftg

le sous anneau de C[[t]] des séries convergentes en t.Soit s � 1, si la série

formelle u =
P

i�0 ait
i 2 C[[t]];satisfait

P
i�0

ait
i

i!s�1
2 Cftg;on dit que u est

dans la classe formelle de GevreyCftgs:

3.5.1 La généralisation du théorème 3.4.1 de la section 3.4

Soit : 1�) F (x;X0; ::::; XM) =
P

1�r+jsj=q�R ar;s:x
r:Xs

ou s = (s0; ::::; sM); jsj = s0 + s1 + ::::: + sM ,Xs = (X0)
s0(X1)

s1::::(XM)
sM

un polynôme sans terme constant.

2�) Une suite d�opérateurs diagonaux �0 = Id:�1; �2; ::::�M ;agissant sur l�idéal
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3.5. Théorème de Maillet

maximal de l�anneau des séries formelles de la manière suivante :

�j(
P

m�1 umx
m) =

P
m�1 �j;0(m)umx

m

Considérons l�équation opérateur,

(1)::::F (x; y; �1y; �2y; ::::�My) = 0 et supposons que parmis les opérateurs

�j(0 � j �M) qui sont tous bons car diagonaux il y�en a un , disons �n qui

domine strictement les opérateurs �j pour 0 � j < n:

L�équation peut se mettre sous la forme:

Fp(x; y; �1y; ::::; �ny) = Rp+1(x; y; �1y; ::::; �Ny)

où

F p(x;X0; ::::; Xn) =
P

r+jsj=p ar;sx
r(X0)

s0:::::(Xn)
sn

et Rp+1(x;X0; X1; ::::; XN) =
P

p<q<R

P
r+jsj=q ar;sx

r(X0)
s0::::(XN)

sN

Le cas ou �n; dominant strictement les operateurs �1 pour 0 � j < n domine

également les opérateurs �j pour n � j � N a été étudié précedement.

Remarque 3.5.1 Nous avons supposé ci-dessus que le polynôme F (x;X0; X1; ::::; XM) =P
1�r+jsj=q�R ar;s:x

r:Xs ,était sans terme constant.Si ce n�est pas le cas et si

l�équation (1) admet une solution formelle on peut toujours par translation

se ramener à une équation polynômiale sans terme constant.

�Le théorème que nous allons voir reste encore vrai lorsque

F (x;X0; X1; ::::; XM) =
P

1�jsj�R ar;s(x):X
s ou ar;s(x) sont holomorphe dans

un disque centré à l�origine du plan complexe.
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3.5. Théorème de Maillet

En plus des hypothèses faites ci-dessus sur les opérateurs �j , supposons

réalisé la condition (H) suivante:

8m � 1 , 8q(p < q � R) tout (r; s0; :::; sN) avec r+ jsj = q;toute suite:

m1
0;m

2
0; :::::;m

s0
0 ;m

1
1;m

2
1; :::::;m

s1
1 ; ::::::;m

1
N ; :::::;m

sn
N tels que :

r +m0 +m1 +::::::+mN = m+ p� 1 ou

m1
0;m

2
0; :::::;m

s0
0 = m0;m

1
1;m

2
1; :::::;m

s1
1 = m1; :::::;m

1
N+:::::+m

sN
N = mN

Gn(m) = 1= j�n;0(m)j f
Y

1�k�s0

����0;0(mk
0)
���� Y

1�k�s1

����1;0(mk
1)
����:::::� Y

1�k�sN

����N;0(mk
N)
��� g � h

(constante)

On normalise �n on peut supposer que h = 1, par la suite.On convient que

si mk
j= 0; �j;0(m

k
j ):n�y �gurent pas explicitement.

Théorème 3.5.1 Sous les hypothèses indiqués ci-dessus , toute racine y1 du

polynôme:

C(D)(X) =
P

r+jsj=q ar;s(�0;0(1))
s0(�1;0(1))

s1; :::::; (�n;0(1))
snX jsjvéri�ant:

Cn(D)(X) =
P

r+jsj=q ar;ssn(�n;0(1))
sn�1

Y
n 6=1
(�1;0(1))

s1 jy1jjsj�1 6= 0

et Fp;m(y1) 6= 0 ou Fp;m(y1) =
P

r+jsj=p;jsj6=0ar;s
P

0�j�nsj�j;0(m)(�i;0(1))sj�1
Y
j 6=1
(�1;0(1))

s1y
jsj�1
1 nous

donne une solution holomorphe
P

m�1 ymx
m de l�équation (1).

De plus si notre équation admet une solution formelle
P

m�1 ymx
m même si

Fp;m(y1) = 0; celle ci converge.
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3.5. Théorème de Maillet

_______________________________

Preuve:(est basé sur la méthode des séries majorantes due à Cauchy )[4]

3.5.2 Application: Théorème de Maillet:[4]

SoitG(x ;X) =
P

1�r+jsj=q�R br;sx
rXs un polynôme de degré R en les indéter-

minées x;X0; X1; ::::; XM :Considèrons l�équation di¤erentielle algèbrique:

(1)G(x; y; y0; ::::; y(M)) = 0

par multiplication par une puissance de x convenable, on aura :

(10) F (x; y; �y; �2y; ::::; �My) =
P

1�r+jsj=q�R ar;sx
rys0(�y)s1:::::(�My)sM = 0

ou

� = x: ddx :Ce que l�on peut écrire :

F p(x; y; �y; ::::; �
ny) = Rp+1(x; y; �y; ::::; �

Ny)

où

F p(x;X0; ::::; Xn) =
P

r+jsj=p ar;sx
r(X0)

s0::::(Xn)
sn;

Rp+1(x;X0; :::; XN) =
P

p<q�R
P

r+jsj=q ar;sx
r(X0)

s0::::(XN)
sN

Dans [3], le cas n �N a été bien étudié comme application de ces deux

théorème1,2.

On considère le cas n < N. On sait que l�opérateur �n domine strictement

tous les opérateurs �j pour 0� j � n:
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3.5. Théorème de Maillet

Supposons que les deux polynômes Fp(1; X;X; :::; X) et @
@Xn
(Fp)(1; X; :::; X)

n�ont pas de racine commune (c�est une hypothèse supplémentaire lorsque p

> 1). Cette condition est véri�ée si p = 1 puisque �n �gure explicitement

dans F1(x; y; �y; ::::; �
ny).

Exemple 3.5.1 Si on prend l�équation d�Euler:

x2y0 � y = �x ,qui s�écrit : x�y � y = �x

donc :F (x;X) = �X0 + x et R2(x;X) = x:X1

Théorème de Maillet[4]
Toute solution formelle de (1) est dans une certaine classe de Gevrey.

Explication:
Ce théorème veut dire que si

P
m�1 ymxm est une solution formelle de (1)

, il existe ,deux constantes c et 
 tels que :

jymj � c(m!)
:L�existence d�une solution formelle pour l�équation (1) entraine

l�éxistence d�une solution formelle pour (1�).

Preuve. [4]

Exemple 3.5.2 Revenons à l�équation d�Euler :

x2y0 � y = �x ,qui s�écrit : x�y � y = �x

On determine le nombre � qui determine la classe de Gevrey de la solution
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Annexe

formelle, nous avons F1(x;X) = �X0 + x et R2(x;X) = x:X1

donc p = 1, R = 2 , n = 0 et N = 1.

On voit facilement que:

Sup1�q�2fSupr+jsj=q=2((s0 + s1 � 0)=((q � p) = 1))g = 1

On peut donc prendre � = 1:Par un cacul direct sur l�équation d�Euler , on

voit qu�elle admet une solution formelle unique :

y =
P

m�1(m� 1)!:xm divergente . La borne inferieure

Supp<q�RfSupr+jsj=q(((
P

0�j�N jsj) � n)=(q � p))gque nous avons mise en

évidence ci-dessus pour le nombre �est donc assez bonne.

Remarque 3.5.2 Ce théorème reste encore vrai si l�on suppose que l�équation

di¤erentielle est un polynôme en y, y�, ....,y(n) dont les coe¢ cients sont des

fonctions analytiques dans un voisinage de l�origine du plan complexe.
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Conclusion

La recherche de solutions formelles pour les systèmes di¤érentiels est une

méthode très classique, elle consiste à identi�er les coe¢ cients des puissances

successives de la série formelle en question. Dans le cas singulier régulier,

l�analyticité de ces solutions formelles est aisée et bien connue. Dans le cas

singulier irrégulier, la convergence des solutions formelles est moins évidente

à établir, il faut pour cela des conditions su¢ santes, exigeantes, comme le

montre le Théorème de Sibuya.

Toutefois, lorsque l�on ne peut pas aboutir à la convergence des solutions

formelles, la technique de sommabilité et de multi-sommabilité, donnent un

sens aux solutions de systèmes di¤érentiels (linéaires et non linéaires).
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