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Sur I’Aspect Analytique des
Equations Différentielles Singuliéres

RESUME

Cette These est formée de trois parties distinctes. Elles traitent toutes de I'aspect analy-
tique de certains systémes différentiels singuliers.

La premiére partie sera consacrée au théoréme de Sibuya[l5]; qui s’'intéresse aux systémes
différentiels linéaires et non linéaires et en déduit ensuite, ’analyticité des solutions de cer-
tains systémes de Pfaff non linéaires. On va s’intéresser ensuite, & une classe d’équations
différentielles dites méromorphes; qui contiennent un parameétre et on étudiera la conver-
gence de leurs solutions formelles, en utilisant leurs caractéres de k-sommabilité et celui de

Gevrey.

Daans 1a deuxieme partie, on va étudier la convergence des solutions formelles d’équations
différentielles auvoisinage d’une singularité, plus précisément des systémes de Pfaff avec
singularités de la forme:

L = B(z,y,u)

+10u  _
vy s = Floyu)
On commence par le cas non-linéaire et pour cela on va énoncer trois théorémes , ensuite,

on va appliquer ces théorémes aux systémes de Pfaff linéaires .

Dans 1a troisieme partie, on étudiera les systémes différentiels de la forme:
Du = F(x, u, 01, ..., 0,u; 0u, ... Qilu) = 0 ; on introduira une classe d’EDO non linéaire a
singularité réguliére on y introduira la notion de bon opérateur, de domination , on énoncera

ce qu’on appelle le Théoreme de Maillet et on ’appliquera sur un exemple.
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Introduction

Dans la premiére partie de ce travail, on exposera le théoréme de Sibuya [15]

qui étudie les systéemes de la forme:

du

po% — A(z)u(z,y) =y.E(z,y,u) ,(dans le cas linéaire).....(1)
a:p“% = E(z,y,u) ,(dans le cas non linéaire).....(2)

ou :

- p entier naturel , p > 1.

- y est un parameétre

- A(z) € End(C[z]™) est une matrice carrée N x N a coefficients séries conver-
gentes.

- E est une fonction holomorphe sur un ouvert U de C,xC,xCY contenant

I'origine (z,y,u) = (0, 0, 0) et & valeurs dans CV.

Sibuya montre a I’aide de la "méthode H.S.W" (méthode due a Harris-Sibuya-
Weinberg). utilisée dans [6] et [7] la convergence au voisinage de(z,y) = (0,0),
des solutions séries formelles de la forme:

U(x,y) =320, U, (2)y" e C{z}[[y]]" des systeémes différentiels (1) et (2).

Sibuya donne ensuite, comme conséquence de ce qui précede, des conditions

suffisantes d’existence et d’unicité de solutions convergentes ¥(x,y) au voisi-
nage de (x,y) = (0,0), vérifiant ¥(0,0) =0 des systéme de Pfaff non linéaires

complétement intégrables a singularités irréguliéres de la forme:
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xp“.g—z = E(z,y,u)
=F

yitl @ = F(z,y,u)

On va ensuite s’interesser a la convergence des solutions formelles d’équations
différentielles méromorphes contenant un paramétre. Pour cela on va utiliser

le caractére de sommabilité et Gevrey des solutions formelles.

Dans la deuxiéme partie, nous allons considérer des systémes de Pfaff ana-
lytiques avec singularités de la forme:

du = %dw + %dy ..... (1)

ou :

—p et ¢ sont des entiers positifs ou nuls .

—u = (uy, Uy, ..., Uy,)

—E(z,y,u) = (E;(2, y;uy, Uy, ..., un))i:l,Q,...,n

—F(z,y5u) = (F(2, 9505, Uy, s Uy))imy g

sont analytiques au voisinage de 1’origine.

Nous allons énoncer puis montrer quelques théorémes d’existence et d’unicité
des solutions formelles de (1) et voir que, sous certaines hypothéses, on pourra

obtenir la convergence de ces solutions.

En suite on appliquera ces résultats pour des connexions linéaires (mais en
fait, on va considérer des systémes de Pfaff linéaires plutdt que des connex-

ions) avec singularités.

Dans la troisiéme partie, on va considérer une classe d’EDO non linéaire a
singularité réguliére ; on définira la notion de "bon opérateur" , de dom-
ination , et ceci afin d’étudier les solutions des équations différentielles de

forme:
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Du = F(z,u,0,u,....,0,u; 6’/1u, ....,Q;Lu) =0

On énoncera ensuite le théoreme de Maillet qui affirme le fait que toute
solution formelle de I’équation :

Gz, g,y y™) =0 tel que : G(a, X) =33, \yg<r brsz"X* , SOIt un polyndome
de degré R en les indéterminées », X, X, ....., X;,;, est dans une certaine classe

de Gevrey ; et on traitera quelques exemples.



Chapitre 1

Etude de certains systémes

differentiels singuliers

Dans ce chapitre , nous exposerons en détail, le théoréme de Sibuya [15]
concernant la convergence des solutions séries formelles des équations dif-
férentielles non linéaires a singularités irrégulieres, de la forme :

aPt1 = B(z,y,u) OU y est un parameétre et

E:U C C,xC,xCY— CV est une fonction a valeurs vectorielles , holomor-
phe sur un ouvert U contenant l’origine (z,y,u) = (0,0,0) ; Sibuya reprend ici
une méthode inspirée de certains travaux de Harris, Sibuya et Weinberg [6]
et [7] basée sur le théoréeme du point fixe dans les espaces normés pour la
détermination de l’existence des solutions holomorphes pour les systémes
differentiels linéaires, et de 14 découlera le cas non linéaire.

Comme application, Sibuya étudie I’existence de solutions analytiques pour

certains systémes de Pfaff non linéaires completement intégrables , a singu-
larités irréguliéres .

On se penchera ensuite sur certaines équations différentielles ordinaires méro-
morphes qui contiennent un parameétre; on évoquera la convergence des solu-
tions formelles des systémes de Pfaff et cela en introduisant la k-sommabilité

uniformes des solutions.



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systémes de Pfaff non linéaires
complétement intégrables

1.1 Existence de solutions convergentes pour certains
systémes de Pfaff non linéaires complétement in-
tégrables

Soit A(z) € End(C{z}") une matrice carrée N x N, a coefficients série conver-

gentes, p un entier, p > let on définit 'opérateur différentiel: D = xpﬂi —

A(z) tel que :

Notation 1.1.1 A(z) =3, ., Anz™; A, € End(CY) ; m > 0,pour & ,0 € R;
50,0 >0 Notons :

Do) ={y;lyl < do } et D@)={w;fz] <0},

Q0 ) ={¢ : D(6g )— >CN o holomorpheetbornéesur D(dy )}

V= ST, fu " 00 f € Q) omposefly s =X, Ml "
B(do,6) = {f =X s 0m (1) 2™ an (1) €930 )l 5 <00}

B(6y,6, M) = {z".f;f € B(8,0)}.

1.1.1 Cas linéaire : Le théoréme fondamental

Soit D 'opérateur différentiel définie par:D = a:p“i— A(z) ;pe Nret A(x) €
End (C{z}"),Considérons le systéme différentiel D(u) = y.E(x,y,y.u)....(1.1)o0 E : U C

C,xC,xCY — €V holomorphe sur un ouvert U contenant 1’origine (z, y,u) = (0,0,0).

Proposition 1.1.1 supposons que A(0) € GI(N, C),Alors pour 6,> 0 suffisamment
petit,3 des fonctions vectorielles ¢,,(y) € Q(d,), (m > 0) tel que la série formelle
DM@, y) =D s Pm ()2 E Q6,)[[2]] s0it solution du systéme différentiel (1.1).
Preuve. voir [15]. =



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systémes de Pfaff non linéaires
complétement intégrables

Théoréme 1.1.1 Soit D opérateur différentiel , donné par :

D :xl’“i — A(x) ;pe N*et A(z) € End (C{z}Y) ; on considére le systéme
dz’ﬁérentiealj :

D(u) = y.E(z,y,u) ....(2.1)

tel que : E:U C C, x C, x CY — CV, holomorphe sur un ouvert U contenant
l’origine (z,y,u) = (0,0,0) ; on suppose :

i) u=V(z,y) =3, Vulz)y" € C{z}ly]]" soit une solution formelle du sys-
teme (2.1)

ii) A(0) € GI(N,C)

Alors ¥ converge au voisinage de (z,y) = (0,0)

Preuve. voir [13]. m

1.1.2 Généralisation:[14]

Si D est I'opérateur differentiel:

D = A(z)..L—B(z) ou A(z),B(z) € End(C{z}") deux matrices carrées N x N &
coefficients holomorphes au voisinage de 'origin + = 0 € C

avec A(0)=0et A(x) = z.A(x) ou A(x) = S.'% A, 2™ telque A€ End(CY);

(m 20):

Considerons le systeme differentiel:
D(u) = yE(z,y,u)....(2.2)
Ou: U c C,xC,xCYN— CV est une fonction a valeurs vectorielle, holomorphe

sur un ouvert U contenant l’origine (z,y,u) = (0,0,0) € CN+2

Supposons que:

i)B(0) € GI(N,C) , et qu’il existe p e N, p > 1, tel que: det(A,) # 0

iu = V(z,y) = > ., V. (2).y" € C{z}[[y]]" ,est une solution formelle du sys-

n>1 =N

teme (2.2)
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complétement intégrables

Alors ¥ converge dans un voisinage de (x,y) = (0,0).

1.1.3 Application du cas linéaire: convergence de solutions formelles
de certains systémes différentiels non linéaires en un point
singulier irrégulier

Théoréme 1.1.2 Soit p€ N,p>1let, E:U C C,xC,xCN— C", holomorphe
sur un ouvert U contenant [’origine (z,y,u) = (0,0,0)

considérons le systéme différentiel :

Pt — B(z,y,u)...(3.1)

supposons queuw = W(x ,y)= > -, Vo(x).y" € C{z}[[y]]" soit une solution formelle
du systéme (3.1) et que :

i)%(0) =0

it) La matrice Jacobienne 2£(0,0,0) € GI(N, C) alors u converge au voisinage
de (z,y).

Preuve. Si on posev =u— Vy—Vy = u=V,-Vy+wv, lesystéme (3.1)devient:
P L= Ba,y, Uy +0y +v) — 2" L= (T, +T4y)

car : aptl A — grtl vy gptl d (\1!0 +Ty)

notons E(z,y, ¥, +Vy +v) = F(m, Y, v)

donc on a : 2" % = F(z,y,u)... .(3.2)

On pose aussi : v =1y.z alors (3.2) devient :

yaPt™ L = F(z,y,0) + y. % (2,y,0) + H(z,y,y.2)

En divisant le tout par y ;

o tLE = 1/yF (2, y,0)+55 (2,y,0) + 1/yH (2, y,y.2)

d’ot :

aptldz 4By 0,0)2 = 1/yF(2,y,0) + [ (2, y,0)— £ (2,0,0)]z + 1/yH (z,y,y.2)
Posons alors :

D =a""t L _ A(z) avec A(z) = % (2,0 O) et

F(z,y,u) = 1/y*F(2,y,0) + 1/y.[% (2, y,0)— % (2,0,0)].2 + 1/y*H(2,y,y.2) ;alors (3.2)
devient : D(2) = y.F(z,y,u) ; soit ap*1% —A(g:)z = yF(z,y,2)....(3.3);



1.1. Existence de solutions convergentes pour certains systémes de Pfaff non linéaires
complétement intégrables

on a d’autre part de (3.2)E (z,y,0) =2£(z,y, ¥, +¥1y) d’ot :

A(z) =9 (2,0,0) =2E[z,0, ¥, (0)]

Or d’apres | hypothese (1)¥,(0) =0 d’ot :

A(0) =4£ (0,0,0) =4£(0,0,0)

Et comme d’aprés U'hypothése (ii)%£(0,0,0) € GI(N,C),

On obtient A(0) € GI(N,C),

on conclut alors d’apreés le théoréme fondamental que la solution formelle z
du systéme différentiel (3.3) converge au voisinage de (x,y) = (0,0)

Ce qui termine la démonstration du théoréme. m

1.1.4 Geénéralisation: [14]

On peut généraliser ce théoréme aussi, aux systémes differentiels de la forme:

A(z) . % = E(z,y,u) ....(1)

tel que : A(z) € End(C{z}") matrice carrée N x N & coefficients holomorphes

au voisinage de origin z =0 € C avec A(0) =0 et A(z) = z.A(z) ou

Ax) = SF%) A, 2™ telque A€ End(CV);(m >0) et B: U C C,xC,xCY —~ CV

fonction holomorphe définie sur 'ouvert U contenat ’origine (z,y, u) = (0,0,0).

Supposons que u = U(z ,y) = > .o Ynu(x)y" € C{z}{[y]]" soit une solution

formelle du systéme (1) et que :
D)W,(0) = 0
ii) Ip € N, p > 1 tel que det(A,) # 0

ii) La matrice Jacobienne 4£(0,0,0) € GI(N,C) Alors u converge au voisinage

de (z,y) = (0,0).

Exemple d’application:
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complétement intégrables

Consideérons (dans le cas ou N = 2) le systéme différentiel:

0 14 o
A(z).% = E(z,y,u) avec A(z)= ORI et

e l1+x—expx 0
E:RxRxR*>R?
(z,y,u) = E(z,y,u) = (E,(z,y,u), Ey(z,y,u))
= E(z,y, (u;, uy))
= (uy+z.us—2y. exp 22, u;+x.u; —y. exp 27)

Alors , A(0) =0, E(0,0,0) et

eI L T R P
P2, y) 2y.expx

est une solution (formelle) du systéme précédent, en effet:

dy 0 l+zr—expx %
l+z—expx 0 T2
B 0 l+zx—expx ei(z,y) | [ patzpp—2y.exp2z
l+z—expx 0 ooz, ) p1+T.—Yy. exp 2x
= E(z,y, ¢)

et la matrice jacobienne de la fonction E est donnée par :

O0E1 O0E:1
0B () = o ow | _ 0 1+u
Ou 7 OF5 OF> 1_’_$ 0
8u1 auz

0 1
=2£(0,0,0) = € Gl(2,0)
10

Par suite , les propriétés (i) , (ii) et (iii) du résultat [14] sont satisfaites et la

solution ¢ est clairement convergente au voisinage
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complétement intégrables

de Torigine (0,0) de C? et vérifie ©(0,0) =0

* cet exemple illustre le cas traité par Y.Sibya [15]

1.1.5 Existence de solutions convergentes pour certains systémes

de Pfaff non linéaires complétement intégrables

une consequence du théoréme 1.1.2 est le résultat suivant:

Théoréme 1.1.3 Considérons le systéeme de Pfaff complétement intégrable :
[ie: y T G (g, u)+ GE (@, y,w). Fle,y,u) = a7 88 (e y,u) +85 (2, y, u). Bz, y,u) ]
Sous la forme :

du __
(4.1) {:EPH.% = E(z,y,u)...(4.2)

...... yq+]‘:li_1; — F(x’y’u)(4-3)

q>1etE F:UCcC C,xC,xCY —~ CVN sont deux fonctions holomorphes définie

sur un ouvert U contenant l’origine (x,y,u) = (0,0,0)

ou:p, qe N, p> 1,

et a valeurs dans CV .Supposons que :

i) £(0,0,0) =0 ; F(0,0,0) =0

i) 22(0,0,0) € GI(N, C) ; %£(0,0,0) € GI(N, C)

Alors le systéme de Pfaff (4.1) posséde une unique solution
u= U(zx,y) vérifiant :

a)¥(0,0) = 0

b)¥ est holomorphe au voisinage de (x,y) = (0,0)

Preuve. la preuve va étre basée sur le théoréeme et le lemme qui va suivre .
voir [13]. =

Théoréme 1.1.4 (Cf[7]; Théoréme2.1.2,page 24):Soit = une multivariable com-
plexe et Elx,u(z)], une fonction définie par: E : CI'xCy — C", analytique

dans un voisinage de [x,u(z)] = (0,0) € C"xC",supposons que :

10



1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

i)E(0,0) =0

ii)La marice Jacobienne %2(0,0) € Gi(n,C) Alors I’équation E(z,u) = 0 posséde
une unique solution u(z) analytique dans un voisinage de » =0 € C™ et véri-
fiant «(0) = 0.

Preuve. [13] =

Le systeme y*' & — [§7(z, y, ¥)].v = 0 admet pour solution ,la fonction v = 0.

Preuve. [13] =

1.2 Convergence de solutions formelles d’équations dif-
ferentielles méromophes contenant un paramétre

Nous allons rappeler brievement la définition de la k-sommabilité, due a
Ramis|[10]et [11]

Notation 1.2.1 Pour s > 0 , Cl[z]], désigne [’éspace (l’anneau) des séries

formelles f= Dnso " qui sont telles que la série 3, ., qwst" converge au

voisinage de l'origine (par Stirling); il revient au méme de demander que

la série 3., pizgt" converge au voisinage de lorigine ; soit d’autre part ; C
le revétement universel , C P C [’ensemble obtenu en faisant un "éclate-
ment réel" de C en 0, explicitement C = R, x (R/2xZ),p(r,0) = re on pose
S = p1(0), C* = C — {0} et on identifie par p : C— S a C*pour 6 €S, on
désine par vy l’ensemble des ouvert U c C* qui sont traces sur C*d’un voisi-
nage ouvert de 0 dans C*, une base de vy est formée par exemple des ouvert:

{largz — 0] < &;|z| < & avec e >0}.

Cllz]],= {f= Dm0t tels que la série 37 ., %=t" converge au voisinage de

I’origine}

Définition 1.2.1 Soit [ € C[z]], , avec s >0 et k=1/s ; si I est un intervalle
fermé de S de longeur > «/k, on dit que f est k-sommable sur I si il existe f
€ I'(I,A) (section) vérifiant Tf = f.

11



1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

tel que :
T:T(1,A) ~ Clla]]
fef application "série de Taylor" (resp.T:T(I,A ) — C[[z]],)
I intervalle fermé de S de longeur |I|
A: le faisceau : pour 0 € S,
Ay = {f holomorphe dans U € vy et f admet a lorigine:un développement
asymptotique:f = > om0 @n"}.
ie: Vne U, |f(z)— S0t ama™| < O, |z|".

(resp. A : le sous faisceau de A: Ao = {f définie dans U € vy, Yz € U}

¢ >0,indépendant de n > l.on a |f(z) — >0 anz™| < C™(n))* |z|").

1.2.1 Solutions formelles d’équations differentielles ordinaires méro-

morphes:

Définition 1.2.2 Soit le systéme d’équations differentielles suivant:

(2.1) 2" = 3 fo(z) + A(z)y + > iz YV fo(2)

tel que :

i)y, fo(x) et f,(x) sont des n-vecteurs A(z) matrice nxn

i) fo, f, et A sont holomorphes dans un disque A(r) ={z, |z| <r}

iii)La série entiére Y pz2 ¥ fo(x) est uniformément convergente en tout sous
ensemble compact du domaine |z| < r,|y| < p

si k > 0 entier et si la matrice A(0) est inversible , le systéme (2.1) admet
une unique solution formelle (2.2)..p =y = 3.2 2™a,, ou les coefficients
a,, sont constants.

La solution formelle (2.2) est certainement divergente , J.P-Ramis et Sibuya
montrent dans[12] que la solution formelle (2.2) est k-sommable dans chaque
direction d excepté pour un mombre finie de directions singuliéres.[15]: Si la
série formelle p est k-sommable dans chaque direction d sans aucune direction

singuliére, donc p est convergente.
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1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

1.2.2 Solutions formelles de systémes de Pfaff:

Maintenant , on considére le systéme de Pfaff :

PR = fo(@, &) + Al Oyt X sa v o(,€)

h+1 dy B p ou
Yy dg 90(37’5) + (£a§)y+ Z\p\zzy gp(ﬁag)

i) Y, fo(x, &), fo(x,8), g,(x,€), et go(x,&) sont des n-vecteurs et A(z,¢), B(x, &) sont

nxn matrices.

ii) Les éléments de fo, f,, g,, et go, A et B sont holomorphes dans A(r) = {(z,€), ||+

€l <7, |y] < p} , siles conditions suivantes sont satisfaites:
(1)k et h des entiers > 0.

(2) £0(0,0) =0 et go(0,0) = 0.

(3) Les matrices A(0,0), B(0,0) sont inversibles.

(4) Le systéme de Pfaff (3.1) est complétement intégrable et donc admet une
solution formelle unique y =p= 3", ., 2150150 2"V (3.2); tel que ~,,; sont

des coefficients n-vecteurs constants.

R.Gérard et Y sibuya prouvent dans [5], que la solution formelle est conver-
gente : ie que p € (C{x,£})",il y’a une remarquable similitude entre la preuve
de Ramis-Sibuya et celle de Gérard-Sibuya de la convergence de la solution
formelle (3.2) de (3.1).

Dans le cas de ’EDO (2.1) , ils existent quelques directions singuliéres pour
la sommabilité de la solution formelle (2.2).Tandis que dans le cas systéme
de Pfaff (3.1) les directions singuliéres disparaissent a cause de la compléte
intégrabilité de (3.1).

La théorie de sommabilité de plusieurs variables n’a pas été développé encore,

pour cela on va utiliser le concept de sommabilité uniforme.
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1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

1.2.3 k-sommabilité uniforme

Soit le systéme d’équations differentielles contenants le parameétre ¢ :

(4.1) 2F1 % = fo(z,e) + Az, )y + >z Y fol,€) ou:

i) y , folz,€), f,(x,e) sont n-vecteurs , € est un p — vecteur et A(x,e) est un nxn

matrice.

ii) La série .,y f,(z,e) est uniformément convergente dans tout sous-

ensemble compacte du domaine |z| + |e| < 7, |y| < p
Si les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) k est entier > 0

(2) fo(0,0)=0

(3) A(0,0) matrice inversible

Alors I’équation différentielle (4.1) admet une unique solution formelle de la

forme:

Y=D= Dt >1ms0s50 L€y tel que 4, , sont des coefficients n-vecteurs con-

stants.
Si on pose p= > 2™, (c) alors on remarque trés bien ceci:

(I) on a: (4.3) an(e) = 20 &Yy (m=0,1,..)
(IT) 3r, > 0 tel que a,,(e) holomorphe dans D(ry) = {e, |e| < r1}

(III) Rappel:

Une série formelle 3" a,2" € C[[z]] est dite Gevrey d’ordre k >0, si 3¢ > 0,4 >0

tel que ¢, A nombres >0

Vn € N, |a,| < CA™(n!)V/*
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1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

La solution p est Gevrey d’ordre 1/k uniformément en ¢ € D(r,), 3K, > 0, By > 0

tel que :
(4.4) |am(e)| < KoBy(m)V*, (m = 0,1, ...)dans D(ry).

Remarque 1.2.1 Les (4.3) et (4.4) = (4.5)|vmc| < Zo(m)Y*By , (m > 0,]l| > 0)

;i
en plus 3 un ensemble fini ¢ = {d; ds, ..,d,} de direction dans le plan =z tel que

: si la direction n’est pas dans ¢

= 3 une unique solution n,(z,¢) de (4.1) tel que

(IV = 1) ny(z,e) holomorphe dans le domaine: (D) = {largz —d| < 2 + 64,0 <

|z| < 74,6 € D(ry)} o d4 €t 74 >0

(IV—2) 3nombre : K, B, > 0 tel que : (4.6) ’nd(aj, e) = M ama, (e)| < Ky(M)YEBM |2M
(M=0,1,..) dans le domaine (D).

Remarque 1.2.2 Les propriétes : (I),(II),(I11),(IV —1),(IV —2) veulent dire que
la série (4.3) est k-sommable dans la direction de d pour n’importe quelle
valeur fixé de ¢ dans la direction de d.

Vu que les constantes : Ky, By, 84,74, K1, By et la direction d sont independantes
de ¢ € D(ry),on peut dire que la série (4.3) est k-sommable dans la direction

d uniformément avec ¢ € D(ry).

1.2.4 Convergence de la solution formelle p

On écrit p et 1, comme série en ¢ :

p= Zmzo elay(x)

).
(5:1) {nd(%@)zzuzogl”dvl(“’)
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1.2. Convergence de solutions formelles d’équations differentielles méromophes contenant
un paramétre

ona: (v-1)- (5.2) ale) = S gw (12 0)
(v —2)— Les n,4,(z) sont holomorphe dans le domaine D’
(Dr) = { |arg x — d| <F-464,0 < |z| < 74}

W=3=  (5:3) |nas@)= Xhlg et < KLYV [
(M >0,]l| > 0) dans le domaine (D’)

Ces propriétés veulent dire que la série (5.2) est k-sommable dans la direction

d et que n,,(z) est la k-somme de (5.2) dans la direction d.

Théoréme 1.2.1 Si tout les coefficients a(z) de p (ie: série (5.2)) sont des

séries convergentes en x 1e:

(6.1) a;(x) € (C{x})", alors p est une série convergente dans (z,¢) ie; p € (C{x})"

Preuve. On fixe | , puisque la k-somme 7,, de la série k-sommable q,(z) dans

la direction d est unique et puisque a(z) est convergente, la fonction n,,(z)est
continument analytique de la somme ¢;(x) comme une série convergente en
X.

Les fonctions 7n,,(x) pour toute direction d ¢ ¢ définie une fonction 7,(z) qui
est holomorphe dans le disque A(ry) = {x,|z| < ro} pour le nombre r, > 0.
Donc la fonction analytique n,(z,¢) devient indépendante de la direction d le

développement des séries p est convergent. m
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Chapitre 2

Analyticité des solutions formelles de
certains systémes différentiels

singuliers

Dans ce chapitre , nous allons donner un certain nombre de résultats concer-
nant un probléme trés ancien : celui de ’étude de la convergence de solutions
formelles d’équations différentielles au voisinage d’une singularité .Mais ici
il sera surtout question de systéme de Pfaff avec singularités complétement
integrables ou non.

L’objectif de ce travail était I’étude des connexions linéaires singuliéres dans

le cas de plusieurs variables et d’'une maniere naturelle nous avons été conduit
a étudier des systéme de Pfaff singuliers non linéaires. Afin de ne pas alourdir
inutilement la présentation des résultats nous allons nous limiter au cas de

deux variables.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

2.1 Etude de convergence de la solution formelle de
certains systémes de Pfaff

On consideére les systémes de Pfaff de la forme:
du =2 gy Floww) g, (1)

y‘I+1

N

ou :
—p et q sont des entiers positifs ou nuls .
—UuU — (Ul,’LLQ, 7Un>

—E(ZL’,y,U) - (Ei<x7y;u17u27"’7“71))2‘:1,2 ..... n
—F(J},y,U) = (Fi(x’y;uhu%"‘7un))i:1,2 ..... n
sont analytiques au voisinage de I'origine .Nous avons donc

E(z,y;u) = Ey(z,y) + Az, y)u+ By (z,y;u)
F(z,y;u) = Fo(z,y) + B(z,y)u+ F(2,y;u)
ol A et B sont des matrices carrées d’ordre n holomorphes & 'origine de C?

et E;,F,des applications holomorphes d’ordre supérieur ou égal & deux en u

.Le systéme (1) peut s’écrire sour la forme :

yrtl gy = Fz,y;u)
On supposera dans la suite que

E(0,0,0) = E,(0,0) =0
F(0,0,0) = F,(0,0) =0

Soit les résultats dont on se proposera de donner une idée de la démonstra-

tion
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

Théoréme 2.1.1 Si p = q¢ = 0 alors toute solution formelle de (1) est conver-

gente.

Complément:
Si une des matrices A(0,0) ou B(0,0) n’a pas de valeur propre entiére positive

ou nulle alors le systéme (1) admet une solution formelle et une seule.
Théoréme 2.1.2 p = 0 et ¢ > 0 . Si A(0,0) n'a pas de valeur propre entiére

positive ou nulle , le systéme (1) admet une solution holomorphe et une seule

nulle a ['origine.

Théoréme 2.1.3 p > 0 et ¢ > 0. St les deuxr matrices A(0,0) et B(0,0) sont
inversibles, alors le systéme de Pfaff (1) admet une solution et une

seule holomorphe a lorigine et nulle a [’origine.

Idée de la preuve du théorémel
Considérons un systéme différentiel de la forme
(1)..... x%: E(z,y,u)

y = <y17 y27 "'7yn)7u = <U’17 u27 ""7up>7 (pCL’I’CLTTLétT&S’)

f étant holomorphe dans un voisinage de I'origine de C x C" x C?.

Les preuves des théoremes 1 et 2 sont basées sur le

+o0
m=0

Lemme 2.1.1 Toute solution formelle de (1) de la forme am(u)z™ Ot ,

(1) pour tout m , a,, est holomorphe dans ||u|| < §
(2) ao(0) = 0.

est convergente.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

La preuve de ce lemme est assez technique et procéde de la maniére trés
classique en utilisant 1’équation integrale associée au
systéme (1)

Remarque 2.1.1 Si les coefficients a,, ne sont pas holomorphes c’est-a-dire

st les a,, sont seulement des séries formelles alors ce lemme n’est plus vraz,
voict un exemple:
Soit % = (1+u)y , qui a pour solution y= C(u)exzp(l+ u)y , ou C(u) est

arbitraire et pourrait donc en particulier etre une série divergente en u.

On a alors le lemme suivant:

+oo
m

-0 am(u)xm

Lemme 2.1.2 Si le systéme (1) admet une solution formelle de la forme "
ou les a,, sont des séries formelles et si de plus a,(0) =0 , alors le sytéme (1)
admet une solution convergente de la forme:Y "> b, (u)x™ ou les coefficients

b.. sont des séries convergentes.

La preuve de ce lemme utilise le théoréme d’Artin

Complément: Théoréme d’Artin|1]

Soit K un corps valué (non nécessairement complet) de caractéristique 0 et
considérons un systéeme d’équations analytiques :

(1) flz,y) =0 avec f(z,y) = (filz,y),.... fm(z,y)) Ou lesfi(z,y) sont des series

convergentes (c-a-d: de rayon de convergence non nul) a coefficients dans K
et = (xy,...,2,) €t y=(y1,...., yn)-
Soient ¢ un entier > 0 et y(z) = (y,(2), ....,yx(z)) des séries formelles a coeffi-

cients dans K, sans terme constant, telle que f(z,y(z)) = 0.Alors il existe des
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

séries convergentes a coefficients dans K.

y(z) = (yi(x),....,yn(z)) telle que f(z,y(x)) = 0 et telles que les coefficients de

y(z) et de y(z) de degré < 0, coincident.
La derniére condition signifie encore que y(r) = y(z) modulo m ou m est

idéal maximal de ’anneau local des séries formelle K[[z]].

Autrement dit : pour toutt entier ¢ > 0 ,et toute solution formelle y(z) de

(1) ; il existe une solution convergente y(z) de (1) telle que y(x) = y(r) mod
m .

Considérons un systéme de Pfaff :

(1){96 & =B, yu)
y-4e = Fla,y;u)
On le suppose pas forcément complétement intégrable.

Soit ¢ = 37 ..o ¥pr"y? une solution formelle de (1) posons ¢, (y) = 02 ©,,y"

alors ¢ =3 ¢,(y)z comme ¢ est une solution formelle de (1) nous avons
formellement y.% 8“0 = F(z,y,¢ ) donc y[> > O(dygop(y))xp] = F(z,y, 2,5 %, (y)a")

ie : y dwdo_;y) = F(ana @O(y»
D’apres le lemme 1 , la série formelle ay(y) est convergente dans un voisinage

de l'origine.

On pose z = u + ay(y) donc :
(2) yay h(z,y,u) = ho(z,y)+C(z, y)u+O(u?) et la série formelles u = 377 ¢, (y)a?

est une solution formelle du systéme (2), on identifie on obtient pour Vp =
1,2,...

de,
y- 2= C(0,9)p,(y) + Q,(y)
ou @, est connu dés que on connait ¢,, pour tout m < p .Par réccurence ceci

permet de prouver que toute les séries formelles ¢, (y) sont convergentes dans

un voisinage de 1’origine mais ce voisinage peut dépendre de p.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

Lemme 2.1.3 Toute solution formelles d’un systéme linéaire de la forme :

du

% = a(z) +b(x) ou a et b sont holomorphes dans un voisinage de l'origine,

converge dans le domaine commun de convergence de a et b .

Ce lemme entraine I'existence d’un disque D centré a ’origine du plan de la
variable y tel que pour tout p, ¢,(y) converge dans ce

disque.Donc la série u = Y] ¢, (y)2" a des coefficients ¢, qui sont des série

convergentes dans D, comme de plus 00(0) = 0, la série formelle u= > e, (y)a”
qui est solution formelle de (2) y%& = h(x,y,u) est convergente d’aprés le

lemme.1.Ce qui prouve le théoremell

Idée de la preuve du théoréeme 2.

Si E(z,y,u) = Ey(z,y) + Az, y)u+ E,(2,y, 2)
et F(z,y,u) = Fy(x,y) + B(z,y)u+ F (z,y,u)

On montre facilement par identification que si le systéme (1)est compléte-
ment intégrable et si A(0,0) ou B(0,0) n’a pas de valeurs propres entiéres

positives ou nulles alors le systéeme

(1){56% = B(z,y,u)
y5e = F(x,y, 2)

admet une solution formelle et une seule.cette solution sera donc convergente.

Considerons maintenant un systéme de la forme

of ” v% = E(z,y.u)

Yy g = F(z,y,u)
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

que nous ne supposerons pas nécessairement complétement intégrable.Notons:
Clle,y,u) =y G450 F — (05 + 5, -E)

ou

(CD)il,y,w) = 5715 Byl + G — (a5 + G E) avec G F =300, R

ouy,

Y

et 2Lip=3", %Ek

Avec la condition (CI) (r,y,u) = 0 exprime que le systéme considéré est com-
plétement intégrable.

Par Solution formelle du systéme (1) nous obtenons une série formelle

w = Zp+q>0 gppqxpyq

telle que formellement

222 B(r,y.9)

Y 22= F(z,y,0)

On a alors (CI)(z,y,0) =0

Soit donc ¢ = > pias0 Ppet'y? une solution formelle de (1) que nous écrivons
sous la forme° )

P =0 o ()t avec ¢, (y) = I, 0

Nous avons formellement

7 =2= B(z,p¢")

ou encore

r=22 “”— Eo(z,y) + Alz, y)o+0((¢)?)

Et pour déterminer les coefficients ¢, (y) le systéme infini d’équations:

EQO.ye0y) =0
(52 0.9:20(y)) = Depa(y) = Hy(y)
(220, y.00() — 2D, (y) = H,(y)

ou H,(y) est déterminé dés que P’on connait ¢, (y) pour tout r < p.

Supposons que A(0,0) n’a pas de valeurs propres entiéres positives ou nulles.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

Donc en particulier A(0,0) est inversible et le théoréme des fonctions implicites
nous donne géo(y) comme série convergente, notée o, (y).

D’autre part, I’hypotheése faite sur la matrice A(0,0) entraine ’existence d’un
disque D centré a l'origine du plan de la variable y tel que pour tout p >0
la matrice g—f(o,y,%(y)) —pl

soit inversible dans D.

Il en résulte par réccurence 'existence d’'un disque D centré a 1’origine du plan

de la variable y dans lequel toutes les séries formelles gz;p(y) sont convergentes

Le lemme 1 entraine alors la convergence de la solution formelle ¢.Ce qui

prouve le théoréme 2.1

Idée de la preuve du théoréeme 3.
Cette preuve est cette fois assez différente des deux autres.

Tout d’abord on va supposer que le systéme de Pfaff est complétement inté-
grable et que les deux matrices A(0,0) et B(0,0) sont inversibles.
On commence par introduire quelques rappels sur la notion de développement

asymptotique et celle de secteur propre

1.Développement Asymptotique:
1.1.Notations:
C,R,Q,Z, les corps des nombres complexes, réelles, rationelles et ’anneau des

entiers, R*,Q", Z* ’ensemble des éléments non négatives de R, Q, Z, pour tout
p € (Z"),

r<sSiVi=1,.,n;1;,<s;
r<sSiVi=1,..,n I; <s;
r<argr<s SiVi=1,..,n;r <agzr <s;

r<argr<S SiVi=1..n;mrn<argz<s;
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

lz| <esiVi=1,.n |z <e
1
lzll,, = [ |l ™™
xP = 2'ah?...aP» une série formelle convergente centré a l’origine s’écrira :
> o Cpa? & la place de 3 . Gy, ...Cp, af" . abn

1.2.Rappels et définitions:

On définit un secteurs (resp. secteur ouvert) de C* de sommet ’origine est par
définition une partie S de C* définit par S = {z € C"/¢, < argz < 0,0 < |z| < r}
(resp.S = {x € C"/0, < argx < 05,0 < |z| < r},r = (r,...r,) est le rayon du secteur
0y — 01 = (05 — 071, ......, 05 — 07) est 'ouverture du secteur.

Un secteur est dit strict si son ouverture est < 2rx

Dé finition :

La série formelle 3 % a,2” représente asymptotiquement dans un secteur S
une fonction f a valeurs complexe définie dans S Si:

Vm e Z*, | f(x) = Y5 _gapr?| < Cp |lz[iy , dans S, on note : f ~ Ym0 a7

Remarque :

(f o > ini=0 @pt?) & (Limyozes f(7) = ao)

Une série formelle Y a,27 représente asymptotique une fonction f dans un
secteur ouvert S si elle représente f dans tout sous secteur S’ de S.
Corollaire :

Si f est une fonction holomorphe dans un secteur S = {z € C*/0 < |2| < r},
alors dans S on a , f(z) =7 a2 et f ~ > yl—o Apt?.

2.Secteur Propre:

Soit F une fonction F(z) = [ ;fo f(r)dr qui est polynéme en ¢ ou ¢” = X, p entier
> 0.

Un secteur fermé D du plans de la variable x est dit propre pour F si il
esxiste une constante positive , v telle que on peut determiner arg F(z)
comme fonction continue de z vérifiant |arg F(z)| < 3 — v dans D pour |z

2

grand.
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2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

Notons

A1, Ag, ..., Ay les valeurs propres de A(0,0)

[y fhos -y b, l€S Valeurs propres de B(0,0)
U(resp.V) un disque centré a 'origine du plan de la variable z (resp.y), w est
un polydisque centré a ’origine de C”.

Supposons que F et G sont holomorphes dans U x V' x W.

Il existe un recouvrement Si, Sy, ...., Sy de U-{0} par des secteurs propres pour

la famille de fonctions{—/\ixlp}i:m ~ d’ouverture plus grande que x.

Considérons alors ’équation différentielle

ot = Bz, y,u)

y étant considéré comme paramétre.

D’aprés certains résultats de Y.Sibuya, il existe pour tout h = 1,2,...,N, une
solution ¢, (z,y) de cette équation holomorphe dans S, x V qui admet un
développement asymptotique en = dans S, uniforme en y dans V.

op(r,y) (;_\‘“/Sh E;ﬁ‘é on(y)z” et ©n0(0) =0.

Montrons maintenant que

yIE = F(z,y, ¢y (z,y)) sur S, x U

La condition de compléte intégrabilité est

yq+1%_5+%_ly9F — xp-l—lg_i_‘_%_i_E

identiquement sur U x V x W.Ecrivons:

10 1 10
e T ) =y g T )

=y (B, y,¢,))

— A+19E | OE , q+10¢y
=Y 8y+6z‘ oy °

et en utilisant la condition de complete intégrabilité on obtient:
Ly F(2,y, 0,)] =2 (2,5, 0,) [y G2~ F (2,1, 0,)]

La fonction v(z,y) = yq“aaiyh — F(x,y, ;) est une solution du systéeme linéaire
(1) xp+13_7; = [g—f(x,y, o (z,y)]u sur S, x V

Mais

9 (2,9, pn(z,y)) = A(z,y) + O(p,) ou A(0,0) est inversible.

La fonction v admet un développement asymptotique en z uniforme en y

26



2.1. Etude de convergence de la solution formelle de certains systémes de Pfaff

dans S, x U elle est donc bornée a 'origine .

Or vu 'hypothése sur A(0,0) le systéme linéaire (1) n’a pas d’autre solution
bornée dans des secteurs d’ouverture plus grande que =/p que la solution O.
Nous avons donc:

yq“% = F(z,y,0,) sur S, x V.

C’est-a-dire que ¢, est une solution de notre systéme de Pfaff sur S, x v

De la méme maniére il existe un recouvrement >°,,3,......,3°,, de V-{0} par
des secteurs propres pour la famille de fonction {—uiyiq}izlw v d’ouverture plus
grande que 7/q

En considérant maintenant I’équation différentielle yq“j—; = F(z,y,z) ou x est

considéré comme parametre, on montre que pour tout k = 1,2,...,M il existe
une solution ¥, (z,y) du systeme de Pfaff qui est holomorphe dans Ux Y, .
On a pour tous h et k d’aprés [17]

en(w,y) = i(z,y) sur Sy, x 35,

En particulier pour tout k

pr(a,y) = Wi(a,y) sur Sy x 3o,

Comme ¥, est holomorphe sur U x Y, elle donne un prolongement analytique
de p; a U x Y, .Ceci étant vrai pour tout k, nous avons

U, =¥, sur UxY,, N>,

C’est-a-dire qu'’il existe une fonction ¥ holomorphe sur U x V — {0} telle que:
¥/U x>, =V, pour tout k.

Mais comme pour tout k,¥, admet un développement asymptotique dans
U x 5", uniforme en z, la fonction ¥, est bornée a l’origine il en est donc de
méme de ¥ qui se prolonge holomorphiquement & U x V' et donne une solution
holomorphe de notre systéme de Pfaff. La construction qui a été faite a ’aide
des U, peut étre faite a ’aide des ¢, et donne une autre solution holomorphe
p,il est clair que ¢ = .

La preuve du théoréme3 est alors pratiquement terminée, car si o =Y ¢, 27y
est une solution formelle de (1) elle est convergente car les hypothéses faites

sur A(0,0) et B(0,0) entrainent I'existence et 'unicité d’une série formelle so-
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2.2. Application aux systémes de Pfaff linéaires

lution qui ne peut donc que coincider avec le développement en série de la

solution holomorphe trouvée ci-dessus.®

2.2 Application aux systémes de Pfaff linéaires

Pour ne pas alourdir inutilement la présentation des résultats nous utiliserons

le language des systémes de Pfaff linéaires plutdt que celui des connexions.

Soit donc un systéme de Pfaff complétement intégrables de la forme :
(1){#*1.2—5 = A(x,y)u
yrH =Bz, y)u

Si A(0,0) et B(0,0) sont inversible I'unique solution holomorphe passant par

I’origine est la solution u = 0 ; c’est une application du théoréme 3 mais de

loin pas la plus importante.

Lemme de réduction formel:

Si A(0,0) = (Al(;)’o) y (2 0 ) et B(0,0) = (31(30) BZ((; 0)> ou 'un
)

2
des couples (A4'(0,0), A%(0,0)), (B'(0,0), B%(0,0)) est sans valeur propre commune,

I T12
il existe une transformation formelle unique T de la forme T = ( ) )
T 1

qui transforme le systéeme donné en le systéme :

4
A
P+l de — ( U

“dx

, 0 A%
(1)
B 0
yq+1‘d_u — U
dy 0 B2

Avec A%(0,0) = A(0,0),i =1,2.
B"(0,0) = B*(0,0),i = 1,2.
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2.2. Application aux systémes de Pfaff linéaires

La preuve de ce résultat est classique.
Comme application du théoréme 3 nous allons déduire que T est en fait

convergente.

Un calcul facile montre que les matrices T'? et T?' sont données par des

systemes de Pfaff complétement intégrables.

Par exemple T*? est donnée par:

PP 124 A2 12 422 2 A2
ox

yq+16T12 B2y plipi2_pl2p2_ pl2 paipi2

Al 412 Bl p2
OU.A—(A21 A22> ’ B_(B21 322)'
T112

T12
2
Posons : ¢ = _ ou T!? est la i*™ colonne de la matrice T2

12
Tn

La matrice colonne & n?ligness est alors une solution formelle d'un systéme
de Pfaff de la forme:
0
prrl 8u E ( T, Y, U )
Yy Gi= F(z,y,u)

qui est encore completement intégrable.

Alors si les deux couples (A(0,0), A%(0,0)), (BY(0,0), B*(0,0)), n’ont pas de
valeurs propres communes on vérifie aisément que:

9E (), 0,0) et 2£(0,0,0) sont inversibles.
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2.2. Application aux systémes de Pfaff linéaires

Ceci entraine que la solution formelle ¢ est convergente et sous I’hypothése

ci dessus on a un lemme de réduction dans le cas convergent.

Ceci permet de résoudre explicitement tout systéme de Pfaff complétement

intégrable de la forme:

aP T2 — Az, y)u

Yy G = Bz, y)u

ou A(0,0) et B(0,0) ont les deux des valeurs propres distinctes.

En effet cette hypothése entraine 'existence d’une transformation T holo-

morphe inversible telle que u = T(z, y) u transforme le systéme donné en un

systéeme diagonal :
{xp“.%z aii(z,y)u,
du;
yq+1' CZ/ - b”<3§', y)uz
ou chacun des systéme scalaires est complétement intégrable.

i=12..n

Or il est possible d’intégrer complétement chacun des systémes scalaires.

En combinant tous ces résultats on trouve pour le systéme de Pfaff

{$p+1.%:14($, Y)u

yrt.@=B(z, y)u

une matrice fondamentale de solutions de la forme:
A
Uz, y)z"y" exp P(1/x) exp Q(1/y).
ou : U est une matrice carrée holomorphe a l’origine.
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2.2. Application aux systémes de Pfaff linéaires

-\ et I' sont des matrices diagonales constantes.

- P(resp.Q) un polynome en 1/x(resp.1/y) a coeflicients matriciels.
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Chapitre 3

Une classe A’EDO non-linéaires a

singularité réguliére

Dans ce chapitre, on introduira une classe d’équations différentiel non linéaires
a singularité réguliere. Un opérateur D:C[[z]] —m est dit a singularité
réguliére , si pour tout f € m (idéal maximal de C{z}) toute solution formelle
de Du = F(x) est convergente, ou F(x,z, x1, ..., ;) est une fonction holo-
morphe au voisinage de l'origine de C x C"* et 6y=id,8,,0,,.....,0, une
suite d’opérateurs linéaires.

0; - C[[z]] »m , le théoréme 1 donne des conditions suffisantes sur la suite

{00,061, .....,0,} pour que Vopérateur Du = F(z,u,0,u,....,0,u) soit a singu-
larité reguliére, ensuite on va donner les versions d’équations differentielles

du théoréme 1 ,et aprés nous entamerons le théoréme de Maillet.

3.1 Notations-Définitions-Exemples
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3.1. Notations-Définitions-Exemples

- Cl[[z]] : Panneau des séries formelles & une indéterminé et a coefficient
complexe.

_m son idéal maximal.
- C{z} anneau des germes de fonctions holomorphes a l'origine de C ou

encore I’anneau des séries convergentes centré a ’origine de C.

- m son idéal maximal.

- Lo={P : Cl[[z]] —>77A”Llinéai7“e} espace vectoriel sur C

- Ly =A{P: C{z} — m linéaire}

- On dit que P € Loest Lo — analytique si :

1°)3n € Net F : C""?— C holomorphe en (7, X, X1, ...., X,,) = (0,0, ......, 0)

tele que F'(0,0,...,0) =0
2°)3 0y, ....., 0, € Ly tq Yu € m on a P(u) = F(x,u,0,u, ....,9 w)

n

On notera D(L,) = {l'opérateur L-analytiques} ou L = Lyou L = Ly

Définition 3.1.1 (P est singulier) < P(C[[z]]) C m (cas ou L = Ly
& P(C{z}) C m (cas ou L = Ly)

Définition 3.1.2 (P est singulier régulier)< YV f € C{z} ,\VIQAL e Cllz]]

solution de l’équation différentielle P(u") = f(x) alors u est convergent.

Deﬁnltlon 3.1.3 (P est singulier irrégulier )= 3 f € C{x} et une série

formelle u non convergente tq: Du= f(x)
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3.1. Notations-Définitions-Exemples

VP € D(Ly) peut s’écrire: Du =3 5., g2 u (O u) (0, u)*
a; €N, |la| = a1+.... + oy, ;agq.€ C.

La partie affine de D est par définition 'opérateur:
Diu=73 5,41 g2 u (0 u) ... (0, u)"
Un opérateur L-analytique est dit affine s’il se réduit a sa partie affine, ce

n’est pas un opérateur C—linéaire mais on lui associe 'opérateur linéaire:

DYu=3" 5 451 Q0.0-u(01u) ™ .....(0,u)*" qu'on appelle la linéarisé de D.

Exemple 3.1.1 1°) Soit l'opérateur 0 : C{z} — m

U — x.j—; , est linéaire, singulier et méme
singulier régqulier
2°) L opérateur : Du = 3", a;(0)" "u , a;€ C , ap# 0 est linéaire singulier
réqulier
3°)Soit Du = Y7, a;i(z)(0)" "u ,on sait que D est a singularité réquliére si
et seulement si ag(0) # 0.
Soit Fx, X, X1, X0) = X g4 10151 agor’ X50..... X2 une fonction holo-
morphe dans un polydisque centré & lorigine de C x C"1 et considérons:

Du = F(z,u,0,u,.....0,u) ouf = x.%
Nous verrons que : si le linéarisé de D: D{u = D =1 @0,0-u™(0yu)™ ... (0,u

a singularité réguliére, il en est de méme de D.
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3.2. Les bons opérateurs

3.2 Les bons opérateurs

Soit ple sous espace vectoriel de %formé des opérateurs p : m — m de la

forme:

@(Zmzlumxm) = Zm:1(20§k§m pp(m — k)u, . )x™ ot {p,}oy est une

suite de fonctions définies sur N.
Exemple 3.2.1 1)L’identité : id : Y~ upa™ — > o upz™ , (id),=0

pour k # 0 et (id),(m) =1 pour tout m € N.
2)Soita € Cl[z]] , a =), ~0mTm et définie par:

Y:m-—m

U= au= Zmzl(ZOSkgm Wl 1) T

or(m — k) = a;, Si a € C{x},alors ¢ est définie sur m et a valeur dans m

3)Soit a € m,alors p : m — m
u — aou — ici p n/est pas dans la classep

Définition 3.2.1 On dit que ¢ est un bon opérateur si pour tout m € N et
tout k, 0 < k <m |pr(m — k)| < Crpg(m — k) ou la suite {Ci}r>0 C RY et

telle qu’il existe p > 0 telles que c(p) = Y~ Crp®< +00

1°)L’identité de m est un bon opérateur , on prend Cy = 0 ,k # 0,et ¢g = 1

alors ¢(p) < oo.

Définition 3.2.2 2°) Pour tout opérateur @ €m tels que ¢, = 0,k # 0,est

un bon opérateur c(p) = 1.
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3.3. Une classe d’opérateurs a singularité réguliére

3°)Si on multiplie un opérateur par une série a € C{x} est un bon opérateur:

ou) = au = Y 1D ochem(O-Um1)T [@p(m — k)| = |az| < Cylag|, Si

ag = 1,on peut prendre Cj = |ag] .
La domination:

Soit ¢ em , U € pnous disons que @ domine W si pour tout m et tout
ke [0,1,...,m],il existe dy € RT telle que :
(Wi(m — k)| < dy|po(m — k)| et il existe p > 0 tel que >, dip" < 0.

—> Notons qu’un bon opérateur est donc un opérateur qui se domine.

Remarque 3.2.1 Sip est un opérateur qui domine les opérateurs Wy, Uy, ..., U,

;alors pour tout m et tout ke 0,1, ..., ml;il existe Cy € RT tels que pour tout
j=12...n[ ¥(m—k)| < Cpleg(m — k)|

| Ur(m — k)| < Ck |go(m — k)|

Avec Y ;g Cip* < oo  pour p € RT.

Définition 3.2.3 Nous dirons qu’un opérateur ¢ € pdomine strictement un opérateur

©St
1°) ¢ domine ¥
2°)Lim,, . 22" = (

M0 g (m)

3.3 Une classe d’opérateurs a singularité réguliére

Soit F'(x, Xo, X1, ..., Xpn, X/, ...., X/x) une fonction holomorphe au voisi-

nage de 'origine de C x C" x CV et tq £(0,0,0) =0
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3.3. Une classe d’opérateurs a singularité réguliére

F2, X, X1) = 351 a1 G.car- 2" X OX

a=(ag, a1y, ) 5 A = (g, ..., )

Fo, X, X1) = Y oy = Fp(o, X, X') ou Fy(x, X, X') = 350 alormp DB’ XX

Soit 0y = Id.,01,...,0,;0,...,0 une suite d’opérateurs de P . ie: si @, est

un élément de cette suite , on a pour tout u € m

@j(u) = Zle (Zogkgm—l ‘Pj,k(m - k)“m—k)ﬂvm
On considére dans la suite 'opérateur P-analytique :

D:m—m

Du = F(z , Oyu, ..., 0,u; 01u, ..., 0yu),soit q tels que F, = 0 pour tout p < g
etf, # 0 de plus on suppose : F(z, X, X') ne contient pas X/, ie:
Fp(x7 X’ Xl) = Zﬁ‘HOA:q aﬁaaxﬁXa ) ou a’ﬁaa - aﬂvavo

A Topérateur D associons les n+2 polyndémes:

Co(D)(X) = > 54 1a1=g @Balf00(1))™...... (010(1))» Xl et pour j = 0,1,...,n

Cq,j(D) (X) = ZB—HOA:(] aga&j(go’o(l))ao ...... (0j70(1))aj’1, ..... , (9n70(1))a”X|a|_1
Les hypotheses (H)
1°) Parmis les opérateurs 0y, = Id.,0y,...,6, il y’a un bon opérateur qui

domine strictement les autres, notons le 0,

2°) L'opérateur 0;, domine tous les opérateurs 67, ..., 0y

3°) Les polynomes  C,(D)(X) et Cy;,(D)(X) # 0 n’ont pas de racine

cominune.

37



3.3. Une classe d’opérateurs a singularité réguliére

Remarque 3.3.1 La condition :Cg; (D)(X) # 0 , exprime que 8;, figure

explicitement dans Fy(z,u,01u, ....., 0u).

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (H) toute solution formelle de l’équation
Du = F(x,u, Ou, .....,0,u; 0u, .....,0u) = 0 est convergente.

— >La démonstration de ce théoréme est détaillé clairement dans [3]; elle se

fait en 2 parties:

1°) Existence d’une solution formelle;

2°)Convergence des solutions formelles.

Corollaire 3.3.1 57 parmis les opérateurs 0y = Id.,04,...,0, , il y'a un bon

opérateur 0;, qui domine strictement tout les autres et tel que Cy(D)(X) et
Cy.jo(D)(X) soient sans racine commune; Uopérateur: Dy(w) =3 5. 41=¢|al0 apax’u (0

a singularité réguliére.

Remarque 3.3.2 Pour toute racine u; de Cy(D)(X) = 0 vérifiant F,,(u1) #
0 pour tout m , l’équation Du = 0 admet une solution formelle de premier

terme wx si de plus ¢, j,(D)(u1) # 0 cette solution formelle est convergente.
Exemple 3.3.1 Soit6; = x.% et pour tout j = 2,3,...,n; 0; = (61)7.Considérons

l"opérateur
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3.4. Applications aux équations différentielles

U= y=1 da(@)u(Oru)®...(0,u)™  aq € C{z},que I'on peut écrire sous

la forme :

Du = >"", bi(x)u(by)"ou Vi, bi(z) € C{z}
=210 bi(0)u(01)' + Ry(w,u, O1u, ... 01u)
L’opérateur (61)" est bon et domine strictement (6;)? pour tout q < n ainsi

que lidentité : Cy(D)(X) = > b:(0)X, C1,,(D)(X) = b,(0)

Si b, (0) # 0,lopérateur D est a singularité réguliére, on trouve ainsi le critére

classique de L.Fuchs.

3.4 Applications aux équations différentielles

ER ‘ .. _ _ oy _
Considérons le bon opérateur : 0 : C{x} — m , u= Y - up2™ u= 2.9 =

ng m.u,x"™", et un opérateur Ly — analytique :
Du = F(z,u,0u,.....0"u) ou F(z, Xy, ... X,) =Y
et Fy(@, Xoy s X0) = D54 0l agor’ X0 ... X0

Soit q (entier) tel que F,, = 0 pour p < g et F, =0.
Comme pour Vj € {0,1,..n},0u = > 1 m’ au,,.2™, on sait que 0" domine

strictement tout les autres opérateurs 6.

Introduisons C(D)(X) = 25+|a\:q age. X1 CL(D)(X) = 25+|Of|:q (00 X 1471
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3.5. Théoréme de Maillet

Eyn(X) = 25410 W50 2jo og.md X1

Le théoréeme 1 nous donne alors:
Théoréme 3.4.1 Pour toute racine uy de C(D)(X) vérifiant C,(D)(u1) # 0

et pour tout m € N, F, ,(u1) # 0,3l existe une solution holomorphe : u =

> me1 Um-x™ de Du = 0.
Théoréme 3.4.2 Si C(D)(X) et C,(D)(X) # 0,s0nt sans racine commaune,

les opérateurs : Dyu = Fy(z,u,0u,...,0"u) et Du = F(z,u,0u,...,0"u) sont

a singularité réguliere.
3.5 Théoréme de Maillet

Soit t € C,on note par : C|[t]],I’anneau des séries formelles en t ;et par C{¢}
le sous anneau de C[[t]] des séries convergentes en t.Soit s > 1, si la série
formelle u = Y, a;t’" € C[[t]];satisfait Y, Z‘f—fl € C{t},on dit que u est

dans la classe formelle de GevreyC{t},.

3.5.1 La généralisation du théoréme 3.4.1 de la section 3.4

Soit : 1°) F(x, Xo, ..., Xpr) = 21§r+|s|:quans'xr-XS
ou s = (80, ..., Snr); |8| = so 4+ 81+ ooos + 501, X5 = (Xo)™(X7)*....(Xpp)™™

un polynome sans terme constant.

2°) Une suite d’opérateurs diagonaux 6y = Id.01, 04, ....0;,agissant sur 1'idéal
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3.5. Théoréme de Maillet

maximal de I’anneau des séries formelles de la maniére suivante :

9.7( Zmzl umxm) = Zle Hjao(m)umxm

Considérons ’équation opérateur,
(1)....F(z,y,01y, 02y, ...0y) = 0 et supposons que parmis les opérateurs

8;(0 < j < M) qui sont tous bons car diagonaux il y’ en a un , disons 6¢,, qui

domine strictement les opérateurs ; pour 0 < j < n.

L’équation peut se mettre sous la forme:

Fp(xa Y, ‘919, ERR) eny) = Rp—kl(aj) Y, elyv ceeey eNy)
ou

Fp(l’, XO’ ceeey X’/'L) — ZT+|S|:p a/’r"sx’l"(XO)so ..... (Xn)sn
et Ryt (0, X X1, eoees X3) = i S sy st (X ) e (X )™

Le cas ou 6,,, dominant strictement les operateurs ¢; pour 0 < j < n domine
également les opérateurs 0; pour n < j < N a été étudié précedement.

Remarque 3.5.1 Nous avons supposé ci-dessus que le polynome F(x, Xo, X1, ..., Xpr) =
D 1<ri|s|=g<R @rs-7-X°  €tait sans terme constant.Si ce n'est pas le cas et si
léquation (1) admet une solution formelle on peut toujours par translation

se ramener a une équation polyndomiale sans terme constant.

—Le théoréme que nous allons voir reste encore vrai lorsque

Bz, Xy Xqs e, Xag) =20 1<15j<p @rs(2).X " 0 @y 5() sont holomorphe dans

un disque centré a l'origine du plan complexe.
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3.5. Théoréme de Maillet

En plus des hypotheses faites ci-dessus sur les opérateurs 6; , supposons

réalisé la condition (H) suivante:

Vm > 1, VYq(p < ¢ < R) tout (r, s, ..., Sy) avec 7+ |s| = g,toute suite:

: 2 : : Sn :
MGy TGy eeeey T3 T T ey T My, ..., My tels que :

1<k<syp 1<k<s; 1<k<spy
(constante)

On normalise #,, on peut supposer que h = 1, par la suite.On convient que

si mh= 0, Hj’o(mf).n’y figurent pas explicitement.

Théoréme 3.5.1 Sous les hypothéses indiqués ci-dessus , toute racine y; du

polynome:

CD)(X) =345~ r,s(0,0(1))(01,(1), ..., (6, o(1)™" X lvérifiant:

)

Co(D)(X) = Erapymg Arsn (0o [T O1(1) 1" 0
n#l

et Fp>m (yl) 7é 0 ou I, ,m (yl) = Zrﬂs\zp,\s\;éOa’r,S ZOSjgnSjHj,O(m) ((92,,0(1))5]'—1 H(elao(l))&y
J#1
donne une solution holomorphe ), ynx™ de l’équation (1).

De plus si notre équation admet une solution formelle > -, ymx™ méme si

F,m(y1) =0, celle ci converge.
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3.5. Théoréme de Maillet

Preuve:(est basé sur la méthode des séries majorantes due & Cauchy )[4]

3.5.2 Application: Théoréme de Maillet:[4]

Soit G(z, X) =, +s/=g<r br,s7" X un polynome de degré R en les indéter-

minées z, Xg, X1, ...., Xjs.Considérons I’équation differentielle algébrique:

(1)G('CE7 y? y’? cety y(M)) - O

par multiplication par une puissance de x convenable, on aura :

(1) Fla,y,0y,0°y, .. 0My) = 31 mger Grsty ™ (0y)" e (0Y y)* = 0
ou

0= x.di Ce que 'on peut écrire :

e

Fy(w,y, 0y,....0"y) = R, (v,y,0y, oy 0Ny

ol

Fp(, X gy ooy X0) =306 OrsT (X ) (X)),

Rpi(z, Xy, X)) =D pcoen Zr—l—|s|:q ar s (X )™ (X )™

Dans [3], le cas n >N a été bien étudié comme application de ces deux

théorémel,2.

On consideére le cas n < N. On sait que 'opérateur 0" domine strictement

tous les opérateurs 6/ pour 0< 7 < n.
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3.5. Théoréme de Maillet

Supposons que les deux polyndmes F,(1, X, X, ..., X) et a.?( (Fp)(1, X, ..., X)

n’ont pas de racine commune (c’est une hypothése supplémentaire lorsque p
> 1). Cette condition est vérifiée si p = 1 puisque 0" figure explicitement

dans Fy(z,y, Oy, ....,0"y).

Exemple 3.5.1 Si on prend l’équation d’Fuler:
oyl —y= —x ,qui sécrit : 20y —y = —x

donc :F(x, X) = —-Xo+z et Ry(x, X) = 2.X;

Théoréme de Maillet|4]

Toute solution formelle de (1) est dans une certaine classe de Gevrey.

Explication:
Ce théoréme veut dire que si )~ 4%y est une solution formelle de (1)
, il existe ,deux constantes c et v tels que :

|ym| < c(m!)?.L’existence dune solution formelle pour I’équation (1) entraine

I’éxistence d’une solution formelle pour (17).

Preuve. [4] =
Exemple 3.5.2 Revenons a l’équation d’Fuler :
2yl —y= —x ,quisécrit: 20y —y = —x

On determine le nombre a qui determine la classe de Gevrey de la solution
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Annexe

formelle, nous avons Fi(z, X) = —Xo+z et Ro(x, X) =2.X4

doncp=1,R=2,n=0et N =1.

On voit facilement que:
Supr<g<2{Supr1)sj=g=2((s0 + 51 = 0)/((¢ —p) = 1))} =1
On peut donc prendre o« = 1.Par un cacul direct sur I’équation d’Euler , on

voit qu’elle admet une solution formelle unique :

Y= pm>1(m —1)Lx™ divergente . La borne inferieure

Supp<q<r{SUPr1)s)=g((Xo<j< J5j) — n)/(¢ = p))}que nous avons mise en

évidence ci-dessus pour le nombre aest donc assez bonne.

Remarque 3.5.2 Ce théoréme reste encore vrai si l’on suppose que [’équation
differentielle est un polynéme en y, y’, ....,y"™ dont les coefficients sont des

fonctions analytiques dans un voisinage de l’origine du plan complexe.
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Conclusion

La recherche de solutions formelles pour les systémes différentiels est une
méthode trés classique, elle consiste & identifier les coefficients des puissances
successives de la série formelle en question. Dans le cas singulier régulier,
I’analyticité de ces solutions formelles est aisée et bien connue. Dans le cas
singulier irrégulier, la convergence des solutions formelles est moins évidente
a établir, il faut pour cela des conditions suffisantes, exigeantes, comme le
montre le Théoréme de Sibuya.

Toutefois, lorsque 'on ne peut pas aboutir a la convergence des solutions
formelles, la technique de sommabilité et de multi-sommabilité, donnent un

sens aux solutions de systémes différentiels (linéaires et non linéaires).
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