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Introduction

Les polyndmes de Bell sont définis et étudiés par le mathématicien Bell (1927) [6],
leur dénomination fit introduite par Riordan qui a observé qu’ils interviennent dans
I’expression des dérivées d’ordre n de la composée de deux fonctions, connue par le
nom "Formule de Faa di Bruno". Ensuite, ils sont décrits et étudiés dans plusieurs
références telles que [16] et [15]. Depuis 1950, plusieurs auteurs ont étudié les po-
lynomes de Bell ol de nouvelles identités et relations récurrentes ont été établies.
Dans sa theése de Doctorat d’Etat [28], Mihoubi a étudié ces polynémes en connexion
avec les suites binomiales et leurs dérivées successives, des congruences, des formules
d’inversions, de suites multinomiales et des nombres de partitions d’un entier ou il

a établie de nouvelles relations induisant & plusieurs identités.

En effet, les polynéomes de Bell sont apparus pour étre utiles pour la solution
de multiples problémes mathématiques tels que I’évaluation de quelques integrales,
sommes alternées et processus stochastiques en combinatoire. Ils ont aussi d’autres
applications dans d’autres domaines tel que les partitions aléatoires de Gibbs [8],

pour 'analyse des processus physiques de fragmentation et de coigulation.

Dans notre travail, nous nous intéressons a ’application des polynémes de Bell dans
une étude a orientation probabiliste et combinatoire. Les polynémes de Bell sont
utilisés pour exprimer des lois de probabilités et quelques parameétres de variables
aléatoires discretes tels que les moments et les cumulants, donner ’expression de la
loi et les moments de la somme de variables aléatoires indépendantes et approximer
la médiane pour cette somme. Des interprétations probabilistes et combinatoires

sont données. Ainsi, notre mémoire comporte cing chapitres :

Dans le premier chapitre nous citons ’essentiel des définitions, relations réccurentes
et identités utiles des polyndémes complets et partiels de Bell avec quelques exemples.

Nous proposons une interprétation combinatoire liée & des ensembles de partitions
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coloriés, une interprétation probabiliste et deux nouvelles identités.

Nous passons dans le deuxieme chapitre a 1’étude des moments et des cumulants
d’une variable aléatoire discréte, ot nous citons quelques conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une suite donnée soit une suite de moments ou de cumulants

avec des exemples.

Dans le troisiéme chapitre, nous citons I'expression de la loi et des moments de la
somme de variables aléatoires discretes, indépendantes et identiquement distribuées,

ainsi que la loi et les moments factoriels d’une distribution composée.

Dans le quatriéme chapitre, comme cas particulier, I’étude d’une loi de Poisson est
présentée. Les moments centrés d’une loi de Poisson sont exprimés a 'aide d’une
nouvelle généralisation des polynémes de Bell, ainsi que l'interprétation combinatoire
des nombres de Stirling généralisés. Des expressions pour des exemples de lois de

Poisson composées et ses moments factoriels sont présentées.

Le dernier chapitre comporte deux parties. Dans la premiére partie, le Théoréeme
Centrale Limite est appliqué pour approximer la médiane de la somme de variables
aléatoires indépendantes en utilisant les polynomes de Bell et déduire de nouvelles
identités, quelques exemples sont donnés. Dans la deuxiéme partie, nous citons des
résultats, concernant la domination dans les graphes aléatoires, déduits en utilisant

les polynomes de Bell.



Généralités

Dans ce chapitre, nous présentons les nombres combinatoires qui serons utilisés
dans les chapitres qui suivent. Nous citons leurs fonctions génératrices, interpréta-

tions combinatoires ainsi que quelques identités et relations récurrentes.

0.1 Nombres de Stirling

Soit (t),, le factoriel descendant d’ordre n de ¢, donné par :
(t),=tt—-1)...(t—n+1),n>1,(t),=1. (1)
Soit ¢ le factoriel ascendant d’ordre n de t, donné par :

tW =t(t+1)...(t+n—1). (2)

Il est clair que c’est un polynéme de ¢ de degré n. En exécutant les multiplications

et en arangants les termes dans I'ordre décroissant des puissances de ¢, On obtient :

n

(1), = Z s(n,k)t*,n > 0. (3)

k=0

Inversement, t" peut étre exprimer sous la forme d’un polynémes de factoriels de ¢

et on a:

t" =" S (n,k)(t),,n > 0. (4)
k=0

On a donc, la définition suivante :

Définition 0.1 Les coéfficients s (n,k) et S (n,k) des développements (3) et (4)

sont appelés nombres de Stirling de premiére et de deuxiéme espéce, respectivement.

10
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Cette définition implique :
s(n,k) = S(n,k)=0pourl<n<k. (5)
s(0,0) = S(0,0)=1et s(0,k)=5(0,k) =0 pour k& > 1.

Et on a: .
=Y Is (k)0 >0, (6)

On, -
s (1) = (=1 s (n, ). 7)

On a donc la définition :

Définition 0.2 Les coéfficients |s (n, k)| du développement (6) sont appelés nombres

de Stirling absolus de premiére espéce.

0.1.1 Fonction génératrice

Théoréme 0.3 [16] Les nombres de Stirling de premiére espéce s (n, k) admettent

la fonction génératrice exponentielle :

n

S s k) %xk — (1+1), (8)

n,k>0

ou, d’une maniére équivalente

" 1
> snk) = == (n(1+0) k>0, (©)
n>k
Théoréme 0.4 [16] Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k) admettent

la fonction génératrice exponentielle :

n

Z S (n, k) %xk =exp (z (¢ = 1)), (10)

n,k>0
ou, d’une maniére équivalente

ZSnk‘tn k(e—l) k> 0. (11)

n>k

Théoréme 0.5 [16] Les nombres de Stirling absolus de premiére espéce |s (n, k)|

admettent la fonction génératrice exponentielle :

Z|snk|——i|(—1n(1—t))k, (12)
nl k!

n,k>0
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0.1.2 Interprétation combinatoire
Le nombre de Stirling de seconde espéce S (n, k) est le nombre de partitions d’un
ensemble & n éléments en k£ blocs.

Le nombre de Stirling absolus de premiére espece |s (n, k)| est le nombre de per-
mutations de n éléments se décomposant en k cycles disjoints. De maniére plus
générale, ces nombres sont les valeurs absolues des nombres de Stirling de premiére

espece s (n, k).

0.1.3 Expression explicite

Théoréme 0.6 [14] Les nombres de Stirling de premiére et de seconde espéce s (n, k)

et S (n,k) sont donnés par la somme :

Tt () O-Q) w

n! ai\ k1 /ag\ k2 1\
S0 =Y e (3)" (%) (_) | (14)

respectivement, ot la somme porte sur toutes les partitions de n en k parts, c’est-a-

et

dire sur toutes les solutions ki, ko, ..., des entiers naturels tels que :

ki+ko+ks+..=k ethki+2ky+3ks+..=n

Théoréme 0.7 [16] Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k) admettent
la formule explicite :
S (n, k) = > 19192 | kCk, (15)
c1+ca+...+cp=n—~k
D’une autre maniére, Le nombre de Stirling de seconde espece S (n, k) est la somme
de tous les produits des (n — k) (pas nécessairement distincts) entiers pris de Ien-
semble {1,2,...,k}, (il ya (Zj) produits).

On a par exemple : S (5,2) = 13 + 12.2 + 1.22 + 23 = 15.

Théoréme 0.8 [1}] Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k), k=0,1,...,n,

n=20,1,..., sont donnés par la somme :

S (n, k) = %Z (-1 (f)y (16)
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Théoréme 0.9 [14] Les nombres de Stirling absolus de premiére espéce |s (n, k)|, k =

0,1,...,n,n=0,1,..., sont donnés par la somme :

s (n, k) = jijaeedn-rs

ot la somme porte sur toutes (n — k)-combinaisons {j1, j2, ..., jn—r} des (n — 1) en-
tiers positifs {1,2,....n — 1}.

Théoréme 0.10 [1// Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k), k =0,1,...,n,

n=20,1,..., sont donnés par la somme :
P
e (G )

Théoréme 0.11 /1] Les nombres de Stirling de premiére espéce S (n, k), k=0,1,...,n,
n=20,1,..., sont donnés par la double somme :

n—k r .
; n+r—1 2n —k O\ g
k) = . 1
(. TZ <>( kE—1 ><n—k—r) 7! (18)

J=

0.1.4 Relations récurrentes et identités

Théoréme 0.12 [1/] Les nombres de Stirling de premiére et de seconde espéce
s(n,k) et S (n,k) satisfont les relations :

n

ZS(H,])S(],]{J):571’]@,25(71,])8(],]{3):(Sn,k, (19)
=k

J=k

otdpr=1stk=ncetd,,=0sik#n.

Théoréme 0.13 [14/ Les nombres de Stirling de premiére espéce s (n,k) sont ex-

primés en fonction des nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k) par :

n—k
B n+j—1 2n — k _ .
s(n, k) = ( - )(n_k_j)S(n k+7,7)- (20)

“M

Théoréme 0.14 [16] Les nombres de Stirling de premiére espéce s (n, k), k =0,1,...,n,

n=0,1,..., satisfont la relation récurrente triangulaire :

s(n+1,k)=s(n,k—1)—ns(n,k), (21)
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pourk =1,2,...,n+1,n=0,1,..., avec les condition initiales s (0,0) = 1; s (n,0) =
0,n>0;s(n, k) =0k > n.

Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k), k =0,1,...,n, n =0,1,...,

satisfont la relation récurrente triangulaire :
Sn+1,k)=S(n,k—1)—kS(n, k), (22)

pourk =1,2,....n+1,n=0,1,..., avec les condition initiales S (0,0) = 1; 5 (n,0) =
0,n>0;S(n,k)=0,k >n.

Théoréme 0.15 [16] Les nombres de Stirling de premiére espéce s (n, k) ,k =0,1,... n,

n=20,1,..., avec s(0,0) = 1, satisfont la relation récurrente vertcale :
s+LE+1) =Y (-1)"7(n),_;s(j.k). (23)
j=k

Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k), k = 0,1,...,n, n =0,1,...,

avec S (0,0) = 1, satisfont la relation récurrente vertcale :

S(n+1,k+1)_i<?)5(j,k). (24)

J=k

Théoréme 0.16 [16] Les nombres de Stirling de premiére espéce s (n, k) k =0,1,...,n,
n=0,1,..., avec s(0,0) = 1, satisfont la relation récurrente horisontale :

n

s(n+1Lk+1)=>) (-1 (i)s(n,j). (25)

j=k

Les nombres de Stirling de seconde espéce S (n, k), k = 0,1,...,n, n =0,1,...,
avec S (0,0) = 1, satisfont la relation récurrente vertcale :

n

Snk)=> (=1 ();_,Sn+1,j+1). (26)

j=k

En utilisant la relation récurrente (21) et les conditions initiales, on peut calculer

les premiers nombres de Stirling de premiére espéce s (n, k) :
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k/n |0 1 2 3 4 ) 6 7
01
110 1
210 -1 1
310 2 -3 1
410 —6 11 —6 1
510 24 —50 35 —10 1
610 —120 274 =225 85 —15 1
710 720 —1764 1624 -—-735 175 =21 1

En utilisant le relation récurrente (22) et les conditions initiales, on peut aussi

calculer les premiers nombres de Stirling de seconde espece S (n, k) :

o1 2 3 4 5 67
1

iyl
~
3

6 1
15 25 10 1
3190 65 15 1
63 301 350 140 21 1

N O Ot e W NN = O
o O O O o o o
e e e e

0.2 Nombres de Bell

Définition 0.17 Les nombres de Bell B, sont définis par la fonction génératrice

exponentielle :

o0 tn
Z% Bnm =exp (e —1). (27)

Le nombre de Bell B,, est le nombre de toutes les partitions d’'un ensemble a n

éléments.

Les nombres de Bell B,, vérifient :

B, = iS(n, k),
k=0

n—1
n—1
Bn = ZBk( k )7
k=0
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0.3 Nombres de Lah
Définition 0.18 Les coéfficients L (n, k) du développement
" =>"L(n,k)(t),,n >0, (28)
k=0
sont appelés nombres de Lah, avec L (0,0) =1 et L(n,k) =0 si k > n.

Théoréme 0.19 [14] Les nombres de Lah L (n, k) admettent la fonction génératrice

exponentielle :

> L(n, k)fl—n! = % (ﬁ)k (29)

Le nombre de Lah L (n, k) est le nombre de toutes les partitions d’un ensemble a

n éléments en k blocs ou les éléments de chaque bloc sont ordronnés.

Ona: L(n,1)=nlet L(n,n)=1.

0.3.1 Relations récurrentes et identités

Les nombres de Lah L (n, k) vérifient :

_ (n—=1\n!  [(n\(n-1)
Link) = (k—l)H—(k:)(k—l)!’
Link+1) = %L(n,m.

Pour k=1,2,....n;n=1,2,...

Voici les premiers nombres de Lah :
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k/n 1 2 3 4 5 6
11
2 2 1
3 6 6 1
4 24 36 12 1
5 120 240 120 20 1
6 720 1800 1200 300 30 1

0.4 Nombres Idempotents

Définition 0.20 Les nombres Idempotents sont définis par la fonction génératrice

exponentielle :

— (7 kUL

n=k

Voici les premiers nombres Idempotents :

nk 1 2 3 4 5 6

11 2 3 4 5 6
2 1 6 24 80 240
3 1 12 90 540
4 1 20 240

0.5 Coeflicients multinomiaux ordinaires

Les coefficients multinomiaux ordinaires représentent une extension naturelle des

coeflicients binomiaux.

Définition 0.21 Soit les entiers, ¢ > 0 et L > 0. Pour un entier a = 0,1,...,qL.

L X
Le coefficient multinomial ordinaire < ) est le coefficient du a®™¢ terme du deve-
a

q
loppement :

(1+x+x2+...+xq)L:Z(L> z, (30)

a
a>0

L L L
avec ( ) = ( ) ( le coefficient binomial usuel) et ( ) =0 pour a > qL.
a/, a a

q
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Les coefficients multinomiaux ordinaires vérifient :

L
Voici le triangle des coefficients trinomiaux ( )
2

(), =2 GG

Ji1+je+...+ig=a

L/k|lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
01

1011 1

201 2 3 2 1
313 6 7 6 3 1

411 4 10 16 19 16 10 4 1
501 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

L
Et voici le triangle des coefficients quadrimiaux ( k)

3

jq—l
Jq

)

L/kjo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
01
1711 1 1
211 2 3 4 3 2 1
311 3 6 10 12 12 10 6 3 1
411 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1

Y. Saidi
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Chapitre 1
Polynémes exponentiels de Bell

Dans ce chapitre, nous citons les définitions élémentaires des polynémes de Bell,
leur interprétations combinatoire et probabiliste, les relations récurrentes sont trai-
tées avec des exemples, ainsi que le lien avec les dérivées successives d’une fonction

composée. Quelques identités sont présentées.

1.1 Généralités

Définition 1.1 Les polynémes partiels (exponentiels) de Bell sont des polynomes,
notés By, i (a1, ag, ..., an_+1) , de variables ay,as, ..., définis par la fonction généra-

trice (exponentielle) :

Z By, al,ag,...)t|x —exp< Zam .), (1.1)

n,k>0

ou, d’une maniére équivalente

k
"1l (= "
ZB"’“ (a1,as,...) — ] (Zam%) ) (1.2)

n>k m=1
pour k=0 :
8070 (al, as, ) =1 et Bn,O (0,1, as, ) = O,VTL 2 1. (13)
pour k=1
N B r = N rr B = 1.4
Z n,1 (a1,a2,---)m _Zanav n,1 (a1,a2,---) = Qp. ( . )
n=1 n=1

19
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Pour k=2
2
> " 1 [ tm
ZBn,2 (a17a27---)m = 35 (Zanm>
n=2 n=1
1 0 n—1 a a '
_ - “i n—i tn
1 o] n—1 n n
- §Z (Z (i)a'a" ’) K
n=1 =1
n—1
1 n
Bn’Q (Cbl,(lg,...) = 52:1 <i>aian_i.
Pour k=3 :

3
> " 1 [t
ZBn’g(al,(lg,...)m = §<Zanﬁ>
1 o= " n!
ED IS iR

"n=3 i+j+k=n

1 n!
Bn,3 (al, as, ) = 5 Z Waiajak. (15)

Définition 1.2 Les polynomes complets (exponentiels) de Bell sont les polynomes

By, (a1, as, ..., a,) définis par leur fonction génératrice (exponentielle) :

E%B” (a1, az, ..., a,) ] = exp (2:1%5) . (1.6)

ou, en d’autre terme, sont définis par

B, (a1, az,....,a,) = ZBM; (a1, a9, ....;an_k+1), n>1, et By(ay,aq,...) =1

(1.7)

Exemples 1.3 B, ;(1,1,...,1) = S(n, k) : Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

k
. " _ 1 1 (et

n

B,(1,1,...) = ZS(n, k) = B,, : Le nombre (de Bell) de partitions d’un ensemble

k=0
an éléments

ZBn B = e (Z t) exp (¢ — 1)
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B,k (01, —11,21, =31, ...) = s(n, k) : Nombres de stirling de premiére espéce

[e.e] o0 k
1 1 Lt
E s(n, k)ﬁ o (In (1+1)" = T <nE:1 (—1) E) :
B, (01,1121 ) = |s(n, k)| : Nombres de stirling absolus de premiére espéce

> " Is(n.k) %:%(—111(1—15))’“:%(2%) .

n=1

3

B,oL 112l .) = |s(n, k)| = Le nombre permutations de n éléments
k=0
= - 1 1
;} exp ;n> exp (—In ( ) exp(nl_t) T

B,k(0,1,1,...) = Sa(n,k) : Nombres de stirling 2-associés (sans singletons) de

deuxiéme espéce
} : _ t k_ } :
SZ(n’k)n! k! (f =t =1) ! ( n!) '
n=k

B,(0,1,1,... ZSQ n, k) = B? . Le nombre de partitions d’un ensemble a n

éléments sans smgletons

;Bff)m = exp (et —t— 1) = exp (; m) .

B, x(0,0,1,1,...) = Ss5(n, k) : Nombres de stirling 3-associés (a blocks de cardina-

lités > 3) de deuziéme éspéce

k
o0 t'n, 1 ; t2 k 1 o0 tn

B, x(0,0,..,a, = 1,1,...) = S,(n,k) : Nombres de stirling r-associés (a blocks de

cardinalités > r) de deuxiéme éspéce

k
=141 k 1 O
> sk =g (¢ -5 1) _H<ZE>

0 n=r
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1
B, ,(11,21,3! ..) = (Z ) Tk : Nombres de Lah
s o1t N X men\nle 1 ()
Link)— == (—) = v n
sty - 4 (75) -3 (o Dis - & (%)

B,k(1,2,3,...) = (k) k"% : Nombres idempotents
- 1 1 [t ’
n n n
kn—k‘_ - k‘ttk) —
; <k) nl R Kl nz (n—1)!

Théoréme 1.4 [16] Les polynomes partiels de Bell, B,y (a1,az,...,0n—k+1), ad-

mettent [’expression exacte :

Bk (a1, ag, ... Z kl'k:g <%>kl (%)lC2 s (1.8)

o, la somme porte sur toutes les partitions de n en k parts, c’est-a-dire sur toutes

les solutions ki, ko, ... des entiers naturels tels que :

]f1+/€2+/€3+...:k3 et k1+2k52+3/€3+:n

et
n' aq k1 a9 ko
Bn (al,ag,...,an) = Z —k1|]{2' <F> (5) (19)
k1+4+2ko+3ks+...=n
Exemple 1.5
k1 a9 ko as ks
Bua(ar, az.a3) = 3 /ﬁ'kg'kg ( ) (E) (5)
avec

]{31—|—k2—|—]€3:2 et k1+2]€2+3]€3:4

Ces équations admettent comme solutions (ky, ks, k3) les triplets (1,0,1) et (0,2,0),

ce qui donne

_4' a11a20a31 4! a10a22a30
Bislarona) = 1 (1) (51) (51) +omw () (5) (50)

= dajaz + 3a;.

On remarque que pour n ou k assez grands, le calcule de By (a1,as,...) devient

énorme.
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Une nouvelle formule explicite est établie dans la référence [19], pour calculer B, i, (a1, as, ...)

pour n et k donnés (n > k+ 1,k =2,3,..):

Théoréme 1.6 [19] Pourn > k+ 1,k =1,2,3,..., les polynomes partiels de Bell,

By k11 (a1, ag, ...) , admettent Uexpression :

Bmk—i—l(ala az, )
k

n—1 j1—1 Jrk—1—17 3 ; N
_ n J1 Jk—1 S ' '
- (k + IZ Z Z <J1) (]2)( i >a’njla‘J1J2"'a’]k1]ka’]6@]"10)

Jlik Jjo=k—1 Jr=1

(.

-~
k
Pour k£ = 2, 3,4, on retrouve les expressions :

n—1
1
Bya(a,as,...) = a0 < )an—iai (n>2)

=1
1 n—1 1—1
Bmg(al,ag,...) = 522( >(j) A —iQj— jaj (7’L Z 3)

j—1 ) )
n\ (1
(Z> (]) (‘;) Qi@ j@_pay, (N> 4) .
T i=3 j=2 k=1

1
Bn,4(a1, ag, ) = Z

Une nouvelle formule explicite est déduite pour les nombres de stirling de deuxiéme

éspeéce :

m>k+1,k=1,2,...).

En utilisant la formule (1 4+ z)" = Z <Z) 2, on peut facilement calculer, pour k
k=0
donné, les multiples sommes de (1.11). On a comme exemples :

1
S(n,2) = 5 (2" —2)=2""1-1

1
S(n3) = 5(3"=32"+3)

1
S(n.4) = 5 (4" — 43"+ 32" —4)
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1.2 Interprétation combinatoire

Les polyndémes partiels de Bell admettent une interprétation combinatoire liée a
des ensembles de partitions coloriés. Plus précisément, si a, € N, n > 1, le poly-
nome partiel de Bell B, j, (a1, as, ...) est le nombre de colorations des partitions d'un
ensemble & n éléments en £ blocs, ou :

Les blocs de taille 1 possédent a; couleurs,
Les blocs de taille 2 possedent as couleurs, (1.12)

Les blocs de taille 3 possédent as couleurs, et ainsi de suite.

Exemple 1.7 B;,(2,2,1,1) est le nombre de colorations des partitions de l’en-
semble {1,2,3,4,5} en 2 blocs, o :

Les blocs de taille 1 possédent 2 couleurs, ci et ci,
Les blocs de taille 2 possédent 2 couleurs, c3 et 3,
Les blocs de taille 3 possédent 1 couleur cs,
Les blocs de taille 4 possédent 1 couleur cy,
L’ensemble {1,2,3,4,5} admet 5 partitions en deux blocs de tailles 1 et 4; et 10
partitions en deux blocs de tailles 2 et 3 :
{1} U{2,3,4,5},{2} U{1,3,4,5} ,{3} U {1,2,4,5} , {4} U{1,2,3,5},
{}U{1,2,3,4} ,{1,2} U {3,4,5},{1,3} U{2,4,5},{1,4} U {2, 3,5},
{1,5} U{2,3,4},{2,3} U{1,4,5},{2,4} U{1,3,5},{2,5} U{1,3,4},
{3,4} U{1,2,5},{3,5} U{1,2,4},{4,5} U {1,2,3}.
Avec cette coloration, on obtient les 30 partitions :
{13 U{2,3,4,5} {139 U{2,3,4,5}* {2} U {1,3,4,5}" {2} U {1,3,4,5}"
(311U {1,2,4,5}  {3}F U {1,2,4,5}* {4} U{1,2,3,5} {4}9 U {1,2,3,5}*
(5} U{1,2,3,4}™ {5} U{1,2,3,4}™ {1,2}> U {3,4,5} {1,2}* U {3,4,5}",
{1,3}2 U {2,4,5}% {1,3}2 U {2,4,5} {1,4}2 U {2,3,5} {1,4}% U {2,3,5}*,
{1,502 U {2,3,4}° {1,5}3 U {2,3,4} {2,3}2 U {1,4,5} ,{2,3}% U {1,4,5},
(2,432 U {1,3,5}%,{2,4}% U {1,3,5}  {2,5}2 U {1,3,4}°, {2,5}2 U {1,3,4},
(3,4Y2 U {1,2,5} {3,4}% U {1,2,5} {3,5}2 U {1,2,4}%,{3,5}2 U {1,2,4},
(4,5} U{1,2,3} {4,5}2 U{1,2,3}*
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d’ot Bss(2,2,1,1) = 30.

On peut donc déduire l'interprétation combinatoire des nombres de stirling asso-
ciés Sy(n, k) = B, 1(0,1,1,...), c’est le nombre de colorations des partitions d’un

ensemlble a n éléments en k blocs, ou :

Les blocs de taille 1 ne sont pas considérés,
Les blocs de taille 2 posseédent 1 couleur, (1.13)

Les blocs de taille 3 possedent 1 couleur, et ainsi de suite.

Sa(n, k) représente le nombre de partitions d’un ensemlble & n éléments en k blocs
de tailles supérieures ou égales a deux.
D’ou S,.(n, k) représente le nombre de partitions d'un ensemlble & n éléments en k

blocs de tailles supérieures ou égales a r.

Remarque 1.8 Les polynomes complets exponentiels de Bell peuvent étre interpré-
ter comme étant le nombre de colorations des partitions d’un ensemble a n éléments

ol

Les blocs de taille 1 possédent aq couleurs,
Les blocs de taille 2 possédent ay couleurs, (1.14)

Les blocs de taille 3 possédent az couleurs, et ainsi de suite.

1.3 Interprétation probabiliste

Les polyndmes exponentiels de Bell ont une place importante dans 1’étude des
moments d’une variable aléatoire. Dans les chapitres qui suivent, les polynémes de
Bell sont utilisés pour exprimer les moments de certaines variables aléatoires, ce
qui montre cette interprétation probabiliste. En effet, dans [34], Il est montré par
deux fagons différentes que les polynomes exponentiels de Bell B,, (21, x2, ...),n > 1,
renvoie 'espace des moments M a lui méme, cette propriété est appelée MP (M-
preserving) ; c’est-a-dire, ces derniers envoient les suites de moments vers des suites
de moments. Plus précisément, si (x,) est une suite de moments d’une variable
aléatoire X, alors (B, (x1, T2, ...)) est une suite de moments d’une variable aléatoire

Z Pour plus de détails, les deux lemmes suivants montrent cette préservation.
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Lemme 1.9 [34] Si (a,),>, € M, alors (pa,),~, € M pour tout p € [0,1].

La variable aléatoire Z peut étre obtenue comme limite d'une somme de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées :

Lemme 1.10 [34] Si X est une variable aléatoire avec E [X"] = x,,, alors il existe
une variable aléatoire Z = Z (p) telle que E [(Z1 + Za + ... + Zy)"] — By, (txy, tas, ...
B, (t) gd m — oo, p — 0,mp — t,ou Zi, Zs, ... sont des copies indépendantes

et identiquement distribuées de Z .

1.4 Relations récurrentes

Propriété 1.11 [14] On a les propriétés suivantes :
By i (vyay, vy*ag, vy’as, .. .) = 2*y" B, (a1, az,a3. . .). (1.15)

By (zay, 2ay, ..., 2"a,) = 2" Bp(ay,ay, ..., a,). (1.16)

La proposition suivante est connue qu’on propose d’en donner une démonstration

combinatoire.
Proposition 1.12 [1}] Pour k =0,1,...et pourn=0,1,..., on a :

1 A (n+1
Briiksi(ar, as,...) = E+1 Z 1 aj11Bnjk(ar, az, . ..) (1.17)
=0 \J

Preuve. D’aprés linterprétation combinatoire, B i1 x+1(ai1,as,...) représente le
nombre de colorations des partitions d’un ensemble & (n + 1) éléments en (k + 1)

blocs, ol

Les blocs de taille 1 possedent a; couleurs,

Les blocs de taille 2 possédent a, couleurs,

Les blocs de taille (j + 1) possédent a;i; couleurs,
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Pour partitionner ’ensemble {1,2,...,n,n+ 1} en (k + 1) blocks avec cette colora-

tion, en tenant compte de ’ordre des blocks, on a
(k’ + 1)!Bn+17k+1(a1, as, .. )

facons. Ceci peut étre prouver ainsi de la maniére suivante :
Soit un block de taille (j + 1), ce block posséde a;;; couleurs. On doit de plus,
construire & blocks (en tenant compte de I'ordre des blocks) avec les (n — j) éléments

qui restent, en gardant la méme coloration, c’est-a-dire, on a k!B,,_;x(a1,as, .. .)
partitions. On a donc a;1k!B,,_; (a1, as, ...) partitions. Or on a <nj: i) fagons de
choisir un block de taille (j + 1) parmi les (n + 1) éléments, et Chacfue block ne peut
pas contenir plus de (n — k + 1) éléments. D’ow, le nombre total des partitions est

égal a

n—k
n+1
<j + 1>aj+1k!Bn—j,k(a1, a, ...).

0

.

On déduit les cas particuliers :

Sh+1k+1) = %ﬂjzo (?ill)S(n—J,k)
s+ 1k+1) = %H;Z:(?ii)j!]s(n—j,k)\
s(n+1,k+1) = ﬁg(?i_i)( 1) jls(n—j, k)
Sy(nt1k+1) = ﬁ:j(?ii)&(n—j,k}

Proposition 1.13 [1}] Les polynémes partiels de Bell vérifient
n—k n
Buiikii(ar, ag,...) = Z (j)aj+1an,k(ala az, ...) (1.18)
=0

=
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On déduit :

i
o

Sn+1,k+1) =

I <
|
>~ O

[s(n+1,k+1)] =

I <
|
>~ O

]
A~
»
£
|
<
=

sin+1,k+1) =

g

I <
|
>~ O

<.
Il
—

Proposition 1.14 [19] Les polynémes partiels de Bell vérifient aussi

n—k
1 1 n n+1
Bmk(al,ag,...) = —. ( ) |:(k3+1) — ] :| aj+1Bn_j7k(a1,a2,...)

ay n—kal J +1
(1.19)
On a alors
1 S\ T n+1]
S (k) n—k:j:1<j) (1) = 5] S0 =)
n—k - -
1 n n+1
|s (n, k)| n_kjgzo <]) (k+) j+1_|8(n 7, k)|
n—k - -
1 n n+1 ;
= 1) — 1Y jls (n — j
(k) n—k;;(j) (1) = S (1) s - b
n—k - -
1 n n+1
S k) = k+1)— So(n—7,k
k) = 2 () o+ -2 seta s

Proposition 1.15 [16] On a :

n! as as @
Buslansaz, ) = o > Buiis (3, e ) okl (120)
7=0

Proposition 1.16 [19/ On a :

ke ko!

il 'Z( ) aky (@1,02,...) By_a, (01,02, ...) . (1.21)

Bn,lﬁ-}—kz (a/17 az, ...
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Proposition 1.17 [1}] Les polynémes complets de Bell admettent la relation récur-

rente :

- n
Bn+1(a1, az, . .. ,an+1) = Z <j)aj+1an(a1, as, . .. ,an). (122)

=0

On déduit :

ny . .
et = 3 (M)t
0
En faisant un changement de variables dans (1.22), on obtient :

n n\
nB,(a1,as,...,a,) = Z (j)jajan(al, a2, ..., Ay). (1.23)

j=1
Soit B, (z) le n®™ polynome de Bell & une seule variable, défini par la fonction
génératrice :
t" :
Z B, (x) ] = exp (z(e"=1)). (1.24)
n>0
Ces polyndémes admettent la représentation suivante :

[e.9] .
Z'I’L

B, (x) = exp (—x) Z Z—'m’ (1.25)
i=0
Cette formule est connue sous le nom : formule de Dobinski.

Une réccurence généralisé pour B, (x) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.18 [28] Sin = s+ alors B, (x) s’écrit dans la famille {27 By (2)};

comme suit :

By (x) =) 58 (1)) (})a'Bi (x) (1.26)

k=0 j=0
Pour x = 1, on déduit la récurrence généralisée de Spivey sur les nombres de Bell
[42]

Corollaire 1.19 [28] Les nombres de Bell satisfont la relation récurrente suivante :

Bs+r - Z st—ks (T,j) (Z)Bk (127)

k=0 j=0
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1.5 Les premiers polynémes de Bell

En utilisant les relations récurrentes, on peut construire la table des polynémes
partiels de Bell B, (a1, as, ..., a,). De cette table on peut déduire les polyndomes

complets de Bell. On donne ci-dessous quelques polynémes de Bell :

n=1:
Blyl(al) = a1 = Bl(al) = ai.
n=2:

By (ay, a2) = as,

= Bg(al CLQ) = as + a%.
32,2(a1) = a,f, 7

n=3:
Bg71(a1,a2,a3) = as,

33,2(a1> az) = 3aiaz, = Bs(ay, az,a3) = as + 3ayas + a:{’

B3,3(CL1) = ai)a

n=4:
B4,1(a17 a2, as, a4) = Qy4,
Bys(ay, as,a3) = 4aras + 3a3, N By(a1, a2, a3, a4) =
By s(ay,as) = 6aias, ay + 4aya3 + 3a2 + 6a3ay + aj.
Bya(ar) = aj

n=>5:

s/

5,1 a17a27a37a47a5> = s,

(
Bss(aq,as, a3, as) = Haiay + 10asas,
ol 2 03,04) o o Bs(ay, az, a3, a4, as) = as + 5ayas+
B573(CL as, (13) = 10(11(13 + 15@1@2, =
10asaz + 10a%az + 15a1a5 + 10a3a3 + a3.
Bs 4(ay,a3) = 10a3a3,
B5’5(a ) = al,
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1.6 Quelques identités sur les polynémes de Bell

Plusieurs identités concernant les polynomes de Bell ont été établies dans la li-
térature. Dans cette section, on cite deux identités générales proposées dans [1]
et quelques théoremes établissant des relations entre les polynémes de Bell et les

polyndmes binomiaux, introduits dans les références [28], [29], [30].

Définition 1.20 Une famille de polynomes {f, (x)}

elle obeit a Uidentité binomiale suivante :

., est dite de type binomial si

n

o) = 3 (1) @) i) e £10) 20 (129

k=0

Les principaux liens des suites binomiales et les polynémes partiels de Bell sont

donnés par les deux théoremes suivants :
Théoréeme 1.21 [41] Soit {f, (x)}, suite de polynomes de type binomial. Alors
fo(z) = zn:Bn,k (Ao, nopy1) 2%, n>1, avec a, = f] (0). (1.29)
k=1

Théoréme 1.22 [16] Soit {f, (z)}, suite de polynomes de type binomial. Alors

fo(x) = 2": By g (b1, bay oy bp—gt1) (x)(k) , n>1, avecb, = f,(1), (1.30)
k=1
ot () gy =1 et (x)y) = (r—1)...(x —k+1) pour k > 1.

Voici quelques exemples des suites binomiales :

fo (2) = 2™
. z(x—1)...(r—n+1)sin>1
fn(ﬂf):(x)(n) ou (x)(n) 3:{ 1 sin—o0 ;
= (™ on ()™ = z(r+1).. (r+n—-1)sin>1
ful) = (@)™ on ()" { e ,

fa (@) = B, (z) := i S (n,j)a? =exp (—x)z I

— T
j=1 i>0 j!
Les fonctions génératrices exponentielles des suites binomiales données ci-dessus

sont, respectivement, données par :

exp(zt), (1+8)", (1—1t)" et exp(z(e—1)).
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Théoréme 1.23 [1] pour n etk € N* k <n, on a

—1
B, (1°,21,32,..) = (Z 1)n"—k. (1.31)

Soit f une fonction analytique a l'origine telle que f(0) # 0 et pour n et m € N

D" [f (w)]™ |u=o sin>1
A= 1.32
ntm) {(f(o))m sin=0 ( )

soit

ou D est 'operateur différentiel d/dw.

Théoréme 1.24 [1] pour n etk € N* k <n, on a

B (o (0,112 £23) ) = (7 1) e ) (139

Le corollaire suivant présente un cas particulier du théoréme précédent, en prenant

f(w) = e
Corollaire 1.25 [1] Soit a € R, on a pour tout n et k € N* k < n,

B,k ((1@)0 ’ (2@)1 ’ (3@)2 , ) = (Z: 1) (an)”’k . (134)

On retrouve le théoréme 1.23, en posant a = 1 dans le corollaire (1.25).

Théoréme 1.26 [1] Soit {f, ()}, une suite binomiale définie sur N C I C R,
avec fo # 0, Alors pour tout n et k € N* k <n, on a

B (o (10,2 (1. 3721)) = () e ). (139

3

Soit B, (z) = S (n,k)z* ot By(z) =1 et B, (1) = B, (nombres de Bell)

Corollaire 1.27 [1] On a

n—=k
Bok (Bo,2B1,3B,,...) = < )ZS (n—k,j) (1.36)
7=1
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Une identité concernant les polynomes complets de Bell est établie dans [10], en se
basant sur une suite reliée a la fonction génératrice de p (5n + 4) ou p (n) représente

le nombre de partitions de n. Soit ¢ (n) la somme des diviseurs positifs de n.

Théoréme 1.28 [10] Soit a,, le nombre réel défini par

_ (1+ 20 ) o(n). (1.37)

Hatl 1 n

ou, o représente la puissance de 5 dans la décomposition de n en facteurs premiers.
On a alors '
n!

B, (1lay,2!ag, 3las, ...) = =P (5n +4) (1.38)

En appliquant la formule d’inversion de Chaou et Al [17] , le corollaire suivant est
établi :
Corollaire 1.29 [10] Pourn > 1, on a

et — 1
petl 19 ( n—l‘

o (n) =

Plusieurs résultats peuvent étre regroupés dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.30 /28] Soit { f,, (z)} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour
a,b des nombres réels et n, k entiers, n >k >1, on a :

bfz (a(i—1)+0b) (0 bk fr (a(n — k)4 bE)
(M 0 Y (1) sl )

Le théoréme (1.30) a pour conséquences les idenités suivantes :

Bok (1, nib(a(i—1)+b)"?, ) = (Z) bk (a(n— k) +bk)" "1

n
= bk
(1)

= <Z) bk (a (n —
_ (n)\ Dbk
\k
n!

a(
Ha(n—k‘)#—bk‘( n—k

B (1 Jib(a(i—1) + e

Bk <1, yib(a(t—1)+0b+1)

)
")
Bn,k<1,.., bBi1 (a(i—1) +D) )

+ 0k +1

a(i—1)+0b

B (10—t (¢ ali=1) +b
’ a(i—1)+0b i—1

(a(n—k)
(a(n—k)
Bk (a(n— k) + bk)
a(n—k)+ bk ’
bk

— k) + bk

)(n—k—l)

)q.
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Théoréme 1.31 [28] Soit {f, (x)} une suite binomiale avec fy (x) = 1. Alors, pour

a,b (b#0) des nombres réels et n, k des entiers, n >k >1, on a :

Bn’k(fl(aer) fz-(ai+b)’“) _ 1 i(k:)j(—nk—jfn(an+bj<)L_41)

a+b 7 ai+b k!bk—1 par J an + bj
s (fl@) i) N 1 (Rt AP
n,k a g ooy ai 5 .- (k_l)“]:k(j—k)' j .

Théoréme 1.32 /28] Soit { f,, (z)} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour

a,b des nombres réels, a # 0, et n un entier naturel on a :

B (bf1 (a)  bfi(ai)  bfy, (an)) _ bfn(an +0)
n PR . [ - an—l—b :

. 1.42
a ai an ( )

Théoréme 1.33 Soit {x,} une suite réelle (ou complexe). Alors, pour n,r entiers,

n,r>1 ona:

n - B ai, ag, as, ...
a’fzjlen,j (y1,v2,...) (k —nr) 1:a71”’ ntkk (a1, 02, a3, )7

k() (1.43)
avec vy, = %B(r-i—l)n,nr (a1, az,as, ...) .
nr (")

On propose de contribuer par la proposition suivante :

Proposition 1.34 On a

1 j' k a2(n— n‘ k
B 1,— .., — .. = (=1)k2nk___— 2n — — ](1.44

J! 2n—3k n! k
Bup (1,1, L) = 223t " g (on _of =
”’“( () — 2) ) (2n—2k:)!s<n kg )

ot S (n,k,a) = L (k) (=1) (v —j)".

EE=3V

Preuve. Du développement

sinx = iix%*l
il

; !
= 2j +1)!
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(=1)"

. k
1 . (D) (S (=
k! (\/%sm ﬁ) Y (; (25 — 1)
= (-1)’@%3 1 J!
i n,k 737"'7 (QJ_].)',
et de l'identité ‘ '
sinx = eXP (Zx) — OXP (—22:) avec 12 = —1

2i ’
On a d’autre part

n!

)

% (VEsiny/i)© = k(,\g?; (exp (iv/E) — exp (—ivi))"
_ k(!\(/;?;é (’;) (—1) exp (ivE (k — 2j)
= k(!\(/;)')k’“]i) (j) (—1)’ (cos (vt (k — 2j)) +isin (v (k — 27)))
) 4( (V)" (,f?;ﬂ]io(f (=1)’ cos (VE(k —2j)) ,k pair
\ (ﬁ)k(_l,z!(;)mjio(f) (—1)? sin (V# (k —2j)) .k impair
B | (k}—;g;%( )" tg:{;%gz :—1)ﬂ' (k—2j)*" .k pair
\ %ﬁo(ﬂ)” t(QnTl),EO(D (=1) (k = 2j)*""" & impair
[ as e mmmn () e et
S G () 0 G ke
_ :k”! ((_272)12/:;_@ S (2n — kK, b) i—n'

1
Alors, des deux expressions de — (ﬂ sin \/f)k , on conclue que

k!
Bn,k (17

Du développement

n!
(2n —

1 4!

S, =) = (=1)F 22

1
CT

[e.e]
cosr = E
J=0

2n —k,k, -
k)!S(n k, 5

k

)
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On a, d’une part

0 (S -\
7l (t CoS \/—> = 7l <Zm>

et de l'identité

cosT = exp (i) —|—2exp (—zx)’ avec i = —1,

On a d’autre part

= L (teos i) = i) +exp (=ivi))"
) exp iVt (k — 2j))

(Cos (\/f(k — 2]')) + ¢ sin (ﬂ(k — Qj)))

?E
[\)
%?
—
@
”
o
-

Ny

(T N S
~ N

<
Il
o

| |
DN T DN
B =
= L=
~ I N7 NN

j=0
— k!iji cos (\/f (k — 2j))
0o n+k
S ()
“m 5 () ¢
00 n—k n
= Ekg%—%%s (2n — 2k, k, %) %

: k
Alors, des deux expressions de 0 (t oS \/f) , on conclue que :

J! 2n—3k n! k
B 1,1, =L )=oms " _glon o T,
’“( (2 —2)! ) (2n — 2k)! < " 2

1.7 Polynomes de Bell ordinaires
Une autre classe des polynomes de Bell, appellée "polynémes de Bell ordinaires",
est d’un role particulier. Ces polyndémes possédent des propriétés similaires a celles

des polynémes (exponentiels) de Bell.

Définition 1.35 Les polynomes partiels (ordinaires) de Bell énk (ay,as9,as,...) sont
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définis par :
o0 o0 k
ZE’“‘C (a1,aq,...) 2" = (Zamzm> (1.45)
n=k m=1

et les polynomes complets (ordinaires) de Bell B, (a1, a9, as, ...) sont définis par :

B, (a1,az,a3,...) = ZE”’“ (ay,aq,...) avec §0 =1, (1.46)
k=1

ou par leur fonction génératrice

exp (Zamtm> =1+ ZE” (ay,a9,...)t". (1.47)

n=1

A partir de la définition, on peut vérifier qu’on a la propriété suivante :

~ k!
Bn,k (al, a9, ds, . . ) = mBnJg (1!&1, 2!(12, 3!&3, .. ) . (148)

Comme dans le cas exponentiel, ce type de polynémes admet une expression explicite

donnée par :

Théoréme 1.36 [28] Les polynémes partiels (ordinaires) de Bell énk (a1, as,as, ...)

sont donnés par :

~ k!
Bi (a1, a9,...) = Z el (al)kl (a2)k2 e (1.49)

w(n,k)

o, la somme porte sur toutes les partitions de n en k parts, c’est-a-dire sur toutes

les solutions ki, ko, ks, ..., des entiers naturels tels que :

k1+l€2+/{?3+...:/{?6tk1+2/€2+3]€3+...:n.

1.8 Formule de Faa di Bruno

La formule de Faa di Bruno donne les coefficients de Taylor de la composée de deux

fonction :

Théoréme 1.37 [16] (Formule de Fada di Bruno), Soient f et g deux séries de
" " : L
Taylor avec f(t) = E fnﬁ et g(t) = E n vy et soit h = f o g définie par h(t) =

n>0 ’ n>1
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n

t
flg(t)) = Z ha— . Alors les coéfficients h,, sont déterminés par :
n!

n>0
ho = fo
- 1.50
hn:kaBn,k(917927---) ( )
k=1

Théoréme 1.38 [16/ On a :

" "
log <1 + Zgnm> = Z an, (1.51)

n>1 n>1

avec
n

Lp=Y (=) Yk—-1)!Bx(g1, 92, -.) (1.52)

Corollaire 1.39 [17] Si (a,;n > 1) et (by;n > 1) sont deux suites réelles, alors

n

by = Bu(ar,az,...) & ay = > (=1 (k= 1B, 4 (b1, ba, .. ). (1.53)
k=1

Dérivée d’ordre n d’une fonction composée

Théoréme 1.40 [37] Si f et g sont deux fonctions n  fois dérivables. Alors, la

dérivée d’ordre n de la fonction composée f o g est donnée par

(/f)

= Z F®(g()Buil(g (), 4" (1), ..),

k=1
ot w(n, k) est l’ensemble de toutes les solutions (ki, ks, ...) des entiers naturels tels

quekl—i—kg—l—...:k,’etk‘1+2k:2—|—3k‘3+ =n.

Exemple 1.41 pour n = 4; l’expression de la dérivée d’ordre 4 est donnée par la

formule :

CHat) = Zf D Bailg (0),9(2) )

= f (9( ))Bia(g (1), " (1)) + ["(9(t)) Baalg (). g" (1), --.)
+/"(9(8)) Baalg (1), g"(2), ) + fD(9(t) Baalg (). 9" (1), - ),
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et on a vu dans la page 20 que Byi(ay,as,as,as) = ag, Byo(ay,as,a3) = 4ajas +
3a3, Bysz(a1,as) = 6a3ay et Byy(ar) = af, donc on a :
d@
dtt

"

(9) = Fa)g® )+ f"(g(t)) [4gl(t)g (t)+3(g”(t))2]
67"(9(0) (5 0) o)+ FO00) (40)



Chapitre 2

Moments, Cumulants et

Polynémes de Bell

Dans la théorie des probabilités, la distribution de probabilité d’une variable aléa-
toire, peut étre exprimée, ou bien par sa fonction de distribution ou bien par sa
fonction de probabilité (densité). Une bréve description du comportement d’une
variable aléatoire peut étre donnée par ses moments. Les moments les plus fréquem-
ment utilisés sont ’espérance et la varience. Les polynomes de Bell donnent un outil
naturel pour exprimer les moments centrés et non-centrés en terme de cumulants
et vice-versa. Dans ce chapitre on cite les définitions de certains types de moments

avec quelques propriétés.

2.1 Moments d’une variable aléatoire

Définition 2.1 Le moment (non-centré) d’ordre n, n > 0 d’une variable aléatoire

discréte X, s’il existe, est le nombre :
p, = E[X"] =) a"P(X = x), (2.1)

ou, ity = 1 et le moment d’ordre un, p, = E[X] (noté souvent u) corréspond a

[’espérance mathématique.

Définition 2.2 Le moment centré d’ordre n, n > 0 d’une variable aléatoire discréte

40
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X, s’il existe, est le nombre :

m, = B[(X — E[X])"] = 3 (2 — n)"P(X = 2), (2.2)

T

o, mg =1, my =0 et my = E(X —p)? = 0? (noté souvent V(X)) corréspond a la

Variance.

Exemples 2.3 1. Lot binomaale : Une variable aléatoire X discréte binomiale
de paramétres (n,p) représente le nombre de succés dans n experiences de

Bernoulli de probabilité de succés p. Sa loi de probabilité est donnée par :

P(X =)= (Z) p(1 = p)"* pour z € {0,1,...n}. (2.3)

Son éspérance mathématique :

p=E[X]= iofc@)px(l —p)"" =np.

xT

Le moment centré d’ordre 2 est donné par :
V(X)=my=E[(X - E[X])*] = E[X?] - (E[X])* =np(1-p).

2. Lot de poisson : Une variable aléatoire X discréte Poissonnienne de para-

meétres X > 0 a pour loi de probabilité :

)\ZL‘
p(X =1x)= e’A—'; x>0, (2.4)
x!
d’éspérance mathématique
p=FE[X]= er’k)\—x = Z)\e’\L_1 = A
! (x —1)! ’
>0 z>1
et de variance
AZE
_ _\W)\2] — W2 2
V(X)=E[(X =M =) (z—N =X
x>0

2.1.1 Formule de détermination récursive des moments

Les moments centrés d’ordre n, peuvent étre exprimés en fonction des moments

ordinaires d’ordre inferieur ou égal & n, et vice-versa.
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Voici quelques exemples :

my =y — 4
Mg = fuy — 3pupiy + 217,
my = jug— Ay + 6ptpy — 3,

et

po = p+my,
Hs = ms—+ 3,um2 + M37
Ly = my+4ums + 6uPmy + pt.

D’une manieére générale, on trouve :

Proposition 2.4 On a

- n " n

k=0 k=0

Preuve. En effet, en utilisant la formule du binéme de Newton, on trouve :

m, = E[(X—p)"
= S (e — )" P(X =)

42
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et

p, = E[X7]

2.1.2 Moments factoriels et moments binomiaux

Les moments factoriels peuvent présenter plus d’utilité dans le cas discret. Pour
une variable aléatoire discrete X de loi de probabilité P(X = z) = p,, on donne les

définitions suivantes :

Définition 2.5 On appelle moment factoriel d’ordre n, (n > 1), de la variable aléa-
toire discréte X la quantité :
Py =EX(X=1)...(X=n+1]=> z(@—-1)...(x —n+1) P(X =2).

>n

(2.6)

Définition 2.6 On appelle moment binomial d’ordre n, (n > 1), d’une variable aléa-
toire X, la quantité :

1

n!

by = F X(X—l)...(X—nJrl)} :%Zx(m—1)...(x—n+1)P(X:x).

r>n

(2.7)

Notons que le moment binomial d’ordre n n’est que le moment factoriel du méme

ordre divisé par n! :
_ Hm)
by ==

. (2.8)
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Définition 2.7 Les quantités

pMo= EX(X41)...(X+n-2)(X4+n-1) (2.9)
= Zx(x—l—l)...(x+n—2)(m+n—1)P(X::17);n:1,2,...
et
ZW)::E{%X@¥+D”(X+n—2ﬂX+n—l) (2.10)

1
- ﬁzx<x+1)'-'<x+”_2)($+n—1)P(X=x);n:1,2,...
x>0
sont appelées respectivement, le moment factoriel et binomial ascendant, d’ordre n

de la variable aléatoire X .

Exemples 2.8 1. Lot de Poisson ; Les moments factoriels et les moments bi-
nomiauz d’une distribution de Poisson de paramétre X > 0, sont données par :

- A\® - A\Z . i A"
,u(n):Z(x)ne ’\—:Ze AT bn) = () _

! (x —n)! nl nl
x>0 >n

2. Lot Géométrique : Soit X une variable aléatoire suivant une loi Géomé-
trique, c’est le nombre de fois que l’experience de Bernoulli de paramétre p, a

été répétée jusqu’au premier succes :

r—1

p(X=x)=p¢" x=1,2,...;avec0<p<letqg=1—np.

ses moments binomiaux et ses moments factoriels, d’ordre n sont donnés par :
[y = nMq/p)" = nlby;n = 1,2, ...

On peut exprimer les moments factoriels & 1’aide des moments non-centrés comme

suit :
n

Hn)y = ZS(TL, k):“lm (2'11)

k=0
ou, les s(n, k) représentent les nombres de Stirling de premiére éspeéce.
En effet, en exprimant le produit factoriel déscendant (z), = z(z — 1)...(x —n+ 1)

et " en fonction de s(n, k) par :
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on trouve :

Inversement, on a :

o = Y S0, k) g, (2.12)

k=0
ou, les S(n, k) représentent les nombres de Stirling de deuxiéme éspece.

En effet, d’apres l'identité :

on trouve :

W, = Zaz”P(X:x)

= ) > S(n,k)(z)pP(X = )

r k=0

= ZS(n, k:)Z($)kP(X = 1)
k=0

T

= ) S(n k).
k=0

Exemples 2.9 1[I est simple de vérifier que

Hi = K

Mo = He2) T K1)

py = M)+ 3o

fra = figay + Opg) + Ty + by

ts = ey + 100y + 250y + 1509y + 1y
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On déduit que les moments d’une loi de Poisson sont donnés par
=> S(n,k)A\sn eN. (2.13)
De méme, on a

1 n
[y /M) = ] s(n, k), et w, =n! Z S(n, k)bgy. (2.14)
" k=0 k=0

2.1.3 Fonctions génératrices

L’étude des distributions des variables aléatoires est facilitée par I'introduction des
fonctions génératrices. Cet outil puissant a été introduit en théorie des probabilités
par De Moivre et Laplace et le calcul des moments est facilité par 'utilisation d’une

fonction génératrice des moments.

Définition 2.10 On appelle fonction génératrice d’une variable aléatoire X la fonc-

tion Gx définie par :

Gx(t)=E[t"] =) t"P(X =)= t"p,. (2.15)

>0 >0

Cette définition, nous permet d’affirmer que

GO = WGX Zx z—1) . (x—k+1) " p,. (2.16)

Ceci revient a dire que
me=P(X =k) = =G¥(0). (2.17)
On trouve aussi
GRW) = w(@-1) (@ —k+1)p, =E((X),) =pp, k=012....
>k

Nous avons donc le résultat suivant :

Proposition 2.11 Soit X wune variable aléatoire discréte dont la fonction généra-

trice est Gx(t). On a :

=GP =) 2@-1)..(e—k+1)p, k=012,.... (2.18)

>k
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Exemples 2.12 1. Loi géométrique (de paramétre p) : Sa fonction génératrice

et ses moments factoriels sont donnés par :

_ pt
Gx(t) = t'p(l—p)t=———
x(t) = Y t"p(l—p) pEycpuy-r
x>1
k—1
k (1-p)
1
le rayon de convergence est R = T
-P

2. Loi binomiale (de paramétre p) : Sa fonction génératrice est donnée par :

n n!
Gx(t) = (pt+1-p)", N(k):Gg?)(D:mpk; k=01,...,n

c’est un polynome de degré n, donc le rayon de convergence est infini.

3. Lot de poisson (de paramétre X > 0) : Sa fonction génératrice est une expo-

nentielle :

N LRy v ERe
Gx(t) ZZt e ’\g =e AZ o = M), L) :Gg?)(l) = \F.

>0 >0

le rayon de convergence est infini.

Définition 2.13 On appelle fonction génératrice des moments d’une variable aléa-

toire X, la fonction ¢y définie par :

o (t) = Zﬂng = Bl = Y et P(X = 1), (2.19)

n=0 x>0

Cette fonction, comme son nom l'indique, est utilisée afin de gérer les moments
associés a la distribution de probabilités de la variable aléatoire X. Dans une seule

expression, le moment d’ordre n est

d"px
= ) 2.20
= g | (2.20)
Exemples 2.14 La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire sui-
vant une loi de Poisson de paramétre \ est
e_)\ )\:E e_/\ ()\ et)x A t A t 1
goX(t):Zem—:Z—:e_ X = M)

z! x!
30 >0
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Définition 2.15 La fonction génératrice des moments factoriels ou binomiaux est

définie par :
Z e Z byt (2.21)

Proposition 2.16 Cette fonction génératrice est liée a la fonction génératrice des

moments ¢ (t) par les relations suivantes :
px(t) = Bx(e' =1) et Bx(t) = ox(Log(1+1)). (2.22)

Preuve. En effet,

ox(t) = D (@ =1)+1]"p(X =)

et
ox(Log(1+t)) = Bx(1+t—1) = Bx(t).
O

Exemple 2.17 Pour une variable aléatoire X de loi Géométrique de paramétre p,

on trouve :

Balt) = Y bot" = 1—i | <l

by = (a/P)", gy = nlbmy =nl(q/p)".

2.2 Cumulants

Définition 2.18 Les cumulants k, sont les coefficients dans le développement de
Taylor de la fonction Kx(t) = log(vx(t)) :

Kx(t) = log(py (t Zk et k,=KW(0). (2.23)
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On a alors

ke = KQ0) =0,

b= Ky0) = | Flosler®)] = eh0 =
(2)
b = I50) = | Grlonlex)| =i =

Exemples 2.19 1. La variable aléatoire X = p :

Kx(t) = log(e") = put,
Kie(0) = pet KP@)=0n>2.

ainst, ky = et ke = ks =ky=...=0.

2. Loi de Bernoulli de paramétre,p; 0 < p < 1:

Kx(t) = log(pe' + (1 —p)),

dk,,
klzpa k2:p(1_p)7 kn+1:p(1_p)_

dp

3. Loi de Poisson (de paramétre X >0) :

Kx(t) =log(e“ Dy =x (e =1), ky=Xn>1.

La relation entre les premiers moments et les cumulants obtenus par extraction des

coéflicients du développement est comme suit :

ki o=
ky = iy —
ks = 3 —3pop + 2#?
ka = gy — iy — 3p5 + 120007 — 6p13,
et
o= ki
py = ko + ki

Hs = k3 + 3l€2]€1 + kio’
gy = ky+ 4ksky + 3k3 + 6kokT + KT

D’une maniére générale, on a :
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Théoréme 2.20 /28] Soit X une variable aléatoire de fonction génératrice des mo-
ments @y qui existe dans un voisinage de zéro. Posons y,,, les moments d’ordre n

et k,, les cumulants d’ordre n. On a alors :

3

:un :Bn(kl,kg,kg,....) = Bn,k(klyk%k&“--)
n k=1 (2.24)
kn = (_1)k_1(k - 1)!Bn,k(/1117/1’27:u37 )
k=1
et on a
n—1 n — 1
= kn_1 avec ny =1 et kg = 0. 2.25
. ]; ( L )Mk K Qvec i1 0 (2.25)

Nous proposons ici une preuve simple du théoréme :

Preuve. La fonction génératrice des cumulants est donnée par :

D’aprés le théoreme (1.38), en posant g, = u,, et L, = k,, , on déduit :

My = Bn<k17k27k37"'>

n

kn = Z(_1>kil<k_1)!Bn,k(,u17,u2mu’3a“')

k=1

d’aprés la relation récurrente (1.22), et en faisant le changement de variables
. n—1 n—1 n—1
jtt=n—k — ()= (") = (%),

on obtient :

—

n—

-1
n—1 n—1
fn = Bu(ky, k2, ks, ...) = ( j >kj+1:un(j+l) = ( i )Nkk?n—k-

k=0

3

<
Il
o

2.3 Suites de moments et de cumulants

Soient M Densemble des suites de moments {x,,;n > 1} et K Pensemble des cu-

mulants {k,;n > 1}.
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L’ensemble M est fermé dans ’espace des suites réelles muni de la topologie faible.
Si on considére 'application définie de KL dans M par les polyndémes complets de

Bell par :
My = Bn(kl, k}g, k’g, ),

on déduit que ’ensemble I est I'image inverse de ’ensemble M par cette application.

Définition 2.21 On dit qu’une suite {y,;;n > 0} est une suite de moments de Ham-

burger si elle admet une représentation de la forme

+oo

un—/x"f(x)dx;n—o,l,..., (2.26)

— 00

ou, [ est la densité de probabilité d’une variable aléatoire & valeurs dans R.

Définition 2.22 On dit qu’une suite {p,;n >0} est une suite de moments de

Stieltjes si elle admet une représentation de la forme

“+o00

un:/:c”f(:c)dx;nzo,l,..., (2.27)
0

ou, [ est la densité d’une variable aléatoire & valeurs non-négative sur [0, +o0].

Définition 2.23 On dit qu’une suite {p,;n > 0} est une suite de moments de Haus-

dorff si elle admet une représentation de la forme

1

un:/x”f(az)dx;n:(),l,..., (2.28)
0

ou, [ est la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1].

Exemples 2.24 1. Pour a > 0, la suite donnée par :
- 1;86m=0
ala+1)..(a+n—-1);sin=1,2 ...,

est une suite de moments de Stieltjes.
Sta=0:
To=1et7,=0;Vn>1,
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est une suite de moments de Hausdorff associée a la variable aléatoire constante
X =0.
St o > 0 : 7 est une suite de moments de Stieltjes associée & la variable

aléatoire X suivant une loi Gamma de paramétres (a, 1) :

X —T(o,1): f(x)= e’, z>0.
2. Pour o, > 0, la suite donnée par :
()
n
= =0,1,2,...
MTL n+a+/6_17 n 07 )= )
n

est une suite de moments de Hausdorff associée a la variable aléatoire X de

loi Béta de paramétres (a, f3) :

['(a+pB)

— et 1—a) g .
NOINCMEE I

X —B(a,f): f(2)=
Le théoréme suivant nous donne une caractérisation des suites de moments de Hum-

burger et de Stieltjes.

Théoréme 2.25 [7] Soient ay,as, ... ,ay, by, by, ..., by des nombres réels tels que

bj est positif pour tout j =1,..., N. Alors la suite {qn},,, définie par :

N 00
I ——=2> ( gut (2.29)
m=1 (1 - amt) n=0 n

est une suite de moments de Hamburger. Si de plus , ay, as, . ..,ayx sont des nombres

non-négatifs, alors {q,},, est une suite de moments de Stieltjes.

Le théoreme (2.25) admet des applications en combinatoire ou plusieurs suites ad-

mettent une fonction génératrice du type (2.29).

Exemples 2.26 1. La suite {c,},~, donnée par les coéfficients trinomiauz cen-

trauz satisfait

L f: cut”.

V(I =3t (1+1) - —

et le théoréme (2.25) garantie que {c,}, -, est une suite de moments de Ham-

burger, en prenant : N = 2, by = by = 2 a; =3 et ay = —1.
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2. Les nombres de Fibonacci satisfont

t .
D SLE

On déduit que

n=0

1 o0
= Fn+1tn7
DI

. F .
et la suite {#*11} est une suite de moments de Hamburger, en prenant,
n>0

dans le théoréeme (2.25), N = 2, by = by = 1, a1 = VEEL gy = %g La

2
formule d’Fuler-Binet :

i = —2rf + (1_2) rp = E[X"];n >0,

V5 V5

ot, 11 = (1 ++/5)/2, ro =1—r; et X est une variable aléatoire donnée par

P(erl):%zl—P(X:”’)’

montre que {Fni1},5o est une suite de moments de hamburger.

On a aussi . -~
(1-2551) (1- 75 - z% Pl
2 2 "
et la suite {%}mo est une suite de moments de Stieltjes, car a; = 3+2\/5 et
as = %5 sont posiz?ifs.

3. Nombre de Catalan

1 /2
C, = <"> n=012,...
n+1\n

forment une suite de moments de Hamburger de la variable aléatoire 4X ou
X a une distribution de Béta(1/2,3/2) .

La suite {Cpy1},5, est aussi une suite de moments de Stieltjes de la variable
aléatoire 4X ou X a une distribution de Béta(3/2,3/2) .

4. Pour les nombres de Stirling de deuxiéme éspéce S (n, k) donnés par la fonction

génératrice

1
(1—t)(1—2t)...(1— Nt

) =Y S(N+jN)t,
j=0
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le théoréme (2.25) montre que la suite {q;},., définie par

S(N+j, N
_SWNHIN) 010

b= (N Ny 1) ’
J
est une suite de moments de Stieltjes, puisque les a; sont positifs. En rempla-

cant N par k et N + 7 par n, on déduit que pour tout entier positif k la suite

définie par
S (n, k)

est une suite de moments de Stieltjes.

in=kk+1,k+2,...),

2.3.1 Propriétés

Proposition 2.27 [7] Si o et T sont deux suites de moments du méme type (Ham-

burger, Stieltjes ou Hausdorff), alors la suite {p, } de leur simple produit
P = 0OnTn;(n=0,1,2,...), (2.30)
lest aussi. Autrement dit, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes

avec 0, = E[X"| et 7, = E[Y"], alors p,, = E[(XY)"].

Proposition 2.28 [7] Si o et T sont deux suites de moments du méme type (Ham-

burger ou Stieltjes ), alors leur convolution binomiale, p, définie par

- n
pn=> (k> OnTni, (n=0,1,2,..) (2.31)

k=0
lest aussi. Autrement dit, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
avec 0, = E[X"] et 7, = E[Y"], alors p, = E[(X +Y)"].

Définition 2.29 (Convolution de Hausdorff) La convolution de Hausdorff de deux

suites de moments o et T est définie par

Z hn,ko'nTnfka (232)
k=0

ou la matrice H est donnée par :

I = (Z) /19’“ 1 =0 F(0)do, (n,k=0,1,2,...), (2.33)

ou, [ estla densité d’une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1].
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Proposition 2.30 [7] Si o et T sont deux suites de moments de Hausdorff, alors
leur convolution de Hausdorff p,, l’est aussi. Autrement dit, si X et'Y sont deux

variables aléatoires indépendantes avec o, = E[X"] et 7, = E[Y™], alors p, =

E[(0X +(1-0)Y)"].

Définition 2.31 On dit qu’une matrice triangulaire inferieure A = [ai,j}?jzo pre-
serve les suites de moments de Stieltjes si elle transforme les suites de moments de

Stieltjes o en suites de moments de Stieltjes:

n

Zan,kak, n=20,1,2,... (2.34)
k=0

Théoréme 2.32 [7] Soit A une matrice triangulaire inferieure qui préserve les
suites de moments de Stieltjes. St o et T sont deuz suites de moments de Stieltjes,

alors leur A-convolution

n

> ki Taog, n=0,1,2,.. (2.35)
k=0

[’est aussi.

Le théoréme précédent est appliqué dans les cas ot la matrice A représente le triangle

de Pascal, les nombres Stirling S (n, k), s (n, k) ou les nombres d’Euler E,, . :

Corollaire 2.33 [7] Si o et T sont deuz suites de moments de Stieltjes, alors leur

convolution de Stirling de deuxiéme éspéce
> S(nk)outak, n=0,12, .. (2.36)
k=0

l’est aussi.

Corollaire 2.34 [7] Si o et T sont deuz suites de moments de Stieltjes, alors leur
convolution de Stirling de premére éspéce

n

> s k)outhk, n=0,1,2,.. (2.37)

k=0

[’est aussi.
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Corollaire 2.35 [7] Si o et T sont deuz suites de moments de Stieltjes, alors leur

convolution Eulerienne
> EuronTuok, n=0,1,2,.. (2.38)
k=0

[’est aussi.

Théoréme 2.36 [7] Si o est une suite de moments de Hausdorff, alors La suite
1 n
EZS(n,k)ak, n=0,1,2,.. (2.39)
k=0

l’est aussi.

2.3.2 Conditions nécéssaires et suffisantes

En utilisant la solution classique du probléme des moments. On peut trouver
des conditions nécéssaires et suffisantes pour qu'une suite donnée {p,;n > 0} ou

{kn;n = 0} soit une suite de moments ou de cumulants, respectivement.

Théoréme 2.37 [22] Une suite {u,;n > 0} est une suite de moments d’une va-

riable aléatoire si et seulement si

n

>0

A, = det [uiﬂ}uzo/ ., n=0,1,2,... (2.40)

Théoréme 2.38 [43] Une suite {u,;n > 0} est une suite de moments de Stieltjes

d’une variable aléatoire si et seulement si

n

Ay, =det (g4 >0, n=0,1,2,.... (2.41)

1,7=0

Théoréme 2.39 /23] Une suite {p,;n = 0} est une suite de moments de Hausdorff

si et seulement si u,, est totalement monotonne, ie. les différences

A", :Z(—l)k (l{;)'uj% >0, j,n=0,1,2,.... (2.42)
k=0

Exemples 2.40 1. Les polynomes de Bell a une seule variable

B, (x) =Y S(n,k)a", (2.43)
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forment une suite de moments de Hamburger pour x > 0, car il est démentré
par Radouz (voir [35]) que

n(n+1)

det [By; (2)],_y = (H k') 2 n=0,1,2,.., (2.44)

et cette quantité est positives pour tout x positif et fizé.
En particulier, pour x =1, les B, (1) = B,, (n =0,1,2,...) forment une suite
de moments de Hamburger d’une variable aléatoire de loi de poisson de para-

metre 1.
2. Il est démontré aussi dans [7] que

(n+1)(n+2)

det [Buy i1 (1)1 = (H k') IR (2.45)

et donc les polynomes de Bell B, (x), (v > 0 et fixé), forment une suite de

moments de Stieltjes.

3. Les Polynomes Euleriens :

= Z E(nk)z" % =1 —z)"™ Z k"o (2.46)
k=0 k=0

satisfont (voir [18])

det [Ery; (2)]7',_ (H k') o (2.47)

et donc les polynémes d’Euler E,, (z), (v > 0 et fixé), forment une suite de

moments de Hamburger.
4. Les nombre d’Euler E,, vérifient (Voir [35])
det [Eiyl} o = TT (2K (2.48)
’ k=0

ainsi les nombres d’Fuler forment une suite de moments de Hamburger.
Théoréme 2.41 [3/] Une suite {k,;n > 0} est une suite de cumulants d’une va-
riable aléatoire si et seulement si
On = det [Byyj(ki, ko, k3, .. )]7 o = 05 pour tout n > 0. (2.49)
Théoréme 2.42 [34] Si (ki, ks, ks,..) est une suite de cumulants d’une variable

aléatoire X, alors (ki + ¢, ko, ks, ..) est une suite des cumulants de Y = X + ¢ pour

tout réel c.
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Définition 2.43 Soit {p, (x1, z2,...) : n € N} une suite polynomiale. Si §,, (x1, s, ...) =
det [pi+j]?j:o est indépendant de 1, on dit que la suite {p,} est de type Hankel a

moyenne-indépendante.

Théoréme 2.44 /34/ On a [Bi-i-j (ZL’l,ZEQ, )] = BT [BH-j (0,372, )] B, O’L\L, B est la

matrice de (i, j)-éme élément est b; ; == | .

J
la suite { B, (x1,22,...)} est de type Hankel o moyernne-indépendante.

VA . . . . )
>9€Z1 ! pouri > j etb;,; =0 pouri < jet

Considérons A,, (t) = det [txi+j]zj:0 (sauf pour i = j =0,onaxg=1) et §, () =

det [By; (twy,txa,...)]; ;_o, Ol t est une variable réelle.

On a ici les trois premieres valeurs de A, (t) et d, (¢) :

Ao (t) = 1,

A (t) = twy— 223,

Ay (t) = #° (x2x4 — x%) + ¢ (23:13:2363 —2iry — x%) ,
do(t) = 1,

01 (t) = two,

02 (t) = % (wawy — a3) + 17 (223) .

Théoréme 2.45 [34] On a :

a) Les coefficients de t™ dans A, (t) et 6, (t) sont égales, et n est leur degré mini-
mum.

b) Sid, (t) >0 pourt >0 alors A, (t) > 0 pourt >0 (des voisinages de droite de
2ér0).

c) A, =0%Yn>1 siet seulement si x, = A" pour un certain \.
1 n+1
d) Le polynome 6, (1) est de degré (n;— ) ent et le coefficient de t( 2 ) est

(n+1

Ty 2 ) (1 (2N ...(nh.

(n + 1> X
e) Pour n > 3 le coefficient de t 2 est
(1N (21 ... (n!) ( 2)

("31)-s
12(n—2) V2T '

)

f) Ay etdet [vi1 511, sont non-négatives si et seulement si [z;1;]; ;o et [Biij (1, ..., 7))

sont totalement non-négatives.

i,j=0



Chapitre 3
Variables aléatoires indépendantes

Soit une population ayant un nombre n d’éléments. On assume que le j-éme élément

indépendemment des autres éléments génére un nombre aléatoire X, d’éléments;
j=1,2,.n. Alors, S, = Xn: X est le nombre d’éléments génénérés de la population
. Il est raisonable d’accje;cer que les variables aléatoires X;; j = 1,2,..n, sont
idépendantes et identiquement distribuées. Si le nombre d’éléments de la population
est un nombre aléatoire N, la loi de Sy est appelée loi composée ou distribution
généralisée. Ces termes sont utilisés par Feller [20] et par de nombreux auteurs.
Dans ce chapitre, les polynomes de Bell sont utilisés pour exprimer la loi et les

moments de S,, et Sy.

3.1 Lasomme S5.=X;1+Xo+...+X keEN*

3.1.1 Loi de S;

Théoréme 3.1 [15] Soit X;, j = 1,2,...,n, n variables aléatoires indépendantes &
valeurs entiéres positives de fonctions génératrices Gx,(t); alors la fonction géné-

ratrice Gg, (t) de la somme Sy = X1 + Xo + ... + Xy est donnée par le produit

G, (t) = Gx, ()G, (£)....Gx, (1). (3.1)

Si de plus, les variables aléatoires X;, j =1,2,...,n, sont identiquement distribuées

avec la méme fonction génératrice G(t); alors

Gs,(t) = [G()" . (3.2)

59
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La loi de la somme S}, est donnée par le lemme suivant :
Lemme 3.2 [28] Soient {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes dis-

crétes de méme loi de probabilité p; == P (X =j), j >0 et Sy == X5+ ... + X.
Alors,

k!
P (Sk = TL) = mBn_i_k’k (]_'p(), ceey m!pm_l, ) (33)
min(n,k)
k! ki
= —Bn,(l'plaam'pma)p !
; nl(k — ) ¢
pk min(n,k)
- n—? Z (k); By (I'p1pgts - m!pmpy s )
b
E ot e k! :
= —pi — B (y1, 90 (k= nr) L,
n|p0 ]go n'(k . ])| 5] (yl Yo, ) ( TLT)
o,
1 ((r+1n\""
Yo = — . Bis1yn,; (1'po, ... mlpy—1,...) , pour n,r entiers, n,r > 1.

La derniére identité est déduite en appliquant le théoréme 1.33.
Des cas particuliers du Théoréme précédent sont donnés par le corollaire suivant :

Corollaire 3.3 [28] Soit {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes dis-
crétes de méme loi de probabilité P (X = j) = ]i{’ (j > 0) ou des moments p; =
J!

E (X{) . Pour n,k,r entiers, n > k>1, r>1,ona:

m+r—1\"
By | Bry (21, 22,...) ,...om Bpir—1y (21,22, ...), ... | =

r

n n+(r— 1 k‘ —1
(k) ( (kr ) ) Bn-i-(r’—l)kvkr ($17 T, ) ,

avec Ty, = NPp—1 OU Ty, = Nfl, 4.

(3.4)

Exemples 3.4 1. Supposons que X suit une loi Binomiale de paramétres (n,p) :

P(X::B):(Z)pan_x, 0O<p<l, g=1—p, z=0,1,...,n.
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La lot de la somme de k variables aléatoires indépendantes de méme loi Bino-

miale est donnée par

P(S,=m) = %jﬁ;(k)ﬁm,j (g(n)l,(g)Q(mQ,..,,(g)im)i,.”)
- (g)miBm,j((n)l,(n)w...,(n)i,...)(k;)j

1 nk—m,__m .
= " o (R);

avec [, (x) = (nx),, une suite de type binomial, donnée par :

m

f (@) =Y Buj(fr (1), f2(1),...) (), (3.5)
§=0
Ainsi, la somme de k variables aléatoires indépendantes de méme loi Binomiale

est une binomiale de paramétres nk et p.

2. (Probléme de Montmort-Moivre) On considére une urne contenant n balles
numérotées de 0 a n—1. Supposons que k balles sont tirées aléatoirement, 'une
aprés Uautre, avec remise. Soit X; le nombre sur la balle tirée au j-éme tirage,
71 =1,2,..., k. Trouver la loi de probabilité de la somme Sy, = X1+ Xo+....+Xj.
Le tirage avec remise implique que les variables aléatoires sont indépendantes

et identiquement distribuées avec la méme loi de distribution (Uniforme sur

{0,1,..,n—1}) :

1
P(Xlzj):ﬁ, j=0,1,...,n—1, (3.6)
avec L
1 — 1—¢"
Gt)==) t*=——"—. 3.
0=t =y (3.7)

D’apreés le théoréme précédent, la fonction génératrice de la somme S, = X1+

Xo+ ... + X, est donnée par

G, (t) = [G(D)]" = (3.8)
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En la développant suivant les puissances de t, on obtient

Galt) = [Z o (4) tm‘] [i ("7 1>t] (39)

i=0
B f: i[s/n](_l)r E\(k+s—mnr—1 "
B nk r kE—1
ainsi, la loi de probabilité de la somme Sy, de variables aléatoires uniformes :
(s ) 1%”:]( 1y EN\ (k+s—nr—1 0.1 ( N
— 5= — _ 5 = vy (= 1)k,
POk nk v r E—1 ) ) Ly )

(3.10)

On peut retrouver la loi de Sy, en appliquant le lemme (3.2) sur la loi uniforme :

k!
P (Sk = 3) = m38+k7k (1']90, ...,n!pn,l, O, ) (311)
k! 1 1
= mBs+k’k (1'57,71'5,0,)
1
= mmBS_A'_k’k (1',,77,!,0,)

Le théoréme suivant nous donne une autre expression pour la loi de la somme
Sk N

Théoréme 3.5 [}/ Soient {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes dis-

crétes de méme loi uniforme sur {0,1,..,n — 1} et Sy := Xy + ... + Xj. Alors,

a4,

o1, ( est le coéfficient multinomial ordinaire.
s
n

3.1.2 Moments de S,

Théoréme 3.6 [28] Soit {X,,;;n > 1} une suite de variable aléatoire indépendantes,
de mémes moments {i,;n > 1} avec ug =1 et de mémes cumulants k,;n > 1 avec

ko =0. On a

E (S]:L) = ZBn,z (Klv Ra, K3, ) tl = ZBn,z (,Ule Mo, M3, ) (t)z : (312)
=1 =1



Polynémes de Bell et variables aléatoires..................cccoccvvuuueuenenennns Y. Saidi 63

Lemme 3.7 [28] Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de probabilité X avec les moments, w, = E[X™]. Alors si on pose Sy :=

X1+ ...+ X, on aura :

n n+
E[Sk] - k

L -1
) Bn—i—k,k (1a 2#’17 sy MYy 1,5 ) (313)

k!
F— (1s g, ees )

R

I
N:

3 |l

0

= (k); Bu; (111, phg, ey --.)

<

j=0
_ - B k §
= k2 i i Wowe) (B =y
§=0
ou
1 1 -1
Y = — <<T + )n) B(T‘-‘rl)n,j (]-7 2/’1/1’ ey MUYy 1,5 ) , pour m,r €ntier57 v 2 L
nr nr

Exemple 3.8 [28] Si X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € {0,1}, la somme

Sy suit une loi Binomiale de paramétres (k,p). En utilisant U’Identité (3.13), on

obtient : i
k!
E(Sp) = Z(k —5i S ()P,
=0
et . .
E(sp) =37 (j)pf (1-p),
j=0

Ceci prouve que

2" <I;)pj (1—p)7 = Z(k; ﬁ!j)!s (n,§) P, pour tout p € {0,1} . (3.14)

J

En particulier, pour p =1 on déduit l’identité :

k
Z(k: _'j)!S(n,j) = k" (3.15)

Corollaire 3.9 /28] Soit {X,} une suite de variables aléatoires indépendantes de

méme loi de probabilité uniforme sur [0,1]. Alors les moments d’ordre n de Sy sont
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donnés par :

1 !
S(n+kk) etS(n,k):E Z n

Ntk ! rlrgl’
( + ri+..+rg=n, ri,.,rx>1 ! b
k

E(S) = (3.16)

ot les S (n, k) sont les nombres de Stirling de deuxiéme éspéce.

Soient by le moment binomial d’ordre r de la variable aléatoire X et b(s,)(r) le

moment binomial d’ordre r de la variable aléatoire S}, tels que
by (r) = E | (O —i "V P(Sy = m)ir > 1 (3.17)
(sl7) = r)) T2 p=m)ir =1 :

Les moments b(g,)(r) sont exprimés par les polynomes de Bell dans la proposition

suivante :

Proposition 3.10 Soit {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes de

méme loi de probabilité p; == P (X = j),j > 0, Alors si on pose S, = X1 +...+ X,

on aura
k!
b(Sk)(T) = mBT—HC’k (]_'b(o), 2'6(1), ceey m!b(m,l), ) (318)
1 r
= F (k)] Br,j (1!b(1), Q!b(g), ceey m!b(m), ) .
g

Preuve. Soient pg (t) et B, (t) les fonctions génératrices des moments ordinaires
et binomiaux associées a la variable aléatoire Sy, respectivement , et ¢ (t) et Bx(t)
les fonctions génératrices des moments ordinaires et binomiaux associées a la va-
riable aléatoire X, respectivement. On a d’une part, par la définition de la fonction

génératrice des moments binomiaux

¥ Bs (t) = Y bsy (" =Y brs (r)t™*, (3.19)

r>0 r>0
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et d’autre part, par la relation entre les fonctions génératrices des moments bino-

miaux et ordinaires, on a
FBg () = tpg (log(1+1t)
_ tkE [elog(lth)Sk]
= B |(1+0)%]
k
- @Ek1+ﬂxb
_ (tE [elog(1+t)XD/f

m>1
tTL
= ! E ! ! | —
k! Bn,k (l.b(o), 2.()(1), ceey m.b(m,l), ) ol
n>k
( ) t?“+k
= k! Br+k,k 1'b0 ,2!b1 ,...,m!bm_1 y e .
z; (0)> 2:0(1) (m=1) ) G !

D’ot, la premiére identité découle par identification des deux expressions. Sachant
que by = 1, en appliquant la proposition (1.20) a la premiere identité, on déduit la

deuxiéme. 0

Soient fi(,) le moment factoriel d’ordre r de la variable aléatoire X et g, )(r) le

moment factoriel d’ordre r de la variable aléatoire Si, tels que

Bes (1) = E1(S),] =Y (m), P(Sp = m);r =0,1, .. (3.20)

m=r

Les moments factoriels M(Sk)(T) sont exprimés par les polynomes de Bell dans la

proposition suivante :

Proposition 3.11 Soit {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes de

méme loi de probabilité p; := P (X = j),j € N. Alors si on pose Sy, := X1 + ... +
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Xy, on aura :

r4+k\ !
fs,y(r) = ( k ) Brirk (Ltoys 211y o Mt 1) -+-) (3.21)

in(r,k)

B

k!
(k‘ _ j)'Br’j (1/1(0), 2,[!(1), ceey mﬂ(m_l), )
0

J
min(r,k)
= <k>] Br,j (1/'1’(0)7 2:“’(1)7 ceey m:u(m—l)v ) .
=0

Remarque 3.12 On peut trouver les moments factoriels en fonction des moments

binomiauz, puisqu’on a :
M(sk)(7‘> = rlb Sk

r+k
= < ) r+k:k: 1'b(0 2!b 1),...,m!b(m,1),...)

r+k
= < > By ik k 1#0)72M(1)7---; :U’(m—l)a"')’

3.2 La somme Sy = X;+ X9+ ...+ Xy; o N est

une variable aléatoire discréte

Supposons qu’on a des balles & distribuer aléatoirements (simultanément ou se-
quentiellement) dans N urnes distinguables. On assume que le nombre N est une

variable aléatoire avec la loi de probabilité
P(N =n) =c¢,,n>1. (3.22)

Soit X le nombre de balles distribuées dans la j-éme urne, j > 1. Les variables X
sont supposées indépendantes et identiquement distribuées avec une loi de probabi-

lité connue
P(X =12) =gqsn>1. (3.23)

Soit Sy = Z X, le nombre total de balles distribuées dans les urnes, avec

P(Sy =n) =p,,n> 1. (3.24)

Le théoréme suivant nous donne la fonction génératrice de Sy
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Théoréme 3.13 [15] Soit {X;},j > 1, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes discrétes de méme loi de probabilité q, = P(X = z),x > 0 et de méme
fonction génératrice Gx(t) et soit N une variable aléatoire discréte positive indé-
pendante des X;, j = 1,2,...et de fonction génératrice Gn(t); alors, la somme
Sy = Xi+Xo+. ..+ Xy est appelée distribution composée et sa fonction génératrice

Gy (t) est donnée par la fonction composée

Gsy(t) = Gh(Gx(1))- (3.25)

3.2.1 Loide Sy

Théoréme 3.14 [15] Soit {X;},j > 1, une suite de variables aléatoires indépen-

dantes discrétes de méme loi de probabilité q, = P(X = x),x > 0 et de méme

fonction génératrice Gx(t) = Z qt* et soit N une variable aléatoire discréte posi-

=0
N

twe indépendante des X;,j > 1, alors la loi de la distribution composée Sy = ZXk

k=1
est donnée par :

1 = _ _ _ ,
%f (q0) Z k'b(k:) (QO) Bm,k(l'% 1Q17 Q'QO 1q2a ) m'q() 1QW7 .- ')7 St qo > 0
p(SN = m) = k=0

1 m
%Zk!ckBmk(l!ql,Q!qQ,..,m!qm,...), si qo =0,
" k=0

(3.26)

ol

) =S et byl =[S (})es. G20

7=0 n=~k
Nous détaillons ici la preuve du théoréme :

Preuve. La loi de probabilité de la variable aléatoire Sy est donnée par

1 [d™
P = = — |— t
(S =m) = o [ FGsn)]
si on pose
¢ = p(X=1), gt)=GCx(t)=) ¢t
=0

. = p(N=k), flu)=Gn(u)= chuk,
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on aura

dr
Gr = [%Gx(t)] = T!qm r = 1; 27 - 90 = g(O) = 4o (328)
t=0

fe = {j—;GN (U)}

En appliquant la formule de Faa di Bruno, qui nous donne les dérivées successives

Z(j)kch6_k7 k 2 1.

u=Gx(0)=q  j=k

de Gg, (1), la composée de Gx(t) et G (t), on déduit 'expression suivante

1 m
P(Sy=m)= — Z JrxBmx(Uq1, 2lga, .., mgm, .. .). (3.29)
" k=0
Sigy>0
1 m o0 . ) B B B
P(Sy=m) = — Z [Z(y)kch{] Bk (1 Yo, 21, Yoo, .., mlqq Yms - - )
T k=0 Lj=k

1 = _ _ _
= %f (qO) Z k‘b(k) (QO) Bm,k(UQO 16]1» 2'q0 1(]27 ) m'qo 1Qm7 . ')7
) k=0

O

3.2.2 Moments de Sy

Le théoréme suivant nous donne I’expression des moments factoriels d’ordre n de

la distribution composée Sy

My =3 (1ap(Sy = j) = D (i)upsin > 0. (3.30)

en fonction des moments binomiaux b(,) de la variable aléatoire N et les moments

factoriels yi(, de la variable aléatoire X :

Théoréme 3.15 [15] Soit {X;},7 > 1 une suite de variables aléatoires indépen-

dantes discrétes de méme loi de probabilité q, = P(X = z),x > 0 et de méme

fonction génératrice Gx(t) = qut“ et soit N une variable aléatoire discréte po-
=0
sitive indépendante des X;,j5 > 1, alors les moments factoriels de la distribution
N

composée Sy = E X} sont donnés par :
k=1
n

E{(Sn),] = Z ko) Bk (1) K2y - - - Him))- (3.31)
k=0
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En effet,
M @ 0,1
n) — . yn=4Y,1,
( ) _dtn SN 1
e
/’L(r) % X(t) ,7"—1,2,,90:9(1):]-
L t=1
-k
Mgy = - (u)] ;k:(),l,...
[dt* ] e )=

En appliquant la formule de Faa di Bruno, on trouve

E [(SN)n] = Z m(k)Bn,k(ll’(l)v /’L(Q)J ) :U’(n))
k=0

S [Son

k=0 Lj=k

Bk (111)s 142y -+ Hn))

= Kby Buk (i) Kz o Hiny)-
k=0

69

(3.32)

(3.33)



Chapitre 4

Application a une loi de Poisson

4.1 Moments d’une loi de Poisson

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre \.

Les moments non-centrés p,, de X sont en connection avec les polynomes de Bell

a une seule variable B, ()\) :
La fonction génératrice des moments de X vérifie :

b AN ot = tn
px(t) = E[X] =) e"e Ag =MD =3 " B.(V)—. (4.1)
’ n=0

n!
x>0

Ainsi, les moments non-centrés d’une loi de Poisson de parameétre A coinsident avec

les polynémes de Bell B, ()), c’est-a-~dire :

pn, = E[X"] = Ba(A), (4.2)
B,(\) = En: S(n, k)", neN. (4.3)
k=1

Et en particulier, si A = 1, les moments non-centrés d’une loi de Poisson de parameétre

A = 1, coinsident avec les nombres de Bell d’ordre n, puisque on a
B,(1)=> S(n,k)=B,, n€N. (4.4)
k=1

On déduit donc que le moment non-centré d’ordre n d’une loi de poisson de para-

metre A = 1 est le nombre de toutes les partitions d’un ensemble a n éléments.

70
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4.1.1 Polynémes de Bell généralisés

Les moments centrés m,, de X sont en connection avec les polynémes de Bell

généralisés (B, (y, A))nen, introduits dans la référence [6] :

Définition 4.1 Soit (B, (y,a))nen qui dénote la famille des polynomes définis par
leur fonction génératrice

[e.9] n

. ¢
ety—a(e!—t=1) _ Z Bn(y7 a)aa a,y,t € R. (45)
n=0

11 est clair que de (4.3) et (4.5), la définition de B, (y, \) généralise celle des poly-

nomes B, (\) car

Quand A > 0 la relation (4.5) peut étre écrite
- S t"
ety E)x[(et(X A)] = ZBn(y7 _/\)Ea yat € R) (47)
n=0
car
- o) oa AT
ety E,\[(et(X )\)] _ etyzet( )\)e A g

_ otyFA(—t-1) Z (Ae)”

z!
X

t_ ¢
_ ety+)\(e t—1)

o0 tn

ce qui conduit a la relation

et puisque
00 s - o) . n
>~ Buly, =N = BAl(CH V] = 3B 4y = A,
n=0 n=0
l'identité (4.8) implique
Bo(0,-A) = EA[(X = \)'],y € R (4.9)
Ainsi les moments centrés d’ordre n d’une loi de Poisson de parameétre A coinsident

avec les polynomes de Bell généralisés B, (0, — ).

La relation (4.8) est analogue a (4.1) et montre la proposition suivante :
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Proposition 4.2 [31] Pour tout n € N on a
n n k
B, (y, —\) = — "N Sk DN Ny € R 4.10
=3 (1) s A (1.10)

Le lemme suivant est utilisé dans la référence [31], pour exprimer les moments

centrés d’une loi de Poisson en utilisant les nombres Sz (n, k).

Lemme 4.3 [31] Soit X une variable aléatoire discréte suivant une loi de Poisson
de paramétre A\ > 0. On a :

B,(0,-)\) = E\[(X = \)"] = i So(n, k)N*, neN. (4.11)

k=0

Nous proposons ici une autre approche pour démontrer le lemme précédent :

L’expression des moments centrés d’une loi de Poisson peut étre déduite de leur

relation avec les moments ordinaires, on a :

= S0 ()

_ kzn%(—l)’“ (Z) AR {né S(n — k:,j)/\J}

n

- nk(—1)k (Z) NS (0 — k. ).

k=0 j=1

En développant par rapport aux puissance de A, on trouve

m, — Zn: { ko(_1)ﬂ' <7D NeS(n — j,k —j)} AF,

k=0 j=
d’ou .
My =Y Sa(n, k)", (4.12)
k=0
o Sa(n, k) sont définis par leur fonction génératrice
- o (ef—1—t)*
> Sa(n, b= k=01, (4.13)
n=2k

et Sa(n, k) détermine le nombre de partitions d'un ensemble & n éléments en k sous

ensembles de tailles au moins égales a 2.



Polynémes de Bell et variables aléatoires..................cccoccvvuuueuenenennns Y. Saidi 73

En particulier, si A = 1, (4.11) montre que

B,(0,~1) = Ey[(X — 1)"] = Zn: Sa(n,k), mneN. (4.14)

k=0
Ainsi les moments centrés d’ordre n d’une loi de Poisson de parameétre A = 1 coin-
sident avec les polynomes de Bell généralisés B,,(0, —1) : c’est le nombre de toutes les
partitions d’un ensemble & n éléments en sous ensembles de tailles au moins égales

a 2.

4.1.2 Polynémes de Touchard généralisés

Définition 4.4 Les polynémes de Touchard (T, (x);n > 0) sont définis par leur

fonction génératrice donnée par :
0o n -
ZT" (:L')E =exp{z(c"+e"-2)}. (4.15)
n=0

A partir de la définition des polynémes de Touchard, il s’en suit que

T, () = B, (0,22,0,2x,0,...). (4.16)

Exemples 4.5 Voici quelques exemples de polynémes de Touchard :

1. Il est clair que, par construction des polynémes exponentiels de Bell,

1
T, (5) = B,(0,1,0,1,0,...), (4.17)

appelés nombres de Touchard semi-réduits, qui representent le nombre de ma-

niéres de partitionner un ensemble a n éléments en blocks de cardinalités paires.

2. Comme il est impossible de partitionner un ensemble de cardinalité impaire

en sous-blocks de cardinalités paires, on a donc
T2p+1 (!L‘) =0. (418)
3. On peut voir aussi que :

T[) (ZE) = 1,
T2 (‘/E) = B? (07 23:) = 21’,
Ty(r) = B4(0,22,0,27) = 2z + 122°.



Polynémes de Bell et variables aléatoires..................cccoccvvuuueuenenennns Y. Saidi 74

Soient maintenant deux variables aléatoires X et Y indépendantes et de méme loi
1
de Poisson de parametre A et soit Z = 3 (Y —X).SiT =27, alors

P(T=k) = P(Y-X=k)
= ), P(X=i)P(Y=i+k)
i=max(0,—k)
o /\2i+k
= exp(—2)) Z TR

i=max(0,—k)

et ceci donne la fonction génératrice des moments de T°

pr(t) = Y *P(T=k)
k=—oc0
= e exp (—2)) —_
(7 |
k=—o00 i:max((),—k)l' (Z T k)
0 /\z o0 " )\i-‘rk
=0 k=—1
A N
i=0 ! §=0 J!

= exp {)\ (et +et— 2)}

— iTn (\) Z_n' (4.19)

= exp(—2\)

[M]8

et on a

E[T"] = T,(\) = B, (0,2),0,2X,0,...) . (4.20)

On déduit donc que les moments d’ordre n de la variable aléatoire T' coincident avec
les polynomes B,, (0,2X,0,2,0, ...) . ainsi Les moments d’ordre 0,1,2,3,4,5,6, .. .de

la variable aléatoire T" valent respectivement :
1,0,2X,0,2X + 1202, 0,2\ + 60\ + 1203, . ..

On remarque que les moments d’ordre impaire sont nuls.

En particulier, si A =1
E[T"] =T,(1) =T, (les nombres de Touchard), (4.21)
et Les moments d’ordre 0, 1, 2, 3, . . .de la variable aléatoire T" vallent respectivement :

1,0,2,0,14,0,182, ...
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Par La fonction génératrice de la variable aléatoire Z

o, (1) = E (exp (12)) = E <eXp (%T)) — exp{\ (cosht — 1)} (4.22)

ainsi, pour A =1

1
E[Z" =T, (E) = B,(0,1,0,1,0,...),

c’est le nombre partitions d'un ensemble & n éléments en blocs de cardinalités paires.

Les moments de la variable aléatoire Z prénnent les valeurs :

1,0,1,0,4,0,31,...

En généralisant les techniques précédentes, des suites polynémiales a support » mod s

sont construites :

Définition 4.6 Les polynémes de Touchard généralisés (T, s, (z);n > 0) sont dé-

finis par :

Tn,s,r (l’) = Bn (Qfl‘l, X9, ) , (423)
1 sii=rmods
avec r; =
0 sinon

A partir de la définition des polynomes de Touchard généralisés, on obtient une

suite polynomiales (7,5, (z);n > 0) de fonctions génératrices

ZTn,s,T (x) :L—n' = exp {% (Z exp (gjt) — 1) } ) (4.24)

Ces polynémes généralisent les polynomes de Touchard et on a :

T, () =T, 20 (2x) = B, (0,2x,0,2x,0, ...) . (4.25)

Si r = O0mod s, on obtient le processus circulaire d’ordre s a partir de s variables

aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson de parameétre A :

I, 2mi
Z = - ¢ = . 4.26
S;f ; avec £ = exp ( > (4.26)

S

La fonction génératrice des moments de Z est donnée par le théoréme suivant
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Théoréme 4.7 [34] Si Xi,..., X sont s variables aléatoires indépendantes et de

1.5 . .
méme loi de Poisson de paramétre \ et Z = = & X; avec £ = exp (%) . Alors
Sj:1

©, (t) =exp {g (é exp (¢t) — 1> } =1+ iBn (Az1, Aza, ...) %n!,

n=1
. . (4.27)
. 1 sis dévise 1,
ol T; = _
0 sinon.

On peut vérifier facilement que By, (x1,xa,...) = 0 lorsque s ne dévise pas n.

0, (t) =exp {% (Z exp (&'t) — 1) } = ZT”’S’O (A) i—n' (4.28)

Ainsi, les moments non-centrés d’ordre n de Z coinsident avec les polynémes de
Touchard T;, 5 o (A), c’est-a-dire

E[Zn] = Tn,s,O ()\) = Bn <>\$1, )\IL‘Q, ) , n> 07

ou

1 sis dévise ¢
xT; = .
0 sinon

En particulier, si A =1

E[Z"] = Tpu0 (1) = By (21,72, ..) - (4.29)

Exemple 4.8 pour s = 3, En se basant sur la construction des polynémes de Bell,

on peut déduire les moments de la variable aléatoire Z,
E[Z"] =Th30(X) = B, (0,0,),0,0,A,...).
qut prénnent les valeurs

1,0,0,1,0,0, A4+ 10A2,0,0, X\ 4+ 84X\ 4+ 28013, . ..

4.1.3 Nombres de Stirling généralisés

Similaire au nombre de Stirling du deuxiéme espéce S (n, k), le coefficient de z*
dans le polynome de Bell B, (x), sont définis les nombres de Stirling généralisés de

deuxieéme espéce S, (n, k).
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On a
S(n,k)=Bnr(1,1,1,...), (4.30)

et on définit

Ssr(n,k) = By (1, 29,...) avec x; = : (4.31)

0 sinon

{ 1 sii=rmods

Ssr (n, k) est alors le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en k blocks

de sous-ensembles non-vides de cardinalités congruent r (mod s) . Si on pose

1 s
— (e 4+ .. 4+e) =1 sir=0mods

gsr (1) = § ) (4.32)
— (€T + L+ sior#£ Omods
s

on obtient
= o1
> Sar (k) — = 7 (g0, (1) (4.33)
n=k

Exemples 4.9 1. S1o(n,k) =S(n, k) =B,;(1,1,1,...).

2. Sa0(n,k) = Bni(1,0,1,0,...) : Le nombre de partitions d’un ensemble a n

éléments en k blocks de tailles paires.

3. Sa1(n,k) = Bny(0,1,0,1,...) : Le nombre de partitions d’un ensemble & n

éléments en k blocks de tailles impaires.

Soit maintenant

By, (n) =Y S (n.k), (4.34)

le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en blocks de sous-ensembles

non-vides de cardinalités congruent r (mod s), on a alors :

B,,(n) = B, (w1,72,..) = Tpsy (1) (4.35)
L0 = 1.

vl

et de fonction génératrice
o0 t”
> B, (n) — = exp (9., (1)) (4.36)
n=0 )

Exemples 4.10 1. Byy(n) = By,
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2. Bay (1) = B, (1,0,1,0,...) =T, (3) : Les nombres de Touchard semi-réduits.
Théoréme 4.11 [3/] Pour k fize, il existe des constantes by, ..., by telles que

Ser(n,k) + Zb Sep(n—j,k)=0. (4.37)

Théoréme 4.12 [34] Soit p un nombre premier avec p = 1 (mod s). Alors

Ssr(n+1,k) (modp) sir#1(mods)

Ssr(n+p, k) = ‘
Ss1(n+1,k)+ Ss1(n,k—p) (modp) sir=1(mods)

(4.38)
Corollaire 4.13 [34] Soit p un nombre premier avec p =1 (mod s). Alors
B, 1 d ] 1 d
B, (n+p) = r(n+1) (modp) sirs# (mo s) (4.39)
Bsi(n+1)+ Bs1(n) (modp) sir=1(mods)

4.2 Lois de Poisson composée

Soit X une variable aléatoire discréte de loi de probabilité ¢, = P(X = z),z > 0
et de fonction génératrice G x( Z q.1*, et soit IV une variable aléatoire discréte

positive indépendant de X, de loi de probabilité de Poisson de paramétre A\ et de

fonction génératrice

= Z pt? = e A7 (4.40)
=0

Définition 4.14 Soient X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires indépendantes
N

de méme loi que X. La variable aléatoire Sy définie par Sy = ZXk, est appelée

k=1
Loi de Poisson composée (Compound Poisson) et sa fonction génératrice est donnée

par la fonction composée
Gy (t) = exp(—A(1 — Gx(1))) (4.41)

Théoréme 4.15 [3/] Soient X1, X, ... une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi que X, avec E (X") = x,, alors les moments d’ordre n de la loi

de Poisson composée Sy sont donnés par :

E[SN] = Bn (Az1, ..., Axy,) .
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Les moments binomiaux d’ordre k de la loi de Poisson N

Ak
by = S (4.42)
Et on a i
0o ' - - )\q
fla) =3 esah = 0 ;0 (a0) = O (1.4%

=0
Ainsi, des identités (3.26) et (3.31), la loi et les moments factoriels d’ordre n de la

distribution de Poisson composée Sy sont donnés par :

1 m
P(Sy=m) = %e*m*qe)ZAkBm,k(uql,z!qQ,...), (4.44)
’ k=0
E{(Sn),] = Z)\an,k(MupM(z)a---)- (4.45)
k=0

Exemples 4.16 En fixant la loi de X, on obtient plusieurs lois de Poisson compo-

sées :
, , . . , -0 _ot”
1. 8t X suit une loi de Poisson de paramétre 60 : qy = e ’;qn, = € — et
m!
figny = 0" :
P(Sy=m) = —e (=) f:xfB (11, 2'go, ...)
N ml m,k\1:q1, £:q2;
k=0
= Lomea (=) i (Ae™)* S(m, k)
m! ’
k=0
1 _
= meA(le O)Bm ()\6_9) :
m!
et
E{(Sn),] = Z Aan,k(M(n»/i(z), ) =0" Z S(n, k)X* = 6"B,, ().
k=0 k=0

2. Supposons que X suit une loi Binomiale de paramétres s et p; la distribution de

s
Sn est appelée distribution d’Hermaite généralisée. On a, q,, = ) P q =
m
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Y12

¢ et pyy = (s),p":

1 "~
P(Sy=m) = %e_’\(l_q)ZAkBm,k(UQl»?!Cb, g, )
' k=0
_ 1 p mn —A(1—¢°) - s\k
= —' — e ZBmk((S)la(s)Qv )()‘q )
m=\q k=0
_ 1 /p A=) £ (Ag°)
m! \ ¢
= L (P} o
m! \ q m’

avec fr, (x) = (s),, €” une suite de potentiel, donnée par :

(@) =Y Bri(f10), £5(0),.. )a" (4.46)

k=0
Les moments factoriels de Sy

n

E[(Sy),] = Y N Buxl(s), 0" (s), 0%, )

k=0

- pn Z Bn,’ﬁ((s)l ) (S>2 ) ))‘k
— P (V)

= pne)\ (S)m *

4.3 Partitions et moments de variables aléatoires

On a vu que la suite des nombres de Bell {B,}, ., est une suite de moments d’une

variable aléatoire X de Poisson de parameétre 1, et on a

R
B,=-S"L —px". (4.47)
e~ j!
Jj=0

On a comme conséquence de (4.47)

Boy1, d By o\ | igeto1 -
Z ol t" = % (Z Ft > = €t+ L= E [et(lJr )] . (448)

n>0 n>0

d’olt {Byy1},,5, est une suite de moments de la variable aléatoire 1+ X.
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Une généralisation des B, est établie dans la référence [24] avec son interprétation

probabiliste :
Soit maintenant, un ensemble ().

Une partition de €2 est une collection de sous ensembles de €2 disjoints deux a deux
dont 'union est (2. Puisque les partitions de {2 sont aussi des ensembles, on peut
considérer leurs partitions. Ces partitions de partitions de €2 sont appelées partitions
de Q2 de niveau 2. Plus généralement, pour m = 1,2, ..., sont définie inductivement,
les partitions de €2 de niveau m (ou m-partitions de 2), comme les partitions de

(m — 1)-partitions de €.

Q) est la seul O-partitions de €. Les éléments d’une m-partition sont appelés m-blocs

et ce sont des ensembles de (m — 1)-blocks. Les 0-blocks étant les éléments de 2.

Et donc, B{™ est le nombre de toutes les m-partitions d’un ensemble & n éléments

et en particulier, B7<11> = B,.

Soit 77 (.),m5 (.), ..., une suite de processus de Poisson standards et indépendants,
définis sur le méme éspace de probabilité; et soit {7,,},,, la suite de variables

aléatoires (a valeurs entiéres positives) définies récurcivement par

{ To=1 (4.49)

Tm = N (Tm-1);m > 1.

La fonction génératrice exponentielle de {Bﬁm} et la fonction génératrice des
n>0
moments de 7, sont notées, respectivement, B™ (t) et M™ (t) et e™ =eo...0e

(m-composition de la fonction e définie par e (t) = e' — 1).

Sous les hypothéses précédentes, le théoréeme qui suit montre que la suite {B,ﬁm> }
n>0
est une suite de moments de la variable aléatoire 7,, et en méme temps une suite de

moments factoriels de la variable aléatoire 7,,,1 :

Théoréme 4.17 [2/] On a :
(a) Pour m >0,

B (t) = ™0 = M (1)t € R. (4.50)

(b) Pour m,n >0,
B = B[] = B [(rmia), ). (451)
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Pour conséquence du théoréeme précédent, I'interprétation probabiliste des nombres
Bﬁ“a est déduite :

Corollaire 4.18 [24] On a :

(a) Pour m >0,
B X
Z #t” = exp Z e (1) ]t eR. (4.52)

(b) Pour m,n > 0,

B" = E —E

!
T

n=0

Z T;+1] : (4.53)
n=0 n

o T4, T, Th, ..., sont des variables aléatoires indépendentes telles que pour tout i,

7! a la méme distribution que ;.

m

Ainsi, la suite {BS?I} est une suite de moments de la somme g 7 des variables
>
n>0 0
aléatoires indépendantes 7%, ou 7, a la méme distribution que 7; et en méme temps

une suite de moments factoriels de la somme des 7;_,.



Chapitre 5

Théoréme central-limite, graphes

aléatoires et polynémes de Bell

5.1 Relation entre le théoréme central limite et

les polynémes de Bell

Le théoréme central limite dit que si I'on fait la somme de k variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, alors pour k assez grand, cette somme suit une loi
Normale quelle que soit la loi de départ. Dans ce chapitre, puisque la loi de la somme
de variables aléatoires discrétes peut étre exprimer en utilisant les polynomes de Bell,
on peut établir quelques limites en prenant des exemples de variables aléatoires
discrétes. On essaye d’approximer la médiane pour la somme de quelques variables

aléatoires.

Théoréme 5.1 (Théoréeme Central Limite (TCL)) Soit (X, )nen une suite de va-

riables aléatoires indépendantes de méme distribution de moyenne p et de variance
k
o?. Posons : Sy, = E X, ; alors

=1

. Sk —kp
li — N(0,1 5.1
Jim 24— N(0,1) (5.1
et ona .
— kpu e’ /2
lim P k <c)=%®(c) = dx 5.2
tim P (22 <o) o= [€ 52)
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On a d’une part, d’apres le lemme (3.2)

k!
Sk < 77, Z P mBj+k’k (1!])0, cevy m!pm,l, ) y (53)
§=0 '

Et d’autre part, d’apres le théoréeme (TCL) (5.1)

lim P (S <n) = limP(Sk_ku<n_ku>

k—o0 k—oo ovk — ovk
— lme( pVk
k—o0 g\/E g
= klim O (—o00)
= 0.
D’ot, on déduit
li . i B 1! ! 0 5.4
im —B; Do, ..o m!pm_1,...) = 0. .
o0 2 (] + R) e (1P oy Pt ) (5:4)
E les 5.2 1 ! ! Z ! !
xemples 5. . pg— 1(]—1—1)"” J “1G+ 1) e—l

La limite (5.4) nous donne

n

. k! 1 1
]}1_)1130 Z m8j+k’k <1!$(0i1)!,2!$ EESHIERE m!a%, ) =0 (55)
7=0

d’ot On a

lim kK S+ Ekk) _

oo (J+R! (e—1)"
11 11 11 1

s = —— = '——:— ——:]_
S Ry R ]

S0 ; | ek
ko0 £~ (j+k)e

D’ou on déduit
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5.1.1 Approximation de la médiane d’une somme de va-

riables aléatoires

Pour chacune des distributions de probabilités sur la ligne des nombres réels avec
une fonction de distribution cumulative, F, peu importe s’il s’agit d’une distribution
continue de probabilités ou d’une distribution discréte de probabilités, une médiane
me satisfait 1’égalité

P(X <me)=P(X >me) = /dF(fL’) (5.9)

—00

Pour une disribution de probabilités discréte X

P(X <me)=P(X >me)=)» P(X=j)=-. (5.10)

1.
. Sk .
lim P - <z| = khm P (Sk < kx) (5.11)

- () < 552)
- ),

k—oo o

Et de l'identité (5.3) on déduit

O(+00) =1; sixz > p,

(k]
. k! .
Jim E m&'%,k (1'pg, ooy MIPp, o) = ¢ P(=00) 1: 0; stz <p,
=0 o(0) = 3 six = p.

(5.12)

. , Sk—k:u) n+kx—k:,u)
lim P(S, <n+kzx) = lim P < 5.13
k—oo (Sk < ) k— 00 (( ok B ok (5.13)

L n (@—pVk
—Jz&ﬁ(m+ o )
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Et donc, on déduit

1 six>p,
[n+kx] |
lim Z LB- wk (Upg, ccoym!pp_1,..) =< 0 stz <y, (5.14)
k_)oo - (]+k)! ]+ s . g ey HMm—1y - 1
J 5 six = p.
3.
Sk —k kg (k) —k
lim P (S < kg (k) = lim P (( k “) < kg (k) “) (5.15)
IR ((g (k) — ) ﬂ)
k—o0 o
Et on a
Kotk L osig(k)>p,
: B | ! ={ 0 sig(k)<up, .
5 sk =p
Et si d _1L =1
t s on prend p; = Eﬁ’ n=
— D’identité (5.16) devient
ko®)] 1 o (k) >1
lim Y “et=¢ 0 sig(h)<1 (5.17)
Jj=0 : _
— sig(k)=1
2
Et particuliérement,
(a) pour g (k) =1, On déduit la limite
k .
Kk 1
lim Y —ef=_, (5.18)
7=0
k .
L
ainsi, une approximation de la somme Z — est donnée par
X J-
7=0

1,
ZTET qand k — oo. (5.19)
=
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(b) pour g¢(k)=2 ,on déduit la limite

kI

Y. Saidi 87

(5.20)

ainsi, une approximation de la somme E - est donnée par

=0 J°
2]

K &
E — ~e gand k£ — oo.
X J:
j=0

(c) Et de maniére générale pour g (k) = «

(o] 1 sia>1,
lim Zeh=4{ 0 si a<l,
koo 4= ! 1

T Ga=1
5 sl

Si la loi de X est donnée par p; =
— l'identité (5.16) devient

1
1 sig(k)>——,
[kg(k)] K SG+ kK efl
lim - — =4 0 sig(k)< ,
ooo = (J+K) (e—1) e—1

= Lo ]

(a) Pour g¢(k) =1, On déduit la limite
k | :
lim K SG+kE) )

koo = (j+ k)l (e 1) ’

J:
pour g¢(k)=a>1,On déduit la limite

ak

. k! S(j+k, k)
lim y :
ko0 £— (J+kE)! (e—1)

J]=

= 1.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme discréete U, définie

par 1
P(Uq :j) = q—l——l’ pour 5 =0,1,...,q; avec u = g

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

sur{0,1,...,q}

(5.25)
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Pour ¢, k € N, Notons par U ¥ le k*™¢ produit de convolution de la loi uniforme, c’est-
a-dire la somme de k variables aléatoires indépéndentes identiquement distribuées
de loi U,.

En combinant le lemme (3.2) et I'identité établie dans le théoréme suivant

Théoréme 5.3 [4] On a

n! k
B, (112! ..., nvLo,..)=— . 5.26
ez no =g (, ) (5.26)
La loi de Z/{q*k sera donnée pour tout n =0,1,...,q, ...., kq
Pt =n) = " _p 111 !0 5.27
( . =n) = CERD] n+k,k( -q+—1;-~-,(€I+ N 7) (5.27)

k! 1
= rigq e (A @ DLO, )

N (q j 1)" <:‘)q

[kg(k)]
PU* <kg(k)) = Z ! k(’“) . (5.28)

‘= (@+1)"\n
I'identité (5.16) devient
1 sig(k)> 4
R 2
lim k( ) ={ 0 sig(k) < 5 avec g(k)<q (5.29)
koo L5 (¢ +1)"\/
: ~sigh) =1
— 1 .
o MY 2
et particulierement
1 si ki < a<gq,
[ak] 1 I 2 q
lim k() {0 s n<ac<t (5.30)
k*)oojzo (q_|_1) n q 1 _q
5 8L oa=g3
Les moments d’ordre n de la loi uniforme sont donnés par :
1 q
EU' =—— " 5.31
Ul =52 (5:31)
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Le moment d’ordre 2

1 & 2920+ 1)
271 _ 2
EUuZ] = Tl ;:O P (5.32)

Les moments d’ordre n de la somme L{;‘k sont donnés par le lemme (3.7)
NI (P I (FE) SR LD DU [
q k TL—‘rk,k 7q+17 7...q+1
n+k 1
= B, 1,2 -1
(0 s (12 )

q-+ j=0

Et en particulier I’espérance de la somme Z/{; k

Or, d’apres le corollaire (7), dans ([4])

1 &k k
E U] = ; j( ) - (5.35)
(@+1)" =" \J/, 2

Par identification des deux expressions précédentes, on déduit

q q qk
: - [k
Brey1k (1,22],...,m E J 1,...) = (/{:—1-1)2](.)
j=0 j=0 =0 /4
av

5.2 La domination dans les graphes aléatoires via

les polyndémes de Bell

Comme application des polynomes partiels de Bell, une connection au graphes

aléatoires, concernant la k-domination, est présentée dans la référence [25].

Soit @ (x) un polynome de type binomial défini par :

@<x>=2(7f) (" =1 0<m<nk>1, (5.37)
1=0
et considérons de( )
@) (1) — L . ~
QY1) = | ;0<j<m. (5.38)
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Lemme 5.5 [25] Soit (k), = k(k+1)...(k—1+1) le factoriel descendant de k.

Alors, Pour 1, ], k, des entiers positifs. On a :

((g;k - 1)i>u> 1) = { By (K)y, (K)y,- )0 >, (5.3

0, g <.

Lemme 5.6 [25] On a :
QY (1) = (nk); , (5.40)

pour 1 < j<m<n,k>1.

Théoréme 5.7 [25] L’identité combinatoire

> (1) Bii (k). (k)y,-..) = (nk), (5.41)

=1

est vraie pour i, j, k, des entiers positifs.
Soient X et Y deux variables aléatoires.

Définition 5.8 On dit que X est stochastiquement plus large que Y (X domine Y ),
on écrit X =Y, st

P(X >a)>P(Y > a); pour tout a. (5.42)
et on écrit '~ G, ou F et G sont les distributions de probabilités de X et Y,

respectivement.

Théoréme 5.9 [25] Soit X etY deux variables aléatoires suivant une loi binomiale

de parameétres (nk,p) et (n, 1—-(1- p)k> , respectivement. Alors X =Y. On écrit

b(nk,p) = b (n 1-(1- p)k> , (5.43)

pout tout entiers positifs n,k et 0 < p < 1.
Soit un ensemble V' = {vy,va,..., o5} .

Définition 5.10 Un graphe non orienté G = (V,E) est la donnée de deux en-
sembles, un ensemble fini de sommets V et un ensemble fini d’arétes E. Une aréte
e € E est une paire de sommets (u,v), notée e = xy, o x ety sont les extrémités

de e. On dira dans ce cas que x ety sont adjacents et que e est incidente ‘a x et a

Y.
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Définition 5.11 Un graphe est biparti si [’ensemble de ses sommets peut étre par-
titionné en deux classes Vi et V, de sorte que deux sommets de la méme classe ne

soient jamais adjacents, on le note G = (V1 U V,, F).

Définition 5.12 Le graphe aléatoire G [V, p| défini sur l’ensemble de sommets V =

N

2) arétes est présente avec probabilité

{vi,...,un} est un graphe ot chacune des (
p, absente avec probabilité 1 — p, cela indépendamment du statut des autres arétes.

Le nombre d’arétes de G [V, p| suit la loi binomiale b ((g),p) )

Soient V] et V, deux sous ensembles disjoints et non-vides de V, tels que |V;| =
n,|\Va| =k et n+k < N.

Définition 5.13 Le graphe aléatoire biparti G [V, Vi, Va, p| est construit en plagant

des arétes entre les nk paires de sommets de Vi et Vo avec une probabilité p.

Deux variables aléatoires X et Y sont associées au graphe G [V, V1, V3, p] telles que :
X : Représente le nombre d’arétes entre V] et V5. X suit une loi binomiale b (nk, p) .

Y : Représente le nombre de sommets de V; adjacents a au moins un sommet de
V5. Y suit une loi binomiale b (n, 1—(1— p)k) .

Définition 5.14 Une chaine C dans un graphe G = (V, E) est une séquence finie de
sommets (v1,va, ..., vy) telle que pour tout entieri, 1 <i<k—1, e, = vv;1 € E.

L’entier k — 1 représente la longueur de C' et les sommets v, et v, sont appelés

.....

Définition 5.15 La distance entre deux sommets x et y d’un graphe G = (V, E),

notée d(x,y), est la longueur de la plus courte chaine joignant x et y.

Définition 5.16 Un sous-ensemble de sommets D de V' est un dominant de G si

tout sommet de V\D est adjacent & au moins un sommet de D.

Définition 5.17 Un ensemble dominant D d’un graphe G est minimal si aucun

sous ensemble propre de D ne domine V(G).
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Définition 5.18 Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G est appelé
nombre de domination, et est noté par v(G). Le cardinal mazimum d’un ensemble

dominant muinimal de G est appelé nombre de domination supérieur, et est noté par

T(G).

Définition 5.19 Un sous-ensemble de sommets D de V' est un k-dominant de G si

tout sommet de V\D est de distance au plus k,k € N*, d’au moins un sommet de
D.

Théoréme 5.20 [25] Considérons G [V, p| défini sur l’ensemble de sommets V =
{v1,v9,...,0,}. Pour z € V, soient Ty (x) = {y € V/d(z,y) =k} et Ny(z) =

iLleFi (x) & V. Sotent Z = (|T' (x)], | Nk (2)]), Y = [Thq1 (z)| et G (a) = Gyz (a/Z) =

P(Y <a/Z) la distribution conditionnnelle. Alors, on a la domination

b(ITk (@) (n — [Nk (2)]) ,2) = Grpss (@) (0w (@) Ve (@)]) (5.44)
= b (n— N (@)1= (1= p)™ )

pour 0 <k <n,0<p<1.



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié les variables aléatoires en connexion avec les

polynoémes de Bell.

Nous avons donné l'interprétation combinatoire et probabiliste des polynomes de
Bell et nous avons déduit des interprétations combinatoires et probabilistes pour les

nombres de Stirling associés, nombre de Stirling et nombres de Touchard, généralisés.

Les polynomes de Bell sont utilisés pour exprimer ou interpréter combinatoirement
les moments de certaines lois telles que la loi de poisson, la loi de la somme d’un

nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Nous avons donné une approximation de la médiane pour la somme de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Au cours de ce mémoire nous avons constaté que les polynomes de Bell représentent
un outil trés important dans I’étude des probailités. Pour approfondir cette étude,

il serait intéressant de :

— Déterminer la loi et les moments de la somme de vecteurs aléatoires indépen-
dants.

— Déterminer la loi et les moments de la somme de variables aléatoires continues,
indépendantes et identiquement distribuées.

— Déterminer la loi et les moments de la somme d’un nombre aléatoire de variables
aléatoires continues, indépendantes et identiquement distribuées.

— Donner une condition nécésaire et suffisante simple qui caractérise une suite de

cumulants.
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