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Resume

Dans notre travail, nous nous intéressons en premier lieu a la classe des graphes
presque distance-héréditaire bipartis définie par Aider [3] comme suit : toute {u, v}-chaine
induite est de longueur au plus égale d (u, v) +2, i.e. la longueur de toute {u, v}-chaine induite
est soit égale a d (u, v), soit a d (u, v) +2. Ce dernier avait proposé une caractérisation en
termes de sous-graphes induits. En suivant cette caractérisation, nous développons deux
algorithmes polynomiaux pour résoudre le probléme de reconnaissance de ces graphes.

Enfin nous établissons une condition métrique suffisante pour qu'un graphe connexe biparti

soit presque distance-héréditaire biparti.

En second lieu, et dans le cadre d’une généralisation de la classe précédente nous
étudions les graphes k-distance-héréditaire bipartis notés ‘B (k, +), dans lesquels toute {u,
v}-chaine induite est de longueur au plus égale a d (u, v) +2.k.

Nous terminons par une étude de cette classe en donnant une caractérisation en termes de

configurations interdites pour k> 2.



Introduction

Géneérale

La recherche opérationnelle est I’ensemble des méthodes et techniques rationnelles d’analyse
et de synthéses des phénomenes d’organisation utilisables pour ¢laborer de meilleures
décisions, elle s’occupe principalement de la résolution des problémes d’optimisation au
moyen de techniques souvent conjuguées a un formalisme précis du probléme. En effet, c’est

bien a son application aux opérations militaires qu’elle doit son nom.

La théorie des graphes est I’une des branches de la Recherche Opérationnelle qui débute
éventuellement avec les travaux du mathématicien Suisse Léonard Euler au dix-huitiéme
siécle et trouve son origine dans certains problémes de type distractions, tels que celui des sept
ponts de Konigsberg : “les habitants de Koénigsberg se demandaient s’il était possible, en
partant d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois
par le méme pont et de revenir a leur point de départ” , la marche du cavalier sur I’échiquier

et le probléme de coloriage de cartes.

Neamoins, le recours a la théorie des graphes remonte aussi loin que ’homme a eu besoin de
formuler une situation donnée par un dessin pour mettre en pratique 1’idée « un bon dessin
vaut mieux qu'un long discours ». 11 s’agit donc du langage des graphes, ou on utilise les
points pour représenter les objets reliés par des lignes qui traduisent les différentes relations

qui existent entre-eux.

La théorie des graphes s’est développée dans diverses disciplines telles quela chimie
(modélisation de structure), les sciences sociales (modélisation des relations), I’informatique,

les réseaux de communication, I’optimisation, le transport et 1’architecture,....

Cependant, les derniers travaux en théorie des graphes sont souvent effectués par des

informaticiens, du fait de ’importance qu’en revét 1’aspect algorithmique.
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Depuis le début du vingtiéme siécle, la théorie des graphes s’est imposée en une branche
entiere des mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de Berge et
d’Erdos.

En 1969, Harrary [33] avait introduit la notion de distance dans les graphes définie comme
¢étant la longueur de la plus courte chaine reliant deux sommets d’un graphe. Notons que tout
graphe muni de sa fonction distance est un espace métrique. Il est donc naturel que certaines

classes de graphes soient caractérisées uniquement en termes métriques.
Notre travail de recherche traite principalement de la notion de distance dans les graphes.

Nous nous intéressons particulierement aux graphes distance-héréditaire introduits par
Howorka [35], dans lesquels la distance entre toute paire de sommets non adjacents est
préservée dans chaque sous-graphe induit connexe qui la contient.

Howorka [35] avait établi quelques propriétés et donné la premicre caractérisation de ces
graphes en termes de sous-graphes interdits. D’autres caractérisations, notamment métriques,
ont été établies par Bandelt et Mulder [6]. D’une part en termes de sous-graphes isométriques
interdites et d’autre part basées sur la comparaison des trois sommes de distances suivantes :
dw, x)*d (v, w) ,; d(u, v)+td (w, x) ,; d(u w)+d (v, x) pour tout quadruplets de
sommets {u, v, w, x}.Ils ont pu montrer que ces graphes sont exactement les graphes qui
satisfont « la condition faible des quatre points », 1.e. au moins deux des trois sommes ci-
dessus sont égales.

En généralisant la notion de graphes distance-héréditaire, et en s’intéressant aux graphes
bipartis, Aider [3] avait introduit la classe des graphes presque distance-héréditaire bipartis,
dans lesquels toute {u, v}-chaine induite est de longueur au plus égale a d (u, v) +2.

Les graphes dans lesquels cette longueur est au plus égale a d (u, v) +2k sont les graphes

k-distance-héréditaire biparti constituant la classe notée B (k, +).

Nous nous intéressons aux deux derniéres classes de graphes mentionnées ci-dessus, et le

présent document, structuré en quatre chapitres se présenter comme suit :

Le premier chapitre s’adresse principalement au lecteur non familier avec la nomenclature de

la théorie des graphes, en général et la notion de distance dans les graphes, en particulier.

Nous rappelons les définitions et la terminologie adoptée en théorie des graphes, et quelques

notions de base sur I’optimisation combinatoire.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous focalisons sur la classe des graphes distance-
héréditaire, en donnant certaines sous-classes contenues dans la classe des graphes distance-

héréditaire, et rappelons quelques classes constituant une extension de ces graphes.
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Le troisiéme chapitre est consacré principalement a une adaptation de la notion distance-
hérédité aux graphes bipartis. Nous aborderons d’abord, la classe des graphes presque
distance-héréditaire bipartis introduits par Aider [3], qui en avait donné une caractérisation en
termes de sous-graphes interdits. Suivant cette caractérisation, nous proposons deux
algorithmes combinatoires opérant en temps polynomial pour résoudre le probléme de
reconnaissance de ces graphes. Nous cloturons ce chapitre, en établissant une condition
métrique suffisante utilisant la condition des quatre points pour qu’un graphe connexe biparti

soit un graphe presque distance-héréditaire biparti.

Au quatriéme chapitre, nous rappelons en premier lieu, les définitions nécessaires et les

différents résultats relatifs a la classe des graphes distance-héréditaire d’ordre k, notée

DH (k, +), introduite et caractérisée par Cicerone et Di Stefano [20]. Nous évoquons aussi les

caractérisations de cette classe en termes de sous-graphes interdits donnés par Meslem [33].

Au cours de la deuxieme partie, et dans le cadre d’une généralisation des notions relatives a
la classe précédente et en étendant les résultats concernant les graphes DH (%, +), nous nous

intéressons a la classe de graphes k-distance-héréditaire bipartis, notée B (k, +) et les
caractérisations en termes de sous-graphes interdits.
Nous cléturons notre travail en posant quelques problémes non résolus dans ces différentes

classes de graphes que nous avons considérées dans les deux derniers chapitres et proposons

quelques des perspectives de recherche.



Chapitre 0 1

Definitions et Notations

1.1. Introduction.

Ce chapitre est destiné essentiellement aux lecteurs non familiers avec la théorie des graphes,
en général, et la notion de la distance dans les graphes en particulier. Nous décrivons les
définitions et les résultats nécessaires dont nous aurons besoin le long de ce mémoire, ainsi
que quelques notions de base de 1’optimisation combinatoire. La terminologie que nous avons
adoptée est inspirée des ouvrages de Buckley et Harary [12] [33] et de Berge [7].

De nouvelles notions seront évoquées en nous référant aux articles [2], [3], [18], [20].
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1.2. Graphes, Sous-graphes

1.2.1. Définitions préliminaires sur les graphes

Définitions 1.1. Un graphe G= (V, E) est le couple constitué :
1. parun ensemble fini V= {v;, v,, ...,v,} de n éléments appelés les sommets ;
2. par la famille E= {ej, €,..., eém} de m paires de sommets distincts de V' appelées

arétes de G, et e ={x, y} sera noter xy.

Le nombre de sommets du graphe G est appelé ’ordre de G, noté |V|= n, et le nombre

d’arétes du graphe G représente la taille de G qu’on note |E|=m.

Une représentation d’un graphe s’effectue a I’aide d’une figure géométrique dans laquelle les
sommets sont des points et toute aréte e = xp est une ligne joignant les deux sommets x et y,

parfois représentée par une ligne pointillé « ........ », oux ety sont les deux extrémités de ‘e’.
On dit alors que ‘e’ est incidente & x et a y, ou encore x et y sont adjacents ou sont voisins.

Si deux arétes ont une extrémité commune, elles sont dites arétes adjacentes. Dans le cas

contraire, elles sont dites disjointes.

Définition 1.2 Toute aréte dont les extrémités sont confondues est appelée boucle.
Si plusieurs arétes relient la méme paire de sommets distincts, elles sont dites arétes

paralléles. Un graphe simple est un graphe sans boucles, et sans arétes paralléles.
Dans tout ce qui suit, nous nous intéresserons uniquement aux graphes simples.

Définition 1.3. L’ensemble des voisins d’un sommet x, est noté Ng(x) [ou N(x)] et est appelé
voisinage de x. Le degré du sommet x dans G, noté dg(x) [ou d(x)], est le nombre d’arétes

incidentes a x ou encore le nombre de voisin de x.

Dans un graphe simple G= (V, E), nous avons : dg(x)= |Ng(x)|.

On appelle voisinage fermé de x, noté N [x], I’ensemble des voisins de x union {x}.
1.e. N[x]= N(x) Ui{x}.

Un sommet x de G est dit sommet isol€ s’il n’a pas de voisins dans G (i.e. N(x) =Q).
Un sommet x de G est dit pendant, s’il posséde un seul voisin dans G (i.e. |[N(x)|=1).

Si deux sommets u et v ont les mémes voisins, alors ils sont appelés jumeaux (vrais jumeaux

s’ils sont eux-mémes adjacents et faux jumeaux s’ils ne le sont pas).
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Remarque 1.1. Un graphe G est enti¢rement défini a partir de la donnée de la paire
d’ensembles V et E. Cependant, on peut observer que la représentation d’un méme graphe

peut se faire de différentes manicres.

Définition 1.4. Soient G1= (V), E1), Go= (V>, E») deux graphes et f: V; — V5 une fonction.

- f est un homomorphisme de G, dans G; si: (u, v)e E; alors (f(u), f(v))e E.

- fest un isomorphisme de G, dans G, si fest bijective et fet /' sont des homomorphismes.
S’il existe un isomorphisme de G| dans G; alors G, et G, sont dits isomorphes et nous notons
G = G,

Définition 1.5. Le graphe complémentaire de G = (V, E), noté G est un graphe ayant

I’ensemble de sommets V et tel que deux sommets dans G sont adjacents si et seulement s’ils

ne le sont pas dans G.

1.2.2. Sous-graphe

Définitions 1.6. Un sous-graphe H = (W, F) de G = (V, E) est un graphe ayant tous ses

sommets et ses arétes dans G.

Si H a le méme ensemble de sommets que G, alors le sous-graphe H est dit partiel.

Pour tout ensemble S (S < V) le sous-graphe induit (ou engendré) par S, noté G(S) 0u<S > , est
le sous-graphe de G qui contient toutes les arétes de G reliant des sommets de S.

Onnote G — X (ou Xc V), le sous-graphe de G induit par V' —X,

Le. G-X=G(V-X) =<V—x>. Lorsque X = {x}, G- {x} estnoté¢ G —x.

Un ensemble S (Sc V) est dit stable ou indépendant de G si le sous-graphe G(S) ne contient

aucune aréte de G. Autrement dit, un stable est un ensemble des sommets qui sont deux a

deux non adjacents.

Un ensemble K (K V) est dit clique d’un graphe G, si tous les sommets sont deux a deux
adjacents et est maximale pour cette propriété. Autrement dit, une clique K de G est un sous-

graphe complet maximal de G.



Chapitre 01. Définitions et Notations. 10

1.3. Chaines, Cycles et Connexité
1.3.1. Chaine

Définitions 1.7. Une séquence de sommets distincts P =(x=uy, uj, ..., ux=y), telle que pour
tout i=0, 1,..., k-1, les sommets consécutifs u; et u;;; sont adjacents, est appelée {x, y}-chaine

de longueur £ et d’ordre k+1(notée P(x, y) ou Pii1).

La chaine P(x, y) relie les sommets x et y en passant par les sommets uy, uy, ..., Ux.].
Une sous-chaine {uy, urg, ..., us} de P, ou 0<r <s <k, est une chaine dont les sommets
et les arétes sont dans P.

Une plus courte (u, v)-chaine est une (u, v)-chaine de longueur minimum, elle est également

appelée (u, v)-géodésique.

Remarque 1.2. Si G est simple, une chaine est parfaitement déterminée par la suite de ses

sommets, et en général, on la note P+1=0, 1,2, ..., k, si elle est de longueur £.

1.3.2. Cycles.

Définitions 1.8. Une séquence de sommets distincts C=(x, uj, uy, ..., u1, X), telle que pour
tout i =1, ..., k-1, les sommets consécutifs u; et u;+; sont adjacents est appelées cycle de

longueur k+1 (notée Cy +1).
Un cycle est dit pair (resp. impair) si sa longueur est paire (resp. impaire).

Une corde d’un cycle C (resp. chaine P) est une aréte reliant deux sommets non consécutifs de
C (resp. de P).

Une chaine P (resp. cycle C) est dit (e) induit (e) si P (resp. cycle C) est sans cordes.

Deux cordes distinctes d’un cycle C sont dites concourantes, si elles ont une extrémité

commune. Sinon elles sont disjointes.

Deux cordes disjointes d’un cycle C se croisent, si dans le parcours des sommets du cycle,

leurs extrémités sont rencontrées alternativement.

Définition 1.9 [20] La distance de corde d’un cycle C, notée cd(C), est le nombre minimum
de sommets consécutifs dans C tels que chaque corde de C est incidente a I’'un de ces
sommets.

Le cycle induit H, a une distance de corde nulle (c¢d (H,)= 0)
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Exemple 1.1.
La 1C,-configuration est soit un cycle induit, soit un cycle C, dont toutes les cordes sont

Concourantes, donc cd (1C,-configuration) € {0, 1}

WD

Cd(He) =0 cd(Cs)=2 cd(cg)=3 cd(Ce)=2 cd(Cs)e {0,1}
(a) (b) (c) (d (e)
Figure 1.1.

1.3.3 Connexité

Définition 1.10. Un graphe G = (V, E) est dit connexe, si pour toute paire de sommets {u, v}
de V, il existe une chaine reliant u a v.

Notons que la relation de connexité (x Ry < x=y ou I une (x, y)-chaine dans G) est une
relation d’équivalence dont les classes constituent une partition de G en sous-graphes
connexes appelés composantes connexes. Si le nombre de composantes connexes de G est
supérieur a 1, alors G est dit non connexe. De ce fait, nous précisons que les graphes dont

nous traiterons sont des graphes connexes.

Définition 1.11. Un point d’articulation d’un graphe G est un sommet v de G dont la
suppression augmente le nombre de composantes connexes autrement dit, le nombre de

composantes connexe de G-v est supérieur a celui de G.
Un isthme ‘e’ est une aréte de G dont la suppression a le méme effet.

Un graphe G est biparti si ’ensemble de ses sommets peut étre subdivisé en deux sous
ensembles disjoints V; et V, tels que toute aréte de G relie un sommet de V; @ un sommet de

V. Autrement dit, V; et V, sont des stables.

Si G contient toutes les arétes possibles reliant tout sommet de V; a tout sommet de V>, alors

le graphe G est biparti-complet.

Dans ce cas, si |Vi| =p et |V2]| = ¢, alors G est noté K, .
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Définitions 1.12. Si G = (V, E) un graphe simple, d’ordre n, la connectivité k (G) de G est
le nombre minimum de sommets dont 1’élimination déconnecte le graphe G ou réduit celui-ci

a un sommet isolé.
Un graphe G est dit #-connexe si sa connectivité k (G) est = h.

Un graphe G est 2-connexe si et seulement s’il est connexe, d’ordre n 23, et n’admet pas de

point d’articulation.

Exemple 1.2.
Parmi les graphes connexes les plus remarquables, nous pouvons citer la chaine P, de
longueur n, le cycle induit H, de longueur n, le graphe complet K, [graphe d’ordre n ou toute

paire de sommets distincts est une aréte] et I’arbre [un graphe connexe et sans cycle induit].

IO O

Py H; Ks un arbre

Figure 1.2.

Le sommet x et I’aréte e de 1’arbre de la figure 1.2. sont respectivement un point d’articulation

et un isthme.

Définition 1.13. Un bloc d’un graphe G= (V, E) est un ensemble de sommets 4 (A< V) qui

engendre un sous-graphe connexe, sans point d’articulation et maximal pour cette propriété.

Un tel sous-graphe G (A) est alors soit 2-connexe (si |4| = 3), soit un isthme (si |[4]| = 2), soit

un point isolé (si |[4]| = 1).

Un graphe bloc est un graphe connexe dans lequel chaque bloc engendre un sous-graphe

complet.



Chapitre 01. Définitions et Notations. 13

Exemple 1.3.

-G-

Figure 1.3.

Les blocs du graphe G de la figure 1.3. sont les graphes Bj, B,, B3, Ba.

Bl BZ B3 B4
Figure 1.4.

1.4. Distance et Intervalle.

1.4.1. Distance et décomposition en couches.

Définition 1.14. La distance entre deux sommets u et v de G= (V, E) est la longueur d’une
plus courte {u, v}-chaine. On définit alors la fonction dg par -

dg: VXV — IN
(u, v) > dg (u, v).

L’ensemble de sommets / muni de cette fonction est un espace métrique fini (au sens
topologique).
En effet ; dg satisfait les trois axiomes de la distance : V u, v, we V(G):

a. dgu,v)=0;etsidg(u, v)=0 alors u=v.

b. dg(u, v)=dg (v, u).

c. dow, v)<dguw)tds(w, v).

Le troisiéme axiome est connu sous le nom de I’inégalité triangulaire
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Définition 1.15. Le diamétre de graphe G= (V, E) est la plus grande des distances entre deux

sommets quelconques de G, on note diam (G) = max {dg (u, v)\u, v e V}.

Le maximum de toutes les distances entre un sommet u et tous les autres définit 1’excentricite

du sommet u, notée e (1) = max {d (u, v)/veV}.
Pour un sommet u de G, N; (1) désigne ’ensemble des sommets a distance i de u, 1< i<e (u) -1

Une décomposition en couches (niveaux) des sommets de G relativement au sommet u est

une partition des sommets de V' (G) en p =e (u) parties disjointes No(u)={u},Ni(u),..., Ny(u).

N; (u) est appelé le i®™ niveau dans G, i = 1, 2, ..., p, relativement a u.

Exemple 1.4

5 3
3 4
—> 1 2 5 —»3 4
2 1
4 1
-G- La décomposition La décomposition
de G en niveaux de G en niveaux
relativement a 1. relativement a 3.
Figure 1.5.

Définition 1.16. Un sous-graphe H de G est dit isométrique si pour toute paire de sommets

{x, y} de H,on adg (x, y) = dp (x, ).

1.4.2. Intervalle

Définition 1.17. Soient u et v deux sommets d’un graphe G = (V, E), 'intervalle I (u, v)

(ou ! (u, v) s’il n’y a pas de confusion) est I’ensemble de sommets de G appartenant aux plus
courtes (u, v)-chaines.

Ainsi, un sommet w € I (i, v) si et seulement sid (v, v) =d (u, w) +d (w, v).

(u, v) > Ig (u, v).
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Proposition 1.1. [32]. Soit G un graphe connexe de fonction intervalle 1. Alors pour toute
paire de sommets {u, v} de G, on a :

1. u,ve Iuv).

2. I(u,v)=1(, u).

3. sixe I(u v)alors I(u, x) <l (u, v).

4. sixe I(u v)alors I(u, x) NI(x,v)= {x}.

5. six € I(u,v) etye I(u x)alorsx e 1(y,v).

1.5. Opérations sur les graphes.

Définition 1.18. Pour toute paire de graphes G| =(V1, E)) et G, = (V>, E»), le graphe joint est
le graphe G| + G, ou V; U V; est ’ensemble de sommets, et dans lequel deux sommets u et v
sont adjacents s’ils vérifient I’'une des conditions suivantes :

. uve E;.

o uve k£, .

. ue Vyetve Vy

o ve Vietue V,

Exemple 1.5.

K, K K> +Kx
Figure 1.6

Le graphe K, + P; est le graphe joint de K et P3
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Définitions 1.19. Pour tout sommet v de G, nous pouvons effectuer une extension au graphe
G a I’aide des opérations a, f,7,¢ comme suit :
e o (G, v) est le graphe obtenu a partir de G en ajoutant un sommet pendant v’
adjacent a v.
e [B(G, v) (resp.¥(G, v)) est le graphe résultant suite a 1’ajout d’un vrai (resp. faux)
jumeau v’ de v.
La duplication du sommet v consiste a appliquer I’une des opérations S ou ¥ au

sommet v.

e Un prolongement du graphe G par un graphe biparti B = (VU Vs, E (B)) est
I’opération ¢ qui consiste a créer un nouveau graphe a partir de G en identifiant
certains sommets de V; avec un ensemble de faux jumeaux {vi,v,..., v,} de G

éventuellement réduit a un seul sommet (p = 1). Ce graphe est noté :

? (G, B(vi, vy, ..., v)) (voir la figure 1.7.).

<
<
<
\
< ~<
[
<
.
H
H
\
\
< S~
Y

o(G,B(v,,v,,...,v, )

Figurel.7. L’extension du graphe G suivant les opérations &, 3, ¥, .

Définition 1.20. Pour toute paire de graphes G, = (ViU my, E)) et Go = (Vo Umy, E»),
la split composition de G et G, est le graphe G = G, * G, = (V, E) avec :

V=riuby
E=EVUE, U {xy/xe N;(m) ;ye N, (m)}, E, ={xyeE;/x, ye Vi} i =1.2.

m; et m, sont appelés sommets marqués de la split composition.

En suivant la représentation de Bouchet [9], les sommets marqués de la composition sont des

points en gras reliés a I’aide d’une épaisse ligne. Voir figure 1.7. (a)).

Dans G * Gy, le sous-graphe engendré par Ngi(m ;) Nga(my) est un graphe biparti complet.
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N

(a) (b)

Figure 1.8. La split composition de deux 1Cs configurations.

1.6. Complexité Algorithmique.

vant d’entamer les différentes définitions qui nous seront utiles, rappelons a notre lecteur
Avant d’ent les différentes définit t utiles, 1 tre lect
que I’optimisation combinatoire consiste a trouver le meilleur élément parmi un ensemble fini

de choix. Autrement dit, minimiser une fonction avec contraintes sur un ensemble fini.

Définition 1.21. Une instance appelée parfois (cas donnée, ...) d’un probléme d’optimisation

combinatoire est définie par la donnée d’un ensemble fini S et d’une application /- S — R.

Il s’agit de déterminer un élément s* dans S, tel que f (s*) < f(s), pour tout ¢lément s de S

(probléme de minimisation).

Définition 1.22. Un probléme « d’optimisation combinatoire » est composé de I’ensemble de

toutes les instances de ce probleme.

Définition 1.23. On associe a toute instance / d’un probléme (P), un nombre Z (/) qui mesure
la longueur des données de cette instance, appelée « la taille de I’instance / », et qui représente

la quantité¢ de mémoire pour la stocker.

Définition 1.24. Un algorithme de résolution d’un probléme (P) donné est une procédure,

décomposable en opérations élémentaires, transformant une chaine de caractéres représentant

les données de n’importe quelle instance du probléme (P) en une chalne de caracteres

représentant les résultats de cette instance.
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Pour mesurer Iefficacit¢ d’un algorithme A4, on préfére en pratique compter ‘‘le nombre
d’opérations élémentaires’” de cet algorithme. Ce nombre ne dépend ni de la machine, ni du
langage, et peut s’évaluer sur le papier. On I’appelle ‘‘complexité de 1’algorithme’’.

Il s’agit d’un terme technique n’ayant rien a voir avec la complexité de la structure ou la

difficulté de la programmation.

Définition 1.25. ‘La complexit¢ d’un algorithme A’ de résolution d’un probléme
d’optimisation combinatoire (P) est une fonction C, (N), donnant le nombre d’opérations

nécessaires a A pour résoudre la pire des instances de (P) de taille N.

Une classification reconnue distingue les algorithmes ‘polynomiaux’ (bons) des autres dits
‘exponentiels’ (mauvais). Les fondateurs de la théorie de la complexité Stephen Coock [21] et
Richard Karp [37] reconnaissent a Jack Edmonds [29] la premiere idée de la caractérisation

des algorithmes polynomiaux.

Définition 1.26. Un algorithme A4 de résolution d’un probléme (P) est dit “polynomial’ si pour

toute instance / de taille V de ce probleme, il existe un polyndme Q tel que C4(N) < Q (N).

Un algorithme est considéré comme ‘efficace’ ou ‘bon’ si, et seulement si, il est polynomial.

Définition 1.27. ‘Un probléme de reconnaissance (Pr) consiste a chercher dans un ensemble
fini § s’il existe un élément s vérifiant une certaine propriété P. Il peut étre formulé par un

énoncé et une question dont la réponse ne peut étre que ‘oui’ ou ‘non’.

Définition 1.28. ‘Un algorithme non déterministe’ est un algorithme contenant une instance
« choix » qui, opérant sur un ensemble fini, choisit un élément, sans spécifier comment ce

choix est effectué. Il est caractérisé par le fait que s’il existe une maniere (au moins)

d’effectuer le choix qui conduise a la réponse oui, c’est suivant cette maniere que le choix est
fait.

Les algorithmes non déterministes permettent de définir la classe NP.

Définition 1.29. Un probléme d’optimisation combinatoire est dit appartenir a ‘la classe NP,

s’il peut étre résolu en temps polynomial par un algorithme non déterministe.

Comme tout probléme de la classe P posséde un algorithme polynomial pour sa résolution, on

en déduit que Pc NP.
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Définition 1.30. Un probléme de reconnaissance (P;) se ‘réduit polynomialement’ a un autre
(P2), s’il existe un algorithme pour (P;) qui fait appel a un algorithme de résolution de
(P,) et si cet algorithme de résolution de (P)) est polynomial lorsque la résolution de (P,) est

comptabilisée comme une opération élémentaire.

Définition 1.31. Un probléme « NP-Complet » est un probléme de NP en lequel se réduit

polynomialement tout autre probleme de NP.

La question cruciale de la théorie de la complexité est de savoir si les problemes NP-Complets
peuvent étre résolus polynomialement, auquel cas P = NP, ou bien si on ne leur trouve jamais
d’algorithmes polynomiaux, auquel cas P # NP. Cette question n’est pas définitivement

tranchée.

Nous avons quelques problemes d’optimisations combinatoires connus et qui sont NP-
Complets. Le probléme du Stable, Le probléme du la Clique, Le probléme du Recouvrement
(couverture, transversal), Le probleme du cycle Hamiltonien et Le probleme du voyageur de

commerce.

Définition 1.32. CO-NP-Complet est la classe des problemes dont le complément est dans la

classe NP-Complet.



Chapitre 02

Les Graphes

Distance Héréditaire

2.1. Introduction.

Un graphe distance héréditaire est un graphe dont la distance entre toute paire de sommets
d’un sous-graphe connexe est préservé. Autrement dit ; toute chailne induite est isométrique.
Ces graphes ont ¢té introduits par Howorka [34], qui avait établi quelques propriétés et

donné certaines caractérisations en termes de sous-graphe interdits.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons principalement a cette classe de graphes. Au cours de
la premiére partie, nous évoquons les différentes caractérisations et les divers résultats connus
relatifs a cette classe. En seconde partie, nous localisons la classe de graphes distance
héréditaire dans 1’ensemble des graphes G. Ainsi, nous citons quelques sous-classes
particuliéres et ses différentes caractérisations, et les diverses classes constituant une

extension de ces graphes.
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2.2. Graphes distance héréditaire
Définition 2.1. Un graphe connexe G= (V, E) est dit distance héréditaire, si tout sous-graphe

induit connexe H de G "hérite" la fonction distance, i.e. dy (u, v)=dg (u, v) pour toute paire
{u,v} de sommets de H. On dit G edh.

Dans un graphe "dh", toute chaine induite est isométrique.

Howorka [34] avait introduit les graphes dh, et avait aboutit aux premieres caractérisations
associées :

Théoréme 2.1. [34] Soit G un graphe connexe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. G est distance héréditaire.
2. chaque chaine induite est isométrique.
3. chaque cycle de longueur au moins 5 possede au moins deux cordes et chaque cycle
Cs a une paire de cordes qui se croisent.

4. chaque cycle de longueur au moins 5 a une paire de cordes qui se croisent.

Egalement, Aider [1] est arrivé a donner une autre caractérisation de ces graphes, en se
basant sur la notion de corde dans les graphes.

Théoreme 2.2. [1]. Pour un graphe connexe G, les assertions suivantes sont équivalentes :
a) G est distance heréditaire.
b) Tout cycle de longueur au moins 5 de G posséede deux cordes croisées.
c¢) Tout cycle de longueur au moins 5 de G possede deux cordes disjointes.

d) Tout cycle de longueur au moins 5 de G possede deux cordes non concourantes.

Ces graphes ont été étudiés également par Hammer et Maffray [32], en utilisant un autre
concept que celui de I’isométrie pour les définir. Si on fait recours aux fonctions booléennes,

ces graphes sont appelés "les graphes complétement séparables ".

Propriété 2.1. [32]. G est un graphe "dh "si, et seulement si G ne contient ni de cycle de

longueur superiere ou égale a 5, ni les graphes de la figure 2.1 comme sous-graphe induits.

(a) la perle. (b) la maison. (c¢) le domino.

Figure 2.1.
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2.3. Caractérisation métrique des graphes distance héréditaire

Définition 2.2. Un graphe G vérifie ‘la condition faible des quatre points’ si pour tout
quadruplet {u#, v, w, x} de sommets quelconques de G, au moins deux des sommes de
distances : d (v, v) +d (w, x), d (v, w) +d (v, x), d (&, x) +d (v, w) sont égales.

Bandelt et Mulder [4] ont montré que les graphes ‘dh’ sont exactement les graphes qui

satisfont cette condition.

Le théoréme suivant donne quelques caractérisations métriques en termes de sous-graphe

induits interdits de ces graphes [4, 24, 32]:

Théoréme 2.3. [4]. Soient G un graphe connexe muni de sa fonction distance ‘d’ et de sa
fonction intervalle ‘I'. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
a) G est distance héréditaire.
b) pour paire {u, v} de sommets de G avec dg (u, v) = 2, il n’existe pas de {u, v}-chaine
induite de longueur > 2.
c¢) Les graphes de la Figure 2.1 et les cycles induits H,, n > 5, ne sont pas des sous-
graphes induits de G.
d) Les graphes de la Figure 2.1 et les cycles induits H,, n > 5, ne sont pas des sous-
graphes isométriques de G [24, 32].
e) Les graphes de la Figue 2.1 ne sont pas des sous-graphes induits (isométriques) de G
et I(u,v) N I(v, w)={v} implique d (u, w) >d (u, v) +d (v, w) — 1.
f) Le graphe de la figure 2.1 (a) n’est pas un sous-graphe induit de G et pour tout triplet
{u, v, w} de sommets du graphe G, au moins deux des inclusions suivantes sont
verifiées :
I(u, v) C I(u, w) VI( v, w),
Hu,w) C I(u, v) VI(v, w),
I(v, w) c I(u, v) VI( v, x).
g) Pour tout quadruplet {u, v, w, x} de sommets quelconques, au moins deux des sommes
de distances : d (u, v) +d (w, x), d (u, w) +d (v, x), d (u, x) +d (v, w) sont égale.
h) G satisfait la condition g) et si dans g) les plus petites sommes de distances sont

égales, la plus grande somme les dépasse d’au plus deux unités.

Dans [4], nous trouvons également la caractérisation suivante:



Chapitre 02. Graphes Distance Héréditaire. 23

Théoreme 2.4. [4] Soit G un graphe fini avec au moins deux sommets. Alors G est distance
héréditaire si et seulement si G est obtenu a partir de K, par une séquence d’opérations :

ajout de sommets pendants, et duplication de sommets.

Le résultat suivant est I’une des conséquences de cette composition (décompositions) :

Corollaire 2.1. [4]. Chaque graphe distance héréditaire ayant au moins quatre sommets
posséde soit deux paires disjointes de jumeaux, soit une paire de jumeaux et un sommet

pendant, ou bien deux sommets pendants.

Les graphes distance héréditaire peuvent étre construits " bloc par bloc ". Ces derniers sont les

niveaux obtenus apres la décomposition du graphe G en couches.

Définition 2.3. Etant une mise en conches d’un graphe G= (V, E) relativement a u,

Ni (u) ={xe V/d(u, x) =k}.

Pour un intervalle 7 (u, v), on note Nj (&, v) son k" niveau, et il est défini comme suit :

Ni (1, v) = Ny (v) U1 (u, v).

Lemme 2.1. [S] Soit G un graphe distance héréditaire. Alors pour toute paire {u, v} de
sommets du graphe G, et pour tout entier ‘i’ avec 0< i < d (u, v), chaque sommet de

N; (u, v) est adjacent a tous les sommets de Ni+; (u, v).

Théoréme 2.5. [5] Soit G un graphe connexe, et soit u un sommet de G. Alors G est distance
héréditaire si, et seulement si G satisfait les cing conditions suivantes, pour tout entier
i>1:
1. Sivetwsont deux sommets appartenant au méme niveau Ny (u)
Alors: N (v) N Ni.i(u) = N (W) N Nii(u).
1l n’existe pas de chaine induite de longueur 3 dans Ny (u).
Si un sommet v de Ny (u) a deux voisins x et y dans deux composantes connexes
distinctes X et Y de Ni.;(u), alors v est adjacent a tous les sommets de X et Y et
N (x) N Nio(u) = N (¥) Niao(u).
4. Siv, wsont deux sommets dans deux composantes connexes différentes de Ny (u),
Alors: N (v) N Ni1(u) et N (w) N Ni.(u) sont soit disjoints, soit un contient [’autre.
5. Si un sommet v de Ny (u) est adjacent a deux sommets x et y qui sont dans la méme
composante connexe de Ny j(u), alors les sommets de cette composante connexe
qui ne sont pas adjacents a v sont soit adjacents a x et y simultanément, soit ne sont

adjacentsniaxniay.
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Définition 2.4. Soient G un graphe et v un sommet de G. ‘La complémentation locale’ du
graphe G associée au sommet v est ’opération qui consiste a transformer uniquement le sous-

graphe induit par les sommets de N (v) en son complémentaire.

Exemple 2.1.
Le graphe G’ de la Figure 2.2 est obtenu a partir de G par la complémentation locale

associée au sommet v. G’ est obtenu a partir de G par la méme opération.

Figure 2.2. La complémentation locale

L’opération inverse de la complémentation locale est toujours la complémentation locale.
Bandelt et Mulder [4] ont établi une autre caractérisation des graphes distance-héréditaire en

utilisant les opérations constructives du graphe.

Théoreme 2.6. [4] Soit G un graphe. G est distance héréditaire si et seulement si G est
obtenu a partir d’un ensemble de sommets indépendants par la complémentation locale et les

opérations suivantes : duplication de sommets ; ajout de sommets pendants.

2.4. Construction des graphes distance héréditaire

Plusieurs caractérisations intéressantes des graphes distance héréditaire en termes d’existence
de sommets particuliers (niveaux, jumeaux), en sens métrique, les propriétés de voisinages et
les configurations interdites ont été prouvées par Bandelt et Mulder [4]. Quelques aspects

algorithmiques sont considérés dans [24, 29, 32].

Les recherches menées dans ce théme sont motivée en traitant des problémes en général
difficiles, ont abouti a des résultats importants pour cette classe. De plus, de nombreux
algorithmes ont été proposés pour résoudre des problémes généralement durs, d’ailleurs ces

graphes sont distingués par ’efficacité des algorithmes trouvés.
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Définition 2.4. Un ensemble dominant D d’un graphe G = (V, E) est un ensemble de
sommets D <V, tel que chaque sommet de V est soit dans D ou bien soit adjacent a tous les

sommets de D.

Définition 2.5. Soient 7= (r (vy), ..., ¥ (v,)) une suite d’entiers non négatifs.
Un ensemble D < V est dit r-dominant de G si, et seulement si pour tout v € V, il existe

ueD tel que dg (u, v) <r (v).

La plupart des algorithmes proposés sont basés sur la propriété structurelle et combinatoire
des graphes distance héréditaire et qui sont consacrés a des problémes d’optimisation

classiques.

Nous avons le résultat suivant étudié¢ par D’ Arti et Moscarini [23] :

Théoréme 2.7. [23] G est DH si et seulement si pour chaque sommet x de G et chaque paire
{u, v} de sommets dans N; (x), i> 1 tels que u et v sont adjacents dans G (V'\ N..;), nous
avons: Nij (x) » N (u) = Ni.; (x) NN (v).

Ce résultat, trés important, a permis de résoudre en temps linéaire le probléme de la

r-domination connexe dans les graphes dh.

De nombreux problémes d’optimisation combinatoire ont été résolus linéairement dans les
graphes distance héréditaire, par exemple le probléme de I’arbre de Steiner de poids
minimum [10, 15, 47], le probléme de la chaine hamiltonienne [41], le probléme
d’isomorphisme [24, 17], le probleme de la clique (le stable) de poids maximum [15,23,
25,29] et le probléme de la r-domination connexe [10,12, 27, 42].

Dans [10], nous trouvons un algorithme linéaire pour résoudre le probléme de la r-domination
connexe et le probleme de ’arbre de Steiner. Cet algorithme généralise celui de D’Arti et
Moscarini [23].

2.5. Sous-classes des graphes distance héréditaire

2.5.1. Les Cographes

Définition 2.6. Un cographe est un graphe dans lequel la longueur de toutes les chaines

induites est au plus deux.
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I1 est clair que les Cographes sont des graphes distance héréditaire puisqu’ils sont
HHGD-free (H : cycle induit ; H : maison ; G : perle ; D : domino).

Les Cographes sont également appelés les "2-parité graphes" dans [13], '"graphes Dacey

héréditaires" dans [45], ou "compléments de graphes réductibles" dans [22].

Dans la suite, nous rappelons quelques propriétés caractéristiques €tablis de cographes:

Proposition 2.1. [22] Pour un graphe fini G, les conditions suivantes sont équivalentes:
1. G ne contient pas de chaine de longueur 3.
2. G est l'union disjointe de graphes distance héréditaire de diametre au plus 2 [4].
3. G peut étre obtenu a partir d’'une séquence de duplication de sommets.
4. G peut étre obtenu a partir d’une séquence d’opérations suivantes: |'union jointe et

disjointe de graphe.

Dans [31], un algorithme simple linéaire pour résoudre le probléme de reconnaissance de ces

graphes a été décrit.

2.5.2. Les graphes Ptolémaiques
Définition 2.7. Un graphe connexe G est dit ptolémaique si pour tout quadruplet
{u, v, w, x} de sommets de G, nous avons: d (4, v).d (w, x)<d(u, w).d (v, x) +d (u, x).d (v, w).

Dans I’espace métrique associé, cette inégalité est appelée "inégalité ptolémaique".

Ces graphes ont ét¢ introduits par Kay et Chartrand [38] et complétement caractérisés par
Howorka [36]. Ce dernier a démontré que ces graphes sont exactement les graphes triangulés
qui ne contiennent pas le graphe de la Figure 2.1. (a) comme sous-graphe induit.

Autrement dit, les graphes ptolémaiques sont les graphes distance héréditaire triangulés.

Définition 2.8. Un graphe G est dit triangulé si tout cycle de longueur au moins 4 contient

une corde.

En parallele, Bandelt et Mulder [4] ont caractérisé métriquement les graphes ptolémaiques :
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Corollaire 2.2. [4] Pour un graphe connexe G, les conditions suivantes sont équivalentes :
i. G estptolémaique ;
ii. G estdistance héréditaire et triangulé,
iii. G ne contient ni le cycle induit H,, n> 5, ni le graphe de la figure 2.1. (a) comme sous-
graphe isométrique;
iv.  Pour tout quadruple {u, v, w, x} de sommets de G, au moins deux des sommes de
distances : d (u, v) +d (w, x), d (u, w) +d (v, x), d (u, x) +d (v, w) sont égales et si
les plus petites sommes sont égales, la plus grande somme les excede d’au plus une

unite.

Par conséquent, la construction de ces graphes s’effectue de la maniére suivante :

Corollaire 2.3. [4] Un graphe fini G est dit ptolémaique si et seulement si G est obtenu a

partir de K; par une séquence d’opérations de type (&), () et (y), ou les opérations (y)

sont appliquées uniquement aux sommets ayant des voisinages (non vides) qui induisent des

sous graphes complets.

2.5.3. Les graphes blocs.
Définition 2.9. Un graphe G est dit graphe bloc, si G est connexe et tout sous-graphe

2-connexe maximal est complet.

Plusieurs caractérisations de graphes bloc ont été établies. Quelques unes sont données par
Howorka [35], qui a observé que ces graphes sont exactement les graphes vérifiant la

condition des quatre points, définie ci-apres :

Définition 2.10 On dit qu’un graphe G satisfait "la condition des quatre points" si pour tout
quadruplet {u, v, w, x} de sommets de G, les deux plus grandes sommes suivantes sont
égales : d (u, v) +d (w, x), d(u, w) +d (v, x), d(u, x) +d (v, w).

La proposition suivante est une caractérisation au sens métrique des graphes blocs en terme de

sous- graphes interdits.
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Proposition 2.2. [4] Soit G un graphe connexe muni d'une fonction distance ‘d’. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) G est un graphe bloc ;

b) G satisfait la condition des quatre points ;

¢) G ne contient ni de Ky-e (figure 2.3), ni de cycle induit H, (n24) comme sous-graphe

isométrique.

K4 —{e}

Figure 2.3.

Les graphes blocs constituent exactement une sous classe des graphes ptolémaiques.

Définition 2.11. Un graphe G est dit faiblement géodésique si pour paire de sommets
distincts a distance deux, il existe un unique voisin commun de ces sommets.

Théoréme 2.8. [35] Un graphe G est un graphe bloc si et seulement si G est faiblement

géodeésique et ptolémaique.

Les graphes blocs peuvent étre construits a partir des arbres en remplagant chaque aréte par
une clique de taille arbitraire, ces cliques ont au plus un sommet en commun. D’autre part,

les graphes blocs sont connus sous le nom de "arbres Husimi complets"

Remarque 2.1. Les graphes ptolémaiques bipartis sont exactement les graphes blocs bipartis.

2.5.4. Les graphes distance héréditaire bipartis
Définition 2.12. Un graphe G est (6,2)-corde biparti si G est biparti et tout cycle de longueur

au moins 6 posseéde au moins deux cordes croisées.

Moscarini et D’arti [23] ont montré que les graphes (6, 2)-cordes bipartis sont exactement les

graphes distance-héréditaire bipartis. D’autres propriétés ont établi par Bandelt et Mulder [4]:
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Corollaire 2.4. [4] Pour un graphe connexe G, les conditions suivantes sont équivalentes:
1. G est biparti et distance heéréditaire,
2. G est sans triangle (K3) et ne contient ni le cycle induit H, (n>5), ni le graphe de la
Figure 2.1. (a) comme sous-graphe isométrique,
3. Pour tout quadruplet {u,v,w,x} de sommets de G avec I (u, v) N1 (u, w) NI (vw) 20,
au moins deux des unions suivantes sont égales :
Twv)oulww, Tuv)oulv,w, 1w Jlv,w).

Remarque 2.2. Un graphe sans K3 ne contient pas de vrais jumeaux, et il en est de méme
pour un graphe distance héréditaire biparti. La construction de ces graphes s’effectue de la

maniére suivante :

Corollaire 2.5. [4] Un graphe fini G avec au moins deux sommets est distance héréditaire
biparti si et seulement si G est obtenu a partir de K, en appliquant une séquence d’opérations

de type (@), (B) et (). D’ autre maniére, on dit ajout de sommets pendants, des vrais et

faux jumeaux [voir la définition 1.19].

Par conséquent, un résultat important de cette classe est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 2.6. [4] Soit G un graphe connexe, et soit u un sommet de G. Alors G est distance
heéréditaire biparti si et seulement si tous les niveaux Nj (u) sont sans arétes internes, et pour
toute paire {v,w} de sommets de Ny (u) et les voisins x et y de v dans Ni.;(u), les ensembles

N (x) N Nia(u) = N (v) N Nia(u), N (v) N Nii(u) et N (w) N Nii(u) sont soit disjoints,

soit un contient [’autre.

Remarque 2.3. Tout graphe distance héréditaire G peut se transformer en un graphe biparti
G*, comme suit : choisir un sommet v de G, puis déterminer tous les niveaux Nj (v), k= 1.

Par la suite, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2.7. [4] Soit G un graphe distance héréditaire. Pour tout sommet v de G, la partie
horizontale de G suivant le sommet v est un cographe et la partie verticale de G suivant le

sommet v est un graphe distance héréditaire biparti.
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Remarque 2.4. Les dernicres classes de graphes sont classées par ordre d’inclusion de la
manicre suivante :

Graphe bloc — Graphe ptolémaique —Graphe distance-héréditaire biparti.

2.6. Extension des graphes distance héréditaire
2.6.1. Les graphes de parité

Définition 2.13. Un graphe de parité est un graphe tel que toutes les chaines induites reliant
la méme paire de sommets distincts sont de méme parité.

La classe des graphes de parité constitue une extension des graphes distance héréditaire,
puisque la condition d’isométrie de ces graphes est imposée uniquement dans Z>.

Ces graphes sont introduits et caractérisés par Burlet et Uhrlet [13], ils ont été caractérisés par
analogie a la premicre caractérisation des graphes distance-héréditaire donnée par Howorka

[34] [voir théoréme 2.1.(4)] en utilisant la version parité :

Théoréme 2.9. [13] Un graphe G est de parité si, et seulement si tout cycle impair de

longueur au moins 5 de G posséde deux cordes croisées.
Par conséquent, la construction de tels graphes s’effectue de la maniére suivante :

Théoréme 2.10. [13] Tout graphe G = (V, E) de parité s’ obtient a partir d 'un sommet unique
par les opérations suivantes :

Y création d’un faux jumeau.

P : création d’un vrai jumeau.

@ : prolongement de G par un graphe biparti.

appliquées successivement suivant un ordre quelconque.

Ce résultat confirme que la classe de ces graphes est constituée des graphes bipartis

et les cographes [13]. Cicerone et Di Stefano [16] ont élaboré des algorithmes polynomiaux
pour résoudre de problémes classiques d’optimisations en utilisant la stabilit¢ de la Split
composition dans les graphes de parité. Ainsi, une caractérisation de ces graphes en termes de
sous-graphes interdits a été donnée par Burlet et Uhry [13].

Notons C,,* : tout cycle C, ayant une corde courte.

EES . N
Cs :lecycle Cs qui posséde deux cordes concourantes.
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Nous représentons toute chaine éventuelle qui peut étre réduite a un seul sommet par

une ligne axial « -.-.-  ».

5 i | |
Cs Copr, k22 Clopr, k22

Figure2.4. Les configurations interdites d’un graphe de parité.

Théoréme 2.11. [6] Pour tout graphe G connexe, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. G est un graphe de parité.
2. Pour tout quadruple {u, v, w, x} de sommets de G soit les trois sommes
d (u,v)+dw,x), duw)+d(v,x), d(ux)+d(v,w)
sont de méme parité soit deux d’entre elles sont égales.
3. Sid (u, v)y+d(w, x) < du,w)td(v,x)< d(u,x)+d(v,w)
telle que la somme d(u,w)+d(v,x) est impaire, alors d(u,v)+d(w,x) ou
d (u, x) +d(v,w) est impaire.
4. G ne contient pas Cxyy; (k22), C2k+1* (k=2), ou C5** comme sous-graphe
isométrique induit.
5. Pour toute aréte (w, x) et toute paire de sommets {u, v} telles que :
dw,w)y=dw, x)=dwv) +1

v est adjacent a w si et seulement si v est adjacent a x.
2.6.2. Les graphes k-Steiner distance héréditaire.

Définition 2.14. Soient G un graphe et S un sous-ensemble de sommets de V' (G). On appelle

un arbre de Steiner de S le plus petit sous-graphe connexe de G contenant S.

Définition 2.15. Soient G un graphe connexe et S < V (G). La distance Steiner de S dans G,
notée dg (S), est la taille d’un arbre de Steiner de S.

Remarque 2.4. Dans un graphe distance héréditaire, pour toute paire {u, v} de sommets
distincts et tout sous-graphe connexe H de G contenant u et v, nous avons :
du(S) =du(u, v) =dg(S), ou S = {u, v}.
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Définition 2.16. Un graphe connexe G= (V, E) est dit k-Steiner distance héréditaire (k=2) si

pour tout sous-graphe connexe H de G d’ordre au moins k et tout sous-ensemble S de
k sommets de H : dy (S) = dg (S).

Un tel graphe est noté ‘k-Sdh’
Un graphe 2- Steiner distance héréditaire est un graphe distance héréditaire.

Day, Oellermann et Swart [25] ont caractéris¢ les graphes 3-Steiner distance héréditaire et

ont généralisé cette caractérisation pour tout k =3 [26].

Théoréme 2.11. [26] Un graphe G est 3-Steiner distance héréditaire si et seulement si G est
2-Steiner et G vérifie [ 'une des conditions suivantes :
1) Chaque cycle C = (vi, vy, ..., v;, v1) de longueur t 26 alors:
a. C posséde au moins deux cordes qui se croises ou bien si t= 6 alors :
(V1, v3, Vs, V1) ou (va, va, Ve, V2) est un cycle dans(V(G)>.
b. Et C ne posséde pas deux sommets adjacents et qui soient incidents aux deux

cordes.

2) G ne contient aucune des configurations de la figure 2.5 comme sous-graphe induit.

969

Figure 2.5.
Théoréme 2.12. [26] Si G est 2-Steiner distance héréditaire, alors G est k-Steiner distance

héréditaire pour k 2 3.

Remarque 2.5. Pour k >3, nous avons: tout les cycles Ci:» sont (k+2), (k+1) et k-Steiner
distance héréditaire, mais ne sont pas (k-1)-Steiner distance héréditaire, ce qui prouve que

I’inverse du Théoréme 2.12 est faux.



Chapitre 02. Graphes Distance Héréditaire. 33

2.6.3. Les graphes presque distance héréditaire.

Aider [2] a introduit une nouvelle classe de graphes appelés « graphes presque distance-
héréditaire » a partir des graphes distance héréditaire en se basant sur la relation entre toute

chaine induite et sa géodésique.

Définition 2.17. Soit G un graphe connexe. G est presque distance héréditaire (noté pdh) si,
et seulement si pour tout sous-graphe connexe induit / de G et toute paire de sommets {u, v}
de H:dy(u,v) < dg (u,v) +1.

Définitions 2.18. Une 2Cs-configuration de type (a) (resp. de type (b)) est le graphe
de la Figure 2.7. (a) (resp. Figure 2.6. (b)).

(b)

Figure 2.6. 2C; configuration.

Théoreme 2.12. [2] Un graphe connexe G= (V, E) est pdh si et seulement si G ne contient ni

de 2Cs configuration, ni de C, configuration (n >6) comme sous-graphe induit.

Bandelt et Mulder [4] ont montré que si G est un graphe distance héréditaire alors G contient
soit deux sommets pendants, soit une paire de jumeaux et pour les graphes pdh nous avons

nécessairement le résultat suivant :

Proposition 2.1. [2] Soit G un graphe pdh avec au moins deux sommets. Alors G contient :
a. Soit deux sommets pendant.
b. Soit une paire de jumeaux.

c. Soit une Cs configuration induite.
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Proposition 2.2. [2] Soit G un graphe ne contenant pas de C, configuration (n=6) comme
sous-graphe induit, tel que pour tout quadruplet {u, v, w, x} de sommets, la différence entre
deux des sommes de distances : d (u, v) +d (w, x), d (u, x) +d (v, wyetd (u, w) +d (v, x)

est au moins égale a 2. Alors G est pdh.

Remarque 2.6. L’inverse de cette proposition est faux.

Définition 2.19. Soit & un entier positif. Un graphe connexe G= (V, E) est dit presque
distance-héréditaire d’ordre k& (on note G € DH (k, +)), si pour tout sous-graphe connexe
induit H de G et toute paire {u, v} de sommets de H : dy (u, v) <dg (u, v) +k.

Une caractérisation des graphes DH (2, +) en termes de configurations interdites minimales a
été établie dans [8], et un peu plus tard, ce résultat a été trouvé indépendamment par
Rautenbach [44]. En se basant sur la condition portant sur la distance de corde, Cicerone

et Di Stefano [20] caractérisent les graphes DH (k, +). Ce méme résultat a été obtenu par
Meslem [39].

3.6.4. Les graphes a distance induite bornée.

Définition 2.20. Soit o (o = 1) un nombre réel. Un graphe G est dit a distance induite bornée

d’ordre a (on note G € BID (a)) si chaque sous-graphe induit connexe H de G vérifie :
dy (x, y) £ a. dg(x, y), pour toute paire de sommets {x, y} de H.

Cette classe qui est une généralisation des graphes distance héréditaire, a été introduite et

complétement caractérisée par Cicerone et Di Stefano [18].

3.6.5. Les graphes (s, d)-distance héréditaire

Définition 2.21. Soient s > 1 un nombre rationnel et d >0 un nombre entier.
Un graphe G = (V, E) est dit (s, d)-distance héréditaire, si pour tout sous-graphe induit
connexe H de G et toute paire de sommets (x, y) de H: dy (x, y) <s. dg (x, y) + d..

Un tel graphe est noté (s, d)-dh.

Cette classe est introduite par Cicerone et Di Stefano [20].
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Remarque 2.7. Si a =1, la classe BID (1) est celle des graphes distance héréditaire et nous
avons : BID (1) =zdh =dh (0, +)=(1,0)-dh.

Les graphes de parité et les graphes presque distance héréditaire sont deux extensions
divergentes des graphes distance héréditaire puisque leur intersection est exactement la classe
des graphes distance héréditaire. Enfin, nous cloturons ce chapitre par le diagramme suivant
qui représente la relation entre la classe des graphes distance héréditaire et ses sous-classes

[resp. sub-classes] en terme d’inclusion, dont la fleche allant de 4 vers B signifie que Ac B.

L hes d. té
/ es graphes de parité sdh
Graphes bipartis ) /

+ Les graphes distance héréditaire. .| BID ()
7Y
(6,2) corde /
bipartis DH (k, +)
Les cographes Graphes ptolémaiques
7y
Graphes blocs

Figure 2.7. Les sous-classes et les sub-classes des graphes ‘dh’

Remarque 2.8 Les graphes distance-héréditaire ont été caractériser également en utilisant

I’ordre d’¢élimination parfait, I’ordre d’élimination 2-simpliciale [41]



Chapitre 03

Graphes Presque Distance-

Hereditaire Bipartis

4.1. Introduction

Dans le cadre de I’étude d’une extension des graphes distance-héréditaire, Aider [3] avait
introduit la classe des graphes presque distance-héréditaire dont la distance entre toute paire
de sommets d’un sous-graphe connexe est au plus augmentée d’une unité. Il avait aussi établi
quelques propriétés et donné certaines caractérisations en termes de sous-graphes interdits.
D’autres caractérisations faisant intervenir la fonction distance sont également donnée par
Bessedik [8].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’abord aux graphes presque distance-héréditaire
bipartis introduits par Aider [3], ou la variation de la distance est paire et au plus égale a 2.
Nous donnons les différentes définitions et les résultats principaux concernant ces graphes, et
une caractérisation en terme de sous-graphes interdits donnée par Aider [3]. Suivant cette
caractérisation, nous proposons deux algorithmes polynomiaux pour résoudre le probléme de
reconnaissance de cette classe.

Enfin, nous établissons quelques propriétés métriques de ces graphes.
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3.2. Définitions et résultats préliminaires

Définition 3.1. Un graphe connexe biparti G = (V, E) est presque distance héréditaire biparti

si pour tout sous graphe connexe induit / de G:
dy (u, v) <dg (u, v) +2, pour toute paire de sommets u et v de H.

En d’autres termes, un graphe connexe biparti G= (V, E) est presque distance héréditaire
biparti si toute (u, v)-chaine induite de G est soit de longueur égale a dg (u, v) [dans ce cas,
elle est géodésique] soit de longueur dg (1, v) +2.

Remarque 3.1. Un graphe biparti presque distance-héréditaire est distance-héréditaire.

Notons que le cycle Cy, est de longueur 2q et n’est pas presque distance héréditaire biparti si
2g> 8, car C, est ’'union de deux chaines induites disjointes, la premicre est de longueur 2, et
la deuxieéme est de longueur 2¢g -2. Cette remarque est toujours vraie pour les cycles qui
contiennent les cordes paires (les cordes qui joignent des sommets a distance paire d’un cycle)

et toutes ces cordes sont incidentes a un seul sommet [voir Figure 3.1.]

(b)

Figure 3.1. 2Cs-Configurations

Définition 3.2. Appelons Cg-biconfiguration, chacun des graphes de la Figure 3.2., qui
représente les plus petits graphes bipartis qui ne sont pas des graphes distance héréditaire

bipartis.

Co Ce*

Figure 3.2. C¢-biconfigurations
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Plus généralement, une C,.biconfiguration désignera un cycle de longueur ¢ (g: pair) n’ayant
pas de corde ou ayant toutes ses cordes concourantes et induisant un graphe biparti.

Une 2Cs-biconfiguration de type (a) est le graphe obtenu par composition de deux

Cs -biconfigurations en reliant deux sommets de degré local 2 par une chaine (voir Figure

3.3. (a)). Le graphe représenté dans la Figure 3.3. (b) sera appelé 2Cg-biconfiguration de
type (b).

(@) (b)

Figure 3.3. 2Cs-biconfigurations

3.3. Caractérisation des graphes presque distance héréditaire bipartis

Remarquons que les seuls cycles autorisés dans les graphes presque distance héréditaire

bipartis et interdits pour les graphes distance héréditaire bipartis [3] sont ceux de longueur 6.

Une caractérisation des graphes presque distance héréditaire bipartis en termes de sous-

graphes interdits induits avait établie par Aider [3] est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.1. [3] Une condition nécessaire pour qu’'un graphe G soit presque distance
héréditaire biparti est que G ne contient ni de 2Cs-biconfiguration, ni de cycle de longueur
supérieure ou égale a 8§ comme sous-graphes induits.

En faisant appel a la notion des cordes dans les graphes, nous avons la caractérisation
suivante :

Théoreme 3.1. [3] Soit G un graphe connexe biparti. Alors G est presque distance
héréditaire biparti si et seulement si G ne contient ni de 2Cg-biconfiguration,

ni de Csg-biconfiguration comme sous graphe induit.

Dans [3], on trouve aussi une autre caractérisation de ces graphes, obtenu uniquement en

termes de sous-graphes interdits.



Chapitre 03 : Graphes Presque Distance Héréditaire Bipartis. 39

(a) (b)
Figure 3.4.

Théoréme 3.3. [3] Soit G un graphe biparti connexe. Alors G est presque distance
héréditaire biparti si et seulement si G ne contient aucune des configurations suivantes
comme sous graphe induit :

a. Les cycles induits de longueur supérieur ou égale a 8.

b. Les 2Cg biconfigurations.

c. Les graphes de la figure 3.4.

3.4. Probléme de reconnaissance des graphes pdh bipartis

D’abord, nous rappelons les résultats obtenus par Cicerone et Di Stefano [20] pour résoudre
le probléme de reconnaissance des graphes presque distance-héréditaire.

Ces derniers avaient montré qu’un graphe G = (V, E) appartient a la classe DH (1, +) si,

et seulement si G appartient a la classe BID (% ) et ne contient pas comme sous-graphe induit
une 2Cs-configuration de type (@) (voir la figure 3.1.(a)).

i+2

Cicerone et Di Stefano [19] ont donné un algorithme en un temps O (n*"?) polynomial pour la

. 1
reconnaissance des graphes BID (2 -—) pour i > 1.
i

Théoréme 3.3 [19] Pour tout entier i > 1, le probleme de reconnaissance des graphes

BID (2 —1) est polynomial.
i

En particulier, la reconnaissance des graphes BID (%) est polynomial et s’effectue en

O (n'*)[19].

Cicerone et Di Stefano [19] ont également proposé un algorithme en O (n'®) polynomial pour

tester si un graphe connexe G= (V, E) contient une 2Cs-configuration de type (a).
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Théoréme 3.4. [20] : Le probleme de reconnaissance des graphes DH (1, +) est polynomial.

Suivant la caractérisation des graphes presque distance-héréditaire bipartis donnée au
théoréme 3.2. [3], nous implémentons deux algorithmes polynomiaux pour résoudre

le probléme de reconnaissance de ces graphes :

Proposition 3.1. /] existe un algorithme polynomial pour vérifier si un graphe connexe

biparti G contient un cycle C, n>8 avec cd (C,) < 2.

Preuve
Soit G = (¥, E) un graphe connexe biparti.
Dans G, il existe un cycle C, n> 8 avec cd (C,) < 2 si, et seulement si il existe dans G

Une paire de sommets {x, y} satisfaisant les conditions suivantes :

a) I1 existe une paire de sommets {u, v} tels que pg (x, ¥) = (x, u, v, y).
b) Il existe une {x, y}-chaine induite Pg (x, ) telle que |Pg (x, y)| > 5.
c) Toutes les cordes (s’il y en a) du cycle C,, induit par pg (x, y) U Pg (x, y) sont

incidentes aux sommets u et v (i.e. c¢d (C,) < 2).

Notons M I’ensemble des sommets —excepté x et y- qui appartiennent a la plus courte

{x, y}-chaine ps(x, »).

De plus, sidg p (x, y) =5, posons X =1g p(x, ) NN(x)et Y =151 (x, ) N N ().

Si la chaine Pg (x, y) existe dans G alors, elle est nécessairement de la forme de I'une des
chaines suivantes :

Py :{x, y}-chaine induite ne contenant ni les sommets de X, ni les sommets de Y.

P, :{x, y}-chaine induite ne contenant pas les sommets de X et contenant un sommet de Y.
P;:{x, y}-chaine induite contenant un sommet de X et ne contenant pas les sommets de Y.

P, :{x, y}-chaine induite qui contient un sommet de X et un sommet de Y.
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Une chaine de longueur = 1

Une chaine de longueur > 3

Une chaine de longueur > 2

Figure 3.5. P, ,P,,P;,P, sont les quatre types de

{x, y}- chaine induite
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Procédure ‘Test’

- Donnée : Un graphe connexe biparti G = (V, E)

- Sortie : Vraie si et seulement s’il existe un cycle C,, n> 8 avec cd (C,) <2

1. Pour chaque {x, y} € G tel que dg (x, y) =3

2 Déterminer M
3 Si x et y sont reliés dans G- M, alors
4. Side.y(x, y) >4
5 Donc, retourner (vrai) {il existe P;, X et ¥ sont vides}
6 De plus, si {X et ¥ ne sont pas vides}
7 Déterminer X = Iy (x, ¥) N N (x)
Y=I6m(x y) 0 N(©»)
8. Si x et y sont reliés dans G — (M U X)
Retourner (vrai), il existe P,
10. Sinon, P et P, n’existent pas
11. Si x et y sont reliés dans G- (M U Y)
12. Retourner (vrai), il existe P;
13. Sinon, P, P; et P; n’existent pas
14. Pour toutes paire de sommets {x’, y'} telquex'e X, y e Yet(x,y) ¢ E
15. Si x ety sont reliés dans le sous- graphe G — [MU (X\ {x })U (Y {y })]
16. Retourner (vrai), il existe Py,
17. Fin Pour.
18. Fin Si.
19. Fin Si.
20. Fin Si.
21. Fin De plus.
22. Fin Si.
23. Fin Pour.

24. Retourner (faux).

Procédure « TEST » analyse toutes les paires de sommets {x, y} a distance 3 dans G, pour

vérifier I’existence d’une chaine de type P; 1<i<4 entre x et y dans G.

Il reste a vérifier que cette procédure est polynomiale en temps.

Etape 1 : la détermination de toutes les paires de sommets a distance 3 s’effectue en O (1n°)
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ou n représente le nombre de sommets de G.
Etape 2 : est exécutée en O (m), ou m représente le nombre d’arétes de G.
Etape 7 : cette étape est exécutée en O (m) + O (m)= O (2m).
Etape 8,11 et 15 : sont effectuées en O (m)
Etape 14 : exécutée en O (nz)
De ce fait, la recherche d ‘un cycle C,, n>8 avec cd (C,) < 2 dans un graphe connexe biparti
s’effectue en O ().

Proposition 3.2. Il existe un algorithme polynomial pour vérifier si un graphe connexe

biparti G contient comme sous graphe induit une 2Cg-biconfiguration de type (a).
Algorithme : Chercher une 2Cy -biconfiguration de type (a)
-Donnée : Un graphe G = (V, E) connexe et biparti avec |V] > 12 et |E| > 14.

-Sortie : Une 2Cs-biconfiguration de type (a)

1. Pour tout 4 = Cs et B = Cs’ deux sous-graphes induits distincts de G

2. Sicd(A)<1,cd(B)<I, et <A U B> n’est pas connexe. Alors

3 Pour tout xe A4, y € B tels que degy (x) = degp (y) =2

4 Gy:=G—{N[4d-x] UN[B-y]}

5. Six et y sont relies dans G,,, alors

6 Terminer, il existe une 2Ce- biconfiguration de type (a)
7 Fin Si

8 Fin Pour

9. FinSi

10. Fin Pour

11.Retourner,faux.

Figure 3.6. 2Cs-biconfiguration de type (a)
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Cet algorithme considére toutes les paires possibles de cycles 4 et B de 6 sommets qui sont
des sous graphes induits de G.

Si4 U B induit un sous graphe connexe S, alors soit S n’est pas une 2Cs -biconfiguration de
type (a), soit S est une 2Cy -biconfiguration de type (a) avec x= y.

Sicd (A4) <letcd (B)<1etS non connexe (ligne 2), alors 4 et B induisent une 2Cs-
biconfiguration de type (a). En effet, 1’algorithme sélection proprement deux sommets x et y
tels que xe 4 et y € B (ligne 3) et apres, il faut trouver une chaine P reliant x et y.

Cherchons la chaine P dans le sous graphe G,, obtenu a partir de G en supprimant les
sommets de N [(4 —x) U (B —)].

Six ety reste toujours connectés dans Gy, nous avons la chaine cherchée P.

Notons que les cycles obtenus a la ligne 1 sont exécutés en O (n'?), et le reste de 1’algorithme

est polynomial. i

3.5. Propriétés métriques des graphes presque distance-héréditaire bipartis

Rappelons d’abord quelques caractérisations métriques des graphes distance-héréditaire
bipartis dues au Bandelt et Mulder [6], et celles des graphes presque distance-héréditaire

donnée par Aider [1].

Théoréme 3.5. [6] Pour un graphe connexe G= (V, E), les assertions suivantes sont
équivalentes :
1) G est biparti et distance-héréditaire.
2) G est sans triangle et ne contient ni C, (n>35), ni le domino (la figure 2.1 (a)) comme
sous-graphe isométrique.
3) Pour tout triplet de sommets {u,v, w}de G ,on a : d(u,v)Nd(u,w) Nd(vyw)# 3,
et au moins deux des unions suivantes sont égales :

d(uv)oduw), du,yv) vdv,w), duw) Odv,w).

Le théoréme suivant donne une caractérisation métrique des graphes presque distance-

héréditaire établie par Aider [1], qui utilise la propriété des quatre points :

Théoréme 3.6. [1] Soit G un graphe connexe sans Cg-configuration comme sous-graphe
induit, tel que pour tout quadruple de sommets {u, v, w, x} de G, les trois sommes
d(u,v)+dw,x), du,w)td(v,x), d(ux)+d(v,w) différent deux a deux d’au plus deux unités.

Alors G est presque distance-héréditaire.

Dans ce qui suit, nous établissons une condition métrique suffisante, en utilisant également
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la propriété des quatre points, pour qu’un graphe connexe biparti soit presque distance-

héréditaire biparti :

Théoréme 3.7. Soit G un graphe connexe biparti ne contenant ni 1Cs -biconfiguration ni le
graphe de la figure 3.6. comme sous-graphe induit, tel que pour tout quadruple de sommets
{u,v,w,x} de G, les trois sommes d(u,v)+d(w,x), d(u,w)+d(v,x), d(u,x)+d(v,w) different deux a
deux d’au plus quatre unités.

Alors G est presque distance-héréditaire biparti.

Figure 3.7.

Preuve

Soit G un graphe connexe biparti, ne contenant ni 1Cs -biconfiguration, ni le graphe
de la figure 3.6.comme sous-graphe induit, tel que pour tout quadruple de sommets {u,v,w,x}
de G, les trois sommes S| =d(u,v)+d(w,x), S,=d(uw)+d(v,x), Ss=d(u,x)+d(v,w)

différent deux a deux d’au plus quatre unités. Notons (*) cette propriété.

Il s’agit de montrer que la longueur de toute {u,x}-chaine induite de G est soit ¢égale a
d(u,x) soita d(u,x)+2.

Nous allons procéder par récurrence sur la longueur des chaines induites de G.

Soit P une {u, x}-chaine induite de G.

Si la longueur de P est égale a 2 ou 3, alors il n’y a rien @ montrer (voir figure 3.8)

Figure. 3.8.

Supposons maintenant que toutes les chaines induites de G, de longueur ¢ inférieure ou égale

a k(g <k), sont telles que g= d(u,x) ou d(u,x) +2.
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Soit P={u, v, ..., wx} une {u,x}-chaine induite de G de longueur £k+2 > 3.

On doit montrer que d(u,x) =k ou k+2.

Posons S =d(u,v)+td(w,x),  S=d(u,w)+d(v,x), Sy=d(u,x)+d(v,w).

On a, §) =2 d’apres le choix de P, 2k -2< S, <2k+2, et k -2 < d(w,v)< k d’apres I’hypotheése
de récurrence.

Notons enfin que k -2< d(u,x) < k+2, car si d(u,x) < k-3,on aurait une {u,w}-chalne (resp.
{v,x}-chaine) induite de G de longueur inférieure ou égale a k-2, or k-1 < d(u,w)< k+1 (resp.
k-1 <d(v,x) < k+1) d’apres I’hypothese de récurrence.

Il y’a deux cas a étudier.

Cas 1: d(u,x) =k-2.

Sous cas 1.1. d(w,v) = k -2, donc S5 = 2k-4. On distingue alors trois cas :
a) 8> =2k+2 (resp. 2k+1), ce cas est impossible puisque S> et S; différent de 6 (resp. 5)

unités, constituant une contradiction avec (*).

b) S, = 2k (resp. 2k-1), En vertu de la propriété (*), on doit avoir S, = 2k = 6 ou 4
(resp.5 ou 3) et donc k=3 ou 2.
e  k=3. 8= 6 (resp.5) et S$3=2. Alors d(u,x)=1 =d(v,w). Une contradiction car P est

une chaine induite.

o k=2, S)=4 (resp.3) et §5=0. Alors d(u,x) = d(v,w) =0. Ce qui est impossible.

¢) 8= 2k-2, Puisque G vérifie la propriété (*) et S;=2, on doit avoir immédiatement
S>=6 ou 4 ou 2. Donc k=4 ou 3 ou 2.
e k=4. 5=6, S5=4. Donc d(u,x) = d(v,w) =2.
Soit z le sommet interne d’une plus courte {u,x}-chaine, alors P(u,x) U {z}
induit une 1Cs.biconfiguration. Ce qui constitue une contradiction avec nos

hypothéses de départ.

e k=3.S5=4 et S3=2. Donc d(u,x) = d(v,w) = 1. Une contradiction avec le fait

que P est chaine induite.

o k=2. S$=2et S3=0. Donc d(u,x) =d(v,w) =0, ce qui est impossible.
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Figure. 3.9.

Sous cas 1.2. d(w,v) = k -1, donc S3 = 2k-3. On distingue alors quatre cas :
a) 8, =2k +2. Ce cas est impossible car §; et S; différent de 5 unités, une contradiction

avec la propriété (*).

b) S, =2k +1. En vertu de la propriété (*), on a nécessairement S, =5 et donc £=2. Alors

S3=1, d(u,x)=0etd(v,w) =1, Ce qui est impossible.

¢) 8, =2k (resp. 2k-1). A cause de la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4 (resp.5 ou
3), donc £=3 ou 2.

e k=3. 5,=6 (resp.5) et S5=3. Donc d(u,x)=1, d(v,w)=2 et P serait de longueur 4,

mais |P(u,x)|= k+2=5, ce qui contredit le fait que P est une chaine induite.

o k=2, S,=4 (resp. 3) et S5=1. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=1. Ce qui est impossible.

d) S85=2k-2. Puisque G vérifie la propriété (*) et S;=2, on doit avoir S, =6 ou 4 ou 2 et
donc k=4 ou 3 ou 2.
o k=4, $,=6 et S5=5. Alors d(u,x)=2 et d(v,w)=3. Soit z le sommet interne d’une
{u,x}-chaine, alors P(u,x) U {z}induit un cycle de longueur 7.

Une contradiction avec le fait que G est biparti.

o k=3. $,=4 et $3=3. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=2 et P serait de longueur 4, mais
|P(u,x)|=k+2=5. Ce qui contredit le fait que P est une chaine induite.

o k=2. 55=2 et S3=I1. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=1. Ce qui est impossible.
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Sous cas 1.3. d(w,v) =k, donc S; =2k-2. On distingue trois cas :
a) 8, =2k+2 (resp. 2k+1). En vertu de (*), on doit avoir S, = 6 (resp. 5), donc k=2 et
S3=2. Alors d(u,x)=0 et d(v,w) =2. Ce qui est impossible.

b) S» =2k (resp. 2k- 1). De la propriété (*), on a nécessairement S, = 6 ou 4 (resp. 5 ou
3), donc A= 3 ou 2.

o k=3. S$,=6 (resp. 5), S3=4. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=3. donc, P(u,x) U (u,x) induit

une 1Cg-biconfiguration. Une contradiction.

o k=2.5,=4 (resp. 3), $5=2. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=2. Ce qui est impossible.

¢) 8, =2k-2. Puisque G vérifie la propriété (*), on doit avoir S» =S3= 6 ou 4 ou 2,
donc k=4 ou3ou?2

o k=4. 5= 5;=6. Alors d (u,x)=2 et d(v,w)=4. Soit z le sommet interne d’une plus
courte {u,x}-chaine. Alors P(u,x)U {z} induit un graphe isomorphe au graphe de

la figure 3.7. Une contradiction avec nos hypothéses de départ.

o k=3. 5=5:=4. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=3. Donc P(u, x) U (1, x) induit une 1Cs-

biconfiguration. Ce qui constitue une contradiction.

o k=2. §5=_5:=2. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=2. Ce qui est impossible.

Cas 2 : d(u,x) =k-1.
Sous cas 2.1. d(w,v) =k -2, donc S3 = 2k-3. On distingue alors quatre cas :
a) 8, =2k +2. Ce cas est impossible car §; et S; différent de 5 unités, une contradiction

avec la propriété (*).

b) S, =2k+1. A cause de propriété (*), on doit avoir S, =5, donc k=2 et S5 =1.
Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=0. Ce qui est impossible car |P(u,x)| = k+2 =4.

¢) 8, =2k (resp. 2k -1). Puisque G vérifie la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4
(resp.5 ou 3), donc k&= 3ou 2.
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o k=3. 5=6 (resp.5) et S3=3. Alors d(ux)=2 et d(v,w)=1 et P serait de
longueur 3. Or |P(u,x)|=k+2=5. Ce qui contredit le fait que P est une chaine

induite.

o k=2, 5=4 (resp.3) et S;=1. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=0, ce qui est impossible.

d) 8, =2k-2. Puisque G vérifie la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4 ou 2, donc
k=4 ou3ou?.
o k=4. $,=6 et S3=5. Alors d(u,x)=3, d(v,w)=2 . Soient {zt}les deux sommets
interne d’une plus courte {u,x}-chaine. Alors P(u,x) U {z¢¢} induit un cycle de

longueur 7, ce qui constitue une contradiction.

o k=3. S=4 et S5:=3. Alors d(ux)=2, d(v,w)=1, et P serait de longueur 3. Or
|P(u,x)|=k+2 =5. Une contradiction.

o k=2. 5=2, =2 et S5=1. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=0 , ce qui est impossible car
|P(u,x)|=k+2=4.

Sous cas 2.2. d(w,v) =k -1, donc S3 = 2k-2. On distingue alors trois cas :
a) 8, =2k +2 (resp. 2k+1). Puisque G vérifie la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4
(resp.5 ou 3), donc /=2 ou 1.
o k=2. S$,=6 (resp. 5) et S3=2. Alors d(u,x)= d(v,w)=1.une contradiction car P est

une chaine induite.

e k=1. S5=4 (resp.3) et S3= 0. Alors d(u,x)= d(v,w) =0, ce qui est impossible.

b) 2 =2k (resp. 2k- 1). De la propriété (*), on a nécessairement S, =6 ou 4 ou 2 (resp. 5
ou3oul),donck=3ou2oul.
o k=3. S,=6 (resp. 5) et S;=4. Alors d(u,x)= d(v,w) = 2. Soit z le sommet interne
d’une plus courte {u,x}-chaine, P(u,x) U {z} induit une 1Cgs-biconfiguration.

Une contradiction.

o k=2. S$5=4 (resp.3) et §5=2. Alors d(u,x)=d(v,w)=1 et P serait de longueur 3.
Or |P(u,x)|=k+2=4, ce qui constitue une contradiction avec le fait que P est

induite.

o k=1. $=2 (resp.l) et S3=0. Alors d(u,x)= d(v,w)=0, ce qui est impossible.
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¢) 8, =2k-2. En vertu de la propriété (*), on a immédiatement S, =6 ou 4 ou 2 ou 1,
donc k=4 ou 3 ou2 ou 1.
o k=4. S>= 55=6. Alors d(u,x)= d(v,w)=3.
Soit {z,¢} les deux sommets internes d’une plus courte {u,x}-chaine, alors
P(u,x) U {z,t} induit un graphe isomorphe au graphe de la figure 3.7.

Une contradiction avec nos hypothéses de départ.

o k=3. 5= 5=4. Alors d(u,x) = d(v,w)=2.
Soit z le sommet interne d’une plus courte {u,x}-chaine, alors

P(u,x) U {z} induit une 1Cs-biconfiguration, ce qui constitue une contradiction .

o k=2, 5= 83=2. Alors d(u,x)= d(v,w)=1, ce qui contredit le fait que P est une chaine

induite.

e k=1. S=53=0. Alors d(u,x)= d(v,w)=0, ce qui est impossible.

Sous cas 2.3. d(w,v) =k, donc S; =2k-1. On distingue alors deux cas :
a) S, =2k +2 (resp. 2k+1). Puisque G vérifie la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4
(resp. S ou 3), donc k=2 ou 1.

o k=2. 5,=6 (resp.5) et S3=3. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=2.
Ce cas est impossible car P est une chaine induite.

o k=1. $=4 (resp.3) et Ss=1. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=1, ce qui est impossible.

b) 8, =2k (resp. 2k -1)(resp.2k -2). En vertu de la propriété (*), on doit avoir S, =6 ou 4
ou 2 (resp.5 ou 3 ou 1)(resp3 4 ou 2 ou 0), donc k~=3 ou 2 ou 1.

o k=3. 5=6 (resp.5) (resp. 4) et S3=5. Alors d(u,x)=2 et d(v,w)=3.
Soit z le sommet interne d’une plus courte {u,x}-chaine, alors
P(u,x) U {z} induit un cycle de longueur 7, ce qui constitue une contradiction avec

le fait que G est un graphe biparti.

o k=2, S,=4 (resp.3) (resp.2) et S3=3. Alors d(u,x)=1 et d(v,w)=2.Ce qui est

impossible car P est une chaine induite.
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o k=1. S$=2 (resp.l) (resp.0) et Ss=1. Alors d(u,x)=0 et d(v,w)=1, ce qui est

impossible. O

Enfin, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.8. Le probleme de reconnaissance des graphes presque distance-héréditaire

bipartis est polynomial.



Chapitre 04

Graphes K-Distance

Hereditaire Bipartis

4.1. Introduction

En généralisant la classe des graphes presque distance-héréditaire bipartis, nous obtenons la

classe des graphes k-distance-héréditaire bipartis, notée B (k, +), pour lesquels la longueur de

toute (1, v)-chaine induite est au plus égale a d (u, v) +2k.

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions nécessaires et différents résultats relatifs

a la classe de graphes k-distance-héréditaire, notée DH (%, +), dont la longueur de toute
(x,y)-chaine induite connexe est au plus d(x, y) +k.

Ensuite, nous donnons une caractérisation des graphes k-distance-héréditaire bipartis,

en proposant quelques configurations interdites.
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4.2. Les graphes k-distance-héréditaire.
4.2.1. Définitions et résultats préliminaires.

Définition 4.1. Soit £ un nombre réel. Un graphe connexe G est dit distance héréditaire
d’ordre & (on note G € DH (k, +)) si pour tout sous-graphe induit connexe H de G :

dy (x, v) <dg(x, v) + k pour toute paire {x, y} de sommets de H.
Autrement dit, la distance entre deux sommets quelconques dans un sous-graphe connexe qui
les contient peut augmenter d’au plus & unités par rapport a la distance entre ces mémes

sommets dans G.

Lemme 4.1 [20] La classe des graphes DH (k, +) est fermée par rapport aux sous-graphes

induits.

Définition 4.2. Soient G un graphe, et {x, y} une paire de sommets distincts de G. Alors :

1.  Ladilatation de la paire {x, y}, noté o6(x, y) est donnée par:
O (x, v)= Dg(x, y) —dg (x, ¥) ; oudg (x, y) [resp. D¢ (x, y)] est la longueur d’une plus
courte [resp. longue] {x, y}-chaine induite dans le graphe G.

2. La dilatation 6 (G) de G est le maximum des dilatations de toutes les paire
possibles de sommets distincts de G, 1.e. 6 (G) = maxy, ) oG (x, y).

3. D(G) est ’ensemble des paires de sommets dont la dilatation est égale a o (G).

ie. D(G) ={ (u, v)/ d(u, v) =0 (G)}.

Lemme 4.2. [20] DH (ki, +)< DH (ky, +), pour toute paire d’entiers positifs ki, k»
telle que ky < k.

4.2.2. Caractérisations des graphes DH (k, +).
Dans [20], on trouve deux caractérisations de graphes DH (k, +), la premicre est basée sur la
dilatation de graphe et la seconde s’appuie sur la notion de distance de corde dans

le graphe jumeau de G :

Théoréme 4.1. [20] Soit G un graphe. Pour tout entier positif k, G € DH (k, +) si et
seulement si 6 (G)< k.
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Définition 4.3. Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe jumeau de G est le graphe
G*=(V* E¥)tel que V* = V' UV? et E*=E'UE*UE’, avec:
V=l ve 1} , V={v/ve 1} .
E'={@' V") (u, v) €E}, E*={W’ V) (wv)e€E}, E ={u' V"), v u>)/(uv)eE}.

Les sous-graphes de G* donnés par (V', E') et (V2, E*) sont notés : G' et G* respectivement.
Remarque 4.1. De la définition précédente, ona: |V*| =2 |V] et |E*| =4 |E|.
Le graphe G* est obtenu & partir de G en appliquant I’opération 7 (i.e. ajout de faux jumeaux)

a chaque sommet x de G. En effet, chaque paire {v',v*} de G* (v'e V', v’ I’*) est une paire

de faux jumeaux dans G*.

Exemple 4.1.

Hs

Figure 4.1. Le trou Hs et son graphe jumeau H*s ou chaque ligne

pointillée représente une aréte de E°.
Lemme 4.2. [20] Pour tout k=0, G € DH (k, +) si et seulement si G* € DH (k, +).

Définition 4.4. Une paire de sommets {x, y} est dite paire-cycle s’il existe une plus courte et
une plus longue {x, y}-chaine P et Q respectivement, disjointes. Autrement dit, PU Q induit

un cycle noté¢ Cy,{x, y} et P NQ = {x, y}.

Lemme 4.3. [20] Soit G un graphe tel que 6 (G) >0. Alors, D (G*) contient une paire-cycle
dans G*.
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Théoréme 4.2. [20] Soient G un graphe et un entier k tel que k>0. Alors, G € DH (k, +) si et

n—k

seulement si c¢d (C,) > — 1, pour tout cycle C,(n>k+4) dans G*.

Si on fixe k =0, alors le probléme de reconnaissance de la classe DH (k, +) peut étre résolu en
temps polynomial [30]. Si £ n’est pas fixé, donc le probléme de reconnaissance de cette

classe est donné par le résultat suivant :

Corollaire 4.1. [20] Si k n’est pas fixé, le probleme de reconnaissance des graphes DH (k, +)
est CO-NP Complet.

4.2.3. Les configurations interdites des graphes DH (k, +)

Les graphes DH (k, +) ont été caractérisés par les configurations interdites uniquement pour
des valeurs particuliers de &k : £ =0 (les graphes dh) [4], k=1 (les graphes presque dh) [2] et
k=2 (les graphe DH (2, +)) [8] [44]. Par la suite, il a été généralisé pour tout entier positif k
[16, 39]. Au cours de cette partie, nous donnons les différents résultats et les caractérisations

de ces graphes en terme de sous-graphes interdits.

Remarque 4.2 Nous désignons, dans la suite, par « (k+1)-dh » la classe de graphes distance

héréditaire d ‘ordre k.

Exemple 4.2.
1-dh est la classe des graphes distance-héréditaire.

2-dh est la classe des graphes presque distance-héréditaire.

Définition 4.5. Une k-configuration désigne toute configuration interdite (en tant que sous-
graphe induit) dans un graphe k-dh.
Une k-configuration est dite stricte si elle est permise dans un graphe (k+1)-dh comme sous-

graphe induit.

Exemple 4.3.
Les 1-configurations strictes sont les cycles a 5 sommets ayant une distance de corde

au plus 1.
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Définition 4.6. Soient C et C" deux configurations et soient v; et v, deux sommets de C et C°

respectivement de degré égal a 2.
® C @, C : estle graphe obtenu en reliant les deux configurations C et C* a I’aide
d’une chaine C (vi, v2) de longueur ‘7’ dans le graphe résultant ou 7’ est un entier
positif.
® C @ C :estlaSplit composition des configurations C et C" (i.e. C* C") suivant

les sommets marqués v; et v,.

Définition 4.7. Une k-configuration interdite minimale est une configuration non permise

dans un graphe k-dh et est minimale par rapport a I’inclusion sous cette propriété.

Une k-configuration stricte de type (a) est le graphe obtenu en attachant «m»-1C,,,
configurations a 1’aide d’une chaine (s) reliant des sommets de degré local égal a 2 tel que :
2<m<k, 1<k, <k i=l.m, > "k, =k.

i=1

Nous appelons une k-configuration stricte de type (b) tout cycle C, induit par P UQ ou P est

une plus courte {u, v}-chaine et Q est la plus longue {u, v}-chaine induite de longueur

d(u,v) + k ne contenant pas de 1C, configuration (g = 4 + k) comme sous-graphe induit.

Une k-configuration stricte de type o (a, b) ou o (a, b) est une permutation sur {a, b},

est le graphe obtenu en attachant des configurations strictes d’ordre k; de type (a) avec des

configurations strictes d’ordre k; de type (b) tel que > k, + >k, =k .

Une k-configuration est dite large si elle est interdite dans un graphe k'-dh (k' >k) comme

sous-graphe induit.

Proposition 4.1. [39] Une k-configuration (k=2) stricte minimale est ['une des graphes
suivants :
1. 1Cyy i configuration.

2. Pourtouti=1,..,p j=1,..,(@p-1), p=2, .., k le graphe :
1C4+k1 ?, 1C4+k2 (Drz-"lc4+kp,1 ?. 1C4+kp (%)

ou 1<k <k, Y "k =k, r,e NU{-1}.

3. Tout graphe obtenu a partir de (*) en remplagant chaque cycle maximal C,{x, y}
ayant une distance de corde supérieure strictement a 1 et une dilatation k’ par

une k’-configuration stricte minimale de type (b).
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Théoréme 4.3. [39] Soit G un graphe. G est un graphe k-dh (k = 2) si et seulement si G ne

contient pas [’une de ces configurations comme sous-graphe induit :
1) 1C, configuration ou n > 4+k,
2) les k-configurations strictes minimales,
3) les k’-configurations strictes minimales ou k™ >k et k’=k; + k

avec 1< ki< k, i =1, 2.

4.3. Les graphes k-distance-héréditaire bipartis

Dans la section précédente, nous avons donnés quelques définitions et certains résultats des
graphes distance-héréditaire bipartis établis par Bandlet et Mulder [4] et celles des graphes
presque distance-héréditaire bipartis étudié par Aider [3]. Dans cette section, nous étendons
ces résultats en s’intéressant a une classe de graphe qui généralise la classe précédente, nous

donnons la définition et une caractérisation en termes de sous-graphes interdits.

Définition 4.8. Soit G un graphe biparti connexe.
G est dit k-distance-héréditaire biparti, noté B (k, +) si et seulement si G est biparti et pour
tout sous-graphe induit connexe H de G, on a :

dy (x, v) <dg (x, y) + 2k,  pour toute paire de sommets {x, y} de H.

Théoreme 4.4. Soit G = (V, E) un graphe connexe biparti. Soit k> 2 un nombre réel.
Alors G € B (k, +) si et seulement si G ne contient pas comme sous graphe induit les
configurations suivantes :

1) 1C,, biconfigurations, g > 3+ k.

2) 1Cs ¢, 1Cs @o... ¢ 1Cs, avecrie N U{-1} oui= {1, ..., k}.

Preuve :

“ Condition nécessaire”

Soit G un graphe biparti connexe.

Si G contient la configuration 1C,.-biconfigurations, g > 3+ k, alors la suppression du
sommet x incident a toutes les cordes induit une augmentation de plus de (24+ 2) unités de la

distance entre les deux sommets u et v adjacents a x, et donc G ne sera pas dans B (k, +).
Si G contient 1Cs ¢, 1Cs @,.... 1Cs avecrie N U {-1}ou i={1, ..., k}

Alors, si en supprimant les sommets x; (i= 1,..., k+1) de P (u, v) dans ces configurations,

la distance entre u et v augmente de (2k+2) unités dans la configuration de type (a),
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de (k +4) unités si k < 3, de (2k+2) unités si k> 4 dans la configuration de type (b), et d’une
augmentation de (2k+2) unités dans les configurations de type o (a, b).Donc dans les trois
cas, nous avons une augmentation de plus 2k unités de la distance entre u et v. Ce qui

implique que G n’appartient pas a la classe B (k, +).

uN\. | /,—~ | /ST Tm s e v
Xy X; Type (a) X
" U ) P S VA N
X Xy Xp+1 Xk+1 v
Type o (a, b)
u X X2 Dype®) Xe Xpr v
Figure 4.2.

“Condition suffisante”

Soit G un graphe biparti connexe qui ne contient aucune configuration citée au théoréme
comme sous-graphe induit. En procédant par absurde, nous supposons que G n ‘appartient
pas a la classe ‘B (k, +), alors G contient une paire de sommet {u, v} reliée par une plus longue
{u, v}-chaine de longueur supérieure ou égale a dg (u, v) + (2k+2).

Parmi toutes les paires de sommets vérifiant cette propriété, que nous notons (A), nous
choisissons la paire {u, v} de telle sorte que dg (1, v) soit minimale.

Soit P [resp. O] une plus courte [resp. longue] {u, v}-chaine induite.

Alors, soit u et v sont contenus dans un cycle induit par P U Q = C (u, v) de longueur au
moins 2. dg (1, v) + (2k +2), ou soit la chaine P contient au moins deux sommets x et y tels
que : dp (u, x) > dp(u, x) 2k et dp (v, v) > dp(y, v) +2k... (1).
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1“"cas : P N O= {u, v}.
Dans ce cas, il est clair que la paire {u, v} est une paire-cycle et <P v Q> =C{u v} =C,
oul V( <P U Q> )| = n. Puisque dg (1, v) > 2, alors le cycle C, est de longueur > 2k +6.

Par suite, C, doit contenir au moins deux cordes non concourantes. Soit x [resp. y] le sommet
de P\ {u, v} le plus proche de u [resp. v] ayant au moins un voisin dans Q, et soit x* [resp. V']

le voisin de x [resp. y] dans Q le plus proche de v [resp. u].

x’ y’

Figure 4.3.

Si dp(u, x) +dp (u, x) +1 > 2k +6, alors le cycle induit par O (u, x) U {x’, x} U P(x’, u) est
de longueur > 2k +6 et toutes ces cordes sont incidentes au sommet x. Ce qui constitue une

contradiction.

Par conséquent, dp (1, x) + dp (u, x*) +1 <2k +6, 1.e. dp (u, x*) < 2k +5) - dp (u, x).
Sidp (u, x*) <dp (u, x) +2, alors |Q (u, v)| =dp (u, x*) +do (x",v) = |P (u, v)|+(2k +2).

Donc dp (u, x) > dp(u, x) +dp (x, v) H(2k+2) —dp (x°, V)= dp(u, x*)-2+2k+2+dp(x, v)-do(x’,v).
Par suite : dp (x, v) +2k <dp(x", v), alors x peut remplacer le sommet u dans les hypotheses de
départ avec d (x, v) <d (u, v). Une contradiction avec la condition de minimalité (A).

Donc: dgp (u, x")>dp (u, x)+2. Par conséquent dp (u, x) +2<dp (u, x*) < (2k+5)- dp(u, x).

: dp (u,x) =1 (1)
I1 s’ensuit que .
et 4<d,wux)<2k+4d (2
Et par symétrie, nous avons dofy:v) =1 <
bar Symetre, et 4 <d, (v, v)<2k+4 )

Supposons a présent que dop (u, x) <dgp (u, y°).
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Figure 4.4.

do(u, x) +do (x', ¥ )+ do (', V) = dp (u, X)y+dp (x, ) + dp (v, v) +(2k +2)=dp (x, y) +(2k+4).
D’ou do(x, y')>dp (x, y) -2k -4.

En vertu de la condition (A), nous avons : dp (u, y*) +1 = dp (u, y) <dp (u, y) + 2k, car si non
do (u, y) >dp (u, y) + 2k etdonc dp (u, y) >dp (u, y) + 2k +2.

Donc la paire {u, y} vérifie les hypotheses de départ avec d (u, y) <d (u, v). Ce qui constitue
une contradiction.
Nous avons dp (x, y') =do (u, y') —do (u, x') <dp (u, y) + 2k -1) —dp (u, x’) =

=dp(u, x) +dp(x, y) + 2k-1)—dp(u, x°).

Envertude (1)et(2)ona:dp(x’, y")<dp(x, y) +2k -4 = dp (x, y) +2(k -2).

D’ou dp(x, y)-2 (k+2)<do (x',y")<dp(x,y) F2k-4 ... (5).

Supposons maintenant que x" et y* ne sont pas adjacents, et posons
P={x’xj UP(xy)U{y,y}et0=0(xy).

Notons que P’ estune {x', y }-chalne induite de longueur dp (x, y) +2>dp(x’, y) -2k +6
>d(x, y) -2k +6.

Ce qui constitue une contradiction avec la condition (A), donc x* et y* sont adjacents.

Posons P" = {u, x, x', y', y, v}. Il est clair que P" est une plus courte {u, v}-chaine,

Cependant, |V (P") UV (Q)| < |V (P) UV (Q)|. Une contradiction.

Par conséquent, dp (u, x*) > dp (u, y").

Soit 7 [resp. z] un sommet interne de O (u, y") [resp. O (x°, v)].

Sil’aréte xt [resp. yz] est une corde entre P et Q, alors on pose Q"= Q (¢, v) et
P={tx} UP(x v)[resp. Q=0 W, z) et P=P(u, y) U{y z}]
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Notons que Q" est une {¢, v}-chaine [resp. {u, z}- chaine] induite de longueur
>dp(t, v) +2+2k [resp. > dp (u, z) + 2+ 2k]. Ce qui aboutit a une contradiction avec

la condition de minimalité (A).

2°m cas : {u, vic PNO.
Dans ce cas, il existe au moins une sous-chaine de P (pouvant étre réduite a un sommet) dans
P N Q. Soient P (y;, x;+1) [1 <i<t-1] les sous-chaines appartenant a P N Q.

Figure 4.5.

Nous avons : d (&, y1) > 2, dx,y)=>22<i<tl) et d(x,v)>2.
Les sommets y; 1<i<t-1, x; 2<j<t, uetv vérifient la propriété suivante :
do(u, y1) 2dp (u, y1) ¥2ki, do (x;, yi) = dp (x;, yi) 2k 2<i<t-1,

do(u, v) = dp (u, y) +2k,  avec Sk =k ... (6).
i=1

Soit y; [resp. x;] le premier sommet [resp. dernier] appartenant & P Q et satisfaisant
les inégalités (6).
Notons par C,;, Cy, =2, .., t-1et C, les cycles induits par les paires-cycles {u, y;},

{x;, yit 2<i<t1 et{x, v} respectivement.

Si C; (i=1, ..., ¢) sont tous de longueur 6, alors ils induisent la configuration 1Cs @,, 1Cs
@ro. ©rey1Cs rie N de type (a). Ce qui conduit a une contradiction avec I’hypothese G
ne contient pas une telle configuration.

Considérons le cycle C,; (les mémes démarches et les mémes arguments restent valables
pour les Cy;, i= {2, .., t}), et supposons qu’il soit de longueur supérieur strictement a 6, i. e.
est de longueur supérieur ou égale a 8. Donc C,; doit contenir au moins deux cordes qui ne
sont pas incidentes au méme sommets de P. Soient a et f§ les deux derniers sommets de

P (u, y1) ayant au moins des voisins dans Q (i, 1), et soit a” le dernier voisin de o dans

O (u, y1).
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Figure 4.6.

Sidp (o, y1) <dg (a’, y1) — (2ki-1) [dp (o, y1) et dp (o, y1) ne sont pas de méme parité car
si non, on trouve un cycle de longueur impair. Contradiction avec le faite que G est biparti].
Le cycle induit par P(y;, @) U{a, o'} UQ (a’, y;) est de longueur supérieure ou égale a
(2k1+6, k1> 2) [ et comme dp (a, y1) > 2] et toutes ces cordes sont incidentes au sommet f.
Ce qui constitue une contradiction avec 1’hypothéses G ne contient pas de cycle de longueur

au moins (2k;+6, k> 2) ayant toutes ces cordes concourantes.

Sidp(a, y1)=dp(a’, y1) — 2k -1).

Considérons les deux {x,y}-chaines P" et Q" définies par: P =P(a,y;) et

O={a,a }uUQ(a,y). Les deux chaines P’ et O satisfont les hypothéses de récurrence et,
de plus [P'uQ’| <|puUQ]. Une contradiction avec la minimalité de p LU Q.

Si dp(a, y1) > do (o', y1) — (2ki -1), alors dp (u, o) > dp (u, a) +1,
par suit dp (a, y1) >dp (a”, y1) +3,

Figure 4.7.

Posons P'=P (u, o) U{a, a'} QO (a, y1) UP (1, v). P et Q satisfont les hypotheses de

départet [P U Q| <| P U], une contradiction avec I’hypothése de minimalité (A). i

Remarque 4.3. Si G est dans B (k, +), alors nécessairement G est dans k-dh.

Si G est dans ‘B (k, +), également G est un graphe 2k-dh.



Conclusion générale

Les graphes distance-héréditaire sont des graphes dans lesquels toute chaine induite est
isométrique, ont été introduits par Howorka [33], qui avait donné la premiére caractérisation

en termes de sous-graphes interdits, puis étudiés métriquement par Bandelt et Mulder [4.]

Dans cette theése, nous avons ¢tudié quelques classes de graphes constituant une extension
paramétrique des graphes distance-héréditaire. Dans ce cadre et au long de chapitre trois, nous
nous sommes intéressés aux graphes presque distance-héréditaire bipartis, introduits par Aider
[3], qui a donné une caractérisation en termes de sous-graphes interdits. Par la suite, nous
avons pu résoudre le probléme de reconnaissance de ces graphes en développant deux
algorithmes polynomiaux. Nous avons donné aussi une condition métrique suffisante en
utilisant la condition des quatre points par qu’un graphe connexe biparti soit un graphe

presque distance-héréditaire biparti.

Tandis que, la quatrieme chapitre est consacrée aux graphes distance-héréditaire bipartis
d’ordre k (k > 2) noté B (k, +) définit comme suite : toute {u, v}-chaine induite est de
longueur au plus égale a d (u, v) + 2k. Nous avons étudié ces graphes en donnant quelques
configurations interdites. Les différentes recherches motivant pour étudier les classes de

graphes distance-héréditaire ont aboutis a des résultats trés importants.

Cependant, il est nécessaire de noter que certains problémes demeurent non résolus

généralement dans ces graphes et particuliecrement dans les graphes que nous avons abordés
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dans notre travail. Pour cela, nous proposons d’étudier comme perspectives les problémes

suivants :
Aider [3] avait donné la caractérisation des graphes presque distance héréditaire bipartis en

termes de sous-graphes interdits. Nous proposons alors de donner d’autres caractérisations en

utilisant par exemple les opérations constructives de graphes et la condition des quatre points.

Nous avons étudie les graphes presque distance-héréditaire bipartis, pour lesquels nous avons
donné une propriété métrique partielle, il serait donc intéressant d’obtenir une caractérisation

métrique totale de ces graphes.
Nous avons aussi traité dans cette these, les graphes distance-héréditaire bipartis d’ordre &

(B (k, +)), pour lesquels nous avons donné une caractérisation en termes de sous-graphes
interdits. Il serait donc intéressant d’améliorer et de compléter I’étude de cette classe en
donnant par exemple une caractérisation par construction de ces graphes, et une

caractérisation métrique.

Il serait intéressant d’obtenir une caractérisation des graphes (s, d)-distance-héréditaire (voir
définition 2.21.) par construction, par sous-graphes induits interdits, comme il serait

¢galement intéressant de donner une caractérisation métrique compléte de ces graphes.
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