N° d’ordre : 11/2010-M/MT

République Algérienne Démocratique et Populaire
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE HOUARI BOUMEDIENE

FACULTE DE MATHEMATIQUES

mtiled Gt (55 [0t At L
ss gl guiSid |9 gleall
"8 T "H B

MEMOIRE
Présenté pour I'obtention du diplome de MAGISTER
EN : MATHEMATIQUES
Spécialité : Géométrie

Par : Nassim Siad

Theme

CONNEXION EN GEOMETRIE DE POISSON

Soutenu publiguement le 21/10/2010 a 10H30, devant le jury composé de :

Mr. K. BETINA Professeur a ’'USTHB Président
Mr. A. AFFANE Maitre de conférences A a’'lUSTHB Encadreur
Mr. B. ABBACI Maitre de conférences B a ’'USTHB Examinateur
Mr. M. DEFFAF Maitre de conférences B a’'lUSTHB Invité




Part
1.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

2

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

3

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

4.

4.1.
4.2.
4.3.

Part

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

7.1
7.2.
7.3.

CONTENTS

1. Calcul différentiel dans les algébroides de Lie
Rappels et compléments

Algebres Z-graduées

Algebres de Lie Z-graduées, dérivations

Fibrés vectoriels

Un peu d’algébre multilinéaire

Algebres extérieures associées a un fibré vectoriel
Calcul différentiel sur les algébroides de Lie

Algébroides de Lie

Dérivée de Lie des champs de formes

Dérivée de Lie des champs de multivecteurs

La Q(M, E*)—différentielle extérieure

Le crochet de Schouten-Nijenhuis
Algébroides de Lie et structures de Poisson

Les algébroides de Lie par le fibré dual

Structures de Poisson

Structure d’algébroide de Lie sur le fibré cotangent d’une

variété de Poisson

Structure de Poisson sur le dual d’une algébroide de Lie
Ecriture locale des algébroides de Lie, champ et feuilletage
caractériqtiques

Distributions singuliéres

Ecriture locale des algébroides de Lie

Champ caractéristique, feuilletage caractéristique

2. Les A-connexions
Les fibrés principaux
Défintions, premiéres propriétés
Morphismes de fibrés principaux, image réciproque
Les champs verticaux
Lemme technique
Les A-connexions sur les fibrés principaux
Les A-connexions sur les fibrés principaux
Formes a valeurs dans un fibré vectoriel, algébroide de Lie,
algebre de Lie
Les formes locales de la A—connexion
Formes locales de courbure de la A—connexion
Forme de la connexion, forme de courbure, A-dérivée covariante
Parallelisme
Les A—connexions sur les fibrés vectoriels
Les A—connexions linéaires
Courbure
Ecritures locales, A-dérivée covariante des champs tensoriels
1

Oy = W W W

12
12
14
18
20
23
30
30
36

42
43

48
48
55
58

60
60
60
64
66
67
68
69

70
73
75
79
82
84
85
90
91



7.4. Les A—connexions affines 94

Part 3. Holonomie, stabilité 95
8. Structures transverses 95
8.1. Structure de Poisson linéaire sur les fibres 95
8.2.  Morphismes, automorphismes d’algébroides de Lie 97
8.3. Structure transverse & une algébroide de Lie 100
9. Holonomie 103
9.1. Holonomie d’une A-connexion 103
9.2. Holonomie d’une feuille caractéristique 107
9.3. Holonomie réduite 110
9.4. Stabilité 111
9.5. Applications 112
References 114
Introduction

Les notions de fibration, fibré et de connexion sont au centre des théories
modernes géométriques, topologiques et de physique théorique. Ces notions
sont devenues des outils indispensables dans nombres de théories mathéma-
tiques contemporaines.

Les structures géométriques peuvent étre divisées en deux catégories: sin-
guliéres et régulieres. Pour les structures réguliéres tous les points sont
équivalents et I'on peut les comparer via I’outil "connexion". Pour les struc-
tures singuliéres il y a plus de nuances dans le fait que les points ne sont
pas équivalents. On doit prendre plus de précautions en les comparant.
L’avantage des connexions qu’on va introduire est qu’elles permettent de
donner un cadre pratique pour faire aussi bien I’analyse locale (comparer les
points) que l'analyse globale (comparer les géométries de deux ensembles).

Une algébroide de Lie est un fibré vectoriel ayant une certaine similitude
avec le fibré tangent d’une variété et les algébres de Lie. Ceci permet de
développer pour les algébroides de Lie les notions de dérivée de Lie et de
différentielle extérieure avec des formules analogues & celles de Cartan. Ce
sera 'objet de la premiére partie.

La structure d’algébroide de Lie est en forte interaction avec les structures
de Poisson, elle la généralise en un certain sens et le dual d’une algébroide
de Lie a une structure de Poisson naturelle qui encode toute la structure
de I’algébroide de Lie. Elle engendre un feuilletage caractéristique qui dans
le cas des variétés de Poisson coincide avec le feuilletage symplectique. Les
morphismes d’algébroides de Lie peuvent étre définies en termes de mor-
phismes de Poisson.

On définit les A-connexions sur les fibrés principaux, on étudie leurs prin-
cipales propriétés. On définit les A-connexions linéaires par le transport
parallele. A la fin on démontre un théoréme de stabilité pour le feuilletage
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caractéristique qui généralise le théoréme de stabilité de Reeb pour les feuil-
letages réguliers. Il s’applique en particulier pour le feuilletages définies par
la géométrie de Poisson et par les actions infinitésimales de algebres de Lie.

Le cas holomorphe est étudié en détails dans I’article [10] ot on s’inspire du
cas réel pour définir les structures de Poisson holomorphes. Une telle struc-
ture est un champ de bivecteur holomorphe qui vérifie les mémes conditions
que dans le cas réel. En décomposant un tenseur de Poisson holomorphe on
obtient une partie réelle et une partie imaginaire qui sont des tenseurs de
Poisson réels. Cependant, pour que deux tenseurs de Poisson réels soient
les parties imaginaire et réelle d’une structure de Poisson holomorphe il faut
et il suffit qu’ils vérifient des conditions qui s’éxpriment en terme de struc-
tures de Poisson-Nijenhuis. Les algébroides de Lie holomorphes peuvent étre
définies par les structures de Poisson holomorphes.

Tous les objets considérés dans ce mémoire sont supposés de classe C'°.
Dans la suite les variétés sont réelles séparées et dénombrables & I'infini, ce
qui assure I’éxistence de partitions de I'unité.

La primiére partie est basé sur [1], la seconde sur [2].

Part 1. Calcul différentiel dans les algébroides de Lie
1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Nous entamons notre travail par quelques rappels sur les algébres graduées

et les fibrés vectoriels. Les espaces vectoriels dans ce travail sont sur k = R
ou C.

1.1. Algeébres Z-graduées.
Définition 1.1.1. (Espaces vectoriels Z-gradués)

Un espace E vectoriel est dit Z-gradué s’il existe une famille {Ep}pGZ de
sous espaces vectoriels de FE telle que
E= @ E”.
PEL
Chaque EP est dit sous espace des éléments homogénes de degré p.

Soient £ = & EP et F' = & FP deux k espaces vectoriels Z-gradués. On
PEZL pEZ

dit qu’une application linéaire f : F — F est homogene de degré d € Z si
Vp € Z: f(EP) C FPHe,
Exemple 1.1.1. Espace k[X] des polynomes a coefficients dans k

Posons E¥ :=k.XP pour p > 0 et EX :=0sip<0. Alors k[X] = @ EF
PEL
est un espace vectoriel Z-gradué. La dérivation usuelle des polyndémes est

un endomorphisme homogeéne de degré —1 de k[X].

Définition 1.1.2. (Algébres Z-graduées)



Un espace vectoriel A = @ AP muni d’un produit bilinéaire associatif b(z,y) =
pEZ
x.y est appelé algébre Z-graduée si pour tout élément homogene = de degré

p, Papplication b(z,.) est homogene de degré p, i.e.
Vp,q € Z;Vx € AP Vy € A1: z.y e APTI,

Une algébre Z-graduée A = @ AP est dite Z-commutative lorsque:
PEL

Vp,q € Z;:Vx € APNy € A7 : zy = (—1)Plyz.
Elle est dite Z-anticommutative lorsque:

Vp,q € Z;Vx € AP Ny € Al : zy = —(—1)Pyx.
Exemple 1.1.2. Algébre Z-graduée des endomorphismes homogénes:

Soit £ = @& ET un k—espace vectoriel Z-gradué. Pour tout entier d, on
pEZ

note A le sous-espace de End(E) constitué des endomorphismes homogénes
de degré d. Posons

A= @ AP,
PEL

Muni de la composition des applications, A devient une algébre Z-graduée.
1.2. Algébres de Lie Z-graduées, dérivations.
Définition 1.2.1. (Algébres de Lie Z-graduées)

Une algébre de Lie Z-graduée est une algébre Z-graduée G = @ng ,dont
la loi de composition notée [.,.] vérifie: pour tout Yz € GP,Vy € gpqe, Vze gl
[z,y] = —(—1)"[y, x| (Z-anticommutativité)

et 'identité de Jacobi graduée:
(=D [z, [y, 2]l + (=D)"ly, [z, 2]] + (=1)"[z, [z,9]] = 0.

Un morphisme d’algebres de Lie Z-graduées est un morphisme d’espace vec-
toriels Z-graduées compatible avec les crochets.

Exemple 1.2.1. Algébre de Lie Z-graduée associée a une algébre Z-graduée:

Etant donnée une algebre associative Z-graduée A = @ AP dont le pro-
PEL

duit est noté x.y, on définit un second produit en posant pour tout z €
APy e A1

[2,y] = z.y — (-1)Py.z.
Ce produit, dit crochet gradué, fait de A une algébre de Lie Z-graduée.

Exemple 1.2.2. Algébre de Lie Z-graduée des endomorphismes homogénes:
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En particulier si E = @ E* est un k—espace vectoriel Z-gradué et A? le
PpEZ

sous-espace de End(FE) constitué des endomorphismes homogeénes de degré
d

A= o AP
PEL

est une algebre de Lie Z-graduée pour le crochet gradué.
Définition 1.2.2. (Dérivations)

Une dérivation d’ordre d € Z d’une algébre Z-graduée A = @ AP est un
PEZL

endomorphisme 0 de A homogéne de degré d et vérifiant la régle de Leibniz:
Vp € Z;Vx € AP Yy € A;

0(zy) = 0(x)y + (—1)Pz0(y).

On notera D4(A) I'espace des dérivations d’ordre d de 1'algébre graduée
A. C’est un sous-espace vectoriel de End(A).

Exemple 1.2.3. Les dérivations intérieures d’une algébre de Lie Z-graduée:

A tout élément z d’une algébre de Lie Z-graduée G = & GP, on associe
PEZL
I’endomorphisme ad, de G défini par

ady(y) = [z,y].

Nous allons voir que si x est dans AP, ad, est une dérivation d’ordre p. En
effet, pour tout y € G4,Vz € G" 'identité de Jacobi graduée s’écrit

(=D ads([y, =]) = (=) Ply, ady(2)] = (1) D(ady (y), 2] = 0,

ady([y, z]) = ladz(y), 2] + (=1)®[y, adx(2)],

ce qui signifie que ad, est une dérivation d’ordre p de A. Observons que
I’identité ci-dessus se traduit par: Vo € GP,Vy € G¢

adjg ) = ady 0 ady — (—1)%ady o ad,.
Exemple 1.2.4. ad est un morphisme d’algébres Z-graduées:

Si 'on considére A =®AP ou AP est Iespace des endomorphismes ho-
PEZL

mogeénes de degré p d’une algébre de Lie Z-graduée A = @ AP et que 'on
PEZL
munit A du crochet graduée alors © —— ad, est un morphisme d’algébres
de Lie Z-graduées de A = & AP sur A = AP .
PEZ pEZ

Exemple 1.2.5. L’algébre de Lie Z-graduée des dérivations d’une algébre
Z-graduée:



Soit A = @ AP une algebre Z-graduée dont le produit est noté z.y, et
pEZ

D?(A) Tensemble de ses dérivations d’ordre d € Z, c’est un sous espace
vectoriel de 'espace des endomorphismes homogeénes de degré d de A. Con-
sidérons

D(4) = & D'(4),

muni du crochet gradué des endomorphismes. Vérifions que D(A) devient
une algébre de Lie Z-graduée: pour la Z-anticommutativité et I'identité de
Jacobi Z-graduée c’est trivial. Il suffit d’établir la régle de Leibniz graduée.
Soient 6 € DY(A), p € D"(A); leur crochet est défini par:

[0,0] =00p—(=1)"pob.

On sait que [0, p] est homogene de degré d + r. Vérifions que pour tout
re AP ye A

[0, p)(z-y) = [0, p)(2).y + (1) [6, p] (y)-

En fait, on a

0o p(z.y) =0(p(z.y)) = 0(p(z).y + (=1)""z.p(y))

=00 p(x).y + (=) p(2).0(y) + (~1)P"0(x).p(y) + (—1)"" 2.0 0 p(y).
On a aussi
(=1)"pob(zy) = (=1)"pob(z)y
(=) (2) p(y) + (=1 p().0(y) + ()PP po 0(y).
Ainsi
[0, p)(x.y) = 0 0 p(z).y — (=1)" pob(z).y + (=1 2.0 0 p(y)

—(=D)" (=1 zp o b(y) = [0, pl(x).y + (—1)PUTDa6, p](y).

c.a.d que [0, p] est une dérivation d’ordre d + r.

1.3. Fibrés vectoriels.

Définition 1.3.1. (Fibré vectoriel)
Soit M une variété lisse de dimension n. Un fibré vectoriel de dimension
k sur M est la donnée d’une variété lisse E et d’une application lisse 7 :
E — M telles que: pour tout p € M;
(1) 7= Y(p) est une espace vectoriel réel de dimension k,

(2) il existe U wvoisinage ouvert de p dans M et un difféomorphisme
¢:m Y U) - U xR* de la forme

o(p) = (m(1), (1))

tel que la restriction de ¢ aux fibres soit un isomorphisme linéaire.



Un tel fibré vectoriel sera noté par le triplet (E, 7, M).

Si U est un ouvert (ou une sous-variété plongé) de M, il est facile de voir
que (7~ 1(U), T|r—1(v), U) est un fibré vectoriel de méme dimension sur U.

Soit U un ouvert de M et (E,m, M) est un fibré vectoriel de dimension
k,on appelle section de ce fibré au dessus de U toute application lisse o :
U — F telle que

mToo =idy

On note ’ensemble de ces sections par I'(U, E), cet ensemble est un R—espace
vectoriel, et un C*°(U)-module.

Si U est le domaine d’une trivialisation ¢ : 771(U) — U x R¥, alors pour
tout vecteur v de R¥ I’application o, : U — E définie par

ou(p) = ¢~ (p,v)

est une section de (F,w, M) au dessus de U.

(E, 7, M) est un fibré vectoriel de dimension k. Un repére de E au dessus
d’un ouvert U de M est une famille de sections o1, ..., o de I'(U, E), telles
que: (01(p),...,0(p)) est une base de Ep,Vp € U.

Remarque 1.3.1. Ii existe un repére au voisinage de chaque point.

En effet, si p € M et U est un voisinage ouvert de p domaine d’une
trivialistion ¢ : 7~ 1(U) — U x R¥, a partir d’une base {e;} de R* formons
les sections

oi(z) = ¢ Nz, e);1 <i <k.
On obtient un repeére au dessus de U. Ainsi toute section o € I'(U, F) s’écrit
de maniére unique

o= Z flog, ff e C®(U) pour tout i.

1<i<k
Soit (E,m, M) un fibré vectoriel de dimension k. On considere I'ensemble
E* :={(z,a);z € M,a € E}};

alors E* est une variété lisse, sa structure différentielle est construite de
maniére canonique, et la projection naturelle

w:E*— M

nous donne un fibré vectoriel de dimension k.

Si U est domaine d’une trivialistion ® : 77 4(U) — U x R¥ et (01, ..., 0%)
est un repére au dessus de U, alors 'application ¥ : w1 (U) — M définie
par

U(z,a) = (z,(at,...,a")), o' = aloi(z)) Vi

est une trivialisation au dessus de U. On note o' = U~I(. ¢;) ou e;
est le §¢™m¢ vecteur coordonnée de R¥, d’aprés ce qui précéde on voit que
(ol,...,0%) est un repere de (E*,w, M) qu'on appelle le repére dual du
repere (01, ...,0%).
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1.4. Un peu d’algébre multilinéaire.
Définition 1.4.1. (Forme multilinéaires)

Si V' est un k—espace vectoriel de dimension finie; on note APV* pour
p € N ; espace vectoriel des applications

a:Vx.xV-ok
———
p—fois
qui sont multilinéaires et antisymétriques. Une telle application sera appelé

un p-tenseur covariant antisymétrique, APV* est appelé espace des p-formes
de V.

Remarque 1.4.1. On pose par convention APV* = k lorsque p = 0 et
APV* =0 lorsque p < 0.0n sait que lorsque dimV = n alors dim APV* =

()-
Définition 1.4.2. (Produit extérieur)

On définit le produit extérieur de £ € APV* et de n € AYV* que 'on note
& Am comme étant I'élément de APT9V* défini pour tout Xy, ..., Xpiq € V

f/\n(Xl» SX) Xp+q) = W Z Sg(o-)'g(XO'(l)v ey Xa(p))'n(XO'(p-‘rl)v X ch(p+q))

0€Sp4q

On notera AV* = @ APV*  c’est un k—espace vectoriel. On prolonge le
pEZ

produit extérieur a tout AV™ par bilinéarité. Le produit extérieur munit
AV* d’une structure d’algébre Z-graduée, Z—commutative.

Définition 1.4.3. (Multivecteurs)

De méme on considére pour p € Z : APV I'espace vetoriel des appliacations

[ V'x .. xV* =k
—_———
p—fois

qui sont multilinéaires et anitisymétriques, une telle application sera appelé
un p-tenseur contravariant antisymétrique. APV est appelé espace des p-
multivecteurs de V.

On définit le produit extérieur de X € APV et de Y € AV noté X A Y

comme étant ’élément de APV défini comme dans le cas covariant. On

notera AV = @& APV c’est un k—espace vectoriel. On prolonge le produit
pEZ

extérieur & tout AV par bilinéarité. Ainsi le produit extérieur munit AV
d’une structure d’algébre associative Z-graduée et Z—commutative.

Définition 1.4.4. (Le produit intérieur d’une forme par un vecteur)

Si V est un k—espace vectoriel, X € V, on définit pour tout £ € APV* la
(p — 1)-forme X |§ qui associe & tout X1,..., Xp1q €V

XJ&(Xb ceey prl) = g(Xa Xl, ceey prl)
on note X | par +(X).£, on prolonge #(X) a tout AV* par k—linéariteé.
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Remarque 1.4.2. Le produit intérieur des formes par un vecteur est une
dérivation d’ordre —1 de lalgébre extérieure graduée, autrement dit pour
tout X € V, pour tout & € APV* ne AV*

X[ An) = (X[ An+ (=1)PEA (X]n).
Définition 1.4.5. (Dualité entre AV et AV*)

Pour tout p > 1, £ € APV*, v € APV. On définit (£, v) comme suit:
Dans le cas décomposable: i.e. quand € = LA . AEP et v =1 A ... A Up
sont décomposables; ou £' € V*, v; € V on définit

(€, v) = det(¢".vj)1<ij<p-

Cette quantité ne dépend pas de la maniére dont £ et v sont décomposées
et ne dépend que de £ et de v.

Dans le cas homogene: soient p,q € Z, & € APV* v € ATV on définit
(§;v) par

sip<0Ooug<Ooup##q:(&v)=0;

sip=q=0:(,v)=¢wv

Enfin, on prolonge ca par bilinéarité a tout AV et AV*.

Remarque 1.4.3. Si{ € APV*, v =v1 A ... Avy, € APV alors
<£7U> = g(vh "'7Up)‘

Définition 1.4.6. (Le produit intérieur d’une forme par un multivecteur)

On a vu le produit intérieur d’un élément de AV* par un élément de
A'V = V. On va étendre cela a tout AV comme suit:

Si P € APV, on définit o(P) : AV* — AV* par :

sip > 1: on suppose que P est décomposable, il existe donc P, ..., P, €
AW =V telsque P=P A ...\ P,,on pose alors

1(P) =u(Pr)o...0u(P,),

1(P) ne dépend pas de la maniére dont P est décomposé. On prolonge par
linéarité dans le cas ou P n’est pas décomposable,

sip<0:4(P)=0,

sip=0:4P)n=PnVneAV*.

On prolonge #(P) a tout AV* par linéariteé.
Remarque 1.4.4. Sip > 1, P € APV, alors 1(P) est un endomorphisme

homogéne d’ordre —p de AV*. Mais ce n’est pas toujours une dérivation.
Par définition du produit intérieur on a

(P AQ)=1(P)ou(Q)
Proposition 1.4.1. Produit intérieur et dualité
St P € APV et £ € APV* on a:

(p—1)

uP).E=(=1)">

(& P).
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Preuve:
En effet il suffit de le voir quand P est décomposable. Si P = Py A...A P,

alors
(p—

1
1(P).E = (1(P1)o...ouDPp)).E =&(Pp,....P1) = (-1 2 &(P,....,P,).N
Plus généralement on a VP € APV, VQ € A1V, VE € APTIV*,
(p—1)

((P).£Q) = (-1)""2 ({,PAQ).
I suffit d’établir cela lorsque P = Py A ... AP, et Q = Q1 N ... N Qg sont
décomposables.

(1(P).£,Q)

<§(Pp, ey Pl, ), Ql VANPIRAN Qq)
(p—1)

- <(—1)P 2 .£(P1,...,Pp,...),Q1/\.../\Qq>
= ()P (P PQry e Q)
(—1P" 2 (€, PLA APy A QLA . AQy)

(p—1)

= (D" 7 (& PAQ)
On exprime cette égalité en disant que le produit intérieur est au signe preés
transposé du produit extérieur.

1.5. Algébres extérieures associées a un fibré vectoriel. Soit M est
une variété lisse, (E, 7, M) est un fibré vectoriel de dimension k.

Algébre extérieure des formes:

Pour tout z € M, E, est un R—espace vectoriel de dimension k; on peut
considérer APE? pour tout p € Z. Soit

APE* := U APE}
xeM
alors AP E* est une variété lisse dont la structure différentielle est construite
de maniére canonique. APE* s’identifie &
{(z,w);z € M,w € APE,}.

C’est un fibré vectoriel de dimension (Z) et on note m : APE — M sa
projection canonique.

Définition 1.5.1. Si U est un ouvert de M, on note l’ensemble des sections
du fibré w : APE* — M au dessus de U par QP(U, E*). On appelle ses
éléments les p-formes de U.

En particulier, si U est un ouvert de trivialisation et (o, ...,0%) est un
repére de (E, 7, M) au dessus de U, alors a € QP(U, E*) s’écrit localement:

a= Z ail,,,ip.ail A...Ac™, ou Q.. € C(U).
1<in,<...<ip<k
Sip,q € Z,a € QP(M, E*), 3 € QP(M, E*) on définit aAB € QPTI(M, E*)
par
(a A B)(x) :=az A B,V e M.
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On voit que c’est une section lisse en utilisant I’écriture locale.

On considére la somme directe

Q(M,E*) .= @ QP(M,E").
PEZL

C’est une algebre réelle Z-graduée, associative et Z—commutative pour le
produit extérieur des formes. On l'appelle I'algébre extérieure des formes.
C’est aussi un module Z-gradué sur 'anneau C*>(M).

Algébre extérieure des multivecteurs:

Pour tout x € M et p € Z, on peut considérer APE, puis

APE = U APE,.

zeM

APE est une variété lisse dont la structure différentielle est construite de
maniére canonique. APE g’identifie &

{(z,w);z € M,w € APE,}

C’est un fibré vectoriel de dimenion (i) et on note w : APE — M sa projec-
tion canonique.

Si U est un ouvert de M, on note ’ensemble des sections du fibré w :
APE — M au dessus de U par xP(U, E). On appelle ses éléments les p-
multivecteurs de U.

En particulier, si U est un ouvert de trivialisation et (o1, ...,0%) est un
repere de (E, 7, M) au dessus de U,alors P € xP(U, E) s’écrit localement:

P= Z P g AL Aoy, oi Pt e 00U

1<iy,<...<ip<k

Sip,qeZ,P e x’(M,E),Q € xI(M, E) on définit P A Q € xPTI(M, E)
par
(PAQ)(x) := Py NQy,Vz € M
on voit que c’est une section lisse en utilisant ’écriture locale.
On considere maintenant x(M, E) = @ZXP (M, E); c’est une algebre
pe

réelle Z-graduée, associative et Z—commutative pour le produit extérieur
des multivecteurs, on ’appelle I'algeébre extérieure des multivecteurs. C’est
aussi un module Z-gradué sur anneau C*°(M).

Le produit intérieur d’une forme par un multivecteur:

Pour tout P € x(M, E), soit +(P) : Q(M, E*) — Q(M, E*) défini par:

(1(P).£) (@) = 1(Pr).&,3 ¥ € M.

alors ¢(P) est un endomorphisme de Q(M, E*). Si P est homogene de degré
p € Z alors 1(P) et homogene de degré —p. Pour p = 1, «(P) est une
dérivation d’ordre —1 de Q(M, E*) considéré comme C*°(M) module Z-
gradué.

La dualité entre y (M, E) et Q(M, E*).

On définit (.,.) : Q(M, E*) x x(M, E) — C*>(M), C*°(M)—Dbilinéaire par:

(&, P) (z) = (£,, Py) Vo € M.
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2. CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES ALGEBROIDES DE LIE
2.1. Algébroides de Lie.
Définition 2.1.1. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel. Une structure d’algébroide

de Lie sur ce fibré est la donnée
e d’une loi de composition (01,02) — {01,032} sur l'ensemble des sec-
tions de ce fibré T'(M, E) qui le munit d’une structure d’algébre de
Lie sur R,
e d’un morphisme de fibrés p: . — TM tel que lapplication
NM,E) — T(M, TM)
o +—— poao

soit un morphisme d’algébres de Lie et que la régle de Leibniz

{o1, f.o2} = f{o1,02} + (poo1)f.02

soit satisfaite.

Le fibré vectoriel (E,w, M) équipé par une structure d’algébroide de Lie
est noté (E,m, M, p). La loi de composition (o1,09) — {01,023} sera appelé
le crochet, et 'application p : E — T'M l'ancrage ou ’ancre de ’algébroide
de Lie.

Exemple 2.1.1. Le fibré tangent:

Le fibré tangent (T'M, m, M) équipé par le crochet de Lie des champs de
vecteurs et de 'ancre idrps est une algébroide de Lie.

Exemple 2.1.2. Une algébre de Lie:

Considérons une algebre de Lie G, si M = {x} alors le fibré vectoriel
trivial (G, m, M) est une algébroide de Lie.

Exemple 2.1.3. Une distribution involutive:

Soit V une distribution lisse et réguliére de la variété M, i.e. un sous
fibré vectoriel (V, v, M ) du fibré tangent. Supposons que V' est involutive,
i.e. le crochet de Lie de deux section de (V,m)y,, M) est une section de
(V, 7, M), alors le fibré vectoriel (V, )y, M) muni du crochet usuel des
champs de vecteurs et de l’ancre ¢y : V' — T'M [linjection canonique est
une algébroide de Lie.

Exemple 2.1.4. Les variétés de Dirac:

Soit V' un R—espace vectoriel de dimension finie. On a deux formes
bilinéaires canoniques sur V @ V*:

(X,€), (V) = 5(E(0) + (X)),

(X0, (V) = 5(£0V) — (X))
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La premiére est symétrique non dégénérée, la seconde est antisymétrique.

Un sous espace vectoriel L de V @ V* est dit isotrope s’il est inclus dans
son orthogonal pour la forme (.,.), ,ie L C L*. La dimension d’un tel espace
vérifie:

+

dim(L) < dim(V).
En effet: d’une part dim(L) + dim(L‘) = dim(V © V*) = 2.dim(V) et
d’autre part L C L+, d’ou le resultat.
Une structure de Dirac linéaire sur V est la donnée d’un sous espace
isotrope de dimension maximale.
Maintenant M est une variété lisse. Considérons le fibré: TM & T*M

au dessus de M, on étend les formes bilinéaires précédantes de maniére
naturelle: pour deux sections (X, ¢),(Y,n) de TM & T*M:

(X,€), (V) = 5(E(0) + (X)),

(X,6), (V) = 5(£0V) — (X))

On définit aussi le crochet de Courant de ces sections:
[(Xag)a (Yvn)] = <[X7 Y]a LX77 - Lyg - d<(X7 g)’ (K 77)>_> :

Il et clair que [.,.] est R—bilinéaire, altérnée, mais ce crochet ne vérifie pas
toujours l’identité de Jacobi.

Un fibré de Dirac sur M est la donnée d’un sous fibré L de TM & T*M
tel que chaque fibre soit une structure de Dirac linéaire. On a un resultat
important:

" L’ensemble des sections d’un fibré de Dirac est stable par le crochet de
Courant si et seulement si le crochet de Courant restreint aux sections de
ce fibré vérifie I'identité de Jacobi ".

Une structure de Dirac sur une variété M est la donnée d’un fibré de
Dirac L sur M stable par le crochet de Courant.

Soit (M, L) une structure de Dirac. Cette structure induit une structure
d’algébroide de Lie. En effet, considérons le fibré 7 : L — M , I’ancre
p: L — TM définie par

pX &g =X
et le crochet de Courant restreint & I'(M, L). Le crochet de Courant vérifie
la régle de Leibnitz. En effet, pour (X,€),(Y,n) e I'(M, L), f € C*(M) :

(X, €), f.(Y,n)] = (X, f.Y], Lx(fn) = Lyy€ — d(((X,€), f.(Y,n)) )
= (L YHX DY (X f)n+f-Lx(n)—f-Ly§=E(Y).df —d(f. (X, €), (Y, 1)) )
= f1(X,8), (Y,n)] + (X.f).(Y,n)
car ((X,§), (Y, n))_ =&(Y).

Le crochet de Courant vérifie 'identité de Jacobi car L est stable par le
crochet de Courant.

Donc toute variété de Dirac admet une structure d’algébroide de Lie
canonique.
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Lemme 2.1.1. Soit 0 € T'(M, E) s’annulant sur ouvert U de M. Alors,
pour tout s € T'(M, E) et tout x € U :

{o,5}(x) = 0.
On dit que le crochet est local.
Preuve:
Soient x € U, s € T'(M, E) et f € C*®(M) telle que suppf C U et f =1
au voisinage de z. On voit que f.o est la section nulle, ainsi:
{f.o,s} =0

car le crochet est bilinéaire. Or:

{fo,s} =—{s, fo}=—f{s, 0} —(pos)f.o.
Donc:
{f.o.sk(x) = —f(x){s,0}(x) = ((pos)f)(z).0(z)
= —{s,0}@) = ((pos)f)(x).0
d’ou {o,s}(z) =0.M

Proposition 2.1.1. Soient 0,0’ € T'(M,E), © € M. Alors {o,0'}(z) ne
dépend que du jet d’ordre 1 de o et de o’.Par conséquent, sio(x) = o'(x) =0
alors {o,0'}(x) = 0.

Preuve:

Comme le crochet est local, il suffit de travailler sur un ouvert U de M
contenant z, soit U un tel ouvert sur lequel on dispose d’un repére (o1, ..., o)
de (E, 7, M) au dessus de U, alors on a les écritures locales:

o= Y floj et = Y ¢lojou fi,¢ € C®(U); alors on a en

1<i<k 1<<k
utilisant les conventions d’Einstein:

{o.0y = {fl0i,¢’ .05}
= g A{f"0i,051 +(po(f.0i))g’.0j
= ¢ (fH{oi05} = (pooj)ft.oi) + (f'.(pooi))g .o
= ¢ f'{oi05} =g’ (df'(pooy)).oi+ [.(dg’ (pooi)).0;
On voit que {o,0'}(z) ne dépend que de fi(z), ¢’ (), d, f* et de d.g’, ce
qui signifie que {o, 0’ }(x) ne dépend que du jet d’ordre 1 de o et de o’
Sio(z) = o'(xz) = 0 alors f'(x) = ¢/(z) = 0,1, j; de I'écriture locale de
{o,0'} on déduit que {o,0'}(z) = 0.4
2.2. Dérivée de Lie des champs de formes. Soit (E, 7, M, p) une al-
gébroide de Lie.

Définition 2.2.1. (Dérivée de Lie d’une forme)Pour tout V. € T'(M, E)
et f € QUM,E*) = C>®(M), on définit la dérivée de Lie de f suivant V
par:

(1) Ly(V).f =df(po V).
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Pour tout n € QP(M,E*) oup > 1 et tout V € I'(M, E). On définit la
dérivée de Lie de n suivant V, qu’on note par L,(V).n € QP(M,E*) par:
VX1,.., X, € T(M, E)

(2) (Lp(V)m) (X1, ..., Xp) =
L,(V).(n(X1, ..., Xp)) — Z (X1, o0 {V, Xi}y oy X))

Il est clair que (1) définit entierement L,(V) comme endomorphisme de

C*>®(M). La regle de Leibnitz s’écrit
Lp(V).(f.9) = (Lp(V).f).g + [-(Lp(V).g).

Ce qui se dit: L,(V) est un endomorphisme d’ordre 0 de C*(M). On
étend L, (V) : QP(M, E*) — QP (M, E*) par R-linéarité a tout Q(M, £*). On
obtient L,(V) : Q(M, E*) — Q(M, E*). C’est un endomorphisme homogéne
de degré 0. On I'appelle la dérivée de Lie des champs de formes suivant V.

On introduit la différentielle extérieure d'une section f € Q°(M, E*) =
C*° (M) induite par une algébroide de Lie (E, 7, M, p).
Définition 2.2.2. (Q(M, E*)-différentielle d’une fonction)

Pour tout f € C®(M) on appelle la Q(M, E*)—différentielle de f qu’on

note par d,f comme étant Uunique élément de QY M, E*) tel que YV €
I'(M,E):

(3) {dof, V) = Lp(V).f.

Remarque 2.2.1. La transposé de l’ancrage pt : T*M — E* est encore un
morphisme de fibrés vectoriels. On peut écrire

pdf) = d,f.
Proposition 2.2.1. Propriétés de la dérivée de Lie

(1) La dérivée de Lie est la Q(M, E*)—différentielle commutent, i.e.
VfeC®(M),YV eI'(M,E) on a

LP(V)(dpf) = dp(Lp<V)-f)-
(2) Dérivée de Lie et produit intérieur VV,W € I'(M, E),Vn € Q(M, E*)
Lo(V)(W]n) ={V.,W}|n+W]Ly(V)(n).

(3) La dérivée de Lie est une dérivation d’ordre 0 de l’algébre réelle
extérieure Z-graduée Q(M, E*), i.e. pour tout &,m € Q(M,E*),V €
['(M,E) on a

Lo(V)(EAN) = Lo(V)(€) An+ENLy(V)(n).

(4) L, :T(M,E) — D°(Q(M, E*)) est un morphisme d’algébres de Lie,
i.e. VV,W € T(M, E)

Ly({ViW}) = Ly(V) o Ly(W) — Ly(W) o Ly(V).
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Preuve:
1/ Pour tout W € I'(M, E) :

Lo df-(p 0 W) = (Lpoudf).(p o W) + df.[p 0 V. p o W),

En utilisant le fait que la différentielle extérieure classique et la dérivée de
Lie classiques commutent, on a:

(Lp(V)(dpf))-W = Lp(V)(dpf-W) - dpf.{Va W}
= Lpov(df-(po W)) —df (po {V,W})
= (Lpov(df))(po W) + df (Lpov(p o W)) — df (po {V,W})
= (d(Lpov-f))(po W) +df ([poV,po W]) —df([po V,po W])
= (d(Lp(V).f)spo W) = (dp(Lp(V).f), W)
L,(V)od,=d,oL,(V).

2/ Comme L,(V) est R—linéaire, il suffit de faire la preuve quand 7 est
homogene. Soient n € (M, E*),V,W € I'(M, E), X1, ..., Xp—1 € I'(M, E):

(Lp(V)W ) (X1, -.e; Xp1)
= Ly(V)W]n(X1, e Xpo1)) = D (W) (Xa, e {V X}, oy Xpa)

1<i<p—1

=L,(V) (W, X1, ., Xp1) = > (W, X1, {V, Xi}, s Xpo1)
1<i<p—1

= (LP(V)T/)(Wlev prl)_‘_’r}({v W}aXlw--aXP*l)
bS8 Xy (VX Xy )
1<i<p—1
= Y (W Xy, AV, X} o Xp1)
1<i<p—1

= (W(L,(V)n) +{V,W}]n) (X1, ..., Xp-1).
3/ Par R—linéarité de L,(V), il suffit de faire la preuve quand & et 7 sont
homogenes. Soient { € QP(M, E*), n € QUM,E*). Sip < 0 ou g < 0 c’est
trivial. Si p = ¢ = 0 c’est la régle de Leibnitz. Sip > 0 et ¢ > 0 : on fait la

preuve par induction sur p + ¢:
sipt+qg=1,alorsp=1et ¢g=0doncneC®M). Pour WeTI'(M,E),

Lo(V)(EAM))W) = (Lp(V)(1:6))(W)
= L,(V)(n-£(W)) = n&({V, W})
EW) +0.Ly(V)(EW)) —n&({V, W)
1-(Lp(V)-E)(W) + L,y (V) (n)-£(W)
= (Ly(V)(E) An+EALy(V)(0)(W).

= ()()
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Supposons la formule vrai pour p,q tels que p + ¢ < r — 1, et montrons
qu’elle le reste pour r = p+q. Soit W € I'(M, E), d’aprés 2/ on a

WI(Ly(V)n) = Lpy(V)W]n) = {V,W}n
ce qui implique que
WI(L,(V)(EAM) = Lo(V)W](EAD) ={V,W}(EAn)
=Ly (V)(W]&) An+ (=1)PE A (W ]n)) —{V, W} An).
Comme & € QP(M,E*),n € Q4(M, E*) alorsW | (¢ An) € QPHI—Y(M, E¥).
On applique I’hypothése de réccurence et on obtient:

WL, (V)(EAD) = Loy(V)(W AN +(=1)"Lp(V)(EAW [7) ={V, W} (£An)

= {ViWHO A0+ (WL, (V)(E) An+ (W]IE) A Ly(V)(n)
+(=DPL,(V)E) AW n) + (=1)PEA{V, W }n)
H(EDPEA WL, (V)(0) = {V,WHIE An)

n) +
) —
= (VW3 An+ (=DPEA{V.Whn) —{V.W}](§An)
FWI(L,(V)(€) Am) + (=1)PEN (WL, (V) (n)) + (W]E) A Ly(V))(n)
= WI(L,(V)(&) An) + (=1)PE AN (WLy(V) () + (W]E) A Lp(V)(n)
=WI(Ly(V)(€) An) + W](ENLy(V)(n))
=WI(L,(V)(&) An+ENLy(V)(n))
WIL,(V)(EAn) = WI(Lp(V)(E) An+EALy(V)(n)).
Comme W est quelconque on a
Lo(V)(EAn) = Ly(V)(E) An+ &AL (V)(n)
c’est le resultat voulu. On obtient le casp > 0 et ¢ > 0 par Z—commutativité.
4/ Par R—linéarité il suffit de faire la preuve dans le cas homogene. Soient
V,\W € I'(M,E), £ € QP(M,E*). Sip < 0 c’est trivial Si p = 0 i.e.
E=felC®M):
LyAV,W}.f = Lpoviwyf = Lipov,pow]f
= (Lpov © Lpow — Lpow © Lyov).f
= (Ly(V) o Ly(W) = Ly(W) 0 Ly(V)).f.
Sip=1: alors L,({V,W}).§ et L,(V)o L,(W).§ — Ly(W)o L,(V).§ sont
des 1-formes. Soit X € I'(M, E) :
(L({V,WhH.6).X = L,({V,WhH(£.X) - &{{V, W} X}
= Loy (€X) = &{{V, W}, X}
= (Lpov © Lpow — Lpow © Lpov)(§.X) — E{V, W}, X},
or, on a I’ identité de Jacobi
{v,wh, X} ={V AW, X}} +{W{X,V}}
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en utilisant 2/

SHVIWEXY = (VAW X} + (WX V)
= L(V)(EAW, X)) — (L,(V).£){W. X} +
Ly(W)(ELX,V)) — (L,(W).0).4X,V}

on obtient

(L,({V,W}).6).X

= L(V)(L(W)(EX) — &AW X}) - Ly(W)(Ly(V)(E.X)
FEAX VD) + (Lo(V).E) AW, X} + (L (W).6) {X, V}

= Ly(V)(L,(W)(EX)) = Ly(W)(Ly(V)(E.X))
~L(V)(EAW, X}) — L(W)(EAX. V)
H(L(V).E) AW, X} + (L, (W).£)AX, V}

= (Lp(V)o Ly(W) - (W)OL( N(E-X)
—L,(W)(EAX,V}) = Ly (V)(EAW, X})
H(Lp(V)-O AW, X} + (L, (W).£) {X, V}

= (Lp(V) o Ly(W) = Ly(W) o Ly(V))(§.X)
—L{VAW, X} = &({W {X ,V}})
= ((Lp(V) 0 Lp(W) = Ly(W) 0 Ly(V)).£). X.

Sip > 2 comme £ est combinaison linéaire de produit de 1-formes, en util-
isant 3/ on aboutit au résultat voulu.d

2.3. Dérivée de Lie des champs de multivecteurs. Exactement comme
dans le cas du fibré tangent, on va définir une maniére de dériver les champs
de multivecteurs suivant une section d’une algébroide de Lie. On obtiendra
une dérivation d’ordre O de ’algébre réelle extérieure Z—graduée des champs
de multivecteurs. Soit (E,m, M, p) une algébroide de Lie.

Définition 2.3.1. (Dérivée de Lie d’un champ de multivecteurs)

Soit Ve T'(M, E). Pour tout entier p et tout champ de multivecteurs P €
XP (M, E), on définit la dérivée de Lie de P suivant V, qu’on note parL,(V').P
comme étant l'unique élément de xP(M, E) vérifiant ¥n € QP (M, E*)

(n, Lp(V).P) = L,(V)({(n, P)) = (L,(V).n, P).
Proposition 2.3.1. Propriétés de la dérivée de Lie:
Soit V€ I'(M, E) alors Uapplication L,(V') : x(M, E) — x(M, E) vérifie:
(1) La dérivée de Lie d’une section n’est autre que le crochet, i.e. YW €
(M, E)
Lp(V)-W ={V,W}.
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(2) Ly(V) :x(M,E) — x(M, E) est une dérivation d’ordre 0, i.e. VP,Q €
X(M, E)
Ly(V)(PAQ) = Ly(V)(P)AQ+ PN Ly(V)(Q).
(3) Dérivée de Lie et dualité: VP € x(M, E),Y¢ € Q(M, E) :
Ly(V)((&; P)) = (Lp(V)&, P) + (&, Lpy(V) P) .

(4) L, : T(M,E) — D% x(M,E)) est un morphisme d’algébres de Lie
réelles, VWV, W € I'(M, E) :
@]

Ly({ViW}) = Lp(V) 0 Ly(W) — Ly(W) o Ly(V).
Preuve:
1/ Pour a € QY(M,E), W € I'(M, E) :
(@, Lpy(V). W) = Ly(V)({o, W) = (Lp(V).a, W)
= L,(V){a,W)) = Lp(V).({, W)) + a.{V, W}
a{V,W}.

2/ Par R—linéarité il suffit de faire la preuve pour le cas décomposables.
D’aprés la définition 1.4.5 et la Proposition 1.4.1, pour tout al,...,aP €
QYM,E), on a

("N ha? L(V)(VI Ao A V)
= LP(V)(<a1 A NP VIA AV = (Ly(V)(@' Ao AaP), Vi A A,)

= <a1A AP VIN LAV = Ly(V)({a! Ao Ao Vi A L AV))
+Z (A APV, AV Vi) V)

1<z<p

=> (-1 PP (0 A AAP) (VA {V Vi), s V)

1<'L<p

= > (A APVIA L A{VVIEA AT,
1<i<p

:<a1/\.../\ozp, ZVl/\.../\{V,VZ-}/\.../\Vp>.

1<i<p

3/ Soient P = Py A ... APy € X*(M,E),¢ € Q¥(M, E). En utilisant la
Définition 1.4.5 et la Proposition 1.4.1, on obtient

Ly(V)(PJ€) = Ly(V)((~1)*' 7 &(Pr, ..., Py))
= ()M L(V)(E(P, ... PY))

= (~ )M (Lp(V)-)(Pry P) + (1)F5 Y (P {V B}, o, B)
1<i<k
= (PLAAPI(L, (V) + Y (PLA L A{V, P} A APy) €

1<i<k
= PJ(Ly(V).€) + (Ly(V).P)JE.
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4/ Soient V,W € I'(M, E), P € x(M, E); il suffit de montrer que:
Ly({V,W}).P = (Ly(V) o Ly(W) — Ly(W)o Ly(V)).P.

1l suffit de prendre P = Py A ... A P, € X*(M, E) décomposable. Si k =0
déja vu. Si k = 1, méme preuve que dans le cas des formes, en inversant
les roles des formes et des vecteurs. Le cas k > 1 s’obtient par la propriété

2/.4

2.4. La Q(M, E*)—différentielle extérieure. On a introduit la Q(M, E*)-
différentielle d’une fonction lisse f sur M qu’on a noté d,f. On va étendre
cet opérateur a toute l’algébre extérieure graduée Q(M, E*) et on verra que
d, vérifie des propriétés analogues a la différentielle extérieure usuelle. Dans
la suite, (E, 7, M, p) une algébroide de Lie.

Définition 2.4.1. (La Q(M, E*)—différentielle)
Soient p > 1 et £ € QP(M, E*), d,¢ est Uélément de QPTY(M, E*) défini
par : YVi, ..., Vo1 € (M, E)

(4) (dp©)(V1, -, Vig1) =

> ()L (VA (EW, o Vi ooy Vo)) +

1<i<p+1
Z (_1)i+j§({‘/i?vvj}7V17"'>‘7i7"'7‘7j7"'7v;7+1)
1<i<j<p+1

ot le symbole = au dessus des V;,V; signifie que ces termes sont omis.

d, est R-linéaire de QP (M, E*) dans QPTL(M, E*). On étend d, a tout
Q(M, E) par R-linéarité.

Remarque 2.4.1. On voit a partir de la formule (4) que d, est local, i.e.
s1¢ =n sur un owvert U de M alors d,c = d,n sur U. On note sa restriction
a louvert U par d,,.
Proposition 2.4.1. Propriétés de la Q(M, E*)—différentielle

(1) Pour tout V- e I'(M, E), les opérateurs L,(V), i(V) et d, vérifient:

(5) L,(V)=1i(V)od,+d,oi(V).

(2) d, est une dérivation d’ordre 1, i.e.: Y& € QP (M, E*), ¥n € Q(M, E¥)
(6) dp(§ A1) = dp(§) A+ (=1)PE A dp(n).

(3) d, est nilpotent, i.e.
(7) d,od,=0.

(4) La dérivée de Lie et la Q(M, E*)—différentielle extérieure commu-
tent, i.e. pour tout Ve I'(M, E),

L,(V)od,=d,oL,(V).
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Preuve:
1/ Soient V € I'(M, E), & € QP(M, E),on veut montrer que:

Lp(v)f - VJ (dpf) + dp(VJf)a
soient Vi,...,V, € I'(M, E) : d’une part
(Lo (W, ..., Vp) =
L&V, V) = D €V, s (VI Vi), 0 V)

1<i<p

et d’autre part
(dp(VJ{:))(Vl, ) Vp) =

S D)LV EV Vi Vi V) +

1<i<p

Z (_1)Z+]§(V7 {-‘/;7‘/‘-7‘}7‘/17"'7%7"'7‘%7"‘7%)
1<i<j<p

d’ou
(VI(dp€) + dp(V]€) (VA ..e, Vi)
= L(V)EVL, - Vo) + Y (CDE{VLVEW, Vi, V)

1<i<p
= L(W)EWV, V) + Y. DRV ViE A, Vi, V)
1<i<p
= L,(MEV, Vo) = Y Vi, AV Vi), o V).
1<i<p

2/ 11 suffit de ’établir dans le cas homogene. Soient £ € QP (M, E),n €
QUM,E). Sip<0etqg<0:clest trivial. Si p=¢ = 0: alors { € C*°(M)
et n € C*°(M),déja vu. Sip > 0 et ¢ > 0, on fait la preuve par induction
sur p + q:

sip+qg=1: alorsp=1et g=0donc & € QP(M,E) et n =g € C®(M).
Soient V1,Va € I'(M, E),

dp(9-£)(V1, V2) = Lp(V1)(9:6(V2)) = Lp(V2)(9:£(V1)) — 9.£({V1, Va})

= L,(V1)(9)-£(V2) +g-L,(V1)(£(V2)) — L,p(V2)(9)-£(V1)
—9-Lp(V2)(€(V1)) — 9.£({V1, V2})

= L,(V1)(9)-£(Va) — L,y(V2)(9).£(V1) + g-(Lp(V1)(§(V2))
—L,(V2)(§(V1)) — £({V1, Va}))
= dpg(V1).£(Va) — dpg(V2).£(V1) + g.dp(§)(V1, Va)
= (dpg NE)(V1, Vo) + g A dy(§)(V1, V2).
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Maintenant, on suppose le resultat vrai pour tout p,q tels que p + q <
— . Montrons qu'il reste vrai lorsque p + g = r: soient £ € QP(M, E),n €
QUM,E), V e (M, E). Par la formule 5

V]dp(§ An) = Ly(V)(EAn) = dp(VI(EAN))
= Ly(V)(©) An+ENLy(V) () = dp((V]E) A+ (=1)PE A (V)

= Lu(WM)E An+EANLy(V)(n) —dp(V]E) A —
(=1)P7HVJE) Adp(n) = (=1)Pdp(€) A (V1) = E A dy(V ]n)

= (=P (&) A (V]n) + (=DP(V]E) Adp(n) + Lp(V)(E) A —
dp(VIE) An+ENLy(V)(n) —ENdp(V]n)
= (=1 (©) A (V) + (V]do(€)) An+ (=1)P(V[E) Ady(1) +EA(V ]y (1))
= V](dp(&) An) + (=1)P.V](E A dp(n))
= V](dp(&) A+ (=1)PE Adp(n)).
3/ Comme d, est local et R-linéaire, il suffit de montrer la formule (7) au
voisinage de chaque point. Soient U domaine d’une trivialisation, (o1, ..., o)

un repére de (E,m, M) au dessus de U et (o!,...,0%) le repére dual, ¢ €
OP(U, E) s’écrit:

£= Z ozilmip.ail A...NoP, .., € C(U).

1<dy,<... <ip<k

(=
(

Par R-linéarité il suffit de prendre ¢ = f.o* A ... Ao® ou f € C®(U). On
fait la preuve par induction sur p: Sip = 0: sment Vi,Vo e (U, E)
dp(do(f))(V1, V2) = Lp(Vi)(do(f)(V2)) = Lp(V2)(do(f) (V1)) — dp(f)({ V1, V2})

= Ly(Vi)(Lp(V2)f) = Lp(Va)(Lp(V1) f) — dp(f)({V1, V2})

= L,({Vi,V2}).f = dp(f)({V1, V2})

= 0.

Supposons le resultat vrai pour p < r — 1 et montrons qu’il le reste pour
p=r.0na

dy¢ = dy(f.o" A AGP)
= dy(f) NS N AT+ fudy(a A AT,
dp(a™ Ao No™®) = dy(0™) Aa2 Ao Ao — a Ndy (02 A ... A o),
donc:
dy(dy(o™ A ... A o))

= dy(dya) AT A Ao+ dy(0™) Adp( A A T)

—dy (0 Ndy(02 A AoP) 0 Ady(dy(0 A A o))
=0
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dp(dpe) = dp(dp(f)) Aa™ A A —dy(f) Adp(o™ Ao Aa™®) +
dp(f) Ndp(a™ A o ANo™) + f.dy(dp(c™ Ao A ™))
= 0.

4/
L,(V)=1i(V)od,+d,oi(V)
donc:
dyoL,(V)=d,oi(V)od,+d,od,oi(V)
et
L,(V)od,=1i(V)od,od,+d,0i(V)od,

comme d, od, =0, on a I'égalité.d

2.5. Le crochet de Schouten-Nijenhuis. Soit (E,m, M, p) une algébroide
de Lie. On a vu que le crochet qui associe a toute paire de sections de
ce fibré (o1,02) une section noté {o1,02} se prolonge en une application
L, :T(UE)x x(M,E) - x(M,E) telle que : L,(V,.) = L,(V) est une
dérivation d’ordre 0 de Dalgeébre extérieure graduée x(M, E), pour tout
Vel(U,E).

On va voir que cette application se prolonge de maniére naturelle en une
loi de composition R—bilinéaire sur x(M, E), (P, Q) — [P, Q] qu'on appelle
le crochet de Schouten-Nijenhuis. On aura besoin des lemmes suivant:

Lemme 2.5.1. Soientp,q € Z, P € xP(M,E), Q € x4(M,E), £ € Q(M, E)
et f € C®(M). On a lidentité:

Pl(dpf A (QIE)) + (—1)PVTPQ(dyf A (PJE))-
(~D)PVIQI(P)(dpf N E)) — (~1)Pdpf A (PJ(QJE)) =0

Preuve:

On note par K(P,Q, f,&) le membre de gauche de cette égalité. On doit
montrer que K(P,Q, f,§) =0:

Si p<0oug<0:iln’yarien & prouver. Si p=¢g = 0:

K(P,Q, f,§) = PR, fN)+Q.P(dp fA)=Q.P(dp fAE)) = P.Q(dy fAE) = 0.

Si p>0ougqg > 0: on fait la preuve par induction sur p et sur q.
Supposons que K(P,Q, f,§) = 0 pour p < a et ¢ < b, et montrons que
cette relation reste vrai pour p=a+1et ¢ =0b+ 1. Soient P = X A P’ €
XP(M,E) ou X € x}(M,E) et P € xX*(M,E), Q € x! (M, E) avec ¢ < b,
E€QM,E"), feC®(M):

K(P,Q, f,§) =
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X AP (dpf AQJE)) + (=) H1QJ(dpf A (X A P)]E)) —
DMQI(X APY[(dpf AE)) + (=1)"dpf A (X A PH](QE))

P [(X](dpf A (QE)) = (=1)"Q(dpf A (P'(X]E))) —

DM QI(P' (X (dpf N E))) + dpf NP H(X](QJE))
D*P'|(dpf.X(Q]€) — dpf NX[(QJE)) — (=1)™Q|(dpf N (P'|(X]E))) —

DM QJ(P'(dpf X & — dpf N (X]E))) + (=1)%d, f A (PTJ(Q(XJE

si 'on note d,f.X = g et X|& =7, on obtient:

K(P,Q, f,¢)

(=D*P'J(9-(Q1€)) = (=1)*P'J(dpf N X](QE)) —

(=D)™Q(dpf A (P'|m) — (=1)""Tg.QI(P'}(£)) +

(=D QI(P'|(dpf Am)) + (1) f A (P'](QIm))
(=1)g.P'|(QJ€) — (=1)""g.Q|(P']§) — (=1)"T*P'|(dpf N (QIn)) —
(=D)™QU(dpf A (P'|m) + (=1)*"T*QJ(P'[(dyf Am))
n
(=
(=

(
(=
= (=
(=
(=
(=

~—
~—
~—

1

\_/\_/\_/\_/

(=1, f A (P'](Q]n))

1)?g.(P'|(QJ€) — (=1)™MQJ(P']€)) — (=1)*T (P (dpf A (Q]m)) +

DM Ee1Q (dpf A (P'In)) — (=1)"1Q)(P'J(dpf A1)
—(=1)%d,f A (P'J(Q]n)))

= —(-1)"MK(P",Q, f,n)

= 0 (par hypothese).

Comme K(P,Q, f,§) = (=1)0~VIPK(Q, P, f,£) alors K(P,Q, f,£) = 0
pour g=b+ 1.4

Lemme 2.5.2. Soient p,q,v € Z, P € xP(M,E), Q € x4(M,E), R €
X"(M,E). On a :

i(R) o [[i(P), d,},i(@Q)] = (=1)"*I"[[i(P), d,],i(Q)] 0 i(R).
01 les crochets sont les crochets graduées des endomorphismes homogénes.

Preuve:
Supposons que R =V € x'(M, E), alors:

i(V)ol[[i(P), dy),i(@)] = i(V) o ([i(P),dy] 0i(Q) — (~1)P~V(Q) o [i(P), d,))
= i(V)o((i(P)od,—(—1)Pd,0i(P))oi(Q)—(—1) P~ Vi(Q)o(i(P)od,—(—1)"d,0i(P)))
= i(V)o (i(P) o d,0i(Q) = (~1)Pd, 0 i(P) 0i(Q) — (~1)P"1%(Q) 0 i(P) o d,
+(=1)P Q) 0 dy 0 i(P))
on utilise les propriétés du produit intérieur:

i(V)oi(P)=i(VAP)=(=1Pi(P)oi(V)
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et la formule (5), alors
i(V) o [li(P),dy],i(Q)]

i(P)o (Lp(V) —dpoi(V))oi(Q)
—(=DP(Lp(V) = dpoi(V))0i(P)oi(Q)
—(=1)PDTHEPi(Q) 0 i(P) o (Ly(V) — dp 0 i(V))
)( ) of i
ol

I
A

)p

+H(=1)PmDIPHG(Q) o (Ly(V) — dy 0 i(V)) 0 i(P)

= (=D"i(P) o Ly(V) 0i(Q) = (=1)PLy(V) 0 i(P) 0 i(Q)

—(=1)PVELPi(Q) 0 i(P) o Ly (V)
+(— 1)(p Dg+p+q; i(Q) 0 L,(V) 0i(P) — (—1)"*?i(P) o d, 0i(Q) o i(V)
H(=1)d, 0 i(P) 0 (Q) 0 (V) — (~1)F=DIHi(Q) 0 i(P) 0 d 0 i(V)
~(~1)PVI(Q) 0 dy 0 i(P) 0 (V)

= (=DPi(P)o Ly(V)0i(Q

p—1) q+q+pZ(Q) oi

(=1)PLy(V) 0 i(P) 0i(Q)

)o Ly(V)

V) oi(P) = (=1)TP(i(P) o dy 0 i(Q)
1)P D9(Q) 0 i(P) o d,

—

) —
-1) (P
) Q) o Ly(
—1)"d, OZ( ) (Q) (
—1)¥

—1)— 1)q+p+qz(

= (—LPi(P) o L(V) 0i(Q) — (=L’ L,(V) 0 i(P) 0i(Q)
—(~1)FVIQ) 0 i(P) 0 Ly(V) + (~1)PEIG(Q) o L(V) 0 i(P)
—(~1)TP(i(P), ] 0 (Q) — (~1)FV%(Q) o [i(P), d,]) 0 i(V)

)
= (=1)Pi(P) o Ly(V)0i(Q) — (=1)PLy(V) 0 i(P) 0 i(Q)
—(=1)P=Datatri(Q) 0 i(P) o L (V) + (- 1)(P=Datrta;(Q) o L,(V)oi(P)
+H(=1)TPH[I(P), dpl, i(Q)] 0 (V).
Maintenant on utilise la proposition 2.3.1.4:
(=DPi(P) o Ly(V) 0 i(Q) = (=1)"i(P) o (i(Q) o Ly(V) +i(L,(V)Q))
= (=DPi(PAQ) o Ly(V) + (=1)"i(P A Ly(V)Q) = (=1)P Ly (V) 0i(P) 0 i(Q)
= —(=1)PLy(V) 0i(P A Q) — (=1)P~ D P§(Q) 0 i(P) 0 L, (V)
—(=1)Pi(PAQ)o Ly(V)
(=1)PTPi(Q) o L(V)0i(P) = (=1)PTP(L,(V)oi(Q)—i(L,
= (=DLy(V)ei(PAQ) = (=1)
La somme de ces termes est nulle, donc:

i(V) o [[i(P), dp],i(@Q)] = (=)TP7H[i(P), dp], i(Q)] 0 i(V).

(V)Q)) o i(P)
Pi(P A L,(V)Q).
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Maintenant, si R est décomposable, R = R' A... A R",comme i(R) = i(R') o
... 0 i(RY) en utilisant r-fois le resultat pour R = V, on obtient le resultat.
Maintenant si R est quelconque comme il est combinaison linéaire d’éléments
décomposables et que i(R)o[[i(P),d,],i(Q)] est R—linéaire en R, on obtient
le resultat général.d

Théoréme 2.5.1. Le crochet de Schouten-Nijenhuis:

Sotentp,q € Z, P € xXP(M, E), Q € x4 (M, E). 1l existe un unique élément
de x\PT171(M, E) noté [P,Q] et appelé le crochet de Schouten-Nijenhuis de
P et de Q, tel que i([P, Q]) est l’'endomorphisme homogéne de degré p+q—1
de lalgébre graduée extérieure Q(M, E*) défini par :

([P, Q) = [[i(P), dp], i(Q)].
Les crochets de gauche étant les crochets gradués des endomorphismes gradués.

Preuve:

Observons que pour tout r € Z, lapplication 1 — [[i(P),d,],i(Q)].n de
Q" (M, E) dans Q""P~9tL (M, E*) est R—linéaire. On va prouver qu’elle est
C*°(M)—linéaire. Soit f € C*°(M), on calcule [[i(P),d,],i(Q)].(f.n), rap-
pelons que i(P) est C*°(M)—linéaire

[i(P), do,i(Q)].(fn)
= ((i(P)od, — (~1)"d, 0 i(P)) 0 i(Q))(fn)
—(=1)PD9(i(Q) o (i(P) o dy — (—1)Pd,, 0 i(P)))(fn)
= i(P)od,oi(Q)(fn) — (—1)Pd, 0 i(P) o i(Q)(fn)
—(=1)®P=Y95(Q) o (i(P) 0 d,(fn) + (—=1)P~VIP§(Q) 0 d, 0 i(P)(fn)
= i(P)od,(f.Qln) — (—1)d,(f.P A QJn) — (=1)2P A Q]d,(fn)
+(=1)PDIP(Q) o dy(f.Pn)
= Pl(dof N (@QJn) + £y (Qn)) — (=1)P(dpf A (P AQIn) + f.dp(P AQ]n))
—(=1)IP A Q|(dpf An+ fdpn) + (—1)P"DIPQ(d,f A Pl + f.dp(Pn))
= f.P(dp(Q]n) — (1P f.dp(P AQn) — (=1)1f.P A Q|dpyn
H(=1)P VP £ Qld,(P|n) + Pl(dpf A (QI0) — (=1)Pduf A (P AQIn)
—(=1)"P A QJ(dpf Am) + (—1)P"DTPQ| (d, f A Pn)
= FI[(P), dp), (@) + P(dpf AQJ0)) — (—1)Pdyf A (P A Q1)
—(=1)"P A QJ(dypf Am) + (—1)P"DTPQ|(d, f A P]n).

D’aprés le premier lemme on a:

0 = Pldpf AN (@QIn) — (=1)Pdpf AN(PAQIn) = (=1)*P AQ|(dypf A1)
+(=1)EVIPQ(d, f A Pn),
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d’ou
[[Z(P)7dp]7'l(Q)](f77) = f[[Z(P)7 dp]7Z(Q)]77
Donc [[i(P),d,),i(Q)] est C°°(M)—linéaire.
Pour r = p+q—1, n — [[i(P),d,],i(Q)].n est C®°(M)—linéaire de
QPTa=Y(M, E*) dans C>®(M).Cela prouve I'existance d’un unique élément
[P, Q] dans xPT9=Y(M, E) tel que pour tout n dans QPTI=Y(M, E*) :

i(1P. QI = [(P). ), i(Q)n
On doit montrer que cette formule est valable pour tout » € Z. Pour r <
p+q—1:c’est trivial. Pour r = p+4 ¢ — 1 : on vient de le montrer. Pour
r > p+q—1:soitn € Q"(M, E*). Comme [[i(P), d,],i(Q)].n et i([P, Q])n sont
dans Q"~P~9+L (M, E*); il suffit de prouver que si on les évaluent sur tout R €
X""P9*tY(M, E), ils prennent la méme valeur. Soit R € x" P9t (M, E), il
suffit d’établir que:
(1(R) o [1(P). 4, 1(Q)) () = (i(R) o ([P QD))

On utilise le second lemme:

i(R) o [[i(P), dp], i(Q)] = (~1)P+*=DU=P=atV[(P), d,], i(Q)] 0 i(R), donc::
(i(R) o [li(P), ], i(@)]) (n) = (=1)PHa V==V [[3(P), d ], i(Q)] (i( R))-

Comme i(R).n € QPY4=1(M, E*), en utilisant le cas précédant on obtient
que

i([P, @D (i(R)n) = [[i(P), dp], i(Q)](i(R)n), don :

i(R) o [[i(P),d,],i(Q)])(n)
—1)pra=Dr=p=a+1); (1P, Q])(i(R)n)
—1)Pra-D=p=at1);([P, Q] A R)n
1)(p+q D(r—p—¢+1)+(r—p—q+1)(p+4—1); i(R) o i([P, Q) (n)
i(R) o i([P, Q) ().

Comme R et 1 sont quelconques, on a le resultat voulu.d

Proposition 2.5.1. Propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis:
Le crochet de Schouten-Nijenhuis a les propriétés suivantes:

(1) Pour tout f,g € C*(M) :
/9] =0.
(2) Pout tout V€ x'(M,E),q € Z,Q € x4(M, E) :
[V, Q] = Ly(V).Q.
(3) Pour tout p,q € Z,P € xP(M,FE),Q € x{(M,E) :
[P,Q] = —(—1)~V@D[Q, P|; (Z — anticommutativité).
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(4) Soient p € Z, P € xP(M,E). L’application:QQ — [P,Q] est une
dérivation de lalgébre graduée extérieure x(M,E) de degré p — 1,
i.e. on aVr € Z,YR € X"(M,E),YQ € x(M,E) :

[P,RAQ]=[P,RIAQ+ (~1)*""RA[P,Q].

(5) Soient p,q,r € Z,P € xP(M,E),R € x"(M,E),Q € x1(M,E); on a

Uidentité de Jacobi graduée:

(-1 DCDP, Q) Rl+(-1) T Ve[Q, ], Pl+(~1) D[R, PJ, Q] = 0.

Preuve:
1/ [f,g] € x H(M, E).
2/ SiV € x}(M, E),Q € x4(M,E), ¢ € Q(M, E*), alors la formule
L,(V)(QJE) = Ly(V)(Q)]§ + QIL,(V)(£),
devient:
[Lp(V),i@Q)] = Lp(V)oi(Q) —i(Q)o Ly(V)
= i(L,(V)(Q))
= [V, Q).
3/ On utilise l'identité de Jacobi graduée et les propriétés du crochet
gradué:

(=DP[[E(P), dpl, i(@)] + (=1)[[i(Q),i(P)], dp] + (=1)"[[d,, i(@)], i(P)] = O

[1(Q), i(P)]

i(Q) 0 i(P) — (=1)Pi(P) 0 i(Q)
i(QAP) = (=1)™Mi(PAQ)
0

on obtient:

(=1)P[[E(P), dp], i(Q)] + (1P H[i(Q), dp], i(P)] = 0

—~

donc:
(—DP4([P,Q]) + (=P 1i([Q, P]) =
d’ou le resultat.
4/ Soient: p,q,r € Z, P € x*(M,E),Q € x4(M,E),R € X"(M,E) :

i([P,RAQ]) = [Ly(P),i(RAQ)]
= L,(P)oi(RAQ) — (-1) VIR AQ) 0 L,(P)
= Ly(P)o () i(Q) — (—1)PDIFDi(R) 04(Q) o Ly(P)
+(=1)PI"(R) 0 L,(P) 0 i(Q) — (~1)P~V"i(R) o L,(P) 0 i(Q)
= (Ly(P)o <R> (—1)P=I"i(R) o Ly(P)) 0 i(Q)
+H(=1)PI(R) o (Ly(P) 0 i(Q) — (—1)P~D4(Q) o L, (P))
= [Lp(P),i(R)] 04(Q) + (=1)P"V"i(R) o [L,(P),i(Q)]



29

= i([P, R]) 0i(Q) + (-1)""V"i(R) 0 i([P, Q])
= i([P,RIAQ+ (-1)""V"RA[P,Q])
o [P,RAQ]=[P,RIAQ+ (-1)P"V"RA[P,Q].
5/ Soient p,q,7r € Z,P € xXP(M,E),R € X"(M,E),Q € x4(M,E) :
i([[P,QLR]) = [Ly([P,Q]),i(R)]
= [[Lp(P), Ly(Q)], i(R)]
on utilise I'identité de Jacobi graduée
0 = (=)@ IL(P), L(@)]i(R)] + (=1)"“ V[[i(R), L,(P)], L,(Q)]
+(=1) VDL (Q),i(R)), Lo(P)]

[Lp(Q),i(R)], Lp(P)] = [i([Q, R]), Ly(P)]
—(=1)® VDL, (P),i((Q, R))]
—(= 1)(p DO+a=Di((P,[Q, R]))
— (~)"i([Q, R], P])
de méme:
[i(R), Ly(P)], Ly(@Q)] = —(=1)"®"V[[L,(P),i(R)], L,(Q)]
= (=)’ V7%(([P, R), Q)
(=17 4([[R, P], Q));
i([[PQLR) = —(=DP I ((=1)"“V[[i(R), L,(P)], Ly(Q)] +
(1) DL (Q),i(R)], L,y(P)])
= —(=DPV((~1)" I (=1)PH(([R, P, Q) +
(1)~ DE=D (—1)P-Vi(([Q, R], P)))
= —(=1PrOUDi(([R, P],Q]) — (-1)PVFIi(([Q, R], P));
donc:
[P,Q), ) + (~)7=DU+0([Q, B], P| + (~1)®*)0-D([R, P|, Q] = 0.4

Remarque 2.5.1. Le crochet de Schouten-Nijenhuis est local.
Remarque 2.5.2. Les différents degrés sur une algébre graduée:

L’algebre extérieure x(M, E) est une algébre graduée associative pour le
produit extérieur comme loi de composition. Pour cette structure I’ensemble
des éléments homogenes de degré p est xP(M, E).

La proposition précédente montre que x (M, E) munit de la loi de compo-
sition "crochet de Schouten-Nijenhuis" a une structure d’algébre de Lie
graduée. Pour cette structure ’ensemble des éléments homogénes de degré
p est \PT1(M, E).
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Ainsi il faut faire attention quand on parle de degré de préciser la structure
avec laquelle on travaille.

Remarque 2.5.3. L’ancre comme morphisme d’algébres de Lie graduées:

Par définition d’une algébroide de Lie, I’application

X'(ME)  —  x'(M,TM)
o —— poco

est un morphisme d’algebres de Lie. On peut construire une application de
XP(M, E) sur xP(M,TM). En premier lieu pour les éléments décomopos-
ables:

si P =X A..NX, € X(M,E) avec X1,...,X, € x}(M, E), on pose
poP = poXiAN..ApoX, € xP(M,TM) si p > 1, et pof =
f si p = 0. On prolonge cette application par C*°(M)—linéarité a tout
X(M,E) et x(M,TM). Cette application est un morphisme de x(M, E)
dans x(M,TM) munis de leurs structures d’algebres réelles extérieures et

aussi pour leurs structures d’algébres graduées induitent par le crochet de
Schouten-Nijenhuis.

3. ALGEBROIDES DE LIE ET STRUCTURES DE POISSON

3.1. Les algébroides de Lie par le fibré dual. Soit (E,7, M) un fibré
vectoriel, (E*,w, M) son fibré dual. On a vu que si (E,nw, M,p) est un
algébroide de Lie, I’ancrage permet de définir une dérivation d’ordre 1 sur
l'algebre extérieure Q(M, E*) qu'on a noté par d, vérifiant d, o d, = 0.

Maintenant on va faire le chemin inverse. La donnée sur un fibré vectoriel
(E,7m, M) d’une dérivation ¢ d’ordre 1 sur Q(M, E*) telle que 6o = 0
détermine une structure d’algébroide de Lie sur ce fibré.

Lemme 3.1.1. Soit § une dérivation d’ordre 1 de l’algébre réelle graduée ex-
térieure Q(M, E*). Alors, pour toute paire de sections (X,Y) de (E,m, M),
il existe une unique section [X,Y]s de (E,m, M) telle que:

Cette section est appellée le d—crochet de X de et de Y.

Preuve:

Considerons 'application K : £ — K (&) = [[i(X), d],4(Y)].£, ou le crochet
utilisé est le commutateur gradué des endomorphismes homogénes. C’est
une dérivation d’ordre —1 de 'algébre graduée extérieure Q(M, E*). Par
conséquent, K s’annulle sur Q0(M, E) = C®(M) et est C*°(M)—linéaire

K(f§) = K(f)ANE+ fK(§)
f-K(E)
il existe donc un unique élément [X,Y]s de T'(M, E) tel que:

K(§) = (& [X,Y]s) V€ € Q' (M, E).
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Comme i([X,Y]s) et [[i(X),0],i(Y)] sont deux dérivations d’ordres —1 de
'algébre extérieure Q(M, E*) qui coincident sur C®°(M) et QY(M, E*), que
les dérivations sont locales et que I'algebre graduée extérieure Q(M, E*) est
engendrée localement par ses élements d’ordres 0 et 1 on a

Remarque 3.1.1. Un petit calcul montre que :
[X,Y]s = =Y, X]5.

Lemme 3.1.2. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédant, posons
pour toute section X :

Alors:
(1) Pour toute section X de (E,m, M), on a:

[Ls(X), 6] = [i(X),67].
(2) Pour toute paire de sections (X,Y) de (E,m, M), on a:
[Ls(X), Ls(Y)] = Ls([X, Y]5) = [[i(X), 8%, 4(Y)).
(3) Pour tout triplet de sections (X,Y,Z) de (E,m, M), on a:
Z([X, [Y7 Zb]é + [Y7 [Zv X](S]é + [Z7 [Xv Y]5]5) = [HZ(X)’ 52],i(Y)],i(Z)].

Preuve:
1/ Ls(X) = [i(X), d] est clairement une dérivation d’ordre 0 de I’algebre
graduée extérieure Q(M, E*);

[L5(X),0] = Ls(X)od—doLs(X)
= [i(X),d]0d —0d0i(X),0]
= ((X)od+doi(X))od—0do(i(X)od+0d0i(X))
= i(X)od?— (—1)>("V§% 0 i(X)
62 : est homogene de degré 2, i(X) : est homogene de degré —1 donc:
[Ls(X), 0] = [i(X), 0]
2/ [Ls(X), Ls(Y)] = [Ls(X), [i(Y), 0]], par Jacobi graduée:
[Ls(X), [i(Y), 6] + [{(Y), [0, Ls(X))] — [0, [Ls(X),i(Y)]] = 0
donc:
[Ls(X), Ls(Y)] = [Ls

I
|
— =

I
=
>
s
=
<
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3/ On utilise Jacobie graduée:

i([X, [Y, Z]ols)
= [[i(X),d],4([Y, Z]5)]
= [[i(X), 6], [[i(Y), 0],i(Z)]]
= [Ls(X), [Ls(Y),i(2)]]
= —[Ls(Y),[i(Z), Ls(X)]] = [i(Z), [Ls(X), Ls(Y)]]
= [Ls(Y),[Ls(X),i(2)]] - [i(Z), [Ls(X), Ls(Y)]]
= [Ls(Y), [Ls(X),i(2)]] = [i(2), [[i(X), 6°],i(Y)] + Ls([X, Y]5)]
= [Ls(V), [Ls(X),i(2)]] = [i(2), [[i(X), 8°],i(Y)]] = [i(Z), Ls([X, Y]5)]
' ' i), i(2)] = i([Z,[X, Y]5)5)-#

Théoréme 3.1.1. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel, (E*,w, M) son fibré
dual. Soit § une dérivation d’ordre 1 de l’algébre graduée extérieure Q(M, E*)
telle que
62=0500=0.
Alors 6 détermine une structure naturelle d’algébroide de Lie sur (E,m, M).
Pour cette structure l'ancrage p : E — TM est l'unique morphisme de fibrés
vectoriels tel que pour toute fonction f € C>®(M) et toute section X de
(E,m, M) :
i(poX).df =(0f, X).

Le crochet (X,Y) — {X,Y} = [X,Y]s est le crochet défini par: {X,Y} est
lunique section de (E,m, M) vérifiant:
La Q(M, E*)—différentielle extérieure associée a cette structure est 9.

Preuve:

Comme 6% = 0 d’apres le lemme (3.1.2.3) le crochet {.,.} vérifie identitée

de Jacobi, donc I'(M, E') muni de ce crochet est une algebre de Lie. 11 vérifie
aussi la régle de Leibnitz. En effet; soient f € C*°(M) et deux sections X,Y

de (E,m, M)
i({X, 1Y} = [[i(X), 8], i(f.Y)]

= [Ls(X),i(fY)]
(f.Y)o Ls(X

= Ls(X)oi(fY)—i )
Ls(X)(f)-1(Y) + f.Ls(X ) i(Y) = fi(Y) o Ls(X)
= [i(X), 0](f)i(Y) + f.[Ls(X),i(Y)]
= (i(X)od+doi(X ))(f) i(Y) + f.[Ls(X),i(Y)]
=1(X) 0 6(f)i(Y) + f.[Ls(X),i(Y)]
= (0, X) i(Y) + f.[Ls(X),i(Y)].
On doit montrer que (0 f, X) = i(po X).df pour un certain morphisme de

fibrés vectoriels p: B — TM :
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comme ¢§ est une dérivation, c’est un operateur local, soit p € M, soit
n = dim(M) et x = (z!,...,2") une carte de M en p, par la formule de
Taylor:

flo)=rfp)+ Y (¢ —p)ei(a),

1<i<n
ou ¢;(q) e gjﬁ (p) et ¢, est lisse au voisinage de p. Ainsi:
5f(q) =6(f() +>_5((q" = p")-d:(a))-
1<i<n

Comme ¢ est une dérivation d’ordre 1, on a

5(f) = 6(1.f) = 8(1). + 1.8(f)
donc § est nulle sur le constantes, on en déduit que
0f(q) = (5(¢")-0:(q)) — (¢’ — p").6(¢:)(q)).
1<i<n

Quand ¢ tend vers p :

5 = Y2 L))

1<i<n

Soit {Uy},, un recouvrement de M par des domaines de cartes. Soit z, =
(xl,...,2") la carte associée a I'indice . Considérons les fibrés 7, : Eo — Uy,
ou By := 1 (Uy) et mq = 7y, ; leurs fibrés duaux sont notés (E};, @wa, Ua).
Pour chaque indice « considérons pf, : T*U, — E} définie par:

ph(p, Y dpal) = Y £.5(xl)(p).
1<i<n 1<i<n
Il est clair que pf, est un morphisme de fibrés vectoriels. Si Uy, N U # @ :

zg o LLEl ‘= gap
est un difféeomorphisme. Si I'on écrit
e= 3 ddprt = S ldpaly € TH(Ua NU),
1<i<n 1<i<n

si on note par (e!,...,e") la base duale de la base canonique de R" :

33[13 :eiozrg :eiogagoxa,
on obtient que A ‘
dp.’L'ZB =c'o dxa(p)gozﬁ ] dpLUa.
On note
A = (Aij) = mat(dy, p)9as; (€k));

dpa:% = Z Aij.dpa:{;

1<j<n

on obtient:
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Ainsi,

P &) = php, D ' dyah)

1<i<n

= > n.5x%)(p)

1<i<n

= > 7.0(e" 0 gag o 7a) (D).

1<i<n
Or, si on note

h'(q) == €' 0 gap 0 Ta(q)

alors
i i j j oh'
hi(q) =)+ Y (& —1)p;(a), avec p;(g) — —(p),
- =P Ox
1<j<n o
donc
5(e' o gapoma)p) = D ——(p)-6(=)(p)
155<n 0%
oh’
= pa(p Z b (p) dpxja)
1j2n 9%a
. ) h'
en utilisant la relation —(p) = A;; on a
ox?,
¢ it Oh' j
pﬁ(pvg) = Z n 'pa(pv Z (p) dpxa)
1<i<n 1<]<na
- p7 a j dpxj)

1<z<n 1<5<n

= ph(p, D0’ Y Aijdyad)

1<i<n 1<j<n

= ph(p.€)

car y n'.A;j =¢’, ainsi
1<i<n

pi(p, €) = pL(p, ).

Soit p' : T*M — E* défini par induction par les pf,. On considére son
transposé p : E — T'M. C’est un morphisme de fibrés vectoriels. D’apres ce
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qui précéde on a

o )56H)

1<i<n

of .
= P%EZ%dpw)

1<i<n

= pp,dpf).

Donc pour toute fonction f € C*°(M) et toute section X de (E,w, M) on a

(0f(p). X(p)) = (p'(p,dpf), X(p)) = (dpf,po X(p)), VpEM

6f(p)

ie.
i(poX)df =(f, X).
On a donc notre ancrage p : E — TM qui vérifie: i(po X).df = (df, X) et
donc:
{X, fY} = f{X. Y} +df(po X).Y.
Si X, Y e'(M,E) :
i(po (X, Y}).df = (3£, {X,Y})
= [[i(X), 8], i(Y)).of
= ([i(X),0] 0 i(Y) = (Y) o [1(X), 6]).5.f
=(i(X)odoi(Y)+do0i(X)oi(Y)—i(Y)oi(X)od—i(Y)odoi(X)).0f
=(i((X)odoi(Y)—i(Y)odoi(X)).0f
= i(X) o d(df(peY)) —i(Y) o d(df (po X))
=d(df(poY))(po X) —d(df(poX))(poY)
=(poX)o(poY).f—(poY)o(poX).f
=[poX,poY].f.
donc
po{X,Y}=[poX,poY]
et on a notre structure d’algébroide de Lie sur (F,m, M).
Reste a montrer que d, = ¢ : comme ce sont toutes deux des dérivations
d’ordre 1 de lalgebre graduée extérieure Q(M, E), qui est engendrée locale-

ment par ses élements d’ordres 0 et 1. 11 suffit de vérifier qu’elles coincident
sur les éléments homogenes d’ordres 0 et 1. Soit f € C*(M) :

dof =0f & d,fX=0fX, VX e'(M, E)
or, VX e I'(M,E) :d,f.X = (po X)f et §f.X =i(po X).df par définition
de p. Soit £ € QY(M, E) :
dp§ = 0§ < dﬁg(X7Y) = 6‘£<X7 Y)v VX,Y € F(Ma E)a
soient X,Y € I'(M, E)

dp(X,Y) = L, (X)(E(Y)) = L,(Y)(£(X)) = E({ X, Y})
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= (Lp(X) 0i(Y) = Lp(Y) 0d(X) —i({X, Y}))¢

= (Ly(X)oi(Y)—Ly(Y)oi(X)—i(X)odoi(Y)—0doi(X)oi(Y)
Fi(¥) 0i(X) 05 4+ i(Y) 05 0 (X))
= (Lp(X)oi(Y)—L,y(Y)oi(X)—i(X)odoi(Y)+i(Y)oi(X)od+i(Y)odoi(X))E

Lp(X)0i(Y)() = L,(X)(&(Y))

I
. . o/
.
—
e
S
)

I
)

e e
\_/\>_</v
o
> Q. &
S

donc

= (i(X)od0i(Y)—i(Y)odoi(X)—i(X)odoi(Y)+i(Y)oi(X)od+i(Y )odoi(X))E

(1(Y)oi(X) 0 d)E.
Comme §¢(X,Y) = (i(Y) 0i(X) 00)(§); on a donc le resultat voulu.d

3.2. Structures de Poisson. On définira les variétés de Poisson, on étudiera
leurs propriétés élémentaires, puis on montre qu’il existe une structure d’algébroide
de Lie naturelle sur le fibré cotangent d’une variété de Poisson.

Définition 3.2.1. Soit M une variété lisse, un crochet de Poisson sur
M est une application:

{,.}:C®(M) xC®(M) — C>®(M)
qui vérifie

(1) R—bilinéarité;
(2) Antisymétrie:

{f)g} = _{gaf}vvag € COO(M)a
(3) La régle de Leibnitz:
{f,h-g} = hAf, g} + 9. h}, VS, g,h € CZ(M);
(4) L’identité de Jacobi:
{f A9, h}} + {9, {h, f}} +{n{f.g}} =0,Vf g,h € CZ(M).
M munie d’un crochet de Poisson est appellée une variété de Poisson.

Exemple 3.2.1. Les variétés symplectiques:
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Une variété symplectique est un couple (M,w) ot une M est variété
lisse et w est une 2—forme férmé et partout non dégénérée.

Pour une telle structure on définit pour chaque fonction f € C*(M) le
champ hamiltonien associ¢ & f, quon note X; € y'(M) par:

X est Punique élément de x! (M) solution de I'équation

X |w = —df.

Réciproquement, un champ de vecteurs X est dit hamiltonien s’il existe
une fonction f € C®°(M) telle que X |w = —df. Autrement dit "un champ
de vecteurs X est dit hamiltonien si X |w est exacte". Dans ce cas on a

Lxw = X]dw+ d(X|w) =0.

On a le fait suivant: "le crochet de deux champs hamiltoniens est hamil-
tonien". En effet: si X,Y € x!(M) sont deux champs hamiltoniens
[X,Y]|Jw = Lx(Y|w)—Y|Lxw
= Lx(Y|w)
= X]d(Y]w) +d(X](Y]w))
d(X](Y]w))
= —dw(X,Y)),

d’ou [X,Y]|w est exacte.
Pour f,g € C*(M), on définit le crochet de Poisson de f et de g par:

{f7g}w = W(Xf7Xg)7

ce crochet vérifie:
i/ antisymétrie: Vf, g € C*°(M)
{f’g}w = W(va Xg)
= _W(Xga Xf)
= _{g7 f}w
ii/ R—bilinéarité: si f,g,h € C*(M), )\ € R;
X>\_f = )\.Xf;
en effet;
AXpw = A(Xjp)]w
= =\df

—d(X.f)
X p)ws

il vérifie aussi:
Xpon = Xy + Xp;
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en effet;
(X + Xp)w = Xrlw+ XpJw
= —df —dh
= —d(f+h)
= Xpnlw;
donc:

{)\'fa g}w = W(X)\.fa Xg) = w()\-Xfa Xg) = )\{fa g}w§ et
{f + h'ag}w = W(Xerhan) = W(Xf + Xhaxg) = {f?g}w + {hag}w-
iii/ La regle de Leibnitz: soient f,g,h € C*(M)
(fXn+hXs)|w = —fdh—hdf
— —d(f.h)
= Xpnlw;
donc
Xf‘h = f.Xp+ h.Xf.
Ainsi, on a
{f'h7g}w - W<Xf.h7 Xg) = w(f'Xh + thv Xg) = f{h7 g}w + h{fa g}w-
iv/L’application X : (C*®(M),{.,.}) — (x*(M),].,.]) qui associe & chaque
fonction son champ hamiltonien est un morphisme d’algébres de Lie, i.e.
Vf,g€C>®(M)ona
Xty = [ X5, Xgl.
En effet; il suffit de voir que: [Xf, Xgl|w = —d({f, g9}w);
[va Xgllw = LXf(Xng) - XQJLXfw
= LXf (XQJW)
= Xpld(Xg|w) +d(Xf](Xg]w))
= —d(w(Xy, X))
iiv/ L’identité de Jacobi:
U gt Py = Xip g1, Jdh = [ X5, Xg].h;
{{97 h}w7 f}w = _{f7 {97 h}w}w = _Xf{ga h}w = _Xf(Xgh>7
et
{{ha f}wg}w = {g, {fa h}w}w = Xg-(Xf-h)-

Il suffit de faire la somme:

{{fag}cw h}w + {{g’ h}wa f}w + {{ha f}w’g}w =0.

Ainsi toute variété symplectique induit une structure de Poisson canon-
ique.

Exemple 3.2.2. Structure de Lie-Poisson:



39

Soit G une algebre de Lie de dimension finie de crochet [.,.], G* son dual,
on considere sur C*°(G*) le crochet défini par:

{f,g}(l') = <$7 [da:f7 dzg]> )

alors G* muni de ce crochet est une variété de Poisson. En effet, il est
clair qu’il est R—bilinéaire, antisymmétrique; on établit la régle de Leibnitz:
soient f,g,h € C*(G*) :
{fihgt(z) = (z,[dsf, ds(h.g)])
= <$> [dmfa h(l’).dxg + g(m)-dmhb
= h(z){f,9}(z) + g(x).{f h}(z).
Reste & démontrer que I'identité de Jacobi a lieu: soient f, g, h € C*(G*) :
on commence par calculer la différentielle de {f, g} : soient z,y € G*

do{f,9}@W) = (y,[def dog]) + (. [d}f .y, deg]) + (2, [de f. dog.y])
(, [de f, dugl) — (%, adg,qg(d2 f.y)) + (2, adq, s (d5g.y))
<ya [dzﬁ d:cg]> - <(addzg)*xa d?cf-y> + <(addzf)*x7 dig_y>
[

= (Y, [def, dugl) = (y, &2 f-((ada,g) ")) + (y, d3g.((adg, ;) "))
en utilisant le fait que la dérivée seconde est symmétrique. I’identité de
Jacobi découle directement de celle de I'algébre de Lie et du calcul précédant.

Exemple 3.2.3. Structure symplectique sur le cotangent d’une variété:

Soit M une n-variété lise, T*M son fibré cotangent. Il existe sur T%M
une 1—forme différentielle canonique a € QY (T*M) appelée la forme de
Liouville. Elle est définie comme suit:

pour tout (p,§) € T*M, e € T(Z,é) (T*M) ~ Ty M x T,M est défini
par:

A(p,g) (Xa 77) = <§7X> :
Si (x!,...,2") est une carte de M, on lui associe la carte de T*M définie
par:

0. ¢ = @O 06 r ) o (6 o))
= 106,y (0,6), 2" (9,€), . 2" (1, ).

On voit que dans cette carte « s’écrit:
o= Z 20 dyt.
1<i<n
Soit w := da, alors w € Q?(T*M) et s’écrit localement
w = Z dz' A dy
1<i<n

Alors, dw = 0 et w est partout non dégénéré, ainsi on obtient une structure
symplectique naturelle sur 7% M.



40

Définition 3.2.2. (Tenseur de Poisson)
Soit M est une variété de Poisson de crochet {.,.}. Ce crochet engendre
un unique champ de bivecteurs I1 qui vérifie: Vf, g € C°(M)

{f, 9} = 1(df, dg).
Remarque 3.2.1. L’identitée de Jacobi équivaut o [I1,11] = 0.

Dans la suite une variété de Poisson sera noté (M, II) ou M est une variété
lisse et II est le tenseur de Poisson.

Soit (M,II) une varié¢té de Poisson de crochet {.,.}. Pour tout f €
C>®(M); {f,.} est une dérivation de l’algebre réelle C>°(M), il lui correspond
un unique champ de vecteur Xy € (M) vérifiant:

{f,9} = Xy]dg,Vg € C=(M).
Définition 3.2.3. On appelle Xy le champ hamiltonien associé a f.

Soit z = (') une carte de M. Si l'on note par II;; = II(dz’,dz’) =
{xt, 27}, alors:

{f,9} = 11(df,dg)

8gd]

-, of dg  Of g

YNoxt Oz Oxd Oxt )

oy
0 0
= Z;Hz'jaxi A 55 dfs dg).

Par cette écriture locale de II on peut déduire celle de X pour f €

C>®(M) :
{f.g} = Xyldg

_ of dg
- ZJHU dz' OxI
of | Og
- Z(ZH” &Ez)axﬂ
7 )
ainsi,
of 0
Xp= ZH“ Ozt Oxd
7-]
ou encore:

= TI(df,.).
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Cette formule se traduit aussi en terme de crochet de Schouten-Nijenhuis.
En effet, comme

0 0 0 0

0
[97%/\@] s

2/\[97@]

[gu @] A 83:1'

g0, a0
ozt amj Ozl Ozt
0

Ay

alors
X; = H(df.)
df |11,

ainsi:
X = —[f.11,

Réciproquement, un champ X € x!(M) est dit hamiltonien s'il existe une
fonction f € C°(M) telle que X = —[f,II] = II(df,.). Dans ce cas

X1 = [=[f1,

1]
= [[ILT], f] + ([T, f], 1]
= [[f 11}, 1

par Jacobi graduée. Ainsi, un champ hamiltonien vérifie
[X,1I] = 0.
Proposition 3.2.1. (M,II) est une variété de Poisson.
(1) Si f,geC®(M):
(8) (X7, Xgl = X103
(2) Si f€C®(M) etY € x*(M) est un champ de Poisson alors:
Y, X4l = Xy (p).

Preuve:
1/ Voir la discussion avant la définition précédante.
2/ Soient f,g,h € C>°(M). La formule de Jacobi pour le crochet de Pois-
son s’écrit:
{{f,g},h} = {f,{g,h}} - {gv{f7h}}
ie.
Xirgyh = Xp(Xg-h) = Xo(Xpoh) = [Xp, Xg]. s

comme h est quelconque on obtient le resultat.
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3/ soient f € C®(M) et Y € x'(M) un champ de Poisson, en utilisant
Jacobi graduée on obtient:

Y, Xyl = —[Y,[f,1]]
([£,10, Y]

(1L Y], f]—[[Y, 1, 11]
~[[Y, f1,11]
[Y(f), 1]

Xy(s)-#

Définition 3.2.4. (Morphismes de Poisson)

£,
I

Soient (Mi,{.,.}1) et (Ma,{.,.}2) deux variétés de Poisson et ¢ : M; —
M une application lisse. On dit que ¢ est un morphisme de Poisson si

¢*: C®(My) — C*>® (M)
f — @ f=fo¢

est un morphisme d’algebres de Lie, i.e. si:

o*({f,9}2) ={o"f, 0" g}1,Vf, g € C(M3).

3.3. Structure d’algébroide de Lie sur le fibré cotangent d’une
variété de Poisson. Le but de cette sections est d’exhiber une structure
d’algébroide de Lie naturelle sur le cotangent d’une variété de Poisson.

Dans la suite (M, II) est une variété de Poisson et p : T*M — M son
fibré cotangent. On définit une dérivation dip d’ordre 1 de I'algébre graduée
extérieure Q(M, (T*M)*) ~ x(M,TM) comme suit:

dy(P) = —[II, P], VP € x(M,TM)

ou le crochet de droite est le crochet de Schouten-Nijenhuis associé au
fibré tangent.

Proposition 3.3.1. d; est une dérivation involutive d’ordre 1 de [’algébre
graduée extérieure x(M,TM).

Preuve:

Pour tout P € x?(M,TM)ona [II, P] € xP*2~Y (M, TM) = xP*1(M,TM).
Il est clair que dyy est R-linéaire. Donc di; est homogéne d’ordre 1.

Pour tout P € xP(M,TM), Q € x4(M,TM) :

dn(PAQ) = —[IPAQ]

— —[LPIAQ—(=1)ZVPP AL Q]
= dn(P)AQ+ (—1)PP A dn(Q);
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ainsi dy est une dérivation d’ordre 1 de I’algebre graduée extérieure x (M, TM).
On montre que dyj o dif = 0, soit P € xP(M,TM)
dn(dn(P)) = —[IL du(P)]
(1L, 1L, P]]
= _(_l)p[[nvp]vn]
= —(=DP(=1)P [P0}, 1] — (=1)P(=1)P~ {11, 1], P]
= [[Pv H]7 H]
= (=P H(=1)P[IL [IL, P)]
= _[H7 [H7PH
= —du(du(P)).#
Par le théoréme 3.1.1 il existe une unique structure d’algébroide de Lie
sur (T*M,p, M) dont I'ancrage p : T*M — T'M est 'unique morphisme de

fibrés vectoriels tel que pour toute fonction f € C*°(M) et toute section «
de (T*M, p, M)

i(poa).df = (duf,a).

3.4. Structure de Poisson sur le dual d’une algébroide de Lie. Soit
(A, 7, M, p) une algébroide de Lie et (A*,w, M) son fibré dual. Le but
de cette section est de montrer que A* admet une structure de Poisson
canonique. Ceci généralise les structures de Lie-Poisson associées a une
algébre de Lie qu’on a vu dans 'example 3.2.2 et généralise aussi la structure
de Poisson associée a la structure symplectique sur le cotangent d’une variété
M ou l'on considére 'algébroide de Lie (T'M, w, M, idpys) vu dans Pexemple
3.2.3.
On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.1. Pour toute section X € I'(M, A) on associe ®x € C*°(A*)
définie par:

Dx(§) = (& X ow(f)).
Soient X e T'(M,A), f € C®(M) et & € A* tels que
de(Px + fow) =0
alors
Xow(§) =0
et pour toute section Y € T'(M, A) on a

Prxyy(§) = (df,poY)ow(§).

Preuve:
Il est clair que ®x € C*®(A*). Si de(Px + fow) = 0 alors pour tout
V eT¢A* on a:

(de®x,V) = = (de) [, dew. V) .
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Si V est vertical, i.e. que dgww.V =0, V est un élément de w ! (w(€)),
ie. w(€+t.V)=w(), ainsi
0 = (dePx,V)

d
= —|i—® t.V
dt|t_0 x(E+tV)

_ %ytzo (E+1V, X owm(E+LV))
— (VX owl(c)).

Comme cette égalité est vrai pour tout V € w1 (w(€)) on obtient Xow(¢) =
0

Soient k la dimension du fibré (A, m, M), U un ouvert de trivialisation,
(01,...,0) un repére au dessus de U et £ € A* tels que w(§) € U et de(Px +
fow) =0 on obtient que

X =X"0;
avec X' o w(¢) =0, pour tout n € w H(U) on a
®x (1) = (1, X ow(n)) = X' ow(n). (n,0: 0 w()),

solent V' € T¢A* et v : [—¢,e] — A une courbe lisse telle que v(0) =
et 4(0)=V,ona
d
(de@x, V) = —l—0®x(v(t))
d
= gl (), X ow(y(?)))
d
= (& SlmoX om(0)

or Eli=0X o w(y(t)) = Lli=o{X" 0 @(y(t)).0i 0 w(y(1)} = {Fli=0X" 0
w(4(t))} 01 0 w(E), ainsi
d .
(de®x, V) = {l=0X"ow(y(t))}. (€, 0i 0 w(€))
= (de(X'ow), V). (¢ 0i0w(€)).
Or on a d’un autre coté
(de®x,V) = — (de) [ dewm. V)
donc '
—(d(e) [, dgw. V') = (deyey X', dgww. V') . (€, 04 0 w(£))
d’ou
de(fomw) =—(¢ 0i0w(£)) .de(X" o).
Maintenant pour tout Y € I'(M, A) on a sur U
{X,Y}=X"{0:,Y} —(dX",poY) .0
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comme X' o w(£) = 0 on obtient

Q{X,Y} (6) = <§7 {Xa Y} o W(é»
— (Ao X' po Y (w(€))) - (& 0i0w(§))
= (df,poY)owm(().M
Théoréme 3.4.1. Soit (A, m, M, p) une algébroide de Lie de crochet {.,.}
et (A*, @, M) son fibré dual. Considérons l'application
O: T'(M,A) — C™(A%)
X — [03%

définie par

Px(§) = (& X ow(§))

alors il existe une unique structure de Poisson sur A* qu’on note par {{.,.}}
telle que ® soit un morphisme d’algébres de Lie, i.e. telle que pour tout
X,Y € T(M,A) :

{2x,Pv}} = Pix vy
Preuve:
Si une telle structure de Poisson existe, pour tout X,Y € T'(M, A), f,g €
C>®(M) on a:
[fX.9Y} = fg.{X,Y} = g.(df.poY) X + f.(dg.po X).Y

donc

{Prx, gy}t = {{fowPx,g0w.y}}
= fowgow{{Px,Py}} +Px.gow.{{fow, Py}}+
fow @y {{Px,g0w}} + Px. Py {{fow,gow}}
d’autre part
HPrx, Qev}} = Prxgvy
= Pf (X, Y}—g.(df,poY ). X+1.(dg,poX).Y
= fowgow®ixyy —gow. (df,poY)ow.dx +
fow.(dg,po X)ow.dy
comme
{{®x, ®ov}} = {{&x,90w@.Oyv}}
= {{Px,gow}}. Py + gow.{{Px,Py}}
et
{{ox, @ov}} = Pyxgvy
= gow.Pixyy +(dg,poX)ow. Oy

alors
{®x,90w}} =(dg,poX)ow



46

donc
HPrx,Pyv}} = fowgowPixyy +gow®x{{fow, ®y}}+
fow. @y {{Px,g0w}}
et
HPrx, Pyv}} = fowgow{{®x,Py}}+Px.gow {{fow, ®y}}+
fow @y {{Px,g0ow}}+ Px.Py.{{fow,gow}}
d’ou
{{fow,gow}} =0.
Maintenant, soient { € A*, ny,my € TFA*, solent X1, X5 € I'(M, A) alors
n; — de®x, € Ty A*. Soit f; € C*(M) tels que n; — de®x, = de(fi o @) L.

De tels fonctions existent car w est une submersion et on n’exige ’égalité
qu’en &. Mais les couples (Xj, f;) ne sont pas forcement uniques. Alors le
tenseur de Poisson A sur A* évalué sur 7,7, donne:

Ae(img) = {{@x, + fiow, @x, + fao@w}}(E)
= Py, x,3(&) — (df1, po Xa) o w(§) + (df2, po X1) 0 w(§).
Ceci prouve que si une telle structure de Poisson existe alors elle est unique.
Pour I'existance on utilise le membre de droite de la formule précédante.
On montre d’abord qu’il ne dépend que de n; et de 7, et pas des (X, fi) :

comme ce membre dépend de maniére bilinéaire antisymétrique de (Xj, f;)
il suffit de prouver que si (X1, f1) est tel que

de(Px, + frow) =0
alors pour tout (Xo, f2) on a

Prx,,x,3(8) — {df1,po X2) ow(§) + (df2, po X1) ow(§) = 0.

Mais ceci decoule directement du lemme précédant. Reste a prouver que A
est un tenseur de Poisson, il est lisse par

Ae(m1,7m9) = Py, x23(8) — (df1, p o Xa) 0 @(E) + (dfa, po X1) 0 @(E).

Pour voir que {{.,.}} vérifie I'identitée de Jacobi il suffit de le faire en chaque
point et pour les fonctions du type ®x + f o w. Ce qui est une conséquence
du fait que ® est un morphisme d’algebres de Lie et des deux relations

{{®x,90w}} = (dg,poX)ow
{fow,gow}} = 0.8

Définition 3.4.1. On appelle le crochet {{.,.}} le crochet de Lie-Poisson
sur A.
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On passe au cas local. Considérons un ouvert U de M domaine d’une carte
(x',...,2") de M et d’un repére (o1, ...,0%) de (A, m, M). Alors il existe des
fonctions b, cl. € C°(U) telles que:

1 “ij
ooi = Y 0 1<i<k
p 7 - : 1,'axl7 = —=
1<j<n
I ..
{Ui)aj} = Z Cij‘0l71 S 1,7 S k
1<I<k

Définition 3.4.2. On appelle les fonctions bg, céj eC*®U),1<4,j <k, 1<
I < n les fonctions de structure associées a la carte (x',...,z™) et au repére

(0-17 ) Uk)'

Si 'on associe au repére (o1, ...,01) les coordonées linéaires ({1, ...,fk)
définies par

p= > €w.ol(@wp), pew (U);

1<i<k
on remarque que
Py () = (p,050w@(w))
= &(p)
d’ou
®,, =&

Alors (z' ow, ..., z" 0w, £ ..., {k) est une carte de ~1(U). Calculons les
coordonées du tenseur de Poisson A dans ces coordonées:

{z'ow, 2’ ow}} =0

{{ehow, &)} = —(da!,pooj) ow = b ow

o ; :
HE 81 = {0, 80} = P00y =@ 52 0 4= D chjowd
1<k 1<I<k
Remarque 3.4.1. On peut définir la structure de Lie-Poisson sur A* par les
fonctions de structure. Les relations précédantes nous donnent explicitement

le tenseur de Poisson dans une carte.

Dans la suite un point générique de w1 (U) seranoté (z!, ..., z", &4, ..., &F).
On conviendra de voir les fonctions dans C*°(U) comme des fonctions dans
C>®(ww~Y(U)) qui sont constantes sur les fibres.

Sia= Y of(x).o; € (U A), considérons f, = ®, € C®(w 1(U)),

1<i<k
alors
falz,§) = ) o'(x) €'

1<i<k
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Ainsi le champ hamiltonien Xy, associé¢ a f, est défini par I’équation:

(9)
Xpp= Y @t D0 (Yl = Y b;.azi)fl.(%j(a:,g).

1<j<k,1<i<n 1<1,j<k 1<i<k 1<i<n

Par conséquent,

d(Lé)w.(Xfa(:c,g)) = Z aj(:x).bé (x).

1<j<k,1<i<n

= Z o (z).po o)

1<j<k
= poa(w)
i.e. que
(10) w. Xy, =poa.

La structure de Lie-Poisson sur le dual d’une algébroide de Lie codifie toutes
le informations concernant ’algébroide de Lie.

4. ECRITURE LOCALE DES ALGEBROIDES DE LIE, CHAMP ET
FEUILLETAGE CARACTERIQTIQUES

4.1. Distributions singuliéres. On commence par quelques resultats sur
les feuilletages singuliers. Dans la suite M est une variété lisse de dimension
n.

Définition 4.1.1. (Feuilletages singuliers)

Un feuilletage singulier lisse au sens de Stefan-Sussmann sur M est une
partition F = {F_}, de M en sous variétés immergées et connexes Fo ap-
pelées feuilles et vérifiant la condition (dite propriété de régularité locale des
feuilletages singuliers) :

pour tout x € M, si F, est la feuille qui contient x, d sa dimension,
alors il existe une carte (U, (y},...,y™)) de M centrée en x telle que la com-
posante conneze de Fo N U soit {y? = ... =y = 0} et pour chaque vecteur
(Cds1, s Cn) Uensemble {y? = cgp1,...,y" = ¢} est soit vide soit contenu
dans une feuille de F.

Dans la suite on dira "feuilletage singulier " au lieu de "feuilletage sin-
gulier lisse au sens de Stefan-Sussmann". Une variété feuilleuté est un couple
(M,F) ot M est une variété lisse et F est un feuilletage singulier sur M.

Définition 4.1.2. (Morphismes)

Soient (M, F), (N,N) deuz variétés feuilletés et F : M — N une applica-
tion lisse. On dit que F' est un morphisme feuilletés si elle envoie feuille sur
feuille. On dit que c’est un isomorphisme de variétés feuilletés si F est un
difféomorphisme qui est un morphisme de variétés feuilletés ainsi que son
iverse.



49

Remarque 4.1.1. Si F': M — N est un difféomorphisme et F = {F_},
est un feuilletage singulier sur M alors la partition N = {Ny = F(Fu)}a
est un feuilletage singulier sur N.

En effet soit ¢ € N et p = F~1(g), alors il existe une carte (U, (y',...,y™))
de M centrée en x telle que la composante connexe de F,NU soit {yd =..=
y™ = 0} et pour chaque vecteur (¢441, ..., ¢y) I'ensemble {yd = Cai1, - Yt =
cn} est soit vide soit contenu dans une feuille de F. Considerons V = F(U)
qui est un ouvert de N contenant g, et la carte (z!,...,2") de N en ¢ définie
par z* = y' o F~1, nous permet d’établir la propriété de régularité locale
des feuilletages singuliers. Ce feuilletage est 'unique sur N qui rend F' un
isomorphisme de variétés feuilleutés.

Remarque 4.1.2. On peut faire la construction réciproque i.e. démarer
avec un feuilletage singulier sur N et on a un unique feuilletage singulier
sur M tel que F' soit un isomorphisme de variétés feuilletés.

Un feuilletage singulier oul toutes les feuilles ont la méme dimension n’est
autre qu’un feuilletage au sens classique. Un tel feuilletage sera dit régulier.

Exemple 4.1.1. (Submersion)

Si f : M — N est une submersion dont les fibres sont connexes alors
F = {]:p = f~X(p),p € N}, est un feuilletage régulier de M de codimension
la dimension de N.

En particulier si 7 : E — M est un fibré vectoriel alors ’espace des fibres
est un feuilletage régulier de dimension la dimension du fibré, on I’appelle
le feuilletage vertical du fibré.

Définition 4.1.3. (Distributions singuliéres)

Une distribution singuliére D sur M est la donnée en tout point p de M
d’un sous espace vectoriel D), de T, M.

Une distribtion singuliere D sur M est dite lisse si: Vp € M, VYV € Dy, il
existe un voisinage ouvert U de p et un champ de vecteurs X € x'(U) tels
que: Xq € Dy, Vge U et X, =V.

Si la dimension de D, ne dépend pas de p sur tout M on dit alors que la
distribution est réguliére.

Exemple 4.1.2. (Feuilletage singulier)

Si F={F,}, est un feuilletage singulier sur M alors on obtient une
distribution D7 définie par Dg: = T, Fq ou Fy est la feuille contenant p. Par
la propriété locale des feuilletages singuliers on voit que que la distribution
singuliére associée & un feuilletage singulier est lisse. En particulier si le
feuilletage est régulier il induit une distribtion lisse et réguliére.

Exemple 4.1.3. (Distribution singuliére induite par une famille de champs)

Soit £ une famille de champs de vecteurs de M, alors cette famille en-
gendre une distribution singuliére lisse D¢ en declarant que DS est le sous
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espace vectoriel de 7T, M engendré par tous les éléments de £ évalués en p.
On dit que cette ditribution est engendré par £.

Définition 4.1.4. (Sous variété intégrale);

Une sous variété intégrale d’une distribution singuliére lisse D sur M est
une sous variété immergée et connexe S de M wvérifiant: T,S est un sous
espace vectoriel de Dp,Vp € S.

Une telle sous variété est dite maximale si elle l’est au sens ensembliste.
FElle est dite de dimension mazimale si T,,S = Dy, Vp € S.

Une distribution singuliére lisse D sur M est dite intégrable si par chaque
point de M passe une sous variété intégrale maximale de dimension maxi-
male.

Exemple 4.1.4. (Champ de vecteur)

Pour tout champ de vecteur X € x!(M), la distribution D, := R.X (p) est
lisse. On sait par la théorie des équations différentielles ordinaires que cette
distribution admet en chaque point une sous variété intégrale maximale. Si
de plus X ne s’annulle en aucun point on sait qu’au voisinage de chaque
point il existe une sous variété intégrale maximale de dimension maximale.

Reciproquement, si D est une distribution lisse et réguliére de dimenion 1
sur M, il existe un champ de vecteur sur M qui ’engendre et on voit qu'une
telle distribution est toujours intégrable.

Définition 4.1.5. (Involutivité)
Une distribution lisse D sur M est dite involutive si le crochet de Lie de
deuxr champs de M qui sont tangents a D est tangent o D.

Remarque 4.1.3. Toute distribution lisse intégrable est involutive:

en effet, si D est une distribution singuliére lisse et intégrable sur M.
Soient X,Y des champs de vecteurs sur M qui sont tangents a D. Alors,
par la naturalité du crochet de Lie, leurs crochet de Lie est tangent a D.

Définition 4.1.6. (Invariance)

Une distribution singuliére lisse D sur M est dite invariante par une
famille de champ de vecteurs € si elle est invariante par les flots des éléments
de &, ce qui s’écrit: si X € £ et (¢'); est son flot alors

(6)+Dp = D)
pour tout p € M et partout o ¢' est défini.

Théoréme 4.1.1. Soit D une distribution singuliére lisse sur une variété
lisse M, alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) D est intégrable;
(2) D est engendré par une famille de champs de vecteurs £ et elle est
wvariante par &;
(3) D est la distribution engendré par un feuilletage singulier lisse.
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Preuve:

1= 2:Soit £ :={X € x'(M); X(p) € Dp,Vp € M}. Il est clair que D
est engendré par £. Reste & voir que les éléments de £ préservent D:

Soient X € &, (¢"); son flot, p € M et F la sous variété maximale
de dimension maximale qui contient p. Alors, Vg € F : T,F = D,. Ainsi
X(q) € TyF,Vq € F, dou X € x!(F). En particulier le flot de X peut
étre restreint a F, si ¢ (p) est bien définit alors par connexité de F et de
I'intervalle de définition de ¢(.,p) on a que ¢" (p) reste dans F, ainsi

(¢T)*Tp~7: = Tqb*(p)]:

partout ot ¢ (p) est bien définit. Or ceci s’écrit (¢').D, = Dyt (p) partout
ot ¢'(p) est définit.

2 = 3 : Solent p € M, d = dimD, et X1,..., Xy € &, ¢},..., ¢} leurs
flots respectifs tels que D,, est le sous espace vectoriel de T),M engendré par

Xi1(p), ..., Xa(p). Lapplication (si, ..., Sq) A Pt o ..o ¢ (p) est un difféo-
morphisme d’un ouvert connexe contenant Oga dans une sous variété S de
M de dimension d et contenant p.

S est une sous variété intégrale de D de dimension maximale car: Vg € S :
T,S = ¢,(R?) = D,. On veut construire un feuilletage avec ces sous-variétés.

Remarquons en premier lieu que si 'on dispose de deux sous variétés
intégrales de dimensions maximales qui se rencontrent en un point, alors elles
ont necessairement la méme dimension. De plus leurs réunion est toujours
une sous variété intégrales de dimension maximale. En effet: les cartes de
ces sous variétés intégrales sont des compositions de flots qui preservent D,
il est clair que les changements de cartes sont lisses et donc on obtient une
structure de variété lisse sur les réunions. La réunion de deux connexes qui
s’intersectent en un point est toujours connexe. On obtient une sous variété
intégrale de dimension maximale, en recollant ces sous variétés intégrales 1a
ou elles s’intersectent. On obtient une partition F = {F_}, de M en sous
variétés immergées et connexes qui sont maximales pour l'inclusion, ainsi
D est intégrable et est donc involutive. Reste & montrer la propriété de
régularité locale des feuilletages singuliers.

On procéde par induction sur la dimension de D. Soit p € M sidim D, = 0
c’est trivial. Si dimD, > 1 alors il existe Y € £ tel que Y (p) # 0, on note
(¥"); son flot; Y (p) # 0 donc il existe un ouvert V autour de p domaine
d'une carte ® = (y',...,3") ou é*(a—yl) = o1 le champ de vecteur induit
par le premier vecteur de la base canonique (e!, ..., e") de R”. En considerant

V comme un ouvert de R" et ¥ comme le champ de vecteur ﬁ; le flot de
x

Y est '(z) = t.e! + z; le but est de réduire la dimension de V' pour utiliser
I’hypotheése de recurrence.
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On considére sur V la relation d’équivalence: = ~ y <= y = ¢'(z) <
(Yt .., y") = tel +x & (22,...,2") = (2, ...,y"). L'espace quotient V/ ~
n’est autre que la projection de V sur les facteurs z2, ..., z".

Il existe donc un voisinage V' de p tel que le quotient de V par le flot de Y,
noté V/ ~ soit un n — 1 variété lisse et que la projection p : V' — V/ ~ soit
une submersion surjective. On construit une distribution lisse engendré par
une famille de champs de vecteurs qui la préserve sur V/ ~ . Par 'hypothese
de récurrence, c’est la distribution engendré par un feuilletage lisse, et on
montre que 'on peut remonter ce feuilletage via p et que la distribution du
début n’est autre que celle engendré par ce feuilletage:

Sur V/ ~ on définit une distribution A par: A(G) = p«(Dy) ot g € G est
quelconque. Cette distribution est bien définie, en effet: si g1, g2 € ¢ alors il
existe ¢ tel que g2 = ¥'(q1), ainsi px(Dy,) = dgop(Dy,) = Ayt (@) P(Dyt(g1)) =
dwt(ql)p(dqlwt(Dql)) = dg, (po")(Dy,) = dy,p(Dyy ). A est lisse et est engen-
dré par une famille de champs de vecteurs qui la préserve:

Considérons une section o : V/ ~— V de p. On sait qu’il existe toujours
des section locales, mais la construction particuliére de V' nous permet de
la considérer sur tout V/ ~ . Soit ¢ € V/ ~ et soit ¢ € V tel que o(q§) = ¢
, soient Xi,..., X, € & tels que (X1(q), ..., X;(q)) engendre D,. Considérons
X;:=p.oX;o00 € x"(V/ ~) alors si # € A(§) il existe v € D, tel que
0 = p«(v), or v ="> a;(q).X;(q), ot a; € C®(V),ainsi

7

i o= dqp(zai(Q)'Xi(Q))

= 2 ai(0(2)-dpp(Xi(o(2)))
= D bi(@)-Xi(d),

)

donc A est lisse. Considerons la famille £ ={X € x'(V/ ~) tels que X =
pxoX;o00 pour un X € £}. € engendre A, reste A voir que A est invariante
par &:

Soit X € &, (;bt)t son flot. On veut montrer que

(3):(A(@) = A(G'(§),YG € V/ ~ ot ¢ (§) est bien defini.

Soit X € & tel que X = p, o X o, on note (¢'); le flot de X. On montre
que X et X sont p—reliés, en effet: soit z € V; & = p(x) alors

X(p(z)) =pso X oo(Z) =p.oX(y)
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pour un y € Z. Ainsi il existe ¢ tel que y = 9*(z), donc
X(p(x)) = dp(X(y))
= dwt(x P(X (' (x)))
= @wawt(( V()
= dop(X(2))

car potp! = p et X et Y commutent (D est involutive). Ainsi X = p, X et
donc i
¢ op=pod.
Maintenant, soient § € V/ ~, ¢ = 0(q). Alors
t

(3)(A@) = (8)u(pe(Dy)

= p((6")4(Dy))

= p*(D¢t(q)

= AG @)
donc A est une distribution lisse sur V/ ~ et est engendré par une famille
de champs de vecteurs qui la préservent. Comme dim(V/ ~) = dim D, — 1
il existe un feuilletage singulier lisse F sur V/ ~ tel que la distribution qu’il
engendre est A. Il est clair que p(FNV) = F.

Maintenant on montre que F vérifie la propriété locale des feuilletages
singuliers. Comme c’est un critére local, en utilisant les remarques 4.1.2
et 4.1.1 il suffit de considérer un ouvert V de R" de la forme I x U ou
U est un ouvert de R"~! la projection 7 : (x,y) — y de I x U sur U,
F=A{F,}, un feullletage singulier de U, F ={7F,}, la partition de V
définie par F,, =n~(F,) = I x F,. On veut montrer que F est un feuil-
letage singulier sur V. Soit (p,q) € I x U, il existe une carte de U noté
(W, (2, ...,4™)) et centré en g telle que: si .7:"5 est la feuille qui contient ¢ et

r sa dimension, la composante connexe de .7:'5 NWest {y" ! = .. =y" =0},
et pour chaque (¢"t1,..,c") : {y+ = ¢+, ,y = "} est soit vide soit
contenu dans un F, ﬂW Alors la carte (z—p,y?, ..., y") sur I x W est centré

n (p,q) et l'on a:

la composante connexe de Fg NI x W est {y"™" = ... = y" = 0}, et pour
chaque (c"™1, ... ¢") : {y™ = "L .y = "} est soit vide soit contenu
dans un F, N W.

3 = 1: Les feuilles sont les sous variétés intégrales maximales de dimen-
sion maximale.®

Définition 4.1.7. (Distributions de type fini)
Une ditribution singuliére lisse D sur une variété lisse M est dite locale-
ment de type fini si pour tout p € M il existe un voisinage ouvert U de p, et

des champs de vecteurs X1, ..., X, € x}(U) vérifiant: tout champ de vecteur
Y € x}(U) tangent a D peut étre écrit: Y =3 f;.X;, ou f; € C°(U).
i

r+1
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Exemple 4.1.5. Les distributions réguliéres sont localement de type fini.

Théoréme 4.1.2. Toute distribution singuliére lisse localement de type fini
et involutive est intégrable.

Preuve:

Soit D une ditribution singuliére lisse localement de type fini et involutive
sur une variété lisse M. Il suffit de montrer que D est localement intégrable,
i.e. en chaque point passe une sous variété intégrale de dimension maximale.
Par le théoréme précédant il suffit de montrer que D est engendré par une
famille de champs de vecteurs qui la preserve:

Considerons la famille £ ={X € x!(M) tel que X est tangent a D} et
X € &£. Montrons que son flot présérve D: soit p € M, si X(p) = 0
c’est trivial, sinon par des coordonnées locales on se rameéne dans le cas ol
Mz]R",szetX:%,
Le flot (¢%); de X est formé des translations suivant le premier vecteur
coordonées de R x R"~1 :

V' (q) = t.ey +q, Vg € R",

Soient Vi, ..., Vi des champs de vecteurs engendrant D sur un voisinage U
de p. Chaque V; peut étre considéré comme une application lisse de U sur
R"™, comme D est involutive

0 oV;

ot T ot
pour tout ¢. Ainsi il existe des fonctions a;; € C*°(U) telles que

aa‘f = Zaij.Vj sur U.

i?j

ot le point générique de R™ est (t,z) € RxR" 1,

On veut montrer que ()*(D,) = Dyt(p)- On montre une inclusion et que

les dimensions des deux espaces sont égales:
Soit V' € Dy, il existe Y € x}(U) tangent & D tel que Y = >_f;.V;, oul
i

fi €C®(U) et Y(p) = V. Montrons que (")*(V) € Dyt
Le long de I’axe des (¢,0) € U on a le systéme d’équations

av; .
=7 (1:0) = Zaij(t,()).vj(t,m, 1<i<k
Z?]

alors le sous espace engendré par {Vi(t,0),..., Vk(¢,0)} est indépendant du
0
flot de e en effet:

0
Si k = 1 : s’il existe un champ de vecteurs V vérifiant E(t,O) =
a(t,0).V(t,0):
siV(t,0) s’annulle quelque part, alors il s’annulle partout et donc V (¢, 0)
est indépendant de t;
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si V(¢,0) ne s’annulle pas, soit (c1,...,¢n) = V(to,
t

, alors V(¢,0) =

0)
0)  (c1y.sCn)
) [V (t,0)]  [(c1,.rcn)|

Vi,

(t,
Alors e(t,0) est indépendant de ¢, donc e(t,0) = e(x)*(0)) = (¥*)*e(0,0)
car (Y')* = Idgn.

Sik > 2 : on peut réduire au voisinage d’un point (¢, 0) la famille V71, ..., Vj
en une sous famille libre V71, ..., V,. telle que chaque V; s’écrive comme combi-
naison lisse des Vi, ..., V,., 1 < i < k. Considérons alors W (t,0) = V4(¢,0) A
...AV,(t,0). Alors il existe une foncion lisse a(t, 0) au voisinage de ty telle que

8V:(t,O) = a(t,0).W(¢,0), par le cas k = 1 on voit que W (¢,0) ne dépend
pas de t, donc W (t,0) = b(t).W(0,0). Par conséquent

W (¥'(0)) = b(t)-(v")" (W (0,0)).

Ainsi le sous espace engendré par {Vi(t,0), ..., Vi(£,0)} est indépendant de
t,ie. (YH)*(D,) C Dyt (- Reste & montrer que les dimensions sont égales:
la dimension du sous espace engendré par {Vi(¢,0),..., Vi(t,0)} est égal
au rang de la matrice A(t) = (24(t))i<k j<n définie par V;(¢,0) = > x;;(t).e;
j

exp(/a(T)dT).(cl,...,cn). Considérons e(t,0) =

ot (e;); est la base canonique de R"”. On a donc %‘f(t,O) = Zagzj (t).e; =

0A
>-a;j(t,0).z,,(t).e. Alors, la matrice A vérifie I'équation a(t) = B(t).A(t)
k.j

ou B(t) = (ai;(t,0))i<k,j<k- Ainsi le rang de A(t) est celui de A(0) qui vaut
dimD,.H

4.2. Ecriture locale des algébroides de Lie. Sur une algébroide de Lie,
les écritures locales dépendent d’une carte de M et d’une trivialisation locale
ou de maniére équivalente d’un repére. On va montrer que I’on peut choisir
ces données pour avoir les écritures les plus simples. Ce resultat ressemble
au théoréme de Darboux-Weinstein pour les variétés de Poisson mais n’en
est pas une conséquence.

Théoréme 4.2.1. Ecriture locale des algébroides de Lie

Soient (A, 7, M, p) une algébroide de Lie de dimension k et de crochet
{,.}ywo € M, n =dimM etr = rg(p,,). Alors il eriste des coordonnées
de M : (2%,97),1 <i <7, r+1<j<n dans un voisinage U de xg, et un
repére (01, ...,0%) de A au dessus de U, tels que:

0 .
(11) poo; = glgzgr
pooj = Z bl 7’+1<]<k

r+1<i<n
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ot les bé- € C>®(U) et ne dépendent que des y et s’annulant en g, i.e.

(12) bi(a'y’) = (),
bg(.%'o> = 0
De plus,
(13) {oi,05} = Y djo
1<I<k

ot céj e C*(U), céj =0 pourl <I<ret

ﬁcét !
(14) ot b =0
>r

Preuve:

On procéde par induction sur r. Si » = 0 c’est trivial. On suppose le
resultat vrai pour tout s tel que 0 < s < r — 1 et on le montre pour s =7 :

Soient des coordonnées (z¢,77),i < r — 1, r < j < n sur un ouvert U de
M voisinage de xg, et un repeére (04,6;),9 <r—1,r < j <k de A au dessus
de U, tels que:

0
poo; = @,z_r—l
0
~ l .
r<i<n

ol les bé» € C*®(U) et ne dépendent que des ¢ et s’annulent en zy. Comme
r = rg(py,) > 1il existe un j, r < j < k tel que p o G;(wg) # 0. On
peut choisir j = 7, on note o, = &,. Si 'on considére la sous variété plongé
S = {(z%,9/);2" = 0,i < r—1,r < j < n;} de M et si I'on restreint
lalgébroide de Lie (A, m, M,p) a S, en utilisant ’hypotheése de récurrence

. 0
on peut changer les coordonnées (37),r < j < n de sorte a avoir poo, = EF
o Y
On obtient des coordonnées (z',y?), i <r,r+1 < j <mnsur U telles que
o= 2y,
vy o= Y@ g r+1<j<n
et
0 >
poo; = @,'L A
0 0
- o ! .
podj = Mot D by g T F LS I <k

r+1<i<n
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Si l'on remplace 6 par 6; — b}.0r : (04,05),i <7, 7+ 1< j <k reste un
repére de A. dans ce cas

0
podj = Z bé-.W,r—i—lSjSk
r+1<i<n Yy

avec

b‘l] = b‘lj(':[:’r? yr+17 A yn)

On doit montrer que les bé- ne dépendent pas de =" : comme pour r + 1 <
j<kona

po{ond;} = lpoorpod)]
_ |9 S 9
|07 7" Oyt
r+1<i<n
O
= .l
7’—&-1§l§naaj 8y
et en utilisant le fait que le rang de p vaut r:
{UT7&j} = Z Ci‘j-a‘l
r+1<I<k
ainsi,
8b§ I gl . .
D Z Cibj,r+1<i<nr+1<j<k.

r4+1<l,s<k

On obtient une équation différentielle ordinaire pour les b; dont la variable

de temp est 2" et les variables d’espace sont les 3" ™1, ..., 4. On note X (x")
la resolvante de ce systéme telle que X(0) = I et Y(z") son inverse. On
considére les sections

o= > Yj@onr+1<j<k
r+1<Ii<k

alors (01, ...,0%) est un repére de A au dessus de U, et 'on a

0
pooj = > le(fb”")-b?(%’",y’"“,---,y")-8 .
r4+1<i<k,r+1<s<n Yy
0
_ +1
= Z b3(0,y" ,...,y”).ays.

r+1<s<n

Comme le rang de p en g vaut 7 on a necessairement b7 (xog) = 0.
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Ainsi on a trouvé des coordonnées (z%,y7),1 <i<r,r+1<j <n dans
un voisinage U de zg, et un repére (o1, ...,0%) de A au dessus de U, tels que:

0 1 <1<
oco; = — 1 <r
pooi = gt ==
0
_ [ :
pooj = E bj.ayl,r+1§j§k
r+1<i<n

ot les bé- € C*(U) et ne dépendent que des y et s’annulant en zg, i.e.
bi(a'y') = Bi(y),
bi(zg) = 0
de plus,

{ai,aj} = Z Céj.O'l

1<I<k

ou céj eC>®(), céj = 0 pour 1 <[ < r. Reste & montrer que

8Clt 1
I>r

On la déduit directement de I'identité de Jacobi
po {U[,{O’Z‘,U]‘}} = [[poaj7poal] 7poai] + Hpoghpoai] ,pOO'j] ‘
4.3. Champ caractéristique, feuilletage caractéristique.

Définition 4.3.1. (Champ caractéristique)

Soient (A, 7, M, p) une algébroide de Lie, p € M [’espace caractéristique
en p est lespace vectoriel Dy, := p(A,) C T,M. La distribution qui en decoule
est appelée le champ caractéristique.

Le champ caractéristique est une distribution singuliére lisse de M :

Considérons la famille £ = {X € x}(M) tel quil existe X € x'(M, A)
vérifiant X = po X }. Cette famille engendre la distribution singuliére D,
donc elle est lisse. Cette ditribution a une propriété remarquable: si X =
poX,Y :pof/ € £ on a la relation

[(X,Y] = [poX,po}Nf} =po{X,V}
Théoréme 4.3.1. Le champ caractéristique est une distribution intégrable.

Preuve:

On montre que la distribution caractéristique est involutive et localement
de type fini:

Soient p € M et 7 = rg(p,); il existe des coordonnées de M : (xt,97),1 <
i <r,r+1<j<n dans un voisinage U de p, et un repére (o1, ...,0%) de
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A au dessus de U, tels que:

0 .
poo; = %,1§Z§T‘
0
_ E l ;
poo; = b]@,r‘i‘lS]Sk
r+1<i<n

ol les bé- € C*(U) et ne dépendent que des y et s’annulant en p.

o,
Soit Y € x!(U) un champ tangent & D, alors ¥ = Y X! _—
155, 0!

.0 S
>, Yi— ou X" YJ € C®(U). Le champ Y est tangent & D si et
rpi<j<n  OY

+

.0 0
seulement si >, Y7.— est tangent & D. Comme la famille { —,r+1 <
r1<j<n Y’ oy’

. . : : -0
j < n} est libre, ceci équivaut a dire que Y]'W est tangent & D pour tout
) Y
j- Soit jo tel que r +1 < jop < n. Si Y70 # 0 considérons 'ouvert non vide
Vo = {Y7 #£0}. Suio est tangent & D sur Vj ce qui implique qu’au voisinage
Y

de chaque point de V) il existe j; tel que r+1 < j; < k et

o 0 . 0
j _ i
bj‘l).ayj0 =pooj E b;(l).ayjo

r+1<I<n,l#jo

0
est non nul sur ce voisinage. Comme la famille {m,r +1<j <n}est

libre ceci implique qu’au voisinage de chaque point de V}, il existe j; tel que
r+1<75 <k
0 1
i
Par un argument de partition de l'unité on peut construire une famille de
fonctions f; € C®°(Vp),r +1 < j < k telles que:

0 ~
dydo > Jipoos, sur g
r+1<j<n

POT.

Soient f; € C*°(U) des prolongements quelconques de fj, alors on a sur tout
U:
0

Jo
v, OyJo

= Z on-fj~POUj-

r+1<j<n
Ceci montre que la distribution caractéristique est localement de type fini.

On montre I'involutivité:

Soient X,Y € £ on montre que [X,Y] est tangent a D. D’apres ce qui
précéde, il suffit de faire la vérification pour X € {poo;}. Dans les coordon-
nées (z,97) : Y sécrit Y = Y X’i + Yj.i. Par additivité

1<y 00 L Si<, OY
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il suffit de le faire quand Y = fi ouY = fi, oun felC®U)et f#0.
ox? 0yJ
Le premier cas est évident. Si Y = fa—yj, quand 1 <i<r:
0 0 0
pootag] = |aerap)
oo
02t Oyl

0 0
est tangent a D car f i est tangent a D. Ceci implique que 907 est tangent
Y
AD;quandr+1<i<n:

0 ;0 0
J J
|: 8:[/ r+1<I<n ay ay
of o0 obt 0
= X haap ot T gia
r+1<i<n r+1<i<n
: : , Of 0 . N
il est clair que > bi- 575 est tangent & D. Reste & voir que chaque
ri<i<n @ Oy Oy
bt o ob
ay;. oy est tangent & D : si ay; # 0 alors bl # 0. Comme (873/1)1 est une
o !
famille libre, on a nécessairement que — est tangent a D, si —% = 0 alors
oyt Oyi
Obl . X s : :
.. — est trivialement tangent a D; d’ot D est involutive.#
Oyl " Oyl

Par conséquent, le champ caractéristique définit un feuilletage singulier
au sens de Stefan-Sussmann de M. On I’appelle le feuilletage caractéristique
engendré par ’algébroide de Lie.

Remarque 4.3.1. Dans le cas des variétés de Poisson on retrouve le feuil-
letage symplectique.

Part 2. Les A-connexions
5. LES FIBRES PRINCIPAUX

5.1. Défintions, premiéres propriétés. Dans la suite M est une n—variété
lisse.

Définition 5.1.1. (Fibré principal)

Un fibré principal au dessus de M est un triplet (E, 7, G) ou:

— FE est une variété lisse;

— G est un groupe de Lie opérant & droite sur E;

— 7 est une application lisse de E dans M telle que: w(p.g) = w(w),
Yu € E, Vg € G; et vérifiant la condition de trivialité locale:
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pour tout p € M il existe un ouvert U de M contenant p et un difféomor-
phisme ® : 7Y (U) — U x G tel que

O(p) = (m(p), p(p)), Yp € 71 (U),
et
®(p.g) = (m(p), ¢(p).9),Yu € E,Vg € G.

Proposition 5.1.1. Soit (E,7,G) un fibré principal au dessus de M, alors:

(1) 7 est une submersion.

(2) Les fibres sont des sous variétés plongées de E.

(3) 1l existe des sections locales lisses au voisinage de chaque point.
(4) G opére librement et transitivement sur les fibres.

Preuve:

1/ Soit U un ouvert de M et ® : 7~ 1(U) — U x G une trivialisation au
dessus de U. Alors m = p o ® implique que 7 est une submersion.

2/ Le critére des submersions.

3/Si®: 7 YU) - U x G une trivialisation au dessus de U alors pour
tout ¢ € G l'application ¢ : U — E définie par o(p) = & 1(p,g) est une
section locale lisse.

4/ Soit p € M. Considerons 'application A : E, x G — E, définie par
A(p, g) = p.g. Clest la restriction de I'action de G sur E. Comme les fibres
sont des sous variétés plongés elle est lisse. L’action est transitive: si u,v €
E,, alors en considerant une trivialisation @ : 7 1(U) — U x G autour de p,

D(p) = (m(p), d(w)) et ®(v) = (w(v), $(v))
impliquent qu’il existe g € G tel que ¢(v) = ¢(u).g (il suffit de prendre
9= ¢(n)"".¢(v)). Ainsi ¢(v) = ¢(u.g) et donc
O(v) = (7(v), ¢(v)) = (7(p-9), p(p-9)) = P(p.9)-
Comme ® est bijective on voit que v = p.g.

L’action est libre: s’il existe g € G tel que p.g = pu,Vpu € E,. Par ce
qui précéde, ¢(p.g) = o(p),Yu € Ep ie. ¢(p).g = ¢(p),Vp € E, et donc
g=-c.h

Soit (E,m,G) un fibré principal au dessus de M. Comme il existe une
trivialisation au voisinage de chaque point de M, on peut construire un
recouvrement ouvert {U;},.; de M par des domaines de trivialisations. On
associe a chaque i € I la trivialisation ®;(.) = (7(.), ¢;(.)) au dessus de Uj.

Pour chaque 1,5 dans I tels que U; N U; # @, soit le difféomorphime

(I)io(I)j_llUiﬂUj XG—>UiﬂUj x G.
Pour chaque (p,g) € U;NU; x G il existe un unique p € E, tel que

®; 0@ (p, g) = Pi(p) = (n(w), $5(w) = (0, 9")
On note ®; o <I>j_1(p,g) = (p,9ij(p)(g)). Comme ®; o égl(p,g.a) = ®;0
®.!(p, g).a, on déduit que g;;(p)(g) = gi;(p)(e)-g. On note g;;(p) = gi;(p)(e)-
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Définition 5.1.2. (Fonctions de transition)

Les fonctions g;; : U; N U; — G s’appellent les fonctions de transition du
fibré principal (E,m,G) associées au recouvrement {U;};.; et auz trivialisa-
tions {®; }ier-

Cette famille vérifie la condition de cocycle: Vi, j, k € I tels que U;NU; N
Up # @,Vp € UiﬂUjﬂUk

9ij(p)-9jk(p) = gir(p),
en effet :

D0l o®i0®, M (p,g) = Pio®; ' (p gir(p)y)
= (p,9ij(p)-95x(p).9),

d’un autre coté

®0® od;0®(p,g) = Pio @ (p,g) = (b, gir(p)-9),
ainsi
9i5(p)-gjr(p) = gir(p)-

Ainsi la donnée d’un fibré principal (E, 7w, G) au dessus de M nous permet
d’associer a tout recouvrement ouvert assez fin {U;},.; de M une famille
{gij}ijer ou gij : UiNU; — G a chaque fois que U; N U; # @, telles que
Vi, g,k €I tels que Uy NU; NU, # @, Vp e U; NU; NUL on a

9ij-95k = Yik-

La réciproque est aussi valable. On conviendra de noter U; N U; N Uy, par
Uz’jk-

Proposition 5.1.2. Soit G un groupe de Lie.

Si l'on se donne un recouvrement ouvert U = {U;},c; d’une variété lisse
M et une famille de fonctions g;j : U;NU; — G a chaque fois que U;NU; # @,
et vérifiant l'identité de cocycle: gi;j.gjx = gik, Vi, J, k € I tels que Uy # 2.
Alors il eziste un fibré principal (E, 7, G) au dessus de M dont les fonctions
de transitions associés au recouvrement U soit les g;;.

Preuve:

Par les conditions de cocycle on a que g;;(p) = e,Vp € U;,Vi € I et que
g;i(p) = (i (p)) "1, Vi, j € I tels que U;; # @, VYp € U; N Uj.

Considérons l'ensemble E := iIEIIUi X G. Un élément de E est représenté

par un triplet (i,p,g) oni € I, p € U; et g € G. On introduit la relation
d’équivalence sur F :

(i,p,9) ~ (4, ¢, h) < p = q et g = gij(p)-h-
On note E := E/ ~ . Pour tout k € I : Uy x G est un sous espace de E :

soit i : Uy x G — E définie par ix(p,g) = [(k,p,g)] ou [(k,p,g)] est la
classe de (k,p,g) modulo ~ . Alors i est bien définie. Elle et injective: si

(P, 9), (q,h) € Uy x G tels que ix(p, g) = ir(q, h) alors (k,p,g) ~ (k,q,h) et
donc p = g et g = ¢ii(p)(h) = h. La famille {Uj x G}rer est un recouvrement
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de E. Il existe une unique structure différentielle sur F telle que les Uy x G
soient des ouverts de F.

Considérons l'application 7 : E — M définie par 7([(k,p, g)]) = p. Alors
7 est bien définie: si [(k,p, 9)] = [(J,q, h)] alors (k,p,g) ~ (j,q,h) et donc
p = q. Le triplet (F, 7, G) est un fibré principal au dessus de M :

— (G opére a droite sur E : considérons A : £ x G — E définie par

A([(k,p, 9)], p) = [(k, p, g-p)] -

Alors A est bien définie: si [(k,p, 9)] = [(j,q, k)] alors (k,p,g) ~ (j,q,h) et
donc p = g et g = gk;j(p)(h), donc p = q et g.p = gi;(p)(h).p = gk;j(p)(h-p).
Ainsi

[(k,p,9.0)] = [(4, ¢, h-p)] -

A est une action a droite: en effet

A([(k, p, 9)] €) = [(k,p,g-€)] = [(k, p, 9)]
et

A(A([(k,p,9)],a),b) = A([(k,p,g.a)],b) = [(k,p, (g.0).D)]
= [(k,p,g.(a.b))] = A([(k, p, 9)] , a.b).

A est lisse sur chaque U x G x G et est donc lisse sur F x G.

— 7 est lisse car 7 restreinte & Up x G n’est autre que la projection
sur le premier facteur. Soit [(k,p,g)] € E, h € G alors w([(k,p,g)].h) =
ﬂ—([(k7p7gh)]> =D

Reste & montrer qu’il existe des trivialisation locales aux voisinage de
chaque point: soit p € M. Considérons un ouvert Uy de M contenant p,
alors @y, : Uy X G — Uy x G définie par ®(q,g9) = (¢, g) est une trivialisation
locale au dessus de Uy qui s’écrit ®r(q,9) = (7(q,9), (q, g)) et telle que

q)k((Qa g)a) = (T‘-(Qa g)? Cbk(q, g)a)Q
Exemple 5.1.1. (Le fibré des repéres d’un fibré vectoriel)

Soit (E,m, M) un fibré vectoriel de dimension k au dessus d’une variété
lisse M. En chaque point p de M la fibre E, est un R—espace vectoriel de di-
mension k. On consideére F(p) = {u = (v1, ..., vx) € (Ep)¥; tel que (vy, ..., v%)
est une base de E,}, F(E, 7, M) = pEI_IM}" (p) et la projection canonique

7 F(E,m, M) — M. Alors il existe une unique structure différentielle sur
F(E,m,M) qui rend (F(E,n, M), 7,Gl(k,R)) un fibré principal au dessus
de M; en effet: considérons un recouvrement ouvert U = {U;},.; de M par
des domaines de trivialisation du fibré (E, 7, M). Pour chaque i € I on
choisit un repére o¢ = (o, ...,02) de (E,7, M) au dessus de U; et on note
FU;) = ple_JU F(p). Soit ®; : F(U;) — U; x Gl(k,R) définie par

q)z(pa /j“) = (p,pCLSS(O'Z(p), M))v
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il est clair que ®; est bijective. Pour chaque 7, j dans I tels que U; NU; # @
on considére la fonction

®;0®; " U;NU; x Gl(k,R) — Ui NU; x Gl(k,R).
(

C’est un diffeomorphime, en effet; si (p,A) € U; N U; x Gl(k,R) alors

o1 (p, A) = (p, p) avec A = pass(a7 (p), u) et ®i(p, ) = (p, pass(o'(p), u)) =
(p, B). Ainsi

B = pass(a'(p), 1) = pass(’ (p), o’ (p)).pass(o” (p), 1) = pass(c* (p), o’ (p)). A,
ie.

®; 0@ (p, A) = (p,pass(c’(p), o’ (p)).A)
qui est lisse, de plus elle est inversible et d’inverse ®; o (Pi_l qui est aussi

lisse. On obtient une famille de fonctions g;; : U; N U; — Gl(k,R) définies
par g;;(p) = pass(c'(p),o?(p)). L’identité de cocycle est vérifié car

pass(o’(p), o’ (p)).pass(o? (p), o' (p)) = pass(a' (p), o' (p)).
Par la proposition précédante il existe une unique structure différentielle
sur F(E,m, M) telle que (F(E, 7, M), 7, Gl(k,R)) soit un fibré principal au
dessus de M.

5.2. Morphismes de fibrés principaux, image réciproque. Soient M
et N deux variétés lisses, G et H sont des groupes de Lie. Soient (E, 7, G),
(F,w, H) des fibrés principaux au dessus de M et N respectivement.

Définition 5.2.1. (Morphisme)

Un morphisme de fibrés principauz de (E,7,G) dans (F,w, H) est un
couple d’applications lisses (f,¢) = (f : E — F,¢: G — H) tel que

(1) ¢ est un morphisme de groupes de Lie;

(2) f(p-g) = f(u)-6(9).

Remarque 5.2.1. Si (f : £ — F,¢ : G — H) est un morphime de fibré
principaux alors f respecte les fibres, i.e. sip € M , p € E,, en posant

q=w=(f(n) on a: f(E,) C Fy.

Ceci implique qu’il existe une unique application lisse f : M — N qui fait
commuter le diagramme suivant:

g L F

T |l @

M — N
f

ie.: fow:ﬂ'0f.

Si (f, ) est un isomorphisme de fibrés principaux alors f est un difféo-
morphisme. On dit que le fibré principal (E, 7, G) au dessus de M est trivial
s’il est isomorphe au fibré trivial (M x G, p, G) au dessus de M.
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Soient (E,7,G) un fibré principal au dessus de M et f : N — M une
application lisse. Considérons 1’ensemble

ffE=NxyE ={(x,n) € N X E; f(x) =m(u)}

et la projection naturelle p : N x); E — N définie par p(z,u) = z (la
fibre au dessus de z est {z} X Ey(;)). Si U est un ouvert de M domaine

de la trivialisation 7—1(U) 2 U x G O(u) = (m(p),P(p)), on considere
louvertW := f~}(U) de N et I'application

U op (W) — W x G
() = Wz, p) = (p(z, 1), (2, 1) = (z,0(1))

On construit une unique structure différentielle sur f*E telle que (N x s
E,p,G) soit un fibré principal au dessus de N dont les trivialisations sont
de la forme de U :

Soit U = {U;},c; un recouvrement ouvert assez fin de M avec les fonctions
de transition {g;;} jes. Pour tout i € I, considérons W; := f~1(U;). Si (4, 5)
est un couple de I tel que W; N W) # @ on pose h;; : W; N W; — G définie
par hij(x) = ¢i(f(x)). La famille {h;;}; jer vérifie 'identitée de cocycle.
Par la proposition précédante (f*E, p, G) est un fibré principal au dessus de
M dont les trivialisations sont de la forme de W, les fonctions de transition
associées au recouvrement ouvert W = {W;};.; sont les h;; et telle que
Paction de G sur f*E soit ((z,pn),g) — (x, 1.g).

Définition 5.2.2. (Fibré pull-back)
Le fibré principal (f*E = N X E,p,G) au dessus de N s’appelle le fibré
image réciproque (ou le fibré pull-back) par f.

Considérons maintenant l'application F' : N x,; E — FE définie par
F(xz,p) = p. Alors (F,idg) est un morphisme de fibrés principaux. En
effet; F' est lisse: soient U un ouvert de M domaine d’une trivialiation

7~ Y(U) 2 U x G; ®(p) = (m(p), p(p)) et W := f~1(U) avec la trivialisation
P~ W) 5 W x G: W(e, ) = (2,6(n) = (p(e, p),(x, ). Considérons le

diagramme
F

p W)  —  x(U)
v | | @
W x G — UxG
PoFoP—1

F est lisse car ® o F o U1 T'est.

F' est invariante par l'action de G; en effet: F((z,p).g9) = F((z,p.9)) =
w.g = F(x,p).g. De plus, Papplication induite par ce morphisme de fibrés
n’est autre que f. On obtient le diagramme commutatif suivant:

NxyE 2 E

pl b
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5.3. Les champs verticaux. Soit (F,m, G) un fibré principal au dessus de
M. On note G l'algebre de Lie de G, e l’élément neutre de G, A: ExG — F,
(i, g) — p.g Vaction de G sur E, R, : pu+— p.g la multiplication a droite par
g € G, Ad: G — GI(G) lareprésentation adjointe de G et exp I’exponentielle
de G.

Définition 5.3.1. (L’action infinitésimale)
Pour tout £ € G on définit le champ vertical o (&) par:

d
o(&)-n = li=o(n. expte), p e L.
On appelle o : G — x'(E) Uaction infinitésimale de G sur E.

Remarque 5.3.1. Par définition, le flot de o(§) est (pr. expt&)ucE, ter-

Sipu € E considérons I'application o(.).p : G — T, E. C’est une application
linéaire injective; en effet: elle est linéaire car

d d
o(§).p= @\tzo(ﬂ-exptf) = @H:OA(H,GXP t§) = du,e)A-(0,6).
Elle est injective car o(§)..0 = 0 = p.expté = p, donc expté = e, i.e. £ =0.

Remarque 5.3.2. Pour tout p € E on a 0(G).uu est un sous espace vectoriel
de T, E de dimension la dimension de G.

Comme 7 est constante sur ses fibres alors m(pu.exptf) = m(u), donc
mx(0(§).u) = 0, d’ott 0(G).p C ker, pour tout p € E. D’autre part 7 est
une submersion et dim £ = dim M + dim G. Donc dim(ker 7,) = dim G.

Définition 5.3.2. (Le champ vertical)

La distribution verticale du fibré principal (E,m,G) au dessus de M est
la distribution V : p — V, = o(G).u = ker(d,m) sur E engendré par les
champs verticauz.

Cette ditribution est lisse car engendré par les champs verticaux et de
dimension constante égale a la dimension de G.

Proposition 5.3.1. (Propriétés du champ vertical)
(1) Le champ vertical est invariant par l’action de G : pour g € G, £ € G:

(15) (Rg)s0(€) = o(Ad(g7").€).
(2) La distribution verticale est involutive: Y§,n € G:
(16) [0(€), a(n)] = o([&, 1))

Preuve:
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1/
(Re)alo(@) 1) = (Rg)ellimolp-expt€))

d
= l=o(p.expit.g)

d _
= Zli=o(p-g.9 Lexptl.g)

= o(Ad(g")-£)-(p-9)-
2/ Comme c’est une vérification ponctuelle, il suffit de la faire au voisinage
de chaque point. On choisit un ouvert ou notre fibré trivial, dans ce cas

a(§)-(p,9) = (01,1, 9.8) et a(n).(p,9) = (01,1, g-m).

Considérons 'injection canonique j(h) = (p,h) et £, 7 les champs invariants
a gauche tels que £(e) = € et 7j(e) = 1. Par définition, on a: o(£) = j*€ et
o(n) = j*n. Comme le crochet de Lie est naturel on a le resultat.d

Ainsi la distribution verticale est G—invariante, intégrable et définit un
feuilletage régulier de F.

5.4. Lemme technique. Soit G un groupe de Lie qui agit a droite sur
une variété lisse P par A : P x G — P. Si (p,g) € P x G on note Ryle
difféomorphisme défini par

Ry: P — P
xr — Ry(zr)=zg"

et L, : G — P l'application lisse définie par

L,: G — P
h +— Ly(h) =p.h=A(p,h) "
Pour X, € T,P et {, € T;G on note par:
(17) Xp.g = dpyRy. X, €Ty 4P
p&y, = dglp&, €T P
Dans le cas particulier ot P = G et A est la multiplication sur G, on note

rg : G — G la multiplication & droite et I, : G — G la multiplication a
gauche. Ainsi, pour g,h € G; §, € T,G et n;, € TpG on a

hi, = dglp.&§y € ThyG
Mg = dprgnp € TheG
Lemme 5.4.1. En utilisant le notations précédantes on a les formules:
(1)
(18) d(p,g) A(Xp, &) = Xp.g + P&y
(2)
(19) P&y = (p-h).(h1Ey)
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Preuve:
1/ Par linéarité, on a

d(pvg)A(va 59) = d(p,g)A(O’ gg) + d(p,g)A(Xpa 0)-
On note i4 : P — P x G l'injection définie par i4(x) = (z,9), et jp : G —
P x G linjection définie par j,(h) = (p,h). On a: (X,,0) = dpig. X, et
(0,€,) = dgjp-£,- Ainsi:
d(p,g)A(Xp, fg) = d(p7g)A.dgjp.§g + d(pjg)A.dpig.Xp
= dg(Ao jp)fg + dp(Aoig). X,
or: Ao jy(h) =p.h = Ly(h) et Aoig(z) =x.9 = Ry(x), donc:
dip,g)A(Xp;€g) = dgLp.Eg + dpRy. Xy
= Xp.g+p&,

2/ Soit (t) une courbe sur G' telle que (0) = g et ¥(0) = &,. En utilisant
le resultat précédant on a:

p&, = dglp§,
= d(pﬁg)A'(Ofg)

d
= —|=0A t
dt‘tfo (p77< ))
d
= —|t=0(p-y(t
7 =0 ())
d
= —limo(p-h).(h (¢
leo(ph)-(h (1)
d
= —|imoA(p-h, k1 (2)).
ClimoA(p-h, ™ A(1)
Par ce qui précéde, on a: %|,_o(h~Ly(t)) = h~1.¢,, donc:
p-ég = d(p.h,h—l.g)A'(Oa h_l'gg) = (ph)(h_lgg)‘
Remarque 5.4.1. Pour les fibrés principaux si u € P et £ € G alors

d
pg =dely.§ = a\tzoA(,u,exptf) =o(§).u.

6. LES A-CONNEXIONS SUR LES FIBRES PRINCIPAUX

Dans la suite (A, 7, M, #) est une algébroide de Lie de dimension k et de
crochet {.,.}. On note C : p — C), son champ caractéristique et F = {Fy }q
le feuilletage singulier qu’il induit.

Soit (P,p,G) un fibré principal au dessus de M, on note p — V, sa
distribution verticale, Ry : pt +— p.g 'action a droite de G sur Pet 0 : G —
x!(P) 'action infinitésimale de G sur P.

On utilisera les notations suivante:
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Sif#: M — N est une application lisse on définit sa A—différentielle
comme étant le morphisme de fibrés vectoriels

dys: A — TN
ap +—  dpf.(Fap)
dans le cas ot N = R on retrouve la notion de A—différentielle vu dans la
premiére partie.

Si ¢ : M — G est une application, on note ¢! : M — G Dapplication
définie par ¢~ (x) = (o(z)) L.

6.1. Les A-connexions sur les fibrés principaux. Comme 7 : A — M
est une application lisse on peut considérer I'image réciproque de (P, p, G)
par 7 et le fibré principal p: P x; A — A, ou

Pxy A={(pa) e P xA; p(p) =n(a)}.

On a aussi 'image réciproque de (A, w, M) par p qui donne le fibré vecto-
riel 7 : Pxpr A — P. Ces deux fibrés peuvent étre resumés par le diagramme
commutatif suivant

PXMA L
Tl 7
P — M
p

Définition 6.1.1. (A-connexions principales)
Une A-connexion sur le fibré principal (P,p,G) au dessus de M est un
morphisme de fibrés vectoriels h : P Xy A — TP tel que

(1) h fait commuter les diagrammes
PxyA 25 TP
pl 1 px
A — TM

#

(2) h est G—invariant, i.e. on a pour tout g € G, (u,a) € P xp1 A

h(p-g, &) = (Rg)«h(p, a)
(3) h(p, ) € T, P, pour tout (u, ) € P xpr A, ie. h fait commuter le

diagramme
PxyA - TP
Tl Lmp
P — P
id

En tout p € P, on considére le sous espace H, de T, P engendré par
les vecteurs h(u,a) tels que p(p) = m(a). Ceci définit une ditribution sin-
guliere H : p +— H, sur P qu’'on appelle la ditribution horizontale. La
distribution horizontale est lisse, en effet:

Soient p € P,v € H, C T,P, il existe a € A tel que (p,a) € P xp A
et h(p,a) = v. Soit X : M — A une section telle que X (p(p)) = a, alors
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X :z+— X(x) = h(z, X(p(z))) est un champ de vecteurs lisse sur P tel
que: X (x) € Hy pour tout x € P et vérifiant X (p) = v.

On dit qu'un vecteur X € T, P est horizontal si X € H, et vertical si
X eV,

Remarque 6.1.1. A moins que h soit de rang constant, le rang de la dis-
tribution horizontale n’est pas fixe, néanmoins il est fize sur les fibres.

Remarque 6.1.2. Par définition d’une A-connection, on a: pour tout u €
P, pH, C Ty Fa ot Fo est le feuille du feuilletage caractéristique qui
passe par p().

Remarque 6.1.3. En général on n'a ni T, P =H, +V, ni H,NV, = {0}.

N

6.2. Formes a valeurs dans un fibré vectoriel, algébroide de Lie,
algébre de Lie. On introduit des fibré vectoriels dont on aura besoin pour
définir les formes de connexion et de courbure.

Soient (A, m, M) et (E,w, M) des fibrés vectoriels au dessus de M. Pour
tout entier k considérons I’ensemble:

AF(AE) = pé_lM A¥(Ay; By,

ot AF(Ay; Ep) est I'espace vectoriel des applications k—multilinéaires anti-

sytmétriques de A, dans E,. Il est clair que A*(A; E) Ly M est un fibré
vectoriel de dimension finie.

Définition 6.2.1. (Formes a valeurs dans un fibré vectoriel)
Une k—forme de (A,7m, M) a valeurs dans (E,w, M) est une section

du fibré vectoriel NF(A; E) L, M, on note Uensemble de ces formes par

QF (M, A; E).
Remarque 6.2.1. (1) Pour k = 0 : A°(4A;E) = I_IM N (Ap; Ep) =
pe
I_IMEp, donc QO(M, A; E) = x'(M; E).
pe
2) P =1:AY A4 E) = U A(AyE) = U End(A; E);
(2) Pour k AN (A E) pGM/\ (Ap; Ep) o nd(A; E); une
section de ce fibré est une application lisse
X: M — U End(AE)
peEM
p —  (p.X(®)
telle que X (p) € End(Ap; Ep) pour tout p € M. Elle donne un mor-

phisme de fibrés vectoriels
X : A — E
(p,v) = (p, X(p)v)

Réciproquement, un morphisme de fibrés vectoriels X : A — E nous
donne une unique section X € QY(M, A; E).
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(3) Soient @ € QF(M, A; E) et oy, ..., ou € X (M; A). Alors Q(auy, ..., o) €
x'(M; E). Donc QF(M, A; E) s’identifie naturellement avec l’ensemble
des applications

Q: X'(M;A)x ...xx'(M;A) — xYM;E)

k—fois

qui sont C*°(M)-multilinéaires antisymétriques.

Maintenant, on suppose que (FE,w, M,#) est une algébroide de Lie de
crochet {.,.} on peut définir le produit extérieur de P € QP (M, A; E) et de
Q € QI(M, A; E) par:

{P, Qa1 .y apiq) =

1

]Tq! Z Sg(O').{P(OéU(l), XD aa(p))a Q(ao(p+1)7 ) ao(erq))}E-
0E€Sptq

Cependant on ne peut pas définir une différentielle extérieure de maniére
canonique.

Soit m la dimension du fibré (A, 7, M) et V un R—espace vectoriel de
dimension finie. On peut considérer V comme étant le fibré vectoriel triv-
ial M x V. — M. Pour tout p € M et tout entier £ on considére ’espace

A¥(Ap; V) des applications A, x ... x A, — V qui sont R—multilinéaires et
—_—

k—fois
anitisymétriques. On obtient A*(A;V) := I_IMAk(Ap;V). Naturellement,
pe

AF(A; V) — M est un fibré vectoriel. Une section de A¥(A;V) — M
s’appelle une k—forme de (A4, 7, M) a valeurs dans V. On note ’espace de ces
sections par QF(M, A; V). C’est un C°°(M) module pour I'addition naturelle
et multiplacation scalaire par des fonctions lisses. Dans le cas particulier du
fibré tangent on note Q¥ (M, TM; V) par QF(M; V).

Soit (v1, ...,v,) est une base de V. Alors tout o € QF(M, A; V) s’écrit:

a= Z ;v a; € QF (M, A)
1<i<n

Dans le cas particulier ou (A, 7, M,#) est une algébroide de Lie de dif-
férentielle extérieure dy. On définit dya € QFFL(M, A; V) par:

dyo = Z ds0;.v;.

1<i<n

De méme on construit I’espace A¥(A*; V) et on a les mémes resultats, on
note ses sections par x*(M, A; V).
Si maintenant b : V' xV — V est une application bilinéaire, w € QF(M, A; V),
n € QYM, A; V), on définit w Ay n € QFFH(M, A; V) par: VX1, ..., Xy €
X' (M, A):
w A (X1, ey Xjogt) =
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1
m Z sg(a)‘b(w<XU(l)a"'aXo(k))>n<XU(k+1)7"'7X0(k+l)))'

0€Sp+q

Dans la base (v1,...,0n), w = Y wj.vj,otw; € (M, A)etn= > n;.v;,
1<i<n 1<j<n

oun; € Ql(M, A), ainsi:

wAyn = Z w;i A n;.b(vg, v5).
1<i,j<n

On sait que dy est une dérivation d’ordre 1 de 'algebre extérieure, ceci
implique que

d#(w Np 77) = (d#w) Np M+ (—1)’% Np d#T].

En particulier si V = G est une algebre de Lie et b = [.,.] est son crochet,
on note

[w,n] = w Ap .
Si (&y,-.-,&y) est une base de G. Pour tout w = > wi.§;etn= > n,¢,,

1<i<n 1<j<n
ol w;, 1, € QF(M, A) on a

w,n] = Z wi A [€5,€5] -

1<i,j<n

Donc
[W777] = _(_1)1” [naw] :

Exemple 6.2.1. (Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de Lie)
Soit un groupe de Lie G d’élément neutre e et de dimension n. On note

lg, Tq les multiplications & gauche et a droite respectivementet G son algebre
de Lie. Soit (&4, ...,€,) une base de G, alors:

€651 = D e

1<k<n

k

On appelle les c;; les constantes de structure.

J
Une forme w € QYG) est dite invariante a gauche si: (Ig)* w = w,
Vg € G. De méme on définit les formes invariantes & droite. Siw € QY(G)
est invariante & gauche alors w(e) € G* et w est entiérement déterminée par

sa valeur en e. D’ou
G* = {w € QYG); w invariante o gauche}.
Soient w € G*, X,Y € G alors:

(@)(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) - w([X,Y])
— —w(X.Y)).



73

Car w(X) et w(Y) sont constantes.On note par (€1, ...,€™) la base duale sur
G*. Alors:

(€N (&:&5) = —€'([€.6]) = = D €' (&) = —ciy.
1<k<n
On obtient les équations de Maurer-Cartan:
déh=— Y d&ng.
1<i,j<n

On peut écrire ces équations autrement. Soit w € QYG;G), alors w =

Yo wilé; ot w; € QYG). 1T est clair que w est invariante a gauche si et
1<i<n
seulement si chaque w; est invariante & gauche. En particulier si w est
invariante & gauche elle est entiérement déterminée par sa valeur en e. On

définit la forme de Maurer-Cartan par:
w= Y &g,
1<i<n
Pour cette forme on a:
! I ¢ j
do= Y de'g=- Y di&ngy.
1<i<n 1<i,jl<n

On sait d’autre part que

w,w] (€,6) = 2. [w(&),w(§)] =2.[€,6] =2. D g

1<k<n
Donc [w,w] = 2. > cﬁj.gi A &£, et on obtient la formule de Maurer-
1<ig1<n
Cartan:
1
(20) dw = D) [w,w].

6.3. Les formes locales de la A—connexion. On commence par une
étude des A—connexions sur le fibré trivial p : M x G — M. Il est clair que
(M xG) xy A=G x A.

Soit h : G x A — TM x TG une A—connexion sur le fibré trivial. Pour
tout (g, ) € G x A, il existe un unique w(yg, ay) € T,G tel que

Mg, az) = (#ow, w(g, ag)).
Comme h est G—invariante, alors

w(g.g', az) = (Ry)sw(g, az).
11 suffit de connaitre w(e, ;) pour connaitre w(g, o) et donc pour connaitre
notre A—connexion h. Ainsi, une A—connexion sur le fibré trivial p : M x
G — M n’est autre quun w € QY(M, A;G).
En particulier si wg est la forme de Maurer-Cartan sur GG. Pour toute
application lisse ¢ : M — G on définit

Qg = ¢ Lo*we € QYM,TM;G).
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On obtient une T'M —connexion sur p : M xG — M. Comme la différentielle
extérieure et le produit extérieur commutent avec les applications linéaires,
on déduit que Wy vérifie ’équation de structure

- .. .
dog + 3 (D¢, @e) = 0.
On obtient comme ¢a une A—connexion @&, € Q'(M, A; G) définie par
cbd)(ax) = (Z)qg(#ozm).
Il est clair que cette connexion vérifie I’équation de structure
. .. .
duwy + 5 [w¢,w¢] =0.

Revenons au cas ot p : P — M est un fibré principal de groupe de
structure G. Soit un recouvrement ouvert {U;},.; de M par des domaines de
trivialisations. On associe a chaque @ € I la trivialisation ®;(.) = (p(.), ¢;(.))
au dessus de U;. On obtient les sections triviales s; : U; — P définies par

si(z) = @7 (z,e).

On se donne une A—connxion h sur le fibré principal p : P — M. Soient

a € xHM;A), z € Ui et u= si(x), alors le vecteur
Xy 1= (si)sftae — h(si(z), an)

est vertical, en effet

p*Xu = p*( ) #a:c - (52( )7 ax) = #az - #ax =0.
Considérons w;(a;) 'unique element de G tel que
(21) o(wilag)).p=X,.

Alors en adoptant les notations A; := 7~ 1(U;) et P; := p~1(U;), on obtient
que w;(a) € x'(U;, Ai; G). Ainsi, on a une A—connexion w; € QY(U;, A3 G)
sur le fibré trivial U; x G — U,.

Définition 6.3.1. On appelle la famille {w; € QY (U;, Ai; G) Yicr les 1-formes
locales de la A—connexion h associées au recouvrement {U;};c; el aux triv-

ialisations ®;(.) = (p(.), ¢;(.))-

Maintenant si s; : U; — P et s; : Uj — P sont deux trivialisations telles
que U; NU; # @. On cherche a savoir comment se transforment les 1-formes
locales par changement de trivialisation:

Siz e UiNUj, p = si(x) et gi5 : UiNU; — G est la fonction de transition.
Par définition des fonctions de structure, on a

Sj = 3i~gij-
On note g;j(z) = g alors s;(x) = p.g, ainsi
o(wj()(ow))-(-g) = (s5)+(F#aa) — h(p.g, az)
= (si)«(#az)-9ij () + si(z). (QU) (#ow) — (Rg)«h(p, oz)
= (Ry)«(si)«(#aw) + (11-9)-(97"(9ig)«(#w)) — (Rg)xh(p, o)
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Ry)«(o(wi(z)(az)).pt) + o (g7 (93« (#))-(1.9)
o(Ad(g™h).wi(z)(aw))-(1-9) + o (97" (9i))« (#a))-(1-9)-
Comme o(.).(u.g) est injective, on obtient

(22) wj = Ad(g%l).wi + gigl.d#gij

I
—~~

Réciproquement, si 'on se donne une famille {w; € Q' (U;, A;;G) }ics as-
sociée au recouvrement {U;},.; qui vérifie I'identité précédante pour tout
i,7 € I tels que U; NU; # @. On récupére une unique A-connxion telle que
ses 1-formes locales soient les w;. En effet: pour tout 7« € I et tout =z € U;
soit

h(si(z), az) := (si)«(#0a) — o(wi(z)(az)).5i(2), az € Aq.
Comme l'action de G sur les fibres est libre et transitive, pour tout u € P,
et tout a, € A, on définit h(u,ay) en imposant & h d’étre G—invariante,
i.e. on sait qu'il existe un unique g € G tel que p = s;(z).g, on pose alors
h(p, o) := (Rg)*h(si(x)v aiv)'
On définit ainsi un morphisme de fibrés vectoriels h: P X3y A — TP. 1l est
clair que h est G—invariante. Reste & vérifier la condition 1 :
psoh(si(@),az) = pu(si)s(#ow) — peo(wi(z)(ag)).si(x)
= #aar
= #op(si(2), ).
Proposition 6.3.1. (Formes locales de la A—connexion)
Soit {U;},;c; un recouvrement ouvert de M avec les fonctions de transition
{gij}. On se donne une famille {w; € QY (U;, A; G) Yicr qui vérifie ’équation
- —1
wj = Ad(g;;")wi + g5 -dygij-
Alors, il existe une unique A—connexion dont les 1-formes locales sont les
ws.

Preuve: voir ce qui précéde.d
6.4. Formes locales de courbure de la A—connexion. Soient h : P X s
A — TP une A—connexion, {U;};.; un recouvrement ouvert de M avec les
fonctions de transition {g;;} et les 1-formes locales de la connexion w; €
QY (Ui, Ai; G).

Définition 6.4.1. (Formes locales de courbure)

Pour tout i € I on définit la 2-forme locale de courbure Q; € Q(Uy, Ai; G)
par

1
(23) Q; = dyw; + 5 [wi, wi] -
Proposition 6.4.1. (Propriétés des 2-formes locales de courbure)

(1) Elles se transforment par:

(24) Q; = Ad(g;;") -
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(2) On a lidentité de Bianchi
(25) d#QZ‘ + [wi, Ql] =0.
Preuve:
1/ On reprend les notions relatives aux A—connexions sur les fibrés triv-
iaux. Considérons 7n;; = gigl.d#gij, alors
Mij (az) = g&l(m).d#gij(az)
= a}gij (#az)
= d}gij (ax)

donc n;; vérifie 'équation de Maurer-Cartan
1
dyn;; + 3 [:5,m:5] = 0.
D’autre part, comme w; = Ad(gigl).wi + n;; alors

1
Qj = dyw; + 5 [wj, wj]

_ 1 _ _
= dy(Ad(g;") i) + dymiy + 5 |Ad(g;) i + g Ad(g;") i +

_ 1 _ _
= Ad(gijl).d#wi + dymn;; + 3 [Ad(gijl).wi, Ad(gijl).wi]

1 _ 1 _ 1
+5 Ad(gijl)'wianij} +3 {niyAd(gijl)'wi} +3 (5> m45]

_ 1 _
= Ad(gijl).d#wi + §Ad(gij1). [wi, w;]

= Ad(g;;") .
2/

1
d#Qi = d#(d#wl + 5 [wi, wz])

_ d#(% )
- %([d#wi,wi} — [wi, dywi])
= - [wi, d#wi] Q

On veut avoir une interprétation plus géométrique de la courbure, on aura
besoin du lemme suivant

Lemme 6.4.1. Pour tout o, 3 € x*(Us; A;) on a
(26) [h(e), 0(wi(B))] = o(Lya(wi(B)))
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Preuve:
Le flot de o(w;(3)) est @tﬁ(u) = p. exp(twi(By(,))). Alors

() 0 ws(9))] (1) = — T (5) o (110), ) — A )
En posant W(u,t) = exp(twi(B,))), on obtient
(‘I’,Et)*h(‘btﬁ(ﬂo)a ap(uo))

ov
= h(Cst(MO)v Oép(uo))"l’(ﬂm _t) + MO'(@(MO? _t)'h(q)tﬁ(MO)v ap(uo)))

ov
= d@%(uo)R\y(uo,ft)~h(‘1’f@(ﬂo)7 Up(pg)) T HO'(%(HO: —).h(P5(10)s Ap(uy)))

ov
= h(MOa ap(uo)) + d\If(uo,—t)Luo'(a(:u'm _t)'h(q)tﬂ(:u())7 ap(uo)))'
Soit 7(s, t) une courbe telle que 5(0,t) = ®° 5(1o) et 7'(0,t) = h(@t (10)5 Qp(ug))-
Alors (s, t) = p(7(s,t)) est une courbe telle que v(0,t) = p(po) et (0, )
#p(y,)- Donc

ov

d\P(pO,—t)Luo'(a(MOa _t)'h(q)t,B(MO)a O‘p(,uo)))
d -
- £|5=0(1U’0'\I](7(5) t)7 _t))

d
= 5 ls=0(ko- exp(—twi(By (1))

Ainsi, on a

h(a), o(wi(8)) (Mo) oot exp(—ter (B 1))

7 ’5z0(&‘tz0(ﬂ0' exp(—twi(By(s,))))

= % ‘s:O(O—(wi(B’y(S,O)))'M())

= (L @i(By(0)))) o

Maintenant on peut prouver la proposition
Proposition 6.4.2. Soient o, 8 € x'(Uy; A;) alors
(27) [h(a), h(B)] = h({a, B}) = —o (e, B))

Preuve:
Comme (s;)s#a — o(w;i(a)) = h(a), on a
[h(), h(B)]
= [(si)«fta — o(wi(a)), (si)«#5 — o(wi(B))]
= [(si)sttor, (5i)s#B] — [(si)s# 0, 0 (wi(B))]
—[o(wila)), (si)«#B] + [0 (wi(a)), o (wi(B))]
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= (si)«#({a, B})+o([wila), wi(B)])=[(si)«#ta, o(wi(B)]+[(s:)«#8, o (wila))]

= h({e, B}) + o(wil{a, B})) + o([wi@), wi(B)])
= [h(e) + o(wi(a)), o (wi(B)] + [1(B), o (wi(e))] + [o(wi(B)), o (wi(a))]

= h({a, B})+o(wi{a, B}) =0 (Lya(wi(B)))+o(Lys(wi(a)))—o([wi(e), wi(B)])
= h({a, B}) + o(wil{e, B}) = Lya(wi(B)) + Lys(wi(@)) — [wi(a), wi(B)])
= h({a, B}) + o(=Lga(wi(B)) + Lyp(wi(a)) +wi({e, B}) — [wi(e), wi(B)])

= h({a, B}) — o((dpw;) (e, B) + % [wi, wi (e, B))

= h({a, B}) = o (e, 5)). 4

Définition 6.4.2. (A—-connezions plates)
Une A—connexion est dite plate si sa distribution horizontale est inté-
grable.

On retrouve un resultat bien connu dans le cas classique qui lie la courbure
et I'intégrabilité de la distribution horizontale:

Proposition 6.4.3. Une A—connexion plate si et seulement si les formes
locales de courbure sont nulles.

Preuve:

Soient h une A—connexion et H la distribution horizontale. Sila A—connexion
h est plate, elle est involutive et d’apres la proposition 6.4.2 o(€;(a, 8)) =0
pour tout i et tout «, 5. Ainsi ; = 0 pour tout 3.

Réciproquement, si €; = 0 pour tout i. Soit D = {h(a),a € x'(M; A)}.
Il est clair que D engendre la distribution horizontale. Par le théoréme 4.1.1
il suffit de montrer que le flot de tout élément de D présérve H:

soient o € x'(M;A), &, € C®(A*) la fonction définie dans le lemme
3.4.1, Xg, le champ hamiltonien de cette fonction et (¢.); son flot. Soit

(¥%)s le flot de #a et (@L)t le flot de h(«). Par les formules 10 7, Xg, = #«
et la condition 1 sur les connexions p, o h = # o p, on obtient

Yl =mo gl =po
Comme la courbure est nulle on a pour tout 3 € x*(M; A)

[(e), h(B)] = h({e, B})

qui n’est autre que la version infinitesimale de la relation

t

(a)<h(B) = h(8),B).

Ainsi ({Li)* est un isomorphisme de H-o dans H ;¢ pour ¢ assez petit.#

[e3
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6.5. Forme de la connexion, forme de courbure, A-dérivée covari-
ante. Soient (P, p, G) un fibré principal au dessusde M et h : Pxy A — TP
une A—connexion sur ce fibré. On sait que G agit & droite sur P xp; A et
a droite sur T'P respectivement par

(ma)g = (pg,@)
(p,v).g = (p.g,dyRy.v).

Comme h est G-invariante on voit que h passe au quotient et on obtient un
morphisme de fibrés vectoriels

w:(PxyA)/)G~A—TP/G

i.e. une l-forme w € QYM, A;TP/G) (voir la remarque 6.2.1). C'est la
1-forme de la connexion h.

Comme le fibré tangent TP — P est I'algébroide de Lie tangente on peut
la faire passer au qutient 7, : TP/G — P/G ~ M . L’ensemble des sections
de ce fibré vectoriel s’identifie avec 'ensemble des champs de vecteurs sur P
qui sont invariants par 'action de G. On définit un crochet sur les éléments
de x}(M;TP/G) qui n’est autre que le crochet de Lie sur P qui passe au
quotient. Ainsi T'P/G a une structure d’algébroide de Lie naturelle au dessus
de M d’ancre p, : TP/G — TM et de crochet {.,.}7p/q. Cette structure
s’appelle 'algébroide de Atiyah. Donc, on peut définir le produit extérieur
des formes a valeurs dans TP/G.

On définit la 2-forme de courbure Q € Q?(M, A; TP/G) par

Qa, B) = {w(a),w(B)}rpja —w{a, B}, B € X' (M; A).
On définit la A—dérivée covariante de cette A—connexion comme étant
lopérateur
D :QF(M,A;TP/G) — QFY (M, A; TP/G)
défini par
(DQ) (a1, ..., ag41)

= Y ()" Mw(em),Qon, ., by oy g 1) brpsc

1<i<k+1

+ Z (*1)i+jQ({Oti,Olj}Oé1,...,@Z’,...,&j,...,ak+1).

1<i<j<k+1
Proposition 6.5.1. (Propriétés de la A—dérivée covariante)
(1) Equation de structure:
Q= Dw — %{W,W}TP/G.

(2) Identité de Bianchi:
DQ=0
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Preuve:

1/ Soient a, 3,y € x*(M; A) alors

Duw(a, ) = {w(@),w(B)}rp/c —{w(B) w(a)trp/c —w({a, 5})
= 2{w(a),w(B)irp/c —w({a, 5})

{w,whrp/ala, B) = {w(a),w(B)}rp/q — {w(B),w(a)}rp/a
= 2{w(a 7w(5)}TP/G

Duw(a, B) — %{"WW}TP/G(O" 6))
= 24w(a),w(B)}rp/c —w{a, B}) —{w(a),w(B)}rr/c
= {w(@),w(8)} 6 — w({o B}):
2/
DOas ) = 74 {(0), 2B} — ;4 O({a, 5}.7)
B,y a,Byy
- f{w(ax{w( w6 resG — f{w W8N}y —

a,Byy a,Byy
§ wllawtbre — § ootk
B,y a,Byy

les termes 1 et 4 s’en vont par I'identité de Jacobi et ceux du milieux se
compensent.
On peut auusi démarer des formes globales et obtenir les formes locales.
On se donne un recouvrement ouvert {U;},.; de M par des domaines de
trivialisations. On note ®;(.) = (p(.), #;(.)) la trivialisation au dessus de U;
et s; : U; — P est la section triviale; A; := 7~ 1(U;) et P; := p~Y(U;).
Modulo la trivialisation ®; on a TP, ~TU; x TG ~TU; x G x G. Sil'on
considére la relation d’équivalence sur T'F;

Vi W, & 3geG:v=pg,W,=d,Ry.V,,
I’action qui lui correspond sur TU; X G X G est
(Xp,9,6) ~ (Yg,9',m) & Xp =Yg;3h € G g’ = g.h,n =&
Ainsi on a l'isomorphisme T'P;/G ~ TU; x G défini par

TP/G — TU; x G
[Vu] = (d,up-v/u¢z’</‘)71'(du¢i'vu))
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On se donne une A—connxion h, le diagramme suivant

PxuyAd - 1P
pl iy
A — TM
#
se transforme en passant au quotient en

A 2 TP/G

id | L P«
A — TM
#

En observant que

Xy =0(&).p e (9:)X, = (0,8).
Alors, w vu comme élément de QY (U;, A; TU; x G) se trivialise sur TU; x G
comme suit

wie) 2 (#o,wil))

on obtient le diagramme commutatif suivant

A ) rysg

id | lp

A —  TU
#

Ainsi, les formes locales de la A—connexion ne sont autre que les trivialisa-
tions de la 1-forme de la A—connexion.
Comme Q € Q?>(M,A;TP/G), alors pour tout a,3 € x'(M;A) on a
Q(a, B) € x1(M;TP/G). Ce champ est vertical, en effet
e, B) = pe{wla),w(B)}rp/c —w({a, B}))
= [pw(a),psw(B)] — pw({a, 5}))
= [P« o h(@), ps 0 h(B)] — px 0 h({ax, B})
[#a, #6] — #{a, B}
= 0.

Par le méme argument, Q(«, 3) se trivialise par ®; sur TU; X G comme suit

@,
Q(a> B) = (07 Q’i(av ﬁ))
Ainsi les 2-formes locales de courbure de la A—connexion ne sont autre que

les trivialisations de la 2-forme de courbure de la A—connexion. Le resultat
suivant est trivial

Proposition 6.5.2. Une A—connexion est plate si et seulement si sa 2-
forme de courbure est nulle.

Preuve:
Comme les trivialisations sont des difféomorphismes, c’est une conséquence
de la proposition 6.4.3.4
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6.6. Parallélisme. On a vu que modulo les bonnes hypotheéses, les concepts
des connexions classiques peuvent se généraliser aux A—connexions Ceci
s’applique au transport paralléle.

Etant donnée une A—connexion on ne peut pas définir le relévement
horizontal d’une courbe lisse quelconque v : [0,1] — M. L’une des util-
ités du transport paralléle est de comparer les points de M, cependant, si
I’algeébroide de Lie n’est pas de rang constant alors le feuilletage caractéris-
tique n’est pas de rang constant et on ne peut pas espérer comparer deux
point qui sont dans des feuilles différentes. On ne définit le transport par-
allele que pour des courbe dont I'image reste dans une seule feuille. Dans
la suite on donne les familles de courbes "admissibles" pour lesquelles on
développe les notions de parallélisme.

Définition 6.6.1. (A—chemin)
Un A—chemin est une courbe lisse o : [0,1] — A telle que

d
#a = %(ﬂ' o).
La courbe v = moa : [0,1] — M est appellée la courbe base du A—chemin
Q.

Remarque 6.6.1. La courbe base vit dans une seule feuille du feuilletage
caractéristique.

Soit une courbe lisse 7 : [0,1] — M qui reste dans une seule feuille F du
feuilletage caractéristique. Si r = dim JF, on sait que pour tout xg € F il
existe une carte (U, (z!,...,2",y" "1, ..., y")) de M centré en zg (n = dim M)
et un repeére (o1, ...,0x) au dessus de U tels que

UnF = {y =0}

0 .
#o0; = %,1§z§r.

On obtient I'écriture locale de ~ définie sur I = y~1(U) par
() = (Y (D), ...,y (1),0,...,0).

On déduit que v : I — F est encore lisse.
Pour toute famille de fonctions lisses f™*1, ..., f¥: I - R, soit a: I — A
la courbe lisse définie par

o= "}/1.0'1 + ...+ ”’yr.ar + fr+1-0'7’+1 + ot fk'Uk'

0 0
On a: #a = ﬁ/l.—l + .ty = %(77 o ). Ainsi, toute courbe lisse de
x

M qui reste dans une feuille du feuilletage caractéristique est courbe base
d’un certain A—chemin lisse par morceaux « (qui n’est pas necéssairement
unique).

Proposition 6.6.1. (Relévement horizontal des A—chemins)



83

Soit « : [0,1] — A un A—chemin de courbe base v : [0,1] — M. Alors
pour tout iy € Py il existe une unique courbe lisse 7 : [0,1] — P qui
vérifie le probléme de Cauchy

{i’(t) = h(7(t), a(t)),
3(0) = po-
On appelle 5 un relévement horizontal de o : [0,1] — A.

Preuve:

Par le théoréme d’existence et d’unicité des équations différentielles or-
dinaires on sait qu’il existe une unique solution maximale. On montre que
cette solution est définie sur tout [0, 1]:

par trivialité locale du fibré principal p : P — M, il existe une courbe
lisse 7 : [0,1] — P telle que po7y = et 4(0) = py. On cherche une courbe
lisse a : t — a(t) € G telle que

() = 7(t)-a(t)

partout ou c’est défini. Si une telle courbe existe, en dérivant on obtient

7' (t) =7 (t).a(t) +5(t).d'(t).
Ce qui implique que

h(7,a) = h(¥.a,a) =7 .a +7.d.
On obtient
7.a'.a™t = h(7,0) - 7.

Or p«(h(7,a) —7') = #a — v = 0 implique que le vecteur h(7,a) — 7" est
vertical. Ainsi h(7(t),a(t)) —7'(t) € V) pour tout t. Il exite donc une
unique courbe lisse A : [0,1] — G telle que h(5(t), a(t)) — 7' (t) = F(t).A(t)
pour tout t. Donc, la courbe a(t) vérifie le probléme de Cauchy

d(t).a () = A(t),a(0) = e,

ce qui montre que a(t) est définie sur tout [0, 1] et de méme pour 7.6

Définition 6.6.2. (Transport paralléle suivant les A—chemins)
Le transport paralléle suivant le A—chemin « : [0,1] — A est Uapplication

Tat Pyoy = Py
Ho = Talp) =7(1)
ot 7 l'unique relévement horizontal de o : [0,1] — A qui a pour point initial
Ho-

Remarque 6.6.2. (Propriétés du relévement horizontal)

(1) Par le théoréeme de différentiabilité par rapport aux paramétres on
voit que 7, est lisse.
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(2) Soit 4 I'unique relévement horizontal de « : [0,1] — A qui a pour

point initial p, i.e. ¥ est 'unique solution du probleme de Cauchy

¥ () = h(3(t), a(t)),7(0) = po.
Alors pour tout g € G : 4.g est 'unique solution de la méme équation
différentielle avec la valeur initiale ji.g, ainsi on a

Tao Ry =RyoT,.

Ainsi, 74 est un difféfomorphisme.

(3) Sil’on note par & : [0,1] — A le chemin défini par

(29)

a(t) = —a 1(t) = —a(l — 1)
alors sa courbe base v~ : [0,1] — M n’est aure que « : [0,1] — M
parcouru dans le sens inverse, en effet

Y THE) = w(@(t) = (1 -t)

de plus & est un A—chemin car
#a(t) = —Fa(l-t)

d
= —a(ﬂ oa(l —1t))

= 47
d -
= ﬁ(ﬂ' o a(t)).

Sil’on note par 4 : [0, 1] — P le relévement horizontal de v : [0,1] —
A tel que 7(0) = p1g. On définit 371 : [0,1] — P par

7 =A(1 - 1).
C’est le relevement horizontal de & : [0,1] — A qui débute en (1),
en effet
B &5
<1
SEFN) = ——La—t
) = T

= —h(3(1 =), (1 — 1))
h(5H(), ().

Ainsi l'inverse de 74 @ Py) — Py(1) nest autre que 74 : Pyq) —

. Y
P'y(0)7 1.e.
(7o)t =75.

7. LES A—CONNEXIONS SUR LES FIBRES VECTORIELS

Soit (F,w, M) un fibré vectoriel de dimension d. On a construit dans
lexemple 5.1.1 son fibré des repéres F(E) = '—'M]:(Ep) 2, M de groupe de
pE

structure GI(d,R) et de fibres F(E,) = {p = (v1,...,v4) € (Ep)%; tel que

(v1, ...

,Vq) est une base de E,}.
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7.1. Les A—connexions linéaires.

Définition 7.1.1. (A—connexions linéaires)
Une A—-connexion linéaire sur le fibré vectoriel (E,w, M) est une A-
connexion sur son fibré des repéres.

On munit (E,n, M) d'une A—connexion linéaire h : F(E) xpr A —
TF(E). Pour tout A—chemin « : [0, 1] — A de courbe base «y : [0,1] — M, le
transport paralléle suivant a qu’on a noté par 74 : F(E, ) — F(Ey(1)) est
un difféomorphisme. Soient B = (b1, ...,ba) € F(Ey)) et B’ = (b}, ..., by) =
Ta(B). Pour tout v = Y~ v'.b; € E, gy on définit T, (v) € E, () par:

1<i<d
To(v) = Z vt
1<i<d

Le. Ty : Ey) — Ey(1) est Uunique application linéaire bijective qui envoit
chaque b; sur b}, 1 <17 <d.
Remarque 7.1.1. La formule 28

Tao Ry =Ryo7,
vu dans la remarque 2 montre que Ty, ne dépend pas de la base B.
Définition 7.1.2. (Transport paralléle)

On appelle lisomorphisme linéaire Ty, = E ) — Ey 1) défini ci-dessus le
transport paralléle suivant le A—chemin o : [0,1] — A. Sit <t €[0,1] on
note Ty (t,t") : Eyqy — Eyy le transport paralléle suivant oy -
Remarque 7.1.2. En utilisant la relation 29 de la remarque 3. On définiT
To(t,t') pour t >t par

To(t,t) =T, -1(t',t) = (Ta(t', 1)L
Soient I un intervalle de R et ¢ : I — M une courbe lisse. Une section

du fibré vectoriel (E,m, M) lelong de la courbe ¢ (ou section lelong de ¢) est
une courbe lisse V : I — E telle que:

V(t) S Ec(t),Vt el.

Soient « : [0,1] — A un A—chemin de courbe base v : [0,1] — M et
V 1 [0,1] — E une section lelong de 7. Soit ty € ]0,1[. On veut calculer
Tw(t,to).V(t) pour t voisin de p:

Soit B = (e1,...,eq) € F(Ey,)), on note 7 le relévement horizontal de
qui vaut B en t3. On note

V() = Talte,)(B) = (e1(7(2)), -, ea(7(2)))-
On note V(t) = 1<z:<dVi (t).ei(y(t)), alors V(t) = 1<Z:<kVi (t).To(to,t).€;, d’ou

To(t,t0). V() = > V(t).es.

1<i<d



86

Définition 7.1.3. (A—dérivée covariante 1)

Soient « : [0,1] — A un A—chemin de courbe base v : [0,1] — M et
V . [0,1] — E wune section lelong de . La A—dérivée covariante de V
sutvant a est la section lelong de :

Tu(t,t0)-V(t) — V(to)
t—to

(30) DV (to) = lim , to € [0,1].
—1l0

Sixzog="(tg) et Y € I'(U, E) est définie au voisinage de o on pose:
DY (zg) := Da(Y 0 7v)(to)
Proposition 7.1.1. (Propriétés de la A—dérivée covariante)

Soit U un ouvert de M contenant ([0,1]). La A—dérivée covariante
suivant o vérifie les propriétés suivantes:

(1) Additivité, i.e. YV,W € T'(U, E)

(31) Do(V + W) = D,V + D W.
(2) Regle de Leibnitz, i.e. YV € T(U, E),Vf € C®(U)
(32) Do(f.V) = (fo7).DaV +4(f).(Vory).
Preuve:

La premiére découle de la R-linéarité de T, (t, to), la seconde s’obtient par
la régle de Leibnitz classique.®#

Remarque 7.1.3. Sil’on identifie B = (e1,...,eq) € F(E) avec lapplication
linéaire
. d
B: R — By
(.0 = vlep + ..+ vdey

il est clair a partir de la relation

(1) = (e (1(1), s ea(r(1)) = Y Talto,t)-e;

1<i<d
que
Ta(t,to) = (o) A(t) "

ainsit

d d - o

Jh=tTalte t) = (li=ts¥(1) (ko) !
= h(3(to), a(to))-A(to) -

Ta(t, t0)-V(t) = V(to)
t—to

que de &|i—y Ta(to, ) et de 2|i—y V(). On déduit que “DoV (to) ne dépend

que de a(tg) et de V' au voisinage de to”. Cette dépendance est clairement

R-linéaire en a(ty). La définition suivante est naturelle:

Comme D,V (tg) = tlin? et que cette limite ne dépend
—tl0
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Définition 7.1.4. (A—dérivée covariante 2)
Pour tout xy € M, tout voisinage U de xqy et tout ag € Ay, 0on a un
unique opérateur Do, : I'(U, E) — E,, défini par

DaoY = Da(y o ’7)(0)

ol « : [—€,€] — A est un A-chemin quelconque tel que a(0) = ag et 7 :
[—€, €] — M est sa base.

Proposition 7.1.2. (Propriétés de la A-dérivée covariante 2)
Sotent xo € M, U un voisinage de xg, oo,y € Az, et X € R, alors on a
les propriétés:
(1) Additivité
(33) Doty = Dag + Dg,-
(2) homogeénéité
(34) Dy .oy = A-Dy,-

Preuve: Voir la remarque 7.1.3.#
On présente notre A—dérivée covariante sous la forme compacte suivante:

Définition 7.1.5. (A—dérivée covariante forme globale)
Soit (E,w, M) un fibré vectoriel. On se donne une A—connexion linéaire
sur ce fibré, alors il existe un unique opérateur
D: x'(M,A)xT'(M,E) — T(M,E)
(o, V) — D,V

qu’on appelle la A-dérivée covariante et qui vérifie les propriétés suivantes:
pour tout a, B € xH(M, A), f € C®(M),V,W € T'(M,E) :

Proposition 7.1.3. (1) Do(V +W) =D,V + D, W,
(2) Da(f.V) = £.DaV + (#a.)).V,
(3) DotV = DoV + D3V,
(4) DyoV = f.D,V.

On veut établir la réciproque. Dans le fibré trivial, I’équivalence entre la
dérivée covariante et la connexion sur le fibré des repéres est plus visible:

Considérons le fibré trivial w : M x R* — M et son fibré des repéres p :
M x Gl(d,R) — M. On se donne une A-connexion h : GI(d,R) x A — T M x
TGI(d,R) sur ce fibré, la forme de la A-connexion w € Q(M, 4; gl(d,R))
est définie par

hie, ) = (#a,w(a)).

Soit a : [0,1] — A un A—chemin de courbe base v : [0,1] — M. Pour
tout py € Gl(d,R), il existe un unique relévement horizontal ¥ : [0,1] —
M x Gl(d,R) tel que

¥ (t) = h(3(t), a(t)) et 7(0) = (7(0), o)
D’aprés la demonstration de la proposition 6.6.1, il existe une unique courbe
lisse a : [0, 1] — Gi(d,R) telle que Y(t) = (7(t), pg-a(t)). On a vu aussi qu'il
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existe une courbe lisse A : [0,1] — gl(d,R) telles que a est la solution du
probléme de Cauchy

a(t).a(t)™' = A(t) et a(0) = e.

Ainsi

on en déduit que
At) = g w(alt))-p.
Décrivons plus précisement le transport parallele. C’est "application
7o+ ¥(0) x Gl(d,R) — ~(1) x Gi(d,R)
(7(0), o) = (v(1), po-a(1))

Comme T, (t, o) = 7(to)7(t) ! pour un relévement horizontal 4 quelconque,
et Ty (to,t) ne dépend pas de la valeur initiale de 4 (voir la remarque 7.1.3).
En posant py = e on obtient

Tolt,to) = F(to)y(t)~"

to
(to)(a(t) ™
et
A(t) = w(a(?))-
Ainsi, si V : [0,1] — M x R? est une section lelong de v. En I'identifiant
avec V : [0,1] — R? on obtient que

DoV (to) = %|t:t0(a(to)(a(t))_l.V(t))
= afto)-plealot) V().
Comme V (t) = a(t).(a(t) 1.V (t)) on obtient

LoV (1) = (S iigalt)) alto) ™V (10) + alto). o omiy(alt) V(1)

ainsi

DaV(to) = iV (1)~ Cofigalt)).alto) .V (o)

N %‘t:tov(t) — A(to)-alto)-a(to) .V (to)

= LV (1) — wlalto)) V(1)
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Théoréme 7.1.1. Soient (E,w, M) un fibré vectoriel de dimension d et
F(E) & M son fibré des reperes. Soit h : F(E) xy A — TF(E) une
A—connexion. On considére la A-dérivée covariante de cette A—connexion
D: xY(M,A)xT(M,E) — T(M,E)
(o, V) — D,V

Soit U un ouvert de M domaine d’un repére (o1,...,04) de E. On note
w € QYU, A;¢l(d,R)) la forme locale de cette A—connexion associée au
repére (01, ...,04). Alors, pour tout o € x*(U, A), si ’on regarde w(a) comme
une fonction w(a) = (wij())i<ij<d 0ot chaque w;'-(a) € C®(U). On a la
relation qui lie la A-dérivée covariante et la forme locale de la A—connexion

Daai = — Z wij(Oé).O'j.
1<j<d
Réciproqguement, si l’on se donne une application
V: xX}(M,A) xT(M,E) — T(M,E)
(o, V) — V.V
qui vérifie les conditions 1 o 4 de la définition 7.1.5. Il existe une unique

A-connexion sur le fibré vectoriel (E,w, M) dont la A-dérivée covariante est
V.

Preuve:

La premiére partie du théoréme n’est qu’une conséquence de la discus-
sion qui préceéde. Pour la seconde partie, on définit sur chaque ouvert de
trivialisation la forme de la connexion par la relation

vadi = — Z wij(a).aj.
1<j<d

Il suffit de vérifier que ces formes locales se transforment selon la régle 24
par changement de trivialisations.#

On peut aussi définir une A—connexion linéaire sur le fibré vectoriel
(E,w, M) par le relevement horizontal:

Définition 7.1.6. C’est un morphisme de fibrés vectorielsh : ExyA — TE
tel que

(1) h fait commuter les diagrammes

ExyA -~ TE
Dl | D«

(2) h est linéaire pour le second facteur, i.e. pour tout (u,c), (u,f) €
E xpr A, pour tout ¢ € R

h(p, a4 ¢.8) = h(p, @) + c.h(p, B)
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(3) h(p, ) € T,E, pour tout (u, o) € E xp A, i.e. h fait commuter le
diagramme
ExyA I~ TE

T lmp .
FE — F
id

7.2. Courbure. Soit V : x!(M, A) xT'(M, E) — I'(M, E) une A-connexion
linéaire sur le fibré vectoriel (E,w, M). On se donne un ouvert U de M
domaine d'un repére (o1, ...,04) de E, on note w € QY(U, A; gl(d,R)), Q €
02(U, A; gl(d,R)) la forme locale de la A—connexion et la forme locale de
courburerespectivement.

On veut calculer €2 en fonction de la A-dérivée covariante V. Soient «, 5 €

XU, A) :

UasB) = dyeo(, §) + 3 [w,] (0, )
= Lyas() ~ Lisle) ~ wl{a B) + wle)w(B) ~ w(B)w(a).

Alors, pour tout ¢ on a

Q(@,B).O'Z‘
= Lyqw(B).0; — Lypw(a).0; — w({e, B}).0i + w(a).w(B).0; — w(f).w(a).o;
= Lyo{w(B).oi}—Lyp{w(a).oi}—w({a, B}).oitw(e) {w(B).0i} —w(B) {w(e).0i}

= Luo{- Z wij(B).05} — Lyp{— Z wij(a).o5} + Z wij({a, B}).0;

1<j<d 1<j<d 1<j<d
a).{— Z wij(B).05} —w(B){— E wij().05}
1<5<d 1<5<d

= — Z {Lpawij(B) — Lypwij(a) — wij({a, B})}.0;

1<j<d
- E:WU( a).0j + E:WU gj
1<j<d 1<j<d

= — Z {Lpawij(B).05 + wi(B).w(a).oj}

+ > {Lypwij(@).05 + wij(@)w(B).ot + Y wi({a, B}).0;

1<j<d 1<j<d

= Va(= Y wij(8).0)) + Va( Y wij(@).0;) = Viaz0i

1<j<d 1<j<d

= (VaVs ~ V5Va — Viag)oi
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Définition 7.2.1. (Courbure)
La section de courbure R € T(M,A xy A xpy E;E) = T(M,N?A ®
End(E)) de la A-connexion linéaire V est définie par:

(35) R(a, B).0 = (VQVB - VgV — V{a,g}).a

Avec les notations précédantes 'identitée de Bianchi s’écrit

(36) 7{ Vo, (R(ag, as)) ?{ R{a1, a0}, a3) =

1,002,003 1,002,003

7.3. Ecritures locales, A-dérivée covariante des champs tensoriels.
On se donne une A—connexion V sur le fibré vectoriel (E,w, M). Les pro-
priétés 2 et 4 de la proposition 7.1.5 montrent que V est local. Ainsi on
peut définir V,V pour V € T'(U, E) et a € x' (U, A), ot U est un ouvert de
M.

On se donne un ouvert U de M, domaine des repeéres (ai,...,ax) et
(01,...,04) de A et de E respectivement. Alors, comme tout o € x'(U, A)
et tout V € T'(U, E) s’écrit de maniére unique sous la forme o = a’.q; et
V = Vj.aj ou o, V/ € C®(U), 1 < j <d, 1< i < k. En utilisant les
convention de somme des indices en haut et en bas, on calcule V.,V :

VoV = Vg, (Vo))
ol V (Vo))
= o' (VIV,,0j+ #a;.V7.0))
= (&"VI). V05 + o' (#a;.V).0;.
Comme V,,0; € I'(U, E), il existe donc une unique famille de fonctions
Féj € C>®(U), 1 <1 <d, qu'on appelle les symboles de Christoffel, telles que

Ainsi
(38) VV—O/{VJI‘ + #a;. VYo

On regarde comment les symboles de Christoffel se transforment par change-
ments de repeéres. Si (aq,...,a ) et (01,...,04) sont des repéres de A et
de E respectivement au dessus d’un ouvert U de M, alors les fonctions
Fij eC®WU),1<i<k, 1<4jl<dsontdéfinies par 37. Maintenant si
(@1, ..., ) est un autre repére de A, on note A = (Aé)lgi,lgk la matrice de
passage &; = Aé.oq. De méme si (61, ...,04) est un autre repére de E, on
note B = (B;'n)lgj,mgd la matrice de changement de varibles 6; = B}".0m,.
On note f‘éj € C®U),1 <i <k, 1 <4l <dlessymboles de Christoffel
dans les repéres (a1, ..., &) et (61,...,04). Alors

Va0 = VAl B Om

= ALV, B} o



92
= Aé.{(#al.B}”).am + B}".Va,0m}
= Ai.{(#al.B;n).om + B .I},.05}
= Al {(#a.B}").om + B T}t .om}

= AL{(#a.B]") + B T}2}.om.

Vao; = l"éj.él
= féj.BZn.am,
ainsi
I,.B" = AL{(#01.B}") + BT},
On note par 3 = (B7")1<jm<a I'inverse de B, alors on a les deux relations
pi.B. = 4§
BB = o,
donc
Il = B.al { (#aw.BJ") + BL.IL).
L

Si U est le domaine d'une carte (z1,...,2™) de M et si 'on note par b, Cij €
C>°(U) les fonctions de structure de I’algébroide de Lie par rapport au repére

(aq, ..., ). Alors, on a la formule

- 0B™
(39) Il = pL.ai (b, a;r )+ BT}
Remarque 7.3.1. Réciproquement, si l’on se donne une famille de symboles
qui se transforment par 39 pour un changement de repéres. Alors il existe
une unique A—connexion V sur le fibré vectoriel (E,w, M) telles que ces
symboles soient les symboles de Christoffel pour cette connexion.

On a vu dans la remarque 7.1.3 que V.,V ne dépend que des valeurs de
a poncutellement et des valeurs de V' sur un A—chemin qui réalise a. On
peut remarquer ce fait directement:
soit zg € U et a € x}(U, A) tel que ay, = 0, alors
VaV(zg) = {ai(xg).Vj(xo).Féj(:vg) + o (z0).(#05. V) (o) Y0y (o)
= ai(xo).(#ozi.vl)(xg).al(xo)
= o (20).dpy V (H#m, ).01(x0)
= 0.

Soient maintenant g € U, a : I — A est un A-chemin de courbe base
v : I — M tels que v(0) = o et V € I'(U, E) tel que V oy = 0. On
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consideére le cas ou o = «; alors
VaV(zo) = (#a;.VH(x0).00(x0)
Aoy V1 (F#ai(0)).00(20)
= daoV'(3(0)).01(w0)

= (SleoV! o (0).0(x0)
= 0.
Maintenant si a(t) = a(t).c;(7(t)) en utilisant le fait que 4(0) = o*(0).# (o)
et 32 on se retrouve dans le cas précédant. Conclusion "V, V (zg) ne dépend
que de oy, et des valeurs de V' sur un A—chemin qui réalise a en z".
Maintenant on va étendre la A-dérivée covariante V a des champs de type

tensoriel. On commence par un rappel d’algébre linéaire. Si V' est un espace
vectoriel on note par Ty (V') 'espace vectoriel des formes multilinéaires

T : \V*x...xV*JxVx...xV —- R

r—fois s—fois

Un élément de T (V') est appelé un tenseur de type (7, s).
SiTeTr(V), S e TP(V), le produit tensoriel de T et de S noté T'® S
est I’élement de T;:f (V) défini par

T® S(éla "'7€T+q>v1> "'>,US+Q)

= T(gl, & v, vs).S(frﬂ, L e Ust1s -3 Ustq)-
Si £ = (e1,...,eq) est une base de V et & = (e!,...,e?) est la base duale.
Pour tout T' € T7 (V) on appelle les composantes de T' pour la base & les
quantités définies par

Jede _ il i .
Cril...i; _T(e 7"'76T76117""6’Ls)‘

Alors, T s’écrit de maniére unique sous la forme
T=T"7e R.Qe, Qe ®..Qe".

i1...05

Si B = (e1,...,64) est une autre base de V et B = (¢!,...,e%) est la base

duale. Soient a = (aé)lgz}jéd la matrice de changement de varibles ¢; = aé-.el

etal=b= (bé')lgi,jgd la matrice inverse. Alors e; = bé.sl. On sait aussi
que les bases duales se transforment par les formules &’ = bf.el, el = ag £%

Soit T' € T7(V'), on note ses composantes par rapport aux bases £ et B
respectivement T7' 7" et T/'"7". Alors on a la formule de changement de
bases

S1edr 11 ir ki1 ks ly...Lr
T =0t b ag) a T

01...05

On définit 'opérateur de contraction des indices C’l]’C comme étant I’application
linéaire
Cr: T{V) — T5(V)

T — C’lkT
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CHTI 7 e; ©..@ej @l @ .0 ™)

i1...0s

_ jl---jk—ltjk+1---j7' . . . i i1 i1 ’il+]_ is
—ﬂl...il,ltil+1...is €5, ®..0¢e;5,_,¥ej, ,®...0€;,.8e"Q..0e" 1 Re T R..Qe”.

Si (E,w, M) est un fibré vectoriel, on note 77 (E) = I_IMTg(Ep). On
pe

obtient un fibré vectoriel (77 (FE),w, M). Une section de ce fibré est ce qu’on
appelle un champ tensoriel de type (r, s) du fibré T7 (E).

Si (01,...,04) est un repére de E au dessus d'un ouvert U de M et
(o1,...,0%) est le repére dual. Tout T € T'(M,Tr(E)) se décompose de
maniére unique sous la forme

T=T"7"06,®.Q0,Q0"®..0ad T/ ec®U).

9105 91...05
Soit une A-connexion V sur le fibré vectoriel (E,w, M). Pour tout a €
(M, A) on étend la A-dérivée covariante V,, a 77 (E) comme suit:
(1) pour tout '€ I'(M,TI(E)) : VT € T'(M,TI(E));
(2) pour toute fonction f € C*°(M), on pose
Vaf = #a.f;
(3) pour tout & € QY (M, E) = T(M,TY(E)) on définit V& € QY (M, E)
par
<va§aX> = va <£7X> - <§avo¢X>v
(4) en imposant a V, de vérifier la régle de Leibnitz pour le produit
tensoriel
Va(T®8)=Vao(T)®S+T @ Vu(9).
Comme tout champ tensoriel se décompose localement en un produit
tensoriel d’éléments de C®°(M), Q1 (M, E) et x' (M, E), on étend V,,
aux tenseurs de type quelconque.

7.4. Les A—connexions affines.

Définition 7.4.1. (A—-connexions affines)
Une A—connezion affine est une A—connexion sur le fibré (A,m, M).

Soit V une A-connexion affine. La torsion de V est la section T €
(M, A xps A; A) définie par

T(OZ,B) = vaﬂ - vﬁa - {avﬁ}‘

Définition 7.4.2. Une A-connexion affine V est dite symétrique si sa sec-
tion de torsion est nulle.

Pour les A-connexions affines, la section de courbure R s’identifie avec le
champ tensoriel R € T'(M,T1(A)) défini par
R a,B,0) = (£, R(a, B).0)
et la section de torsion T s’identifie avec le champ tensoriel T' € T'(M, T4 (A))
défini par
(&, o, B) = (€T (v B));
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Soit U est le domaine d’une carte (2!, ..., 2") de M et du repére (ay, ..., o)
de A au dessus de U. Si on note par b, ¢! cw 6 COO(U) les fonctions de structure
de I’algébroide de Lie par rapport au repére (azq, ..., ax). On note les symboles
de Christoffel pour ce repére par Fé i On calcule R dans ces coordonnées
locales

Rl = (", R(ai, aj).aom)
= <Ogu, (vaivC!j - Vajv&i - V{a“%})am>
< Ch F ) Vaj (Fflmal) - vcl- -.alam>
i

— <au, (#Ckz ) 1+ Fl Iy, — ((#aj.f‘ém).al + Fém.f‘}’l.av) — céj.F}’m.aU>

= #a; Ty, + T T4 — #o; T4, — T, T4 — o T
8F” ore
l l I L l

Et les coordonnées de T’
Tij = (", T(ai, o))
= <a“, Va5 = Vo, — {ay, ozj}>
= <oz“, I’éjoq — Fé»iozl — céj.oq>

_TUu u U

Part 3. Holonomie, stabilité
8. STRUCTURES TRANSVERSES
8.1. Structure de Poisson linéaire sur les fibres. Dans un fibré vecto-

riel p : E — M, on distingue deux catégories de fonctions sur C*°(E):

(1) Les fonctions basiques: ce sont les fonctions qui sont constantes sur
les fibres, ’ensemble de ces fonctions est un sous espace vecoriel de
C*®(FE) qui s’identifie naturellement avec C*>°(M).

(2) les fonctions qui sont linéaires sur le fibres: I’ensemble de ces fonc-
tions s’identifie naturellement avec I'espace Q'(M, E*) des 1-formes
du fibré. En effet: si f € C*°(F) est linéaire sur le fibres, on lui
associe w € Q1(M, E*) définie par

w(r) = fig,,x € M
et réciproquement.

Exemple 8.1.1. Soit un U ouvert de M domaine de la carte (z,...,z") et
du repére (o1, ...,01) de E, alors
P : p 1 (U) — R™ x R¥
p=poip(p) = (@ (), .z (p(w), u', ..., u")
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est une carte de p_l(U). On remarque que les n-premiéres composantes sont
des fonctions basiques et les k-derniéres sont des fonctions linéaires sur les

fibres.
Définition 8.1.1. (Structure de Poisson linéaire sur les fibres)
Une structure de Poisson Il sur E est dite linéaire sur le fibres si:

(1) le crochet de deux fonctions basiques est nul;
(2) le crochet d’une fonction basique et d’une fonction linéaire sur le
fibres est une fonction basique;

(3) le crochet de deux fonctions linéaires sur les fibres est linéaires sur
les fibres.

Exemple 8.1.2. (Le dual d’une algébroide de Lie)

(A, m, M,#) est une algébroide de Lie de crochet {.,.}. Le fibré w :
A* — M admet une structure de Poisson linéaire sur les fibres. Son crochet
est définie comme suit: pour tout f,g € C®(M), o, € QY (M, (A*)*) =
x'(M, A)

{fgtt =0
{{r.a}} = —#aof
{{a, 8} = {a,8}
Réciproquement, la donnée d’un fibré vectoriel 7 : A — M dont le fibré

dual w : A* — M est muni d’une structure de Poisson linéaire sur les fibres
{{.,-}} nous donne une structure d’algébroide de Lie: pour tout a,f €

(M, A) considérons
{a, B} = {{o, B}}.

Le crochet {.,.} munit x*(M, A) d’une structure d’algébre de Lie car {{.,.}}
vérifie les identités de Jacobi et de Leibnitz. Considérons I'opérateur
§:Q(M,A*) — Q(M, A¥)
défini par: pour tout f € C®(M), a, B € X' (M, A), w € QY (M, A*) :
(0f)(e) = {{ev, f}};
(0w)(a, B) = (0(w(B)))(@) = (3(w()))(B) — w{ex, B})-
qu’on étend a tout Q(M, A*) par R-linéarité. Par Leibnitz, c’est une dériva-
tion d’ordre 1 de I’algebre extérieure graduée Q(M, A*). Comme §% = 0, le
théoréme 3.1.1, montre qu’il existe une unique structure d’algébroide de Lie

sur m: A — M dont le crochet est {.,.}. On vient de démontré le théoréme
suiavnt:

Théoréme 8.1.1. Il y a une correspondance biunivoque liant les structures
de Poisson linéaires sur les fibres et les structures d’algébroides de Lie.

Preuve: Voir 'exemple 8.1.2.4

Exemple 8.1.3. Sur un R—espace vectoriel, il y a une dualité entre ’'ensemble
des tructures d’algébres de Lie et les structures de Poisson linéaires sur le

dual.
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8.2. Morphismes, automorphismes d’algébroides de Lie.

Définition 8.2.1. (Morphisme d’algébroides de Lie)
Un morphisme d’algébroides de Lie est un morphisme de fibré vectoriels
compatible avec les ancrages et avec les crochets.

Autrement dit: Si (A, 71, My, #1) et (Aa, w2, Mo, #2) sont des algébroides
de Lie de crochets respectifs {.,.}; et {.,.}2. Un morphisme de A; vers As
est un morphisme de fibrés vectoriels ® : A; — As tel que:

(1) compatibilité avec les ancres: pour tout & € A; on a

#2.2(a) = ¢.(#1.0);
oll ¢ : M1 — Mo> est 'application induite.
(2) compatibilité avec les crochets: le morphisme de fibrés vectoriels
® : A — A, induit 'application
d: (M, A) — TI'(My,As)
o — P.ov
définie par )
D.a(y) = @.a(¢'(y)),
ot ¢! : My — M, est I'application induite par le morphisme trans-
posé ®' : A% — A%
La compatibilité avec les crochet s’exprime par: pour tout o, 3 €
F(M2, Ag) : _ N N
(I).{Ot,ﬂ}l = {@.Oé, q)ﬂ}g
Exemple 8.2.1. Sur une algébroide de Lie (A, 7, M,#), # est un mor-
phisme d’algébroides de Lie.

Exemple 8.2.2. 5i ¢ : M] — My est une application lisse, alors ¢, :
TM, — TMy est un morphisme d’algébroides de Lie. Ceci n’est qu’une
autre facon de dire que le crochet de Lie est naturel.

Remarque 8.2.1. En transposant la condition (1), la compatibilité avec les
ancres se traduit par la commutativité du diagramme suivant

" (¢")* "
T M2 — T M1
#5 | L#i
A3 ; A7

Proposition 8.2.1. Dire que ® : Ay — Ay est un morphisme d’algébroides
de Lie équivaut a dire que le morphisme de fibrés vectoriels ®' : Ay — A%
est un morphisme de fibrés vectoriels et de variétés de Poisson.

Preuve:
Si & : Ay — Ay est un morphisme d’algébroides de Lie. Considérons
I’application
(@) C®(A7) — C=(43)
F — Fodt -
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En identifiant C*°(M;) avec le sous espace de C*°( A7) des fonctions basiques
et T'(M;, A;) avec le sous espace de C*°(AY) des fonctions linéaires sur les
fibres. Pour tout f € C*°(Mj) et tout o € T'(M7, Aq) :

(@).f = (fom)o®
(@) () = (. P((d'(m2(p))))), p € A3.
Observons que ®! envoi fonctions basiques sur fonctions basiques et fonctions
linéaires sur les fibres sur fonctions linéaires sur les fibres. On note par

.rf1 €t ..+ }2 les crochets de Poisson sur A7 et A} respectivement,
1 2
alors il est clair que

(@) {{f, 0t h = {H{(@)f, (") "g}}2 = 0,¥f, g € C*(M).

Observons que ® est la restriction de (®!)* sur les sous espaces des fonctions
linéaires sur les fibres. Ainsi la condition (2) équivaut a

(@) {{a, B3} = {{(®")*a, (9")*B}}2, Yo, B € T(Mi, Ar).
Pour tout «, 8 € I'(M7, A1) et tout f € C®°(M;) on a
(@) {{e, f-8} 1 = {{(2) ", (@) (f.8)}}2
= (@) f{{(®) ", (9')"B}}2 + B{{(D") ", (9°)* f}}2
= ()" fA{(®") e, (2°)*B}}2 + ()" B-((#2.(2")").(2))" f)
= ()" fA{(®")", (2°)*B}}2 + (B)"B-(4. (#1.2).(2) " f))
= (") fL{(®") , (9")*B}}2 + (') B.(2))* ((#1.2).f)
comme [ est quelconque, la condition (1) implique que
(@) Ha. fHh = (@) (F#1.0)-f) = {{(®")a, (") f}}2.
Réciproquement, si ®' : A5 — A¥ est un morphisme de variétés de Poisson,

alors on a (2), et par la relation précédante on a (1).#
Applications:

(1) Sur une algébroide de Lie (A,m, M,#), #' : T*M — A* est un
morphisme de variétés de Poissons, pour la structure de Poisson
canonique de T*M.

(2) Si @ : Ay — A est un morphisme d’algébroides de Lie. Le dia-
gramme commutatif suivant est un diagramme de morphismes de
variétés de Poisson linéaires sur les fibres

(¢")*

T*MQ — T*Ml
#5 | L#4
As o Ay

(3) Si (Ay, 71, M1, #1) et (Ag,mo, Mo, #2) sont des algébroides de Lie.
On peut définir leur produit A; X As comme étant le dual de la
structure de Poisson produit sur A} x A% (qui reste linéaire sur les
fibres). Pour cette structure, les projection naturelles A; x As — A;
et A1 x As — As sont des morphismes d’algébroides de Lie.
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Définition 8.2.2. (Automorphismes d’une algébroide de Lie)
Un automorphisme de l’algébroide de Lie (A, 7, M,#) est un isomor-
phisme local ® : A — A de lalgébroide de Lie A.

Ca revient au méme de dire que son transposé ®' : A* — A* est un
isomorphisme local de fibrés et un automorphisme de Poisson. On note
I'ensemble de ces applications par Aut(A) et par Aut(A)? sa composante
connexe en 'identité. Ce sont des groupes locaux.

Par définition, ® € Aut(A)° si et seulement s’il existe une famille a4 un
parametre ®; € Aut(A) telle que &g = id et &1 = .

Exemple 8.2.3. (Flots hamiltoniens sur une algébroide de Lie)

Soient (A, mw, M,#) une algébroide de Lie et a € T'(M, A). On regarde «
comme un élément de C*°(A*) linéaire sur les fibres. Son champ hamiltonien
X, est linéaire sur les fibres. En effet: on se donne une carte (z1, ...,2") de
M et un repére (01, ...,04) de A, alors (z!,...,2", o', ..., %) est une carte de

A*. La formule 9

0
Xfa: Z a]b;az+z anj Z]az ?

1<5<k,1<i<n 1<l,j<k 1<i<k 1<i<n

montre que Xy, est linéaire sur les fibres. Ainsi son flot & : A* — A*
(défini sur des ouverts de A*) est aussi linéaire sur le fibres, i.e. c’est un
morphisme de fibrés. Or c’est aussi un automorphisme de Poisson. Ainsi
son transposé ®f : A — A est un automorphisme local de ’algébroide de
Lie (A, 7, M, #).

Définition 8.2.3. (Automorphismes intérieurs)

Un automorphisme intérieur de l’algébroide de Lie (A, 7, M,#) est un
automorphismes ® : A — A vérifiant:

il existe une famille de sections as € T'(M, A), s € [0,1] dont la famille &
un parameétre d’automorphismes @' : A — A vérifie:

o7 = &,
L’ensemble des automorphismes intérieurs de A sera noté Inn(A).

Proposition 8.2.2. Inn(A) est un sous groupe local et normal de Aut(A).
Le groupe quotient sera appelé le groupe des automorphismes extérieurs de
A et est noté par

Out(A) = Aut(A)/Inn(A)

Preuve:

Il suffit de montrer que Inn(A) est normal dans Aut(A)°. Soient ® €
Inn(A), ¥ € Aut(A)°. Soient as € T'(M,A), s € [0,1] dont la famille a
un parameétre d’automorphismes @y : A — A réalise ® et U, € Aut(A),
t € [0, 1] une famille réalisant W. Soit Y le champ de vecteurs fondamental
de \I/t.
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Sur une variété de Poisson on a toujours [Z, Xf| = Xz pour toute fonc-
tion lisse f et tout champ de vecteur Z. Ainsi le flot ‘IDtZ T de X z.p vérifie

@f’f:@gloq){OG)s
ol Oy est le flot de Z et @{ celui de Xy. Il suffit de remplacer f par les
as €T(M,A) et Z.par Y.
Exemple 8.2.4. (Flots hamiltoniens dans une algébre de Lie)

Si G est une algebre de Lie réelle de dimension finie considéré comme
algébroide de Lie au dessus d’un point. Tout o € G peut étre vu comme
élement de C*°(G*). Le flot de son champ hamiltonien est

¢y (§) = Ad(exp(t.a))*€.

d
En effet, il suffit de montrer que @h:oAd(exp(t.a))*.ﬁ = X, (&), pour tout
£egr:
soit (&q,...,&,) une base de G et (€1, ..., £%) sa base duale, soient 5 € G et
1 € G*. D’une part, on a par I’écriture locale du champ hamiltonien:
Xo(n)-B = m.ciya’.f.
D’autre part

d * *
(SlimoAd(exp(ta)*n).5 = (ad*(@).n).5
= n([a, 5])
L’automorphisme d’algébroide de Lie qui en découle est
¢ = Ad(exp(ta)).

8.3. Structure transverse & une algébroide de Lie. On commence par
quelques généralités.

Soient i : L < M une sous variété (immergé ou plongé) et f : N — M
une fonction lisse. On dit que f est transverse a L si

dpf TN + Ty L =T}y M, pour tout p € fYL).

Si 'on se donne un feuilletage singulier F sur M, une application lisse

f: N — M est dite transverse au feuilletage F si
dpfTpN + Ty F = Ty M, pour tout p € N.

Sii: S — M est une sous-variété de M et F est un feuilletage singulier
sur M. On dit que S est transverse & F si 'injection ¢ est transverse a F.

Maintenant on se donne une algébroide de Lie (A, m, M, #). On note F =
{F,}a son feuilletage caractéristique.

Définition 8.3.1. (Sous variété transverse a une algébroide de Lie)
Une sous variété (plongé) i : S — M est dite transverse a l'algébroide de
Lie si S est tranverse au feuilletage caractéristique.
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Ca qui revient a dire que
Im #, + 1,5 =T,M, pour tout p € S.

On introduit la notion d’algébroide de Lie transverse a (A, w, M, #) par
la proposition suivante:

Proposition 8.3.1. (Algébroide de Lie transverse)
Soiti : S — M une sous variété transverse a l’algébroide de Lie (A, 7, M, #).
On consideére le sous espace de A :

As ={a € A;#a € TS}.

Alors g« As — S est un fibré vectoriel On le munit de l'ancrage #g :
Ags — TS et de la restriction du crochet {.,.} aT'(S, Ag). Alors (As, g, S, #|s)
est une algébroide de Lie.

On appelle (As,m|s, S, #s) l'algébroide de Lie transverse a (A, m, M, #)
induite par la sous variété (plongé) i :S — M.

Preuve:

On procéde par induction sur dim.S. Si dimS = 0 c’est evident. On
suppose le resultat vrai pour tout s tel que 1 < s < d — 1 et on le montre
pour s =d:

d_pd+1

soit (2!, ..., 2%, x ..., ™) une carte de M telle que

S ={z=0,.,2" =0}
et soit (071, ..., o) un repere de A. Si #AgNT'S = {0} le resultat est evident.

: - . 0
Sinon, supposons que — € Im # et qu’il exite un ig tel que #o;, = —.
Oz o Qxd
Ceci ne nous restreint en rien. Alors So = {z? = 0,291 =0,...,2" = 0} est
une sous variété plongé de M de dimension d — 1. Comme

Im#4+TSy, = <#O’1,...,#O'k>+< 0 0 >

Oz’ 77 Qa1

0 0 0
= TM.

Par hypothese de récurrence (Ag,, T|So» S0, FF| S,) est une algébroide de Lie.
On voit clairement que Ag = Ag, & (04,). Ainsi, on a notre fibré vectoriel
m|s : As — S et notre ancrage #5: Ag — T'S.

Reste & voir que la restriction du crochet a S est stable: soient «a, 8 €
I'(S, Ag) alors il existe ag, 5y € I'(S, Ag) tangents a Ag,, il existe f,g €
C>(S) tels que a = ag + f.04, €t = By + g.04,. Alors

#{o, By = [#a,#0]
= [#O‘U"i'f-#o-iov#ﬁo_‘_g-#gio]‘

Comme #ag + f.#0i,, #68o + 9.#0i, € T'(S,TS) alors leur crochet de Lie
reste dans I'(S, T°S) et donc {a, B} € I'(S, Ag). W
L’interet des algébroides de Lie transverses est dans le théoréme suivant:
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Théoréme 8.3.1. (Structures transverses)

Soit F' une feuille du feuilletage caractéristique d’une algébroide de Lie
(A, 7, M, #) et soient i : S — M et j: N — M deur sous variétés de M
transveses a F', de dimensions comlémentaires a dim F' et coupant F en un
seul point.

1l existe un automorphisme intérieur de A qui envoi un voisinage de
lalgébroide de Lie autour de {p} = S N F dans S sur un voisinage de
lalgébroide de Lie autour de {q} = N N F dans N pour les structures
d’algébroides de Lie transverses induites.

Preuve:

Si p et ¢ sont différents, soit o : I — A un A-chemin joignat p et ¢. Il
existe une section prolongeant « et dont le flot est un isomorphisme de p a
q.

Il suffit de considérer que p = ¢q. Comme c’est un resultat local, on peut
travaille dans un domaine trivialisant canonique (l’i, yj pl<i<rr+1<
j < mnetunrepere (01, ...,0p) dans un voisinage U de p. On interpole S = Ny
et N = Np par une famille de sous variétés N; de la forme

Ny = {xz = fi(yH'l, Yyt i=1,.,r}h

On construit une famille de sections as € I'(U, A) telle que pour tout s,
le flot ®** : A — A induit un isomorphisme ¢;* d’un voisinage de p dans
Ny sur un voisinage de p dans Ny:

écrivons o, = al(z?, 97, s).0;. Pour que #as € TNy il faut et il suffit que

, ..., sur tout N;. En choisissant les a' de la sorte,

on obtient un automorphisme ®7** : A — A qui vérifie

7o & = (") 0 #

ce qui montre qu’il induit un automorphisme de Ay, dans Ay,.#

Deux sous variétés de transveses a une feuille, de dimensions comlémen-
taires et la coupant en un seul point, sont égales & un difféomorphisme
intérieur pres.

Finalement, on a une notion bien définie de structure d’algébroide de
Lie transverse le long d’une feuille, c’est un germe algébroide de Lie. La
définition suivante est naturelle:

Définition 8.3.2. (Structure transverse a une feuille caractéristique)

Une structure transverse a la feuille F' du feuilletage caractéristique de
I'algébroide de Lie (A, , M, #). C’est une algébroide de Lie (As, g, S, #|5)
telle que 7 : S — M est une sous variété de dimension complaimentaire &
F', coupant F' transversalement en un seul point.

Exemple 8.3.1. (Ecriture locale des structures transverses)
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Dans des coordonnées canoniques (z, ..., 2", %", ...,y") sur un ouvert U

voisinage de p, et un repére (o1, ...,0%) de A au dessus de U, tels que:

poo; = &Ei,l_z_r
0
[ .
poo; = E bj.—ayl,r—klﬁjék
r+1<I<n

ou les bé € C*®(U) et ne dépendent que des y et s’annulant en p. On a
la structure transverse a la feuillle F' = {y"™! = 0,...,4" = 0} : cest
I’algébroide de Lie de base S = {z! = 0,...,2" = 0}, d’espace total Ag =
(0r+1(0,9),...,0%(0,)) , d’ancre

0
pooj= D Monr+1<j<h
r+1<i<n Yy

et de crochet

{oj,04} = Z cé-q.al,r +1<j,g<k.
r4+1<i<n

Toute structure transverse coupant Fen un seul point est isomorphe a Ag.

9. HOLONOMIE

9.1. Holonomie d’une A-connexion. On revient aux A-connexions prin-
cipales. Dans la suite (A, 7, M, #) est une algébroide de Lie et (P, p, G) est
un fibré principal au dessus de M.

On se donne une A-connexion h : P Xy A — TP. Pour tout p € P on
définit I’ensemble

®(u) :={g € G; il existe une courbe horizontale joignant u et u.g}.

On a:

(1) e € &(u);

(2) ®(u) est stable par inversion: si g € t
une courbe horizontale telle que 5(0) = p et (1
571:]0,1] — P définie par

EROERCES)

est aussi horizontale et on a 371(0) = p.g, ¥ (1) = p;

(3) ®(u) est stable par multiplication: soient g,h € ®(u) et 7 :[0,1] —
P, :[0,1] — P des courbes horizontales telles que 5(0) = p, 5(1) =
p.g et 6(0) = p, 6(1) = p.h. Alors la courbe 7.(6.g) : [0,1] — P
est horizontale et vérifie 4.(8.9)(0) = u et 7.(8.9)(1) = p.h.g. Donc
h.g € ®(p);
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(4) ®(u) est féermé dans G : soit (gn), une suite de ®(p) qui con-
verge vers g € G. Montrons que g € ®(u) : pour tout n soit

1

- +1] — P une courbe horizontale telle que

Yt |1—2,1-

- 1 . 1
Fn(l— E) = p-gn et Y, (1 — — 1) = K-Gn+1-

Alors la courbe 7 : [0,1] — P définie par

'7|[1_l 1— 1 }:in

n’ n+1

est horizontale et vérifie

3(0) = pet (1) = p.g
ainsi g € ®(p).

Définition 9.1.1. (Holonomie d’une A-connexion)
On appelle le sous groupe de Lie ®(u) le groupe d’holonomie de la A-
connexion h au point L.

Remarque 9.1.1. Pour tout x € M, u € P, et tout g € G les sous groupes
D(p) et D(p.g) sont conjugués:

en effet, soit ' € ®(p.g), alors il existe une courbe horizontale 7 : [0,1] —
P telle que 7(0) = p.g et (1) = p.g.g', posons h = g.g'.g~ ' alors la courbe
5.g71 1 [0,1] — P est horizontale et vérifie 7.g71(0) = pu et .97 (1) = p.h,
on voit que h € ®(u), ainsi g' € g~1.®(u).g. Par un raisonnement analogue
on a

O(p.g) =g " 0(n).g

Remarque 9.1.2. Si u,v € P peuvent étre joints par une courbe horizontale
5 :10,1] — P, alors ®(u) = ®(v). En effet, si g € ®(u), soit 6 : [0,1] — P
une courbe horizontale telle que 5(0) = p et 6(1) = p.g, alors la courbe
ﬁ_l.g.(i.g) :[0,1] — P est horizontale et joint v et v.g, ainsi g € ®(v).

Cette classe de conjugaison est ce qu’on appelle le groupe d’holonomie en
x, qu’on va introduire maintenant:

Soit F une feuille du feuilletage caractéristique et x € F. On note par
Q(F,z) 'ensemble des lacets lisses par morceux de F basés en z. Un A-
chemin « : [0,1] — A dont la base est un lacet v € Q(F,x) sera appelé
un A-lacet de F basé en x. Le transport parallele suivant un tel A-lacet
« :[0,1] — A nous donne un isomorphisme de la fibre p~!(z). On décrit le
propriétés de ’ensemble de ces isomorphismes:

(1) L’ensemble de ces isomorphismes est stable par composition: en effet,

soient o : [0,1] — A et §:[0,1] — A deux A-lacets de F basés en

x, on doit montrer que 7307, =T ot § : [0,1] — A est un certain
A-lacet de F basé en x :

soit pu € Py, il existe un unique g € G et un unique ¢’ € G tels

que To(p) = p.g et 75(p) = p.g’ ceci implique que g, ¢’ € ®(u). Soit

4 : [0,1] — P une courbe horizontale de base v : [0,1] — M et telle
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que ¥(0) = p et (1) = p.g.g’, alors v € Q(F,x) : en effet, pour
tout ¢ € [0,1], 3'(t) € Hs(), il existe donc 7 € Ay tel que 7'(t) =
h(7(t),n). On a vu dans 6.6 qu’il existe un A-chemin n : [0,1] — A
dont le base est v. Comme

P (8) = 4(t) = #n(t) = #B((t), n(t));

on a

V() = (), n(t)), (0) = pet 5(1) = p.g.g'.
Par G-invariance il existe un A-lacet n: [0,1] — A de F basé en z
tel que
TROTa = Ty
(2) L’ensemble de ces isomorphismes est stable par inversion: découle
de la relation 7,1 = (7o) ! (propriétes du transport parallel).
(3) L’identité est un tel isomorphisme: il suffit de prendre un A-lacet
constant.

Définition 9.1.2. Pour tout x € M, soit F la feuille du feuilletage carac-
téristique qui passe par x. On définit le groupe

O(x) ={1q, Toa € QF,x)}

on lappelle le groupe d’holonomie de la A-connexion h au point x. Sa com-
posante connexe en l'élément neutre est noté ®9(z).

Remarque 9.1.3. Pour tout x € M et u € P, on a lisomorphisme de
groupes:

O(z) — O(p)

Ta = Talp)
ce qui montre que ®(x) est un groupe de Lie.

Remarque 9.1.4. Soient x et y sont dans la méme feuille F du feuilletage
caractéristique et soit o € T'(M, A) telle que le flot de #a joint x et y.
On note v : [0,1] — M cette courbe. Alors cvo~y : [0,1] — A est un A-
chemin de base vy, son relévement horizontal nous donne le transport paralléle
Ta : Py — Py. Alors, la conjugaison

T: &(x) — O (y)
T — Tao7go(Ta)
est un isomorphisme de groupes. Cependant, sil’on a deuz points qui ne sont

pas dans la méme feuille, leurs groupes d’holonomies ne sont pas isomorphes
en général.

Il est aussi important de connaitre l’algébre de Lie des ces groupes, car
elles donnent une description infinitésimale de ces dérniers.

On se donne un recouvrement ouvert {U;},.; de M par des domaines de
trivialisations, on associe a chaque ¢ € I la section triviale s; : U; — P, la 1-
forme locale de la A—connexion w; € Q' (U;, Aj; G) et la 2-forme de courbure
Q, € QQ(Ui, Aj; g)
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Théoréme 9.1.1. Soit xg € U; et py = si(xo) € Py,. Alors l'algébre de Lie
du sous groupe d’holonomie ®(ug) est le sous espace vectoriel de G engendré
par les éléments Qi(a, 5)z, €t wi(Y)z, 00 @, 5,77 € Az, avec #v = 0.

Preuve:

Soit G(ug) le sous espace vectoriel de G engendré par les ;(a, ) et w;(7)
ou o, 3,7 € Ay, avec #vy = 0. C’est une sous algebre de Lie de G. On
considére la distribution sur P définie par

= {h(p, A) + o(Qi(a, B))-ps A, B € Ay }-
Cette distribution est intégrable et P(ug) = {u € P; ug et p sont reliés
par une courbe horizontale} est la sous variété intégrale qui passe par .
Modulo ¢a on a

€ € Lie(P(pg)) <= exp(t.£) € ®(ug), Vt € R
<> ug.exp(t.f) € Pyy N P(ug), VYt €R
= 0(8)-pro € Vg N Ty Ptg) = Vyy N Dy
—3JdA,q,f¢€ Aro : ( ) Ho = ( ) (Qi(aaﬁ))'#o
< JA,a,5 € Az, h(pg, A) = —U(Q (o, B) — &)1
< JA,a,B € Ay #A=0et & =w;(A) + Qi(a, B)
< £ €G(k)-

On montre que D est intégrable: elle est lisse. Elle est involutive, en effet:
soient «, 5, A, B € I'(M, A), en utilisant la proposition 6.4.2 et le fait que
[h, [h, h]] =0, on a

[h(A),0(Q(e, )] = [h(A), h({a, B}) — [A(@), h(B)]
= h({A{a, B}}) — 0(Qi(A, {a, 5})) € D
Maintenant
[0(2(A, B)), o (e, 5))]
= [M({A, B}) — [h(A), h(B)], 0 (Qi(a, B))]
= [h({A, B}),0(Qi(e, B))] = [[A(A), h(B)], o (Qi(e, B))]
d’aprées ce qui précéde on a [h({A, B}),o(4(a, 8))] € D. Reste a voir que
[[h(A),h(B)],0(Q(a, B))] € D : en utilisant Jacobi on a
[h(A), M(B)], o (Qi(a, B))]
= [1(A), [h(B), o (Qi(ev, B))]] = [1(B), [(A), o (Qi(ex, B))]] -
11 suffit de voir que [h(A), [h(B),o(Qi(a, B))]] € D
[h(A), [W(B), o (i(, B))]]

(€2
[h(A), h({B7 {av ﬂ}}) - U(Qi(B7 {av B}))}
[h(A), h({B,{e, 5}})] = [M(A), o ((B,{e, B}))] € D
Ainsi D est involutive. De plus D est localement de type fini; car le champ
caractéristique est localement de type fini. Donc D est intégrable. Soit
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H : o Hu la distribution engendré par les flots des h(a), c’est la plus
petite distribution intégrable qui contient le distribution horizontale. 11 est
clair que la sous variété intégrale de H qui passe par o est P(ug). Reste
a voir que D = H : il est clair que H C D, d’autre part H contient la
distribution horizontale, elle est involutive donc elle contient [h(«), h(5)] et
h({e, B}) pour tout a,B € T'(M,A). Ainsi ‘H contient (e, 3) pour tout
a,B €T (M, A) et donc D C H. b

Remarque 9.1.5. Si # est injective (cas du fibré tangent) alors l’algébre de
Lie du groupe d’holonomie est engendré par les formes locales de courbure.
Si le groupe d’holonomie est discret, alors son algébre de Lie est nulle ce qui
implique que la courbure est nulle et réciproqguement. Autremenent dit "la
A-connexion est plate si et seulement si le groupe d’holonomie est discret en
tout point.

9.2. Holonomie d’une feuille caractéristique. On considére une al-

gébroide de Lie (A, 7w, M,#) et une feuille ¢ : F¥ — M de dimension r du

feuilletage caractéristique. On note v(F') := I_IFTpM /T,F le fibré normal
pe

au dessus de F', c’est un fibré vectoriel, on note p : v(F') — F sa projection.
Le théoréme du voisinage tubulaire (voir [6] page 76) nous peremet de
voir v(F') comme un voisinage ouvert particulier de F' dans M. Autrement
dit, il existe une immersion injective (non canonique) 7 : v(F)— M telle que:
(1) 70 Z =i ou Z : F—v(F) est la section nulle, i.e. 7z =i ou l'on
identifie la section nulle avec la sous variété F' de v(F),
(2) 7 envoi les fibres transversalement a la feuille F'.

On suppose que chaque fibre est transverse au feuilletage caractéristique.

On construit une Ajp-connexion h : v(F) X Ajp — Tv(F) comme suit:

Soit z € F. On choisit un sous fibré £ C A7, complémentaire a I’algébroide
de Lie transverse A7, — T,,. Comme A7, = ker #, on a que # est injective
sur . La base T}, de I'algébroide de Lie transverse A7, — T est contractile
donc trivialisable (voir [7] page30).

Tout o € Az = (A1,)e = (Ajp)z se scinde de maniére unique sous la
forme:

a=a"+at, ona' € B at € (Ar,)..

Pour tout u € T, il existe un unique o, € E, et un unique o € (Ar, )y
tel que pi.#a), = #a'' et ai = o* modulo la trivialisation de Az, — Tj.

On vient de construire une application

h: v(F)xpAp — Tv(F)
(u, @) = h(u, @) = #(d, + o)
telle que
peh(u, @) = pot(ay, + o)
(o +a)
= #a.
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i.e. on vient de construire une A p-connexion linéaire sur le fibré vectoriel
p:v(F)— F.

Maintenant, s’il existe une fibre du fibré normal non transverse au feuil-
letage caractéristique. Omn sait qu’elle I'est au voisinage de la feuille F,
on peut refaire les mémes constructions sur un voisinage contractile d’une
transversale en un point de F' et prolonger la connexion au fibré normal.

Remarque 9.2.1. La Ajp-connexion h dépend du voisinage tubulaire, de la
trivialisation de Ay, — T, et du fibré complaimentaire E C A|Tw — T,.

Soit v : [0,1] — A un A-chemin de base v : [0,1] — F. Si u € v(F)y(q),
il existe € > 0 et une unique courbe horizontale 7 : [0, ¢[ — v(F’) vérifiant le
probléme de Cauchy

¥ (t) = h(3(t), a(t)), 7(0) = u.
Si u = 0 alors 4 coincide avec « (en regardant F' comme une sous variété
de v(F)). Dans ce cas ¥ est définie sur tout [0,1]. Ainsi, dans un voisinage
U0y de 0 dans v(F), () les courbes horizontales 7 : [0, e[ — v(F) vérifiant
le probléme de Cauchy

7' (t) = h(3(t), a(t)), 3(0) =u € U,
sont définies sur tout [0,1]. D’ou, en passant du point initial 4(0) au point
final (1) on obtient un difféomorphisme de U,(0) dans un voisinage ouvert
U,q) de 0 dans v(F),(1) qu'on note par
Hp(@): Uy — Uy
u = (1)
ol 7 est le relévement horizontal de a de valeur initiale w.

Remarque 9.2.2. On a H%(a)(0) = 0.

Proposition 9.2.1. Soit o : [0,1] — A un A-chemin de base v : [0,1] — F
dans une feuille caractéristique F.

L’isomorphime H%(a) se reléve en un isomorphisme d’algébroides de Lie
transveres Hp(a) + Aq o — Aq, ). 9i B :[0,1] — A un A-chemin dans F
tel que a(1) = 5(0) alors

HF(Oz,B) = HF(,B) o HF<Oé),
ot le point étant la concatenation des courbes.

Preuve:

Soit « : [0,1] — A un A-chemin de base v : [0,1] — F. On peut trouver
une famille de sections o5 : F' — Ajp telle que a = 05 0. En utilisant les

notations précédantes, la section X3 = os0p : v(F) — A se décompose pour
tout © € F et u € v(F') comme suit

Ye(u) = E!(u) + Ej(u) ou EQ(u) IS Ej‘(u) € (A7, )u.

Les relévements horizontaux 4 ne sont autre que les courbes intégrales du
champ de vecteur #X; (par définition de h). Or le flot ¢tEs de #X5 est induit
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par un automorphisme local d’algébroides <I>t25 de Lie (qui est le transposé
du flot du champ hamiltonien de ;). Il engendre & son tour I'isomorphisme
d’algébroides de Lie transveres

s .
(I)l = Hp(a) . AT’y(O) — AT’Y(l)'

La relation
Hp(a.B) = Hp(B) o Hp(«)
n’est autre que la composition des flots.#

On appelle le difféeomorphisme local d’algébroides de Lie transveres Hp ()
la A-holonomie du A-chemin «. On peut I'étendre sans difficultés aux A-
chemins lisses par morceaux.

Pour tout zg € F' on note par Aut(Ar, ) (resp.Inn(Ar, ), Out(Ar, )) le
groupe des germes en 0 des automorphismes (resp. intérieur, extérieurs) de
A7, qui envoient 0 sur 0, et par Q4(F,zp) le groupe des A-lacets lisses par
morceaux de base x.

Définition 9.2.1. (Holonomie d’une feuille caractéristique)
La A-holonomie de la feuille F' de point base xg est le morphisme de
groupes

Hp : Qa(F,z0) — Aut(Ar, ).

Remarque 9.2.3. Notons que la A-holonomie de la feuille F' dépend du
voisinage tubulaire, de la trivialisation de Ar, — Ty, et du fibré comple-
mentaire E — Ty, .

Exemple 9.2.1. (Feuilletages réguliers)

Dans le cas oul # est injective, i.e. 'algébroide de Lie découle d’un feuil-
letage régulier TF — M sur M, on a:
(1) Ar,, — Ti, est I'algébroide de Lie triviale (nulle),
(2) Aut(Ar, ) s’identifie avec Aut(Ty,) le groupe des germes de difféo-
morphismes de T}, qui envoient 0 sur 0,
(3) aussi E = TF, ainsi h(u, @) est 'unique vecteur tangent a la feuille
qui passe par u et qui se projette sur a.
Donc, pour un feuilletage régulier, les notions d’holonomie et de
A-holonomie coincident.

Exemple 9.2.2. (Action infinitésimale d’une algébre de Lie)

Soit p : G — x'(M) une action infinitésimale d’une algébre de Lie de
dimension finie, i.e. un morphisme d’algébres de Lie. On considére le fibré
vectoriel m: M x G — M avec I'ancrage

#(v2,§) = p(§)z

et le crochet

{&nte = [6(2),n()] + (p(§)-M)z — (p(1)-§)x

ot 'on identifie £, € x'(M, M x G) avec des fonctions &, € C*®(M,G).
Alors, (M x G,m, M,{.,.}) est une algébroide de Lie.
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Soit z¢ un point fixe pour cette action, i.e. p(§)z, = 0 pour tout £ € G. La
feuille qui passe par zg est 7 = {zo}. On prend T, = M et Ay, = M x G,
ainsi E' est le fibré trivial au dessus de M. Le relévement horizontal vaut
h’(“? a) - #(’U,, a) = p(a)u.

Si cette action découle d’'une action A : M x G — M, alors

p(Ot)u = d(u,e)A(Oa Oé).
On trouve que pour le A-lacet constant a(t) = « la solution de

F'(t) = h(3(t), o)) = p(@)5), 7(0) = u
est ¥(t) = u.exp(t.cr). On prend la section constante 5 : M — M x G définie
par B(z) = (x, «), alors 'automorphisme d’algébroide de Lie <I>§3 M xG —
M x G engendré est (voir exemple 8.2.4)

7 (x,€) = (z. exp(t.a), Ad(exp(t.a)).€).
Ainsi
Hr(a)(z,€&) = (exp(a).x, Ad(exp a).§).

9.3. Holonomie réduite. La A-holonomie définie dans la section précé-
dante n’est pas invariante par homotopie. En effet, I’exemple précédant
montre que méme si un A-lacet est homotope au A-lacet constant, sa A-
holonomie n’est pas nécessairement triviale. On introduit la notion d’holonomie
réduite qui est invariante par homotopie par la proposition suivante:

Proposition 9.3.1. (Holonomie réduite)

Soit F' une feuille du feuilletage caractéristique, xo € F et Hp : Q(F, z9) —
Qlut(ATxO) sa A-holonomie. St aq, ag sont deux A-lacet de F' basés en xg dont
les bases v1,7v4 sont homotpoes, alors Hp(ay1) et Hp(ag) forment la méme
classe dans Out(Ar, ).

Preuve:

On reprend les notations de la proposition 9.2.1.11 suffit de montrer que
si v est homotope au lacet constant alors Hpr(«) est un automorphisme
intérieur de ATxO' Soit v, : I — F une famille de lacets en xg telle que
vo(t) = xo et y; = 7y. On lui associe une famille de A-lacets ;.

La construction de Hp(«a;) dans la preuve de la proposition 9.2.1 s’est

faite en intégrant une famille d’automorphismes intérieurs Q)? ZS, il suffit de
choisir les ¢ : F' — Ajp telle que ol = id. On obtiendra une famille ®**
telle que @3 = id et &7 = Hp(c). M

On se donne un lacet v basé en xg dans la feuille F. On note encore par
Hp(v) € Out(Ar, ) la classe d’équivalence de Hr(a) olt v est un A-lacet de
F' quelconque, basés en xg et de courbe base v. Le morphisme de groupes

HF : Q(F, xo) — Dut(ATIO)
v = Hp(v)

se prolonge naturellement pour les lacets continues et est invariant par classe
d’homotopie. La définition suivante est naturelle:
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Définition 9.3.1. (Holonomie réduite)
On appelle holonomie réduite de la feuille F' en xg le morphisme de
groupes
Hp: m(F,z0) — Out(Ar,)
gl = Hp(v)
ot m1(F,xg) est le groupe fondamental de F basé en xg.

9.4. Stabilité. On se donne une algébroide de Lie (A, 7, M, #).

On introduit quelques définitions et on montre la généralisation du théoréme
de stabilité de Reeb pour les feuilletages singuliers induits par une algébroide
de Lie.

Soit F un feuilletage sur M. Un sous ensemble de M est dit saturé s’il est
réunion de feuilles. Une feuille F' est dite stable si elle posséde un voisinage
saturé.

Pour le feuilletage caractéristique d’une algébroide de Lie, un sous ensem-
ble de la base est saturé si et seulement si sa préimage est invariante par
les automorphismes intérieurs. De maniére équivalente, si et seulement s’il
est invariant par leurs projections sur la base (ce qu’on appellera indifférem-
ment stable par les automorphimes intérieurs). Ainsi une feuille est stable
si elle admet un voisinage invariant par les automorphismes intérieurs.

Définition 9.4.1. Une feuille F' du feuilletage caractéristique est dite transver-
salement stable si pour toute sous variété tranverse S le sous ensemble FNS
est stable pour l'algébroide de Lie transverse Ag.

Théoréme 9.4.1. (Stabilité)

Soit F une feuille du feuilletage caractéristique d’une algébroide de Lie.
On suppose que F' est compacte, transveralement stable a holonomie réduite
finie. Alors F est stable.

Preuve:

On commenece la preuve dans le cas ot F' a une holonomie réduite triviale.
On construit un voisinage V' C v(F) stable.

On se fixe un point g € F, soit h : v(F) xp Ajp — Tv(F) une A-
connexion comme dans la construction de ’holonomie. On peut choisir un
voisinage U de xg dans Ty, tel que le relévement horizontal de tout A-lacet
a(t) de base zg est un diffeomorphisme o, : U — U. La feuille F' est
transversalement stable, donc quitte a réduire U on peut supposer que c’est
un voisinage de xg dans T}, stable par les automorphismes intérieurs de
Ar,, -

Maintenant, pour tout x € F' soit a un A-chemin de xg vers x. On note
0o : U — T, le relévement horizontal induit. Si 8 est un A-chemin de xg
vers x dont la base est homotope & celle de «, par la proposition précédante,
leurs holonomies réduites forment la méme classe dans les automorphismes
extérieurs de ATZO, comme I’holonomie réduite est nulle, elles sont égles,
ainsi 04(U) = 03(U). Par ce qui précéde, on déduit que o,(U) est aussi
stable par les automorphismes intérieurs de Ag, .



112

Soit V' = U 04(U), c’est un voisinage ouvert de F. Montrons qu’il
acA—lacet

est stable:

soit p € V, il existe un A-chemin « de base v tel que p € 0,(U), i.e.
p =7(1) ou ¥ est le relevement horizontal de « tel que (0) =y € U.

Soit Jnn(A), ¢ le diffeomorphisme induit sur la base, montrons que ¢(p) €
V.

d(p) €V & (pooa)(y) €V,

11 suffit de voir que ¢poo, = 0.4, en effet si 7y, est le relévement horizontal
de a et 7 celui de ®.a, alors on a

'?0 = h‘(’Yv Oé) et :Yl = h(’% Q)a)
ie
(JS*’?O = d)*h(’y’ OL) et ﬁ/l = h(77 (I)a)

or comme # o ® = ¢, o #, on a le résultat.

Maintenant si ’holonomie réduite est finie, soit ¢ : I/ — F un revétement
de F tel que

@1 (F") = ker Hp C m1(F).

On fait le pull-back de v(F') et Eie P’algébroide de Lie A par ¢, on obtient
v(F") et de 'algébroide de Lie A et le morphisme d’algébroides de Lie @ :
A — A au dessus du morphise de fibrés v(F') — v(F). Or, 'holonomie
réduite de F” est nulle. Comme un revétement est un difféomorphisme local
et en utilisant ce qui précéde on a le resultat.d

9.5. Applications. La notion d’algebroide de Lie a été introduite pour la
premiére fois (de maniére moderne) par Pradines dans ([36], [37], [38]) dans
son étude des groupoides de Lie du point de vue des catégories. Ces derniers
sont les succéseurs directs des groupes de Lie et des fibrés principaux (Voir
I'introduction de [17]).

Les algébroides de Lie sont trés utile en mécanique, car c’est un mod-
ele géométrique "unificateur" (voir [11]). Les systémes lagrangiens peuvent
s’exprimer dans ce cadre (voir [12], [15], [20] et [30]).

Soit (A, m, M, p) une algébroide de Lie et L : E — R un lagrangien
régulier. On peut exprimer dans ce cadre les équations d’Euler-Lagrange
(généralisés) indépendament des coordonnées. Quand on regarde ¢a dans
les exemples classiques, ¢a donne:

1/ Algebres de Lie: on retrouve les équations d’Euler-Poincaré

2/Fibreé tangent: les équations d’Euler-Lagrange classiques

3/Feuilletages: on retrouve le formalisme de la mécanique holonome;

4/Algébroides d’Atiyah: on retrouve les équations de Lagrange-Poincaré
5/Action infinitésimale d’une algébroide de Lie: on a les équations d’Euler-
Poisson-Poincaré.

Par une aproche analogue, on obtient des équations de Hamilton général-
isés, qui donne dans les exemples classiques:

1/ Algebres de Lie: on retrouve les équations de Lie-Poisson;
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2/Fibré tangent: les équations de Hamilton classiques;

3/Feuilletages: on retrouve le formalisme de la mécanique holonome hamil-
tonienne;

4/Algébroides d’Atiyah: on retrouve les équations de Hamilton-Poincaré;

5/Action infinitésimale d’une algébroide de Lie: on a les équations de
Lie-Poisson sur un produit semi-direct.

Ceci est bien dévelopé dans [29] et [30].

Exemple 9.5.1. Un solide généralisé:

Un corps solide selon Arnold (voir [40]) est un groupe de Lie G d’algébre
de Lie G et une métrique Tiemanienne g invariante & gauche. L’équation
des géodésiques est une équation différentielle d’ordre 2. Elle se réduit & une
équation différentielle sur l’algébre de Lie

x4+ Vyr =0

Qui est une équation différentielle homogéne d’ordre 1. C’est l’équation
d’Euler des fluides incompréssibles. Ce sont les symmétries du groupe et
de la métrique qui ont réduit cette équation. Un lagrangien est la forme
quadratique induite par la métrique.

En passant sur le dual, on adopte un point de vue hamiltonien. Si l’on
note par ® : G — G* lisomorphisme induit par la métrique, cette équation
devient

€ + ad:;)—lgf — 0
sur le cotangent G* Les solutions sont sur les orbites de la représentation

coadjointe, ou encore sur les feuilles symplectiques de la structure de Poisson
naturelle.

On a vu que les algébroides de Lie offrent un cadre agréable pour faire
de la mécanique lagrangienne ou hamiltonienne, et qu’une large panoplie
de problémes peuvent y étre décrits. La résolution de ces problémes exige,
parfois une formulation variationelle, c¢’est ici que les A-connexions jouent
un role fondamental.

On voit dans [29] qu’un (Mechanical system control) sur une algébroide
de Lie est la solution d’une équation différentielle du second ordre; laquelle
est exprimé avec une A-connexion. La théorie du controle optimal étant
une généralisation de la mécanique classique, les problémes variationnels
peuvent étre exprimés dans le cadre des algébroides de Lie. Le principe du
maximum de Pontryagin peut y étre formulé, et les courbes admissibles sur
lesquelles on formule notre probléme de minimisation sont des A-chemins.

Il y a aussi 'aspect cohomologique des algébroides de Lie, on a vu que la
A-différentielle vérifie

daodsg =0
ceci permet de définir la cohomologie d’une algébroide de Lie. La donnée
d’une A-connexion permet de définir les classes charactéristiques. Il y a des
applications purement géométriques dans ’étude de ces classes, par exemple
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dans [3], on a pu associer & certaines classes de G-structures une algébroide
de Lie classifiante. Et 1a encore, les A-connexions jouent un réle important.

Il y a aussi des prémices de liens avec la géométrie non-commutative voir
[35].

Ce ne sont que des germes d’applications trés récentes. La série d’articles
de [11] & [40] est une sorte de brouillion d’un large programme lancé par
Alan Weinstein en 1987 dans [13] pour développer le formalisme de Felix
Klein dans le cadre des groupoides et des algébroides de Lie. Et ceci se met
en place.
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