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Introduction
Les notions de �bration, �bré et de connexion sont au centre des théories

modernes géométriques, topologiques et de physique théorique. Ces notions
sont devenues des outils indispensables dans nombres de théories mathéma-
tiques contemporaines.
Les structures géométriques peuvent être divisées en deux catégories: sin-

gulières et régulières. Pour les structures régulières tous les points sont
équivalents et l�on peut les comparer via l�outil "connexion". Pour les struc-
tures singulières il y a plus de nuances dans le fait que les points ne sont
pas équivalents. On doit prendre plus de précautions en les comparant.
L�avantage des connexions qu�on va introduire est qu�elles permettent de
donner un cadre pratique pour faire aussi bien l�analyse locale (comparer les
points) que l�analyse globale (comparer les géométries de deux ensembles).
Une algébroïde de Lie est un �bré vectoriel ayant une certaine similitude

avec le �bré tangent d�une variété et les algèbres de Lie. Ceci permet de
développer pour les algébroïdes de Lie les notions de dérivée de Lie et de
di¤érentielle extérieure avec des formules analogues à celles de Cartan. Ce
sera l�objet de la première partie.
La structure d�algébroïde de Lie est en forte interaction avec les structures

de Poisson, elle la généralise en un certain sens et le dual d�une algébroïde
de Lie a une structure de Poisson naturelle qui encode toute la structure
de l�algébroïde de Lie. Elle engendre un feuilletage caractéristique qui dans
le cas des variétés de Poisson coïncide avec le feuilletage symplectique. Les
morphismes d�algébroïdes de Lie peuvent être dé�nies en termes de mor-
phismes de Poisson.
On dé�nit les A-connexions sur les �brés principaux, on étudie leurs prin-

cipales propriétés. On dé�nit les A-connexions linéaires par le transport
parallèle. À la �n on démontre un théorème de stabilité pour le feuilletage
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caractéristique qui généralise le théorème de stabilité de Reeb pour les feuil-
letages réguliers. Il s�applique en particulier pour le feuilletages dé�nies par
la géométrie de Poisson et par les actions in�nitésimales de algèbres de Lie.
Le cas holomorphe est étudié en détails dans l�article [10] où on s�inspire du

cas réel pour dé�nir les structures de Poisson holomorphes. Une telle struc-
ture est un champ de bivecteur holomorphe qui véri�e les mêmes conditions
que dans le cas réel. En décomposant un tenseur de Poisson holomorphe on
obtient une partie réelle et une partie imaginaire qui sont des tenseurs de
Poisson réels. Cependant, pour que deux tenseurs de Poisson réels soient
les parties imaginaire et réelle d�une structure de Poisson holomorphe il faut
et il su¢ t qu�ils véri�ent des conditions qui s�éxpriment en terme de struc-
tures de Poisson-Nijenhuis. Les algébroïdes de Lie holomorphes peuvent être
dé�nies par les structures de Poisson holomorphes.
Tous les objets considérés dans ce mémoire sont supposés de classe C1.

Dans la suite les variétés sont réelles séparées et dénombrables à l�in�ni, ce
qui assure l�éxistence de partitions de l�unité.
La primière partie est basé sur [1], la seconde sur [2].

Part 1. Calcul di¤érentiel dans les algébroïdes de Lie

1. Rappels et compléments

Nous entamons notre travail par quelques rappels sur les algèbres graduées
et les �brés vectoriels. Les espaces vectoriels dans ce travail sont sur | = R
ou C:

1.1. Algèbres Z-graduées.

Dé�nition 1.1.1. (Espaces vectoriels Z-gradués)

Un espace E vectoriel est dit Z-gradué s�il existe une famille fEpgp2Z de
sous espaces vectoriels de E telle que

E = �
p2Z

EP .

Chaque Ep est dit sous espace des éléments homogènes de degré p.
Soient E = �

p2Z
Ep et F = �

p2Z
F p deux | espaces vectoriels Z-gradués. On

dit qu�une application linéaire f : E ! F est homogène de degré d 2 Z si

8p 2 Z : f(Ep) � F p+d.

Exemple 1.1.1. Espace |[X] des polynômes à coe¢ cients dans |

Posons EP := |:Xp pour p � 0 et EP := 0 si p < 0. Alors |[X] = �
p2Z

EP

est un espace vectoriel Z-gradué. La dérivation usuelle des polynômes est
un endomorphisme homogène de degré �1 de |[X].

Dé�nition 1.1.2. (Algèbres Z-graduées)
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Un espace vectorielA = �
p2Z

Ap muni d�un produit bilinéaire associatif b(x; y) =

x:y est appelé algèbre Z-graduée si pour tout élément homogène x de degré
p; l�application b(x; :) est homogène de degré p; i.e.

8p; q 2 Z;8x 2 Ap;8y 2 Aq : x:y 2 Ap+q:

Une algèbre Z-graduée A = �
p2Z

Ap est dite Z-commutative lorsque:

8p; q 2 Z;8x 2 Ap;8y 2 Aq : xy = (�1)pqyx:

Elle est dite Z-anticommutative lorsque:

8p; q 2 Z;8x 2 Ap;8y 2 Aq : xy = �(�1)pqyx:

Exemple 1.1.2. Algèbre Z-graduée des endomorphismes homogènes:

Soit E = �
p2Z

EP un |�espace vectoriel Z-gradué. Pour tout entier d, on

note Ad le sous-espace de End(E) constitué des endomorphismes homogènes
de degré d. Posons

A = �
p2Z

Ap:

Muni de la composition des applications, A devient une algèbre Z-graduée.

1.2. Algèbres de Lie Z-graduées, dérivations.

Dé�nition 1.2.1. (Algèbres de Lie Z-graduées)

Une algèbre de Lie Z-graduée est une algèbre Z-graduée G = �
p2Z
Gp;dont

la loi de composition notée [:; :] véri�e: pour tout 8x 2 Gp;8y 2 Gq;8z 2 Gr;

[x; y] = �(�1)pq[y; x] (Z-anticommutativité)

et l�identité de Jacobi graduée:

(�1)pr[x; [y; z]] + (�1)qp[y; [z; x]] + (�1)rq[z; [x; y]] = 0.

Un morphisme d�algèbres de Lie Z-graduées est un morphisme d�espace vec-
toriels Z-graduées compatible avec les crochets.

Exemple 1.2.1. Algèbre de Lie Z-graduée associée à une algèbre Z-graduée:

Étant donnée une algèbre associative Z-graduée A = �
p2Z

Ap dont le pro-

duit est noté x:y, on dé�nit un second produit en posant pour tout x 2
Ap; y 2 Aq

[x; y] = x:y � (�1)pqy:x.
Ce produit, dit crochet gradué, fait de A une algèbre de Lie Z-graduée.

Exemple 1.2.2. Algèbre de Lie Z-graduée des endomorphismes homogènes:
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En particulier si E = �
p2Z

EP est un |�espace vectoriel Z-gradué et Ad le

sous-espace de End(E) constitué des endomorphismes homogènes de degré
d

A = �
p2Z

Ap:

est une algèbre de Lie Z-graduée pour le crochet gradué.

Dé�nition 1.2.2. (Dérivations)

Une dérivation d�ordre d 2 Z d�une algèbre Z-graduée A = �
p2Z

Ap est un

endomorphisme � de A homogène de degré d et véri�ant la règle de Leibniz:
8p 2 Z;8x 2 Ap;8y 2 A;

�(xy) = �(x)y + (�1)pdx�(y).

On notera Dd(A) l�espace des dérivations d�ordre d de l�algèbre graduée
A. C�est un sous-espace vectoriel de End(A).

Exemple 1.2.3. Les dérivations intérieures d�une algèbre de Lie Z-graduée:

À tout élément x d�une algèbre de Lie Z-graduée G = �
p2Z
Gp, on associe

l�endomorphisme adx de G dé�ni par

adx(y) = [x; y] .

Nous allons voir que si x est dans Ap, adx est une dérivation d�ordre p. En
e¤et, pour tout y 2 Gq;8z 2 Gr l�identité de Jacobi graduée s�écrit

(�1)pradx([y; z])� (�1)qp+rp[y; adx(z)]� (�1)rq+r(p+q)[adx(y); z] = 0;

ou encore

adx([y; z]) = [adx(y); z] + (�1)qp[y; adx(z)];
ce qui signi�e que adx est une dérivation d�ordre p de A. Observons que
l�identité ci-dessus se traduit par: 8x 2 Gp;8y 2 Gq

ad[x;y] = adx � ady � (�1)qpady � adx.

Exemple 1.2.4. ad est un morphisme d�algèbres Z-graduées:

Si l�on considère A =�A
p2Z

p où Ap est l�espace des endomorphismes ho-

mogènes de degré p d�une algèbre de Lie Z-graduée A = �
p2Z

Ap et que l�on

munit A du crochet graduée alors x 7�! adx est un morphisme d�algèbres
de Lie Z-graduées de A = �

p2Z
Ap sur A =�A

p2Z
p :

Exemple 1.2.5. L�algèbre de Lie Z-graduée des dérivations d�une algèbre
Z-graduée:
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Soit A = �
p2Z

Ap une algèbre Z-graduée dont le produit est noté x:y; et

Dd(A) l�ensemble de ses dérivations d�ordre d 2 Z; c�est un sous espace
vectoriel de l�espace des endomorphismes homogènes de degré d de A. Con-
sidérons

D(A) = �
d2Z

Dd(A);

muni du crochet gradué des endomorphismes. Véri�ons que D(A) devient
une algèbre de Lie Z-graduée: pour la Z-anticommutativité et l�identité de
Jacobi Z-graduée c�est trivial. Il su¢ t d�établir la règle de Leibniz graduée.
Soient � 2 Dd(A); � 2 Dr(A); leur crochet est dé�ni par:

[�; �] = � � �� (�1)dr� � �.

On sait que [�; �] est homogène de degré d + r. Véri�ons que pour tout
x 2 Ap; y 2 A

[�; �](x:y) = [�; �](x):y + (�1)drx:[�; �](y).

En fait, on a

� � �(x:y) = �(�(x:y)) = �(�(x):y + (�1)prx:�(y))

= � � �(x):y + (�1)(r+p)d�(x):�(y) + (�1)pr�(x):�(y) + (�1)pr+pdx:� � �(y):
On a aussi

(�1)dr� � �(x:y) = (�1)dr� � �(x):y

+(�1)(d+p)r+dr�(x):�(y) + (�1)pd+dr�(x):�(y) + (�1)pr+pd+drx:� � �(y):
Ainsi

[�; �](x:y) = � � �(x):y � (�1)dr� � �(x):y + (�1)pr+pdx:� � �(y)

�(�1)dr:(�1)pr+pd:x:� � �(y) = [�; �](x):y + (�1)p(r+d)x:[�; �](y).
c.à.d que [�; �] est une dérivation d�ordre d+ r:

1.3. Fibrés vectoriels.

Dé�nition 1.3.1. (Fibré vectoriel)
Soit M une variété lisse de dimension n. Un �bré vectoriel de dimension

k sur M est la donnée d�une variété lisse E et d�une application lisse � :
E !M telles que: pour tout p 2M ;

(1) ��1(p) est une espace vectoriel réel de dimension k,
(2) il existe U voisinage ouvert de p dans M et un di¤éomorphisme

� : ��1(U)! U �Rk de la forme

�(�) = (�(�); '(�))

tel que la restriction de � aux �bres soit un isomorphisme linéaire.
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Un tel �bré vectoriel sera noté par le triplet (E; �;M).
Si U est un ouvert (ou une sous-variété plongé) de M , il est facile de voir

que (��1(U); �j��1(U); U) est un �bré vectoriel de même dimension sur U .
Soit U un ouvert de M et (E; �;M) est un �bré vectoriel de dimension

k;on appelle section de ce �bré au dessus de U toute application lisse � :
U ! E telle que

� � � = idU

On note l�ensemble de ces sections par �(U;E); cet ensemble est un R�espace
vectoriel, et un C1(U)�module.
Si U est le domaine d�une trivialisation � : ��1(U)! U �Rk; alors pour

tout vecteur v de Rk l�application �v : U ! E dé�nie par

�v(p) = ��1(p; v)

est une section de (E; �;M) au dessus de U .
(E; �;M) est un �bré vectoriel de dimension k. Un repère de E au dessus

d�un ouvert U de M est une famille de sections �1; :::; �k de �(U;E); telles
que: (�1(p); :::; �k(p)) est une base de EP ;8p 2 U:

Remarque 1.3.1. Il existe un repère au voisinage de chaque point.

En e¤et, si p 2 M et U est un voisinage ouvert de p domaine d�une
trivialistion � : ��1(U) ! U � Rk; à partir d�une base feig de Rk formons
les sections

�i(x) = ��1(x; ei); 1 � i � k.

On obtient un repère au dessus de U . Ainsi toute section � 2 �(U;E) s�écrit
de manière unique

� =
X
1�i�k

f i:�i; f
i 2 C1(U) pour tout i:

Soit (E; �;M) un �bré vectoriel de dimension k. On considère l�ensemble

E� := f(x; �);x 2M;� 2 E�xg;
alors E� est une variété lisse, sa structure di¤érentielle est construite de
manière canonique, et la projection naturelle

$ : E� !M

nous donne un �bré vectoriel de dimension k.
Si U est domaine d�une trivialistion � : ��1(U)! U � Rk et (�1; :::; �k)

est un repère au dessus de U , alors l�application 	 : $�1(U) ! M dé�nie
par

	(x; �) = (x; (�1; :::; �k)); �i = �(�i(x)) 8i
est une trivialisation au dessus de U . On note �i = 	�1(:; ei) où ei

est le ii�eme vecteur coordonnée de Rk; d�après ce qui précéde on voit que
(�1; :::; �k) est un repère de (E�; $;M) qu�on appelle le repère dual du
repère (�1; :::; �k):
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1.4. Un peu d�algébre multilinéaire.

Dé�nition 1.4.1. (Forme multilinéaires)

Si V est un |�espace vectoriel de dimension �nie; on note �pV � pour
p 2 N ; l�espace vectoriel des applications

� : V � :::� V| {z }
p�fois

! |

qui sont multilinéaires et antisymétriques. Une telle application sera appelé
un p-tenseur covariant antisymétrique, �pV � est appelé espace des p-formes
de V .

Remarque 1.4.1. On pose par convention �pV � = | lorsque p = 0 et
�pV � = 0 lorsque p < 0:On sait que lorsque dimV = n alors dim�pV � =�
n
p

�
:

Dé�nition 1.4.2. (Produit extérieur)

On dé�nit le produit extérieur de � 2 �pV � et de � 2 �qV � que l�on note
� ^ � comme étant l�élément de �p+qV � dé�ni pour tout X1; :::; Xp+q 2 V

�^�(X1; :::; Xp+q) =
1

p!q!

X
�2Sp+q

sg(�):�(X�(1); :::; X�(p)):�(X�(p+1); :::; X�(p+q))

On notera �V � = �
p2Z
�pV �, c�est un |�espace vectoriel. On prolonge le

produit extérieur à tout �V � par bilinéarité. Le produit extérieur munit
�V � d�une structure d�algèbre Z-graduée, Z�commutative.
Dé�nition 1.4.3. (Multivecteurs)

De même on considère pour p 2 Z : �pV l�espace vetoriel des appliacations
f : V � � :::� V �| {z }

p�fois

! |

qui sont multilinéaires et anitisymétriques, une telle application sera appelé
un p-tenseur contravariant antisymétrique. �pV est appelé espace des p-
multivecteurs de V .
On dé�nit le produit extérieur de X 2 �pV et de Y 2 �qV noté X ^ Y

comme étant l�élément de �p+qV dé�ni comme dans le cas covariant. On
notera �V = �

p2Z
�pV , c�est un |�espace vectoriel. On prolonge le produit

extérieur à tout �V par bilinéarité. Ainsi le produit extérieur munit �V
d�une structure d�algèbre associative Z-graduée et Z�commutative.
Dé�nition 1.4.4. (Le produit intérieur d�une forme par un vecteur)

Si V est un |�espace vectoriel, X 2 V , on dé�nit pour tout � 2 �pV � la
(p� 1)-forme Xc� qui associe à tout X1; :::; Xp+q 2 V

Xc�(X1; :::; Xp�1) = �(X;X1; :::; Xp�1)

on note Xc� par {(X):�; on prolonge {(X) à tout �V � par |�linéarité.
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Remarque 1.4.2. Le produit intérieur des formes par un vecteur est une
dérivation d�ordre �1 de l�algèbre extérieure graduée, autrement dit pour
tout X 2 V; pour tout � 2 �pV �; � 2 �V �

Xc(� ^ �) = (Xc�) ^ � + (�1)p� ^ (Xc�):

Dé�nition 1.4.5. (Dualité entre �V et �V �)

Pour tout p � 1; � 2 �pV �; v 2 �pV: On dé�nit h�; vi comme suit:
Dans le cas décomposable: i.e. quand � = �1 ^ ::: ^ �p et v = v1 ^ ::: ^ vp

sont décomposables; où �i 2 V �; vj 2 V on dé�nit

h�; vi = det(�i:vj)1�i;j�p.

Cette quantité ne dépend pas de la manière dont � et v sont décomposées
et ne dépend que de � et de v:
Dans le cas homogène: soient p; q 2 Z, � 2 �pV �; v 2 �qV on dé�nit

h�; vi par
si p < 0 ou q < 0 ou p 6= q : h�; vi = 0;
si p = q = 0 : h�; vi = �:v
En�n, on prolonge ça par bilinéarité à tout �V et �V �.

Remarque 1.4.3. Si � 2 �pV �; v = v1 ^ ::: ^ vp 2 �pV alors

h�; vi = �(v1; :::; vp):

Dé�nition 1.4.6. (Le produit intérieur d�une forme par un multivecteur)

On a vu le produit intérieur d�un élément de �V � par un élément de
�1V = V . On va étendre celà à tout �V comme suit:
Si P 2 �pV; on dé�nit {(P ) : �V � ! �V � par :
si p � 1 : on suppose que P est décomposable, il existe donc P1; :::; Pp 2

�1V = V tels que P = P1 ^ ::: ^ Pp;on pose alors
{(P ) = {(P1) � ::: � {(Pp),

{(P ) ne dépend pas de la manière dont P est décomposé. On prolonge par
linéarité dans le cas où P n�est pas décomposable,
si p < 0 : {(P ) = 0;
si p = 0 : {(P ):� = P:�;8� 2 �V �:
On prolonge {(P ) à tout �V � par linéarité.

Remarque 1.4.4. Si p � 1; P 2 �pV; alors {(P ) est un endomorphisme
homogène d�ordre �p de �V �. Mais ce n�est pas toujours une dérivation.
Par dé�nition du produit intérieur on a

{(P ^Q) = {(P ) � {(Q)

Proposition 1.4.1. Produit intérieur et dualité
Si P 2 �pV et � 2 �pV � on a:

{(P ):� = (�1)p
(p�1)
2 h�; P i .
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Preuve:
En e¤et il su¢ t de le voir quand P est décomposable. Si P = P1^ :::^Pp

alors

{(P ):� = ({(P1) � ::: � {(Pp)):� = �(PP ; :::; P1) = (�1)p
(p�1)
2 :�(P1; :::; Pp):�

Plus généralement on a 8P 2 �pV;8Q 2 �qV;8� 2 �p+qV �,

h{(P ):�; Qi = (�1)p
(p�1)
2 h�; P ^Qi .

Il su¢ t d�établir celà lorsque P = P1 ^ ::: ^ Pp et Q = Q1 ^ ::: ^ Qq sont
décomposables.

h{(P ):�; Qi = h�(PP ; :::; P1; :::); Q1 ^ ::: ^Qqi

=
D
(�1)p

(p�1)
2 :�(P1; :::; Pp; :::); Q1 ^ ::: ^Qq

E
= (�1)p

(p�1)
2 :�(P1; :::; Pp;Q1; :::; Qq)

= (�1)p
(p�1)
2 h�; P1 ^ ::: ^ Pp ^Q1 ^ ::: ^Qqi

= (�1)p
(p�1)
2 h�; P ^Qi

On exprime cette égalité en disant que le produit intérieur est au signe près
transposé du produit extérieur.

1.5. Algèbres extérieures associées à un �bré vectoriel. Soit M est
une variété lisse, (E; �;M) est un �bré vectoriel de dimension k.
Algèbre extérieure des formes:
Pour tout x 2M; Ex est un R�espace vectoriel de dimension k; on peut

considérer �pE�x pour tout p 2 Z: Soit
�pE� := t

x2M
�pE�x

alors �pE� est une variété lisse dont la structure di¤érentielle est construite
de manière canonique. �pE� s�identi�e à

f(x;w);x 2M;w 2 �pExg:
C�est un �bré vectoriel de dimension

�
p
k

�
et on note � : �pE ! M sa

projection canonique.

Dé�nition 1.5.1. Si U est un ouvert de M , on note l�ensemble des sections
du �bré � : �pE� ! M au dessus de U par 
p(U;E�). On appelle ses
éléments les p-formes de U .

En particulier, si U est un ouvert de trivialisation et (�1; :::; �k) est un
repère de (E; �;M) au dessus de U , alors � 2 
p(U;E�) s�écrit localement:

� =
X

1�i1;<:::<ip�k
�i1:::ip :�

i1 ^ ::: ^ �ip ; où �i1:::ip 2 C1(U):

Si p; q 2 Z; � 2 
p(M;E�); � 2 
p(M;E�) on dé�nit �^� 2 
p+q(M;E�)
par

(� ^ �)(x) := �x ^ �x;8x 2M .
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On voit que c�est une section lisse en utilisant l�écriture locale.
On considère la somme directe


(M;E�) := �
p2Z

p(M;E�):

C�est une algèbre réelle Z-graduée, associative et Z�commutative pour le
produit extérieur des formes. On l�appelle l�algèbre extérieure des formes.
C�est aussi un module Z-gradué sur l�anneau C1(M).
Algèbre extérieure des multivecteurs:
Pour tout x 2M et p 2 Z; on peut considérer �pEx puis

�pE := t
x2M

�pEx.

�pE est une variété lisse dont la structure di¤érentielle est construite de
manière canonique. �pE s�identi�e à

f(x;w);x 2M;w 2 �pExg
C�est un �bré vectoriel de dimenion

�
p
k

�
et on note $ : �pE !M sa projec-

tion canonique.
Si U est un ouvert de M , on note l�ensemble des sections du �bré $ :

�pE ! M au dessus de U par �p(U;E). On appelle ses éléments les p-
multivecteurs de U .
En particulier, si U est un ouvert de trivialisation et (�1; :::; �k) est un

repère de (E; �;M) au dessus de U ,alors P 2 �p(U;E) s�écrit localement:

P =
X

1�i1;<:::<ip�k
P i1:::ip :�i1 ^ ::: ^ �ip ; où P i1:::ip 2 C1(U)

Si p; q 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E) on dé�nit P ^Q 2 �p+q(M;E)
par

(P ^Q)(x) := Px ^Qx;8x 2M
on voit que c�est une section lisse en utilisant l�écriture locale.
On considere maintenant �(M;E) := �

p2Z
�p(M;E); c�est une algèbre

réelle Z-graduée, associative et Z�commutative pour le produit extérieur
des multivecteurs, on l�appelle l�algèbre extérieure des multivecteurs. C�est
aussi un module Z-gradué sur l�anneau C1(M).
Le produit intérieur d�une forme par un multivecteur:
Pour tout P 2 �(M;E); soit {(P ) : 
(M;E�)! 
(M;E�) dé�ni par:

({(P ):�)(x) = {(Px):�x;8x 2M:

alors {(P ) est un endomorphisme de 
(M;E�): Si P est homogène de degré
p 2 Z alors {(P ) et homogène de degré �p. Pour p = 1; {(P ) est une
dérivation d�ordre �1 de 
(M;E�) considéré comme C1(M) module Z-
gradué.
La dualité entre �(M;E) et 
(M;E�):
On dé�nit h:; :i : 
(M;E�)��(M;E)! C1(M); C1(M)�bilinéaire par:

h�; P i (x) = h�x; Pxi ;8x 2M:
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2. Calcul différentiel sur les algébroïdes de Lie

2.1. Algébroïdes de Lie.

Dé�nition 2.1.1. Soit (E; �;M) un �bré vectoriel. Une structure d�algébroïde
de Lie sur ce �bré est la donnée

� d�une loi de composition (�1; �2) 7! f�1; �2g sur l�ensemble des sec-
tions de ce �bré �(M;E) qui le munit d�une structure d�algèbre de
Lie sur R,

� d�un morphisme de �brés � : E ! TM tel que l�application

�(M;E) ! �(M;TM)

� 7�! � � �
soit un morphisme d�algèbres de Lie et que la règle de Leibniz

f�1; f:�2g = f:f�1; �2g+ (� � �1)f:�2
soit satisfaite.

Le �bré vectoriel (E; �;M) équipé par une structure d�algébroïde de Lie
est noté (E; �;M; �). La loi de composition (�1; �2) 7! f�1; �2g sera appelé
le crochet, et l�application � : E ! TM l�ancrage ou l�ancre de l�algébroïde
de Lie.

Exemple 2.1.1. Le �bré tangent:

Le �bré tangent (TM; �;M) équipé par le crochet de Lie des champs de
vecteurs et de l�ancre idTM est une algébroïde de Lie.

Exemple 2.1.2. Une algèbre de Lie:

Considérons une algèbre de Lie G, si M = f�g alors le �bré vectoriel
trivial (G; �;M) est une algébroïde de Lie.

Exemple 2.1.3. Une distribution involutive:

Soit V une distribution lisse et réguliére de la variété M , i.e. un sous
�bré vectoriel (V; �jV ;M) du �bré tangent. Supposons que V est involutive,
i.e. le crochet de Lie de deux section de (V; �jV ;M) est une section de
(V; �jV ;M), alors le �bré vectoriel (V; �jV ;M) muni du crochet usuel des
champs de vecteurs et de l�ancre iV : V ! TM l�injection canonique est
une algébroïde de Lie.

Exemple 2.1.4. Les variétés de Dirac:

Soit V un R�espace vectoriel de dimension �nie. On a deux formes
bilinéaires canoniques sur V � V �:

h(X; �); (Y; �)i+ :=
1

2
(�(Y ) + �(X));

h(X; �); (Y; �)i� :=
1

2
(�(Y )� �(X)).
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La première est symétrique non dégénérée, la seconde est antisymétrique.
Un sous espace vectoriel L de V � V � est dit isotrope s�il est inclus dans

son orthogonal pour la forme h:; :i+ ; ie L � L?: La dimension d�un tel espace
véri�e:

dim(L) � dim(V ):

En e¤et: d�une part dim(L) + dim(L?) = dim(V � V �) = 2:dim(V ) et
d�autre part L � L?; d�où le resultat.
Une structure de Dirac linéaire sur V est la donnée d�un sous espace

isotrope de dimension maximale.
Maintenant M est une variété lisse. Considérons le �bré: TM � T �M

au dessus de M , on étend les formes bilinéaires précédantes de manière
naturelle: pour deux sections (X; �); (Y; �) de TM � T �M :

h(X; �); (Y; �)i+ :=
1

2
(�(Y ) + �(X));

h(X; �); (Y; �)i� :=
1

2
(�(Y )� �(X)).

On dé�nit aussi le crochet de Courant de ces sections:

[(X; �); (Y; �)] :=


[X;Y ]; LX� � LY � � d h(X; �); (Y; �)i�

�
.

Il et clair que [:; :] est R�bilinéaire, altérnée, mais ce crochet ne véri�e pas
toujours l�identité de Jacobi.
Un �bré de Dirac sur M est la donnée d�un sous �bré L de TM � T �M

tel que chaque �bre soit une structure de Dirac linéaire. On a un resultat
important:
" L�ensemble des sections d�un �bré de Dirac est stable par le crochet de

Courant si et seulement si le crochet de Courant restreint aux sections de
ce �bré véri�e l�identité de Jacobi ".
Une structure de Dirac sur une variété M est la donnée d�un �bré de

Dirac L sur M stable par le crochet de Courant.
Soit (M;L) une structure de Dirac. Cette structure induit une structure

d�algébroïde de Lie. En e¤et, considérons le �bré � : L ! M , l�ancre
� : L! TM dé�nie par

�(X � �) := X

et le crochet de Courant restreint à �(M;L). Le crochet de Courant véri�e
la régle de Leibnitz. En e¤et, pour (X; �); (Y; �) 2 �(M;L); f 2 C1(M) :
[(X; �); f:(Y; �)] = ([X; f:Y ]; LX(f:�)� Lf:Y � � d(h(X; �); f:(Y; �)i�))

= (f:[X;Y ]+(X:f)Y; (X:f)�+f:LX(�)�f:LY ���(Y ):df�d(f: h(X; �); (Y; �)i�))
= f:[(X; �); (Y; �)] + (X:f):(Y; �)

car h(X; �); (Y; �)i� = �(Y ).
Le crochet de Courant véri�e l�identité de Jacobi car L est stable par le

crochet de Courant.
Donc toute variété de Dirac admet une structure d�algébroïde de Lie

canonique.
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Lemme 2.1.1. Soit � 2 �(M;E) s�annulant sur ouvert U de M . Alors,
pour tout s 2 �(M;E) et tout x 2 U :

f�; sg(x) = 0.
On dit que le crochet est local.

Preuve:
Soient x 2 U; s 2 �(M;E) et f 2 C1(M) telle que suppf � U et f = 1

au voisinage de x. On voit que f:� est la section nulle, ainsi:

ff:�; sg = 0
car le crochet est bilinéaire. Or:

ff:�; sg = �fs; f:�g = �f:fs; �g � (� � s)f:�.
Donc:

ff:�; sg(x) = �f(x):fs; �g(x)� ((� � s)f)(x):�(x)
= �fs; �g(x)� ((� � s)f)(x):0

d�où f�; sg(x) = 0:�
Proposition 2.1.1. Soient �; �0 2 �(M;E); x 2 M: Alors f�; �0g(x) ne
dépend que du jet d�ordre 1 de � et de �0:Par conséquent, si �(x) = �0(x) = 0
alors f�; �0g(x) = 0:
Preuve:
Comme le crochet est local, il su¢ t de travailler sur un ouvert U de M

contenant x; soit U un tel ouvert sur lequel on dispose d�un repère (�1; :::; �k)
de (E; �;M) au dessus de U , alors on a les écritures locales:
� =

P
1�i�k

f i:�i et �0 =
P

1�j�k
gj :�j où f i; gj 2 C1(U); alors on a en

utilisant les conventions d�Einstein:

f�; �0g = ff i:�i; gj :�jg
= gj :ff i:�i; �jg+ (� � (f i:�i))gj :�j
= gj(f if�i; �jg � (� � �j)f i:�i) + (f i:(� � �i))gj :�j
= gjf i:f�i; �jg � gj :(df i:(� � �j)):�i + f i:(dgj :(� � �i)):�j

On voit que f�; �0g(x) ne dépend que de f i(x); gj(x); dxf i et de dxgj ; ce
qui signi�e que f�; �0g(x) ne dépend que du jet d�ordre 1 de � et de �0:
Si �(x) = �0(x) = 0 alors f i(x) = gj(x) = 0;8i; j; de l�écriture locale de

f�; �0g on déduit que f�; �0g(x) = 0:�

2.2. Dérivée de Lie des champs de formes. Soit (E; �;M; �) une al-
gébroïde de Lie.

Dé�nition 2.2.1. (Dérivée de Lie d�une forme)Pour tout V 2 �(M;E)
et f 2 
0(M;E�) = C1(M); on dé�nit la dérivée de Lie de f suivant V
par:

(1) L�(V ):f = df(� � V ):
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Pour tout � 2 
p(M;E�) où p � 1 et tout V 2 �(M;E): On dé�nit la
dérivée de Lie de � suivant V; qu�on note par L�(V ):� 2 
p(M;E�) par:
8X1; :::; Xp 2 �(M;E)

(2) (L�(V ):�)(X1; :::; Xp) =

L�(V ):(�(X1; :::; Xp))�
X
1�i�p

�(X1; :::; fV;Xig; :::; Xp):

Il est clair que (1) dé�nit entièrement L�(V ) comme endomorphisme de
C1(M): La règle de Leibnitz s�écrit

L�(V ):(f:g) = (L�(V ):f):g + f:(L�(V ):g):

Ce qui se dit: L�(V ) est un endomorphisme d�ordre 0 de C1(M). On
étend L�(V ) : 
p(M;E�)! 
p(M;E�) par R-linéarité à tout 
(M;E�): On
obtient L�(V ) : 
(M;E�)! 
(M;E�). C�est un endomorphisme homogène
de degré 0: On l�appelle la dérivée de Lie des champs de formes suivant V .
On introduit la di¤érentielle extérieure d�une section f 2 
0(M;E�) =

C1(M) induite par une algébroïde de Lie (E; �;M; �).

Dé�nition 2.2.2. (
(M;E�)-di¤érentielle d�une fonction)
Pour tout f 2 C1(M) on appelle la 
(M;E�)�di¤érentielle de f qu�on

note par d�f comme étant l�unique élément de 
1(M;E�) tel que 8V 2
�(M;E) :

(3) hd�f; V i = L�(V ):f:

Remarque 2.2.1. La transposé de l�ancrage �t : T �M ! E� est encore un
morphisme de �brés vectoriels. On peut écrire

�t(df) = d�f:

Proposition 2.2.1. Propriétés de la dérivée de Lie
(1) La dérivée de Lie est la 
(M;E�)�di¤érentielle commutent, i.e.

8f 2 C1(M);8V 2 �(M;E) on a

L�(V )(d�f) = d�(L�(V ):f):

(2) Dérivée de Lie et produit intérieur 8V;W 2 �(M;E);8� 2 
(M;E�)

L�(V )(W c�) = fV;Wgc� +W cL�(V )(�):
(3) La dérivée de Lie est une dérivation d�ordre 0 de l�algèbre réelle

extérieure Z-graduée 
(M;E�); i.e. pour tout �; � 2 
(M;E�); V 2
�(M;E) on a

L�(V )(� ^ �) = L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�):

(4) L� : �(M;E)! D0(
(M;E�)) est un morphisme d�algèbres de Lie,
i.e. 8V;W 2 �(M;E)

L�(fV;Wg) = L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V ):
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Preuve:
1/ Pour tout W 2 �(M;E) :

L��v(df:(� �W )) = (L��vdf):(� �W ) + df:[� � V; � �W ]:
En utilisant le fait que la di¤érentielle extérieure classique et la dérivée de
Lie classiques commutent, on a:

(L�(V )(d�f)):W = L�(V )(d�f:W )� d�f:fV;Wg

= L��v(df:(� �W ))� df(� � fV;Wg)
= (L��v(df))(� �W ) + df(L��v(� �W ))� df(� � fV;Wg)

= (d(L��v:f))(� �W ) + df([� � V; � �W ])� df([� � V; � �W ])
= hd(L�(V ):f); � �W i = hd�(L�(V ):f);W i

i.e.
L�(V ) � d� = d� � L�(V ):

2/ Comme L�(V ) est R�linéaire, il su¢ t de faire la preuve quand � est
homogène. Soient � 2 
p(M;E�); V;W 2 �(M;E), X1; :::; Xp�1 2 �(M;E):

(L�(V )(W c�))(X1; :::; Xp�1)

= L�(V )(W c�(X1; :::; Xp�1))�
X

1�i�p�1
(W c�)(X1; :::; fV;Xig; :::; Xp�1)

= L�(V )(�(W;X1; :::; Xp�1)�
X

1�i�p�1
�(W;X1; :::; fV;Xig; :::; Xp�1)

= (L�(V )�)(W;X1; :::; Xp�1) + �(fV;Wg; X1; :::; Xp�1)

+
X

1�i�p�1
�(W;X1; :::; fV;Xig; :::; Xp�1)

�
X

1�i�p�1
�(W;X1; :::; fV;Xig; :::; Xp�1)

= (W c(L�(V )�) + fV;Wgc�)(X1; :::; Xp�1):

3/ Par R�linéarité de L�(V ); il su¢ t de faire la preuve quand � et � sont
homogènes. Soient � 2 
p(M;E�); � 2 
q(M;E�): Si p < 0 ou q < 0 c�est
trivial. Si p = q = 0 c�est la règle de Leibnitz. Si p > 0 et q � 0 : on fait la
preuve par induction sur p+ q:
si p+ q = 1, alors p = 1 et q = 0 donc � 2 C1(M). Pour W 2 �(M;E),

on a
(L�(V )(� ^ �))(W ) = (L�(V )(�:�))(W )
= L�(V )(�:�(W ))� �:�(fV;Wg)

= L�(V )(�):�(W ) + �:L�(V )(�(W ))� �:�(fV;Wg)
= �:(L�(V ):�)(W ) + L�(V )(�):�(W )

= (L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�))(W ):



17

Supposons la formule vrai pour p; q tels que p + q � r � 1; et montrons
qu�elle le reste pour r = p+ q. Soit W 2 �(M;E); d�après 2/ on a

W c(L�(V )�) = L�(V )(W c�)� fV;Wgc�
ce qui implique que

W c(L�(V )(� ^ �)) = L�(V )(W c(� ^ �))� fV;Wgc(� ^ �)
= L�(V )((W c�) ^ � + (�1)p� ^ (W c�))� fV;Wgc(� ^ �):

Comme � 2 
p(M;E�); � 2 
q(M;E�) alorsW c(� ^ �) 2 
p+q�1(M;E�).
On applique l�hypothèse de réccurence et on obtient:

W cL�(V )(�^�) = L�(V )((W c�)^�)+(�1)pL�(V )(�^W c�)�fV;Wgc(�^�)

= (fV;Wgc�) ^ � + (W cL�(V )(�)) ^ � + (W c�) ^ L�(V )(�)
+(�1)pL�(V )(�) ^ (W c�) + (�1)p� ^ (fV;Wgc�)
+(�1)p� ^ (W cL�(V )(�))� fV;Wgc(� ^ �)

= (fV;Wgc�) ^ � + (�1)p� ^ (fV;Wgc�)� fV;Wgc(� ^ �)
+W c(L�(V )(�) ^ �) + (�1)p� ^ (W cL�(V )(�)) + (W c�) ^ L�(V )(�)

=W c(L�(V )(�) ^ �) + (�1)p� ^ (W cL�(V )(�)) + (W c�) ^ L�(V )(�)
=W c(L�(V )(�) ^ �) +W c(� ^ L�(V )(�))
=W c(L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�))

i.e.
W c(L�(V )(� ^ �)) =W c(L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�)).

Comme W est quelconque on a

L�(V )(� ^ �) = L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�)
c�est le resultat voulu. On obtient le cas p � 0 et q > 0 par Z�commutativité:
4/ Par R�linéarité il su¢ t de faire la preuve dans le cas homogène. Soient

V;W 2 �(M;E); � 2 
p(M;E�). Si p < 0 c�est trivial Si p = 0 i.e.
� = f 2 C1(M) :

L�(fV;Wg):f = L��fV;Wgf = L[��V;��W ]f

= (L��V � L��W � L��W � L��V ):f
= (L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V )):f:

Si p = 1: alors L�(fV;Wg):� et L�(V ) � L�(W ):� � L�(W ) � L�(V ):� sont
des 1-formes. Soit X 2 �(M;E) :

(L�(fV;Wg):�):X = L�(fV;Wg)(�:X)� �:ffV;Wg; Xg
= L��fV;Wg(�:X)� �:ffV;Wg; Xg
= (L��V � L��W � L��W � L��V )(�:X)� �:ffV;Wg; Xg;

or, on a l�identité de Jacobi

ffV;Wg; Xg = fV; fW;Xgg+ fW; fX;V gg
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en utilisant 2/

�:ffV;Wg; Xg = �:(fV; fW;Xgg) + �:(fW; fX;V gg)
= L�(V )(�:fW;Xg)� (L�(V ):�):fW;Xg+

L�(W )(�:fX;V g)� (L�(W ):�):fX;V g
on obtient

(L�(fV;Wg):�):X

= L�(V )(L�(W )(�:X)� �:fW;Xg)� L�(W )(L�(V )(�:X)
+�:fX;V g) + (L�(V ):�):fW;Xg+ (L�(W ):�):fX;V g

= L�(V )(L�(W )(�:X))� L�(W )(L�(V )(�:X))
�L�(V )(�:fW;Xg)� L�(W )(�:fX;V g)
+(L�(V ):�):fW;Xg+ (L�(W ):�):fX;V g

= (L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V ))(�:X)
�L�(W )(�:fX;V g)� L�(V )(�:fW;Xg)
+(L�(V ):�):fW;Xg+ (L�(W ):�):fX;V g

= (L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V ))(�:X)
��:(fV; fW;Xgg)� �:(fW; fX ;V gg)

= ((L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V )):�):X.
Si p � 2 comme � est combinaison linéaire de produit de 1-formes, en util-
isant 3/ on aboutit au résultat voulu.�

2.3. Dérivée de Lie des champs de multivecteurs. Exactement comme
dans le cas du �bré tangent, on va dé�nir une manière de dériver les champs
de multivecteurs suivant une section d�une algébroïde de Lie. On obtiendra
une dérivation d�ordre 0 de l�algèbre réelle extérieure Z�graduée des champs
de multivecteurs. Soit (E; �;M; �) une algébroïde de Lie.

Dé�nition 2.3.1. (Dérivée de Lie d�un champ de multivecteurs)
Soit V 2 �(M;E). Pour tout entier p et tout champ de multivecteurs P 2

�p(M;E); on dé�nit la dérivée de Lie de P suivant V; qu�on note parL�(V ):P
comme étant l�unique élément de �p(M;E) véri�ant 8� 2 
p(M;E�)

h�; L�(V ):P i = L�(V )(h�; P i)� hL�(V ):�; P i :

Proposition 2.3.1. Propriétés de la dérivée de Lie:
Soit V 2 �(M;E) alors l�application L�(V ) : �(M;E)! �(M;E) véri�e:

(1) La dérivée de Lie d�une section n�est autre que le crochet, i.e. 8W 2
�(M;E)

L�(V ):W = fV;Wg:
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(2) L�(V ) : �(M;E)! �(M;E) est une dérivation d�ordre 0, i.e. 8P;Q 2
�(M;E)

L�(V )(P ^Q) = L�(V )(P ) ^Q+ P ^ L�(V )(Q):
(3) Dérivée de Lie et dualité: 8P 2 �(M;E);8� 2 
(M;E) :

L�(V )(h�; P i) = hL�(V )�; P i+ h�; L�(V )P i :
(4) L� : �(M;E) ! D0(�(M;E)) est un morphisme d�algèbres de Lie

réelles, 8V;W 2 �(M;E) :

L�(fV;Wg) = L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V ):

Preuve:
1/ Pour � 2 
1(M;E); W 2 �(M;E) :

h�;L�(V ):W i = L�(V )(h�;W i)� hL�(V ):�;W i
= L�(V )(h�;W i)� L�(V ):(h�;W i) + �:fV;Wg
= �:fV;Wg:

2/ Par R�linéarité il su¢ t de faire la preuve pour le cas décomposables.
D�après la dé�nition 1.4.5 et la Proposition 1.4.1, pour tout �1; :::; �p 2

1(M;E); on a 


�1 ^ ::: ^ �p; L�(V )(V1 ^ ::: ^ Vp)
�

= L�(V )(


�1 ^ ::: ^ �p; V1 ^ ::: ^ Vp

�
)�



L�(V )(�

1 ^ ::: ^ �p); V1 ^ ::: ^ Vp
�

= L�(V )(


�1 ^ ::: ^ �p; V1 ^ ::: ^ Vp

�
)� L�(V )(



�1 ^ ::: ^ �p; V1 ^ ::: ^ Vp

�
)

+
X
(�1)p

p�1
2

1�i�p
(�1 ^ ::: ^ �p)(V1; :::; fV; Vig; :::; Vp)

=
X
(�1)p

p�1
2

1�i�p
(�1 ^ ::: ^ �p)(V1; :::; fV; Vig; :::; Vp)

=
X
1�i�p



�1 ^ ::: ^ �p; V1 ^ ::: ^ fV; Vig ^ ::: ^ Vp

�
=

*
�1 ^ ::: ^ �p;

X
1�i�p

V1 ^ ::: ^ fV; Vig ^ ::: ^ Vp

+
.

3/ Soient P = P1 ^ ::: ^ Pk 2 �k(M;E); � 2 
k(M;E). En utilisant la
Dé�nition 1.4.5 et la Proposition 1.4.1, on obtient

L�(V )(P c�) = L�(V )((�1)k
k�1
2 �(P1; :::; Pk))

= (�1)k
k�1
2 L�(V )(�(P1; :::; Pk))

= (�1)k
k�1
2 (L�(V ):�)(P1; :::; Pk) + (�1)k

k�1
2

X
1�i�k

�(P1; :::; fV; Pig; :::; Pk)

= (P1 ^ ::: ^ Pk)c(L�(V ):�) +
X
1�i�k

(P1 ^ ::: ^ fV; Pig ^ ::: ^ Pk)c�

= P c(L�(V ):�) + (L�(V ):P )c�:
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4/ Soient V;W 2 �(M;E); P 2 �(M;E); il su¢ t de montrer que:

L�(fV;Wg):P = (L�(V ) � L�(W )� L�(W ) � L�(V )):P .

Il su¢ t de prendre P = P1 ^ ::: ^ Pk 2 �k(M;E) décomposable. Si k = 0
déja vu. Si k = 1, même preuve que dans le cas des formes, en inversant
les rôles des formes et des vecteurs. Le cas k � 1 s�obtient par la propriété
2/.�

2.4. La 
(M;E�)�di¤érentielle extérieure. On a introduit la 
(M;E�)-
di¤érentielle d�une fonction lisse f sur M qu�on a noté d�f . On va étendre
cet opérateur à toute l�algèbre extérieure graduée 
(M;E�) et on verra que
d� véri�e des propriétés analogues à la di¤érentielle extérieure usuelle. Dans
la suite, (E; �;M; �) une algébroïde de Lie.

Dé�nition 2.4.1. (La 
(M;E�)�di¤érentielle)
Soient p � 1 et � 2 
p(M;E�); d�� est l�élément de 
p+1(M;E�) dé�ni

par : 8V1; :::; Vp+1 2 �(M;E)

(4) (d��)(V1; :::; Vp+1) =X
1�i�p+1

(�1)i+1L�(Vi)(�(V1; :::; V̂i; :::; Vp+1)) +X
1�i<j�p+1

(�1)i+j�(fVi; Vjg; V1; :::; V̂i; :::; V̂j ; :::; Vp+1)

où le symbole ^ au dessus des Vi; Vj signi�e que ces termes sont omis.

d� est R-linéaire de 
p(M;E�) dans 
p+1(M;E�): On étend d� à tout

(M;E) par R-linéarité.

Remarque 2.4.1. On voit à partir de la formule (4) que d� est local, i.e.
si & = � sur un ouvert U deM alors d�& = d�� sur U . On note sa restriction
à l�ouvert U par d�:

Proposition 2.4.1. Propriétés de la 
(M;E�)�di¤érentielle
(1) Pour tout V 2 �(M;E); les opérateurs L�(V ); i(V ) et d� véri�ent:

(5) L�(V ) = i(V ) � d� + d� � i(V ):
(2) d� est une dérivation d�ordre 1; i.e.: 8� 2 
p(M;E�); 8� 2 
(M;E�)

(6) d�(� ^ �) = d�(�) ^ � + (�1)p� ^ d�(�):
(3) d� est nilpotent, i.e.

(7) d� � d� = 0:
(4) La dérivée de Lie et la 
(M;E�)�di¤érentielle extérieure commu-

tent, i.e. pour tout V 2 �(M;E);

L�(V ) � d� = d� � L�(V ):
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Preuve:
1/ Soient V 2 �(M;E); � 2 
p(M;E);on veut montrer que:

L�(V )� = V c(d��) + d�(V c�);

soient V1; :::; Vp 2 �(M;E) : d�une part

(L�(V )�)(V1; :::; Vp) =

L�(V )(�(V1; :::; Vp))�
X
1�i�p

�(V1; :::; fV; Vig; :::; Vp)

et d�autre part
(d�(V c�))(V1; :::; Vp) =X

1�i�p
(�1)i+1L�(Vi)(�(V; V1; :::; V̂i; :::; Vp)) +X

1�i<j�p
(�1)i+j�(V; fVi; Vjg; V1; :::; V̂i; :::; V̂j ; :::; Vp)

d�où

(V c(d��) + d�(V c�))(V1; :::; Vp)
= L�(V )(�(V1; :::; Vp)) +

X
1�i�p

(�1)i+1�(fVi; V g; V1; :::; V̂i; :::; Vp)

= L�(V )(�(V1; :::; Vp)) +
X
1�i�p

(�1)i�(fV; Vig; V1; :::; V̂i; :::; Vp)

= L�(V )(�(V1; :::; Vp))�
X
1�i�p

�(V1; :::; fV; Vig; :::; Vp):

2/ Il su¢ t de l�établir dans le cas homogène. Soient � 2 
p(M;E); � 2

q(M;E): Si p < 0 et q < 0 : c�est trivial. Si p = q = 0: alors � 2 C1(M)
et � 2 C1(M);déja vu. Si p > 0 et q � 0; on fait la preuve par induction
sur p+ q:
si p+ q = 1: alors p = 1 et q = 0 donc � 2 
p(M;E) et � = g 2 C1(M):

Soient V1; V2 2 �(M;E);

d�(g:�)(V1; V2) = L�(V1)(g:�(V2))� L�(V2)(g:�(V1))� g:�(fV1; V2g)

= L�(V1)(g):�(V2) + g:L�(V1)(�(V2))� L�(V2)(g):�(V1)
�g:L�(V2)(�(V1))� g:�(fV1; V2g)

= L�(V1)(g):�(V2)� L�(V2)(g):�(V1) + g:(L�(V1)(�(V2))
�L�(V2)(�(V1))� �(fV1; V2g))

= d�g(V1):�(V2)� d�g(V2):�(V1) + g:d�(�)(V1; V2)

= (d�g ^ �)(V1; V2) + g ^ d�(�)(V1; V2):
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Maintenant, on suppose le resultat vrai pour tout p; q tels que p + q �
r � : Montrons qu�il reste vrai lorsque p + q = r: soient � 2 
p(M;E); � 2

q(M;E), V 2 �(M;E): Par la formule 5

V cd�(� ^ �) = L�(V )(� ^ �)� d�(V c(� ^ �))

= L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�)� d�((V c�) ^ � + (�1)p� ^ (V c�))

= L�(V )(�) ^ � + � ^ L�(V )(�)� d�(V c�) ^ � �
(�1)p�1(V c�) ^ d�(�)� (�1)pd�(�) ^ (V c�)� � ^ d�(V c�)

= (�1)p�1d�(�) ^ (V c�) + (�1)p(V c�) ^ d�(�) + L�(V )(�) ^ � �
d�(V c�) ^ � + � ^ L�(V )(�)� � ^ d�(V c�)

= (�1)p+1d�(�)^ (V c�)+(V cd�(�))^�+(�1)p(V c�)^d�(�)+�^ (V cd�(�))
= V c(d�(�) ^ �) + (�1)p:V c(� ^ d�(�))
= V c(d�(�) ^ � + (�1)p� ^ d�(�)):

3/ Comme d� est local et R-linéaire, il su¢ t de montrer la formule (7) au
voisinage de chaque point: Soient U domaine d�une trivialisation, (�1; :::; �k)
un repère de (E; �;M) au dessus de U et (�1; :::; �k) le repére dual, � 2

p(U;E) s�écrit:

� =
X

1�i1;�:::�ip�k
�i1:::ip :�

i1 ^ ::: ^ �ip ; �i1:::ip 2 C1(U):

Par R-linéarité il su¢ t de prendre � = f:�i1 ^ ::: ^ �ip où f 2 C1(U): On
fait la preuve par induction sur p: Si p = 0: soient V1; V2 2 �(U;E)
d�(d�(f))(V1; V2) = L�(V1)(d�(f)(V2))� L�(V2)(d�(f)(V1))� d�(f)(fV1; V2g)

= L�(V1)(L�(V2)f)� L�(V2)(L�(V1)f)� d�(f)(fV1; V2g)
= L�(fV1; V2g):f � d�(f)(fV1; V2g)
= 0:

Supposons le resultat vrai pour p � r � 1 et montrons qu�il le reste pour
p = r: On a

d�� = d�(f:�
i1 ^ ::: ^ �ip)

= d�(f) ^ �i1 ^ ::: ^ �ip + f:d�(�i1 ^ ::: ^ �ip):

d�(�
i1 ^ ::: ^ �ip) = d�(�

i1) ^ �i2 ^ ::: ^ �ip � �i1 ^ d�(�i2 ^ ::: ^ �ip);
donc:

d�(d�(�
i1 ^ ::: ^ �ip))

= d�(d��
i1) ^ �i2 ^ ::: ^ �ip + d�(�i1) ^ d�(�i2 ^ ::: ^ �ip)

�d�(�i1) ^ d�(�i2 ^ ::: ^ �ip) + �i1 ^ d�(d�(�i2 ^ ::: ^ �ip))
= 0
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d�(d��) = d�(d�(f)) ^ �i1 ^ ::: ^ �ip � d�(f) ^ d�(�i1 ^ ::: ^ �ip) +
d�(f) ^ d�(�i1 ^ ::: ^ �ip) + f:d�(d�(�i1 ^ ::: ^ �ip))

= 0:

4/

L�(V ) = i(V ) � d� + d� � i(V )

donc:

d� � L�(V ) = d� � i(V ) � d� + d� � d� � i(V )

et

L�(V ) � d� = i(V ) � d� � d� + d� � i(V ) � d�
comme d� � d� = 0; on a l�égalité.�

2.5. Le crochet de Schouten-Nijenhuis. Soit (E; �;M; �) une algébroïde
de Lie. On a vu que le crochet qui associe à toute paire de sections de
ce �bré (�1; �2) une section noté f�1; �2g se prolonge en une application
L� : �(U;E) � �(M;E) ! �(M;E) telle que : L�(V; :) = L�(V ) est une
dérivation d�ordre 0 de l�algèbre extérieure graduée �(M;E); pour tout
V 2 �(U;E):
On va voir que cette application se prolonge de manière naturelle en une

loi de composition R�bilinéaire sur �(M;E), (P;Q) 7! [P;Q] qu�on appelle
le crochet de Schouten-Nijenhuis. On aura besoin des lemmes suivant:

Lemme 2.5.1. Soient p; q 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E); � 2 
(M;E�)
et f 2 C1(M): On a l�identité:

P c(d�f ^ (Qc�)) + (�1)(p�1)q+pQc(d�f ^ (P c�))�

(�1)(p�1)qQc(P c(d�f ^ �))� (�1)pd�f ^ (P c(Qc�)) = 0

Preuve:
On note par K(P;Q; f; �) le membre de gauche de cette égalité. On doit

montrer que K(P;Q; f; �) = 0 :
Si p < 0 ou q < 0 : il n�y a rien à prouver. Si p = q = 0:

K(P;Q; f; �) = P:Q(d�f^�)+Q:P (d�f^�)�Q:P (d�f^�))�P:Q(d�f^�) = 0:

Si p > 0 ou q > 0 : on fait la preuve par induction sur p et sur q:
Supposons que K(P;Q; f; �) = 0 pour p � a et q � b; et montrons que
cette relation reste vrai pour p = a + 1 et q = b + 1: Soient P = X ^ P 0 2
�p(M;E) où X 2 �1(M;E) et P 0 2 �a(M;E); Q 2 �q(M;E) avec q � b;
� 2 
(M;E�); f 2 C1(M) :

K(P;Q; f; �) =
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(X ^ P 0)c(d�f ^ (Qc�)) + (�1)aq+a+1Qc(d�f ^ ((X ^ P 0)c�))�
(�1)aqQc((X ^ P 0)c(d�f ^ �)) + (�1)ad�f ^ ((X ^ P 0)c(Qc�))

= (�1)aP 0c(Xc(d�f ^ (Qc�))� (�1)aqQc(d�f ^ (P 0c(Xc�)))�
(�1)aq+aQc(P 0c(Xc(d�f ^ �))) + d�f ^ (P 0c(Xc(Qc�))

= (�1)aP 0c(d�f:X:(Qc�)� d�f ^Xc(Qc�))� (�1)aqQc(d�f ^ (P 0c(Xc�)))�
(�1)aq+aQc(P 0c(d�f:X:� � d�f ^ (Xc�))) + (�1)qd�f ^ (P 0c(Qc(Xc�)))

si l�on note d�f:X = g et Xc� = �; on obtient:

K(P;Q; f; �)

= (�1)aP 0c(g:(Qc�))� (�1)aP 0c(d�f ^Xc(Qc�))�
(�1)aqQc(d�f ^ (P 0c�))� (�1)aq+ag:Qc(P 0c(�)) +
(�1)aq+aQc(P 0c(d�f ^ �)) + (�1)qd�f ^ (P 0c(Qc�))

= (�1)ag:P 0c(Qc�)� (�1)aq+ag:Qc(P 0c�)� (�1)a+qP 0c(d�f ^ (Qc�))�
(�1)aqQc(d�f ^ (P 0c�)) + (�1)aq+aQc(P 0c(d�f ^ �))
+(�1)qd�f ^ (P 0c(Qc�))

= (�1)ag:(P 0c(Qc�)� (�1)aqQc(P 0c�))� (�1)a+q(P 0c(d�f ^ (Qc�)) +
(�1)aq+a�qQc(d�f ^ (P 0c�))� (�1)aq�qQc(P 0c(d�f ^ �))
�(�1)ad�f ^ (P 0c(Qc�)))

= �(�1)a+qK(P 0; Q; f; �)
= 0 (par hypothèse).

Comme K(P;Q; f; �) = (�1)(p�1)q+pK(Q;P; f; �) alors K(P;Q; f; �) = 0
pour q = b+ 1:�

Lemme 2.5.2. Soient p; q; r 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E); R 2
�r(M;E): On a :

i(R) � [[i(P ); d�]; i(Q)] = (�1)(p+q�1)r[[i(P ); d�]; i(Q)] � i(R):

Où les crochets sont les crochets graduées des endomorphismes homogènes.

Preuve:
Supposons que R = V 2 �1(M;E); alors:

i(V )� [[i(P ); d�]; i(Q)] = i(V )� ([i(P ); d�]� i(Q)� (�1)(p�1)qi(Q)� [i(P ); d�])

= i(V )�((i(P )�d��(�1)pd��i(P ))�i(Q)�(�1)(p�1)qi(Q)�(i(P )�d��(�1)pd��i(P )))

= i(V ) � (i(P ) � d� � i(Q)� (�1)pd� � i(P ) � i(Q)� (�1)(p�1)qi(Q) � i(P ) � d�
+(�1)(p�1)q+pi(Q) � d� � i(P ))

on utilise les propriétés du produit intérieur:

i(V ) � i(P ) = i(V ^ P ) = (�1)pi(P ) � i(V )
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et la formule (5), alors

i(V ) � [[i(P ); d�]; i(Q)]

= (�1)pi(P ) � (L�(V )� d� � i(V )) � i(Q)
�(�1)p(L�(V )� d� � i(V )) � i(P ) � i(Q)
�(�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � (L�(V )� d� � i(V ))
+(�1)(p�1)q+p+qi(Q) � (L�(V )� d� � i(V )) � i(P )

= (�1)pi(P ) � L�(V ) � i(Q)� (�1)pL�(V ) � i(P ) � i(Q)
�(�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � L�(V )
+(�1)(p�1)q+p+qi(Q) � L�(V ) � i(P )� (�1)q+pi(P ) � d� � i(Q) � i(V )
+(�1)qd� � i(P ) � i(Q) � i(V )� (�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � d� � i(V )
�(�1)(p�1)q+qi(Q) � d� � i(P ) � i(V )

= (�1)pi(P ) � L�(V ) � i(Q)� (�1)pL�(V ) � i(P ) � i(Q)
�(�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � L�(V )
+(�1)(p�1)q+p+qi(Q) � L�(V ) � i(P )� (�1)q+p(i(P ) � d� � i(Q)
�(�1)pd� � i(P ) � i(Q)� (�1)(p�1)qi(Q) � i(P ) � d�
�(�1)(p�1)q+pi(Q) � d� � i(P )) � i(V )

= (�1)pi(P ) � L�(V ) � i(Q)� (�1)pL�(V ) � i(P ) � i(Q)
�(�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � L�(V ) + (�1)(p�1)q+p+qi(Q) � L�(V ) � i(P )
�(�1)q+p([i(P ); d�] � i(Q)� (�1)(p�1)qi(Q) � [i(P ); d�]) � i(V )

= (�1)pi(P ) � L�(V ) � i(Q)� (�1)pL�(V ) � i(P ) � i(Q)
�(�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � L�(V ) + (�1)(p�1)q+p+qi(Q) � L�(V ) � i(P )
+(�1)q+p�1[[i(P ); d�]; i(Q)] � i(V ):

Maintenant on utilise la proposition 2.3.1.4:

(�1)pi(P ) � L�(V ) � i(Q) = (�1)pi(P ) � (i(Q) � L�(V ) + i(L�(V )Q))
= (�1)pi(P ^Q) �L�(V ) + (�1)pi(P ^L�(V )Q)� (�1)pL�(V ) � i(P ) � i(Q)

= �(�1)pL�(V ) � i(P ^Q)� (�1)(p�1)q+q+pi(Q) � i(P ) � L�(V )
= �(�1)pi(P ^Q) � L�(V )

(�1)pq+pi(Q) � L�(V ) � i(P ) = (�1)pq+p(L�(V ) � i(Q)� i(L�(V )Q)) � i(P )
= (�1)pL�(V ) � i(P ^Q)� (�1)pi(P ^ L�(V )Q):

La somme de ces termes est nulle, donc:

i(V ) � [[i(P ); d�]; i(Q)] = (�1)q+p�1[[i(P ); d�]; i(Q)] � i(V ):



26

Maintenant, si R est décomposable, R = R1^ :::^Rr;comme i(R) = i(R1) �
::: � i(R1) en utilisant r-fois le resultat pour R = V; on obtient le resultat.
Maintenant si R est quelconque comme il est combinaison linéaire d�éléments
décomposables et que i(R)� [[i(P ); d�]; i(Q)] est R�linéaire en R, on obtient
le resultat général.�

Théorème 2.5.1. Le crochet de Schouten-Nijenhuis:
Soient p; q 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E): Il existe un unique élément

de �p+q�1(M;E) noté [P;Q] et appelé le crochet de Schouten-Nijenhuis de
P et de Q; tel que i([P;Q]) est l�endomorphisme homogène de degré p+q�1
de l�algèbre graduée extérieure 
(M;E�) dé�ni par :

i([P;Q]) = [[i(P ); d�]; i(Q)]:

Les crochets de gauche étant les crochets gradués des endomorphismes gradués.

Preuve:
Observons que pour tout r 2 Z; l�application � 7! [[i(P ); d�]; i(Q)]:� de


r(M;E) dans 
r�p�q+1(M;E�) est R�linéaire. On va prouver qu�elle est
C1(M)�linéaire. Soit f 2 C1(M), on calcule [[i(P ); d�]; i(Q)]:(f:�); rap-
pelons que i(P ) est C1(M)�linéaire

[[i(P ); d�]; i(Q)]:(f�)

= ((i(P ) � d� � (�1)pd� � i(P )) � i(Q))(f�)
�(�1)(p�1)q(i(Q) � (i(P ) � d� � (�1)pd� � i(P )))(f�)

= i(P ) � d� � i(Q)(f�)� (�1)pd� � i(P ) � i(Q)(f�)
�(�1)(p�1)qi(Q) � (i(P ) � d�(f�) + (�1)(p�1)q+pi(Q) � d� � i(P )(f�)

= i(P ) � d�(f:Qc�)� (�1)pd�(f:P ^Qc�)� (�1)qP ^Qcd�(f�)
+(�1)(p�1)q+pi(Q) � d�(f:P c�)

= P c(d�f ^ (Qc�) + f:d�(Qc�))� (�1)p(d�f ^ (P ^Qc�) + f:d�(P ^Qc�))
�(�1)qP ^Qc(d�f ^ � + f:d��) + (�1)(p�1)q+pQc(d�f ^ P c� + f:d�(P c�))

= f:P c(d�(Qc�))� (�1)pf:d�(P ^Qc�)� (�1)qf:P ^Qcd��
+(�1)(p�1)q+pf:Qcd�(P c�) + P c(d�f ^ (Qc�))� (�1)pd�f ^ (P ^Qc�)
�(�1)qP ^Qc(d�f ^ �) + (�1)(p�1)q+pQc(d�f ^ P c�)

= f:[[i(P ); d�]; i(Q)]:� + P c(d�f ^ (Qc�))� (�1)pd�f ^ (P ^Qc�)
�(�1)qP ^Qc(d�f ^ �) + (�1)(p�1)q+pQc(d�f ^ P c�):

D�après le premier lemme on a:

0 = P c(d�f ^ (Qc�))� (�1)pd�f ^ (P ^Qc�)� (�1)qP ^Qc(d�f ^ �)
+(�1)(p�1)q+pQc(d�f ^ P c�);
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d�où
[[i(P ); d�]; i(Q)]:(f�) = f:[[i(P ); d�]; i(Q)]:�:

Donc [[i(P ); d�]; i(Q)] est C1(M)�linéaire.
Pour r = p + q � 1; � 7! [[i(P ); d�]; i(Q)]:� est C1(M)�linéaire de


p+q�1(M;E�) dans C1(M):Cela prouve l�existance d�un unique élément
[P;Q] dans �p+q�1(M;E) tel que pour tout � dans 
p+q�1(M;E�) :

i([P;Q])� = [[i(P ); d�]; i(Q)]:�

On doit montrer que cette formule est valable pour tout r 2 Z: Pour r <
p + q � 1 : c�est trivial. Pour r = p + q � 1 : on vient de le montrer. Pour
r > p+q�1 : soit � 2 
r(M;E�): Comme [[i(P ); d�]; i(Q)]:� et i([P;Q])� sont
dans 
r�p�q+1(M;E�); il su¢ t de prouver que si on les évaluent sur tout R 2
�r�p�q+1(M;E); ils prennent la même valeur. Soit R 2 �r�p�q+1(M;E); il
su¢ t d�établir que:

(i(R) � [[i(P ); d�]; i(Q)])(�) = (i(R) � i([P;Q]))(�):

On utilise le second lemme:

i(R) � [[i(P ); d�]; i(Q)] = (�1)(p+q�1)(r�p�q+1)[[i(P ); d�]; i(Q)] � i(R); donc :

(i(R) � [[i(P ); d�]; i(Q)])(�) = (�1)(p+q�1)(r�p�q+1)[[i(P ); d�]; i(Q)](i(R)�):
Comme i(R):� 2 
p+q�1(M;E�); en utilisant le cas précédant on obtient
que

i([P;Q])(i(R)�) = [[i(P ); d�]; i(Q)](i(R)�); donc :

(i(R) � [[i(P ); d�]; i(Q)])(�)
= (�1)(p+q�1)(r�p�q+1)i([P;Q])(i(R)�)
= (�1)(p+q�1)(r�p�q+1)i([P;Q] ^R)�
= (�1)(p+q�1)(r�p�q+1)+(r�p�q+1)(p+q�1)i(R) � i([P;Q])(�)
= i(R) � i([P;Q])(�):

Comme R et � sont quelconques, on a le resultat voulu.�

Proposition 2.5.1. Propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis:
Le crochet de Schouten-Nijenhuis a les propriétés suivantes:

(1) Pour tout f; g 2 C1(M) :

[f; g] = 0:

(2) Pout tout V 2 �1(M;E); q 2 Z; Q 2 �q(M;E) :

[V;Q] = L�(V ):Q:

(3) Pour tout p; q 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E) :

[P;Q] = �(�1)(p�1)(q�1)[Q;P ]; (Z� anticommutativité):
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(4) Soient p 2 Z; P 2 �p(M;E): L�application:Q 7! [P;Q] est une
dérivation de l�algèbre graduée extérieure �(M;E) de degré p � 1,
i.e. on a 8r 2 Z;8R 2 �r(M;E);8Q 2 �(M;E) :

[P;R ^Q] = [P;R] ^Q+ (�1)(p�1)rR ^ [P;Q]:
(5) Soient p; q; r 2 Z; P 2 �p(M;E); R 2 �r(M;E); Q 2 �q(M;E); on a

l�identité de Jacobi graduée:

(�1)(p�1)(r�1)[[P;Q]; R]+(�1)(q�1)(p�1)[[Q;R]; P ]+(�1)(r�1)(q�1)[[R;P ]; Q] = 0:

Preuve:
1/ [f; g] 2 ��1(M;E):
2/ SiV 2 �1(M;E); Q 2 �q(M;E); � 2 
(M;E�); alors la formule

L�(V )(Qc�) = L�(V )(Q)c� +QcL�(V )(�);
devient:

[L�(V ); i(Q)] = L�(V ) � i(Q)� i(Q) � L�(V )
= i(L�(V )(Q))

= i([V;Q]):

3/ On utilise l�identité de Jacobi graduée et les propriétés du crochet
gradué:

(�1)pq[[i(P ); d�]; i(Q)] + (�1)q[[i(Q); i(P )]; d�] + (�1)p[[d�; i(Q)]; i(P )] = 0

[i(Q); i(P )] = i(Q) � i(P )� (�1)pqi(P ) � i(Q)
= i(Q ^ P )� (�1)pqi(P ^Q)
= 0

on obtient:

(�1)pq[[i(P ); d�]; i(Q)] + (�1)p+q�1[[i(Q); d�]; i(P )] = 0
donc:

(�1)pqi([P;Q]) + (�1)p+q�1i([Q;P ]) = 0
d�où le resultat.
4/ Soient: p; q; r 2 Z; P 2 �p(M;E); Q 2 �q(M;E); R 2 �r(M;E) :

i([P;R ^Q]) = [L�(P ); i(R ^Q)]

= L�(P ) � i(R ^Q)� (�1)(p�1)(r+q)i(R ^Q) � L�(P )

= L�(P ) � i(R) � i(Q)� (�1)(p�1)(r+q)i(R) � i(Q) � L�(P )
+(�1)(p�1)ri(R) � L�(P ) � i(Q)� (�1)(p�1)ri(R) � L�(P ) � i(Q)

= (L�(P ) � i(R)� (�1)(p�1)ri(R) � L�(P )) � i(Q)
+(�1)(p�1)ri(R) � (L�(P ) � i(Q)� (�1)(p�1)qi(Q) � L�(P ))

= [L�(P ); i(R)] � i(Q) + (�1)(p�1)ri(R) � [L�(P ); i(Q)]
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= i([P;R]) � i(Q) + (�1)(p�1)ri(R) � i([P;Q])
= i([P;R] ^Q+ (�1)(p�1)rR ^ [P;Q])

i.e.:
[P;R ^Q] = [P;R] ^Q+ (�1)(p�1)rR ^ [P;Q]:

5/ Soient p; q; r 2 Z; P 2 �p(M;E); R 2 �r(M;E); Q 2 �q(M;E) :

i([[P;Q]; R]) = [L�([P;Q]); i(R)]

= [[L�(P ); L�(Q)]; i(R)]

on utilise l�identité de Jacobi graduée

0 = (�1)(p�1)r[[L�(P ); L�(Q)]; i(R)] + (�1)r(q�1)[[i(R); L�(P )]; L�(Q)]
+(�1)(p�1)(q�1)[[L�(Q); i(R)]; L�(P )]

or:

[[L�(Q); i(R)]; L�(P )] = [i([Q;R]); L�(P )]

= �(�1)(p�1)(r+q�1)[L�(P ); i([Q;R])]
= �(�1)(p�1)(r+q�1)i([P; [Q;R]])
= (�1)(p�1)i([[Q;R]; P ])

de même:

[[i(R); L�(P )]; L�(Q)] = �(�1)r(p�1)[[L�(P ); i(R)]; L�(Q)]
= (�1)r(p�1)�qi([[P;R]; Q])
= (�1)p+qi([[R;P ]; Q]);

i([[P;Q]; R]) = �(�1)(p�1)r((�1)r(q�1)[[i(R); L�(P )]; L�(Q)] +
(�1)(p�1)(q�1)[[L�(Q); i(R)]; L�(P )])

= �(�1)(p�1)r((�1)r(q�1)(�1)p+qi([[R;P ]; Q]) +
(�1)(p�1)(q�1)(�1)(p�1)i([[Q;R]; P ]))

= �(�1)(p+q)(r�1)i([[R;P ]; Q])� (�1)(p�1)(r+q)i([[Q;R]; P ]);
donc:

[[P;Q]; R] + (�1)(p�1)(r+q)[[Q;R]; P ] + (�1)(p+q)(r�1)[[R;P ]; Q] = 0:�

Remarque 2.5.1. Le crochet de Schouten-Nijenhuis est local.

Remarque 2.5.2. Les di¤érents degrés sur une algèbre graduée:

L�algèbre extérieure �(M;E) est une algèbre graduée associative pour le
produit extérieur comme loi de composition. Pour cette structure l�ensemble
des éléments homogènes de degré p est �p(M;E):
La proposition précédente montre que �(M;E) munit de la loi de compo-

sition "crochet de Schouten-Nijenhuis" a une structure d�algèbre de Lie
graduée. Pour cette structure l�ensemble des éléments homogènes de degré
p est �p+1(M;E):
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Ainsi il faut faire attention quand on parle de degré de préciser la structure
avec laquelle on travaille.

Remarque 2.5.3. L�ancre comme morphisme d�algèbres de Lie graduées:

Par dé�nition d�une algébroïde de Lie, l�application

�1(M;E) ! �1(M;TM)

� 7�! � � �
est un morphisme d�algèbres de Lie. On peut construire une application de
�p(M;E) sur �p(M;TM). En premier lieu pour les éléments décomopos-
ables:
si P = X1 ^ ::: ^ Xp 2 �p(M;E) avec X1; :::; Xp 2 �1(M;E); on pose

� � P := � � X1 ^ ::: ^ � � Xp 2 �p(M;TM) si p � 1, et � � f :=
f si p = 0. On prolonge cette application par C1(M)�linéarité à tout
�(M;E) et �(M;TM): Cette application est un morphisme de �(M;E)
dans �(M;TM) munis de leurs structures d�algèbres réelles extérieures et
aussi pour leurs structures d�algèbres graduées induitent par le crochet de
Schouten-Nijenhuis.

3. Algébroïdes de Lie et structures de Poisson

3.1. Les algébroïdes de Lie par le �bré dual. Soit (E; �;M) un �bré
vectoriel, (E�; $;M) son �bré dual. On a vu que si (E; �;M; �) est un
algébroïde de Lie, l�ancrage permet de dé�nir une dérivation d�ordre 1 sur
l�algèbre extérieure 
(M;E�) qu�on a noté par d� véri�ant d� � d� = 0:
Maintenant on va faire le chemin inverse. La donnée sur un �bré vectoriel

(E; �;M) d�une dérivation � d�ordre 1 sur 
(M;E�) telle que � � � = 0
détermine une structure d�algébroïde de Lie sur ce �bré.

Lemme 3.1.1. Soit � une dérivation d�ordre 1 de l�algèbre réelle graduée ex-
térieure 
(M;E�). Alors, pour toute paire de sections (X;Y ) de (E; �;M);
il existe une unique section [X;Y ]� de (E; �;M) telle que:

i([X;Y ]�) = [[i(X); �]; i(Y )]:

Cette section est appellée le ��crochet de X de et de Y:

Preuve:
Considerons l�application K : � 7! K(�) = [[i(X); �]; i(Y )]:�; où le crochet

utilisé est le commutateur gradué des endomorphismes homogènes. C�est
une dérivation d�ordre �1 de l�algèbre graduée extérieure 
(M;E�). Par
conséquent, K s�annulle sur 
0(M;E) = C1(M) et est C1(M)�linéaire

K(f:�) = K(f) ^ � + f:K(�)
= f:K(�)

il existe donc un unique élément [X;Y ]� de �(M;E) tel que:

K(�) = h�; [X;Y ]�i ;8� 2 
1(M;E):
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Comme i([X;Y ]�) et [[i(X); �]; i(Y )] sont deux dérivations d�ordres �1 de
l�algèbre extérieure 
(M;E�) qui coïncident sur C1(M) et 
1(M;E�), que
les dérivations sont locales et que l�algèbre graduée extérieure 
(M;E�) est
engendrée localement par ses élements d�ordres 0 et 1 on a

i([X;Y ]�) = [[i(X); �]; i(Y )]:�

Remarque 3.1.1. Un petit calcul montre que :

[X;Y ]� = �[Y;X]�:

Lemme 3.1.2. Sous les mêmes hypothèses que le lemme précédant, posons
pour toute section X :

L�(X) := [i(X); �]:

Alors:
(1) Pour toute section X de (E; �;M); on a:

[L�(X); �] = [i(X); �
2]:

(2) Pour toute paire de sections (X;Y ) de (E; �;M); on a:

[L�(X); L�(Y )]� L�([X;Y ]�) = [[i(X); �2]; i(Y )]:
(3) Pour tout triplet de sections (X;Y; Z) de (E; �;M); on a:

i([X; [Y; Z]�]� + [Y; [Z;X]�]� + [Z; [X;Y ]�]�) = [[[i(X); �
2]; i(Y )]; i(Z)]:

Preuve:
1/ L�(X) = [i(X); �] est clairement une dérivation d�ordre 0 de l�algèbre

graduée extérieure 
(M;E�);

[L�(X); �] = L�(X) � � � � � L�(X)
= [i(X); �] � � � � � [i(X); �]
= (i(X) � � + � � i(X)) � � � � � (i(X) � � + � � i(X))
= i(X) � �2 � (�1)2:(�1)�2 � i(X)

�2 : est homogène de degré 2, i(X) : est homogène de degré �1 donc:
[L�(X); �] = [i(X); �

2]

2/ [L�(X); L�(Y )] = [L�(X); [i(Y ); �]], par Jacobi graduée:

[L�(X); [i(Y ); �]] + [i(Y ); [�; L�(X)]]� [�; [L�(X); i(Y )]] = 0
donc:

[L�(X); L�(Y )] = [L�(X); [i(Y ); �]]

= �[i(Y ); [�; L�(X)]] + [�; [L�(X); i(Y )]]
= �[[�; L�(X)]; i(Y )] + [[L�(X); i(Y )]; �]
= [[L�(X); �]; i(Y )] + [[[i(X); �]; i(Y )]; �]

= [[i(X); �2]; i(Y )] + [i([X;Y ]�); �]

= [[i(X); �2]; i(Y )] + L�([X;Y ]�)
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3/ On utilise Jacobie graduée:

i([X; [Y; Z]�]�)

= [[i(X); �]; i([Y; Z]�)]

= [[i(X); �]; [[i(Y ); �]; i(Z)]]

= [L�(X); [L�(Y ); i(Z)]]

= �[L�(Y ); [i(Z); L�(X)]]� [i(Z); [L�(X); L�(Y )]]
= [L�(Y ); [L�(X); i(Z)]]� [i(Z); [L�(X); L�(Y )]]
= [L�(Y ); [L�(X); i(Z)]]� [i(Z); [[i(X); �2]; i(Y )] + L�([X;Y ]�)]
= [L�(Y ); [L�(X); i(Z)]]� [i(Z); [[i(X); �2]; i(Y )]]� [i(Z); L�([X;Y ]�)]
= �i( [Y; [Z;X]�]�) + [[[i(X); �2]; i(Y )]; i(Z)]� i([Z; [X;Y ]�]�):�

Théorème 3.1.1. Soit (E; �;M) un �bré vectoriel, (E�; $;M) son �bré
dual. Soit � une dérivation d�ordre 1 de l�algèbre graduée extérieure 
(M;E�)
telle que

�2 = � � � = 0:
Alors � détermine une structure naturelle d�algébroïde de Lie sur (E; �;M):
Pour cette structure l�ancrage � : E ! TM est l�unique morphisme de �brés
vectoriels tel que pour toute fonction f 2 C1(M) et toute section X de
(E; �;M) :

i(� �X):df = h�f;Xi :
Le crochet (X;Y ) 7! fX;Y g = [X;Y ]� est le crochet dé�ni par: fX;Y g est
l�unique section de (E; �;M) véri�ant:

i(fX;Y g) = [[i(X); �]; i(Y )]:
La 
(M;E�)�di¤érentielle extérieure associée à cette structure est �:

Preuve:
Comme �2 = 0 d�après le lemme (3.1.2.3) le crochet f:; :g véri�e l�identitée

de Jacobi, donc �(M;E) muni de ce crochet est une algèbre de Lie. Il véri�e
aussi la règle de Leibnitz. En e¤et; soient f 2 C1(M) et deux sections X;Y
de (E; �;M)

i(fX; f:Y g) = [[i(X); �]; i(f:Y )]
= [L�(X); i(f:Y )]

= L�(X) � i(f:Y )� i(f:Y ) � L�(X)
= L�(X)(f):i(Y ) + f:L�(X) � i(Y )� f:i(Y ) � L�(X)

= [i(X); �](f):i(Y ) + f:[L�(X); i(Y )]

= (i(X) � � + � � i(X))(f):i(Y ) + f:[L�(X); i(Y )]
= i(X) � �(f):i(Y ) + f:[L�(X); i(Y )]
= h�f;Xi :i(Y ) + f:[L�(X); i(Y )]:

On doit montrer que h�f;Xi = i(� �X):df pour un certain morphisme de
�brés vectoriels � : E ! TM :



33

comme � est une dérivation, c�est un operateur local, soit p 2 M; soit
n = dim(M) et x = (x1; :::; xn) une carte de M en p; par la formule de
Taylor:

f(q) = f(p) +
X
1�i�n

(qi � pi):�i(q);

où �i(q) !q!p

@f

@xi
(p) et �i est lisse au voisinage de p: Ainsi:

�f(q) = �(f(p)) +
X

�(
1�i�n

(qi � pi):�i(q)):

Comme � est une dérivation d�ordre 1; on a

�(f) = �(1:f) = �(1):f + 1:�(f)

donc � est nulle sur le constantes, on en déduit que

�f(q) =
X
(�(

1�i�n
qi):�i(q))� (qi � pi):�(�i)(q)):

Quand q tend vers p :

�f(p) =
X
1�i�n

@f

@xi
(p):�(xi)(p):

Soit fU�g� un recouvrement deM par des domaines de cartes. Soit x� =
(x1�; :::; x

n
�) la carte associée à l�indice �: Considérons les �brés �� : E� ! U�

où E� := ��1(U�) et �� = �jU� ; leurs �brés duaux sont notés (E
�
�; $�; U�):

Pour chaque indice � considérons �t� : T
�U� ! E�� dé�nie par:

�t�(p;
X
1�i�n

�i:dpx
i
�) =

X
1�i�n

�i:�(xi�)(p):

Il est clair que �t� est un morphisme de �brés vectoriels. Si U� \ U� 6= ? :
x� � x�1� := g��

est un di¤éomorphisme. Si l�on écrit

� =
X
1�i�n

& i:dpx
i
� =

X
1�i�n

�i:dpx
i
� 2 T �p (U� \ U�);

si on note par (e1; :::; en) la base duale de la base canonique de Rn :
xi� = ei � x� = ei � g�� � x�;

on obtient que
dpx

i
� = ei � dx�(p)g�� � dpx�:

On note
A = (Aij) = mat(dx�(p)g�� ; (ek));

on obtient:
dpx

i
� =

X
1�j�n

Aij :dpx
j
�
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Ainsi,

�t�(p; �) = �t�(p;
X
1�i�n

�i:dpx
i
�)

=
X
1�i�n

�i:�(xi�)(p)

=
X
1�i�n

�i:�(ei � g�� � x�)(p):

Or, si on note

hi(q) := ei � g�� � x�(q)

alors

hi(q) = hi(p) +
X
1�j�n

(qj � pj):'j(q); avec 'j(q) !q!p

@hi

@xj�
(p);

donc

�(ei � g�� � x�)(p) =
X
1�j�n

@hi

@xj�
(p):�(xj�)(p)

= �t�(p;
X
1�j�n

@hi

@xj�
(p):dpx

j
�)

en utilisant la relation
@hi

@xj�
(p) = Aij on a

�t�(p; �) =
X
1�i�n

�i:�t�(p;
X
1�j�n

@hi

@xj�
(p):dpx

j
�)

= �t�(p;
X
1�i�n

�i:
X
1�j�n

@hi

@xj�
(p):dpx

j
�)

= �t�(p;
X
1�i�n

�i:
X
1�j�n

Aij :dpx
j
�)

= �t�(p; �)

car
P

1�i�n
�i:Aij = &j ; ainsi

�t�(p; �) = �t�(p; �):

Soit �t : T �M ! E� dé�ni par induction par les �t�: On considère son
transposé � : E ! TM: C�est un morphisme de �brés vectoriels. D�après ce
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qui précéde on a

�f(p) =
X @f

@xi
1�i�n

(p):�(xi)(p)

= �t(p;
X @f

@xi
1�i�n

dpx
i)

= �t(p; dpf):

Donc pour toute fonction f 2 C1(M) et toute section X de (E; �;M) on a

h�f(p); X(p)i =


�t(p; dpf); X(p)

�
= hdpf; � �X(p)i ; 8p 2M

i.e.:
i(� �X):df = h�f;Xi :

On a donc notre ancrage � : E ! TM qui véri�e: i(� �X):df = h�f;Xi et
donc:

fX; f:Y g = f:fX;Y g+ df(� �X):Y:
Si X;Y 2 �(M;E) :

i(� � fX;Y g):df = h�f; fX;Y gi
= [[i(X); �]; i(Y )]:�f

= ([i(X); �] � i(Y )� i(Y ) � [i(X); �]):�f
= (i(X) � � � i(Y ) + � � i(X) � i(Y )� i(Y ) � i(X) � � � i(Y ) � � � i(X)):�f

= (i(X) � � � i(Y )� i(Y ) � � � i(X)):�f
= i(X) � �(df(� � Y ))� i(Y ) � �(df(� �X))
= d(df(� � Y ))(� �X)� d(df(� �X))(� � Y )
= (� �X) � (� � Y ):f � (� � Y ) � (� �X):f

= [� �X; � � Y ]:f:
donc

� � fX;Y g = [� �X; � � Y ]
et on a notre structure d�algébroïde de Lie sur (E; �;M):
Reste à montrer que d� = � : comme ce sont toutes deux des dérivations

d�ordre 1 de l�algèbre graduée extérieure 
(M;E), qui est engendrée locale-
ment par ses élements d�ordres 0 et 1. Il su¢ t de véri�er qu�elles coïncident
sur les éléments homogènes d�ordres 0 et 1. Soit f 2 C1(M) :

d�f = �f , d�f:X = �f:X; 8X 2 �(M;E)

or, 8X 2 �(M;E) : d�f:X = (� �X)f et �f:X = i(� �X):df par dé�nition
de �: Soit � 2 
1(M;E) :

d�� = �� , d��(X;Y ) = ��(X;Y ); 8X;Y 2 �(M;E);

soient X;Y 2 �(M;E)

d��(X;Y ) = L�(X)(�(Y ))� L�(Y )(�(X))� �(fX;Y g)
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= (L�(X) � i(Y )� L�(Y ) � i(X)� i(fX;Y g))�

= (L�(X) � i(Y )� L�(Y ) � i(X)� i(X) � � � i(Y )� � � i(X) � i(Y )
+i(Y ) � i(X) � � + i(Y ) � � � i(X))�

= (L�(X)�i(Y )�L�(Y )�i(X)�i(X)���i(Y )+i(Y )�i(X)��+i(Y )���i(X))�
or,

L�(X) � i(Y )(�) = L�(X)(�(Y ))

= [i(X); d�](�(Y ))

= i(X) � d�(�(Y ))� d� � i(X)(�(Y ))
= i(X) � d�(�(Y ))
= i(X) � �(�(Y ))

donc

d��(X;Y )

= (i(X)���i(Y )�i(Y )���i(X)�i(X)���i(Y )+i(Y )�i(X)��+i(Y )���i(X))�

= (i(Y ) � i(X) � �)�:
Comme ��(X;Y ) = (i(Y ) � i(X) � �)(�); on a donc le resultat voulu.�

3.2. Structures de Poisson. On dé�nira les variétés de Poisson, on étudiera
leurs propriétés élémentaires, puis on montre qu�il existe une structure d�algébroïde
de Lie naturelle sur le �bré cotangent d�une variété de Poisson.

Dé�nition 3.2.1. Soit M une variété lisse, un crochet de Poisson sur
M est une application:

f:; :g : C1(M)� C1(M)! C1(M)

qui véri�e

(1) R�bilinéarité;
(2) Antisymétrie:

ff; gg = �fg; fg;8f; g 2 C1(M);

(3) La règle de Leibnitz:

ff; h:gg = h:ff; gg+ g:ff; hg;8f; g; h 2 C1(M);

(4) L�identité de Jacobi:

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg = 0;8f; g; h 2 C1(M):

M munie d�un crochet de Poisson est appellée une variété de Poisson.

Exemple 3.2.1. Les variétés symplectiques:



37

Une variété symplectique est un couple (M;!) où une M est variété
lisse et ! est une 2�forme férmé et partout non dégénérée.
Pour une telle structure on dé�nit pour chaque fonction f 2 C1(M) le

champ hamiltonien associé à f , qu�on note Xf 2 �1(M) par:
Xf est l�unique élément de �1(M) solution de l�équation

Xc! = �df:

Réciproquement, un champ de vecteurs X est dit hamiltonien s�il existe
une fonction f 2 C1(M) telle que Xc! = �df: Autrement dit "un champ
de vecteurs X est dit hamiltonien si Xc! est exacte". Dans ce cas on a

LX! = Xcd! + d(Xc!) = 0:

On a le fait suivant: "le crochet de deux champs hamiltoniens est hamil-
tonien". En e¤et: si X;Y 2 �1(M) sont deux champs hamiltoniens

[X;Y ]c! = LX(Y c!)� Y cLX!
= LX(Y c!)
= Xcd(Y c!) + d(Xc(Y c!))
= d(Xc(Y c!))
= �d(!(X;Y ));

d�où [X;Y ]c! est exacte.
Pour f; g 2 C1(M); on dé�nit le crochet de Poisson de f et de g par:

ff; gg! := !(Xf ; Xg);

ce crochet véri�e:
i/ antisymétrie: 8f; g 2 C1(M)

ff; gg! = !(Xf ; Xg)

= �!(Xg; Xf )

= �fg; fg!:

ii/ R�bilinéarité: si f; g; h 2 C1(M); � 2 R;

X�:f = �:Xf ;

en e¤et;

(�:Xf )c! = �:(Xf )c!
= ��:df
= �d(�:f)
= X�:fc!;

il véri�e aussi:

Xf+h = Xf +Xh;
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en e¤et;

(Xf +Xh)c! = Xfc! +Xhc!
= �df � dh
= �d(f + h)
= Xf+hc!;

donc:
f�:f; gg! = !(X�:f ; Xg) = !(�:Xf ; Xg) = �:ff; gg!; et

ff + h; gg! = !(Xf+h; Xg) = !(Xf +Xh; Xg) = ff; gg! + fh; gg!:
iii/ La règle de Leibnitz: soient f; g; h 2 C1(M)

(f:Xh + h:Xf )c! = �f:dh� h:df
= �d(f:h)
= Xf:hc!;

donc
Xf:h = f:Xh + h:Xf :

Ainsi, on a

ff:h; gg! = !(Xf:h; Xg) = !(f:Xh + h:Xf ; Xg) = f:fh; gg! + h:ff; gg!:
iv/L�application X : (C1(M); f:; :g)! (�1(M); [:; :]) qui associe à chaque

fonction son champ hamiltonien est un morphisme d�algèbres de Lie, i.e.
8f; g 2 C1(M) on a

Xff;gg! = [Xf ; Xg]:

En e¤et; il su¢ t de voir que: [Xf ; Xg]c! = �d(ff; gg!);
[Xf ; Xg]c! = LXf (Xgc!)�XgcLXf!

= LXf (Xgc!)
= Xfcd(Xgc!) + d(Xfc(Xgc!))
= �d(!(Xf ; Xg))

= �d(ff; gg!);
iiv/ L�identité de Jacobi:

fff; gg!; hg! = Xff;gg!cdh = [Xf ; Xg]:h;

ffg; hg!; fg! = �ff; fg; hg!g! = �Xf :fg; hg! = �Xf :(Xg:h);

et
ffh; fg!; gg! = fg; ff; hg!g! = Xg:(Xf :h):

Il su¢ t de faire la somme:

fff; gg!; hg! + ffg; hg!; fg! + ffh; fg!; gg! = 0:
Ainsi toute variété symplectique induit une structure de Poisson canon-

ique.

Exemple 3.2.2. Structure de Lie-Poisson:
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Soit G une algèbre de Lie de dimension �nie de crochet [:; :], G� son dual,
on considère sur C1(G�) le crochet dé�ni par:

ff; gg(x) = hx; [dxf; dxg]i ;
alors G� muni de ce crochet est une variété de Poisson. En e¤et, il est

clair qu�il est R�bilinéaire, antisymmétrique; on établit la règle de Leibnitz:
soient f; g; h 2 C1(G�) :

ff; h:gg(x) = hx; [dxf; dx(h:g)]i
= hx; [dxf; h(x):dxg + g(x):dxh]i
= h(x):ff; gg(x) + g(x):ff; hg(x):

Reste à démontrer que l�identité de Jacobi a lieu: soient f; g; h 2 C1(G�) :
on commence par calculer la di¤érentielle de ff; gg : soient x; y 2 G�

dxff; gg(y) = hy; [dxf; dxg]i+


x; [d2xf:y; dxg]

�
+


x; [dxf; d

2
xg:y]

�
= hy; [dxf; dxg]i �



x; addxg(d

2
xf:y)

�
+


x; addxf (d

2
xg:y)

�
= hy; [dxf; dxg]i �



(addxg)

�x; d2xf:y
�
+


(addxf )

�x; d2xg:y
�

= hy; [dxf; dxg]i �


y; d2xf:((addxg)

�x)
�
+


y; d2xg:((addxf )

�x)
�

en utilisant le fait que la dérivée seconde est symmétrique. I�identité de
Jacobi découle directement de celle de l�algèbre de Lie et du calcul précédant.

Exemple 3.2.3. Structure symplectique sur le cotangent d�une variété:

Soit M une n-variété lise, T �M son �bré cotangent. Il existe sur T �M
une 1�forme di¤érentielle canonique � 2 
1(T �M) appelée la forme de
Liouville. Elle est dé�nie comme suit:
pour tout (p; �) 2 T �M; �(p;�) 2 T �(p;�)(T

�M) ' T �pM � TpM est dé�ni
par:

�(p;�)(X; �) = h�;Xi :
Si (x1; :::; xn) est une carte de M , on lui associe la carte de T �M dé�nie

par:

�(p; �) : = (x1(p); :::; xn(p);

�
�;

@

@x1
(p)

�
; :::;

�
�;

@

@xn
(p)

�
)

= (y1(p; �); :::; yn(p; �); z1(p; �); :::; zn(p; �)):

On voit que dans cette carte � s�écrit:

� =
X
1�i�n

zi:dyi:

Soit ! := d�; alors ! 2 
2(T �M) et s�écrit localement

! =
X
1�i�n

dzi ^ dyi

Alors, d! = 0 et ! est partout non dégénéré, ainsi on obtient une structure
symplectique naturelle sur T �M:
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Dé�nition 3.2.2. (Tenseur de Poisson)
Soit M est une variété de Poisson de crochet f:; :g: Ce crochet engendre

un unique champ de bivecteurs � qui véri�e: 8f; g 2 C1(M)

ff; gg = �(df; dg):

Remarque 3.2.1. L�identitée de Jacobi équivaut à [�;�] = 0:

Dans la suite une variété de Poisson sera noté (M;�) oùM est une variété
lisse et � est le tenseur de Poisson.
Soit (M;�) une variété de Poisson de crochet f:; :g. Pour tout f 2

C1(M); ff; :g est une dérivation de l�algèbre réelle C1(M); il lui correspond
un unique champ de vecteur Xf 2 �1(M) véri�ant:

ff; gg = Xfcdg;8g 2 C1(M):

Dé�nition 3.2.3. On appelle Xf le champ hamiltonien associé à f:

Soit x = (xi) une carte de M: Si l�on note par �ij = �(dxi; dxj) =
fxi; xjg; alors:

ff; gg = �(df; dg)

= �(
X
i

@f

@xi
dxi;

X
j

@g

@xj
dxj)

=
X
i�j
�ij(

@f

@xi
@g

@xj
� @f

@xj
@g

@xi
)

=
X
i�j
�ij

@

@xi
^ @

@xj
(df; dg):

Par cette écriture locale de � on peut déduire celle de Xf pour f 2
C1(M) :

ff; gg = Xfcdg

=
X
i;j

�ij
@f

@xi
@g

@xj

=
X
j

(
X
i

�ij
@f

@xi
)
@g

@xj
;

ainsi,

Xf =
X
i;j

�ij
@f

@xi
@

@xj

ou encore:

Xf = �(df; :):
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Cette formule se traduit aussi en terme de crochet de Schouten-Nijenhuis.
En e¤et, comme

[g;
@

@xi
^ @

@xj
] = [g;

@

@xi
] ^ @

@xj
� @

@xi
^ [g; @

@xj
]

= � @g

@xi
@

@xj
+

@g

@xj
@

@xi

= �dgc @
@xi

^ @

@xj
;

alors

Xf = �(df; :)

= dfc�;

ainsi:

Xf = �[f;�]:

Réciproquement, un champ X 2 �1(M) est dit hamiltonien s�il existe une
fonction f 2 C1(M) telle que X = �[f;�] = �(df; :): Dans ce cas

[X;�] = [�[f;�];�]
= [[�;�]; f ] + [[�; f ];�]

= [[f;�];�]

= 0

par Jacobi graduée. Ainsi, un champ hamiltonien véri�e

[X;�] = 0:

Proposition 3.2.1. (M;�) est une variété de Poisson.

(1) Si f; g 2 C1(M) :

(8) [Xf ; Xg] = Xff;gg:

(2) Si f 2 C1(M) et Y 2 �1(M) est un champ de Poisson alors:

[Y;Xf ] = XY (f):

Preuve:
1/ Voir la discussion avant la dé�nition précédante.
2/ Soient f; g; h 2 C1(M): La formule de Jacobi pour le crochet de Pois-

son s�écrit:

fff; gg; hg = ff; fg; hgg � fg; ff; hgg
i.e.

Xff;gg:h = Xf (Xg:h)�Xg(Xf :h) = [Xf ; Xg]:h;

comme h est quelconque on obtient le resultat.
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3/ soient f 2 C1(M) et Y 2 �1(M) un champ de Poisson, en utilisant
Jacobi graduée on obtient:

[Y;Xf ] = �[Y; [f;�]]
= [[f;�]; Y ]

= [[�; Y ]; f ]� [[Y; f ];�]
= �[[Y; f ];�]
= [Y (f);�]

= XY (f):�

Dé�nition 3.2.4. (Morphismes de Poisson)

Soient (M1; f:; :g1) et (M2; f:; :g2) deux variétés de Poisson et � : M1 !
M2 une application lisse. On dit que � est un morphisme de Poisson si

�� : C1(M2) ! C1(M1)
f 7�! ��f = f � �

est un morphisme d�algèbres de Lie, i.e. si:

��(ff; gg2) = f��f; ��gg1;8f; g 2 C1(M2):

3.3. Structure d�algébroïde de Lie sur le �bré cotangent d�une
variété de Poisson. Le but de cette sections est d�exhiber une structure
d�algébroïde de Lie naturelle sur le cotangent d�une variété de Poisson.
Dans la suite (M;�) est une variété de Poisson et p : T �M ! M son

�bré cotangent. On dé�nit une dérivation d� d�ordre 1 de l�algèbre graduée
extérieure 
(M; (T �M)�) ' �(M;TM) comme suit:

d�(P ) = �[�; P ]; 8P 2 �(M;TM)

où le crochet de droite est le crochet de Schouten-Nijenhuis associé au
�bré tangent.

Proposition 3.3.1. d� est une dérivation involutive d�ordre 1 de l�algèbre
graduée extérieure �(M;TM):

Preuve:
Pour tout P 2 �p(M;TM) on a [�; P ] 2 �p+2�1(M;TM) = �p+1(M;TM):

Il est clair que d� est R�linéaire. Donc d� est homogène d�ordre 1.
Pour tout P 2 �p(M;TM); Q 2 �q(M;TM) :

d�(P ^Q) = �[�; P ^Q]
= �[�; P ] ^Q� (�1)(2�1)pP ^ [�; Q]
= d�(P ) ^Q+ (�1)pP ^ d�(Q);
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ainsi d� est une dérivation d�ordre 1 de l�algèbre graduée extérieure �(M;TM):
On montre que d� � d� = 0, soit P 2 �p(M;TM)

d�(d�(P )) = �[�; d�(P )]
= [�; [�; P ]]

= �(�1)p[[�; P ];�]
= �(�1)p(�1)p�1[[P;�];�]� (�1)p(�1)p�1[[�;�]; P ]
= [[P;�];�]

= (�1)p�1(�1)p[�; [�; P ]]
= �[�; [�; P ]]
= �d�(d�(P )):�

Par le théorème 3.1.1 il existe une unique structure d�algébroïde de Lie
sur (T �M;p;M) dont l�ancrage � : T �M ! TM est l�unique morphisme de
�brés vectoriels tel que pour toute fonction f 2 C1(M) et toute section �
de (T �M;p;M)

i(� � �):df = hd�f; �i :

3.4. Structure de Poisson sur le dual d�une algébroïde de Lie. Soit
(A; �;M; �) une algébroïde de Lie et (A�; $;M) son �bré dual. Le but
de cette section est de montrer que A� admet une structure de Poisson
canonique. Ceci généralise les structures de Lie-Poisson associées à une
algèbre de Lie qu�on a vu dans l�example 3.2.2 et généralise aussi la structure
de Poisson associée à la structure symplectique sur le cotangent d�une variété
M où l�on considère l�algébroïde de Lie (TM; �;M; idTM ) vu dans l�exemple
3.2.3.
On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.1. Pour toute section X 2 �(M;A) on associe �X 2 C1(A�)
dé�nie par:

�X(�) = h�;X �$(�)i :
Soient X 2 �(M;A); f 2 C1(M) et � 2 A� tels que

d�(�X + f �$) = 0

alors
X �$(�) = 0

et pour toute section Y 2 �(M;A) on a

�fX;Y g(�) = hdf; � � Y i �$(�):

Preuve:
Il est clair que �X 2 C1(A�): Si d�(�X + f � $) = 0 alors pour tout

V 2 T�A� on a:
hd��X ; V i = �



d$(�)f; d�$:V

�
:
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Si V est vertical, i.e. que d�$:V = 0, V est un élément de $�1($(�));
i.e. $(� + t:V ) � $(�); ainsi

0 = hd��X ; V i

=
d

dt
jt=0�X(� + t:V )

=
d

dt
jt=0 h� + t:V;X �$(� + t:V )i

= hV;X �$(�)i :

Comme cette égalité est vrai pour tout V 2 $�1($(�)) on obtientX�$(�) =
0:
Soient k la dimension du �bré (A; �;M); U un ouvert de trivialisation,

(�1; :::; �k) un repère au dessus de U et � 2 A� tels que $(�) 2 U et d�(�X+
f �$) = 0 on obtient que

X = Xi:�i

avec Xi �$(�) = 0; pour tout � 2 $�1(U) on a

�X(�) = h�;X �$(�)i = Xi �$(�): h�; �i �$(�)i ;

soient V 2 T�A
� et 
 : [�"; "] ! A une courbe lisse telle que 
(0) =

� et _
(0) = V , on a

hd��X ; V i =
d

dt
jt=0�X(
(t))

=
d

dt
jt=0 h
(t); X �$(
(t))i

=

�
�;
d

dt
jt=0X �$(
(t))

�
or d

dt jt=0X � $(
(t)) = d
dt jt=0fX

i � $(
(t)):�i � $(
(t)g = f ddt jt=0X
i �

$(
(t))g:�i �$(�); ainsi

hd��X ; V i = f d
dt
jt=0Xi �$(
(t))g: h�; �i �$(�)i

=


d�(X

i �$); V
�
: h�; �i �$(�)i :

Or on a d�un autre coté

hd��X ; V i = �


d$(�)f; d�$:V

�
donc

�


d$(�)f; d�$:V

�
=


d$(�)X

i; d�$:V
�
: h�; �i �$(�)i

d�où
d�(f �$) = �h�; �i �$(�)i :d�(Xi �$):

Maintenant pour tout Y 2 �(M;A) on a sur U

fX;Y g = Xi:f�i; Y g �


dX i; � � Y

�
:�i
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comme Xi �$(�) = 0 on obtient
�fX;Y g(�) = h�; fX;Y g �$(�)i

= �


d$(�)X

i; � � Y ($(�))
�
: h�; �i �$(�)i

= hdf; � � Y i �$(�):�

Théorème 3.4.1. Soit (A; �;M; �) une algébroïde de Lie de crochet f:; :g
et (A�; $;M) son �bré dual. Considérons l�application

� : �(M;A) ! C1(A�)
X 7�! �X

dé�nie par
�X(�) = h�;X �$(�)i

alors il existe une unique structure de Poisson sur A� qu�on note par ff:; :gg
telle que � soit un morphisme d�algèbres de Lie, i.e. telle que pour tout
X;Y 2 �(M;A) :

ff�X ;�Y gg = �fX;Y g
Preuve:
Si une telle structure de Poisson existe, pour tout X;Y 2 �(M;A); f; g 2

C1(M) on a:
ff:X; g:Y g = f:g:fX;Y g � g: hdf; � � Y i :X + f: hdg; � �Xi :Y

donc

ff�f:X ;�g:Y gg = fff �$:�X ; g �$:�Y gg
= f �$:g �$:ff�X ;�Y gg+�X :g �$:fff �$;�Y gg+

f �$:�Y :ff�X ; g �$gg+�X :�Y :fff �$; g �$gg
d�autre part

ff�f:X ;�g:Y gg = �ff:X;g:Y g
= �f:g:fX;Y g�g:hdf;��Y i:X+f:hdg;��Xi:Y

= f �$:g �$:�fX;Y g � g �$: hdf; � � Y i �$:�X +
f �$: hdg; � �Xi �$:�Y

comme

ff�X ;�g:Y gg = ff�X ; g �$:�Y gg
= ff�X ; g �$gg:�Y + g �$:ff�X ;�Y gg

et

ff�X ;�g:Y gg = �fX;g:Y g

= g �$:�fX;Y g + hdg; � �Xi �$:�Y
alors

ff�X ; g �$gg = hdg; � �Xi �$
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donc

ff�f:X ;�g:Y gg = f �$:g �$:�fX;Y g + g �$:�X :fff �$;�Y gg+
f �$:�Y :ff�X ; g �$gg

et

ff�f:X ;�g:Y gg = f �$:g �$:ff�X ;�Y gg+�X :g �$:fff �$;�Y gg+
f �$:�Y :ff�X ; g �$gg+�X :�Y :fff �$; g �$gg

d�où

fff �$; g �$gg = 0:
Maintenant, soient � 2 A�; �1; �2 2 T �� A�; soient X1; X2 2 �(M;A) alors

�i � d��Xi 2 T �� A�: Soit fi 2 C1(M) tels que �i � d��Xi = d�(fi �$) i.e.

�i = d�(�Xi + fi �$):

De tels fonctions existent car $ est une submersion et on n�exige l�égalité
qu�en �: Mais les couples (Xi; fi) ne sont pas forcement uniques. Alors le
tenseur de Poisson � sur A� évalué sur �1; �2 donne:

��(�1; �2) = ff�X1 + f1 �$;�X2 + f2 �$gg(�)
= �fX1;X2g(�)� hdf1; � �X2i �$(�) + hdf2; � �X1i �$(�):

Ceci prouve que si une telle structure de Poisson existe alors elle est unique.
Pour l�existance on utilise le membre de droite de la formule précédante.

On montre d�abord qu�il ne dépend que de �1 et de �2 et pas des (Xi; fi) :
comme ce membre dépend de manière bilinéaire antisymétrique de (Xi; fi)
il su¢ t de prouver que si (X1; f1) est tel que

d�(�X1 + f1 �$) = 0

alors pour tout (X2; f2) on a

�fX1;X2g(�)� hdf1; � �X2i �$(�) + hdf2; � �X1i �$(�) = 0:

Mais ceci decoule directement du lemme précédant. Reste à prouver que �
est un tenseur de Poisson, il est lisse par

��(�1; �2) = �fX1;X2g(�)� hdf1; � �X2i �$(�) + hdf2; � �X1i �$(�):

Pour voir que ff:; :gg véri�e l�identitée de Jacobi il su¢ t de le faire en chaque
point et pour les fonctions du type �X + f �$: Ce qui est une conséquence
du fait que � est un morphisme d�algèbres de Lie et des deux relations

ff�X ; g �$gg = hdg; � �Xi �$
fff �$; g �$gg = 0:�

Dé�nition 3.4.1. On appelle le crochet ff:; :gg le crochet de Lie-Poisson
sur A:
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On passe au cas local. Considérons un ouvert U deM domaine d�une carte
(x1; :::; xn) de M et d�un repère (�1; :::; �k) de (A; �;M): Alors il existe des
fonctions bli; c

l
ij 2 C1(U) telles que:

� � �i =
X
1�j�n

bli:
@

@xl
; 1 � i � k

f�i; �jg =
X
1�l�k

clij :�l; 1 � i; j � k

Dé�nition 3.4.2. On appelle les fonctions bji ; c
l
ij 2 C1(U); 1 � i; j � k; 1 �

l � n les fonctions de structure associées à la carte (x1; :::; xn) et au repère
(�1; :::; �k):

Si l�on associe au repère (�1; :::; �k) les coordonées linéaires (�1; :::; �k)
dé�nies par

� =
X
1�i�k

�i(�):�i($(�)); � 2 $�1(U);

on remarque que

��i(�) = h�; �i �$(�)i
= �i(�)

d�où

��i = �i:

Alors (x1 �$; :::; xn �$; �1; :::; �k) est une carte de $�1(U): Calculons les
coordonées du tenseur de Poisson � dans ces coordonées:

ffxi �$;xj �$gg = 0

ffxi �$; �jgg = �


dxi; � � �j

�
�$ = �bij �$

ff�i; �jgg = ff��i ;��jgg = �f�i;�jg = � P
1�l�k

clij :�l
=
X
1�l�k

clij �$:�l

Remarque 3.4.1. On peut dé�nir la structure de Lie-Poisson sur A� par les
fonctions de structure. Les relations précédantes nous donnent explicitement
le tenseur de Poisson dans une carte.

Dans la suite un point générique de$�1(U) sera noté (x1; :::; xn; �1; :::; �k):
On conviendra de voir les fonctions dans C1(U) comme des fonctions dans
C1($�1(U)) qui sont constantes sur les �bres.
Si � =

P
1�i�k

�i(x):�i 2 �(U;A); considérons f� = �� 2 C1($�1(U));

alors

f�(x; �) =
X
1�i�k

�i(x):�i:
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Ainsi le champ hamiltonien Xf� associé à f� est dé�ni par l�équation:
(9)

Xf� =
X

1�j�k;1�i�n
�jbij :

@

@xi
+

X
1�l;j�k

(
X
1�i�k

clij :�
j �

X
1�i�n

bij :
@�l

@xi
)�l:

@

@�j
(x; �):

Par conséquent,

d(x;�)$:(Xf�(x; �)) =
X

1�j�k;1�i�n
�j(x):bij(x):

@

@xi
(x)

=
X
1�j�k

�j(x):� � �i(x)

= � � �(x)
i.e. que

(10) $�Xf� = � � �:
La structure de Lie-Poisson sur le dual d�une algébroïde de Lie codi�e toutes
le informations concernant l�algébroïde de Lie.

4. Écriture locale des algébroïdes de Lie, champ et
feuilletage caractériqtiques

4.1. Distributions singulières. On commence par quelques resultats sur
les feuilletages singuliers. Dans la suiteM est une variété lisse de dimension
n:

Dé�nition 4.1.1. (Feuilletages singuliers)
Un feuilletage singulier lisse au sens de Stefan-Sussmann sur M est une

partition F = fF�g� de M en sous variétés immergées et connexes F� ap-
pelées feuilles et véri�ant la condition (dite propriété de régularité locale des
feuilletages singuliers) :
pour tout x 2 M; si F� est la feuille qui contient x; d sa dimension,

alors il existe une carte (U; (y1; :::; yn)) de M centrée en x telle que la com-
posante connexe de F� \ U soit fyd = ::: = yn = 0g et pour chaque vecteur
(cd+1; :::; cn) l�ensemble fyd = cd+1; :::; y

n = cng est soit vide soit contenu
dans une feuille de F :

Dans la suite on dira "feuilletage singulier " au lieu de "feuilletage sin-
gulier lisse au sens de Stefan-Sussmann". Une variété feuilleuté est un couple
(M;F) où M est une variété lisse et F est un feuilletage singulier sur M:

Dé�nition 4.1.2. (Morphismes)
Soient (M;F); (N;N ) deux variétés feuilletés et F :M ! N une applica-

tion lisse. On dit que F est un morphisme feuilletés si elle envoie feuille sur
feuille. On dit que c�est un isomorphisme de variétés feuilletés si F est un
di¤éomorphisme qui est un morphisme de variétés feuilletés ainsi que son
iverse.
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Remarque 4.1.1. Si F : M ! N est un di¤éomorphisme et F = fF�g�
est un feuilletage singulier sur M alors la partition N = fN� := F (F�)g�
est un feuilletage singulier sur N:

En e¤et soit q 2 N et p = F�1(q); alors il existe une carte (U; (y1; :::; yn))
deM centrée en x telle que la composante connexe de F�\U soit fyd = ::: =
yn = 0g et pour chaque vecteur (cd+1; :::; cn) l�ensemble fyd = cd+1; :::; y

n =
cng est soit vide soit contenu dans une feuille de F . Considerons V = F (U)
qui est un ouvert de N contenant q; et la carte (z1; :::; zn) de N en q dé�nie
par zi = yi � F�1; nous permet d�établir la propriété de régularité locale
des feuilletages singuliers. Ce feuilletage est l�unique sur N qui rend F un
isomorphisme de variétés feuilleutés.

Remarque 4.1.2. On peut faire la construction réciproque i.e. démarer
avec un feuilletage singulier sur N et on a un unique feuilletage singulier
sur M tel que F soit un isomorphisme de variétés feuilletés.

Un feuilletage singulier où toutes les feuilles ont la même dimension n�est
autre qu�un feuilletage au sens classique. Un tel feuilletage sera dit régulier.

Exemple 4.1.1. (Submersion)
Si f : M ! N est une submersion dont les �bres sont connexes alors

F = fFp = f�1(p); p 2 Ng� est un feuilletage régulier de M de codimension
la dimension de N:

En particulier si � : E !M est un �bré vectoriel alors l�espace des �bres
est un feuilletage régulier de dimension la dimension du �bré, on l�appelle
le feuilletage vertical du �bré.

Dé�nition 4.1.3. (Distributions singulières)
Une distribution singulière D sur M est la donnée en tout point p de M

d�un sous espace vectoriel Dp de TpM .
Une distribtion singulière D sur M est dite lisse si: 8p 2 M; 8V 2 Dp il

existe un voisinage ouvert U de p et un champ de vecteurs X 2 �1(U) tels
que: Xq 2 Dq; 8q 2 U et Xp = V:

Si la dimension de Dp ne dépend pas de p sur tout M on dit alors que la
distribution est régulière.

Exemple 4.1.2. (Feuilletage singulier)

Si F = fF�g� est un feuilletage singulier sur M alors on obtient une
distribution DF dé�nie par DFp := TpF� où F� est la feuille contenant p: Par
la propriété locale des feuilletages singuliers on voit que que la distribution
singulière associée à un feuilletage singulier est lisse. En particulier si le
feuilletage est régulier il induit une distribtion lisse et régulière.

Exemple 4.1.3. (Distribution singulière induite par une famille de champs)

Soit E une famille de champs de vecteurs de M; alors cette famille en-
gendre une distribution singulière lisse DE en declarant que DEp est le sous
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espace vectoriel de TpM engendré par tous les éléments de E évalués en p:
On dit que cette ditribution est engendré par E .

Dé�nition 4.1.4. (Sous variété intégrale);
Une sous variété intégrale d�une distribution singulière lisse D sur M est

une sous variété immergée et connexe S de M véri�ant: TpS est un sous
espace vectoriel de Dp;8p 2 S:
Une telle sous variété est dite maximale si elle l�est au sens ensembliste.

Elle est dite de dimension maximale si TpS = Dp;8p 2 S:

Une distribution singulière lisse D surM est dite intégrable si par chaque
point de M passe une sous variété intégrale maximale de dimension maxi-
male.

Exemple 4.1.4. (Champ de vecteur)

Pour tout champ de vecteur X 2 �1(M), la distribution Dp := R:X(p) est
lisse. On sait par la théorie des équations di¤érentielles ordinaires que cette
distribution admet en chaque point une sous variété intégrale maximale. Si
de plus X ne s�annulle en aucun point on sait qu�au voisinage de chaque
point il existe une sous variété intégrale maximale de dimension maximale.
Reciproquement, si D est une distribution lisse et régulière de dimenion 1

surM; il existe un champ de vecteur surM qui l�engendre et on voit qu�une
telle distribution est toujours intégrable.

Dé�nition 4.1.5. (Involutivité)
Une distribution lisse D sur M est dite involutive si le crochet de Lie de

deux champs de M qui sont tangents à D est tangent à D.

Remarque 4.1.3. Toute distribution lisse intégrable est involutive:

en e¤et, si D est une distribution singulière lisse et intégrable sur M:
Soient X;Y des champs de vecteurs sur M qui sont tangents à D. Alors,
par la naturalité du crochet de Lie, leurs crochet de Lie est tangent à D.

Dé�nition 4.1.6. (Invariance)
Une distribution singulière lisse D sur M est dite invariante par une

famille de champ de vecteurs E si elle est invariante par les �ots des éléments
de E, ce qui s�écrit: si X 2 E et (�t)t est son �ot alors

(�t)�Dp = D�t(p)
pour tout p 2M et partout où �t est dé�ni.

Théorème 4.1.1. Soit D une distribution singulière lisse sur une variété
lisse M; alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) D est intégrable;
(2) D est engendré par une famille de champs de vecteurs E et elle est

invariante par E;
(3) D est la distribution engendré par un feuilletage singulier lisse.
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Preuve:
1 ) 2 : Soit E := fX 2 �1(M);X(p) 2 Dp;8p 2 Mg: Il est clair que D

est engendré par E . Reste à voir que les éléments de E préservent D:
Soient X 2 E , (�t)t son �ot, p 2 M et F la sous variété maximale

de dimension maximale qui contient p: Alors, 8q 2 F : TqF = Dq: Ainsi
X(q) 2 TqF ;8q 2 F , d�où XjF 2 �1(F): En particulier le �ot de X peut
être restreint à F , si �� (p) est bien dé�nit alors par connexité de F et de
l�intervalle de dé�nition de �(:; p) on a que �� (p) reste dans F , ainsi

(�� )�TpF = T�� (p)F

partout où �� (p) est bien dé�nit. Or ceci s�écrit (�t)�Dp = D�t(p) partout
où �t(p) est dé�nit.
2 ) 3 : Soient p 2 M; d = dimDp et X1; :::; Xd 2 E , �t1; :::; �td leurs

�ots respectifs tels que Dp est le sous espace vectoriel de TpM engendré par

X1(p); :::; Xd(p): L�application (s1; :::; sd)
�7! �s11 � ::: � �

sd
d (p) est un di¤éo-

morphisme d�un ouvert connexe contenant 0Rd dans une sous variété S de
M de dimension d et contenant p:
S est une sous variété intégrale de D de dimension maximale car: 8q 2 S :

TqS = ��(Rd) = Dq: On veut construire un feuilletage avec ces sous-variétés.
Remarquons en premier lieu que si l�on dispose de deux sous variétés

intégrales de dimensions maximales qui se rencontrent en un point, alors elles
ont necessairement la même dimension. De plus leurs réunion est toujours
une sous variété intégrales de dimension maximale. En e¤et: les cartes de
ces sous variétés intégrales sont des compositions de �ots qui preservent D,
il est clair que les changements de cartes sont lisses et donc on obtient une
structure de variété lisse sur les réunions. La réunion de deux connexes qui
s�intersectent en un point est toujours connexe. On obtient une sous variété
intégrale de dimension maximale, en recollant ces sous variétés intégrales là
où elles s�intersectent. On obtient une partition F = fF�g� de M en sous
variétés immergées et connexes qui sont maximales pour l�inclusion, ainsi
D est intégrable et est donc involutive. Reste à montrer la propriété de
régularité locale des feuilletages singuliers.
On procéde par induction sur la dimension deD. Soit p 2M si dimDp = 0

c�est trivial. Si dimDp � 1 alors il existe Y 2 E tel que Y (p) 6= 0; on note
( t)t son �ot; Y (p) 6= 0 donc il existe un ouvert V autour de p domaine

d�une carte � = (y1; :::; yn) où ��(
@

@y1
) =

@

@x1
: le champ de vecteur induit

par le premier vecteur de la base canonique (e1; :::; en) de Rn: En considerant

V comme un ouvert de Rn et Y comme le champ de vecteur
@

@x1
; le �ot de

Y est  t(x) = t:e1+ x; le but est de réduire la dimension de V pour utiliser
l�hypothèse de recurrence.
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On considère sur V la relation d�équivalence: x � y () y =  t(x) ,
(y1; :::; yn) = t:e1 + x , (x2; :::; xn) = (y2; :::; yn): L�espace quotient V= �
n�est autre que la projection de V sur les facteurs x2; :::; xn:
Il existe donc un voisinage V de p tel que le quotient de V par le �ot de Y;

noté V= � soit un n� 1 variété lisse et que la projection p : V ! V= � soit
une submersion surjective. On construit une distribution lisse engendré par
une famille de champs de vecteurs qui la préserve sur V= � : Par l�hypothèse
de récurrence, c�est la distribution engendré par un feuilletage lisse, et on
montre que l�on peut remonter ce feuilletage via p et que la distribution du
début n�est autre que celle engendré par ce feuilletage:
Sur V= � on dé�nit une distribution � par: �(~q) = p�(Dq) où q 2 ~q est

quelconque. Cette distribution est bien dé�nie, en e¤et: si q1; q2 2 ~q alors il
existe t tel que q2 =  t(q1); ainsi p�(Dq2) = dq2p(Dq2) = d t(q1)p(D t(q1)) =
d t(q1)p(dq1 

t(Dq1)) = dq1(p� t)(Dq1) = dq1p(Dq1): � est lisse et est engen-
dré par une famille de champs de vecteurs qui la préserve:
Considérons une section � : V= �! V de p: On sait qu�il existe toujours

des section locales, mais la construction particulière de V nous permet de
la considérer sur tout V= � : Soit ~q 2 V= � et soit q 2 V tel que �(~q) = q
; soient X1; :::; Xr 2 E tels que (X1(q); :::; Xr(q)) engendre Dq: Considérons
~Xi := p� � Xi � � 2 �1(V= �) alors si ~v 2 �(~q) il existe v 2 Dq tel que
~v = p�(v); or v =

P
i
ai(q):Xi(q); où ai 2 C1(V );ainsi

~v = dqp(
X
i

ai(q):Xi(q))

=
X
i

ai(�(~q)):d�(~q)p(Xi(�(~q)))

=
X
i

bi(~q): ~Xi(~q);

donc � est lisse. Considerons la famille ~E =f ~X 2 �1(V= �) tels que ~X =

p� �Xi � � pour un X 2 Eg: ~E engendre �; reste à voir que � est invariante
par ~E :
Soit ~X 2 ~E , (~�t)t son �ot. On veut montrer que

(~�
t
)�(�(~q)) = �(~�

t
(~q));8~q 2 V= � où ~�

t
(~q) est bien dé�ni.

Soit X 2 E tel que ~X = p� � X � �; on note (�t)t le �ot de X: On montre
que X et ~X sont p�reliés, en e¤et: soit x 2 V ; ~x = p(x) alors

~X(p(x)) = p� �X � �(~x) = p� �X(y)
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pour un y 2 ~x: Ainsi il existe t tel que y =  t(x); donc

~X(p(x)) = dyp(X(y))

= d t(x)p(X( 
t(x)))

= dx(p �  t)( �t(X( t(x))))
= dxp(X(x))

car p �  t = p et X et Y commutent (D est involutive). Ainsi ~X = p�X et
donc

~�
t � p = p � �t:

Maintenant, soient ~q 2 V= �; q = �(~q): Alors

(~�
t
)�(�(~q)) = (~�

t
)�(p�(Dq))

= p�((�
t)�(Dq))

= p�(D�t(q))

= �(~�
t
(~q));

donc � est une distribution lisse sur V= � et est engendré par une famille
de champs de vecteurs qui la préservent. Comme dim(V= �) = dimDp � 1,
il existe un feuilletage singulier lisse ~F sur V= � tel que la distribution qu�il
engendre est �: Il est clair que p(F\V ) = ~F .
Maintenant on montre que F véri�e la propriété locale des feuilletages

singuliers. Comme c�est un critère local, en utilisant les remarques 4.1.2
et 4.1.1 il su¢ t de considérer un ouvert V de Rn de la forme I � U où
U est un ouvert de Rn�1, la projection � : (x; y) 7! y de I � U sur U ,
~F = f ~F�g� un feuilletage singulier de U; F = fF�g� la partition de V
dé�nie par F� =��1( ~F�) = I � ~F�: On veut montrer que F est un feuil-
letage singulier sur V: Soit (p; q) 2 I � U , il existe une carte de U noté
(W; (y2; :::; yn)) et centré en q telle que: si ~F� est la feuille qui contient q et
r sa dimension, la composante connexe de ~F�\W est fyr+1 = ::: = yn = 0g,
et pour chaque (cr+1; :::; cn) : fyr+1 = cr+1; :::; yn = cng est soit vide soit
contenu dans un ~F�\W: Alors la carte (x�p; y2; :::; yn) sur I�W est centré
en (p; q) et l�on a:
la composante connexe de F� \ I �W est fyr+1 = ::: = yn = 0g, et pour

chaque (cr+1; :::; cn) : fyr+1 = cr+1; :::; yn = cng est soit vide soit contenu
dans un F� \W:
3) 1 : Les feuilles sont les sous variétés intégrales maximales de dimen-

sion maximale.�

Dé�nition 4.1.7. (Distributions de type �ni)
Une ditribution singulière lisse D sur une variété lisse M est dite locale-

ment de type �ni si pour tout p 2M il existe un voisinage ouvert U de p; et
des champs de vecteurs X1; :::; Xr 2 �1(U) véri�ant: tout champ de vecteur
Y 2 �1(U) tangent à D peut être écrit: Y =

P
i
fi:Xi; où fi 2 C1(U):
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Exemple 4.1.5. Les distributions régulières sont localement de type �ni.

Théorème 4.1.2. Toute distribution singulière lisse localement de type �ni
et involutive est intégrable.

Preuve:
Soit D une ditribution singulière lisse localement de type �ni et involutive

sur une variété lisse M: Il su¢ t de montrer que D est localement intégrable,
i.e. en chaque point passe une sous variété intégrale de dimension maximale.
Par le théorème précédant il su¢ t de montrer que D est engendré par une
famille de champs de vecteurs qui la preserve:
Considerons la famille E =fX 2 �1(M) tel que X est tangent à Dg et

X 2 E . Montrons que son �ot présérve D: soit p 2 M; si X(p) = 0
c�est trivial, sinon par des coordonnées locales on se ramène dans le cas où

M = Rn; p = 0 et X =
@

@t
; où le point générique de Rn est (t; x) 2 R�Rn�1:

Le �ot ( t)t de X est formé des translations suivant le premier vecteur
coordonées de R� Rn�1 :

 t(q) = t:e1 + q; 8q 2 Rn:
Soient V1; :::; Vk des champs de vecteurs engendrant D sur un voisinage U

de p: Chaque Vi peut être considéré comme une application lisse de U sur
Rn; comme D est involutive�

@

@t
; Vi

�
=
@Vi
@t

2 E

pour tout i: Ainsi il existe des fonctions aij 2 C1(U) telles que
@Vi
@t

=
X
i;j

aij :Vj sur U:

On veut montrer que ( t)�(Dp) = D t(p): On montre une inclusion et que
les dimensions des deux espaces sont égales:
Soit V 2 Dp; il existe Y 2 �1(U) tangent à D tel que Y =

P
i
fi:Vi; où

fi 2 C1(U) et Y (p) = V: Montrons que ( t)�(V ) 2 D t(p) :
Le long de l�axe des (t; 0) 2 U on a le système d�équations

@Vi
@t
(t; 0) =

X
i;j

aij(t; 0):Vj(t; 0); 1 � i � k

alors le sous espace engendré par fV1(t; 0); :::; Vk(t; 0)g est indépendant du
�ot de

@

@t
; en e¤et:

Si k = 1 : s�il existe un champ de vecteurs V véri�ant
@V

@t
(t; 0) =

a(t; 0):V (t; 0):
siV (t; 0) s�annulle quelque part, alors il s�annulle partout et donc V (t; 0)

est indépendant de t;
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si V (t; 0) ne s�annulle pas, soit (c1; :::; cn) = V (t0; 0); alors V (t; 0) =

exp(

tZ
t0

a(�)d�):(c1; :::; cn): Considérons e(t; 0) =
V (t; 0)

jV (t; 0)j =
(c1; :::; cn)

j(c1; :::; cn)j
:

Alors e(t; 0) est indépendant de t; donc e(t; 0) = e( t(0)) = ( t)�e(0; 0)
car ( t)� = IdRn :
Si k � 2 : on peut réduire au voisinage d�un point (t0; 0) la famille V1; :::; Vk

en une sous famille libre V1; :::; Vr telle que chaque Vi s�écrive comme combi-
naison lisse des V1; :::; Vr; 1 � i � k: Considérons alors W (t; 0) = V1(t; 0) ^
:::^Vr(t; 0): Alors il existe une foncion lisse a(t; 0) au voisinage de t0 telle que
@W

@t
(t; 0) = a(t; 0):W (t; 0); par le cas k = 1 on voit que W (t; 0) ne dépend

pas de t; donc W (t; 0) = b(t):W (0; 0): Par conséquent

W ( t(0)) = b(t):( t)�(W (0; 0)):

Ainsi le sous espace engendré par fV1(t; 0); :::; Vk(t; 0)g est indépendant de
t; i.e. ( t)�(Dp) � D t(p): Reste à montrer que les dimensions sont égales:
la dimension du sous espace engendré par fV1(t; 0); :::; Vk(t; 0)g est égal

au rang de la matrice A(t) = (xij(t))i�k;j�n dé�nie par Vi(t; 0) =
P
j
xij(t):ej

où (ej)j est la base canonique de Rn: On a donc
@Vi
@t
(t; 0) =

P
j

@xij
@t
(t):ej =P

k;j

aij(t; 0):xjk(t):ek: Alors, la matrice A véri�e l�équation
@A

@t
(t) = B(t):A(t)

où B(t) = (aij(t; 0))i�k;j�k: Ainsi le rang de A(t) est celui de A(0) qui vaut
dimDp:�

4.2. Écriture locale des algébroïdes de Lie. Sur une algébroïde de Lie,
les écritures locales dépendent d�une carte deM et d�une trivialisation locale
où de manière équivalente d�un repère. On va montrer que l�on peut choisir
ces données pour avoir les écritures les plus simples. Ce resultat ressemble
au théorème de Darboux-Weinstein pour les variétés de Poisson mais n�en
est pas une conséquence.

Théorème 4.2.1. Écriture locale des algébroïdes de Lie
Soient (A; �;M; �) une algébroïde de Lie de dimension k et de crochet

f:; :g; x0 2 M; n = dimM et r = rg(�x0): Alors il existe des coordonnées
de M : (xi; yj); 1 � i � r; r + 1 � j � n dans un voisinage U de x0; et un
repère (�1; :::; �k) de A au dessus de U; tels que:

� � �i =
@

@xi
; 1 � i � r(11)

� � �j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k
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où les blj 2 C1(U) et ne dépendent que des y et s�annulant en x0; i.e.

blj(x
i; yj) = blj(y

j);(12)

blj(x0) = 0

De plus,

(13) f�i; �jg =
X
1�l�k

clij :�l

où clij 2 C1(U); clij = 0 pour 1 � l � r et

(14)
X
l�r

@clst
@xi

:blj = 0:

Preuve:
On procéde par induction sur r: Si r = 0 c�est trivial. On suppose le

resultat vrai pour tout s tel que 0 � s � r � 1 et on le montre pour s = r :
Soient des coordonnées (xi; ~yj); i � r � 1; r � j � n sur un ouvert U de

M voisinage de x0; et un repère (�i; ~�j); i � r� 1; r � j � k de A au dessus
de U; tels que:

� � �i =
@

@xi
; i � r � 1

� � ~�j =
X
r�l�n

blj :
@

@~yl
; r � j � k

où les blj 2 C1(U) et ne dépendent que des ~y et s�annulent en x0: Comme
r = rg(�x0) � 1 il existe un j; r � j � k tel que � � ~�j(x0) 6= 0: On
peut choisir j = r; on note �r = ~�r: Si l�on considère la sous variété plongé
S = f(xi; ~yj);xi = 0; i � r � 1; r � j � n; g de M et si l�on restreint
l�algébroïde de Lie (A; �;M; �) à S; en utilisant l�hypothèse de récurrence

on peut changer les coordonnées (~yj); r � j � n de sorte à avoir ���r =
@

@~yr
:

On obtient des coordonnées (xi; yj); i � r; r + 1 � j � n sur U telles que

xr = xr(~yr; :::; ~yn)

yj = yj(~yr; :::; ~yn); r + 1 � j � n

et

� � �i =
@

@xi
; i � r

� � ~�j = brj :
@

@xr
+

X
r+1�l�n

blj :
@

@yl
; r + 1 � j � k:
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Si l�on remplace ~�j par ~�j � brj :�r : (�i; ~�j); i � r; r + 1 � j � k reste un
repère de A: dans ce cas

� � ~�j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k

avec

blj = blj(x
r; yr+1; :::; yn)

On doit montrer que les blj ne dépendent pas de x
r : comme pour r + 1 �

j � k on a

� � f�r; ~�jg = [� � �r; � � ~�j ]

=

24 @

@xr
;
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl

35
=

X
r+1�l�n

@blj
@xr

:
@

@yl

et en utilisant le fait que le rang de � vaut r:

f�r; ~�jg =
X

r+1�l�k
clrj :~�l

ainsi,

@bij
@xr

=
X

r+1�l;s�k
clri:b

l
j ; r + 1 � i � n; r + 1 � j � k:

On obtient une équation di¤érentielle ordinaire pour les bij dont la variable
de temp est xr et les variables d�espace sont les yr+1; :::; yn: On note X(xr)
la resolvante de ce système telle que X(0) = I et Y (xr) son inverse. On
considère les sections

�j =
X

r+1�l�k
Y l
j (x

r):~�l; r + 1 � j � k

alors (�1; :::; �k) est un repère de A au dessus de U; et l�on a

� � �j =
X

r+1�l�k;r+1�s�n
Y l
j (x

r):bsl (x
r; yr+1; :::; yn):

@

@ys

=
X

r+1�s�n
bsj(0; y

r+1; :::; yn):
@

@ys
:

Comme le rang de � en x0 vaut r on a necessairement bsj(x0) = 0:
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Ainsi on a trouvé des coordonnées (xi; yj); 1 � i � r; r + 1 � j � n dans
un voisinage U de x0; et un repère (�1; :::; �k) de A au dessus de U; tels que:

� � �i =
@

@xi
; 1 � i � r

� � �j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k

où les blj 2 C1(U) et ne dépendent que des y et s�annulant en x0; i.e.

blj(x
i; yj) = blj(y

j);

blj(x0) = 0

de plus,

f�i; �jg =
X
1�l�k

clij :�l

où clij 2 C1(U); clij = 0 pour 1 � l � r: Reste à montrer queX
l�r

@clst
@xi

:blj = 0:

On la déduit directement de l�identité de Jacobi

� � f�l; f�i; �jgg = [[� � �j ; � � �l] ; � � �i] + [[� � �l; � � �i] ; � � �j ] :�

4.3. Champ caractéristique, feuilletage caractéristique.

Dé�nition 4.3.1. (Champ caractéristique)
Soient (A; �;M; �) une algébroïde de Lie, p 2 M l�espace caractéristique

en p est l�espace vectoriel Dp := �(Ap) � TpM: La distribution qui en decoule
est appelée le champ caractéristique.

Le champ caractéristique est une distribution singulière lisse de M :
Considérons la famille E = fX 2 �1(M) tel qu�il existe ~X 2 �1(M;A)

véri�ant X = � � ~Xg: Cette famille engendre la distribution singulière D;
donc elle est lisse. Cette ditribution a une propriété remarquable: si X =
� � ~X;Y = � � ~Y 2 E on a la relation

[X;Y ] =
h
� � ~X; � � ~Y

i
= � � f ~X; ~Y g

Théorème 4.3.1. Le champ caractéristique est une distribution intégrable.

Preuve:
On montre que la distribution caractéristique est involutive et localement

de type �ni:
Soient p 2M et r = rg(�p); il existe des coordonnées de M : (xi; yj); 1 �

i � r; r + 1 � j � n dans un voisinage U de p; et un repère (�1; :::; �k) de
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A au dessus de U; tels que:

� � �i =
@

@xi
; 1 � i � r

� � �j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k

où les blj 2 C1(U) et ne dépendent que des y et s�annulant en p:

Soit Y 2 �1(U) un champ tangent à D; alors Y =
P

1�i�r
Xi:

@

@xi
+P

r+1�j�n
Y j :

@

@yj
, où Xi; Y j 2 C1(U): Le champ Y est tangent à D si et

seulement si
P

r+1�j�n
Y j :

@

@yj
est tangent à D: Comme la famille f @

@yj
; r+1 �

j � ng est libre, ceci équivaut à dire que Y j :
@

@yj
est tangent à D pour tout

j: Soit j0 tel que r + 1 � j0 � n: Si Y j0 6= 0 considérons l�ouvert non vide
V0 = fY j0 6= 0g: @

@yj0
est tangent à D sur V0 ce qui implique qu�au voisinage

de chaque point de V0 il existe j1 tel que r + 1 � j1 � k et

bj0j1 :
@

@yj0
= � � �j1 �

X
r+1�l�n;l 6=j0

bj0j1 :
@

@yj0

est non nul sur ce voisinage. Comme la famille f @

@yj
; r + 1 � j � ng est

libre ceci implique qu�au voisinage de chaque point de Vj0 il existe j1 tel que
r + 1 � j1 � k

@

@yj0
=
1

bj0j1

:� � �j1 :

Par un argument de partition de l�unité on peut construire une famille de
fonctions ~fj 2 C1(V0); r + 1 � j � k telles que:

@

@yj0
=

X
r+1�j�n

~fj :� � �j ; sur V0:

Soient fj 2 C1(U) des prolongements quelconques de ~fj ; alors on a sur tout
U :

Y j0 :
@

@yj0
=

X
r+1�j�n

Y j0 :fj :� � �j :

Ceci montre que la distribution caractéristique est localement de type �ni.
On montre l�involutivité:
Soient X;Y 2 E on montre que [X;Y ] est tangent à D: D�après ce qui

précéde, il su¢ t de faire la véri�cation pour X 2 f���ig: Dans les coordon-
nées (xi; yj) : Y s�écrit Y =

P
1�i�r

Xi:
@

@xi
+

P
r+1�j�n

Y j :
@

@yj
: Par additivité
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il su¢ t de le faire quand Y = f:
@

@xi
ou Y = f:

@

@yj
; où f 2 C1(U) et f 6= 0.

Le premier cas est évident. Si Y = f:
@

@yj
; quand 1 � i � r :�

� � �i; f:
@

@yj

�
=

�
@

@xi
; f:

@

@yj

�
=

@f

@xi
:
@

@yj

est tangent àD car f:
@

@yj
est tangent àD: Ceci implique que

@

@yj
est tangent

à D; quand r + 1 � i � n :�
� � �i; f:

@

@yj

�
=

24 X
r+1�l�n

bli:
@

@yl
; f:

@

@yj

35
=

X
r+1�l�n

bli:
@f

@yl
:
@

@yj
� f:

X
r+1�l�n

@bli
@yj

:
@

@yl

il est clair que
P

r+1�l�n
bli:
@f

@yl
:
@

@yj
est tangent à D: Reste à voir que chaque

@bli
@yj

:
@

@yl
est tangent à D : si

@bli
@yj

6= 0 alors bli 6= 0. Comme (
@

@yl
)l est une

famille libre, on a nécessairement que
@

@yl
est tangent à D; si

@bli
@yj

= 0 alors

@bli
@yj

:
@

@yl
est trivialement tangent à D; d�où D est involutive:�

Par conséquent, le champ caractéristique dé�nit un feuilletage singulier
au sens de Stefan-Sussmann deM: On l�appelle le feuilletage caractéristique
engendré par l�algébroïde de Lie.

Remarque 4.3.1. Dans le cas des variétés de Poisson on retrouve le feuil-
letage symplectique.

Part 2. Les A-connexions

5. Les fibrés principaux

5.1. Dé�ntions, premières propriétés. Dans la suiteM est une n�variété
lisse.

Dé�nition 5.1.1. (Fibré principal)
Un �bré principal au dessus de M est un triplet (E; �;G) où:
�E est une variété lisse;
�G est un groupe de Lie opérant à droite sur E;
� � est une application lisse de E dans M telle que: �(�:g) = �(�);

8� 2 E;8g 2 G; et véri�ant la condition de trivialité locale:
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pour tout p 2M il existe un ouvert U de M contenant p et un di¤éomor-
phisme � : ��1(U)! U �G tel que

�(�) = (�(�); �(�));8� 2 ��1(U);
et

�(�:g) = (�(�); �(�):g);8� 2 E;8g 2 G:

Proposition 5.1.1. Soit (E; �;G) un �bré principal au dessus de M; alors:
(1) � est une submersion.
(2) Les �bres sont des sous variétés plongées de E:
(3) Il existe des sections locales lisses au voisinage de chaque point:
(4) G opère librement et transitivement sur les �bres.

Preuve:
1/ Soit U un ouvert de M et � : ��1(U) ! U � G une trivialisation au

dessus de U: Alors � = p � � implique que � est une submersion.
2/ Le critère des submersions.
3/ Si � : ��1(U) ! U � G une trivialisation au dessus de U alors pour

tout g 2 G l�application � : U ! E dé�nie par �(p) = ��1(p; g) est une
section locale lisse.
4/ Soit p 2 M: Considerons l�application A : Ep � G ! Ep dé�nie par

A(�; g) = �:g: C�est la restriction de l�action de G sur E: Comme les �bres
sont des sous variétés plongés elle est lisse. L�action est transitive: si �; � 2
Ep alors en considerant une trivialisation � : ��1(U)! U �G autour de p;

�(�) = (�(�); �(�)) et �(�) = (�(�); �(�))

impliquent qu�il existe g 2 G tel que �(�) = �(�):g (il su¢ t de prendre
g = �(�)�1:�(�)). Ainsi �(�) = �(�:g) et donc

�(�) = (�(�); �(�)) = (�(�:g); �(�:g)) = �(�:g):

Comme � est bijective on voit que � = �:g:
L�action est libre: s�il existe g 2 G tel que �:g = �;8� 2 Ep: Par ce

qui précéde, �(�:g) = �(�);8� 2 Ep i.e. �(�):g = �(�);8� 2 Ep et donc
g = e:�
Soit (E; �;G) un �bré principal au dessus de M: Comme il existe une

trivialisation au voisinage de chaque point de M; on peut construire un
recouvrement ouvert fUigi2I de M par des domaines de trivialisations. On
associe à chaque i 2 I la trivialisation �i(:) = (�(:); �i(:)) au dessus de Ui:
Pour chaque i; j dans I tels que Ui \ Uj 6= ?; soit le di¤éomorphime

�i � ��1j : Ui \ Uj �G! Ui \ Uj �G:

Pour chaque (p; g) 2 Ui \ Uj �G il existe un unique � 2 Ep tel que
�i � ��1j (p; g) = �i(�) = (�(�); �i(�)) = (p; g

0):

On note �i � ��1j (p; g) = (p; gij(p)(g)): Comme �i � ��1j (p; g:a) = �i �
��1j (p; g):a; on déduit que gij(p)(g) = gij(p)(e):g: On note gij(p) = gij(p)(e):
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Dé�nition 5.1.2. (Fonctions de transition)
Les fonctions gij : Ui \ Uj ! G s�appellent les fonctions de transition du

�bré principal (E; �;G) associées au recouvrement fUigi2I et aux trivialisa-
tions f�igi2I .

Cette famille véri�e la condition de cocycle: 8i; j; k 2 I tels que Ui \Uj \
Uk 6= ?;8p 2 Ui \ Uj \ Uk

gij(p):gjk(p) = gik(p);

en e¤et :

�i � ��1j � �j � ��1k (p; g) = �i � ��1j (p; gjk(p):g)
= (p; gij(p):gjk(p):g);

d�un autre coté

�i � ��1j � �j � ��1k (p; g) = �i � �
�1
k (p; g) = (p; gik(p):g);

ainsi
gij(p):gjk(p) = gik(p):

Ainsi la donnée d�un �bré principal (E; �;G) au dessus deM nous permet
d�associer à tout recouvrement ouvert assez �n fUigi2I de M une famille
fgijgi;j2I où gij : Ui \ Uj ! G à chaque fois que Ui \ Uj 6= ?; telles que
8i; j; k 2 I tels que Ui \ Uj \ Uk 6= ?, 8p 2 Ui \ Uj \ Uk on a

gij :gjk = gik:

La réciproque est aussi valable. On conviendra de noter Ui \Uj \Uk par
Uijk:

Proposition 5.1.2. Soit G un groupe de Lie.
Si l�on se donne un recouvrement ouvert U = fUigi2I d�une variété lisse

M et une famille de fonctions gij : Ui\Uj ! G à chaque fois que Ui\Uj 6= ?;
et véri�ant l�identité de cocycle: gij :gjk = gik; 8i; j; k 2 I tels que Uijk 6= ?:
Alors il existe un �bré principal (E; �;G) au dessus de M dont les fonctions
de transitions associés au recouvrement U soit les gij :

Preuve:
Par les conditions de cocycle on a que gii(p) = e;8p 2 Ui;8i 2 I et que

gji(p) = (gij(p))
�1;8i; j 2 I tels que Uij 6= ?, 8p 2 Ui \ Uj :

Considérons l�ensemble ~E := t
i2I
Ui � G: Un élément de ~E est représenté

par un triplet (i; p; g) où i 2 I; p 2 Ui et g 2 G: On introduit la relation
d�équivalence sur ~E :

(i; p; g) � (j; q; h), p = q et g = gij(p):h:

On note E := ~E= � : Pour tout k 2 I : Uk �G est un sous espace de E :
soit ik : Uk � G ! E dé�nie par ik(p; g) = [(k; p; g)] où [(k; p; g)] est la

classe de (k; p; g) modulo � : Alors ik est bien dé�nie. Elle et injective: si
(p; g); (q; h) 2 Uk �G tels que ik(p; g) = ik(q; h) alors (k; p; g) � (k; q; h) et
donc p = q et g = gii(p)(h) = h: La famille fUk�Ggk2I est un recouvrement
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de E: Il existe une unique structure di¤érentielle sur E telle que les Uk �G
soient des ouverts de E:
Considérons l�application � : E ! M dé�nie par �([(k; p; g)]) = p: Alors

� est bien dé�nie: si [(k; p; g)] = [(j; q; h)] alors (k; p; g) � (j; q; h) et donc
p = q: Le triplet (E; �;G) est un �bré principal au dessus de M :
�G opère à droite sur E : considérons A : E �G! E dé�nie par

A([(k; p; g)] ; �) = [(k; p; g:�)] :

Alors A est bien dé�nie: si [(k; p; g)] = [(j; q; h)] alors (k; p; g) � (j; q; h) et
donc p = q et g = gkj(p)(h); donc p = q et g:� = gkj(p)(h):� = gkj(p)(h:�):
Ainsi

[(k; p; g:�)] = [(j; q; h:�)] :

A est une action à droite: en e¤et

A([(k; p; g)] ; e) � [(k; p; g:e)] � [(k; p; g)]
et

A(A([(k; p; g)] ; a); b) � A([(k; p; g:a)] ; b) � [(k; p; (g:a):b)]
� [(k; p; g:(a:b))] � A([(k; p; g)] ; a:b):

A est lisse sur chaque Uk �G�G et est donc lisse sur E �G:
� � est lisse car � restreinte à Uk � G n�est autre que la projection

sur le premier facteur. Soit [(k; p; g)] 2 E; h 2 G alors �([(k; p; g)] :h) =
�([(k; p; g:h)]) = p:
Reste à montrer qu�il existe des trivialisation locales aux voisinage de

chaque point: soit p 2 M: Considérons un ouvert Uk de M contenant p;
alors �k : Uk�G! Uk�G dé�nie par �k(q; g) = (q; g) est une trivialisation
locale au dessus de Uk qui s�écrit �k(q; g) = (�(q; g); �k(q; g)) et telle que
�k((q; g):a) � (�(q; g); �k(q; g):a):�

Exemple 5.1.1. (Le �bré des repères d�un �bré vectoriel)

Soit (E; �;M) un �bré vectoriel de dimension k au dessus d�une variété
lisseM: En chaque point p deM la �bre Ep est un R�espace vectoriel de di-
mension k: On considère F(p) = f� = (v1; :::; vk) 2 (Ep)k; tel que (v1; :::; vk)
est une base de Epg, F(E; �;M) = t

p2M
F(p) et la projection canonique

~� : F(E; �;M) ! M: Alors il existe une unique structure di¤érentielle sur
F(E; �;M) qui rend (F(E; �;M); ~�;Gl(k;R)) un �bré principal au dessus
de M ; en e¤et: considérons un recouvrement ouvert U = fUigi2I de M par
des domaines de trivialisation du �bré (E; �;M): Pour chaque i 2 I on
choisit un repère �i = (�i1; :::; �

i
k) de (E; �;M) au dessus de Ui et on note

F(Ui) = t
p2Ui

F(p). Soit �i : F(Ui)! Ui �Gl(k;R) dé�nie par

�i(p; �) = (p; pass(�
i(p); �));
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il est clair que �i est bijective. Pour chaque i; j dans I tels que Ui \Uj 6= ?
on considère la fonction

�i � ��1j : Ui \ Uj �Gl(k;R)! Ui \ Uj �Gl(k;R):

C�est un di¤éomorphime, en e¤et; si (p;A) 2 Ui \ Uj � Gl(k;R) alors
��1j (p;A) = (p; �) avecA = pass(�j(p); �) et �i(p; �) = (p; pass(�i(p); �)) =
(p;B): Ainsi

B = pass(�i(p); �) = pass(�i(p); �j(p)):pass(�j(p); �) = pass(�i(p); �j(p)):A;

i.e.
�i � ��1j (p;A) = (p; pass(�

i(p); �j(p)):A)

qui est lisse, de plus elle est inversible et d�inverse �j � ��1i qui est aussi
lisse. On obtient une famille de fonctions gij : Ui \ Uj ! Gl(k;R) dé�nies
par gij(p) = pass(�i(p); �j(p)): L�identité de cocycle est véri�é car

pass(�i(p); �j(p)):pass(�j(p); �l(p)) � pass(�i(p); �l(p)):

Par la proposition précédante il existe une unique structure di¤érentielle
sur F(E; �;M) telle que (F(E; �;M); ~�;Gl(k;R)) soit un �bré principal au
dessus de M:

5.2. Morphismes de �brés principaux, image réciproque. Soient M
et N deux variétés lisses, G et H sont des groupes de Lie. Soient (E; �;G);
(F;$;H) des �brés principaux au dessus de M et N respectivement.

Dé�nition 5.2.1. (Morphisme)
Un morphisme de �brés principaux de (E; �;G) dans (F;$;H) est un

couple d�applications lisses (f; �) = (f : E ! F; � : G! H) tel que

(1) � est un morphisme de groupes de Lie;
(2) f(�:g) � f(�):�(g):

Remarque 5.2.1. Si (f : E ! F; � : G ! H) est un morphime de �bré
principaux alors f respecte les �bres, i.e. si p 2 M , � 2 Ep; en posant
q = $(f(�)) on a: f(Ep) � Fq:

Ceci implique qu�il existe une unique application lisse ~f :M ! N qui fait
commuter le diagramme suivant:

E
f�! F

� # # $
M �!

~f
N

i.e.: f �$ = � � ~f:
Si (f; �) est un isomorphisme de �brés principaux alors ~f est un di¤éo-

morphisme. On dit que le �bré principal (E; �;G) au dessus deM est trivial
s�il est isomorphe au �bré trivial (M �G; p;G) au dessus de M:
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Soient (E; �;G) un �bré principal au dessus de M et f : N ! M une
application lisse. Considérons l�ensemble

f�E = N �M E := f(x; �) 2 N � E; f(x) = �(�)g
et la projection naturelle p : N �M E ! N dé�nie par p(x; �) = x (la
�bre au dessus de x est fxg � Ef(x)): Si U est un ouvert de M domaine

de la trivialisation ��1(U)
�! U � G; �(�) = (�(�); �(�)); on considère

l�ouvertW := f�1(U) de N et l�application

	 : p�1(W ) ! W �G
(x; �) 7! 	(x; �) = (p(x; �);  (x; �)) = (x; �(�))

On construit une unique structure di¤érentielle sur f�E telle que (N �M
E; p;G) soit un �bré principal au dessus de N dont les trivialisations sont
de la forme de 	 :
Soit U = fUigi2I un recouvrement ouvert assez �n deM avec les fonctions

de transition fgijgi;j2I : Pour tout i 2 I; considérons Wi := f�1(Ui): Si (i; j)
est un couple de I tel que Wi \Wj 6= ? on pose hij : Wi \Wj ! G dé�nie
par hij(x) � gij(f(x)): La famille fhijgi;j2I véri�e l�identitée de cocycle.
Par la proposition précédante (f�E; p;G) est un �bré principal au dessus de
M dont les trivialisations sont de la forme de 	, les fonctions de transition
associées au recouvrement ouvert W = fWigi2I sont les hij et telle que
l�action de G sur f�E soit ((x; �); g) 7! (x; �:g):

Dé�nition 5.2.2. (Fibré pull-back)
Le �bré principal (f�E = N �M E; p;G) au dessus de N s�appelle le �bré

image réciproque (ou le �bré pull-back) par f .

Considérons maintenant l�application F : N �M E ! E dé�nie par
F (x; �) � �: Alors (F; idG) est un morphisme de �brés principaux. En
e¤et; F est lisse: soient U un ouvert de M domaine d�une trivialiation

��1(U)
�! U�G; �(�) = (�(�); �(�)) et W := f�1(U) avec la trivialisation

p�1(W )
	! W � G; 	(x; �) = (x; �(�)) = (p(x; �);  (x; �)): Considérons le

diagramme

p�1(W )
F�! ��1(U)

	 # # �
W �G �!

��F�	�1
U �G

F est lisse car � � F �	�1 l�est.
F est invariante par l�action de G; en e¤et: F ((x; �):g) � F ((x; �:g)) �

�:g � F (x; �):g: De plus, l�application induite par ce morphisme de �brés
n�est autre que f: On obtient le diagramme commutatif suivant:

N �M E
F�! E

p # # �
N �!

f
M

:
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5.3. Les champs verticaux. Soit (E; �;G) un �bré principal au dessus de
M: On note G l�algèbre de Lie de G; e l�élément neutre de G; A : E�G! E;
(�; g) 7! �:g l�action de G sur E; Rg : � 7! �:g la multiplication à droite par
g 2 G; Ad : G! Gl(G) la représentation adjointe de G et exp l�exponentielle
de G:

Dé�nition 5.3.1. (L�action in�nitésimale)
Pour tout � 2 G on dé�nit le champ vertical �(�) par:

�(�):� =
d

dt
jt=0(�: exp t�); � 2 E:

On appelle � : G ! �1(E) l�action in�nitésimale de G sur E:

Remarque 5.3.1. Par dé�nition, le �ot de �(�) est (�: exp t�)�2E;t2R:

Si � 2 E considérons l�application �(:):� : G ! T�E: C�est une application
linéaire injective; en e¤et: elle est linéaire car

�(�):� =
d

dt
jt=0(�: exp t�) =

d

dt
jt=0A(�; exp t�) = d(�;e)A:(0; �):

Elle est injective car �(�):� = 0) �: exp t� � �; donc exp t� � e; i.e. � = 0:

Remarque 5.3.2. Pour tout � 2 E on a �(G):� est un sous espace vectoriel
de T�E de dimension la dimension de G:

Comme � est constante sur ses �bres alors �(�: exp t�) � �(�); donc
��(�(�):�) � 0; d�où �(G):� � ker�� pour tout � 2 E: D�autre part � est
une submersion et dimE = dimM + dimG: Donc dim(ker��) = dimG:

Dé�nition 5.3.2. (Le champ vertical)
La distribution verticale du �bré principal (E; �;G) au dessus de M est

la distribution V : � 7! V� = �(G):� = ker(d��) sur E engendré par les
champs verticaux.

Cette ditribution est lisse car engendré par les champs verticaux et de
dimension constante égale à la dimension de G:

Proposition 5.3.1. (Propriétés du champ vertical)

(1) Le champ vertical est invariant par l�action de G : pour g 2 G; � 2 G:

(15) (Rg)��(�) = �(Ad(g�1):�):

(2) La distribution verticale est involutive: 8�; � 2 G:

(16) [�(�); �(�)] = �([�; �]):

Preuve:
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1/

(Rg)�(�(�):�) = (Rg)�(
d

dt
jt=0(�: exp t�))

=
d

dt
jt=0(�: exp t�:g)

=
d

dt
jt=0(�:g:g�1: exp t�:g)

= �(Ad(g�1):�):(�:g):

2/ Comme c�est une véri�cation ponctuelle, il su¢ t de la faire au voisinage
de chaque point. On choisit un ouvert où notre �bré trivial, dans ce cas

�(�):(p; g) = (0TpM ; g:�) et �(�):(p; g) = (0TpM ; g:�):

Considérons l�injection canonique j(h) = (p; h) et ~�; ~� les champs invariants
à gauche tels que ~�(e) = � et ~�(e) = �: Par dé�nition, on a: �(�) = j�~� et
�(�) = j�~�: Comme le crochet de Lie est naturel on a le resultat:�
Ainsi la distribution verticale est G�invariante, intégrable et dé�nit un

feuilletage régulier de E:

5.4. Lemme technique. Soit G un groupe de Lie qui agit à droite sur
une variété lisse P par A : P � G ! P: Si (p; g) 2 P � G on note Rgle
di¤éomorphisme dé�ni par

Rg : P ! P
x 7! Rg(x) = x:g

;

et Lp : G! P l�application lisse dé�nie par

Lp : G ! P
h 7! Lp(h) = p:h = A(p; h)

:

Pour Xp 2 TpP et �g 2 TgG on note par:

Xp:g = dpRg:Xp 2 Tp:gP(17)

p:�g = dgLp:�g 2 Tp:gP:
Dans le cas particulier où P = G et A est la multiplication sur G; on note
rg : G ! G la multiplication à droite et lg : G ! G la multiplication à
gauche. Ainsi, pour g; h 2 G; �g 2 TgG et �h 2 ThG on a

h:�g = dglh:�g 2 Th:gG
�h:g = dhrg:�h 2 Th:gG

Lemme 5.4.1. En utilisant le notations précédantes on a les formules:
(1)

(18) d(p;g)A(Xp; �g) = Xp:g + p:�g;

(2)

(19) p:�g = (p:h):(h
�1:�g)
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Preuve:
1/ Par linéarité, on a

d(p;g)A(Xp; �g) = d(p;g)A(0; �g) + d(p;g)A(Xp; 0):

On note ig : P ! P � G l�injection dé�nie par ig(x) = (x; g); et jp : G !
P � G l�injection dé�nie par jp(h) = (p; h): On a: (Xp; 0) = dpig:Xp et
(0; �g) = dgjp:�g: Ainsi:

d(p;g)A(Xp; �g) = d(p;g)A:dgjp:�g + d(p;g)A:dpig:Xp

= dg(A � jp):�g + dp(A � ig):Xp

or: A � jp(h) = p:h = Lp(h) et A � ig(x) = x:g = Rg(x); donc:

d(p;g)A(Xp; �g) = dgLp:�g + dpRg:Xp

= Xp:g + p:�g:

2/ Soit 
(t) une courbe sur G telle que 
(0) = g et _
(0) = �g: En utilisant
le resultat précédant on a:

p:�g = dgLp:�g

= d(p;g)A:(0; �g)

=
d

dt
jt=0A(p; 
(t))

=
d

dt
jt=0(p:
(t))

=
d

dt
jt=0(p:h):(h�1
(t))

=
d

dt
jt=0A(p:h; h�1:
(t)):

Par ce qui précéde, on a: d
dt jt=0(h

�1:
(t)) = h�1:�g; donc:

p:�g = d(p:h;h�1:g)A:(0; h
�1:�g) = (p:h):(h

�1:�g):�

Remarque 5.4.1. Pour les �brés principaux si � 2 P et � 2 G alors

�:� = deL�:� =
d

dt
jt=0A(�; exp t:�) = �(�):�:

6. Les A-connexions sur les fibrés principaux

Dans la suite (A; �;M;#) est une algébroïde de Lie de dimension k et de
crochet f:; :g: On note C : p 7! Cp son champ caractéristique et F = fF�g�
le feuilletage singulier qu�il induit.
Soit (P; p;G) un �bré principal au dessus de M; on note � 7! V� sa

distribution verticale, Rg : � 7! �:g l�action à droite de G sur P et � : G !
�1(P ) l�action in�nitésimale de G sur P:
On utilisera les notations suivante:
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Si � : M ! N est une application lisse on dé�nit sa A�di¤érentielle
comme étant le morphisme de �brés vectoriels

d#� : A ! TN
�p 7! dp�:(#�p)

dans le cas où N = R on retrouve la notion de A�di¤érentielle vu dans la
première partie.
Si � : M ! G est une application, on note ��1 : M ! G l�application

dé�nie par ��1(x) = (�(x))�1:

6.1. Les A-connexions sur les �brés principaux. Comme � : A ! M
est une application lisse on peut considérer l�image réciproque de (P; p;G)
par � et le �bré principal p̂ : P �M A! A; où

P �M A = f(�; �) 2 P �A; p(�) = �(�)g:
On a aussi l�image réciproque de (A; �;M) par p qui donne le �bré vecto-

riel �̂ : P�MA! P: Ces deux �brés peuvent être resumés par le diagramme
commutatif suivant

P �M A
p̂�! A

�̂ # # �
P �!

p
M

Dé�nition 6.1.1. (A-connexions principales)
Une A-connexion sur le �bré principal (P; p;G) au dessus de M est un

morphisme de �brés vectoriels h : P �M A! TP tel que

(1) h fait commuter les diagrammes

P �M A
h�! TP

p̂ # # p�
A �!

#
TM

(2) h est G�invariant, i.e. on a pour tout g 2 G; (�; �) 2 P �M A

h(�:g; �) = (Rg)�h(�; �)

(3) h(�; �) 2 T�P; pour tout (�; �) 2 P �M A; i.e. h fait commuter le
diagramme

P �M A
h�! TP

�̂ # # �P
P �!

id
P

:

En tout � 2 P; on considère le sous espace H� de T�P engendré par
les vecteurs h(�; �) tels que p(�) = �(�): Ceci dé�nit une ditribution sin-
gulière H : � 7! H� sur P qu�on appelle la ditribution horizontale. La
distribution horizontale est lisse, en e¤et:
Soient � 2 P; v 2 H� � T�P; il existe � 2 A tel que (�; �) 2 P �M A

et h(�; �) = v: Soit ~X : M ! A une section telle que ~X(p(�)) = �; alors
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X : x 7�! X(x) = h(x; ~X(p(x))) est un champ de vecteurs lisse sur P tel
que: X(x) 2 Hx pour tout x 2 P et véri�ant X(�) = v:
On dit qu�un vecteur X 2 T�P est horizontal si X 2 H� et vertical si

X 2 V�:

Remarque 6.1.1. À moins que h soit de rang constant, le rang de la dis-
tribution horizontale n�est pas �xe, néanmoins il est �xe sur les �bres.

Remarque 6.1.2. Par dé�nition d�une A-connection, on a: pour tout � 2
P; p�H� � Tp(�)F� où F� est le feuille du feuilletage caractéristique qui
passe par p(�):

Remarque 6.1.3. En général on n�a ni T�P = H�+V� ni H� \V� = f0g:

6.2. Formes à valeurs dans un �bré vectoriel, algébroïde de Lie,
algèbre de Lie. On introduit des �bré vectoriels dont on aura besoin pour
dé�nir les formes de connexion et de courbure.
Soient (A; �;M) et (E;$;M) des �brés vectoriels au dessus de M: Pour

tout entier k considérons l�ensemble:

^k(A;E) := t
p2M

^k (Ap;Ep);

où ^k(Ap;Ep) est l�espace vectoriel des applications k�multilinéaires anti-
sytmétriques de Ap dans Ep. Il est clair que ^k(A;E)

p! M est un �bré
vectoriel de dimension �nie.

Dé�nition 6.2.1. (Formes à valeurs dans un �bré vectoriel)
Une k�forme de (A; �;M) à valeurs dans (E;$;M) est une section

du �bré vectoriel ^k(A;E) p! M; on note l�ensemble de ces formes par

k(M;A;E):

Remarque 6.2.1. (1) Pour k = 0 : ^0(A;E) = t
p2M

^0 (Ap;Ep) =

t
p2M

Ep; donc 
0(M;A;E) = �1(M ;E):

(2) Pour k = 1 : ^1(A;E) = t
p2M

^1 (Ap;Ep) = t
p2M

End(A;E); une

section de ce �bré est une application lisse

X : M ! t
p2M

End(A;E)

p 7! (p;X(p))

telle que X(p) 2 End(Ap;Ep) pour tout p 2M: Elle donne un mor-
phisme de �brés vectoriels

X : A ! E
(p; v) 7! (p;X(p):v)

:

Réciproquement, un morphisme de �brés vectoriels X : A! E nous
donne une unique section X 2 
1(M;A;E):
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(3) Soient Q 2 
k(M;A;E) et �1; :::; �k 2 �1(M ;A): Alors Q(�1; :::; �k) 2
�1(M ;E). Donc 
k(M;A;E) s�identi�e naturellement avec l�ensemble
des applications

Q : �1(M ;A)� :::� �1(M ;A)| {z }
k�fois

! �1(M ;E)

qui sont C1(M)-multilinéaires antisymétriques.

Maintenant, on suppose que (E;$;M;#) est une algébroïde de Lie de
crochet f:; :g on peut dé�nir le produit extérieur de P 2 
p(M;A;E) et de
Q 2 
q(M;A;E) par:

fP;Qg(�1; :::; �p+q) =

1

p!q!

X
�2Sp+q

sg(�):fP (��(1); :::; ��(p)); Q(��(p+1); :::; ��(p+q))gE :

Cependant on ne peut pas dé�nir une di¤érentielle extérieure de manière
canonique.
Soit m la dimension du �bré (A; �;M) et V un R�espace vectoriel de

dimension �nie. On peut considérer V comme étant le �bré vectoriel triv-
ial M � V ! M: Pour tout p 2 M et tout entier k on considère l�espace
�k(Ap;V ) des applications Ap � :::�Ap| {z }

k�fois

! V qui sont R�multilinéaires et

anitisymétriques. On obtient �k(A;V ) := t
p2M

�k(Ap;V ): Naturellement,

�k(A;V ) ! M est un �bré vectoriel. Une section de �k(A;V ) ! M
s�appelle une k�forme de (A; �;M) à valeurs dans V: On note l�espace de ces
sections par 
k(M;A;V ): C�est un C1(M) module pour l�addition naturelle
et multiplacation scalaire par des fonctions lisses. Dans le cas particulier du
�bré tangent on note 
k(M;TM ;V ) par 
k(M ;V ):
Soit (v1; :::; vn) est une base de V . Alors tout � 2 
k(M;A;V ) s�écrit:

� =
X
1�i�n

�i:vi; �i 2 
k(M;A)

Dans le cas particulier où (A; �;M;#) est une algébroïde de Lie de dif-
férentielle extérieure d#. On dé�nit d#� 2 
k+1(M;A;V ) par:

d#� =
X
1�i�n

d#�i:vi:

De même on construit l�espace �k(A�;V ) et on a les mêmes resultats, on
note ses sections par �k(M;A;V ):
Si maintenant b : V�V ! V est une application bilinéaire, ! 2 
k(M;A;V );

� 2 
l(M;A;V ), on dé�nit ! ^b � 2 
k+l(M;A;V ) par: 8X1; :::; Xk+l 2
�1(M;A):

! ^b �(X1; :::; Xk+l) =
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1

k!l!
:
X

�2Sp+q

sg(�):b(!(X�(1); :::; X�(k)); �(X�(k+1); :::; X�(k+l))):

Dans la base (v1; :::; vn); ! =
P

1�i�n
!i:vi; où !i 2 
k(M;A) et � =

P
1�j�n

�j :vj ;

où �j 2 
l(M;A); ainsi:

! ^b � =
X

1�i;j�n
!i ^ �i:b(vi; vj):

On sait que d# est une dérivation d�ordre 1 de l�algèbre extérieure, ceci
implique que

d#(! ^b �) = (d#!) ^b � + (�1)k! ^b d#�:

En particulier si V = G est une algèbre de Lie et b = [:; :] est son crochet,
on note

[!; �] = ! ^b �:
Si (�1; :::; �n) est une base de G. Pour tout ! =

P
1�i�n

!i:�i et � =
P

1�j�n
�j :�j ;

où !i; �j 2 
k(M;A) on a

[!; �] =
X

1�i;j�n
!i ^ �i:

�
�i; �j

�
:

Donc

[!; �] = �(�1)k:l [�; !] :

Exemple 6.2.1. (Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de Lie)
Soit un groupe de Lie G d�élément neutre e et de dimension n. On note

lg, rg les multiplications à gauche et à droite respectivementet G son algèbre
de Lie. Soit (�1; :::; �n) une base de G, alors:�

�i; �j
�
=

X
1�k�n

ckij :�k:

On appelle les ckij les constantes de structure.
Une forme ! 2 
1(G) est dite invariante à gauche si: (lg)� ! = !;

8g 2 G: De même on dé�nit les formes invariantes à droite. Si ! 2 
1(G)
est invariante à gauche alors !(e) 2 G� et ! est entièrement déterminée par
sa valeur en e: D�où

G� �= f! 2 
1(G); ! invariante à gaucheg:

Soient ! 2 G�; X; Y 2 G alors:

(d!)(X;Y ) = X(!(Y ))� Y (!(X))� !([X;Y ])
= �!([X;Y ]):
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Car !(X) et !(Y ) sont constantes.On note par (�1; :::; �n) la base duale sur
G�: Alors:

(d�l)(�i; �j) = ��l(
�
�i; �j

�
) = �

X
1�k�n

ckij :�
l(�k) = �clij :

On obtient les équations de Maurer-Cartan:

d�l = �
X

1�i;j�n
clij :�

i ^ �j :

On peut écrire ces équations autrement. Soit ! 2 
1(G;G); alors ! =P
1�i�n

!i:�i où !i 2 
1(G): Il est clair que ! est invariante à gauche si et

seulement si chaque !i est invariante à gauche. En particulier si ! est
invariante à gauche elle est entièrement déterminée par sa valeur en e: On
dé�nit la forme de Maurer-Cartan par:

! =
X
1�i�n

�i:�i:

Pour cette forme on a:

d! =
X
1�l�n

d�l:�l = �
X

1�i;j;l�n
clij :�

i ^ �j :�l:

On sait d�autre part que

[!; !] (�i; �j) = 2:
�
!(�i); !(�j)

�
= 2:

�
�i; �j

�
= 2:

X
1�k�n

ckij :�k:

Donc [!; !] = 2:
P

1�i;j;l�n
clij :�

i ^ �j :�l; et on obtient la formule de Maurer-

Cartan:

(20) d! = �1
2
[!; !] :

6.3. Les formes locales de la A�connexion. On commence par une
étude des A�connexions sur le �bré trivial p :M �G!M: Il est clair que
(M �G)�M A = G�A:
Soit h : G � A ! TM � TG une A�connexion sur le �bré trivial. Pour

tout (g; �x) 2 G�A; il existe un unique !(g; �x) 2 TgG tel que

h(g; �x) = (#�x; !(g; �x)):

Comme h est G�invariante, alors
!(g:g0; �x) = (Rg0)�!(g; �x):

Il su¢ t de connaitre !(e; �x) pour connaitre !(g; �x) et donc pour connaitre
notre A�connexion h: Ainsi, une A�connexion sur le �bré trivial p : M �
G!M n�est autre qu�un ! 2 
1(M;A;G):
En particulier si !0 est la forme de Maurer-Cartan sur G: Pour toute

application lisse � :M ! G on dé�nit

~!� := ��1:��!0 2 
1(M;TM ;G):
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On obtient une TM�connexion sur p :M�G!M . Comme la di¤érentielle
extérieure et le produit extérieur commutent avec les applications linéaires,
on déduit que ~!� véri�e l�équation de structure

d~!� +
1

2
[~!�; ~!�] = 0:

On obtient comme ça une A�connexion !̂� 2 
1(M;A;G) dé�nie par
!̂�(�x) := ~!�(#�x):

Il est clair que cette connexion véri�e l�équation de structure

d#!̂� +
1

2
[!̂�; !̂�] = 0:

Revenons au cas où p : P ! M est un �bré principal de groupe de
structure G: Soit un recouvrement ouvert fUigi2I deM par des domaines de
trivialisations. On associe à chaque i 2 I la trivialisation �i(:) = (p(:); �i(:))
au dessus de Ui: On obtient les sections triviales si : Ui ! P dé�nies par

si(x) = �
�1
i (x; e):

On se donne une A�connxion h sur le �bré principal p : P ! M: Soient
� 2 �1(M ;A); x 2 Ui et � = si(x); alors le vecteur

X� := (si)�#�x � h(si(x); �x)
est vertical, en e¤et

p�X� = p�(si)�#�x � p�h(si(x); �x) = #�x �#�x = 0:
Considérons !i(�x) l�unique élément de G tel que
(21) �(!i(�x)):� = X�:

Alors en adoptant les notations Ai := ��1(Ui) et Pi := p�1(Ui); on obtient
que !i(�) 2 �1(Ui; Ai;G): Ainsi, on a une A�connexion !i 2 
1(Ui; Ai;G)
sur le �bré trivial Ui �G! Ui:

Dé�nition 6.3.1. On appelle la famille f!i 2 
1(Ui; Ai;G)gi2I les 1-formes
locales de la A�connexion h associées au recouvrement fUigi2I et aux triv-
ialisations �i(:) = (p(:); �i(:)):

Maintenant si si : Ui ! P et sj : Uj ! P sont deux trivialisations telles
que Ui \Uj 6= ?: On cherche à savoir comment se transforment les 1-formes
locales par changement de trivialisation:
Si x 2 Ui\Uj ; � = si(x) et gij : Ui\Uj ! G est la fonction de transition.

Par dé�nition des fonctions de structure, on a

sj = si:gij :

On note gij(x) = g alors sj(x) = �:g; ainsi

�(!j(x)(�x)):(�:g) = (sj)�(#�x)� h(�:g; �x)
= (si)�(#�x):gij(x) + si(x):(gij)�(#�x)� (Rg)�h(�; �x)

= (Rg)�(si)�(#�x) + (�:g):(g
�1:(gij)�(#�x))� (Rg)�h(�; �x)
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= (Rg)�(�(!i(x)(�x)):�) + �(g
�1:(gij)�(#�x)):(�:g)

= �(Ad(g�1):!i(x)(�x)):(�:g) + �(g
�1:(gij)�(#�x)):(�:g):

Comme �(:):(�:g) est injective, on obtient

(22) !j = Ad(g�1ij ):!i + g
�1
ij :d#gij

Réciproquement, si l�on se donne une famille f!i 2 
1(Ui; Ai;G)gi2I as-
sociée au recouvrement fUigi2I qui véri�e l�identité précédante pour tout
i; j 2 I tels que Ui \ Uj 6= ?: On récupère une unique A-connxion telle que
ses 1-formes locales soient les !i: En e¤et: pour tout i 2 I et tout x 2 Ui
soit

h(si(x); �x) := (si)�(#�x)� �(!i(x)(�x)):si(x); �x 2 Ax:
Comme l�action de G sur les �bres est libre et transitive, pour tout � 2 Px
et tout �x 2 Ax on dé�nit h(�; �x) en imposant à h d�être G�invariante,
i.e. on sait qu�il existe un unique g 2 G tel que � = si(x):g; on pose alors

h(�; �x) := (Rg)�h(si(x); �x):

On dé�nit ainsi un morphisme de �brés vectoriels h : P �M A! TP: Il est
clair que h est G�invariante. Reste à véri�er la condition 1 :

p� � h(si(x); �x) = p�(si)�(#�x)� p��(!i(x)(�x)):si(x)
= #�x

= # � p̂(si(x); �x):
Proposition 6.3.1. (Formes locales de la A�connexion)
Soit fUigi2I un recouvrement ouvert deM avec les fonctions de transition

fgijg: On se donne une famille f!i 2 
1(Ui; A;G)gi2I qui véri�e l�équation
!j = Ad(g�1ij ):!i + g

�1
ij :d#gij :

Alors, il existe une unique A�connexion dont les 1-formes locales sont les
!i:

Preuve: voir ce qui précéde.�

6.4. Formes locales de courbure de la A�connexion. Soient h : P �M
A! TP une A�connexion, fUigi2I un recouvrement ouvert de M avec les
fonctions de transition fgijg et les 1-formes locales de la connexion !i 2

1(Ui; Ai;G):
Dé�nition 6.4.1. (Formes locales de courbure)
Pour tout i 2 I on dé�nit la 2-forme locale de courbure 
i 2 
2(Ui; Ai;G)

par

(23) 
i := d#!i +
1

2
[!i; !i] :

Proposition 6.4.1. (Propriétés des 2-formes locales de courbure)
(1) Elles se transforment par:

(24) 
j = Ad(g�1ij ):
i
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(2) On a l�identité de Bianchi

(25) d#
i + [!i;
i] = 0:

Preuve:
1/ On reprend les notions relatives aux A�connexions sur les �brés triv-

iaux. Considérons �ij := g�1ij :d#gij ; alors

�ij(�x) = g�1ij (x):d#gij(�x)

= ~!gij (#�x)

= !̂gij (�x)

donc �ij véri�e l�équation de Maurer-Cartan

d#�ij +
1

2

�
�ij ; �ij

�
= 0:

D�autre part, comme !j = Ad(g�1ij ):!i + �ij alors


j = d#!j +
1

2
[!j ; !j ]

= d#(Ad(g
�1
ij ):!i) + d#�ij +

1

2

h
Ad(g�1ij ):!i + �ij ; Ad(g

�1
ij ):!i + �ij

i
= Ad(g�1ij ):d#!i + d#�ij +

1

2

h
Ad(g�1ij ):!i; Ad(g

�1
ij ):!i

i
+
1

2

h
Ad(g�1ij ):!i; �ij

i
+
1

2

h
�ij ; Ad(g

�1
ij ):!i

i
+
1

2

�
�ij ; �ij

�
= Ad(g�1ij ):d#!i +

1

2
Ad(g�1ij ): [!i; !i]

= Ad(g�1ij ):
i:

2/

d#
i = d#(d#!i +
1

2
[!i; !i])

= d#(
1

2
[!i; !i])

=
1

2
([d#!i; !i]� [!i; d#!i])

= � [!i; d#!i] :�

On veut avoir une interprétation plus géométrique de la courbure, on aura
besoin du lemme suivant

Lemme 6.4.1. Pour tout �; � 2 �1(Ui;Ai) on a

(26) [h(�); �(!i(�))] = �(L#�(!i(�)))
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Preuve:
Le �ot de �(!i(�)) est �t�(�) = �: exp(t!i(�p(�))): Alors

[h(�); �(!i(�))] (�0) = �lim
t!0

1

t
((��t� )�h(�

t
�(�0); �p(�0))� h(�0; �p(�0))):

En posant 	(�; t) = exp(t!i(�p(�))); on obtient

(��t� )�h(�
t
�(�0); �p(�0))

= h(�t�(�0); �p(�0)):	(�0;�t) + �0:(
@	

@�
(�0;�t):h(�t�(�0); �p(�0)))

= d�t�(�0)
R	(�0;�t):h(�

t
�(�0); �p(�0)) + �0:(

@	

@�
(�0;�t):h(�t�(�0); �p(�0)))

= h(�0; �p(�0)) + d	(�0;�t)L�0 :(
@	

@�
(�0;�t):h(�t�(�0); �p(�0))):

Soit ~
(s; t) une courbe telle que ~
(0; t) = �t�(�0) et ~

0(0; t) = h(�t�(�0); �p(�0)):

Alors 
(s; t) = p(~
(s; t)) est une courbe telle que 
(0; t) = p(�0) et _
(0; t) =
#�p(�0): Donc

d	(�0;�t)L�0 :(
@	

@�
(�0;�t):h(�t�(�0); �p(�0)))

=
d

ds
js=0(�0:	(~
(s; t);�t))

=
d

ds
js=0(�0: exp(�t!i(�
(s;t))):

Ainsi, on a

[h(�); �(!i(�))] (�0) = �
d

dt
jt=0(

d

ds
js=0(�0: exp(�t!i(�
(s;t))))

= � d

ds
js=0(

d

dt
jt=0(�0: exp(�t!i(�
(s;t))))

=
d

ds
js=0(�(!i(�
(s;0))):�0)

= �(L#�(!i(�p(�0)))):�0:�
Maintenant on peut prouver la proposition

Proposition 6.4.2. Soient �; � 2 �1(Ui;Ai) alors
(27) [h(�); h(�)]� h(f�; �g) = ��(
i(�; �))

Preuve:
Comme (si)�#�� �(!i(�)) = h(�); on a

[h(�); h(�)]

= [(si)�#�� �(!i(�)); (si)�#� � �(!i(�))]

= [(si)�#�; (si)�#�]� [(si)�#�; �(!i(�))]
� [�(!i(�)); (si)�#�] + [�(!i(�)); �(!i(�))]
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= (si)�#(f�; �g)+�([!i(�); !i(�)])�[(si)�#�; �(!i(�))]+[(si)�#�; �(!i(�))]

= h(f�; �g) + �(!i(f�; �g)) + �([!i(�); !i(�)])
� [h(�) + �(!i(�)); �(!i(�))] + [h(�); �(!i(�))] + [�(!i(�)); �(!i(�))]

= h(f�; �g)+�(!i(f�; �g))��(L#�(!i(�)))+�(L#�(!i(�)))��([!i(�); !i(�)])

= h(f�; �g) + �(!i(f�; �g)� L#�(!i(�)) + L#�(!i(�))� [!i(�); !i(�)])

= h(f�; �g) + �(�L#�(!i(�)) + L#�(!i(�)) + !i(f�; �g)� [!i(�); !i(�)])

= h(f�; �g)� �((d#!i)(�; �) +
1

2
[!i; !i] (�; �))

= h(f�; �g)� �(
i(�; �)):�

Dé�nition 6.4.2. (A�connexions plates)
Une A�connexion est dite plate si sa distribution horizontale est inté-

grable.

On retrouve un resultat bien connu dans le cas classique qui lie la courbure
et l�intégrabilité de la distribution horizontale:

Proposition 6.4.3. Une A�connexion plate si et seulement si les formes
locales de courbure sont nulles.

Preuve:
Soient h uneA�connexion etH la distribution horizontale. Si laA�connexion

h est plate, elle est involutive et d�après la proposition 6.4.2 �(
i(�; �)) = 0
pour tout i et tout �; �: Ainsi 
i = 0 pour tout i.
Réciproquement, si 
i = 0 pour tout i. Soit D = fh(�); � 2 �1(M ;A)g:

Il est clair que D engendre la distribution horizontale. Par le théorème 4.1.1
il su¢ t de montrer que le �ot de tout élément de D présérve H:
soient � 2 �1(M ;A); �� 2 C1(A�) la fonction dé�nie dans le lemme

3.4.1, X�� le champ hamiltonien de cette fonction et (�
t
�)t son �ot. Soit

( t�)t le �ot de #� et (~ 
t
�)t le �ot de h(�): Par les formules 10 ��X�� = #�

et la condition 1 sur les connexions p� � h = # � p̂; on obtient

 t� = � � �t� = p � ~ t�:

Comme la courbure est nulle on a pour tout � 2 �1(M ;A)

[h(�); h(�)] = h(f�; �g)

qui n�est autre que la version in�nitesimale de la relation

(~ 
t
�)�h(�) = h(�t��):

Ainsi (~ 
t
�)� est un isomorphisme de H~ 

0
�
dans H~ 

t
�
pour t assez petit.�
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6.5. Forme de la connexion, forme de courbure, A-dérivée covari-
ante. Soient (P; p;G) un �bré principal au dessus deM et h : P�MA! TP
une A�connexion sur ce �bré. On sait que G agit à droite sur P �M A et
à droite sur TP respectivement par

(�; �):g = (�:g; �)

(�; v):g = (�:g; d�Rg:v):

Comme h est G-invariante on voit que h passe au quotient et on obtient un
morphisme de �brés vectoriels

! : (P �M A)=G ' A! TP=G

i.e. une 1-forme ! 2 
1(M;A;TP=G) (voir la remarque 6.2.1): C�est la
1-forme de la connexion h:
Comme le �bré tangent TP ! P est l�algébroïde de Lie tangente on peut

la faire passer au qutient �p : TP=G! P=G 'M : L�ensemble des sections
de ce �bré vectoriel s�identi�e avec l�ensemble des champs de vecteurs sur P
qui sont invariants par l�action de G: On dé�nit un crochet sur les éléments
de �1(M ;TP=G) qui n�est autre que le crochet de Lie sur P qui passe au
quotient. Ainsi TP=G a une structure d�algébroïde de Lie naturelle au dessus
de M d�ancre p� : TP=G ! TM et de crochet f:; :gTP=G: Cette structure
s�appelle l�algébroïde de Atiyah. Donc, on peut dé�nir le produit extérieur
des formes à valeurs dans TP=G:
On dé�nit la 2-forme de courbure 
 2 
2(M;A;TP=G) par


(�; �) := f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g);�; � 2 �1(M ;A):

On dé�nit la A�dérivée covariante de cette A�connexion comme étant
l�opérateur

D : 
k(M;A;TP=G)! 
k+1(M;A;TP=G)

dé�ni par

(DQ)(�1; :::; �k+1)

=
X

1�i�k+1
(�1)i+1f!(�i); Q(�1; :::; �̂i; :::; �k+1)gTP=G

+
X

1�i�j�k+1
(�1)i+jQ(f�i; �jg�1; :::; �̂i; :::; �̂j ; :::; �k+1):

Proposition 6.5.1. (Propriétés de la A�dérivée covariante)
(1) Équation de structure:


 = D! � 1
2
f!; !gTP=G:

(2) Identité de Bianchi:

D
 = 0
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Preuve:
1/ Soient �; �; 
 2 �1(M ;A) alors

D!(�; �) = f!(�); !(�)gTP=G � f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g)
= 2:f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g)

f!; !gTP=G(�; �) = f!(�); !(�)gTP=G � f!(�); !(�)gTP=G
= 2:f!(�); !(�)gTP=G

ainsi

D!(�; �)� 1
2
f!; !gTP=G(�; �)

= 2:f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g)� f!(�); !(�)gTP=G
= f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g);

2/

D
(�; �; 
) =

I
�;�;


f!(�);
(�; 
)gTP=G �
I
�;�;



(f�; �g; 
)

=

I
�;�;


f!(�); f!(�); !(
)gTP=GgTP=G �
I
�;�;


f!(�); !(f�; 
g)gTP=G �

I
�;�;


f!(f�; �g); !(
)gTP=G �
I
�;�;


!(ff�; �g; 
g)

les termes 1 et 4 s�en vont par l�identité de Jacobi et ceux du milieux se
compensent.�
On peut auusi démarer des formes globales et obtenir les formes locales.
On se donne un recouvrement ouvert fUigi2I de M par des domaines de

trivialisations. On note �i(:) = (p(:); �i(:)) la trivialisation au dessus de Ui
et si : Ui ! P est la section triviale; Ai := ��1(Ui) et Pi := p�1(Ui):
Modulo la trivialisation �i on a TPi ' TUi� TG ' TUi�G�G. Si l�on

considére la relation d�équivalence sur TPi

V� �W� , 9g 2 G : � = �:g;W� = d�Rg:V�;

l�action qui lui correspond sur TUi �G� G est

(Xp; g; �) � (Yq; g0; �), Xp = Yq;9h 2 G : g0 = g:h; � = �:h:

Ainsi on a l�isomorphisme TPi=G ' TUi � G dé�ni par

TPi=G ! TUi � G
[V�] 7! (d�p:V�; �i(�)

�1:(d��i:V�))
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On se donne une A�connxion h; le diagramme suivant

P �M A
h�! TP

p̂ # # p�
A �!

#
TM

se transforme en passant au quotient en

A
!�! TP=G

id # # p�
A �!

#
TM

:

En observant que

X� = �(�):�, (�i)�X� = (0; �):

Alors, ! vu comme élément de 
1(Ui; A;TUi � G) se trivialise sur TUi � G
comme suit

!(�)
�i= (#�; !i(�))

on obtient le diagramme commutatif suivant

A
(#;!i)! TUi � G

id # # p
A �!

#
TUi

:

Ainsi, les formes locales de la A�connexion ne sont autre que les trivialisa-
tions de la 1-forme de la A�connexion.
Comme 
 2 
2(M;A;TP=G); alors pour tout �; � 2 �1(M ;A) on a


(�; �) 2 �1(M ;TP=G): Ce champ est vertical, en e¤et
p�
(�; �) = p�(f!(�); !(�)gTP=G � !(f�; �g))

= [p�!(�); p�!(�)]� p�!(f�; �g))
= [p� � h(�); p� � h(�)]� p� � h(f�; �g)
= [#�;#�]�#f�; �g
= 0:

Par le même argument, 
(�; �) se trivialise par �i sur TUi �G comme suit


(�; �)
�i= (0;
i(�; �)):

Ainsi les 2-formes locales de courbure de la A�connexion ne sont autre que
les trivialisations de la 2-forme de courbure de la A�connexion. Le resultat
suivant est trivial

Proposition 6.5.2. Une A�connexion est plate si et seulement si sa 2-
forme de courbure est nulle.

Preuve:
Comme les trivialisations sont des di¤éomorphismes, c�est une conséquence

de la proposition 6.4.3.�
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6.6. Parallèlisme. On a vu que modulo les bonnes hypothèses, les concepts
des connexions classiques peuvent se généraliser aux A�connexions Ceci
s�applique au transport parallèle.
Étant donnée une A�connexion on ne peut pas dé�nir le relèvement

horizontal d�une courbe lisse quelconque 
 : [0; 1] ! M: L�une des util-
ités du transport parallèle est de comparer les points de M; cependant, si
l�algèbroïde de Lie n�est pas de rang constant alors le feuilletage caractéris-
tique n�est pas de rang constant et on ne peut pas espérer comparer deux
point qui sont dans des feuilles di¤érentes. On ne dé�nit le transport par-
allèle que pour des courbe dont l�image reste dans une seule feuille. Dans
la suite on donne les familles de courbes "admissibles" pour lesquelles on
développe les notions de parallèlisme.

Dé�nition 6.6.1. (A�chemin)
Un A�chemin est une courbe lisse � : [0; 1]! A telle que

#� =
d

dt
(� � �):

La courbe 
 = � � � : [0; 1] ! M est appellée la courbe base du A�chemin
�.

Remarque 6.6.1. La courbe base vit dans une seule feuille du feuilletage
caractéristique.

Soit une courbe lisse 
 : [0; 1]!M qui reste dans une seule feuille F du
feuilletage caractéristique. Si r = dimF , on sait que pour tout x0 2 F il
existe une carte (U; (x1; :::; xr; yr+1; :::; yn)) de M centré en x0 (n = dimM)
et un repère (�1; :::; �k) au dessus de U tels que

U \ F = fyj = 0g

# � �i =
@

@xi
; 1 � i � r:

On obtient l�écriture locale de 
 dé�nie sur I = 
�1(U) par


(t) = (
1(t); :::; 
r(t); 0; :::; 0):

On déduit que 
 : I ! F est encore lisse.
Pour toute famille de fonctions lisses f r+1; :::; fk : I ! R; soit � : I ! A

la courbe lisse dé�nie par

� = _
1:�1 + :::+ _
r:�r + f
r+1:�r+1 + :::+ f

k:�k:

On a: #� = _
1:
@

@x1
+ :::+ _
r:

@

@xr
= d

dt(� � �): Ainsi, toute courbe lisse de
M qui reste dans une feuille du feuilletage caractéristique est courbe base
d�un certain A�chemin lisse par morceaux � (qui n�est pas necéssairement
unique).

Proposition 6.6.1. (Relèvement horizontal des A�chemins)
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Soit � : [0; 1] ! A un A�chemin de courbe base 
 : [0; 1] ! M . Alors
pour tout �0 2 P
(0) il existe une unique courbe lisse ~
 : [0; 1] ! P qui
véri�e le problème de Cauchy

f~

0(t) = h(~
(t); �(t));

~
(0) = �0:

On appelle ~
 un relèvement horizontal de � : [0; 1]! A.

Preuve:
Par le théorème d�existence et d�unicité des équations di¤érentielles or-

dinaires on sait qu�il existe une unique solution maximale. On montre que
cette solution est dé�nie sur tout [0; 1]:
par trivialité locale du �bré principal p : P ! M; il existe une courbe

lisse �
 : [0; 1] ! P telle que p � �
 = 
 et �
(0) = �0: On cherche une courbe
lisse a : t 7! a(t) 2 G telle que

~
(t) = �
(t):a(t)

partout où c�est dé�ni. Si une telle courbe existe, en dérivant on obtient

~
0(t) = �
0(t):a(t) + �
(t):a0(t):

Ce qui implique que

h(~
; �) = h(�
:a; �) = �
0:a+ �
:a0:

On obtient

�
:a0:a�1 = h(�
; �)� �
0:
Or p�(h(�
; �) � �
0) = #� � 
0 = 0 implique que le vecteur h(�
; �) � �
0 est
vertical. Ainsi h(�
(t); �(t)) � �
0(t) 2 V�
(t) pour tout t: Il exite donc une
unique courbe lisse A : [0; 1] ! G telle que h(�
(t); �(t)) � �
0(t) = �
(t):A(t)
pour tout t: Donc, la courbe a(t) véri�e le problème de Cauchy

a0(t):a�1(t) = A(t); a(0) = e;

ce qui montre que a(t) est dé�nie sur tout [0; 1] et de même pour ~
:�

Dé�nition 6.6.2. (Transport parallèle suivant les A�chemins)
Le transport parallèle suivant le A�chemin � : [0; 1]! A est l�application

�� : P
(0) ! P
(1)
�0 7! ��(�0) = ~
(1)

où ~
 l�unique relèvement horizontal de � : [0; 1]! A qui a pour point initial
�0:

Remarque 6.6.2. (Propriétés du relèvement horizontal)

(1) Par le théorème de di¤érentiabilité par rapport aux paramètres on
voit que �� est lisse.
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(2) Soit ~
 l�unique relèvement horizontal de � : [0; 1] ! A qui a pour
point initial �0; i.e. ~
 est l�unique solution du problème de Cauchy

~
0(t) = h(~
(t); �(t)); ~
(0) = �0:

Alors pour tout g 2 G : ~
:g est l�unique solution de la même équation
di¤érentielle avec la valeur initiale �0:g; ainsi on a

(28) �� �Rg = Rg � ��:
Ainsi, �� est un di¤éomorphisme.

(3) Si l�on note par ~� : [0; 1]! A le chemin dé�ni par

~�(t) = ���1(t) = ��(1� t)
alors sa courbe base 
�1 : [0; 1] ! M n�est aure que 
 : [0; 1] ! M
parcouru dans le sens inverse, en e¤et


�1(t) = �(~�(t)) = 
(1� t)
de plus ~� est un A�chemin car

#~�(t) = �#�(1� t)

= � d

dt
(� � �(1� t))

= _
�1(t)

=
d

dt
(� � ~�(t)):

Si l�on note par ~
 : [0; 1]! P le relèvement horizontal de � : [0; 1]!
A tel que ~
(0) = �0: On dé�nit ~


�1 : [0; 1]! P par

~
�1(t) = ~
(1� t):
C�est le relèvement horizontal de ~� : [0; 1] ! A qui débute en ~
(1);
en e¤et

d

dt
(~
�1(t)) = �d~


dt
(1� t)

= �h(~
(1� t); �(1� t))
= h(~
�1(t); ~�(t)):

Ainsi l�inverse de �� : P
(0) ! P
(1) n�est autre que � ~� : P
(1) !
P
(0); i.e.

(29) (��)
�1 = � ~�:

7. Les A�connexions sur les fibrés vectoriels

Soit (E;$;M) un �bré vectoriel de dimension d: On a construit dans
l�exemple 5.1.1 son �bré des repères F(E) = t

p2M
F(Ep)

p!M de groupe de

structure Gl(d;R) et de �bres F(Ep) = f� = (v1; :::; vd) 2 (Ep)d; tel que
(v1; :::; vd) est une base de Epg:
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7.1. Les A�connexions linéaires.

Dé�nition 7.1.1. (A�connexions linéaires)
Une A�connexion linéaire sur le �bré vectoriel (E;$;M) est une A-

connexion sur son �bré des repères.

On munit (E; �;M) d�une A�connexion linéaire h : F(E) �M A !
TF(E). Pour tout A�chemin � : [0; 1]! A de courbe base 
 : [0; 1]!M; le
transport parallèle suivant � qu�on a noté par �� : F(E
(0)) �! F(E
(1)) est
un di¤éomorphisme. Soient B = (b1; :::; bd) 2 F(E
(0)) et B0 = (b01; :::; b0d) :=
��(B): Pour tout v =

P
1�i�d

vi:bi 2 E
(0) on dé�nit T�(v) 2 E
(1) par:

T�(v) =
X
1�i�d

vi:b0i;

i.e. T� : E
(0) ! E
(1) est l�unique application linéaire bijective qui envoit
chaque bi sur b0i; 1 � i � d:

Remarque 7.1.1. La formule 28

�� �Rg = Rg � ��
vu dans la remarque 2 montre que T� ne dépend pas de la base B.

Dé�nition 7.1.2. (Transport parallèle)
On appelle l�isomorphisme linéaire T� : E
(0) ! E
(1) dé�ni ci-dessus le

transport parallèle suivant le A�chemin � : [0; 1] ! A. Si t � t0 2 [0; 1] on
note T�(t; t0) : E
(t) ! E
(t0) le transport parallèle suivant �j[t;t0]:

Remarque 7.1.2. En utilisant la relation 29 de la remarque 3. On dé�niT
T�(t; t

0) pour t � t0 par

T�(t; t
0) := T��1(t

0; t) = (T�(t
0; t))�1:

Soient I un intervalle de R et c : I ! M une courbe lisse. Une section
du �bré vectoriel (E; �;M) lelong de la courbe c (ou section lelong de c) est
une courbe lisse V : I ! E telle que:

V (t) 2 Ec(t);8t 2 I:
Soient � : [0; 1] ! A un A�chemin de courbe base 
 : [0; 1] ! M et

V : [0; 1] ! E une section lelong de 
: Soit t0 2 ]0; 1[ : On veut calculer
T�(t; t0):V (t) pour t voisin de t0:
Soit B = (e1; :::; ed) 2 F(E
(t0)); on note ~
 le relèvement horizontal de �

qui vaut B en t0: On note
~
(t) = ��j[t0;t](B) = (e1(
(t)); :::; ed(
(t))):

On note V (t) =
P

1�i�d
V i(t):ei(
(t)); alors V (t) =

P
1�i�k

V i(t):T�(t0; t):ei; d�où

T�(t; t0):V (t) =
X
1�i�d

V i(t):ei:
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Dé�nition 7.1.3. (A�dérivée covariante 1)
Soient � : [0; 1] ! A un A�chemin de courbe base 
 : [0; 1] ! M et

V : [0; 1] ! E une section lelong de 
: La A�dérivée covariante de V
suivant � est la section lelong de 
:

(30) D�V (t0) = lim
t!t0

T�(t; t0):V (t)� V (t0)
t� t0

; t0 2 [0; 1] :

Si x0 = 
(t0) et Y 2 �(U;E) est dé�nie au voisinage de x0 on pose:

D�Y (x0) := D�(Y � 
)(t0)

Proposition 7.1.1. (Propriétés de la A�dérivée covariante)
Soit U un ouvert de M contenant 
([0; 1]). La A�dérivée covariante

suivant � véri�e les propriétés suivantes:

(1) Additivité, i.e. 8V;W 2 �(U;E)

(31) D�(V +W ) = D�V +D�W:

(2) Règle de Leibnitz, i.e. 8V 2 �(U;E);8f 2 C1(U)

(32) D�(f:V ) = (f � 
):D�V + _
(f):(V � 
):

Preuve:
La première découle de la R-linéarité de T�(t; t0); la seconde s�obtient par

la règle de Leibnitz classique.�

Remarque 7.1.3. Si l�on identi�e B = (e1; :::; ed) 2 F(E) avec l�application
linéaire

B : Rd ! Ep(B)
(v1; :::; vd) 7! v1e1 + :::+ v

ded

il est clair à partir de la relation

~
(t) = (e1(
(t)); :::; ed(
(t))) =
X
1�i�d

T�(t0; t):ei

que

T�(t; t0) = ~
(t0):~
(t)
�1

ainsi

d

dt
jt=t0T�(t0; t) = (

d

dt
jt=t0~
(t)):~
(t0)�1

= h(~
(t0); �(t0)):~
(t0)
�1:

Comme D�V (t0) = lim
t!t0

T�(t; t0):V (t)� V (t0)
t� t0

et que cette limite ne dépend

que de d
dt jt=t0T�(t0; t) et de

d
dt jt=t0V (t): On déduit que �D�V (t0) ne dépend

que de �(t0) et de V au voisinage de t0�. Cette dépendance est clairement
R-linéaire en �(t0): La dé�nition suivante est naturelle:



87

Dé�nition 7.1.4. (A�dérivée covariante 2)
Pour tout x0 2 M; tout voisinage U de x0 et tout �0 2 Ax0 ; on a un

unique opérateur D�0 : �(U;E)! Ex0 dé�ni par

D�0Y := D�(Y � 
)(0)
où � : [��; �] ! A est un A-chemin quelconque tel que �(0) = �0 et 
 :
[��; �]!M est sa base.

Proposition 7.1.2. (Propriétés de la A-dérivée covariante 2)
Soient x0 2 M; U un voisinage de x0, �0; �0 2 Ax0 et � 2 R, alors on a

les propriétés:
(1) Additivité

(33) D�0+�0 = D�0 +D�0 :

(2) homogènéité

(34) D�:�0 = �:D�0 :

Preuve: Voir la remarque 7.1.3.�
On présente notre A�dérivée covariante sous la forme compacte suivante:

Dé�nition 7.1.5. (A�dérivée covariante forme globale)
Soit (E;$;M) un �bré vectoriel. On se donne une A�connexion linéaire

sur ce �bré, alors il existe un unique opérateur

D : �1(M;A)� �(M;E) ! �(M;E)
(�; V ) 7! D�V

qu�on appelle la A-dérivée covariante et qui véri�e les propriétés suivantes:
pour tout �; � 2 �1(M;A); f 2 C1(M); V;W 2 �(M;E) :

Proposition 7.1.3. (1) D�(V +W ) = D�V +D�W;
(2) D�(f:V ) = f:D�V + (#�:f):V;
(3) D�+�V = D�V +D�V;
(4) Df:�V = f:D�V:

On veut établir la réciproque. Dans le �bré trivial, l�équivalence entre la
dérivée covariante et la connexion sur le �bré des repères est plus visible:
Considérons le �bré trivial $ : M � Rd ! M et son �bré des repères p :

M�Gl(d;R)!M: On se donne une A-connexion h : Gl(d;R)�A! TM�
TGl(d;R) sur ce �bré, la forme de la A-connexion ! 2 
1(M;A; gl(d;R))
est dé�nie par

h(e; �) = (#�; !(�)):

Soit � : [0; 1] ! A un A�chemin de courbe base 
 : [0; 1] ! M: Pour
tout �0 2 Gl(d;R); il existe un unique relèvement horizontal ~
 : [0; 1] !
M �Gl(d;R) tel que

~
0(t) = h(~
(t); �(t)) et ~
(0) = (
(0); �0):

D�après la demonstration de la proposition 6.6.1, il existe une unique courbe
lisse a : [0; 1]! Gl(d;R) telle que ~
(t) = (
(t); �0:a(t)): On a vu aussi qu�il
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existe une courbe lisse A : [0; 1] ! gl(d;R) telles que a est la solution du
problème de Cauchy

_a(t):a(t)�1 = A(t) et a(0) = e:

Ainsi

~
0(t) = ( _
(t); �0: _a(t))

= ( _
(t); �0:A(t):a(t))

= h(�0:a(t); �(t))

= h(e; �(t)):�0:a(t)

= (#�; !(�(t)):�0:a(t))

on en déduit que
A(t) = ��10 :!(�(t)):�0:

Décrivons plus précisement le transport parallèle. C�est l�application

�� : 
(0)�Gl(d;R) ! 
(1)�Gl(d;R)
(
(0); �0) 7! (
(1); �0:a(1))

:

Comme T�(t; t0) = ~
(t0)~
(t)�1 pour un relèvement horizontal ~
 quelconque,
et T�(t0; t) ne dépend pas de la valeur initiale de ~
 (voir la remarque 7.1.3):
En posant �0 = e on obtient

T�(t; t0) = ~
(t0)~
(t)
�1

= a(t0)(a(t))
�1

et
A(t) = !(�(t)):

Ainsi, si V : [0; 1] ! M � Rd est une section lelong de 
: En l�identi�ant
avec V : [0; 1]! Rd on obtient que

D�V (t0) =
d

dt
jt=t0(a(t0)(a(t))�1:V (t))

= a(t0):
d

dt
jt=t0(a(t)�1:V (t)):

Comme V (t) = a(t):(a(t)�1:V (t)) on obtient

d

dt
jt=t0V (t) = (

d

dt
jt=t0a(t)):a(t0)�1:V (t0) + a(t0):

d

dt
jt=t0(a(t)�1:V (t))

ainsi

D�V (t0) =
d

dt
jt=t0V (t)� (

d

dt
jt=t0a(t)):a(t0)�1:V (t0)

=
d

dt
jt=t0V (t)�A(t0):a(t0):a(t0)�1:V (t0)

=
d

dt
jt=t0V (t)� !(�(t0)):V (t0):
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Théorème 7.1.1. Soient (E;$;M) un �bré vectoriel de dimension d et
F(E) p! M son �bré des repères. Soit h : F(E) �M A ! TF(E) une
A�connexion. On considère la A-dérivée covariante de cette A�connexion

D : �1(M;A)� �(M;E) ! �(M;E)
(�; V ) 7! D�V

Soit U un ouvert de M domaine d�un repère (�1; :::; �d) de E: On note
! 2 
1(U;A; gl(d;R)) la forme locale de cette A�connexion associée au
repère (�1; :::; �d): Alors, pour tout � 2 �1(U;A); si l�on regarde !(�) comme
une fonction !(�) = (!ij(�))1�i;j�d où chaque !ij(�) 2 C1(U). On a la
relation qui lie la A-dérivée covariante et la forme locale de la A�connexion

D��i = �
X
1�j�d

!ij(�):�j :

Réciproquement, si l�on se donne une application

r : �1(M;A)� �(M;E) ! �(M;E)
(�; V ) 7! r�V

qui véri�e les conditions 1 à 4 de la dé�nition 7:1:5. Il existe une unique
A-connexion sur le �bré vectoriel (E;$;M) dont la A-dérivée covariante est
r:

Preuve:
La première partie du théorème n�est qu�une conséquence de la discus-

sion qui précède. Pour la seconde partie, on dé�nit sur chaque ouvert de
trivialisation la forme de la connexion par la relation

r��i = �
X
1�j�d

!ij(�):�j :

Il su¢ t de véri�er que ces formes locales se transforment selon la règle 24
par changement de trivialisations.�
On peut aussi dé�nir une A�connexion linéaire sur le �bré vectoriel

(E;$;M) par le relèvement horizontal:

Dé�nition 7.1.6. C�est un morphisme de �brés vectoriels h : E�MA! TE
tel que

(1) h fait commuter les diagrammes

E �M A
h�! TE

p̂ # # p�
A �!

#
TM

(2) h est linéaire pour le second facteur, i.e. pour tout (u; �); (u; �) 2
E �M A; pour tout c 2 R

h(�; �+ c:�) = h(�; �) + c:h(�; �)
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(3) h(�; �) 2 T�E; pour tout (�; �) 2 E �M A; i.e. h fait commuter le
diagramme

E �M A
h�! TE

�̂ # # �P
E �!

id
E

:

7.2. Courbure. Soit r : �1(M;A)��(M;E)! �(M;E) une A-connexion
linéaire sur le �bré vectoriel (E;$;M): On se donne un ouvert U de M
domaine d�un repère (�1; :::; �d) de E; on note ! 2 
1(U;A; gl(d;R)); 
 2

2(U;A; gl(d;R)) la forme locale de la A�connexion et la forme locale de
courburerespectivement.
On veut calculer 
 en fonction de la A-dérivée covariante r: Soient �; � 2

�1(U;A) :


(�; �) = d#!(�; �) +
1

2
[!; !] (�; �)

= L#�!(�)� L#�!(�)� !(f�; �g) + !(�):!(�)� !(�):!(�):

Alors, pour tout i on a


(�; �):�i

= L#�!(�):�i � L#�!(�):�i � !(f�; �g):�i + !(�):!(�):�i � !(�):!(�):�i

= L#�f!(�):�ig�L#�f!(�):�ig�!(f�; �g):�i+!(�):f!(�):�ig�!(�):f!(�):�ig

= L#�f�
X
1�j�d

!ij(�):�jg � L#�f�
X
1�j�d

!ij(�):�jg+
X
1�j�d

!ij(f�; �g):�j

+!(�):f�
X
1�j�d

!ij(�):�jg � !(�):f�
X
1�j�d

!ij(�):�jg

= �
X
1�j�d

fL#�!ij(�)� L#�!ij(�)� !ij(f�; �g)g:�j

�
X
1�j�d

!ij(�):!(�):�j +
X
1�j�d

!ij(�):!(�):�j

= �
X
1�j�d

fL#�!ij(�):�j + !ij(�):!(�):�jg

+
X
1�j�d

fL#�!ij(�):�j + !ij(�):!(�):�jg+
X
1�j�d

!ij(f�; �g):�j

= r�(�
X
1�j�d

!ij(�):�j) +r�(
X
1�j�d

!ij(�):�j)�rf�;�g�i

= (r�r� �r�r� �rf�;�g)�i:
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Dé�nition 7.2.1. (Courbure)
La section de courbure R 2 �(M;A �M A �M E;E) = �(M;^2A 


End(E)) de la A-connexion linéaire r est dé�nie par:

(35) R(�; �):� = (r�r� �r�r� �rf�;�g):�

Avec les notations précédantes l�identitée de Bianchi s�écrit

(36)
I

�1;�2;�3

r�1(R(�2; �3))�
I

�1;�2;�3

R(f�1; �2g; �3) = 0:

7.3. Écritures locales, A-dérivée covariante des champs tensoriels.
On se donne une A�connexion r sur le �bré vectoriel (E;$;M). Les pro-
priétés 2 et 4 de la proposition 7.1.5 montrent que r est local. Ainsi on
peut dé�nir r�V pour V 2 �(U;E) et � 2 �1(U;A); où U est un ouvert de
M:
On se donne un ouvert U de M; domaine des repères (�1; :::; �k) et

(�1; :::; �d) de A et de E respectivement. Alors, comme tout � 2 �1(U;A)
et tout V 2 �(U;E) s�écrit de manière unique sous la forme � = �i:�i et
V = V j :�j où �i; V

j 2 C1(U); 1 � j � d; 1 � i � k: En utilisant les
convention de somme des indices en haut et en bas, on calcule r�V :

r�V = r�i:�i(V
j :�j)

= �i:r�i(V
j :�j)

= �i:(V j :r�i�j +#�i:V
j :�j)

= (�i:V j):r�i�j + �
i:(#�i:V

j):�j :

Comme r�i�j 2 �(U;E); il existe donc une unique famille de fonctions
�lij 2 C1(U); 1 � l � d; qu�on appelle les symboles de Christo¤el, telles que

(37) r�i�j = �
l
ij :�l:

Ainsi

(38) r�V = �i:fV j :�lij +#�i:V
lg:�l:

On regarde comment les symboles de Christo¤el se transforment par change-
ments de repères. Si (�1; :::; �k) et (�1; :::; �d) sont des repères de A et
de E respectivement au dessus d�un ouvert U de M , alors les fonctions
�lij 2 C1(U); 1 � i � k; 1 � j; l � d sont dé�nies par 37. Maintenant si
(~�1; :::; ~�k) est un autre repère de A; on note A = (Ali)1�i;l�k la matrice de
passage ~�i = Ali:�l: De même si (~�1; :::; ~�d) est un autre repère de E; on
note B = (Bm

j )1�j;m�d la matrice de changement de varibles ~�j = Bm
j :�m:

On note ~�lij 2 C1(U); 1 � i � k; 1 � j; l � d les symboles de Christo¤el
dans les repères (~�1; :::; ~�k) et (~�1; :::; ~�d): Alors

r~�i~�j = rAli:�l
Bm
j :�m

= Ali:r�lB
m
j :�m
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= Ali:f(#�l:Bm
j ):�m +B

m
j :r�l�mg

= Ali:f(#�l:Bm
j ):�m +B

m
j :�

s
lm:�sg

= Ali:f(#�l:Bm
j ):�m +B

s
j :�

m
ls :�mg

= Ali:f(#�l:Bm
j ) +B

s
j :�

m
lsg:�m:

On a

r~�i~�j = ~�lij :~�l

= ~�lij :B
m
l :�m;

ainsi
~�lij :B

m
l = Ali:f(#�l:Bm

j ) +B
s
j :�

m
lsg:

On note par � = (�mj )1�j;m�d l�inverse de B; alors on a les deux relations

�il:B
l
j = �ij

Bi
l :�

l
j = �ij ;

donc
~�lij = �lm:a

u
i :f(#�u:Bm

j ) +B
s
j :�

m
usg:

Si U est le domaine d�une carte (x1; :::; xn) de M et si l�on note par bli; c
l
ij 2

C1(U) les fonctions de structure de l�algébroïde de Lie par rapport au repère
(�1; :::; �k): Alors, on a la formule

(39) ~�lij = �lm:a
u
i :f(bru:

@Bm
j

@xr
) +Bs

j :�
m
usg:

Remarque 7.3.1. Réciproquement, si l�on se donne une famille de symboles
qui se transforment par 39 pour un changement de repères. Alors il existe
une unique A�connexion r sur le �bré vectoriel (E;$;M) telles que ces
symboles soient les symboles de Christo¤el pour cette connexion.

On a vu dans la remarque 7.1.3 que r�V ne dépend que des valeurs de
� poncutellement et des valeurs de V sur un A�chemin qui réalise �: On
peut remarquer ce fait directement:
soit x0 2 U et � 2 �1(U;A) tel que �x0 = 0; alors

r�V (x0) = f�i(x0):V j(x0):�
l
ij(x0) + �

i(x0):(#�i:V
l)(x0)g:�l(x0)

= �i(x0):(#�i:V
l)(x0):�l(x0)

= �i(x0):dx0V
l(#�x0):�l(x0)

= 0:

Soient maintenant x0 2 U , � : I ! A est un A-chemin de courbe base

 : I ! M tels que 
(0) = x0 et V 2 �(U;E) tel que V � 
 = 0: On



93

considère le cas où � = �i alors

r�V (x0) = (#�i:V
l)(x0):�l(x0)

= dx0V
l(#�i(x0)):�l(x0)

= dx0V
l( _
(0)):�l(x0)

= (
d

dt
jt=0V l � 
(t)):�l(x0)

= 0:

Maintenant si �(t) = �i(t):�i(
(t)) en utilisant le fait que _
(0) = �i(0):#�i(x0)
et 32 on se retrouve dans le cas précédant. Conclusion "r�V (x0) ne dépend
que de �x0 et des valeurs de V sur un A�chemin qui réalise � en x0".
Maintenant on va étendre la A-dérivée covariante r à des champs de type

tensoriel. On commence par un rappel d�algébre linéaire. Si V est un espace
vectoriel on note par T rs (V ) l�espace vectoriel des formes multilinéaires

T : V � � :::� V �| {z }
r�fois

� V � :::� V| {z }
s�fois

! R
:

Un élément de T rs (V ) est appelé un tenseur de type (r; s):
Si T 2 T rs (V ); S 2 T pq (V ); le produit tensoriel de T et de S noté T 
 S

est l�élement de T r+ps+q (V ) dé�ni par

T 
 S(�1; :::; �r+q; v1; :::; vs+q)

= T (�1; :::; �r; v1; :::; vs):S(�
r+1; :::; �r+q; vs+1; :::; vs+q):

Si E = (e1; :::; ed) est une base de V et E 0 = (e1; :::; ed) est la base duale.
Pour tout T 2 T rs (V ) on appelle les composantes de T pour la base E les
quantités dé�nies par

T j1:::jri1:::is
= T (ej1 ; :::; ejr ; ei1 ; :::; eis):

Alors, T s�écrit de manière unique sous la forme

T = T j1:::jri1:::is
:ej1 
 :::
 ejr 
 ei1 
 :::
 eis :

Si B = ("1; :::; "d) est une autre base de V et B0 = ("1; :::; "d) est la base
duale. Soient a = (aij)1�i;j�d la matrice de changement de varibles "j = alj :el
et a�1 = b = (bij)1�i;j�d la matrice inverse. Alors ei = bli:"l: On sait aussi

que les bases duales se transforment par les formules "i = bil:e
l; ej = aji :"

i.
Soit T 2 T rs (V ); on note ses composantes par rapport aux bases E et B

respectivement T j1:::jri1:::is
et ~T j1:::jri1:::is

: Alors on a la formule de changement de
bases

~T j1:::jri1:::is
= bj1l1 :::b

jr
lr
:ak1i1 :::a

ks
is
:T l1:::lrk1:::ks

:

On dé�nit l�opérateur de contraction des indices Ckl comme étant l�application
linéaire

Ckl : T rs (V ) ! T r�1s�1 (V )
T 7! Ckl T
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Ckl (T
j1:::jr
i1:::is

:ej1 
 :::
 ejr 
 ei1 
 :::
 eis)

= T
j1:::jk�1tjk+1:::jr
i1:::il�1til+1:::is

:ej1
:::
ejk�1
ejk+1
:::
ejr
ei1
:::
eil�1
eil+1
:::
eis :
Si (E;$;M) est un �bré vectoriel, on note T rs (E) = t

p2M
T rs (Ep): On

obtient un �bré vectoriel (T rs (E); $;M): Une section de ce �bré est ce qu�on
appelle un champ tensoriel de type (r; s) du �bré T rs (E):
Si (�1; :::; �d) est un repère de E au dessus d�un ouvert U de M et

(�1; :::; �d) est le repère dual. Tout T 2 �(M;T rs (E)) se décompose de
manière unique sous la forme

T = T j1:::jri1:::is
:�j1 
 :::
 �jr 
 �i1 
 :::
 �is ; T

j1:::jr
i1:::is

2 C1(U):
Soit une A-connexion r sur le �bré vectoriel (E;$;M): Pour tout � 2

�1(M;A) on étend la A-dérivée covariante r� à T rs (E) comme suit:
(1) pour tout T 2 �(M;T rs (E)) : r�T 2 �(M;T rs (E));
(2) pour toute fonction f 2 C1(M); on pose

r�f = #�:f ;

(3) pour tout � 2 
1(M;E) = �(M;T 01 (E)) on dé�nit r�� 2 
1(M;E)
par

hr��;Xi = r� h�;Xi � h�;r�Xi ;
(4) en imposant à r� de véri�er la règle de Leibnitz pour le produit

tensoriel

r�(T 
 S) = r�(T )
 S + T 
r�(S):

Comme tout champ tensoriel se décompose localement en un produit
tensoriel d�éléments de C1(M); 
1(M;E) et �1(M;E); on étend r�

aux tenseurs de type quelconque.

7.4. Les A�connexions a¢ nes.

Dé�nition 7.4.1. (A�connexions a¢ nes)
Une A�connexion a¢ ne est une A�connexion sur le �bré (A; �;M):

Soit r une A-connexion a¢ ne. La torsion de r est la section T 2
�(M;A�M A;A) dé�nie par

T (�; �) = r�� �r��� f�; �g:

Dé�nition 7.4.2. Une A-connexion a¢ ne r est dite symétrique si sa sec-
tion de torsion est nulle.

Pour les A-connexions a¢ nes, la section de courbure R s�identi�e avec le
champ tensoriel R 2 �(M;T 13 (A)) dé�ni par

R(�; �; �; �) = h�;R(�; �):�i
et la section de torsion T s�identi�e avec le champ tensoriel T 2 �(M;T 12 (A))
dé�ni par

T (�; �; �) = h�; T (�; �)i ;
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Soit U est le domaine d�une carte (x1; :::; xn) deM et du repère (�1; :::; �k)
de A au dessus de U: Si on note par bli; c

l
ij 2 C1(U) les fonctions de structure

de l�algébroïde de Lie par rapport au repère (�1; :::; �k):On note les symboles
de Christo¤el pour ce repère par �lij : On calcule R dans ces coordonnées
locales

Ruijm = h�u; R(�i; �j):�mi

=
D
�u; (r�ir�j �r�jr�i �rf�i;�jg):�m

E
=
D
�u;r�i(�

l
jm�l)�r�j (�

l
im�l)�rclij :�l

�m

E
=
D
�u; (#�i:�

l
jm):�l + �

l
jm:�

v
il:�v � ((#�j :�lim):�l + �lim:�vjl:�v)� clij :�vlm:�v

E
= #�i:�

u
jm + �

l
jm:�

u
il �#�j :�uim � �lim:�ujl � clij :�ulm

= �ljm:�
u
il � �lim:�ujl + bli:

@�ujm
@xl

� blj :
@�uim
@xl

� clij :�ulm:

Et les coordonnées de T

T uij = h�u; T (�i; �j)i

=


�u;r�i�j �r�j�i � f�i; �jg

�
=
D
�u;�lij�l � �lji�l � clij :�l

E
= �uij � �uji � cuij :

Part 3. Holonomie, stabilité

8. Structures transverses

8.1. Structure de Poisson linéaire sur les �bres. Dans un �bré vecto-
riel p : E !M; on distingue deux catégories de fonctions sur C1(E):

(1) Les fonctions basiques: ce sont les fonctions qui sont constantes sur
les �bres, l�ensemble de ces fonctions est un sous espace vecoriel de
C1(E) qui s�identi�e naturellement avec C1(M):

(2) les fonctions qui sont linéaires sur le �bres: l�ensemble de ces fonc-
tions s�identi�e naturellement avec l�espace 
1(M;E�) des 1-formes
du �bré. En e¤et: si f 2 C1(E) est linéaire sur le �bres, on lui
associe ! 2 
1(M;E�) dé�nie par

!(x) = fjEx ; x 2M
et réciproquement.

Exemple 8.1.1. Soit un U ouvert de M domaine de la carte (x1; :::; xn) et
du repère (�1; :::; �k) de E; alors

� : p�1(U) ! Rn � Rk
� = �i:�i(p(�)) 7! (x1(p(�)); :::; xn(p(�)); �1; :::; �k)
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est une carte de p�1(U): On remarque que les n-premières composantes sont
des fonctions basiques et les k-dernières sont des fonctions linéaires sur les
�bres.

Dé�nition 8.1.1. (Structure de Poisson linéaire sur les �bres)
Une structure de Poisson � sur E est dite linéaire sur le �bres si:
(1) le crochet de deux fonctions basiques est nul;
(2) le crochet d�une fonction basique et d�une fonction linéaire sur le

�bres est une fonction basique;
(3) le crochet de deux fonctions linéaires sur les �bres est linéaires sur

les �bres.

Exemple 8.1.2. (Le dual d�une algébroïde de Lie)

(A; �;M;#) est une algébroïde de Lie de crochet f:; :g. Le �bré $ :
A� !M admet une structure de Poisson linéaire sur les �bres. Son crochet
est dé�nie comme suit: pour tout f; g 2 C1(M); �; � 2 
1(M; (A�)�) =
�1(M;A) :

fff; ggg = 0

fff; �gg = �#�:f
ff�; �gg = f�; �g:

Réciproquement, la donnée d�un �bré vectoriel � : A ! M dont le �bré
dual $ : A� !M est muni d�une structure de Poisson linéaire sur les �bres
ff:; :gg nous donne une structure d�algébroïde de Lie: pour tout �; � 2
�1(M;A) considérons

f�; �g := ff�; �gg:
Le crochet f:; :g munit �1(M;A) d�une structure d�algèbre de Lie car ff:; :gg
véri�e les identités de Jacobi et de Leibnitz. Considérons l�opérateur

� : 
(M;A�)! 
(M;A�)

dé�ni par: pour tout f 2 C1(M); �; � 2 �1(M;A); ! 2 
1(M;A�) :

(�f)(�) = ff�; fgg;
(�!)(�; �) = (�(!(�)))(�)� (�(!(�)))(�)� !(f�; �g):

qu�on étend à tout 
(M;A�) par R-linéarité. Par Leibnitz, c�est une dériva-
tion d�ordre 1 de l�algèbre extérieure graduée 
(M;A�): Comme �2 = 0; le
théorème 3.1.1, montre qu�il existe une unique structure d�algébroïde de Lie
sur � : A!M dont le crochet est f:; :g: On vient de démontré le théorème
suiavnt:

Théorème 8.1.1. Il y a une correspondance biunivoque liant les structures
de Poisson linéaires sur les �bres et les structures d�algébroïdes de Lie.

Preuve: Voir l�exemple 8.1.2.�
Exemple 8.1.3. Sur un R�espace vectoriel, il y a une dualité entre l�ensemble
des tructures d�algèbres de Lie et les structures de Poisson linéaires sur le
dual.
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8.2. Morphismes, automorphismes d�algébroïdes de Lie.

Dé�nition 8.2.1. (Morphisme d�algébroïdes de Lie)
Un morphisme d�algébroïdes de Lie est un morphisme de �bré vectoriels

compatible avec les ancrages et avec les crochets.

Autrement dit: Si (A1; �1;M1;#1) et (A2; �2;M2;#2) sont des algébroïdes
de Lie de crochets respectifs f:; :g1 et f:; :g2. Un morphisme de A1 vers A2
est un morphisme de �brés vectoriels � : A1 ! A2 tel que:

(1) compatibilité avec les ancres: pour tout � 2 A1 on a
#2:�(�) = ��(#1:�);

où � :M1 !M2 est l�application induite.
(2) compatibilité avec les crochets: le morphisme de �brés vectoriels

� : A1 ! A2 induit l�application
~� : �(M1; A1) ! �(M2; A2)

� 7! ~�:�

dé�nie par
~�:�(y) = �:�(�t(y));

où �t : M2 ! M1 est l�application induite par le morphisme trans-
posé �t : A�2 ! A�1:
La compatibilité avec les crochet s�exprime par: pour tout �; � 2

�(M2; A2) :
~�:f�; �g1 = f~�:�; ~�:�g2:

Exemple 8.2.1. Sur une algébroïde de Lie (A; �;M;#); # est un mor-
phisme d�algébroïdes de Lie.

Exemple 8.2.2. Si � : M1 ! M2 est une application lisse, alors �� :
TM1 ! TM2 est un morphisme d�algébroïdes de Lie. Ceci n�est qu�une
autre façon de dire que le crochet de Lie est naturel.

Remarque 8.2.1. En transposant la condition (1), la compatibilité avec les
ancres se traduit par la commutativité du diagramme suivant

T �M2
(�t)�! T �M1

#t
2 # # #t

1

A�2 !
�t

A�1

Proposition 8.2.1. Dire que � : A1 ! A2 est un morphisme d�algébroïdes
de Lie équivaut à dire que le morphisme de �brés vectoriels �t : A�2 ! A�1
est un morphisme de �brés vectoriels et de variétés de Poisson.

Preuve:
Si � : A1 ! A2 est un morphisme d�algébroïdes de Lie. Considérons

l�application
(�t)� C1(A�1) ! C1(A�2)

F 7! F � �t :
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En identi�ant C1(Mi) avec le sous espace de C1(A�i ) des fonctions basiques
et �(Mi; Ai) avec le sous espace de C1(A�i ) des fonctions linéaires sur les
�bres. Pour tout f 2 C1(M1) et tout � 2 �(M1; A1) :

(�t)�:f = (f � �t1) � �t

((�t)�:�)(�) =


�;�(�(�t(�2(�))))

�
; � 2 A�2:

Observons que �t envoi fonctions basiques sur fonctions basiques et fonctions
linéaires sur les �bres sur fonctions linéaires sur les �bres. On note par
ff:; :gg1 et ff:; :gg2 les crochets de Poisson sur A�1 et A�2 respectivement,
alors il est clair que

(�t)�fff; ggg1 = ff(�t)�f; (�t)�ggg2 = 0;8f; g 2 C1(M1):

Observons que ~� est la restriction de (�t)� sur les sous espaces des fonctions
linéaires sur les �bres. Ainsi la condition (2) équivaut à

(�t)�ff�; �gg1 = ff(�t)��; (�t)��gg2; 8�; � 2 �(M1; A1):

Pour tout �; � 2 �(M1; A1) et tout f 2 C1(M1) on a

(�t)�ff�; f:�gg1 = ff(�t)��; (�t)�(f:�)gg2
= (�t)�f:ff(�t)��; (�t)��gg2 + �:ff(�t)��; (�t)�fgg2

= (�t)�f:ff(�t)��; (�t)��gg2 + (�t)��:((#2:(�t)��):(�t)�f)
= (�t)�f:ff(�t)��; (�t)��gg2 + (�t)��:(��(#1:�):(�t)�f))
= (�t)�f:ff(�t)��; (�t)��gg2 + (�t)��:(�t)�((#1:�):f)

comme � est quelconque, la condition (1) implique que

(�t)�ff�; fgg1 = (�t)�((#1:�):f) = ff(�t)��; (�t)�fgg2:
Réciproquement, si �t : A�2 ! A�1 est un morphisme de variétés de Poisson,
alors on a (2), et par la relation précédante on a (1).�
Applications:
(1) Sur une algébroïde de Lie (A; �;M;#); #t : T �M ! A� est un

morphisme de variétés de Poissons, pour la structure de Poisson
canonique de T �M .

(2) Si � : A1 ! A2 est un morphisme d�algébroïdes de Lie. Le dia-
gramme commutatif suivant est un diagramme de morphismes de
variétés de Poisson linéaires sur les �bres

T �M2
(�t)�! T �M1

#t
2 # # #t

1

A�2 !
�t

A�1

(3) Si (A1; �1;M1;#1) et (A2; �2;M2;#2) sont des algébroïdes de Lie.
On peut dé�nir leur produit A1 � A2 comme étant le dual de la
structure de Poisson produit sur A�1 � A�2 (qui reste linéaire sur les
�bres). Pour cette structure, les projection naturelles A1�A2 ! A1
et A1 �A2 ! A2 sont des morphismes d�algébroïdes de Lie.
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Dé�nition 8.2.2. (Automorphismes d�une algébroïde de Lie)
Un automorphisme de l�algébroïde de Lie (A; �;M;#) est un isomor-

phisme local � : A! A de l�algébroïde de Lie A:

Ça revient au même de dire que son transposé �t : A� ! A� est un
isomorphisme local de �brés et un automorphisme de Poisson. On note
l�ensemble de ces applications par Aut(A) et par Aut(A)0 sa composante
connexe en l�identité. Ce sont des groupes locaux.
Par dé�nition, � 2 Aut(A)0 si et seulement s�il existe une famille à un

paramètre �t 2 Aut(A) telle que �0 = id et �1 = �:

Exemple 8.2.3. (Flots hamiltoniens sur une algébroïde de Lie)

Soient (A; �;M;#) une algébroïde de Lie et � 2 �(M;A): On regarde �
comme un élément de C1(A�) linéaire sur les �bres. Son champ hamiltonien
Xf� est linéaire sur les �bres. En e¤et: on se donne une carte (x

1; :::; xn) de
M et un repère (�1; :::; �k) de A; alors (x1; :::; xn; �1; :::; �k) est une carte de
A�: La formule 9

Xf� =
X

1�j�k;1�i�n
�jbij :

@

@xi
+

X
1�l;j�k

(
X
1�i�k

clij :�
j �

X
1�i�n

bij :
@�l

@xi
)�l:

@

@�j

montre que Xf� est linéaire sur les �bres. Ainsi son �ot �
�
t : A

� ! A�

(dé�ni sur des ouverts de A�) est aussi linéaire sur le �bres, i.e. c�est un
morphisme de �brés. Or c�est aussi un automorphisme de Poisson. Ainsi
son transposé ��t : A ! A est un automorphisme local de l�algébroïde de
Lie (A; �;M;#):

Dé�nition 8.2.3. (Automorphismes intérieurs)
Un automorphisme intérieur de l�algébroïde de Lie (A; �;M;#) est un

automorphismes � : A! A véri�ant:
il existe une famille de sections �s 2 �(M;A); s 2 [0; 1] dont la famille à

un paramètre d�automorphismes ��st : A! A véri�e:

��s1 � �:

L�ensemble des automorphismes intérieurs de A sera noté Inn(A):

Proposition 8.2.2. Inn(A) est un sous groupe local et normal de Aut(A):
Le groupe quotient sera appelé le groupe des automorphismes extérieurs de
A et est noté par

Out(A) = Aut(A)=Inn(A)

Preuve:
Il su¢ t de montrer que Inn(A) est normal dans Aut(A)0: Soient � 2

Inn(A); 	 2 Aut(A)0: Soient �s 2 �(M;A); s 2 [0; 1] dont la famille à
un paramètre d�automorphismes ��st : A ! A réalise � et 	t 2 Aut(A);
t 2 [0; 1] une famille réalisant 	. Soit Y le champ de vecteurs fondamental
de 	t.
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Sur une variété de Poisson on a toujours [Z;Xf ] = XZ:f pour toute fonc-
tion lisse f et tout champ de vecteur Z: Ainsi le �ot �Z:ft de XZ:f véri�e

�Z:ft = ��1s � �ft ��s
où �s est le �ot de Z et �ft celui de Xf : Il su¢ t de remplacer f par les
�s 2 �(M;A) et Z.par Y:�

Exemple 8.2.4. (Flots hamiltoniens dans une algèbre de Lie)

Si G est une algèbre de Lie réelle de dimension �nie considéré comme
algébroïde de Lie au dessus d�un point. Tout � 2 G peut être vu comme
élément de C1(G�): Le �ot de son champ hamiltonien est

��t (�) = Ad(exp(t:�))�:�:

En e¤et, il su¢ t de montrer que
d

dt
jt=0Ad(exp(t:�))�:� = X�(�); pour tout

� 2 G� :
soit (�1; :::; �k) une base de G et (�1; :::; �k) sa base duale, soient � 2 G et

� 2 G�: D�une part, on a par l�écriture locale du champ hamiltonien:
X�(�):� = �l:c

l
ij :�

i:�j :

D�autre part

(
d

dt
jt=0Ad(exp(t:�))�:�):� = (ad�(�):�):�

= �([�; �])

= �l:c
l
ij :�

i:�j :

L�automorphisme d�algébroïde de Lie qui en découle est

��t = Ad(exp(t�)):

8.3. Structure transverse à une algébroïde de Lie. On commence par
quelques généralités.
Soient i : L ,! M une sous variété (immergé ou plongé) et f : N ! M

une fonction lisse. On dit que f est transverse à L si

dpf:TpN + Tf(p)L = Tf(p)M; pour tout p 2 f�1(L):
Si l�on se donne un feuilletage singulier F sur M; une application lisse

f : N !M est dite transverse au feuilletage F si

dpf:TpN + Tf(p)F = Tf(p)M; pour tout p 2 N:
Si i : S ,! M est une sous-variété de M et F est un feuilletage singulier

sur M: On dit que S est transverse à F si l�injection i est transverse à F .
Maintenant on se donne une algébroïde de Lie (A; �;M;#): On note F =

fF�g� son feuilletage caractéristique.

Dé�nition 8.3.1. (Sous variété transverse à une algébroïde de Lie)
Une sous variété (plongé) i : S ,!M est dite transverse à l�algébroïde de

Lie si S est tranverse au feuilletage caractéristique.
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Ça qui revient à dire que

Im#p + TpS = TpM; pour tout p 2 S:
On introduit la notion d�algébroïde de Lie transverse à (A; �;M;#) par

la proposition suivante:

Proposition 8.3.1. (Algébroïde de Lie transverse)
Soit i : S ,!M une sous variété transverse à l�algébroïde de Lie (A; �;M;#):

On considère le sous espace de A :

AS = f� 2 A;#� 2 TSg:
Alors �jS : AS ! S est un �bré vectoriel On le munit de l�ancrage #jS :
AS ! TS et de la restriction du crochet f:; :g à �(S;AS): Alors (AS ; �jS ; S;#jS)
est une algébroïde de Lie.
On appelle (AS ; �jS ; S;#jS) l�algébroïde de Lie transverse à (A; �;M;#)

induite par la sous variété (plongé) i : S ,!M .

Preuve:
On procéde par induction sur dimS: Si dimS = 0 c�est evident. On

suppose le resultat vrai pour tout s tel que 1 � s � d � 1 et on le montre
pour s = d :
soit (x1; :::; xd; xd+1; :::; xn) une carte de M telle que

S = fxd+1 = 0; :::; xn = 0g
et soit (�1; :::; �k) un repère de A: Si #AS\TS = f0g le resultat est evident.
Sinon, supposons que

@

@xd
2 Im# et qu�il exite un i0 tel que #�i0 =

@

@xd
:

Ceci ne nous restreint en rien. Alors S0 = fxd = 0; xd+1 = 0; :::; xn = 0g est
une sous variété plongé de M de dimension d� 1: Comme

Im#+ TS0 = h#�1; :::;#�ki+
�

@

@x1
; :::;

@

@xd�1

�
= h#�1; :::;#�ki+

�
@

@xd

�
+

�
@

@x1
; :::;

@

@xd�1

�
= TM:

Par hypothèse de récurrence (AS0 ; �jS0 ; S0;#jS0) est une algébroïde de Lie.
On voit clairement que AS = AS0 � h�i0i. Ainsi, on a notre �bré vectoriel
�jS : AS ! S et notre ancrage #jS : AS ! TS:
Reste à voir que la restriction du crochet à S est stable: soient �; � 2

�(S;AS) alors il existe �0; �0 2 �(S;AS) tangents à AS0 ; il existe f; g 2
C1(S) tels que � = �0 + f:�i0 et � = �0 + g:�i0 : Alors

#f�; �g = [#�;#�]

= [#�0 + f:#�i0 ;#�0 + g:#�i0 ] :

Comme #�0 + f:#�i0 ;#�0 + g:#�i0 2 �(S; TS) alors leur crochet de Lie
reste dans �(S; TS) et donc f�; �g 2 �(S;AS):�
L�interet des algébroïdes de Lie transverses est dans le théorème suivant:
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Théorème 8.3.1. (Structures transverses)
Soit F une feuille du feuilletage caractéristique d�une algébroïde de Lie

(A; �;M;#) et soient i : S ,! M et j : N ,! M deux sous variétés de M
transveses à F , de dimensions comlémentaires à dimF et coupant F en un
seul point.
Il existe un automorphisme intérieur de A qui envoi un voisinage de

l�algébroïde de Lie autour de fpg = S \ F dans S sur un voisinage de
l�algébroïde de Lie autour de fqg = N \ F dans N pour les structures
d�algébroïdes de Lie transverses induites.

Preuve:
Si p et q sont di¤érents, soit � : I ! A un A-chemin joignat p et q: Il

existe une section prolongeant � et dont le �ot est un isomorphisme de p à
q.
Il su¢ t de considérer que p = q: Comme c�est un resultat local, on peut

travaille dans un domaine trivialisant canonique (xi; yj); 1 � i � r; r + 1 �
j � n et un repère (�1; :::; �k) dans un voisinage U de p: On interpole S = N0
et N = N1 par une famille de sous variétés Nt de la forme

Nt = fxi = f i(yr+1; :::; yn; t); i = 1; ::; rg:

On construit une famille de sections �s 2 �(U;A) telle que pour tout s;
le �ot ��st : A ! A induit un isomorphisme ��st d�un voisinage de p dans
N0 sur un voisinage de p dans Nt:
écrivons �s = al(xi; yj ; s):�l: Pour que #�s 2 TNt il faut et il su¢ t que

ai =
@f i

@yj
bjl :a

l+
@f i

@t
; i = 1; :::; r sur tout Nt: En choisissant les al de la sorte,

on obtient un automorphisme ��st : A! A qui véri�e

# � ��st = (��st )� �#

ce qui montre qu�il induit un automorphisme de AN0 dans ANt .�
Deux sous variétés de transveses à une feuille, de dimensions comlémen-

taires et la coupant en un seul point, sont égales à un di¤éomorphisme
intérieur près.
Finalement, on a une notion bien dé�nie de structure d�algébroïde de

Lie transverse le long d�une feuille, c�est un germe algébroïde de Lie. La
dé�nition suivante est naturelle:

Dé�nition 8.3.2. (Structure transverse à une feuille caractéristique)

Une structure transverse à la feuille F du feuilletage caractéristique de
l�algébroïde de Lie (A; �;M;#): C�est une algébroïde de Lie (AS ; �jS ; S;#jS)
telle que i : S ,! M est une sous variété de dimension complaimentaire à
F , coupant F transversalement en un seul point.

Exemple 8.3.1. (Écriture locale des structures transverses)
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Dans des coordonnées canoniques (x1; :::; xr; yr+1; :::; yn) sur un ouvert U
voisinage de p; et un repère (�1; :::; �k) de A au dessus de U; tels que:

� � �i =
@

@xi
; 1 � i � r

� � �j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k

où les blj 2 C1(U) et ne dépendent que des y et s�annulant en p: On a
la structure transverse à la feuillle F = fyr+1 = 0; :::; yn = 0g : c�est
l�algébroïde de Lie de base S = fx1 = 0; :::; xr = 0g, d�espace total AS =
h�r+1(0; y); :::; �k(0; y)i ; d�ancre

� � �j =
X

r+1�l�n
blj :

@

@yl
; r + 1 � j � k

et de crochet

f�j ; �qg =
X

r+1�l�n
cljq:�l; r + 1 � j; q � k:

Toute structure transverse coupant F en un seul point est isomorphe à AS :

9. Holonomie

9.1. Holonomie d�une A-connexion. On revient aux A-connexions prin-
cipales. Dans la suite (A; �;M;#) est une algébroïde de Lie et (P; p;G) est
un �bré principal au dessus de M:
On se donne une A-connexion h : P �M A ! TP: Pour tout � 2 P on

dé�nit l�ensemble

�(�) := fg 2 G; il existe une courbe horizontale joignant � et �:gg:

On a:

(1) e 2 �(�);
(2) �(�) est stable par inversion: si g 2 �(�) : soit ~
 : [0; 1] ! P

une courbe horizontale telle que ~
(0) = � et ~
(1) = �:g: Alors
~
�1 : [0; 1]! P dé�nie par

~
�1(t) = ~
(1� t)

est aussi horizontale et on a ~
�1(0) = �:g; ~
�1(1) = �;
(3) �(�) est stable par multiplication: soient g; h 2 �(�) et ~
 : [0; 1]!

P; ~� : [0; 1]! P des courbes horizontales telles que ~
(0) = �, ~
(1) =
�:g et ~�(0) = �, ~�(1) = �:h: Alors la courbe ~
:(~�:g) : [0; 1] ! P

est horizontale et véri�e ~
:(~�:g)(0) = � et ~
:(~�:g)(1) = �:h:g: Donc
h:g 2 �(�);
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(4) �(�) est férmé dans G : soit (gn)n une suite de �(�) qui con-
verge vers g 2 G: Montrons que g 2 �(�) : pour tout n soit

~
n :
h
1� 1

n ; 1�
1

n+1

i
! P une courbe horizontale telle que

~
n(1�
1

n
) = �:gn et ~
n(1�

1

n+ 1
) = �:gn+1:

Alors la courbe ~
 : [0; 1]! P dé�nie par

~
j[1� 1
n
;1� 1

n+1 ]
= ~
n

est horizontale et véri�e

~
(0) = � et ~
(1) = �:g

ainsi g 2 �(�):

Dé�nition 9.1.1. (Holonomie d�une A-connexion)
On appelle le sous groupe de Lie �(�) le groupe d�holonomie de la A-

connexion h au point �.

Remarque 9.1.1. Pour tout x 2M; � 2 Px et tout g 2 G les sous groupes
�(�) et �(�:g) sont conjugués:
en e¤et, soit g0 2 �(�:g); alors il existe une courbe horizontale ~
 : [0; 1]!

P telle que ~
(0) = �:g et ~
(1) = �:g:g0; posons h = g:g0:g�1 alors la courbe
~
:g�1 : [0; 1]! P est horizontale et véri�e ~
:g�1(0) = � et ~
:g�1(1) = �:h;
on voit que h 2 �(�); ainsi g0 2 g�1:�(�):g: Par un raisonnement analogue
on a

�(�:g) = g�1:�(�):g

Remarque 9.1.2. Si �; � 2 P peuvent être joints par une courbe horizontale
~
 : [0; 1] ! P; alors �(�) = �(�): En e¤et, si g 2 �(�); soit ~� : [0; 1] ! P

une courbe horizontale telle que ~�(0) = � et ~�(1) = �:g; alors la courbe
~
�1:~�:(~
:g) : [0; 1]! P est horizontale et joint � et �:g, ainsi g 2 �(�):

Cette classe de conjugaison est ce qu�on appelle le groupe d�holonomie en
x; qu�on va introduire maintenant:
Soit F une feuille du feuilletage caractéristique et x 2 F : On note par


(F ; x) l�ensemble des lacets lisses par morceux de F basés en x. Un A-
chemin � : [0; 1] ! A dont la base est un lacet 
 2 
(F ; x) sera appelé
un A-lacet de F basé en x. Le transport parallèle suivant un tel A-lacet
� : [0; 1] ! A nous donne un isomorphisme de la �bre p�1(x): On décrit le
propriétés de l�ensemble de ces isomorphismes:

(1) L�ensemble de ces isomorphismes est stable par composition: en e¤et,
soient � : [0; 1] ! A et � : [0; 1] ! A deux A-lacets de F basés en
x; on doit montrer que �� � �� = � � où � : [0; 1]! A est un certain
A-lacet de F basé en x :
soit � 2 Px; il existe un unique g 2 G et un unique g0 2 G tels

que ��(�) = �:g et ��(�) = �:g0 ceci implique que g; g0 2 �(�): Soit
~
 : [0; 1]! P une courbe horizontale de base 
 : [0; 1]! M et telle
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que ~
(0) = � et ~
(1) = �:g:g0; alors 
 2 
(F ; x) : en e¤et, pour
tout t 2 [0; 1] ; ~
0(t) 2 H~
(t); il existe donc � 2 A
(t) tel que ~
0(t) =
h(~
(t); �): On a vu dans 6.6 qu�il existe un A-chemin � : [0; 1] ! A
dont le base est 
: Comme

p�~

0(t) = _
(t) = #�(t) = #p̂(~
(t); �(t));

on a

~
0(t) = h(~
(t); �(t)); ~
(0) = � et ~
(1) = �:g:g0:

Par G-invariance il existe un A-lacet � : [0; 1] ! A de F basé en x
tel que

�� � �� = ��:

(2) L�ensemble de ces isomorphismes est stable par inversion: découle
de la relation ���1 = (��)

�1 (propriétes du transport parallel):
(3) L�identité est un tel isomorphisme: il su¢ t de prendre un A-lacet

constant.

Dé�nition 9.1.2. Pour tout x 2 M; soit F la feuille du feuilletage carac-
téristique qui passe par x: On dé�nit le groupe

�(x) = f��; � � � 2 
(F ; x)g
on l�appelle le groupe d�holonomie de la A-connexion h au point x. Sa com-
posante connexe en l�élément neutre est noté �0(x).

Remarque 9.1.3. Pour tout x 2 M et � 2 Px on a l�isomorphisme de
groupes:

�(x) ! �(�)
�� 7! ��(�)

ce qui montre que �(x) est un groupe de Lie.

Remarque 9.1.4. Soient x et y sont dans la même feuille F du feuilletage
caractéristique et soit � 2 �(M;A) telle que le �ot de #� joint x et y:
On note 
 : [0; 1] ! M cette courbe. Alors � � 
 : [0; 1] ! A est un A-
chemin de base 
; son relèvement horizontal nous donne le transport parallèle
�� : Px ! Py: Alors, la conjugaison

T : �(x) ! �(y)
�� 7! �� � �� � (��)�1

est un isomorphisme de groupes. Cependant, si l�on a deux points qui ne sont
pas dans la même feuille, leurs groupes d�holonomies ne sont pas isomorphes
en général.

Il est aussi important de connaitre l�algèbre de Lie des ces groupes, car
elles donnent une description in�nitésimale de ces dérniers.
On se donne un recouvrement ouvert fUigi2I de M par des domaines de

trivialisations, on associe à chaque i 2 I la section triviale si : Ui ! P , la 1-
forme locale de la A�connexion !i 2 
1(Ui; Ai;G) et la 2-forme de courbure

i 2 
2(Ui; Ai;G):
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Théorème 9.1.1. Soit x0 2 Ui et �0 = si(x0) 2 Px0 : Alors l�algèbre de Lie
du sous groupe d�holonomie �(�0) est le sous espace vectoriel de G engendré
par les éléments 
i(�; �)x0 et !i(
)x0 où �; �; 
 2 Ax0 avec #
 = 0:

Preuve:
Soit G(�0) le sous espace vectoriel de G engendré par les 
i(�; �) et !i(
)

où �; �; 
 2 Ax0 avec #
 = 0. C�est une sous algèbre de Lie de G. On
considère la distribution sur P dé�nie par

D� = fh(�;A) + �(
i(�; �)):�; A;�; � 2 Ax0g:
Cette distribution est intégrable et P (�0) = f� 2 P ; �0 et � sont reliés
par une courbe horizontaleg est la sous variété intégrale qui passe par �0:
Modulo ça on a

� 2 Lie(�(�0))() exp(t:�) 2 �(�0); 8t 2 R
() �0: exp(t:�) 2 Px0 \ P (�0); 8t 2 R

() �(�):�0 2 V�0 \ T�0P (�0) = V�0 \ D�0
() 9A;�; � 2 Ax0 : �(�):�0 = h(�0; A) + �(
i(�; �)):�0
() 9A;�; � 2 Ax0 : h(�0; A) = ��(
i(�; �)� �):�0
() 9A;�; � 2 Ax0 : #A = 0 et � = !i(A) + 
i(�; �)

() � 2 G(�0):
On montre que D est intégrable: elle est lisse. Elle est involutive, en e¤et:

soient �; �;A;B 2 �(M;A); en utilisant la proposition 6.4.2 et le fait que
[h; [h; h]] = 0, on a

[h(A); �(
i(�; �))] = [h(A); h(f�; �g)� [h(�); h(�)]]
= h(fA; f�; �gg)� �(
i(A; f�; �g)) 2 D:

Maintenant
[�(
i(A;B)); �(
i(�; �))]

= [h(fA;Bg)� [h(A); h(B)] ; �(
i(�; �))]
= [h(fA;Bg); �(
i(�; �))]� [[h(A); h(B)] ; �(
i(�; �))]

d�après ce qui précéde on a [h(fA;Bg); �(
i(�; �))] 2 D: Reste à voir que
[[h(A); h(B)] ; �(
i(�; �))] 2 D : en utilisant Jacobi on a

[[h(A); h(B)] ; �(
i(�; �))]

= [h(A); [h(B); �(
i(�; �))]]� [h(B); [h(A); �(
i(�; �))]] :
Il su¢ t de voir que [h(A); [h(B); �(
i(�; �))]] 2 D

[h(A); [h(B); �(
i(�; �))]]

= [h(A); h(fB; f�; �gg)� �(
i(B; f�; �g))]
= [h(A); h(fB; f�; �gg)]� [h(A); �(
i(B; f�; �g))] 2 D.

Ainsi D est involutive. De plus D est localement de type �ni; car le champ
caractéristique est localement de type �ni. Donc D est intégrable. Soit
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~H : � 7! ~H� la distribution engendré par les �ots des h(�); c�est la plus
petite distribution intégrable qui contient le distribution horizontale. Il est
clair que la sous variété intégrale de ~H qui passe par �0 est P (�0): Reste
à voir que D = ~H : il est clair que ~H � D, d�autre part ~H contient la
distribution horizontale, elle est involutive donc elle contient [h(�); h(�)] et
h(f�; �g) pour tout �; � 2 �(M;A): Ainsi ~H contient 
i(�; �) pour tout
�; � 2 �(M;A) et donc D � ~H.�

Remarque 9.1.5. Si # est injective (cas du �bré tangent) alors l�algèbre de
Lie du groupe d�holonomie est engendré par les formes locales de courbure.
Si le groupe d�holonomie est discret, alors son algèbre de Lie est nulle ce qui
implique que la courbure est nulle et réciproquement. Autremenent dit "la
A-connexion est plate si et seulement si le groupe d�holonomie est discret en
tout point".

9.2. Holonomie d�une feuille caractéristique. On considère une al-
gébroïde de Lie (A; �;M;#) et une feuille i : F ! M de dimension r du
feuilletage caractéristique. On note �(F ) := t

p2F
TpM=TpF le �bré normal

au dessus de F , c�est un �bré vectoriel, on note p : �(F )! F sa projection.
Le théorème du voisinage tubulaire (voir [6] page 76) nous peremet de

voir �(F ) comme un voisinage ouvert particulier de F dans M: Autrement
dit, il existe une immersion injective (non canonique) ~{ : �(F )!M telle que:

(1) ~{ � Z = i où Z : F!�(F ) est la section nulle, i.e. ~{jF = i où l�on
identi�e la section nulle avec la sous variété F de �(F );

(2) ~{ envoi les �bres transversalement à la feuille F .
On suppose que chaque �bre est transverse au feuilletage caractéristique.
On construit une AjF -connexion h : �(F )�F AjF ! T�(F ) comme suit:
Soit x 2 F:On choisit un sous �bré E � AjTxcomplémentaire à l�algébroïde

de Lie transverse ATx ! Tx: Comme ATx = ker#; on a que # est injective
sur E: La base Tx de l�algébroïde de Lie transverse ATx ! Tx est contractile
donc trivialisable (voir [7] page30).
Tout � 2 Ax = (AjTx)x = (AjF )x se scinde de manière unique sous la

forme:
� = �q + �?; où �q 2 Ex; �? 2 (ATx)x:

Pour tout u 2 Tx il existe un unique �qu 2 Eu et un unique �?u 2 (ATx)u
tel que p�:#�qu = #�

q et �?u = �? modulo la trivialisation de ATx ! Tx.
On vient de construire une application

h : �(F )�F AjF ! T�(F )

(u; �) 7! h(u; �) = #(�qu + �
?
u )

telle que

p�:h(u; �) = p�:#(�
q
u + �

?
u )

= #(�q + �?)

= #�:
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i.e. on vient de construire une AjF -connexion linéaire sur le �bré vectoriel
p : �(F )! F .
Maintenant, s�il existe une �bre du �bré normal non transverse au feuil-

letage caractéristique. On sait qu�elle l�est au voisinage de la feuille F;
on peut refaire les mêmes constructions sur un voisinage contractile d�une
transversale en un point de F et prolonger la connexion au �bré normal.

Remarque 9.2.1. La AjF -connexion h dépend du voisinage tubulaire, de la
trivialisation de ATx ! Tx et du �bré complaimentaire E � AjTx ! Tx.

Soit � : [0; 1] ! A un A-chemin de base 
 : [0; 1] ! F . Si u 2 �(F )
(0);
il existe � > 0 et une unique courbe horizontale ~
 : [0; �[! �(F ) véri�ant le
problème de Cauchy

~
0(t) = h(~
(t); �(t)); ~
(0) = u:

Si u = 0 alors ~
 coïncide avec 
 (en regardant F comme une sous variété
de �(F )). Dans ce cas ~
 est dé�nie sur tout [0; 1] : Ainsi, dans un voisinage
U
(0) de 0 dans �(F )
(0) les courbes horizontales ~
 : [0; �[ ! �(F ) véri�ant
le problème de Cauchy

~
0(t) = h(~
(t); �(t)); ~
(0) = u 2 U

sont dé�nies sur tout [0; 1] : D�où, en passant du point initial ~
(0) au point
�nal ~
(1) on obtient un di¤éomorphisme de U
(0) dans un voisinage ouvert
U
(1) de 0 dans �(F )
(1) qu�on note par

H0
F (�) : U
(0) ! U
(1)

u 7! ~
(1)

où ~
 est le relèvement horizontal de � de valeur initiale u.

Remarque 9.2.2. On a H0
F (�)(0) = 0:

Proposition 9.2.1. Soit � : [0; 1]! A un A-chemin de base 
 : [0; 1]! F
dans une feuille caractéristique F .
L�isomorphime H0

F (�) se relève en un isomorphisme d�algébroïdes de Lie
transveres HF (�) : AT
(0) ! AT
(1) : Si � : [0; 1] ! A un A-chemin dans F
tel que �(1) = �(0) alors

HF (�:�) = HF (�) �HF (�);

où le point étant la concatenation des courbes.

Preuve:
Soit � : [0; 1] ! A un A-chemin de base 
 : [0; 1] ! F . On peut trouver

une famille de sections �s : F ! AjF telle que � = �s � 
: En utilisant les
notations précédantes, la section �s = �s �p : �(F )! A se décompose pour
tout x 2 F et u 2 �(F ) comme suit

�s(u) = �
k
s(u) + �

?
s (u) où �

k
s(u) 2 Eu; �?s (u) 2 (ATx)u:

Les relèvements horizontaux ~
 ne sont autre que les courbes intégrales du
champ de vecteur #�s (par dé�nition de h). Or le �ot �

�s
t de #�s est induit
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par un automorphisme local d�algébroïdes ��st de Lie (qui est le transposé
du �ot du champ hamiltonien de �s): Il engendre à son tour l�isomorphisme
d�algébroïdes de Lie transveres

��s1 = HF (�) : AT
(0) ! AT
(1) :

La relation
HF (�:�) = HF (�) �HF (�)

n�est autre que la composition des �ots.�
On appelle le di¤éomorphisme local d�algébroïdes de Lie transveresHF (�)

la A-holonomie du A-chemin �. On peut l�étendre sans di¢ cultés aux A-
chemins lisses par morceaux.
Pour tout x0 2 F on note par Aut(ATx0 ) (resp.Inn(ATx0 ), Out(ATx0 )) le

groupe des germes en 0 des automorphismes (resp. intérieur, extérieurs) de
ATx qui envoient 0 sur 0, et par 
A(F; x0) le groupe des A-lacets lisses par
morceaux de base x0.

Dé�nition 9.2.1. (Holonomie d�une feuille caractéristique)
La A-holonomie de la feuille F de point base x0 est le morphisme de

groupes
HF : 
A(F; x0)! Aut(ATx0 ):

Remarque 9.2.3. Notons que la A-holonomie de la feuille F dépend du
voisinage tubulaire, de la trivialisation de ATx0 ! Tx0 et du �bré comple-
mentaire E ! Tx0 :

Exemple 9.2.1. (Feuilletages réguliers)

Dans le cas où # est injective, i.e. l�algébroïde de Lie découle d�un feuil-
letage régulier TF !M sur M; on a:

(1) ATx0 ! Tx0 est l�algébroïde de Lie triviale (nulle),
(2) Aut(ATx0 ) s�identi�e avec Aut(Tx0) le groupe des germes de di¤éo-

morphismes de Tx0 qui envoient 0 sur 0,
(3) aussi E = TF , ainsi h(u; �) est l�unique vecteur tangent à la feuille

qui passe par u et qui se projette sur �:
Donc, pour un feuilletage régulier, les notions d�holonomie et de

A-holonomie coïncident.

Exemple 9.2.2. (Action in�nitésimale d�une algèbre de Lie)

Soit � : G ! �1(M) une action in�nitésimale d�une algèbre de Lie de
dimension �nie, i.e. un morphisme d�algèbres de Lie. On considère le �bré
vectoriel � :M � G !M avec l�ancrage

#(vx; �) = �(�)x

et le crochet

f�; �gx = [�(x); �(x)] + (�(�):�)x � (�(�):�)x
où l�on identi�e �; � 2 �1(M;M � G) avec des fonctions �; � 2 C1(M;G):
Alors, (M � G,�;M; f:; :g) est une algébroïde de Lie.
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Soit x0 un point �xe pour cette action, i.e. �(�)x0 = 0 pour tout � 2 G. La
feuille qui passe par x0 est F = fx0g: On prend Tx0 =M et ATx0 =M �G,
ainsi E est le �bré trivial au dessus de M . Le relèvement horizontal vaut
h(u; �) = #(u; �) = �(�)u:
Si cette action découle d�une action A :M �G!M , alors

�(�)u = d(u;e)A(0; �):

On trouve que pour le A-lacet constant �(t) = � la solution de

~
0(t) = h(~
(t); �(t)) = �(�)~
(t); ~
(0) = u

est ~
(t) = u: exp(t:�): On prend la section constante � :M !M �G dé�nie
par �(x) = (x; �); alors l�automorphisme d�algébroïde de Lie ��t :M �G !
M � G engendré est (voir exemple 8.2.4)

��t (x; �) = (x: exp(t:�); Ad(exp(t:�)):�):

Ainsi
HF (�)(x; �) = (exp(�):x; Ad(exp�):�):

9.3. Holonomie réduite. La A-holonomie dé�nie dans la section précé-
dante n�est pas invariante par homotopie. En e¤et, l�exemple précédant
montre que même si un A-lacet est homotope au A-lacet constant, sa A-
holonomie n�est pas nécessairement triviale. On introduit la notion d�holonomie
réduite qui est invariante par homotopie par la proposition suivante:

Proposition 9.3.1. (Holonomie réduite)
Soit F une feuille du feuilletage caractéristique, x0 2 F et HF : 
A(F; x0)!

Aut(ATx0 ) sa A-holonomie. Si �1; �2 sont deux A-lacet de F basés en x0 dont
les bases 
1; 
2 sont homotpoes, alors HF (�1) et HF (�2) forment la même
classe dans Out(ATx0 ):

Preuve:
On reprend les notations de la proposition 9.2.1.Il su¢ t de montrer que

si 
 est homotope au lacet constant alors HF (�) est un automorphisme
intérieur de ATx0 : Soit 
i : I ! F une famille de lacets en x0 telle que

0(t) = x0 et 
1 = 
: On lui associe une famille de A-lacets �i:
La construction de HF (�i) dans la preuve de la proposition 9.2.1 s�est

faite en intégrant une famille d�automorphismes intérieurs ��
i
s

t ; il su¢ t de
choisir les �is : F ! AjF telle que �i0 = id: On obtiendra une famille ��st
telle que ��s0 = id et ��s1 = HF (�).�
On se donne un lacet 
 basé en x0 dans la feuille F . On note encore par

HF (
) 2 Out(ATx0 ) la classe d�équivalence de HF (�) où � est un A-lacet de
F quelconque, basés en x0 et de courbe base 
: Le morphisme de groupes

HF : 
(F; x0) ! Out(ATx0 )

 7! HF (
)

se prolonge naturellement pour les lacets continues et est invariant par classe
d�homotopie. La dé�nition suivante est naturelle:
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Dé�nition 9.3.1. (Holonomie réduite)
On appelle holonomie réduite de la feuille F en x0 le morphisme de

groupes
HF : �1(F; x0) ! Out(ATx0 )


 7! HF (
)

où �1(F; x0) est le groupe fondamental de F basé en x0.

9.4. Stabilité. On se donne une algébroïde de Lie (A; �;M;#):
On introduit quelques dé�nitions et on montre la généralisation du théorème

de stabilité de Reeb pour les feuilletages singuliers induits par une algébroïde
de Lie.
Soit F un feuilletage surM: Un sous ensemble deM est dit saturé s�il est

réunion de feuilles. Une feuille F est dite stable si elle possède un voisinage
saturé.
Pour le feuilletage caractéristique d�une algébroïde de Lie, un sous ensem-

ble de la base est saturé si et seulement si sa préimage est invariante par
les automorphismes intérieurs. De manière équivalente, si et seulement s�il
est invariant par leurs projections sur la base (ce qu�on appellera indi¤érem-
ment stable par les automorphimes intérieurs). Ainsi une feuille est stable
si elle admet un voisinage invariant par les automorphismes intérieurs.

Dé�nition 9.4.1. Une feuille F du feuilletage caractéristique est dite transver-
salement stable si pour toute sous variété tranverse S le sous ensemble F \S
est stable pour l�algébroïde de Lie transverse AS.

Théorème 9.4.1. (Stabilité)
Soit F une feuille du feuilletage caractéristique d�une algébroïde de Lie.

On suppose que F est compacte, transveralement stable à holonomie réduite
�nie. Alors F est stable.

Preuve:
On commenece la preuve dans le cas où F a une holonomie réduite triviale.

On construit un voisinage V � �(F ) stable.
On se �xe un point x0 2 F , soit h : �(F ) �F AjF ! T�(F ) une A-

connexion comme dans la construction de l�holonomie. On peut choisir un
voisinage U de x0 dans Tx0 tel que le relèvement horizontal de tout A-lacet
�(t) de base x0 est un di¤éomorphisme �� : U ! U . La feuille F est
transversalement stable, donc quitte à réduire U on peut supposer que c�est
un voisinage de x0 dans Tx0 stable par les automorphismes intérieurs de
ATx0 :
Maintenant, pour tout x 2 F soit � un A-chemin de x0 vers x: On note

�� : U ! Tx le relèvement horizontal induit. Si � est un A-chemin de x0
vers x dont la base est homotope à celle de �; par la proposition précédante,
leurs holonomies réduites forment la même classe dans les automorphismes
extérieurs de ATx0 ; comme l�holonomie réduite est nulle, elles sont égles,
ainsi ��(U) = ��(U): Par ce qui précéde, on déduit que ��(U) est aussi
stable par les automorphismes intérieurs de ATx :
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Soit V = [
�2A�lacet

��(U); c�est un voisinage ouvert de F: Montrons qu�il

est stable:
soit p 2 V; il existe un A-chemin � de base 
 tel que p 2 ��(U); i.e.

p = ~
(1) où ~
 est le relèvement horizontal de � tel que ~
(0) = y 2 U:
Soit Inn(A); � le di¤éomorphisme induit sur la base, montrons que �(p) 2

V :

�(p) 2 V , (� � ��)(y) 2 V:
Il su¢ t de voir que ���� = ��:�; en e¤et si ~
0 est le relèvement horizontal

de � et ~
1 celui de �:�; alors on a

~

0
0 = h(
; �) et ~


0
1 = h(
;�:�)

i.e
��~


0
0 = ��h(
; �) et ~


0
1 = h(
;�:�)

or comme # � � = �� �#; on a le résultat.
Maintenant si l�holonomie réduite est �nie, soit q : F 0 ! F un revêtement

de F tel que
q��1(F

0) = kerHF � �1(F ):

On fait le pull-back de �(F ) et de l�algébroïde de Lie A par q, on obtient
�(F 0) et de l�algébroïde de Lie ~A et le morphisme d�algébroïdes de Lie � :
A ! ~A au dessus du morphise de �brés �(F 0) ! �(F ): Or, l�holonomie
réduite de F 0 est nulle. Comme un revêtement est un di¤éomorphisme local
et en utilisant ce qui précéde on a le resultat.�

9.5. Applications. La notion d�algebroide de Lie a été introduite pour la
première fois (de manière modèrne) par Pradines dans ([36], [37], [38]) dans
son étude des groupoïdes de Lie du point de vue des catégories. Ces derniers
sont les succéseurs directs des groupes de Lie et des �brés principaux (Voir
l�introduction de [17]).
Les algébroïdes de Lie sont très utile en mécanique, car c�est un mod-

èle géométrique "uni�cateur" (voir [11]). Les systèmes lagrangiens peuvent
s�exprimer dans ce cadre (voir [12], [15], [20] et [30]).
Soit (A; �;M; �) une algébroïde de Lie et L : E ! R un lagrangien

régulier. On peut exprimer dans ce cadre les équations d�Euler-Lagrange
(généralisés) indépendament des coordonnées. Quand on regarde ça dans
les exemples classiques, ça donne:
1/ Algèbres de Lie: on retrouve les équations d�Euler-Poincaré
2/Fibré tangent: les équations d�Euler-Lagrange classiques
3/Feuilletages: on retrouve le formalisme de la mécanique holonome;
4/Algébroïdes d�Atiyah: on retrouve les équations de Lagrange-Poincaré
5/Action in�nitésimale d�une algébroïde de Lie: on a les équations d�Euler-

Poisson-Poincaré.
Par une aproche analogue, on obtient des équations de Hamilton général-

isés, qui donne dans les exemples classiques:
1/ Algèbres de Lie: on retrouve les équations de Lie-Poisson;



113

2/Fibré tangent: les équations de Hamilton classiques;
3/Feuilletages: on retrouve le formalisme de la mécanique holonome hamil-

tonienne;
4/Algébroïdes d�Atiyah: on retrouve les équations de Hamilton-Poincaré;
5/Action in�nitésimale d�une algébroïde de Lie: on a les équations de

Lie-Poisson sur un produit semi-direct.
Ceci est bien dévelopé dans [29] et [30].

Exemple 9.5.1. Un solide généralisé:
Un corps solide selon Arnold (voir [40]) est un groupe de Lie G d�algèbre

de Lie G et une métrique riemanienne g invariante à gauche. L�équation
des géodésiques est une équation di¤érentielle d�ordre 2. Elle se réduit à une
équation di¤érentielle sur l�algèbre de Lie

�
x+rxx = 0

Qui est une équation di¤érentielle homogène d�ordre 1. C�est l�équation
d�Euler des �uides incompréssibles. Ce sont les symmétries du groupe et
de la métrique qui ont réduit cette équation. Un lagrangien est la forme
quadratique induite par la métrique.
En passant sur le dual, on adopte un point de vue hamiltonien. Si l�on

note par � : G ! G� l�isomorphisme induit par la métrique, cette équation
devient

�
� + ad���1�� = 0

sur le cotangent G� Les solutions sont sur les orbites de la représentation
coadjointe, ou encore sur les feuilles symplectiques de la structure de Poisson
naturelle.

On a vu que les algébroïdes de Lie o¤rent un cadre agréable pour faire
de la mécanique lagrangienne ou hamiltonienne, et qu�une large panoplie
de problèmes peuvent y être décrits. La résolution de ces problèmes exige,
parfois une formulation variationelle, c�est ici que les A-connexions jouent
un rôle fondamental.
On voit dans [29] qu�un (Mechanical system control) sur une algébroïde

de Lie est la solution d�une équation di¤érentielle du second ordre; laquelle
est exprimé avec une A-connexion. La théorie du controle optimal étant
une généralisation de la mécanique classique, les problèmes variationnels
peuvent être exprimés dans le cadre des algébroïdes de Lie. Le principe du
maximum de Pontryagin peut y être formulé, et les courbes admissibles sur
lesquelles on formule notre problème de minimisation sont des A-chemins.
Il y a aussi l�aspect cohomologique des algébroïdes de Lie, on a vu que la

A-di¤érentielle véri�e
dA � dA = 0

ceci permet de dé�nir la cohomologie d�une algébroïde de Lie. La donnée
d�une A-connexion permet de dé�nir les classes charactéristiques. Il y a des
applications purement géométriques dans l�étude de ces classes, par exemple
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dans [3], on a pu associer à certaines classes de G-structures une algébroïde
de Lie classi�ante. Et là encore, les A-connexions jouent un rôle important.
Il y a aussi des prémices de liens avec la géométrie non-commutative voir

[35].
Ce ne sont que des germes d�applications très récentes. La série d�articles

de [11] à [40] est une sorte de brouillion d�un large programme lancé par
Alan Weinstein en 1987 dans [13] pour développer le formalisme de Felix
Klein dans le cadre des groupoïdes et des algébroïdes de Lie. Et ceci se met
en place.
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