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INTRODUCTION

INTRODUCTION

On regroupe généralement sous le titre de théorie des graphes, des problémes assez variés
qui ont tous comme caractéristique commune de pouvoir étre visualisés : des points représentant
des individus, des objets, des situations.....sont joints par des fleches ou des lignes symbolisant les

relations existant entre eux.

Jusqu’au milieu du vingtiéme siecle, la théorie des graphes s’est développée en liaison
avec des problemes de physique et de chimie, ce n’est qu’apres 1945 qu’on vit apparaitre des
applications dans le domaine de la gestion, classées avec beaucoup d’autres, sous le titre général
de problemes de recherche opeérationnelle.

Une des classes les plus importantes et tres étudiee en théorie des graphes est la classe des

graphes parfaits.

Leur introduction remonte au début des années soixante par C. Berge [ 9 ] qui a introduit
ce concept en s’intéressant aux travaux de C. Schannon [ 70 ] relatifs a la théorie de I’information.

Un graphe G est dit parfait si pour tout sous graphe induit H de G, le nombre chromatique » (H)

est égal a la cardinalité de sa cliqgue maximum o (H).

Claude Berge a introduit deux conjectures : la conjecture forte des graphes parfaits et la
conjecture faible des graphes parfaits, cette derniére a été de montrée par L. Lovasz [ 50 Jen 1972,

depuis, elle est connue sous le nom du théoréme des graphes parfaits.

Pour la conjecture forte des graphes parfaits, sa résolution, a motivé les intéressés a suivre
deux directions : la premiere consiste a déterminer des classes particuliéres, de plus en plus
grandes, de graphes vérifiant la conjecture et la deuxiéme direction consiste a étudier la structure

des graphes imparfaits critiques (un graphe imparfait minimal).
Un graphe imparfait critique est un graphe qui n’est pas parfait mais tout sous graphe
induit propre est parfait.

Beaucoup de travaux ont été réalisés dans les deux directions voir [ 10],[20],[59],[ 75 ]....

Récemment, Mai 2002, I’équipe de Seymour [ 17 ]dans une séquence remarquable de
résultats a proposé une preuve de la validité de la conjecture forte des graphes parfaits, en se

basant sur une propriété structurelle des graphes de Berge .
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En novembre 2002, une version préliminaire d’un papier de 148 pages a été proposee par
Seymour et son équipe. Notons que dans ce papier, le théoreme structurel proposé est: « Tout
graphe de Berge est un graphe de Base , ou admet une partition oblique équilibrée (a balanced
skew partition), ou G ou son complémentaire admet un 2 — joint [ 25 ], ou G admet un M — joint ».

Nous annongons avec regret la mort de Claude Berge, le 30/06/2002 .

Pour les problemes d’optimisation associés aux graphes parfaits, M.Groétschel, L.Lovasz et
A. Shrijver [ 40 ], ont montré I’existence d’algorithmes polynomiaux dans les cas: du probléme de
la cligue maximum, du probléme du stable maximum, du probléme de la coloration optimale et du
probléme de partition en un nombre minimum de cliques, ainsi que dans leurs versions pondérées.
Les algorithmes proposés bien qu’ils soient polynomiaux, sont d’une complexité tres élevee et
difficile @ mettre en ceuvre. Cet handicap est a I’origine de la recherche d’algorithmes plus

efficaces d’un point de vue pratique.

Pour certaines classes de graphes parfaits, des algorithmes combinatoires opérant en temps

polynomiaux ont été élaborés pour le probleme de la coloration optimale.

Ces résultats ont été obtenus en utilisant la nouvelle méthode d’échange de couleurs,

introduite parM " Hacéne Ait Haddadéne en collaboration avec M " Frédéric Maffray [ 1,4 ],

nommée méthode d’échange Trichromatique.
Cette theése est développée en 4 chapitres :

Le chapitre 1, est consacré aux concepts de base de la théorie des graphes, aux notions et
aux définitions utilisées dans cette these. Comme, nous présentons aussi les graphes parfaits, nous
donnons un apercu sur la conjecture forte des graphes parfaits et son développement. Ainsi que
quelques méthodes de coloration de graphes parfaits, en particulier celle d’échange

Trichromatique, que nous allons utiliser dans cette these.

Le chapitre 2, est consacré a un rappel de certaines classes de graphes parfaits comme les
graphes de Tucker et d’autres qui utilisent la nouvelle méthode de coloration « échange
Trichromatique » pour la résolution du probléme de la coloration optimale, parmi ces classes on
cite : les graphes Dégénérés [ 1,4 ], les graphes Faiblement Sans Diamant [ 2,4 Jet les graphes de

Berge Quasi — Localement Quasi — Adjoints [ 42 ].
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Dans le chapitre 3, nous avons introduit une nouvelle caractérisation partielle des sommets
de Tucker. A ce titre, nous proposons une nouvelle propriété des sommets de Tucker, concernant
I’existence de ces sommets dans un graphe parfait.

Dans le chapitre 4, nous utilisons la méthode de coloration par échange Trichromatique

pour la coloration optimale d’une nouvelle classe de graphes, appelée Quasi — Localement P*(w)
gu’on symbolise par QLP*(w), classe introduite comme conséquence de la nouvelle propriété des

sommets de Tucker.

Nous donnerons d’abord quelques définitions, ensuite un théoreme de coloration. Comme
conséquence, nous présentons une preuve d’aspect algorithmique de la validité de la conjecture

forte des graphes parfaits pour cette classe.

Nous déduisons ensuite un algorithme combinatoire opérant en temps polynomial pour la

coloration optimale de cette classe.

Enfin, nous proposons un algorithme polynomial pour la reconnaissance de cette classe de

graphes, ainsi qu’un algorithme combinatoire de la cliqgue maximum d’un graphe de Berge Quasi

— Localement P*(w).

SUR UNE METHODE DE COLORATION DE GRAPHES PARFAITS page 7



CHAPITRE 1 PRESENTATION GENERALE

CHAPITRE 1

PRESENTATION GENERALE

SUR UNE METHODE DE COLORATION DE GRAPHES PARFAITS page 8



CHAPITRE 1 PRESENTATION GENERALE

SECTION 11

GENERALITES SUR LES CONCEPTS DE BASE DE LA THEORIE DES GRAPHES

1.1.1 Introduction

La théorie des graphes est devenue une des branches les plus florissantes de I’algébre
moderne, celle a laquelle on fait appel dans la plupart des problemes mathématiques de nature

combinatoire, ou méme dans les problemes d’algebre les plus classiques.

A partir de 1946, la théorie des graphes a connu un grand développement sous I’impulsion
de nombreux spécialistes de la recherche opérationnelle motivés par des problemes concrets.

1.1.2 Principales définitions

Ce paragraphe est consacré a la définition des concepts de base utilisés dans ce travail.
Le lecteur pourra se référer a [ 7, 8 ] pour les notions non explicitées.

Un graphe G est une structure constituée d’un ensemble fini, non vide V(G) d’eléments

appelés sommets et d’un ensemble fini E(G) de paires de sommets appelés arétes ou arcs.

Les sommets d’un graphe sont représentés dans le plan par des points (ou petits cercles) et les
arétes {u, v} sont représentées par une ligne joignant le point représentant le sommet u a celui

représentant le sommet v.

Cette définition est connue sous I’appellation graphe simple (sans boucle et aréte multiple).
Sin=]| V(G) | est le nombre de sommets, on dit que le graphe G est d’ordre n.
Pour une aréte {u, v} quelcongue notée uv, on a:

% Les deux sommets u et v sont dits adjacents, et ils sont incidents a I’aréte uv;

% Les sommets u et v sont appelés les extrémités de cette aréte;

+ Le sommet u est le voisin du sommet v.

Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont au moins une extrémité commune.
L’ensemble des sommets adjacents & un sommet v de G est dit voisinage ou ensemble des voisins

de v, il est noté N(v) : N(v) ={u eV /uv €E}.
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CHAPITRE 1 PRESENTATION GENERALE

Le degré du sommet v, noté dg (v) ou d(v) lorsqu’il n‘y a pas d’ambiguité est le nombre
d’arétes ayant v comme extrémité.

Un graphe G est dit complet si, toute paire de sommets est reliée par une aréte.

Etant donné A — V(G), le sous graphe engendré par A est le graphe GAdont les sommets sont les
éléments de A et les arétes sont les arétes de G ayant leurs extrémités dans A.

On appelle graphe complémentaire de G, un graphe ayant le méme ensemble de sommets

que G et comme ensemble d’arétes I’ensemble E tel que: uv e E <uveE.

1 2 1 2

@

G Figure 1.1

La figure 1.1 représente un graphe G et son complémentaire.

On appelle graphe adjoint d’un graphe G (ou line graph), noté L(G), le graphe dont les
sommets représentent les arétes de G et tel que deux sommets sont adjacents si et seulement si les

deux arétes qu’ils représentent ont une extrémité commune dans G.
Un graphe G = (V, E), simple peut étre représenté par sa matrice d’adjacence A = [aij]
d’ordre n x n, définie par :

1 si v;estadjacent a vj

0 sinon

Il peut également étre représenté par sa matrice d’incidence B[bij ]d’ordre n x m ; définie par :

1 si ej est incident a Vi

0 sinon
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Comme il peut étre représenté par sa matrice sommets cliques maximales ¢ x n, ou c est le
nombre de telles cliques de G :

1 si vjeci

0 sinon

1.1.3 Chaines et Connexité

Dans un graphe G, une chaine élémentaire C de longueur p est une séquence

{v0 ,vl,v2,..,vi,vi+1,...,vp} de sommets distincts, telle que pour i = 0, 1...,p-1, v;est adjacent
aViy1-
Un cycle dans un graphe est une chaine simple dont les extrémités sont confondues.

Il est dit elémentaire s’il est minimal, c’est a dire ne contenant strictement aucun autre cycle.

Une corde dans un cycle (respectivement une chaine) est une aréte reliant deux sommets non

consécutifs du cycle (respectivement une chaine).

Un cycle sans corde de longueur p est désigné parCyp.

Un trou est un cycle élémentaire de longueur >4 sans corde, le complémentaire d’un trou est

appelé anti - trou.

Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets, il existe une chaine les reliant. Une
composante connexe de G est un sous graphe induit connexe maximal de G.
Dans un graphe connexe G = (V, E), un ensemble A c V est dit ensemble d’articulation si

G[V\A]est non connexe.

Si A est un ensemble d’articulation de G, et G ,Gz,...,G p sont les composantes connexes
de G[V\A], alors les sous graphes G; u G[A] définissent des graphes connexes appelés pieces de

G relatives a A.

Un cas particulier A réduit a un sommet, alors A est dit point (ou sommet) d’articulation
de G.

Etant donné un graphe F, G est dit sans F ou F — libre, si G ne contient pas F comme sous —
graphe induit.
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1.1.4 Parametres structurels

Une clique dans un graphe G est un sous — ensemble K de sommets de G qui engendre un

graphe complet.

Un stable ou un ensemble indépendant d’un graphe G est un ensemble S de sommets deux

a deux non adjacents.

Un ensemble qui est une clique dans G est un stable dans son complémentaire@ et

inversement.

Pour un graphe G = (V, E), nous désignons par :

e a(G), le nombre de stabilité de G, c’est a dire la taille maximale d’un stable de G ;

e v(G), le nombre chromatique de G, c’est aussi le nombre minimum d’ensembles stables qui
partitionnent les sommets de G

e  ®(G), lataille maximale d’une clique de G ;

e 0(G), lataille minimale d’une partition de V en cliques.

Dans un graphe G, étant donné que deux sommets quelconques d’une clique (respectivement d’un
stable) doivent se trouver dans des parties différentes de toute partition en stables (respectivement
en cliques) de V, alors

o(G) <y(G) et a(G)<6(G).

Pour tout graphe G,ona: o(G) = m(E) (oUEIe graphe complémentaire de G).

1.1.5 Coloration des sommets d’un graphe

Une k - coloration des sommets d’un graphe G est une application :
c:V——{1,2,3,...,k} telle que V u,v eV(G), uv € E(G) = c(u) = c(v).
Vie{l, 23,...,k}c {i}) estun stable, appelé classe de couleur i.

Donc, une coloration d’un graphe G peut étre vue comme une partition de ses sommets en

ensembles stables.

Ainsi, on définit le nombre chromatique d’un graphe G, comme étant le nombre minimum

de couleurs nécessaires pour colorer G.
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1.1.6 Notions d’Algorithme et de Complexité algorithmique

Un algorithme de résolution d’un probléme (P) donné, est une procédure décomposable en
opérations élémentaires (la comparaison, I’affectation, les opérations arithmétiques, etc....),
transformant une chaine de caracteres représentant les données de n’importe quel exemple du

probléme (P) en une chaine de caracteres représentant ses résultats.

L’étude des performances d’un algorithme conduit & définir la complexité de celui-ci, qui

constitue un parameétre important pour évaluer I’efficacité de I’algorithme.

Un algorithme est dit efficace, si le nombre des opérations nécessaires pour résoudre le
probleme est borné par une fonction polynomiale d’un parametre caractérisant la taille du

probléme.

Un algorithme est dit polynomial, si le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour

résoudre un exemple de taille n est une fonction polynomiale en n.

Un algorithme est considéré comme efficace si et seulement s’il est polynomial. Lorsqu’on
rencontre un probléme combinatoire, on aimerait bien savoir s’il existe un algorithme polynomial
(bon, efficace) pour le résoudre. Comme on ne peut répondre d’une facon certaine, la complexité

algorithmique classera les problemes en sous-classes [ 35] [ 67 ]:
Laclasse P :

Un probléme est dit appartenir a la classe P, s’il existe un algorithme polynomial pour le

résoudre.
Probléme de reconnaissance :

Un probléme de reconnaissance est un probléme dont les résultats ne peuvent prendre que
I’une des deux valeurs VRAI ou FAUX.

La classe NP :

Un probleme est dit appartenir a la classe NP, s’il peut étre résolu en temps polynomial par
un algorithme non déterministe (c’est-a-dire, un algorithme qui comporte des instructions de

choix).

Pour la plupart des problémes de la classe NP, on ne sait pas dire s’ils peuvent ou ne
peuvent pas étre résolus par un algorithme polynomial, cette classe contient donc des problémes

qui sont plus difficiles que ceux de la classe P.
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La classe NP - Complet :

La classe NP- Complet, est une large classe de probléemes qui sont équivalents du point de
vue de I’existence d’un algorithme polynomial pour les résoudre dans le sens suivant : si un seul
de ces problemes peut étre résolu par un algorithme polynomial, alors il existerait un algorithme
polynomial pour tous les problémes de la classe NP.

Pour décrire cette classe d’équivalence de problémes, il faut définir ce qu’est une réduction
polynomiale.

Soient (P1) et (P2) deux problemes de reconnaissance. On dit (P1) se réduit en temps
polynomial a (P») s’il existe un algorithme pour (P1) qui fait appel (comme a un sous programme)
a un algorithme de résolution de (P>) et si cet algorithme de résolution de (P1) est polynomial

lorsque la résolution de (P;) est comptabilisée comme une opération élémentaire.

Un probleme de reconnaissance est dit NP- complet, si tout probléme de la classe NP peut
se réduire polynomialement a lui.

e Parmi les problémes de la classe P, on peut citer le probléme du plus court chemin, du flot
maximum, du couplage et la programmation linéaire.

e Parmi les problémes de la classe NP — complet, citons le probléme du voyageur de commerce,
du sac a dos, du stable, de programmation linéaire en nombres entiers.
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SECTION 1.2

GRAPHES PARFAITS

1.2.1 Introduction

Les graphes parfaits constituent une des classes les plus importantes en théorie des

graphes, introduites par Claude Berge au début des années soixante.

L’intérét de Claude Berge pour cette classe de graphes est issu des travaux de C. Shannon [ 70], en

théorie de I’information sur les codages optimaux et la capacité d’un canal de communication.

Dans ce paragraphe, nous rappelons les principaux résultats concernant les graphes parfaits.

Définition 1.2.1.1

Un graphe G est dit parfait si, pour tout sous - graphe induit Hde G, le nombre

chromatique y (H) de H est égal a la taille o (H) de la plus grande clique de H.

Définition 1.2.1.2

Un graphe G est dit y - parfait s’il vérifie o (G) =v (G).

Définition 1.2.1.3

Un graphe G est dit o - parfait s’il vérifie a (G) =6 (G).

En 1960, C. Berge [ 9 ] a énoncé les deux conjectures connues respectivement comme étant la
conjecture faible des graphes parfaits et la conjecture forte des graphes parfaits :

Conjecture faible des graphes parfaits :

« Un graphe est a - parfait si et seulement s’il est y- parfait ».
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Conjecture forte des graphes parfaits

« Un graphe G est o - parfait si est seulement si ni lui ni son complémentaire ne contient

de trou ».

La validé de la conjecture forte des graphes parfaits implique celle de la conjecture faible.
Cette derniére, a été démontrée en 1972 par Lovasz [ 50, 51 ], depuis, elle est connue comme étant
le théoréme des graphes parfaits suivant :

Théoreme des graphes parfaits [ 50 ]
Pour un graphe G les assertions suivantes sont équivalentes :
i.  Pour tout sous graphe induit H de G : ® (H) =y (H).
ii. Pour tout sous graphe induit Hde G : o (H) = 6 (H).

iii. Pour tout sous graphe induit H de G : |V(H) |<a (H) x o (H).

Ainsi, étant identique, les notions de graphe y- parfait et o - parfait sont remplacées par la

notion de graphe parfait, et le théoreme des graphes parfaits s’écrit comme suit :
« G parfait < Vv H, sous graphe induit de G : |V(H) |<a (h) x ® (H) ».

Et depuis la conjecture forte est appelée conjecture des graphes parfaits ou conjecture de Berge.

Corollaire 1.2.1

Un graphe est parfait si et seulement si son complémentaire est parfait

Définition 1.2.1.4
Un graphe G est dit graphe de Berge s’il ne contient ni de trou impair, ni d’anti — trou

impair.

Remarque 1.2.1.1

Comme tout graphe parfait est un graphe de Berge, la conjecture forte des graphes parfaits
devient : « tout graphe de Berge est parfait ».
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1.2.2 Développements relatifs a la validité de la conjecture forte des graphes

parfaits

Pendant plus de quarante ans, de nombreux travaux de recherche dans le domaine des

graphes parfaits ont été réalisés ou de nombreux résultats ont été obtenus.

Les méthodes utilisées pour résoudre la conjecture forte des graphes parfaits ont

généralement suivi deux directions :

¢ La premiere direction, consiste a Vvérifier la conjecture des graphes parfaits (C.F.G.P) pour
certaines classes de graphes.

Ces classes sont de deux types : celles excluant implicitement les trous impairs et les anti — trous

impairs, et celles les excluant explicitement.

¢ La seconde direction, s’intéresse a I’étude de la structure des graphes imparfaits critiques.

On note que la conjecture des graphes parfaits est équivalente a la conjecture suivante :

«Un graphe G est imparfait minimal si et seulement s’il est un trou impair ou le complémentaire

d’un trou impair ».

De nombreuses propriétés des graphes imparfaits critiques ont été trouvées.

Récemment, Maria Chudnovsky et Paul Seymour en collaboration avec Neil Robertson et
R.Thomas [ 17 ], dans une séquence de résultats remarquables, ont proposés une preuve de la

conjecture forte des graphes parfaits.

Une version préliminaire d’un papier de 148 pages (révisé le 28 octobre 2002 ) a été
proposée par Seymour et son équipe, pour la validité de la conjecture forte des graphes parfaits.

Avant de donner le théoreme, nous proposons les définitions utilisées :
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Définition 1.2.2.1

Une chaine élémentaire dans G est un sous graphe induit de G non vide, connexe et dont

les sommets sont de degrés < 2.

Une anti — chaine dans G est un sous graphe induit de G dont le complémentaire est une

chaine.

Si X1X2, X2X3, ..., XiXi+1,..., Xp-1Xp €St une P chaine, alors les sommets x; pour i = 2,3,...,p-1,

sont dit intérieurs de P, de méme pour une anti — chaine.

Définition 1.2.2.2

Soient A, B deux sous - ensembles disjoints de V(G).

On dit que la paire (A, B) est equilibrée, s’il n’existe pas de chaine impaire entre des
sommets non adjacents dans B avec intérieur de la chaine dans A, et il n’existe pas d’anti — chaine
impaire entre des sommets adjacents dans A avec intérieur de la chaine dans B.

Définition 1.2.2.3

Si A ¢ V(G), on note le sous — graphe de G engendré par A, G |Aou Ga.

Définition 1.2.2.4

Un ensemble A < V(G) est dit connexe si le sous graphe Ga est connexe, et anti — connexe

si Gp est connexe.

Définition 1.2.2.5 (V.Chvatal [ 20 ])
Une partition oblique dans G est une partition (A, B) de V(G) tel que : A n’est pas connexe

et B est non anti — connexe.

Définition 1.2.2.6 (Cornuégjols et Cunningham en 1985 [ 25 ])

Un 2 — Joint dans un graphe G, est une partition en deux sous - ensembles (Vl’VZ) de

I’ensemble V(G), chacun de taille au moins trois tels que il existe des sous — ensembles non vides
AﬁL’ Blg Vl et A2 Bzg V2 , qui Vérifies :
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e Tout sommet de Al est adjacent a tout sommet deAz, de méme tout sommet de Blest

adjacent a tout sommet de B, ;

e Pour Vi UA1UB; et VoUAUB; il n’y a pas d’arétes que celles entre A et By et celles entre

A; et By c’est les seules arétes entre V1 et V2 X
e Pouri=1,2, toute composante de G | Vj intersectée B; et A, et

e Pouri=12,si| A |=| B; |=1etG| V;j est un chemin reliant les parties de B; et A, alors il est
de longueur > 3.

Ce concept a été introduit par Cornuéjols et Cunningham en 1985 [ 25 ].

Définition 1.2.2.7

Si A, B < V(G), sont disjoints : on dit que A est complet a B (ou la paire (A, B) est

compléte) si tout sommet de A est adjacent a tout sommet de B.

On dit que A est anti — complet a B, s’il n’existe pas d’arétes entre A et B.

Définition 1.2.2.8 (V.Chvatal et N. Sbhihi [ 211])

Un M - joint dans G est une partition de V(G) en six sous - ensembles non vides,
(A,B,C,D,E, F) tel que:

e Tout sommet dans A, a un voisin dans B et un non voisin dans B, et vice versa;
e Les paires (C, A),(A, F),(F, B),(B, D) sont compleétes;

e Lespaires (D, A),(A, E),(E, B),(B, C) sont anti complétes;

Définition 1.2.2.9

Soient m, n > 2 des entiers, et soient {ay, ..., am}{b1, ..., bm}HC1,..., ChH{dy,..., d,} des

ensembles disjoints.

On définit un graphe G, tel que I’ensemble de ses sommets, est I’union des sous - ensembles

précédents, et les arétes définies comme suit :

e g estadjacentabjpour 1<i<m,etc;jestnonadjacentadjpour 1<j<n;
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e |l n’existe pas d’arétes { a;j , bj } et {a;, b} pour 1 <i < | < m; et tout quatre arétes entre
{cj, dj} et {cn, dn} pour L<j<h<n.
Il existe exactement deux arétes entre { aj , bj } et {¢j, dj} pour 1<i<metl<j<n,etces
deux arétes sont disjointes.
Un tel graphe est dit Bicographe.

On note gue si G est Bicographe, alors son complémentaire I’est aussi.

Définition 1.2.2.10
Les cing classes de graphes parfaits dites de Base sont :
1. Les graphes Bipartis ;
2. Graphe complémentaire d’un graphe Biparti ;
3. Graphe adjoint d’un graphe Biparti ;
4. Graphe complémentaire d’un graphe adjoint d’un graphe Biparti ;

5. Les Bicographes.

Seymour et son équipe, ont présenté leur preuve dans un atelier de travail qui c’est déroulé
du 30 octobre au 3 novembre 2002 a I’institut Américain de Mathématiques situé a Palo Alto,
Californie.

Leur théoréme structurel, affirme que : « Tout graphe de Berge est un graphe de Base, ou G ou
son complémentaire admet un 2 — joint, ou G admet un M — joint, ou G admet une partition
oblique équilibrée ( a balanced skew partition ) ».

1.2.3 Aspect algorithmique des graphes parfaits
L’aspect algorithmique des graphes parfaits est I’une des propriétés intéressantes associées
a cette classe de graphes.

Les problemes combinatoires associés a cette classe de graphessont : probléme de

reconnaissance et probléemes d’optimisation combinatoire.

o Pour le probléme de reconnaissance, des algorithmes polynomiaux ont été développés pour

reconnaitre certaines classes, bien que pour d’autres il demeure non résolu.
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On cite quelques classes de graphes parfaits qu’on sait reconnaitre en temps polynomial :

Les graphes triangulés [ 65 ], les graphes bipartis, les graphes de Parité [ 24 ], les graphes parfaits
planaire [ 47], les graphes parfaits sans patte [ 60 ], les graphes parfaits sans Ks-e [ 31 Jet les
graphes parfaits sans Dart [ 23 ].

o Pour le probleme d’optimisation combinatoire, on peut citer les quatre problémes
classiques d’optimisation combinatoire : détermination de la clique maximum, stable maximum, la
coloration minimale et la partition minimum par cliques.

Ces problémes sont NP — complet, mais grace a M. Grotshel, L.Lovasz et A.Schrijver [ 40 ], ces
problémes peuvent étre résolus pour les graphes parfaits, par des algorithmes polynomiaux. Les

algorithmes proposés sont basés sur la méthode des ellipsoides[ 40 ].

1.2.4 Les Classes de graphes vérifiant la conjecture forte des graphes parfaits

Les classes de graphes qui ont été étudiées sont classées en deux classes :

o Les classes dont la propriété d’étre de Berge est implicite (classes excluant

implicitement les trous et les anti — trous impairs ).

¢ Les graphes adjoints d’un bipartis [ 49 ]

D.Konig [ 49 ], a montré que les graphes adjoints de bipartis sont parfaits.

¢ Les graphes Triangulés

Un graphe est triangulé si tout cycle, de longueur > 4, a au moins une corde. Les graphes
triangulés sont parfaits (Hajnal et Suranyi )[ 41 ].
La notion de graphe triangulé a été introduite par Hajnal et J. Suranyi en 1958 [41]
avant méme que C. Berge n’eut défini le concept de graphe parfait.
Ils ont montré que le nombre de stabilité d’un graphe triangulé est égal a la taille minimale
d’une partition en cliques.
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¢ Les graphes de Parité

Un graphe G est dit de parité si pour toute paire de sommets u, v de G, toutes les chaines
minimales reliant u et v sont de méme parité.
Les graphes de parité ont été caractérisés par M.Burlet et J.P.Uhry [ 15].

Un graphe G est de parité si et seulement si tout cycle impair, de longueur supérieure ou
égale a 5, possede au moins deux cordes croisées.

H.Sachs [66] a montré que tout graphe de parité est parfait.

¢ Les graphessans Py
Un graphe est dit sans P4 s’il ne contient pas de P, comme sous graphe induit.
D. Seinsche, 1974 [69] a montré que les graphes sans P, sont parfaits.

¢ Les graphes de Meyniel

Un graphe G est dit de Meyniel si tout cycle de longueur > 5 possede deux cordes.
M.Burlet et J.Fonlupt [ 16 ] ont élaboré un algorithme polynomial de reconnaissance de cette

classe de graphes parfaits introduite par H. Meyniel.

L utilisation de la technique de I’échange Bichromatique,
a conduit a la perfection de cette classe de graphes [ 57 ].

Figure 1.2.1
¢ Les graphes Faiblement Triangules

Un graphe est dit faiblement triangulé s’il ne contient pas de trou ni d’anti — trou de

longueur supérieure ou égale a cing.

Introduite par R.B. Hayward [ 44 ], cette classe de graphes généralise celle des graphes

triangulés. R.B. Hayward a prouve la perfection de cette classe.

¢ Les graphes Fortement Parfaits

Un graphe est fortement parfait si et seulement si tout sous — graphe induit H de G contient

un ensemble stable qui intersecté toutes les cliques maximales de H.

C. Berge et P. Duchet [ 12 ]Jont montré que tout graphe fortement parfait est parfait.
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¢ Les graphes préparfaits
Cette classe a été introduite par P.L.Hammer et F.Maffray [43]

Dans un graphe G, un sommet X prédomine un autre sommet y si, dans G ou bien dans G, toute

cligue maximum contenant y contient aussi X.

Un graphe est dit préparfait si tout sous — graphe induit posséde une paire de sommets

dont I'un prédomine l'autre

P.L.Hammer et F.Maffray, 1993 [43] ont montre que tout graphe préparfait est parfait.

o Les classes dont la proprieté d’étre de Berge est explicite (classes excluant

explicitement les trous et les anti — trous impairs).

¢ Les graphes de Berge Planaires :

Un graphe G est dit Planaire s’il est possible de le représenter dans un plan de sorte que les
sommets soient des points distincts, les arétes des courbes simples, et que deux arétes ne se

croisent pas.

En 1973,A.Tucker [ 72 ]Ja montré que tout graphe planaire sans trou impair est parfait.

¢ Les graphes sans griffe [62]

Une griffe ou Ky 3 est le graphe représenté par la figure suivante :

Figure 1.2.2

Ky 3
Un graphe sans griffe est un graphe qui n’admet pas de K; 3 comme sous — graphe induit.

K.R. Parthasarathy, G. Ravindra 1976 [62]ont montré que tout graphe de Berge sans griffe est
parfait.
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¢ Lesgraphes Sans K4[ 75,76 ]

Un graphe G est dit sans K4 s’il ne contient pas K, comme sous — graphe induit.

Tout graphe de Berge sans K, est parfait. Figure 1.2.3
Les graphes de Berge sans K4 seront appelés les graphes de Tucker.

¢ Les Graphes Sans Diamant (ou K4-€) (A. Tucker 1987 [ 78])
Un graphe sans diamant est un graphe ne contenant pas de sous graphe isomorphe a K;—e.

A. Tucker 1987 [73] a montré que tout graphe de Berge sans K, — e est parfait.

¢ Les graphes de Berge sans taureau (ou sans bull) (N. Sbihi, V. Chvatal, 1987 [ 21])

Un taureau (ou bull) est le graphe engendré par les sommets {a, b, c, d, e} et les arétes {ab, ac,

bc, bd, ce} :
Figure 1.2.4
O
Un graphe est dit sans taureau s’il n’admet pas de sous — N\

graphe isomorphe a un taureau.

¢ Les graphes sans patte ( ou sans paw) ( S. Olariu 1988 [ 60] )

Une patte (ou paw) est le graphe suivant (Figure 1.2.5)
Tout graphe de Berge sans patte est parfait.
¢ Les graphes voisinage scindé (F. Maffray, M. Preissmann 1995 [54])

Un graphe G est dit scindé si I'ensemble des sommets de G admet une partition en deux
sous —ensembles S et K ou S est un stable de G et K une clique de G.
Un sommet v d'un graphe G est dit scindé si I'ensemble de ses voisins dans G induit un

graphe scindé.
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Un graphe est dit voisinage scinde si pour tout sous graphe induit H contient un sommet
scindé.
F. Maffray, M. Preissmann 1995 [54]ont montré que tout graphe de Berge voisinage scindé est
parfait.

¢ Les graphes jolis (F. Maffray, O. Porto et M. Preissmann 1996 [53])

Un graphe est dit joli si tout sous graphe induit H contient un sommet v tel que le sous -

graphe induit par ses voisins ne contient pas de P4 ni de 2K2 (a savoir deux arétes paralléles)

F. Maffray, O. Porto et M. Preissmann 1996 [53], ont montré que tout graphe de Berge joli est
parfait.

¢ Les Graphes Faiblement Sans Diamant [ 2, 4 ]

1 — Un sommet v d’un graphe G est dit faiblement sans diamant si G[N(Vv)] est sans diamant et
d (V) < 2(e0(G)) - 1.

2 — Un graphe G est dit faiblement sans diamant si tout sous - graphe induit H de G, contient un

sommet faiblement sans diamant.

H . At Haddadéne et S. Gravier [ 2, 4 ] ont montré la perfection des graphes de Berge
faiblement sans diamant est parfait.

¢ Les Graphes Faiblement Sans Diamant™ [ 39]

On définit P, une propriété d’un sommet v, telles que : Le sous — graphe induit par les voisins de
v, n’admet pas de sous — graphe isomorphe a un diamant (Ks-€), et le nombre de voisins de v qui

appartiennent a un triangle ne dépasse pas 3w - 5 si ® <6 et 3w - 6 sinon.

Un sommet v dans un graphe G, est dit Faiblement Sans Diamant*(FSD*), si v satisfait la

propriété P.

Un graphe G est dit Faiblement Sans Diamant*, si tout sous — graphe induit H de G,

contient un sommet v Faiblement Sans Diamant *.

S . Gravier [ 39] a montré que tout graphe de Berge faiblement sans diamant* est parfait.
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SECTION 1.3

LA COLORATION OPTIMALE DES GRAPHES PARFAITS

1.3.1 Introduction

Une k — coloration des sommets de G est une application ¢ : V— {1, 2, .., k}telle que

pour toute aréte xy de G on a : c(x) = c(y).

Si ¢(v)=i, on dit que le sommet v a la couleur i.
Les ensembles non vides ¢ *({i}) (i=1, 2, .., k) sont les classes de couleurs de la coloration c.

Un des plus importants problemes en théorie des graphes est la recherche du nombre de
couleurs minimal utilisées pour la coloration optimale d’un graphe, donc une coloration optimale

est une coloration utilisant un nombre minimum de couleurs.

Ainsi si un graphe G admet une k — coloration on dira que G est un graphe k — coloriable,
et depuis on appelle probléme de coloration d’un graphe G k — coloriable, le probléme qui consiste
a colorier les sommets de G en k — couleur (en d’autres termes le probléme qui consiste a chercher

une partition des sommets de G en k — stables ).

Le nombre chromatique d’un graphe G, noté y(G), est défini comme étant le nombre

minimum de couleurs nécessaires pour colorer G.

Une y(G) — coloration d’un graphe G, est appelée alors coloration optimale ou minimale de

Des algorithmes polynomiaux ont été élaborés pour le probleme de la coloration optimale
pour certaines classes de graphes parfaits.
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1.3.2 Quelques algorithmes de coloration des graphes parfaits

D’abord nous allons citer les définitions suivantes, concernant I’ordre d’élimination des

sommets d’un graphe G donné :

Un bon ordre d’élimination[1]
Un bon ordre d’élimination des sommets d’un graphe G d’ordre n est une numérotation de
ses sommets telle que :

G, = G et Gpest reduit a un sommet.

Un ordre d’élimination standard [1]

Une séquence standard d’un graphe G : est tout ordre vq,vy,..., v des sommets de G tel

que le sommet v; est de degré minimum dans le sous graphe G; induit par les sommets

{ Vi Vi+1,...,Vn }

Un ordre d’élimination P [1]

Un ordre d’élimination P d’un graphe G ; est un ordre vy,Va,..., vV, des sommets de G tel

que le sommet v; Vérifie la propriété P dans le sous graphe G; induit par les sommets

{ Vi Vi+1,...,\Vn }

Dans ce qui suit, on va citer quelques algorithmes de coloration, ces algorithmes sont de type
séquentiel :

¢+ L’un des plus simples algorithmes pour colorer un graphe G = (V, E) est le suivant :
D’abord on donne un bon ordre d’élimination des sommets de G.
Ensuite pour touti =1,..,n-1,0na:

étant donné une y(Gi_l)- coloration du sous — graphe G; ,de G, engendré par les sommets

i+1
Vi ayant un numero supérieur ou égal ai (j >1i), alors il est possible d’étendre cette coloration en

temps polynomial en une y(G;) - coloration de G;.
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I’algorithme séquentiel de coloration qu’on vient de décrire est le suivant :
Algorithme séquentiel de coloration [4]

Entrée : un ordre Vi< .<Vp des sommets du graphe G.

Sortie : une coloration C des sommets de G.
Premiere étape :

Donner la couleur 1 au sommetv1 )

L’étape essentielle : pour i =2 a n, si une couleur déja utilisée n’apparait pas dans aucun voisin

Vi devi avec j < i, alors donnons avi n’importe qu’elle couleur de I’ensemble des couleurs déja

utilisées. Sinon attribuons avi la couleur 1+ Max Ci .

¢+ Coloration séquentielle avec I’échange Bichromatique [ 4 ]

Soit G un graphe, et C une coloration de G qui n’est pas optimale pour modifier cette

coloration, on suit les étapes suivantes :

Considérons deux classes de couleurs Set T de C.

Le sous graphe G[ S u T Jest biparti et il peut étre composé de plusieurs composantes

connexes.

Si, ce sous graphe a plusieurs composantes connexes, alors par I’échange des couleurs a
travers une composante, nous obtenons une coloration qui n’est pas la méme avec I’initiale et qui

peut étre meilleure que la précédente.

On appelle cet échange «échange Bichromatique ».

Définition 1.3.2.2
Soit G un graphe, v sommet de G et C une coloration de G —v.

On dit que deux couleurs S, T de C sont indifférentes par rapport a v si aucune composante

connexe de GS T (avec GS T est le sous — graphe induit par les sommets de couleurs S et T) ne
contient un voisin de v dans S et un voisin de v dans T.

Ce qui veut dire que le sous graphe induit par SuUTU{v}est biparti (sans triangle).
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Algorithme séquentiel avec I’échange Bichromatique

Entrée : un ordre Vi< <V des sommets du graphe G.

Sortie : une coloration C des sommets de G.

Premiere étape : Donner la couleur 1 au sommetvl :

L’étape essentielle : pour i =2 a n, si une couleur déja utilisée n’apparait pas dans aucun voisin
vj de v; avec j <, alors donnons avi cette couleur.

Sinon, s’il existe deux couleurs S et T qui sont indifférentes par rapport a Vi alors effectuons un

échange bichromatique S — T dans les composantes de GSTqui contiennent des voisins

devi coloriés en S et donnons la couleur S a vi .
Sinon on donne une nouvelle couleur avi )

%+ Coloration par Contraction

Définition1.3.2.3
Pour deux sommets u, v d’un graphe G, on note par G/{u,v} le graphe obtenu par la
contraction des deux sommets u et v par un nouveau sommet {uv} adjacent précisément aux

sommets de G — u — v qui sont adjacents a au moins un des deux u, v dans G.

On dit que G/{u,v} est obtenu par contraction de la paire de sommets {u, v}.

Définition 1.3.2.4

Un graphe G est contractile s’il existe une séquence GO,G ,...,Gk de graphes tels que :

G0 =G, Gk est une clique, et pour i < k—1,Gi+lest obtenu a partir deG; par contraction

d’une paire de sommets {u, v}deG; .

Remarque 1.3.2.1

Plusieurs familles classiques de graphes parfaits sont parfaitement contractiles, on cite

particulierement les graphes faiblement triangulés, les graphes de Meyniel et les graphes
parfaitement ordonnés.
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Remarque 1.3.2.2

Soit G, un graphe, u et v deux sommets de G non adjacents, alors toute coloration de G\ uv
est une coloration de G.

En attribue, simplement a u et a v la couleur du sommet uv contracté dans G\ uv, pour les

autres sommets on garde les méme couleurs.

Les heuristiques de coloration de graphe basées par la contraction de deux sommets non

adjacents, sont généralement proposées par Dutton et Brigham [ 30 ] et par Hertz [ 45,46 ].

Dutton et Brigham, choisissaient a chaque étape une paire de sommets u, v non adjacent, tel que le
nombre de voisins communs est le plus large possible dans G.
Par contre Hertz, fixe un sommet u, et tant que u n’a pas de voisin on choisit un sommet non

adjacent y de u, qui a le maximum de voisins avec u.

Les sommets u, v sont alors contractés, cette procédure continue jusqu’a I’obtention d’une
cligue K. Ainsi on obtient une | K |- coloration de G, on travaille en sens inverse au long de la

séquence de contraction.
L’une des applications de la méthode de coloration par contraction est celle présentée par
A.Tucker [ 79 ] pour la coloration des graphes parfaits sans K4 :
¢+ Coloration séquentielle avec I’échange Trichromatique
Cette méthode est une nouvelle technique de coloration des sommets d’un graphe de Berge.

Basée sur une idée de monsieur Hacene Ait Haddadéne et développée en collaboration avec
Monsieur Frédéric Maffray [1,2,3,4 ]. Elle généralise une technique déja citée au paravent, c’est

I’échange Bichromatique.
Soient G un graphe de Berge et v un sommet de G.

Supposons que G — v admet une coloration utilisant o(G) > 3 couleurs avec les classes de couleurs

Sl""’ Sa)(G) , o les w(G) — couleurs sont présentes dans N(V).

Supposons qu’il existe trois couleurs distinctes i, j, k tel que le sous graphe H induit par

[SiuSjuSku{Vv}] ne contient pas de Ka.
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Ainsi, H est un graphe parfait sans K4, donc on peut appliquer I’algorithme de A. Tucker

[ 77 1 a H pour le colorer avec 3 couleurs, et en gardant les autres w(G) — 3 couleurs, on obtient

une ®(G) — coloration de G.
Définition 1.3.2.5

Si un sommet v a la propriété que pour toute coloration de G — v, il existe trois classes de

couleurs dont I’union avec v engendre un sous graphe sans K4 , on appelle le sommet v sommet de
Tucker.
Il est intéressant de trouver des classes de graphes admettant des sommet de Tucker.

Cette technique a été utilisée pour résoudre le probleme de la coloration optimale pour plusieurs
classes de graphes de Berge, on cite quelques-unes :

e Graphes Dégénéres de Berge [ 1,4 ];

e Graphes de Berge Faiblement Sans Diamant [ 2 ,4];

e Graphes de Berge de MAG [ 3,4 1;

e Graphes Quasi Localement Sans Patte [ 52 ];

e Graphes Quasi Localement Adjoint [ 42 ];

e Graphes Quasi Localement Quasi Adjoint [ 42 ];
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CHAPITRE 2

QUELQUES CLASSES DE GRAPHES PARFAITS

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, on va citer quelques classes de graphes parfaits, pour lesquelles le
probléme de la coloration optimale est résolu avec I’échange Trichromatique ( méthode proposée
par H. Ait Haddadéne et F. Maffray [ 1].

Nous nous intéressons dans le premier paragraphe aux graphes de Tucker.

2.2 Les graphes de Tucker

La nouvelle méthode de coloration des graphes parfaits, introduite par H.Ait Haddadéne et

F. Maffray[ 1,3 ], utilise I’algorithme de coloration de Tucker comme sous procedure.

Il est bien utile de présenter les résultats de Tucker relatifs a la coloration des graphes de Tucker.

On commence d’abord par le premier résultat concernant la coloration des graphes parfaits

sans diamant ( les graphes parfaits sans K, —¢e ).

2.2.1 Les Graphes Parfaits Sans K;—¢e

Pour la reconnaissance des graphes parfaits sans K,-¢,
un algorithme polynomial a été élaboré par J.Fonlupt et A. Zemirline [ 31 ],

en se basant sur les résultats suivants :
Figure 2.1 Ky-e
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Définition 2.2.1.1

Etant donné un graphe G =(V, E), soiente = xy € E et z € V\{x, y}. On dit que e est une
z- aréte si {X, y, z} induit un triangle dans G. On désigne par Gy, le sous-graphe induit par

I’ensemble des sommets V\{z} et I’ensemble d’arétes E(G\V -z) — {z- arétes}.

Théoréeme 2.2.1.1 Fonlupt et Zemirline [ 31 ]

Soit G = (V, E) un graphe parfait sans K4-e. Alors, I’une au moins des propriétés suivantes
est vérifiée :
(i) G est biparti ou G est le graphe adjoint d’un graphe biparti ;
(if) G admet une clique d’articulation ;
(iii) G admet un stable d’articulation de cardinalité deux ;

(iv) G admet un sommet z tel que Gy, n’est pas connexe.

Tucker [ 76 ] a pu établir a I’aide de la preuve constructive de la validité de la conjecture

des graphes parfaits pour cette classe, un algorithme polynomial en O(n3) pour la coloration

optimale de tout graphe parfait sans K;-e,

Théoréeme 2.2.1.2 A . Tucker [ 78]

Tout graphe sans trou et sans K;-e est parfait.

Algorithme de coloration des graphes parfaits sans K;-e

(0) Soit G = (V, E) un graphe de Berge sans Ks-e, avec |V |=n et o(G) = o, défini par sa matrice

d’adjacence sommet — sommet ;
(1) Déterminer la matrice d’incidence clique maximale — sommet de G ;
(2) Supprimer toutes les arétes de G n’appartenant pas a un triangle ;

(3) Déterminer un ordre d’élimination {v. VoV }des sommets de G tel que pouri=1,...,n,
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v; appartient a au plus deux cliqgues maximales dans le sous-graphe G; de G induit par

{vi,vi+l,...,vn};

(4) De maniere itérative, trouver une e - coloration de G; a partir d’une o - coloration de Gi+1’ en
effectuant un échange bichromatique ;

(5) Ajouter les arétes n’appartenant pas a un triangle ;

(6) Trouver une w - coloration du graphe initial G a partir de la » - coloration de Gl’ en effectuant

une série d’échanges bichromatiques ;

2.2.2 Les Graphes Parfaits Sans K4

Cette classe de graphes a été introduite par A. Tucker [ 73] en 1977.
Tucker a présenté une preuve constructive de la validité de la conjecture forte des graphes parfaits

pour cette classe de graphes, qui lui a permis d’établir un algorithme en O(n3) pour la coloration

optimale de cette classe aussi.

On donne quelques définitions introduites par A. Tucker .

Définition 2.2.2.1

Soit G = (V, E) un graphe.
- Une Kj- chaine joignant deux sommets distincts u et v dans G, est une séquence de triangles,

T1,Tp,...,Tptellequeu Tl’ Ve Tp etpouri=1,...,p-1, T et Ti+1ont une aréte en commun.

- Une K3- composante de G est un sous - graphe induit maximal dans lequel toute paire de

sommets est reliée par une K3- chaine.

- Une K3- contraction est I’opération qui consiste a contracter une paire de triangles TletT2
formant un K4 —e en un seul triangle, en contractant en un seul sommet les deux sommets non-

adjacents du K 4~ e ( les arétes reliant les sommets deT1 ouT2 aux autres sommets du

graphe sont préserveées).
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- Une K3- contraction itérative d’une K3- composante est le processus itératif qui consiste a

effectuer des K3- contractions dans cette composante jusqu'a I’obtention d’un unique triangle.

Théoreme 2.2.2.1 A.Tucker [ 79 ]

Soient G un graphe de Berge etG,le graphe obtenu a partir de G en supprimant toutes les
arétes n’appartenant pas a un triangle ( les 2 — cliques maximales). AlorsG,est de Berge. De plus,

a partir de toute k - coloration de G,, on peut obtenir en temps linéaire une k - coloration de G.

Théoréeme 2.2.2.2[ 79 ]

Soient G un graphe et u un sommet dans G tel que N[u] est un ensemble d’articulation. Si

les piéces Gl’GZ’“"GIO de G, relatives a N[u], admettent une o(G) — coloration et si tout sous —

graphe induit H de G avec o(H) = o(G) — 1 admet une w(H) — coloration, alors G admet une ®(G)

— coloration.

Théoréeme 2.2.2.3. [ 79]

Soit G un graphe de Berge avec o(G) = 3. Si H est une K3 - composante de G, alors H est

3 —colorable.

Théoreme 2.2.2.4. [ 79]

Soit G un graphe de Berge avec o(G) = 3, et soit G,le graphe obtenu a partir de G en

effectuant une Ks- contraction itérative. Alors, o(G,) = 3.

L algorithme de Tucker de la 3 — coloration d’un graphe de Berge G, avec ®(G) = 3, est
basé sur une procédure de réduction qui consiste a contracter un tel graphe en un graphe de Berge

sans K4 —e,G,, dont on connait un algorithme polynomial de coloration.
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Etant donné que o(G,) = 3 (theoreme2.2.2.4), il est possible d’obtenir une 3 — coloration

de G a partir d’une 3 - coloration de G, en inversant le processus de contraction.

La procédure de réduction est composée de deux étapes :
Une étape (A) qui consiste a effectuer une K3- contraction itérative et une étape (B) qui

consiste a éliminer les trous qui peuvent étre crées par le processus de contraction dans I’étape
(A).

Soit G un graphe de Berge connexe, tel que o(G) = 3.

Supposons que dans G, toute aréte appartient a un triangle.

Procédure de réduction

Répéter les deux étapes suivantes jusqu'a ce que le graphe de Berge G, avec o(G) = 3, soit

réduit en une collection de graphes de Berge sans K4 —-e:
(A) Effectuer une K3 - contraction itérative sur une certaine K3 - composante H de G.
(B) SoitG,le graphe réduit de G apres I’étape (A), et soit Ty = { X,,Y,,Z, } le triangle

obtenu de laK,- contraction itérative de H. Si pour un sommet de Ty, disons Xo, G, — N[ X, ]

n’est pas connexe, alors remplacer G, par ses pieces Gy, Gy, ,...,G,, relatives a N[xo].

Si dans I’une de ces piéces, un certainG, — N[Y,] (resp. Goi — N[Z,]) n’est pas connexe, alors

remplacer G,; par ses pieces relatives a N[Y,] (resp. N[Z,]).

Algorithme de coloration des graphes parfaits sans K4

Données : un graphe de Berge G, avec o(G) = 3, ne contenant pas de 2 — cliques maximales.
Résultat : Une coloration de G.
(1) Appliquer I’algorithme de coloration d’un graphe de Berge sans K, —epour la 3 -

coloration de la collection des graphes de Berge sans K4 — e obtenus par la procédure de réduction.
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(2) Reépéter les deux étapes suivantes, en inversant les étapes (A) et (B) dans la procédure de

réduction, jusqu'a I’obtention d’une 3-coloration du graphe initial G :

(2.1) Trouver une 3 — coloration du graphe G,a partir de la 3-coloration de ses piéces.

(2.2) Inverser la Ks- contraction itérative dans la K5 - composante H, en affectant la méme

couleur aux sommets contractés en un sommet de Ty.

Théoréme 2.2.2.5 (théoréme de réduction) A.Tucker [ 79 ]

(1) Soit G un graphe de Berge avec o(G) = 3. A chaque itération de la procédure de

réduction, G est contracté et décomposé en une collection de graphes de Berge G; avec

o(Gj) = 3. Lorsque la procédure est terminée, les graphes G; sont sans K4 —-e.

(if) G admet une 3-coloration si et seulement si G; admet une 3-coloration.

Algorithme de coloration des graphes de Tucker

Entrées : matrice d'incidence clique- sommets d'un graphe parfait sans diamant
G=(V,E) avec |V|=n, o(G) =o.
Sortie : Une - coloration de G.

Complexité : O(wn?)

(1) Supprimer toutes les 2-cliques maximales de G
(2) Déterminer un ordreyv. Vo1V des sommets de G tel que pour i=1,...,n v; appartient a au plus

deux cliques maximales dans le sous — graphe G; induit par les sommets{y; ,vi+1,..,vn} ;

(3) De maniére itérative, trouver une ®- coloration deG en effectuant un échange

i+1’
bichromatique;
(4) Trouver une - coloration du graphe initial G a partir de la «- coloration deG;, en effectuant

une série d'échanges bichromatiques ;
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2.3 Les graphes de Berge Dégénérés

On s’intéresse dans cette partie, a une classe de graphe introduite par H. Ait Haddadene en

collaboration avec F. Maffray en 1996[1,4].

Utilisant la nouvelle technique de coloration dite échange trichromatique, H. Ait
Haddadeéne et F. Maffray en 1996, on pu Vérifier la conjecture forte des graphes parfaits pour cette
classe de graphe a partir d’un résultat positif concernant le probléeme de la coloration optimale
pour cette classe de graphes.

Définition 2.3.1 H. Ait Haddadéne et F . Maffray [1,4]

Un sommet v dans un graphe G est dit dégénéré si le degré du sommet v dans G est
inférieur ou égal ®(G)+1.

Définition 2.3.2 H. Ait Haddadene et F . Maffray [1,4]

Un graphe G est dit dégénéré, si tout sous graphe induit H de G contient un sommet
dégénére.

Tout graphe de Berge dégénéré admet un ordre d’élimination dégénére.

L’existence de I’ordre d’élimination dégénéré d’un graphe de Berge dégénéré n’implique pas la

reconnaissance des graphes de Berge dégénérés. Ce probléme reste ouvert jusqu'a aujourd’hui.

Théoreme 2.3.1 H. Ait Haddadéne et F . Maffray [1,4]

Tout graphe dégénéré de Berge est parfait.

Théoreme 2.3.2 H. Ait Haddadéne et F . Maffray [1,4]

Soit G un graphe de Berge dégénéré et v un sommet degénéré. Alors, a partir de toute

®(G) — coloration de G—v, on peut obtenir en temps polynomial une o(G) — coloration de G.
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Algorithme de coloration des graphes Dégénérés

Pour la description de I’algorithme de coloration des graphes de Berges dégénérés, on
utilise I’ordre d’élimination dégénéreé et la méthode du théoreme 2.3.2.

Pour o fixé, si G est un graphe de berge dégénéré a n sommets et ®(G) = w, alors il est
possible de déterminer I’ordre d’élimination dégénéré en temps polynomial en examinant — les
sous — graphes d’ordre au plus o et en cherchant le sommet v dégéneré.

Ensuite, on colorie le graphe G, , et itérativement on détermine la coloration optimale du
graphe G;.1 a partir de celle de Gj, en utilisant la méthode du théoréme 2.3.2.

Algorithme. CDG

Données : G parfait dégénéré, o(G)
Résultats : Coloration optimale CDG
Début
G Berge dégénéré, o = o (G) fixé
Déterminer I’ordre d’élimination dégénéré
Pour i=1,.....n faire
Début

Appliquer la procedure PAM au graphe G, _; 4

Fin Début
Fin Pour

Fin début
Fin Algorithme. CDG.

PAM: La procédure qui utilise I’algorithme de A.Tucker [ 79], permettant I’extension de la

3 —coloration de GjaGj_1.

CDG: La coloration optimale cherchée.
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Pour le calcul de la taille de la cligue maximum de ces graphes en temps polynomial, on

propose I’algorithme suivant :

Algorithme pour le calcul de la taille de la clique maximum d’un graphe dégenéré

Algorithme

Données : G =(V, E) Dégénéré;
Résultats : o(G);
Début

G Berge dégénéré,
Déterminer I’ordre d’élimination standard

Début
0)( Gn ) =1

Pour i=1,....... n-1 faire

Appliquer la formule suivante

o(G;) : = max {o(G; [N(v ))+L, o(G;, )},

Fin Pour
Fin début

Fin début

Fin algorithme

Théoreme 2.3.3 Ait Haddadéne and al [ 5]

Si G est un graphe Dégénéré, alors o(G) est calculable en O(n3)

Théoreme 2.3.4 Ait Haddadéne and al [ 5]

Tout graphe parfait Dégénéré est colorable par un algorithme en O(n5 ).
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2.4 Les Graphes de Berge Faiblement Sans Diamant

Cette classe de graphes a été introduite par H. Ait Haddadéne et S. Gravier [ 2,4 ].

Ils ont démontrés pour cette classe la conjecture forte des graphes parfaits. Ils ont proposés un

algorithme combinatoire de coloration de ces graphes.

Cette classe contient d’importantes classes de graphes parfaits : Les graphes Triangulés,

Les graphes Adjoints de Berge et les graphes de Berge Sans Diamant.

Définition 2.4.1[ 2,4 ]
Un sommet v dans un graphe G, est dit Faiblement Sans Diamant (ou FSD) si le degré du
sommet v dans G est inférieur ou égal a 2w(G) — 1 et si le sous graphe induit G[ N(v)]est sans

diamant.

Définition 2.4.1[ 2,4 ]
Un graphe G, est dit Faiblement Sans Diamant (ou FSD) si tout sous graphe induit H de G

contient un sommet v Faiblement Sans Diamant.

La reconnaissance des graphes parfaits Faiblement Sans diamant demeure ouverte.

En utilisant la nouvelle méthode de coloration «échange Trichromatique »,
H. Ait Haddadene et S. Gravier [ 2 ] ont donnés une réponse positive pour le probleme de la

coloration de cette classe de graphes.

Théoréeme 2.4.1 H. Ait Haddadene, S. Gravier [ 2,4 ]

Tout graphe de Berge Faiblement Sans Diamant est parfait.

Théoreme 2.4.2 H. Ait Haddadéne S. Gravier [ 2,4 ]

Soit G un graphe de Berge Faiblement sans Diamant et v un sommet Faiblement sans
Diamant. Alors, a partir de toute o(G) — coloration de G-v, on peut obtenir en temps polynomial

une o(G) — coloration de G.
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Algorithme de coloration des graphes de Berge Faiblement Sans Diamant

D’abord on doit déterminer I’ordre d’élimination Faiblement Sans Diamant :

Tout graphe de Berge faiblement sans diamant admet un ordre de ses sommets

V1,V2,...Vj,...,Vn appelé ordre d’élimination FSD, avecv; est un sommet FSD dans le sous — graphe
G; induit par {v; Vit Vn }; on peut déterminer cet ordre en temps polynomial.

On prend le sommet v;j de degré minimum parmi tous les sommets de G; tel que G;
[N(v)]est sans diamant.
Ensuite, pour tout i = 1,...,n, on calcule (G;).

Enfin, on cherche le triplet manquant par examen de tous les triplets apparaissant dans le

voisinage d'un sommet FSD; en utilisant lI'algorithme séquentiel décrit dans le paragraphe 2.2.3,

on obtient séquentiellement une w(G) — coloration d'un graphe de Berge faiblement sans diamant
en temps O( n6).

Algorithme CFSD

Données : G graphe de Berge faiblement sans diamant
Résultats : Coloration optimale CFSD
Début

G Berge faiblement sans diamant
Déterminer I’ordre d’élimination faiblement sans diamant
Pour i=1,...... n faire
Début

Appliquer la procédure PAG au graphe Gp_j+1

Fin Début
Fin Pour
Fin début
Fin Algorithme. CFSD.
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Nous désignons par :

PAG: La procédure décrivant la méthode séquentielle utilisant I'algorithme de Tucker [ 77 ]

permettant I'extension de la 3 — coloration de G; a Gi_1-

CFSD : La coloration optimale cherchée.

2.5 Les graphes de Berge Quasi — Localement Quasi — Adjoint

Cette classe de graphes a été introduite par H. Ait Haddadéne et H. Hamadi [ 42 ], qui est

une extension de la classe des graphes Quasi — Adjoints.

Ils ont donné un théoreme de coloration pour un graphe parfait de cette classe, vérifier

ensuite pour cette classe la conjecture forte des graphes parfaits et obtenu a la fin un algorithme

combinatoire de coloration de ces graphes.

Définition 2.5.1[42]

Un graphe G est dit Quasi — Localement Quasi — Adjoint ( QLQA ), si pour tout sous
graphe induit H de G ,H admet un sommet dont le voisinage peut étre partitionné en au plus deux

cliques .

Théoreme 2.5.1 [42]

La conjecture forte des graphes parfaits est vraie pour la classe des graphes Quasi
Localement Quasi - Adjoints.

Théoreéme 2.5.2 [42]

Soit G un graphe parfait Quasi Localement Quasi — Adjoint et v un sommet de G.
Alors, a partir de toute o(G) — coloration de G — v on peut obtenir en temps polynomial une

®(G) — coloration de G .
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Algorithme de coloration des graphes de Berge Quasi — Localement Quasi — Adjoint

A chaque étape i, on doit chercher le sommetyv; dont le voisinage admet une partition en au
plus deux cliques, dans le sous grapheG; induit par les sommets v VeV - On répéte cette

procédure pour G - vj, et ainsi de suite.
On obtient & la fin un ordre d’élimination Vq:Vg,ey Vi des sommets de G.

Alors on peut colorierGy,, et itérativement on trouve une coloration optimale deG; 4 a

partir de la coloration optimale de G;, en utilisant la méthode du théoreme 2.5.2 [ 42 ].
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CHAPITRE 3

CARACTERISATION PARTIELLE DES

SOMMETS DE TUCKER
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CHAPITRE 3

CARACTERISATION PARTIELLE DES SOMMETS DE TUCKER

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre, est de donner un apercu sur les sommets de Tucker. A ce titre, nous

citons quelques classes de graphes admettant des sommets de Tucker.

Nous proposons une caractérisation partielle des sommets de Tucker, concernant leurs

existence dans un graphe parfait. Ce résultats a été obtenu, aprés une étude faite sur certaines
P P . L -
graphes de classe G , avec G = {G graphe de Berge, ou tout sous graphes induit H contient un

sommet v vérifiant la propriété P}, ou P est I’une des propriétés suivantes :

P Dégenéré, P Faiblement sans diamant, P de MAG, quasi — localement sans patte.

Il est intéressant de caractériser la classe des graphes, ou tout sous — graphe induit contient
. T .
un sommet de Tucker, cette classe de graphe est notée par G ', cette classe contient les graphes de

Berge Dégénéré, les graphes de Berge Faiblement sans diamant, les graphes de MAG, les graphes
de Berge Quasi — localement sans patte, les graphes de Berge Faiblement sans diamant* et les

graphes de Berge Quasi — localement quasi — adjoint.

3.2 Définition d’un sommet de Tucker [4]

Soit G = (V, E) un graphe.

v est dit sommet de Tucker s’il vérifie la propriété suivante : pour toute o(G) — coloration
de G - v, il existe trois couleurs distinctes i, j et k €{1,2,..., o(G)}telles que le sous graphe

G[S;uS; uSk w{V}] est sans K4, (avecS;,S;etS étant respectivement les stables de couleurs

j %k
i, j et k).
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3.3 Quelques classes de graphes admettant des sommets de Tucker

3.3.2 Les graphes de Berges Dégénéré [ 1, 4]

On a introduit la définition de cette classe de graphes dans le chapitre 2.

D’apreés le théoréme 2.3.2, on peut obtenir en temps polynomial une o(G) — coloration de G, a

partir d’une o(G) — coloration de G — v, avec v sommet dégénére dans G.
La preuve de ce théoréme est basée sur le théoreme2.2.2.3 et le lemme suivant.

On note I’ensemble N[v] des voisins de v dans G par N.

Lemme 3.3.1 H. Ait Haddadéne, F. Maffray [ 1, 4]

S'il existe un ensemble S N tel que:
(i lce)l =3;
(if) G(S) ne contient pas de triangle ;
(lii)C(N-S)nC(S) = &;

Alors, on peut obtenir une o - coloration de G en temps polynomial.
Notons que les conjonctions (i) et (ii) sont équivalentes a dire que S= NN ¢c ! ({i, j, k}) pour tout

triplet { i, j, k} d’entiers distincts dans {1, 2, .., ®}.

Un ensemble S satisfaisant les hypotheses de ce lemme sera dit bon.

L’existence de tel ensemble dans le voisinage d’un sommet v dégénéré, implique
I’existence d’un triplet de couleurs i, j et k € {1, 2, .., p} distinctes, tel que le sous graphe induit

par [SiU Sj,uSK{V}] est un graphe de Berge sans Ky,

Ainsi, tout sommet dégénére est un sommet de Tucker.

3.3.2 Les graphes de Berges faiblement sans diamant [ 2, 4 ]

On a introduit la définition de cette classe de graphes dans le chapitre 2.

D’apres le théoreme 2.4.2, on peut obtenir en temps polynomial une o(G) — coloration de

G, a partir d’une (G) — coloration de G — v, avec v sommet faiblement sans diamant dans G.

La preuve de ce théoréme est basée sur le théoreme2.2.2.3 et le lemme suivant :
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Lemme 3.3.2
Soit H = (V, E) un graphe sans diamant avec o(H) < p-1(p >4).

S’il existe une p — coloration de H tel que tous les triplets apparaissent dans H, alors IV |> 2p- 1.

A partir de ce lemme, si v est un sommet faiblement sans diamant dans un graphe G, et H
le sous graphe induit par les voisins de v, donc H vérifie les hypothéses du lemme 3.3.2, alors le

degré de v dans G est supérieur strictement a 2p — 1.

L’existence de tout les triplets contredit le fait que le degré de v soit infeérieur ou
égal a 2p — 1. Alors, il existe un triplet de couleurs i, j et k € {1, 2, .., p} distinctes,

tel que le sous graphe induit par [SiU Sj,USKU{V}] est un graphe de Berge sans Ky,

Ainsi, tout sommet faiblement sans diamant est un sommet de Tucker

3.3.3 Les graphes de MAG [ 3,4 ]
Cette classe de graphes a été introduite par H. Ait Haddadéne, F. Maffray, S .Gravier [3,4].

Considerons la propreté (P) suivante :

L’union de quatre K4 contenant un sommet v donné contient un Ks.

De maniére similaire on peut dire que le voisinage de v a la propriété (P,4) : toute union de quatre

triangles contient un K4,

Définition 3.3.3.1 [3, 4]

Un sommet v dans un graphe G, est dit sommet de MAG s’il vérifie la propriéteé (Py).

Définition 3.3.3.1 [3, 4]

Un graphe G est dit de MAG, si tout sous graphe induit H de G contient un sommet de
MAG.

Si G est un graphe de MAG, et v un sommet de MAG dans G, alors pour toute o — coloration de

G — v, on peut obtenir en temps polynomial une » - coloration de G, basée sur le résultat suivant :
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Lemme 3.3.3
Soit H un graphe ayant la propriété (P4), et (H) > 2.

Pour toute p — coloration de H avec w(H) < p, il existe trois couleurs distinctes i, j et k qui

n’induisent pas de triplet {i, j, k}dans H.

A partir de ce lemme 3.3.3, si v est un sommet de MAG dans G, et H le sous graphe induit par les

voisins de v, avec H Vérifie la propriété (P4), alors H vérifie les hypothéses du lemme 3.3.3.

Ainsi, il existe un triplet de couleurs i, j et k € {1, 2, .., p}distinctes, tel que le sous
graphe induit par [SjU Sj,USkU{V}] est un graphe de Berge sans Ky,

Ainsi, tout sommet de MAG est un sommet de Tucker

3.3.4 Les graphes Quasi — Localement Pg [56]
C’est une sous — classe des graphes Quasi — Localement sans patte (QLP), introduite par

H. Ait. Haddadene et M. Mechebbek [56].

Nous donnons ici la définissons des graphes QLPy :

Définition 3.3.4.1[ 56 ]
Un sommet v dans un graphe G, est dit sommet QLPg , si G[N(v)] et sans patte et admet au

plus une composante multiparti — complet.

Définition 3.3.4.2 [ 56 ]

Un graphe G est dit QLPy, si tout sous graphe induit H de G contient un sommet QLPy.

Si G est un graphe QLPg, et v un sommet QLPydans G, alors pour toute m — coloration de
G - v, on peut obtenir en temps polynomial une w - coloration de G,
On peut montrer qu’il existe un triplet de couleurs i, j et k {1, 2, .., p}distinctes, dans

le sous — graphe induit par les voisins de v, tel que le sous graphe induit par [SjU Sj,USkU{V}]
est un graphe de Berge sans Ky

Ainsi, tout sommet QLP, est un sommet de Tucker.
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3.4 Caractérisation partielle des sommets de Tucker

Nous démontrons ci — aprés une caractérisation partielle des sommets de Tucker.
Que nous présentons sous formes de deux lemmes, le lemme 3.4.1 et le lemme 3.4.2

Lemme 34.1
Soit v un sommet de Tucker, H le sous graphe induit par les voisins de v, avec

oH)<p-1(p=>4). SoitSl, 2,...,8 punep - coloration de H, alors le nombre de triplets {i, j, k}

avec i, j etke{l, 2, ...,p}existant dans H ne dépasse pas %(p -3 ) p2 +2).

Preuve du Lemme 3.4.1

Soit v un sommet de Tucker, et H un sous graphe satisfaisant les hypotheses du lemme
3.4.1.

Pour une p — coloration de H, Le nombre de triplets possible qu’on peut former d’un

ensemble & p éléments {1, .., p} est égal a C% = %( p3— 3 p2 +2p).

Comme v est sommet de Tucker, alors il existe trois couleurs distinctes i, j et

k {1, 2, ..., p Helles que le sous graphe H[SiquuSk w{Vv}]est sansK4, c’est a

direS; qu uSk n’induit pas un triangle{i, j, k} dans H.

Ainsi le nombre de triplets {i, j, k}(avec i, j et ke{l, 2, ...,p}) existants dans H est borné

par le nombre de triplets possible .

D’ou le nombre de triplets existant est inférieur strictement au nombre de triplets possible.

Si on pose :
Tri* comme étant le nombre de triplets existants dans H,
Tri comme étant le nombre de triplets possibles dans H, on obtient :
Tri* < Tri.

Tri* < Tri—1. (v est un sommet de Tucker)
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Tri* < %( p3— 3 p2 +2p) - 1.

Tri* < %(p—B)(pZ +2). vp>3.

Remarque 3.4.1

Le nombre de triangles existant dans le voisinage d’un sommet v de Tucker est inférieur ou égal

au nombre de triplets existant multiplié par une certaine fonction F, .

Fn est une fonction qui dépend de I’ordre de multiplicité de chaque triplet, elle varie d’un triple a

un autre. Avec n c’est I’indice du éniéme triplet.

Dans le cas ou I’ordre de multiplicité serait égal a 1 pour chaque triplet, on a le résultat suivant :

Lemme 3.4.2

Soit v un sommet et soit H = (V, E) le sous graphe induit par les voisins de v, avec
oH)<p-1(p=>4).

Si le nombre de triangles existants dans H est inférieur ou égal %(p -3 ) p2 +2) pour toutes

p — coloration de H, alors v est un sommet de Tucker .
Preuve du Lemme 3.4.2

Soient v un sommet et H un graphe qui vérifie les hypothéses du lemme 3.4.2.
On suppose que v n’est pas un sommet de Tucker.

Ce qui veut dire : il existe une p — coloration de G — v, Vi, j et k trois couleurs distinctes €{1,.., p},

le sous graphe H [S;US juSk W{v}] (avec §;,S J-etSk étant respectivement les stables de

couleurs i, j et k) induit un K4 : (1)

Ainsi, le sous graphe H [S; qu uSk] induit un triangle{i, j, k} dans H.
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D’apres (1) : tout les triplets de couleurs i, j et k € {1, .., p} existent dans H.

De ce fait le nombre de triplets possibles est égal a exactement %( p3— 3 p2 +2p), qui est

supérieur strictement a % (p-3)( p2 +2) .

Donc le nombre de triangles existant dans H est aussi, supérieur strictement a 5 (pP-3)( p2 +2).

Ce qui contredit les hypothéses du Lemme 3.4.2.

Conséquence 3.4.1

D’apres le Lemme 3.4.1 et le Lemme 3.4.2 : si v est un sommet de G, tel que le nombre de triplets

Existants dans le sous graphe induit par les voisins de v, G[N(v)] est égal au nombre de triangles
existants dans G[N(v)], alors v est un sommet de Tucker.
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CHAPITRE 4

LES GRAPHES QUASI - LOCALEMENT P*(w)
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CHAPITRE 4
LES GRAPHES QUASI - LOCALEMENT P*(w)

4.1 Introduction

Comme conséquence de la nouvelle caractérisation partielle des sommets de Tucker,
introduite dans le chapitre précédant, on a introduit dans cette partie une nouvelle classe de

graphes appelée graphe Quasi — Localement P*(w), qu’on symbolise par QLP*.

Nous utilisons la nouvelle méthode de coloration « échange Trichromatique » pour colorer
cette nouvelle classe. D’abord nous donnons quelques définitions, ensuite un théoréme de
coloration et nous proposons un algorithme séquentiel polynomial pour la coloration optimale des
graphes parfaits de cette classe.

Comme conséquence de ces résultats, nous donnons une preuve de type algorithmique de
la validité de la conjecture forte des graphes parfaits pour cette classe de graphes.

Enfin, nous proposons un algorithme polynomial pour la reconnaissance de cette classe de

graphes, ainsi qu’un algorithme polynomial pour la clique maximum.

Définition 4.1.1

Un sommet v d’un graphe G est dit Quasi — Localement P*(w), si dans le sous graphe

induit par les voisins de v, le nombre de triangles est inférieur ou égal a P*(w), avec

P*(w) = %(@(G) _3)(w?(G) +2) ¥ o(G) >3.
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Définition 4.1.2

Un graphe G est dit Quasi — Localement P*(w) si tout sous graphe induit H de G contient

un sommet Quasi — Localement P*(w).

Remarque 4.1.1
D’apreés le chapitre précédent :

Le nombre de triangles existant dans le voisinage d’un sommet v de Tucker est inférieur ou égal

au nombre de triplets existant multiplié par une certaine fonction F, .

Dans le cas ou I’ordre de multiplicité serait égal a 1 pour chaque triplet et d’aprés la

définition 4.1.1, le sommet v est dit Quasi — Localement P*(w).

Lemme 4.1.1

Soit H un graphe, avec ® (H) < ® -1 (® > 4 ). Si pour toute ® — coloration de H, le
nombre de triangles existants Tri** {i, j, k} (i, j et ke{1, 2,..., o} est inférieur ou égal a P*(w),

avec

P*(0) = 1/6( o - 3)( @2+ 2); V © >3.

Alors, nous pouvons toujours trouver trois couleurs distinctes i, j, k €{1, 2,..., ®} qui

n’induisent pas de triangle {i, j, k}dans H.

Preuve du lemme 4.1.1

Soit H = (V, E) un graphe qui vérifie les hypothéses du lemme 4.1.1.

Soit Sl’ SZ,...,Swune o — coloration de H.

Nous supposons que tout les triplets {i, j, k}e{1, 2,..., o}apparaissent dans H.

Ainsi le nombre de triplets {i, j, k} possible dans H est égal exactement a

Cz) = %(w?’— 302 +2m), qui est supérieur strictement a %( o - 3)( i 2).
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Par conséquent, le nombre de triangle {i, j, k} existant dans H est supérieur strictement

a %( o - 3)( a)2+ 2). Ceci contredit les hypotheses du lemme 4.1.1.

4.2 La coloration d’un graphe parfait Quasi — Localement P*(®)

Dans le paragraphe suivant, nous montrons qu’il est possible de colorer tout graphe de

Berge Quasi — Localement P*(w), utilisant la technique de I’échange Trichromatique.

Théoréme 4.2.1

Soit G = (V, E) un graphe de Berge Quasi — Localement P*(w) et v un sommet Quasi —
Localement P*(w) de G. Pour toute o(G) — coloration de G — v, on peut obtenir en temps

polynomial une o(G) — coloration de G.

Pour la preuve de ce théoréme, nous utilisons le lemme 3.3.1.et le théoreme de A . Tucker
[79].

Théoreme 4.2.2 A. Tucker [ 79]

Il existe un algorithme combinatoire de coloration des graphes parfaits sans K, opérant en

temps polynomial.

Preuve du Théoréme 4.2.1

Soit G = (V, E) un graphe vérifiant les hypothéses du théoréme.
Nous simplifions en écrivant o pour désigner o(G).
Comme nous supposons que o >3 sinon, par le théoréeme de A.Tucker [ 74 ], on a le résultat.

Soit C une o — coloration de G — v, on suppose que les » — couleurs sont présentes dans

N(V), sinon on attribue une des couleurs manquantes au sommet v.
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Appliquons le lemme 4.1.1 avec H = N(v). Alors il existe trois couleurs i, j et

k €{1,.., o} telles qu’il n’existe pas de triangle {i, j, k}dans N(v).

D’apreés le lemme 3.3.1 I’ensemble S = {S; ,Sj ,Sk }est un ensemble bon.

Ainsi le sous graphe induit par v et les sommets coloriés en i, j et k est un graphe de Berge

sans K4.

Alors G[SiquuSk W{V}] est sans K4(Si,Sj et Sk étant respectivement les stables de

couleurs i, j, k).

Par conséquent, on peut obtenir en temps polynomial une 3 — coloration du sous graphe

G[S;u Sj ) Sk w{V}], avec les couleurs i, j et k, en appliquons I’algorithme de 3 — coloration de

A. Tucker[79 ].

4.3 Algorithme polynomial de coloration des graphes de Berge Quasi —

Localement P*(w)

La preuve du théoreme précedent, nous a permis de proposer a un algorithme combinatoire
polynomial pour la coloration optimale de tout graphe G = ( V, E ) de Berge Quasi — Localement

P*(w) possédant n sommets avec o(G) > 3.

Pour cela:

En détermine d’abord la taille de la clique maximum de G, o(G) :

On définit I’ordre d’élimination standard des sommets de G v.

l,V2,..,Vi -4V, NOUS utilisons

apres la formule récurrente :
o( Gj) = Max{ o (Gi (N[vi])) +1, © (Gi+1) }-

Ensuite on détermine I’ordre d’élimination Quasi — Localement P*(w):

SUR UNE METHODE DE COLORATION DE GRAPHES PARFAITS page 58



CHAPITRE 4: LES GRAPHES QUASI - LOCALEMENT P*(w)

On prend le sommety; de degré minimum parmi tous les sommes de G; (G; étant le sous graphe
induit par { vi, Vi+1, ..., Vo })tel que dans G; [N(v;)] le nombre de triangles est inférieure ou égale a
P*(w), avec P*(w) =% (o(G) - 3)(a>2 (G) +2) V o(G) 3.

On répéte cette procédure pour G; - vj, et ainsi de suite. A la fin on obtient un ordre d’élimination

Quasi — Localement P*(w), v Voo ViV des sommets de G.

Alors on peut colorier Gy trivialement, et itérativement on trouve une coloration optimale

de Gi_la partir de la coloration optimale de G;, en utilisant la méthode du théoreme 4.2.1.

L algorithme séquentiel, que nous proposons est décrit comme suit :

Algorithme 4.3.1

Donnée : Un graphe de Berge Quasi — Localement P*(w), avec| V| =n;

Résultats : Une Coloration Optimale de G ;

ETAPE1:

Déterminer un ordre d’élimination standard [v. VoV ...,V ] des sommets de G.

Pour i décroissant de n — 1 jusqu’a 1, déterminer la valeur de o(G;) a partir de la formule

suivantes : oa(Gi) = Max{ ® (Gi (N[vi D)+, © (Gi+1) }.

ETAPE 2:

Déterminer un ordre d’élimination Quasi — Localement P*(w), [V. ,v2,..,vi,..,vn]des sommets

de G, tel que pour tout i € {1, 2, ..., n}le nombre de triangles existant Tri** dans G; [N(v;)]
est inférieur ou égale a P*(w), avec P*(w) = %(m(G) - 3)((02 (G) +2) vV o(G) >3.

G; etant le sous — graphe induit par les sommets [v; ViV ].
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ETAPE 3 :
Pour i décroissant de n — 1 jusqu’a 1, trouver une coloration optimale deG;a partir d’une

coloration optimale deG en partant d’une coloration triviale deGp et en appliquant la

i+

procédure du théoreme 4.2.1.

Complexité de I’algorithme de coloration

e Le nombre d’itérations est en O(n), car | V(G) | =n.

e Dans I’étape 1, le calcule de o(G) peut se faire en O( n3), dans le cas ou il n’est pas donné.

e Dans I’étape 3, I’extension de la coloration optimale de Gi+1a G; nécessite au plus O(n3)
opération.

e Pour I’étape 2, dans le paragraphe 4.5 nous allons décrire un algorithme polynomiale d’une

complexité O(n5) pour la détermination de I’ordre d’élimination Quasi — Localement P*(w).

Ainsi la complexité totale de I’algorithme de coloration d’un graphe parfaits Quasi —
Localement P*(w) est O(n4), quand I’ordre d’élimination approprié des sommets est donné, et

elle est de O(n5) si I’ordre d’élimination approprié des sommets n’est pas donné.

4.4 Validité de la conjecture forte des graphes parfaits pour les graphes

Quasi — Localement P*(w)

Dans ce paragraphe, nous établissons, la validité de la conjecture forte des graphes parfaits

pour la classe des graphes Quasi — Localement P*(w), comme conséquence directe du

théoréme 4.2.1.

Théoréme 4.4.1

La conjecture forte des graphes parfaits est vraie pour la classe des graphes Quasi -

Localement P*(w).
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Preuve du Théoréme 4.4.1

La preuve est immédiate d’apres le theoreme 4.2.1.

4.5 Reconnaissance des graphes Quasi — Localement P*(w)

Dans cette partie, nous déduisons a I’aide d’une caractérisation des graphes quasi
localement P*(w), un algorithme polynomial pour la reconnaissance d’un graphe Quasi —

Localement P*(w).

Définition 4.5.1

Un ordre d’élimination Quasi — Localement P*(®), d’un graphe G = (V, E), est un ordre

des sommets de graphe {Vv. Voo Vinee Vi }, tel que v; est un sommet Quasi — Localement P*(c)

dans le sous graphe induit par les sommets {v;, ViigrVn }.

Théoréme 4.5.1

Un graphe est Quasi — Localement P*(w), si et seulement si, il admet un ordre
d’élimination

Quasi — Localement P*(w) de ses sommets.

Preuve du Théoréme 4.5.1

La condition nécessaire est claire, puisque G est Quasi — Localement P*(w), il admet un
ordre d’élimination Quasi — Localement P*(w), pour cela il suffit d’éliminer a chaque étape le
sommet Quasi — Localement P*(w) parmi les sommets existants, jusqu’a éliminer tous les

sommets.
Pour la condition suffisante : On démontre par I’absurde.
Soit G =(V, E) un graphe. Supposons que {V. Vor Vi }est un ordre élimination Quasi —

Localement P*(w) des sommets de G.
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Et supposons aussi que G n’est pas Quasi — Localement P*(w).

C’est a dire : il existe un sous graphe H induit de G tel que, pour tout sommet v de H, dans

H[N(Vv)] le nombre de triangle est supérieur strictement a %(m(G) - 3)((02 (G)+2).

Soit {Vi, Vi+1,...,Vk} < V I’ensemble des sommets de H avec k <n.
Soit v; le premier sommet de H dans I’ordre d’élimination donné{vy, v»,...,vo}des sommets de G.
Il est bien claire que le sous — graphe H, est un sous — graphe de G;j, avec Gj = G[Vj, Vi+1,..-,Vk].

Ainsi, nous pouvons dire que le sous graphe induit par les voisins de v; dans H est inclus

dans le sous — graphe induit par les voisins de v; dans G;.

Comme le nombre de triangles dans H[N(v;)] est supérieure strictement a P*(w), alors le

nombre de triangles dans G;i[N(v;j)] I’est aussi.

Ainsi, le sommet v; n’est pas un sommet Quasi — Localement P*(w) dans G;, contradiction

avec G admet un ordre d’élimination Quasi — Localement P*(®) de ses sommets.

Dans ce qui suit, nous proposons un algorithme combinatoire en temps polynomial, pour la
reconnaissance des graphes Quasi — Localement P*(w), caractériser par I’ordre d’élimination

Quasi — Localement P*(w) d’un graphe de Berge.

En effet, il suffit pour cela de déterminer pour tout i €{1, 2, ..., n}, un sommet vi de Gi tel

que dans Gi[N(vi)] le nombre de triangles existant est inférieur ou égale a P*(w), avec

2
P*(®) =1/6 (o(G) - 3)(? (G) +2) vV ®(G) =3.
Ce qui est possible en temps polynomial étant donné que, pour un sous graphe simple le nombre

de triangles est calculable en O(n3).

Si pour un certain Gj, vj n’existe pas alors le graphe G n’est pas un graphe Quasi — Localement

P*(w), sinon on obtient un ordre d’élimination Quasi — Localement P*(w), [V ,v2,...,vn], des
sommets de G.

L algorithme séquentiel, que nous proposons est le suivant :
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Algorithme de reconnaissance des graphes de Berge Quasi — Localement P*(®)

Algorithme

un graphe G = (V, E) de Berge, un ordre standard,;

Entrée : < o fixée; Tri**(v) est le nombre de triangles existants dans le voisinage de v ;
A matrice d’incidence sommets arétes;

GQLP*(®) : { Oui, Non };
Sortie : Ordre () : { vecteur de I’ordre d’élimination QLP*(w) des sommets de G,
s’il existe }
Début
=L PHo) = (0(0) - (0P (8) + 2
Glz G; {V1: vV}
GQLP*(®) : = * Oui 7;
Répeter : {G; }

v:=vg'); Trouver:=*Faux’; [V;l=k; j:=1;

Répéter

Tri**(v) = calcule (v, G;);

Si Tri**(v) < P*(w) alors Trouver : = “ Vraie ’
Sinonj:=j+1,;

Jusqu’a (Trouver : = “ Vraie > )ou (j > k);

Si Trouver : = “ Faux ’ alors GQLP*(®) : = “ Non’
Sinon Vi+1 = V;H{v}; Ordre (v):=i;
ir=i+1;
in Si

Jusqu’a (i>n)ou(GQLP*(w):="Non"*);

Fin Début
Fin algorithme
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Complexité de I’algorithme de reconnaissance
o Le nombre d’itérations est en O(n), car | V(G) | =n.

e Dans la iéeme étape de I’algorithme, soit on a le nombre de triangles existants dans le voisinage

de v < P*w) = %(m(G) - 3)(a)2(G) + 2) qu’on peut vérifier en O(n3), soit on passe a un

autre sommet de G; . Cette étape s’effectue en O( n4)

Donc la complexité totale de I’algorithme de reconnaissance des graphes de Berge Quasi —

Localement P*(w) est O( n® ).

e Le calcule de ®(G) peut se faire en O(n3), dans le cas ou il n’est pas donné ( voir le

paragraphe suivant ).

4.6 Détermination de la taille maximale d’une clique dans un graphe de Berge

Quasi — Localement P*(w)

Il est possible de déterminer en temps polynomial, la taille maximale d’une clique dans un

graphe de Berge Quasi — Localement P*(w).

Etant donné un ordre d’élimination standard de G, [v. ,v2,..,vi,..,vn], la valeur de o(G) peut
s’obtenir, de maniére itérative, on appliquant la formule suivante :

o(G;) = Max {o(G; IN(v )D+1, o(G; 1)} i=1,2,...0-1.
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Algorithme combinatoire pour le calcule de la taille maximale d’une clique dans un graphe
de Berge QLP*(w)

Algorithme de la clique maximum

Données : G =(V, E);
Résultats : o(G);
Début
G Berge
Déterminer I’ordre d’élimination standard
Début
o(Gp))=1
Pour i=1,...... n-1 faire
Appliquer la formule suivante
o(Gi) : = MAX {o( Gi) [N(vi))D+1, o( Gix) )},
Fin Pour
Fin début
Fin début

Fin algorithme

Théoréme 4.6.1

Si G est un graphe Quasi — Localement P*(w), alors o(G) est calculable en O( n3).
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CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons introduit une caractérisation partielle des sommets de Tucker.

. , . - . P
Comme conséquence d’une étude faite sur certaines classes de graphes G :

G = {G graphe de Berge, ou tout sous — graphe induit H de G, contient un sommet v
veérifiant la propriété P}, pour P : Dégénére, FSD, FSD*, de MAG et QLP.
Ce résultat, nous a permis de définir une nouvelle classe de graphes, les graphes Quasi —

Localement P*(w) (QLP*(w)), pour lesquels nous nous sommes intéressés aux problémes de

coloration, de perfection, de reconnaissance et de la cligue maximum.
L’utilisations de la technique de coloration échange trichromatique pour la coloration de
la classe des graphes QLP*(w), nous a permis de montré comme résultat I’extension de cette

. \ N P
technique a une classe de graphes appartenant a la classe G'.

Comme conséquence de ce résultat aussi, nous avons proposé, un algorithme combinatoire

opérant en temps polynomial, pour la coloration optimale des graphes QLP*(w).

Ce qui nous a permis de deduire la perfection des graphes QLP*(w) avec une approche

séquentielle.

En utilisant I’ordre d’élimination QLP*(w), nous avons proposé un algorithme

combinatoire en O(n5) pour la reconnaissance des graphes de Berge QLP*(w).

. , . . . 3 . . ,
Ainsi qu’un algorithme combinatoire en O(n”) pour le calcul de la taille maximale d’une

cligue dans un graphe de Berge QLP*(w).

Une autre caractérisation qui concerne la structure des graphes de Berge QLP*(w), est que

tout sous graphe induit H de G contient un sommet de Tucker.

Comme conséquence de cette caractérisation, la classe des graphes Berge QLP*(w)
appartient a la classe des graphes GT, avec G' = {G de Berge, tous sous graphe induit H de G

contient un sommet de Tucker}.
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Comme perspectives, nous proposons de développer d’avantage I’étude structurelle et

algorithmique de la classe des graphes QLP*(w).
Les problémes que nous espérons aborder sont essentiellement :

Les problemes d’optimisation combinatoire, a savoir les problemes du stable maximum et

de la partition minimum par des cliques.

« Les bonnes réponses ne sont pas le résultat d’un esprit brillant ou d’une intuition fulgurante.
Les bonnes réponses s’obtiennent quand on pose les bonnes questions. »

P.DUCKER
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