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Compatibilité de structure de Poisson et de
structure pseudo-riemannienne

Résumé
Une variété kählérienne est munie à la fois d�une structure pseudo-riemannienne (la partie

réelle de la métrique hermitienne) et d�une structure symplectique (la partie imaginaire de

la métrique hermitienne).

D�autre part, la donnée d�une métrique pseudo-riemannienne et d�une forme symplectique

sur une variété di¤érentiable réelle de dimension paire induit une structure presque

complexe. On dit que le couple (métrique-forme symplectique) est compatible si la forme

symplectique est parallèle par rapport à la connexion de Levi-Civita de la métrique

pseudo-riemannienne; ce qui entraîne l�intégrabilité de la structure presque complexe et on

récupère une structure kählérienne.

On se place dans le cas plus général d�une variété di¤érentiable munie d�une métrique

pseudo-riemannienne g et d�un champ de bivecteurs �: Le champ � dé�nit un calcul

di¤érentiel contravariant (Dérivée de Lie, di¤érentielle extérieure, dérivée contravariante)

similaire au calcul di¤érentiel covariant. Au couple (g; �) on associe deux dérivées

contravariantes compatibles avec la métrique g.

On dé�nit par la suite deux notions de compatibilité pour le couple (g; �); selon que le

champ de bivecteurs soit compatible avec l�une ou l�autre dérivée contravariante. Nous

verrons que ces deux notions entraînent que � induit une structure de Poisson sur la

variété.

On introduit une nouvelle structure qui est la structure de Poisson pseudo-riemannienne et

nous examinons de plus près deux cas particuliers : Les variétés de Riemann-Poisson et les

algèbres de Lie pseudo-riemanniennes.

ii



Table des matières

Liste des principales notations 1

Introduction 1

1 Calcul tensoriel sur une variété di¤érentiable 2

1.1 Algèbre tensorielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Tenseurs covariants et contravariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.2 Opérations sur les tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.3 Tenseurs symétriques et anti-symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.4 E¤et d�une application linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Fibrés vectoriels sur une variété di¤érentiable . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Champs de tenseurs sur une variété di¤érentiable. . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1 Image réciproque et image directe par une application di¤érentiable . 7

1.3.2 Dérivée de Lie d�un tenseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.3 Dérivée covariante d�un tenseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Champs de tenseurs particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.1 Champs de tenseurs métriques et structure pseudo-riemannienne . . . 10

1.4.2 Formes di¤érentielles sur une variété di¤érentiable . . . . . . . . . . . 13

1.4.3 Champs de multivecteurs sur une variété di¤érentiable . . . . . . . . 14

2 Généralités sur les structures de Poisson 17

2.1 Structure de Poisson sur une variété di¤érentiable . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1.1 Structure symplectique sur une variété di¤érentiable . . . . . . . . . . 19

2.1.2 Structures symplectiques particulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Tenseurs de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Structure de Poisson linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

iii



TABLE DES MATIÈRES

2.4 Morphismes de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Produit direct de variétés de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.6 Champs de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.7 Structure locale d�une variété de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.7.1 Rang d�une structure de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.7.2 Structure d�espace vectoriel symplectique sur l�espace caractéristique 27

2.7.3 Système de coordonnées locales canoniques . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.7.4 Feuilletage symplectique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.7.5 Application à la structure de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Dérivées contravariantes sur une variété pseudo-riemannienne 34

3.1 Calcul di¤érentiel contravariant sur une variété . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.1 Produit intérieur contravariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.2 Dérivée de Lie contravariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.3 La di¤érentielle extérieure contravariante d�un champ de multivecteurs 36

3.1.4 Cohomologie de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2 Dérivées contravariantes sur une variété . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.1 Notions élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.2 Interprétation géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 Dérivées contravariantes particulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3.1 Dérivées contravariantes sur une variété symplectique . . . . . . . . . 48

3.3.2 F-connexions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3.3 Connexions de Poisson symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4 Dérivées contravariantes associées au couple (g; �) . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4.2 Dérivée de Levi-Civita contravariante du couple (g; �) . . . . . . . . . 53

3.4.3 Dérivée contravariante induite par r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.4.4 Comparaison des deux dérivées D� et r� . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4 Compatibilité du couple (g; �) 63

4.1 Notion de compatibilité du couple (g; �) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.1.1 Compatibilité dans le cas symplectique . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1.2 Interprétation géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2 Exemple de couple compatible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2.1 Champ de bivecteurs induit par un champ de Killing . . . . . . . . . 70

iv



Table des matières

4.2.2 Cas particulier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.3 Variétés de Riemann-Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.3.1 Variétés de Poisson pseudo-riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.3.2 Variétés de Riemann-Poisson régulières . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3.3 Feuilletage de Kähler-Riemann et variétés de Riemann-Poisson régulières 81

4.3.4 La cohomologie de Poisson d�une variété de Riemann-Poisson régulière 85

4.4 Algèbres de Lie pseudo-riemanniennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5 Application 90

5.1 Structure de Poisson compatible avec la métrique canonique de R3 . . . . . . 90

5.2 Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R3 95

v



Introduction

L�objet de ce travail est de détailler les travaux de M. Boucetta parus dans ([1], [2], [3], [4]).

Le but de ce travail est d�introduire une nouvelle catégorie de variétés di¤érentiables réelles.

Il s�agit des variétés de Poisson pseudo-riemanniennes. Tout au long du travailM désignera

une variété di¤érentiable (lisse) de dimension n. La donnée d�un champ de bivecteurs �

sur M dé�nit un calcul di¤érentiel contravariant, (dérivée de Lie, di¤érentielle extérieure,

produit intérieur) similaire au calcul di¤érentiel covariant. On s�étale plus particulièrement

sur la notion de dérivée contravariante introduite par Izu Vaisman dans [6].

Nous nous limitons par la suite au cas d�une variété pseudo-riemannienne munie d�un

champ de bivecteurs �; nous parlerons dans ce cas du couple (g; �). On associe à ce couple

deux champs d�endomorphismes de �brés sur le �bré tangent et le �bré cotangent. Nous

serons alors en mesure d�associer au couple (g; �) deux dérivées contravariantes, dont l�une

provient de la connexion de Levi-Civita de la métrique g; tandis que l�autre c�est la dérivée de

Levi-Civita contravariante de la métrique duale de g sur le �bré cotangent. On dé�nira par

la suite deux notions de compatibilité du couple (g; �) selon que le champ de bivecteurs soit

parallèle pour l�une ou l�autre dérivée. Dans les deux cas, le champ � dé�nit bien une struc-

ture de Poisson sur la variété M . Après avoir donné une interprétation géométrique pour

chacune des deux notions, nous verrons sur un exemple qu�elles sont di¤érentes; cependant,

elles coïncident dans le cas symplectique.

Nous introduisons par la suite la notion de variété de poisson pseudo-riemannienne ; nous

étudions d�un peu plus près le cas linéaire, (i.e. Les algèbres de Lie pseudo-riemanniennes),

ainsi que les variétés de Riemann-Poisson. En guise d�application, nous verrons quelles sont

les structures de Poisson compatibles avec la métrique canonique de R3.
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1

Calcul tensoriel sur une variété

di¤érentiable

1.1 Algèbre tensorielle

Soit V un R-espace vectoriel de dimension �nie et soit V � = Hom(V;R) son dual. On
rappelle que le bidual (V �)� s�identi�e canoniquement à V .

On note par h:; :i le crochet de dualité entre V et V �, il est dé�ni par

h�; xi = �(x); 8x 2 V; 8� 2 V �;

c�est une forme bilinéaire non dégénérée sur V � � V .
Si fe1; e2; ::::; eng est une base de V , alors sa base duale est notée fe1; e2; ::::; eng, autrement

dit 

ei; ej

�
=

(
1 si i = j

0 si i 6= j:
Toute forme bilinéaire non dégénérée B sur V induit un isomorphisme musical [B : V ! V �

dé�ni pour tout x 2 V par [B(x) = fx 7�! B(x; :)g, on note ]B son isomorphisme inverse.
On rappelle également que V � 
 V s�identi�e à End(V ) = Hom(V; V ) et que V 
 V est

isomorphe à l�espace des formes bilinéaires sur V �, que l�on note L2(V �;R), via l�application

(x
 y)(�; �) = �(x)�(y):

Soient V;W deux espaces vectoriels réels de dimension �nie, alors (V 
W )� est isomorphe
à V � 
W �; où l�isomorphisme est donné par

(�
 �)(x
 y) = �(x)�(y):

2



1.1. Algèbre tensorielle

1.1.1 Tenseurs covariants et contravariants

Dé�nition 1.1.1 Un tenseur covariant homogène de degré r sur V est un élément de

Tr(V ) = V
� 
 V � 
 V � 
 ::::
 V �| {z }

r fois

= Lr(V;R):

Un tenseur covariant sur V est un élément de T (V ) = �r�0Tr(V ).
Un tenseur contravariant homogène de degré r sur V est un élément de

T r(V ) = V 
 V 
 V 
 ::::
 V| {z }
r fois

= (Tr(V ))
� ' Tr(V �):

Un tenseur contravariant sur V est un élément de T (V �).

On a T0(V ) = R, T1(V ) = V �; et si n = dimV , alors : dimTr(V ) = dimT r(V ) = nr:

Dé�nition 1.1.2 Un tenseur de type (s; r) ou de bidegré
�
r
s

�
est une forme (s+r)-multilinéaire

sur

V � V � ::::� V| {z }
s fois

� V � � V � � ::::� V �| {z }
r fois

:

On note T rs (V ) l�ensemble des tenseurs mixtes de bidegré
�
r
s

�
.

On a T 0s (V ) = Ts(V ), T
r
0 (V ) = T

r(V ) et T 11 (V ) = End(V ):

Si fe1; e2; ::::; eng est une base de V , alors�
ei1 
 ei2 
 :::::
 eis 
 ej1 
 ej1 
 ej2 
 :::::
 ejr ; 1 � i1; i2; :::; is; j1; j2; :::; js � n

	
est la base de T rs (V ) qui lui est associée. On note par

T j1;j2;:::;jri1;i2;:::;is
= T (ei1 ; ei2 ; :::::; eis ; e

j1 ; ej2 ; :::::; ejr): (1.1.1)

les coordonnées d�un tenseur T 2 T rs (V ) dans cette base.
Dans une autre base fv1; v2; ::::; vng de V , on a

T (vi1 ; vi2 ; :::::; vis ; v
j1 ; vj2 ; :::::; vjr) = (Ah1i1 :A

h2
i2
::::Ahsis )(A

j1
k1
:A

j2
k2
::::A

jr
kr):T

k1;k2;:::;kr
h1;h2;:::;hs

; (1.1.2)

où vi = A
j
iej et A

k
i :A

j

k = �
j
i , (symbole de Kronecker). On peut donc dé�nir un tenseur par

ses composantes dans chaque base et grâce à cette formule, il su¢ t de choisir une base.

3



1.1. Algèbre tensorielle

1.1.2 Opérations sur les tenseurs

Produit tensoriel

Soient T 2 T rs (V ) et S 2 T tu(V ), le produit tensoriel de T et S est le tenseur T 
 S 2
T r+ts+u(V ) dé�ni par

(T 
 S)(x1; :::; xr+t;�1; :::; �s+u) = T (x1; :::; xr;�1; :::; �s):S(xr+1; :::; xr+t;�s+1; :::; �s+u):
(1.1.3)

Le produit tensoriel est associatif, non commutatif en général.

Contraction d�indice

Soit T 2 T rs (V ), on note T
j1;j2;:::;jr
i1;i2;:::;is

les composantes de ce tenseur dans une base de T rs (V )

associée à une base fe1; e2; ::::; eng de V . Les ns+r�2 quantités T i1;j2;:::;jri1;i2;:::;is
:=
Pk=n

k=1 T
k;j2;:::;jr
k;i2;:::;is

sont les composantes dans cette même base d�un tenseur de type (s � 1; r � 1) appelé le
tenseur contracté de T par rapport aux indices i1 et j1 et on le note C

j1
i1
T . On véri�e

facilement que la formule de changement de base marche bien. On dé�nit d�une manière

analogue cette opération pour un indice covariant et un indice contravariant quelconque.

1.1.3 Tenseurs symétriques et anti-symétriques

On note Sn : le groupe des permutations de l�ensemble f1; 2; 3; :::::; ng:
Un tenseur T 2 Tr(V ) est symétrique si pour toute permutation � 2 Sr, on a

T (��(1); ��(2); :::; ��(r)) = T (�1; �2; :::; �r);

il est anti-symétrique (alterné) si

T (��(1); ��(2); :::; ��(r)) = sign(�):T (�1; �2; :::; �r):

Même dé�nition pour les tenseurs contravariants.

On note Sr(V ) le sous-espace vectoriel des tenseurs covariants symétriques de degré r
et par �r(V ) celui des tenseurs covariants anti-symétriques. Même chose pour les tenseurs

contravariants en remplaçant V par son dual.

On pose �(V ) = �r�0�r(V ) et S(V ) = �r�0Sr(V ).
On munit �(V ) d�une loi interne qu�on appelle le produit extérieur, noté ^, et dé�ni

pour tout ! 2 �p(V ) et pour tout � 2 �q(V ) par

! ^ �(x1; :::; xp+q) =
1

p!q!

X
�2Sp+q

sign(�):!(x�(1); :::; x�(p)):�(x�(p+1); :::; x�(p+q)); (1.1.4)

4



1.2. Fibrés vectoriels sur une variété di¤érentiable

on étend cette dé�nition à �(V ) par linéarité.

On munit également S(V ) d�une loi interne, qu�on appelle le produit symétrique, il est
dé�ni pour tout S 2 Sp(V ) et pour tout T 2 Sq(V ) par

S:T (x1; :::; xp+q) =
1

p!q!

X
�2Sp+q

T (x�(1); :::; x�(p)):S(x�(p+1); :::; x�(p+q)); (1.1.5)

ainsi �(V ) et S(V ) sont deux algèbres graduées associatives.
L�espace vectoriel S(V ) est isomorphe à l�algèbre des polynômes à n indéterminées et

�(V ) est un espace vectoriel de dimension 2n. Mêmes conclusions si on remplace V par V �.

1.1.4 E¤et d�une application linéaire

Soient V;W deux espaces vectoriels et � une application linéaire de V dans W .

1- Image directe d�un tenseur contravariant par une application linéaire

L�image directe par � d�un tenseur r-fois contravariant T sur V est un tenseur de même

type sur W noté ��T et dé�ni par

��T (�
1; �2; :::::; �r) = T (�1 � �; �2 � �; :::::; �r � �); (1.1.6)

pour toute famille �1; �2; :::::; �r de formes linéaires sur W .

2- Image réciproque d�un tenseur covariant par une application linéaire

L�image réciproque par � d�un tenseur r-fois contravariant S surW est un tenseur de même

type sur V noté ��S et dé�ni par

��S(x1; x2; :::::; xr) = S(�(x1);�(x2); :::::;�(xr)); (1.1.7)

pour toute famille x1; x2; :::::; xr de vecteurs de V .

1.2 Fibrés vectoriels sur une variété di¤érentiable

Dé�nition 1.2.1 Un �bré vectoriel de rang k sur une variété di¤érentiableM est un couple

(E; p), où E est une variété di¤érentiable et p : E ! M est une application di¤érentiable,

tel que :

i) Pour tout m 2M , l�ensemble Em = p�1(m) est muni d�une structure d�espace vectoriel
réel de dimension k.

5



1.2. Fibrés vectoriels sur une variété di¤érentiable

ii) Pour tout m 2M , la �bre Em est isomorphe à Rk.
iii) Tout m 2 M admet un voisinage ouvert U trivialisant, autrement dit, il existe un

di¤éomorphisme ' : p�1(U) ! U � Rk tel que p = pr1 � '; où pr1 : U � Rk ! U est la

projection sur le premier facteur.

La deuxième condition de la dé�nition montre que p est une submersion et que E est de

dimension (n+ k).

Exemple 1.2.1 Le �bré trivial

Si on prend E =M � Rk et p = pr1, on l�appelle le �bré trivial de rang k.

Exemple 1.2.2 Le �bré tangent

Pour tout x 2 M on note TxM l�espace tangent à M en x et TM = tx2M(TxM)
l�ensemble de tous les vecteurs tangents à M et � : TM !M l�application pied qui associe

à tout vecteur tangent son origine, (TM; �) est un �bré vectoriel de rang n sur M .

Dé�nition 1.2.2 Une section d�un �bré vectoriel (E; p) surM est une application di¤éren-

tiable s :M ! E qui relève l�identité de M (� � s = IdM). On note l�ensemble des sections
du �bré (E; p) par �(M ;E).

L�ensemble �(M ;E) est un espace vectoriel réel et un module sur l�anneau des fonctions

di¤érentiables.

Les sections du �bré M � R sur M sont les fonctions di¤érentiables et les sections du

�bré tangent sont les champs de vecteurs.

Dé�nition 1.2.3 Le �bré dual d�un �bré vectoriel

Soit (E; p) un �bré vectoriel, pour tout m 2M on note E�m le dual de la �bre au dessus

de m, E� = tm2ME�m et p�(x) = m si x 2 E�m , (E�; p�) est le �bré dual de (E; p):

Comme conséquence immédiate de cette dé�nition, �(M ;E�) est le dual de �(M ;E) en

tant que C1(M)-module. Le �bré dual du �bré tangent est le �bré cotangent, ses sections
sont les 1-formes di¤érentielles.

Dé�nition 1.2.4 Un morphisme entre deux �brés vectoriels (E; p) et (F; q) sur M est une

application di¤érentiable � : E ! F , telle que p = q � � et pour tout m 2 M , �m : Em !
F�(m) est une application linéaire.

Dé�nition 1.2.5 L�image réciproque d�un �bré vectoriel (E; p) par une application di¤éren-

tiable f : M ! M , est le �bré (f �E; f �p); où f �E := f(m;�) 2 M � E; f(m) = p(�)g et
f �p := pr1.
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1.3. Champs de tenseurs sur une variété di¤érentiable.

1.3 Champs de tenseurs sur une variété di¤érentiable.

Dé�nition 1.3.1 Un champ de tenseurs s-fois covariant et r-fois contravariant sur une var-

iété di¤érentiableM est une section di¤érentiable du �bré vectoriel T rs (M) = tx2MT rs (TxM).
On note par =rs(M) = �(M ;T rs (M)) l�ensemble des champs de tenseurs sur M .

On dit souvent tenseur au lieu de champ de tenseurs si aucune confusion n�est à craindre.

Remarque 1.3.1 1) L�ensemble =rs(M) est un espace vectoriel réel et un C1(M)-module.
2) Champs de tenseurs particuliers : =00(M) = C1(M) = �(M ;M � R) : Les fonctions

di¤érentiables sur M et =10(M) = �(M ;T �M) = 
1(M) : Les 1-formes di¤érentielles (ou
les formes di¤érentielles de degré 1) sur M .

=01(M) = �(M ;TM) = �(M) : Les champs de vecteurs di¤érentiables surM et =11(M) =
�(M ;T �M 
 TM) : Les champs d�endomorphismes de TM .
3) L�espace 
1(M) est le dual de �(M) en tant que C1(M)-module. Plus généralement

=rs(M) est le dual de =sr(M).

En plus de l�addition, de la multiplication par une fonction et par un scalaire, les autres

opérations sur les tenseurs (produit tensoriel, contraction d�indices, image directe et image

réciproque) se prolongent aux champs de tenseurs d�une manière naturelle (ponctuelle).

1.3.1 Image réciproque et image directe par une application dif-

férentiable

Soit f une application di¤érentiable d�une variété di¤érentiableM dans une variété di¤érentiableN .

Rappelons que la di¤érentielle df : TM �! TN est un homomorphisme de �brés vectoriels,

en particulier dfp : TpM �! Tf(p)N est une application linéaire.

1- Image directe d�un champ de tenseurs contravariant

Soit T 2 =s0(M) un champ de tenseurs covariant de degré s. On appelle l�image directe de
T par f , l�élément de =s0(Im f), noté f�T et dé�ni par :

(f�T )f(p)(�
1; �2; :::; �s) = Tp(�

1 � dfp; �2 � dfp; :::; �s � dfp); (1.3.1)

pour toute famille �1; �2; :::; �s de l�espace cotangent à N au point f(p).
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1.3. Champs de tenseurs sur une variété di¤érentiable.

2- Image réciproque d�un champ de tenseurs covariant

Soit S 2 =0r(N) un champ de tenseurs contravariant de degré r. On appelle l�image ré-
ciproque de S par l�application di¤érentiable f le champ tensoriel dé�ni par :

(f �S)p(X1; X2; :::; Xr) = Sf(p)(dfp:X1; dfp:X2; :::; dfp:Xr); (1.3.2)

pour toute famille X1; X2; :::; Xr de l�espace tangent à M au point p.

1.3.2 Dérivée de Lie d�un tenseur

Soit X un champ de vecteurs di¤érentiable sur M et soit T 2 =rs(M). La dérivée de Lie
de champ T le long des courbes intégrales de X est un élément de =rs(M) noté LXT qui
mesure la progression (vitesse) de T évaluée le long du �ot de champ de vecteurs X.

Pour toute fonction di¤érentiable f sur M , on dé�nit

(LXf)(x) := df(x):X(x); pour tout x dans M . (1.3.3)

Et pour tout champ de vecteurs Y , on a LXY ; = [X; Y ] : le crochet de Lie de X et Y . Pour

toute 1-formes � sur M , on dé�nit

hLX�; Y i := X: h�; Y i � �([X; Y ]): (1.3.4)

Ensuite, pour tout T 2 =rs(M), on dé�nit

(LXT )(X1; :::; Xr; �
1; �2; :::; �s) = X:T (X1; :::; Xr; �

1; �2; :::; �s) (1.3.5)

�
i=rX
i=1

T (X1; :::;LXXi; :::; Xr; �
1; �2; :::; �s)

�
j=sX
j=1

T (X1; :::; Xr; �
1; :::;LX�j; :::; �s):

1.3.3 Dérivée covariante d�un tenseur

La dérivée covariante d�un champ tensoriel de type (rs) surM est la dérivée covariante d�une

connexion sur le �bré vectoriel T rs (M) qui prolonge une connexion a¢ ne sur M:

La dérivée covariante est un moyen qui permet de se déplacer entre deux �bres su¤-

isamment voisines à l�aide de la notion de transport parallèle que dé�nit la connexion en

question.
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1.3. Champs de tenseurs sur une variété di¤érentiable.

Dé�nition 1.3.2 Soit (E; �;M) un �bré vectoriel sur M , et �(M ;E) le C1(M)-module de

ses sections di¤érentiables. Une connexion linéaire sur E est une application R-bilinéaire :

r : �(M)� �(M ;E) �! �(M ;E)

(X;S) 7�! rXS
(1.3.6)

qui véri�e
rfXS = frXS

rX(f:S) = (LXf)S + f:rXS;
(1.3.7)

pour tout X 2 �(M); tout f 2 C1(M) et tout S 2 �(M ;E).
Une connexion a¢ ne ou une dérivée covariante sur une variété di¤érentiable est une

connexion linéaire sur son �bré tangent.

Soit r une dérivée covariante et X un champ de vecteurs sur M . Pour toute fonction

di¤érentiable f sur M , on dé�nit rXf := LXf . Pour une 1-forme �, on a

(rX�)(Y ) := LX (�(Y )) + �(rXY ): (1.3.8)

Pour tout T 2 =rs(M), le champ de tenseurs rXT 2 =rs(M) est dé�ni par

(rXT )(X1; :::; Xr; �
1; �2; :::; �s) = X:T (X1; :::; Xr; �

1; �2; :::; �s) (1.3.9)

�
i=rX
i=1

T (X1; :::;rXXi; :::; Xr; �
1; �2; :::; �s)

�
j=sX
j=1

T (X1; :::; Xr;�
1; :::;rX�

j; :::; �s):

Dé�nition 1.3.3 Un tenseur T est parallèle pour la connexion r si rXT = 0, 8X 2 �(M).

La torsion T d�une dérivée covariante est dé�nie par

T (X; Y ) = [X; Y ]� (rXY �rYX) (1.3.10)

et sa courbure R est dé�nie par

R(X; Y )Z = r[X;Y ]Z � (rX(rYZ)�rY (rXZ) (1.3.11)

La courbure R est un tenseur de type
�
3
1

�
qui mesure le défaut pour r à être un morphisme

d�algèbres de Lie �(M) et End(�(M)).

Dé�nition 1.3.4 La connexion est dite symétrique (sans torsion) si sa torsion est nulle;

plate si sa courbure est nulle.
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1.4 Champs de tenseurs particuliers

1.4.1 Champs de tenseurs métriques et structure pseudo-riemannienne

Dé�nition 1.4.1 Un champ de tenseurs métrique est un champ tensoriel 2-fois covariant

symétrique et non dégénéré; on l�appelle aussi métrique pseudo-riemannienne sur M . Si on

note g une telle métrique, le couple (M; g) est une variété pseudo-riemannienne.

Si de plus le tenseur métrique est dé�ni positif, c�est une variété riemannienne.

Remarque 1.4.1 La métrique g dé�nit un champ d�isomorphismes [g : �(M) ! 
1(M);

qui est de plus un champ d�isomorphismes de C1(M)-module entièrement caractérisé par

[g(X):Y = g(X; Y );

son champ d�isomorphismes inverse ]g : 
1(M)! �(M) est dé�ni par

�(X) = g(]g(�); X);

pour tout couple de champs de vecteurs X; Y et toute 1-forme � sur M .

Dans un système de coordonnées locales (U ;x = (x1; x2; :::::; xn)), on pose gij =

g( @
@xi
; @
@xj
) et (gij) la matrice inverse de (gij); ainsi

]g(dx
i) =

nX
j=1

gij:
@

@xj
; et [g(

@

@xi
) =

nX
j=1

gij:dx
j; pour tout 1 � i � n.

1- Morphisme entre structures pseudo-riemanniennes

Un morphisme entre deux structures pseudo-riemanniennes (M; g) et (N; h) est la donnée

d�une application di¤érentiable f : M ! N telle que g = f �h; en particulier, f est une

immersion si la métrique est riemannienne. Inversement, toute immersion d�une variété

di¤érentiable dans une variété riemannienne dé�nit une unique structure riemannienne pour

laquelle cette application devient un morphisme. Si de plus f est un di¤éomorphisme,

c�est une isométrie et les deux structures sont équivalentes. Voici quelques exemples de

morphismes entre variétés pseudo-riemanniennes.

1) Une structure pseudo-riemannienne invariante à gauche sur un groupe de Lie G est la

donnée d�une métrique pour laquelle toute translation à gauche par un élément de G est une

isométrie de G dans G, cette métrique est dite invariante à gauche. De la même manière

on dé�nit une structure invariante à droite. Le choix d�une telle structure est équivalent au

choix d�une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur l�algèbre de Lie de G:
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2) Un champ de vecteurs sur (M; g) est un champ de Killing si son pseudo-groupe à

un paramètre est contenu dans le groupe d�isométries de M ; autrement dit : LXg = 0.
3) Si G est un groupe de Lie agissant librement proprement discontinuement sur une

variété pseudo-riemannienne (M; g) alors, la projection canonique est étale (immersion et

submersion à la fois). Le fait que la métrique g soit invariante par l�action de G est équiva-

lent à l�existence d�une unique métrique g sur le quotient M=G pour laquelle la projection

canonique soit une isométrie locale; c�est le cas de l�espace projectif P n(R) considéré comme
le quotient de la sphère euclidienne Sn par le groupe cyclique Z�2Z muni de la topologie
discrète.

2- Connexion de Levi-Civita d�un tenseur métrique

Théorème 1.4.1 (Levi-Civita)

Soit (M; g) une variété pseudo-riemannienne, il existe sur M une unique connexion

a¢ ne symétrique pour laquelle le champ de tenseurs métrique g est une section parallèle.

Cette connexion est appelée la connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve. L�unicité : On suppose qu�une telle connexion existe; on utilisant le fait que

r est symétrique et compatible avec la métrique g, on trouve

g(rXY; Z) = X:g(Y; Z)� g(Y;rXZ) = X:g(Y; Z)� g(Y;rZX + [X;Z])

= X:g(Y; Z)� Z:g(Y;X) + g(Y; [Z;X]) + g(X;rZY )

= X:g(Y; Z)� Z:g(Y;X) + g(Y; [Z;X]) + g(X; [Z; Y ]) + g(X;rYZ)

= X:g(Y; Z) + Y:g(X;Z)� Z:g(Y;X) + g(Y; [Z;X]) + g(X; [Z; Y ])� g(Z;rYX)

= X:g(Y; Z) + Y:g(X;Z)� Z:g(Y;X) + g(Y; [Z;X])

+g(X; [Z; Y ]) + g(Z; [X; Y ])� g(Z;rYX);

ce qui donne la formule de Koszul

g(rXY; Z) =
1

2
fX:g(Y; Z)+Y:g(X;Z)�Z:g(Y;X)+g(Y; [Z;X])+g(X; [Z; Y ])�g(Z; [Y;X])g:

(1.4.1)

L�existence : Etant donné deux champs de vecteurs X; Y , on note par �X;Y l�application

de �(M) dans C1(M) dé�nie par

�X;Y (Z) =
1

2
fX:g(Y; Z)+Y:g(X;Z)�Z:g(Y;X)+g(Y; [Z;X])+g(X; [Z; Y ])�g(Z; [Y;X])g:

L�application �X;Y est une 1-forme di¤érentielle, on dé�nit rXY = ]g(�X;Y ). Il est facile

de véri�er que r est bien une dérivée covariante sur M . (Voir [8], page 136).
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3- Tenseur de Riemann

On dé�nit un tenseur 4-fois covariant par la formule

<(X;Y; Z; T ) = g(R(X; Y )Z; T ); (1.4.2)

qui caractérise entièrement le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita, il possède

les propriétés suivantes

1) <(X; Y; Z; T ) = �<(Y;X;Z; T );
2) <(X; Y; Z; T ) = <(Z; T;X; Y ):

Par conséquent, r(X; Y ) = Trace(Z 7! R(X;Z)Y ) est un tenseur 2-fois covariant symétrique,

appelé la courbure de Ricci de la connexion r.

Proposition 1.4.1 Soit G un groupe de Lie muni d�une métrique g bi-invariante (invari-

ante à gauche et à droite) et r sa connexion de Levi-Civita, alors

rXY =
1

2
[X; Y ] : (1.4.3)

La courbure de r est donnée par

R(X;Y )Z = �1
4
[[X; Y ] ; Z] ; (1.4.4)

pour tout triplet (X; Y; Z) de champs de vecteurs invariants à gauche.

Preuve. Les champs de vecteurs invariants à gauche étant des champs de Killing, la

formule de Koszul devient :

g(rXY; Z) =
1

2
fg(Y; [Z;X]) + g(X; [Z; Y ])� g(Z; [Y;X])g: (1.4.5)

L�application Y 7�! rYX étant anti-symétrique par rapport à la métrique (i.e. g(rYX; Y ) =

0), on a

g(Y; [X; Y ]) = g(Y;rXY )� g(Y;rYX) = g(Y;rXY ) =
1

2
X:g(Y; Y ) = 0;

ainsi le tenseur (X; Y; Z) 7�! g(X; [Y; Z]) est anti-symétriques. Ce qui implique que g(Y; [Z;X])+

g(X; [Z; Y ]) = 0; d�où g(rXY; Z) =
1
2
g(Z; [X; Y ]) et par conséquent

rXY =
1

2
[X; Y ] :

Pour la courbure, on a

R(X; Y )Z = r[X;Y ]Z � (rX(rYZ)�rY (rXZ))

=
1

2
[[X; Y ] ; Z]� 1

4
[X; [Y; Z]] +

1

4
[Y; [X;Z]] = �1

4
[[X; Y ] ; Z] :

pour tout triplet (X;Y; Z) de champs de vecteurs invariants à gauche sur G.
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1.4.2 Formes di¤érentielles sur une variété di¤érentiable

On note par �pTM : Le �bré des tenseurs contravariants anti-symétriques de degré p et par

�(TM) = �p=np=0�
p(TM) : Le �bré des tenseurs contravariants anti-symétriques quelconques.

Dé�nition 1.4.2 Une forme di¤érentielle de degré p (respectivement, une forme di¤éren-

tielle quelconque) est une section du �bré �p(TM) (respectivement, �(TM)).

On note 
p(M) = �(M ; �pTM) l�espace vectoriel des p-formes di¤érentielles, qui est

aussi un C1(M)-module et on note 
(M) = �(M ; �(TM)) = �p=np=0

p(M) l�espace vec-

toriel des formes di¤érentielles sur M , qui, muni de produit extérieur devient une algèbre

associative, graduée.

1- Di¤érentielle extérieure d�une forme di¤érentielle

C�est l�unique application linéaire graduée de degré (+1); i.e. d(
p(M)) � 
p+1(M), qui

prolonge la di¤érentielle d�une fonction di¤érentiable et qui véri�e :

1. d � d = 0, donc f(
p(M))p�0; dg est un complexe au sens de l�algèbre homologique.

2. d est une anti-dérivation de l�algèbre graduée 
(M), autrement dit :

d(� ^ �) = (d�) ^ � + (�1)p� ^ (d�); 8� 2 
p(M);8� 2 
q(M): (1.4.6)

Une p-forme di¤érentielle est fermée si sa di¤érentielle extérieure est nulle; ainsi l�ensemble

des p-formes fermées est un sous espace vectoriel de 
p(M) que l�on note Zp(M) = Ker(d :


p(M) ! 
p+1(M)). Une p-forme est exacte si elle est la di¤érentielle extérieure d�une

(p � 1)-forme di¤érentielle; l�ensemble des p-formes exactes est un sous-espace vectoriel de
Zp(M) (car d � d = 0), que l�on note Bp(M) = Im(d : 
p�1(M)! 
p(M)).

L�espace quotient Hp(M) = Zp(M)�Bp(M) est appelé le p�ene groupe de cohomologie
de de Rham de la variété M .

2- Produit intérieur par un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs et � 2 
1(M), on dé�nit le produit intérieur de � par X, que
l�on note iX�, comme étant la fonction scalaire �(X) 2 C1(M). Le produit intérieur d�une
fonction par un champ de vecteurs est identiquement nul par dé�nition.
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Soit maintenant ! 2 
p(M); p � 2 et X un champ de vecteurs; le produit intérieur de

! par X est dé�ni par

(iX!)(�1; �2; :::::; �p�1) := !(X; �1; �2; :::::; �p�1), pour tout X; �1; �2; :::; �p�1 2 �(M):
(1.4.7)

Il est clair que iX(
p+1(M)) � 
p(M).
On étend additivement le produit intérieur à une forme di¤érentielle quelconque; on

obtient ainsi une anti-dérivation de degré (�1) de l�algèbre graduée 
(M), car de plus on a

iX(� ^ �) = iX� ^ � + (�1)p� ^ iX�; 8� 2 
p(M); 8� 2 
q(M): (1.4.8)

Le produit intérieur et la dérivée de Lie par un champ X ainsi que la di¤érentielle

extérieure sont reliés par la formule de Cartan

LX = d � iX + iX � d: (1.4.9)

1.4.3 Champs de multivecteurs sur une variété di¤érentiable

Les champs de multivecteurs sont en quelque sorte la version duale des formes di¤érentielles.

Dé�nition 1.4.3 Un p-champ de multivecteurs est un tenseur contravariant anti-symétrique

de degré p.

On note �p(M) = �(M ;^pT �M) l�ensemble des champs de multivecteurs de degré p.
On note A(M) = �p=dimMp=0 �p(M), c�est une algèbre graduée pour le produit extérieur.

Il y a deux sortes de dualité entre A(M) et 
(M). La première est donnée par le crochet

suivant :

h�1 ^ �2 ^ ::: ^ �r; X1 ^X2 ^ ::: ^Xsi =
(
det(�i(Xj))1�i;j�r si r = s

0 si r 6= s

et généralisée par C1(M)-bilinéarité aux champs et aux formes quelconques.
La deuxième est le produit intérieur qui se généralise au champs de multivecteurs à l�aide

de la formule : iX^Y = iX � iY ; ainsi on obtient :

i(X1 ^X2 ^ ::: ^Xp)! = (�1)
p(p�1)

2 !(X1; X2; :::; Xp);

pour toute p-forme ! et toute famille de champs de vecteurs X1; X2; :::; Xp sur M .
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Comme pour les formes di¤érentielles, un champ de multivecteurs � homogène de degré

p s�écrit dans un système de coordonnées locales (U ;x = (x1; x2; :::; xn)) de la manière

suivante :

� =
X

0�i1<:::<ip

�i1i2:::ip
@

@xi1
^ @

@xi2
^ ::: ^ @

@xip
; (1.4.10)

avec �i1i2::::ip 2 C1(U).

1- Crochet de Schouten-Nijenhuis

C�est une extension de la notion de crochet de Lie aux champs de multivecteurs.

Théorème 1.4.2 (Schouten-Nijenhuis)

Il existe une unique application R-bilinéaire

[:; :]S : A(M)� A(M) �! A(M)

(P;Q) 7�! [P;Q]S

telle que :

1) Pour tout couple de fonctions di¤érentiables (f; g), on a [f; g]S := 0.

2) Pour tout X 2 �(M) et tout Q 2 A(M), on a [X;Q]S := LXQ.
3) Pour P 2 �p(M); Q 2 �q(M) et R 2 A(M), on a
a)

[P;Q]S = �(�1)(p�1)(q�1) [Q;P ]S : (1.4.11)

b)

[P;Q ^R]S = [P;Q]S ^R + (�1)(p�1)Q ^ [P;R]S : (1.4.12)

Le crochet de Schouten-Nijenhuis véri�e les propriétés suivantes :

i)

[P ^R;Q]S = P ^ [R;Q]S + (�1)(q�1)r [P;Q]S ^R:

ii) L�analogue de l�identité de Jacobi

(�1)(p�1)(r�1) [P; [Q;R]S]S + (�1)
(q�1)(p�1) [Q; [R;P ]S]S + (�1)

(q�1)(r�1) [R; [P;Q]S]S = 0:

(1.4.13)
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2- Champ de bivecteurs

On connaît bien les champs de multivecteurs de degré 0, ce sont les fonctions di¤érentiables

surM ; de degré 1, ce sont les champs de vecteurs di¤érentiables. Un autre cas particulier de

champs de multivecteurs est celui des champs de bivecteurs qui sont bien entendu les champs

de multivecteurs de degré 2. Dans un système de coordonnées locales (U ;x = (x1; x2; :::; xn))

un champ de bivecteurs s�écrit

� =
X

1�i<j�n
�ij

@

@xi
^ @

@xj
; (1.4.14)

où f�ij; 1 � i < j � ng est une famille de fonctions di¤érentiables.

Proposition 1.4.2 Soient f 2 C1(M) et � un champ de bivecteurs, on a

[�; f ]S =
X

1�i<j�n

�
�ij

@

@xi
^ @

@xj
; f

�
S

=
X

1�i<j�n
�ij
�
@f

@xi
@

@xj
� @f

@xj
@

@xi

�
(1.4.15)

[�;�]S =
X

1�i<j�k�n

 
s=nX
s=1

�
@�ij

@xs
�sk +

@�jk

@xs
�si +

@�ki

@xs
�sj
�!

@

@xi
^ @

@xj
^ @

@xk
: (1.4.16)

Preuve. En appliquant le théorème de Schouten-Nijenhuis, on trouve�
�ij

@

@xi
^ @

@xj
; f

�
S

= �ij
�
@

@xi
^ @

@xj
; f

�
S

= �ij
�
L @

@xi
f ^ @

@xj
� @

@xi
^ L @

@xj
f

�
= �ij

�
@f

@xi
^ @

@xj
� @

@xi
^ @f

@xj

�
= �ij

�
@f

@xi
@

@xj
� @f

@xj
@

@xi

�
:

D�autre part�
�ij

@

@xi
^ @

@xj
;�sk

@

@xs
^ @

@xk

�
S

=

�
�ij

@

@xi
;�sk

@

@xs
^ @

@xk

�
S

^ @

@xj
� �ij @

@xi
^
�
@

@xj
;�sk

@

@xs
^ @

@xk

�
S

=

�
�ij

@

@xi
;�sk

@

@xs

�
S

^ @

@xk
^ @

@xj
� �sk @

@xs
^
�
�ij

@

@xi
;
@

@xk

�
S

^ @

@xj

��ij @
@xi

^
�
@

@xj
;�sk

@

@xs
^ @

@xk

�
S

= �ij
@�sk

@xi
@

@xs
^ @

@xk
^ @

@xj
� �sk @�

ij

@xs
@

@xi
^ @

@xk
^ @

@xj

+�sk
@�ij

@xk
@

@xs
^ @

@xi
^ @

@xj
� �ij @�

sk

@xj
@

@xi
^ @

@xs
^ @

@xk
;

et le résultat en découle.

Certains champs de bivecteurs dé�nissent une structure géométrique sur la variété M ,

c�est l�objet du prochain chapitre.
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2

Généralités sur les structures de

Poisson

2.1 Structure de Poisson sur une variété di¤érentiable

Dé�nition 2.1.1 Un crochet de Poisson sur une variété di¤érentiable M est une applica-

tion R-bilinéaire anti-symétrique, notée f:; :g, de C1(M)� C1(M) à valeurs dans C1(M),
qui véri�e :

1) La règle de Leibniz

ff; ghg = ff; ggh+ g ff; hg : (2.1.1)

2) L�identité de Jacobi

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0; (2.1.2)

pour tout triplet (f; g; h) de fonctions di¤érentiables sur M .

Lemme 2.1.1 Un crochet de Poisson f:; :g sur une variétéM induit une structure d�algèbre

de Lie sur C1(M); de plus, l�application linéaire f 7�! ff; :g réalise un morphisme d�algèbres
de Lie de (C1(M); f:; :g) à valeurs dans Der(C1(M)) : l�algèbre de dérivations associée à
l�algèbre associative C1(M), cette algèbre s�identi�e à (�(M); [:; :]).

Preuve. En e¤et, l�identité de Jacobi nous donne pour tout f; g; h 2 C1(M) :

[ff; :g ; fg; :g] (h) = ff; fg; hgg � fg; ff; hgg = fff; gg ; hg = fff; gg ; :g (h);

d�où le résultat.
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2.1. Structure de Poisson sur une variété di¤érentiable

Dé�nition 2.1.2 Pour toute fonction di¤érentiable f , on note Hf le champs de vecteurs

associé à la dérivation ff; :g et on l�appelle l�hamiltonien de f .

L�équation di¤érentielle linéaire homogène Hf (g) = ff; gg = 0 qui consiste à trouver les
fonctions scalaires qui sont constantes le long de champ hamiltonien associé à f ; de telles

fonctions sont appelées des intégrales premières de Hf .

Les systèmes hamiltoniens trouvent leurs origines dans le formalisme hamiltonien en

mécanique analytique, qui part du principe de moindre action et de la conservation de

l�énergie. Le théorème suivant du à Poisson démontre que l�ensemble des intégrales premières

d�un champs hamiltonien est une sous-algèbre de Lie de (C1(M);+; :; f:; :g).

Théorème 2.1.1 Si g; h sont deux intégrales premières de Hf alors fg; hg est aussi une
intégrale première de Hf .

La preuve découle immédiatement de l�identité de Jacobi En e¤et,

ff; fg; hgg = Hffg; hg = fg; ff; hgg � fh; ff; ggg = fg;Hfhg � fh;Hfgg :

Dé�nition 2.1.3 Une variété de Poisson est une variété di¤érentiable munie d�un cro-

chet de Poisson.

Dé�nition 2.1.4 Une fonction de Casimir sur une variété de Poisson est une fonction

di¤érentiable dont le champ hamiltonien associé est identiquement nulle. L�ensemble des

fonctions de Casimir est le noyau du crochet de Poisson.

On note l�ensemble des fonctions de Casimir par :


0b(M) := ff 2 C1(M); tel que ff; gg = 0; 8g 2 C1(M)g:

Exemple 2.1.1 Toute fonction constante est une fonction de Casimir car fc; gg = c: f1; gg;
et la règle de Leibniz donne

f1; gg = f1� 1; gg = 1� f1; gg+ 1� f1; gg = 2: f1; gg ;

donc f1; gg = 0 pour toute fonction di¤érentiable g.

Dé�nition 2.1.5 Une structure de poisson sur une variété di¤érentiable M est la donnée

d�un crochet de Poisson sur M: Le couple (M; f:; :g) est une variété (structure) de Poisson.
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2.1. Structure de Poisson sur une variété di¤érentiable

2.1.1 Structure symplectique sur une variété di¤érentiable

Un des exemples les plus importants d�une structure de Poisson est la structure symplectique.

Dé�nition 2.1.6 Une structure symplectique est un couple (M;!) où M est une variété

di¤érentiable et ! est une forme di¤érentielle de degré 2; fermée et non dégénérée appelée

forme symplectique.

Pour dé�nir la structure de Poisson induite par une structure symplectique (M;!), on

remarque tout d�abord que l�homomorphisme de �brés vectoriels [! : TM ! T �M dé�ni sur

les sections par : X 7�! !(X; :) = iX! établit un isomorphisme entre �(M) = �(M ;TM)

et 
1(M) = �(M ;T �M). Etant donné une fonction f 2 C1(M), on dé�nit l�hamiltonien
associé à f par Hf := ]!(�df) (i.e. !(Hf ; :) = �df).
On dé�nit alors le crochet de Poisson associé à le forme symplectique ! par :

ff; gg = !(Hf ; Hg) = Hf (g) = �Hg(f); (2.1.3)

pour tout couple (f; g) de fonctions di¤érentiables sur M .

Proposition 2.1.1 Le crochet associé à une forme symplectique dé�nit bien une structure

de Poisson.

Preuve. 1) Ce crochet véri�e l�identité de Leibniz. Pour tout triplet (f; g; h) 2 C1(M),
on a

ff; ghg = Hf (gh) = gHf (h) + hHf (g) = g ff; hg+ h ff; gg :

2) Pour établir l�identité de Jacobi, on exploite le fait que la forme symplectique est

fermée et on utilise la formule de Cartan. On trouve alors pour tout triplet (f; g; h) de

fonctions di¤érentiables :

0 = d!(Hf ; Hg; Hh) = Hf (!(Hg; Hh)) +Hg(!(Hh; Hf )) +Hh(!(Hf ; Hg))

�!([Hf ; Hg] ; Hh)� !([Hg; Hh] ; Hf )� !([Hh; Hf ] ; Hg)

= Hf fg; hg+Hg fh; fg+Hh ff; gg+ [Hf ; Hg] (h) + [Hg; Hh] (f) + [Hh; Hf ] (g)

= fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg+ (Hf fg; hg �Hg ff; hg)

+(Hg fh; fg �Hh fg; fg) + (Hh ff; gg �Hf fh; gg)

= 3(fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg):

Donc on a bien un crochet de Poisson sur M .
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2.2. Tenseurs de Poisson

Remarque 2.1.1 Toute variété symplectique est une variété de Poisson; le contraire n�est

pas vrai en général, c�est le cas de R3 muni du crochet ff; gg = @f
@x

@g
@y
� @f

@y
@g
@x
.

2.1.2 Structures symplectiques particulières

On donne ici quelques exemples de variétés symplectiques.

1) M = R2 et ! = dx ^ dy; dans ce cas le champ de vecteurs hamiltonien associé à une
fonction di¤érentiable f : R2 ! R est donné par :

Hf (x; y) =
@f

@x

@

@y
� @f
@y

@

@x
;

et le crochet de Poisson associé est dé�ni comme suit :

ff; gg = @f

@x

@g

@y
� @f

@xy

@f

@x
:

Plus généralement, la structure symplectique standard surR2n = f(x1; x2; :; xn; y1; ::; yn)g
est dé�nie par la forme ! =

Pi=n
i=1 dxi ^ dyi.

2) Soit N une variété di¤érentiable de dimension n, son �bré cotangent T �N est une

variété de dimension 2n. Soit � : T �N ! N la projection de �bré T �N . En tout point

m 2 T �N on note (p1; p2; :::; pn) les coordonnées de �(m) et (q1; q2; :::; qn) les coordonnées

de �m 2 T ��(m)N dans un système de coordonnées. On dé�nit la 1-forme de Liouville par

� =
Pi=n

i=1 qidpi. La forme symplectique est dé�nie par : ! = d� =
Pi=n

i=1 dqi ^ dpi.
En mécanique classique, le formalisme hamiltonien consiste à établir un système hamil-

tonien sur (T �N ;!). L�espace des phases est T �N tandis que N est l�espace des con�gura-

tions.

2.2 Tenseurs de Poisson

SoitM une variété di¤érentiable, on note �p(C1(M)) l�ensemble des applicationsR-multilinéaires
alternées de degré p de (C1(M))p à valeurs dans C1(M). On a par exemple �0(C1(M)) =
C1(M) et �1(C1(M)) = L(C1(M); C1(M)) : l�espace vectoriel des applications R-linéaires.
A un champ de multivecteurs � 2 �p(M) on associe l�élément '� 2 �p(C1(M)) qui est

dé�ni par

'�(f1; f2; :::; fp) = h�; df1 ^ df2 ^ ::: ^ dfpi := �(df1; df2; :::; dfp); (2.2.1)

pour toute famille f1; f2; :::; fp de fonctions di¤érentiables sur M .

Le lemme suivant nous donne une condition su¢ sante pour que la réciproque soit vraie.
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2.2. Tenseurs de Poisson

Lemme 2.2.1 Un élément ' 2 �p(C1(M)) provient d�un champ de multivecteurs � 2
Ap(M) si et seulement si il véri�e l�identité de Leibniz en chacun de ses facteurs. De tels

éléments sont appelés des multidérivations de degré p sur C1(M).

Preuve. La condition est nécessaire car la di¤érentielle d�une fonction véri�e la règle

de Leibniz; pour qu�elle soit su¢ sante il su¢ t de prouver que la valeur de '(f1; f2; :::; fp)

en un point dépend uniquement de la di¤érentielle de chacun de ces facteurs en ce point;

il su¢ t de le véri�er sur le premier facteur par exemple, ce qui est équivalent à dire que si

df1(x) = 0 alors '(f1; f2; :::; fp)(x) = 0 pour tout x 2M .
Soit x un point deM , on suppose que df1(x) = 0 , en appliquant la formule de Taylor avec

reste intégral à f1 au point x et en prenant une carte locale centrée en x (U ; (x1; x2; :::; xn)),

on trouve une famille de fonctions di¤érentiables g1; g2; ::; gn qui s�annulent en x et telles

que pour tout y 2 U on a f1(y) = f1(x) + (
Pi=n

i=1 x
i:gi)(y), par suite :

'(f1; f2; :::; fp)(x) = f1(x)'(1; f2; :::; fp)+
i=nX
i=1

[xi(x)'(gi; f2; :::; fp)(x)+gi(x)'(x
i; f2; :::; fp)(x)] = 0

car xi(x) = 0 (la carte est centrée en x), et le fait que '(1; f2; :::; fp) = 0 provient de l�identité

de Leibniz appliquée au premier facteur; on conclut que l�application ' provient d�un champ

de multivecteurs de degré p.

Soit fxig1�i�n un système de coordonnées sur un ouvert U , soient f; g 2 C1(M) et
x; y 2 U . En appliquant la formule de Taylor on a f(x) = f(y) +

Pi=n
i=1 (x

i � yi) efi(y) et
g(x) = g(y) +

Pi=n
i=1 (x

i � yi)egi(y) avec efi(x) = @f
@xi
(x) et egi(x) = @g

@xi
(x); en utilisant la

bilinéarité du crochet, on trouve

ff; gg =
X

1�i<j�n

�
xi; xj

	 @f
@xi

@g

@xj
= h�; df ^ dgi : (2.2.2)

On pose �ij = fxi; xjg 2 C1(M), ce sont les composantes de champ de bivecteurs � induit
par le crochet de Poisson (lemme 2:2:1), elles sont anti-symétriques par rapport aux indices

(�ij = ��ji) et véri�ent l�équation suivante induite par l�identité de Jacobi :

��
xi; xj

	
; xk
	
+
��
xj; xk

	
; xi
	
+
��
xk; xi

	
; xj
	
=

s=nX
s=1

�
@�ij

@xs
�sk +

@�jk

@xs
�si +

@�ki

@xs
�sj
�
= 0;

(2.2.3)

quels que soient 1 � i; j; k � n; par conséquent, le crochet de Schouten-Nijenhuis de tenseurs
de Poisson par lui même est nul; c�est une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un champ

de bivecteurs dé�nit une structure de Poisson comme le montre la proposition suivante :
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2.3. Structure de Poisson linéaire

Proposition 2.2.1 Un champ de bivecteurs � sur une variété di¤érentiable M dé�nit une

structure de Poisson si et seulement si [�;�]S = 0.

Preuve. On a

[�;�]S =
X

1�i<j<k�n

 
s=nX
s=1

�
@�ij

@xs
�sk +

@�jk

@xs
�si +

@�ki

@xs
�sj
�!

@

@xi
^ @

@xj
^ @

@xk
:

Soit f:; :g le crochet induit par�, autrement dit: pour tout couple de fonctions di¤érentiables
f; g sur M; on a ff; gg = h�; df ^ dgi; ce crochet véri�e l�identité de Leibniz et pour tout
f; g; h 2 C1(M); on a

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg =
X

1�i<j<k�n

s=nX
s=1

�
@�ij

@xs
�sk +

@�jk

@xs
�si +

@�ki

@xs
�sj
�
@f

@xi
@g

@xj
@h

@xk

= h[�;�]S ; df ^ dg ^ dhi = 0;

donc le crochet dé�ni par le champ de bivecteurs � dé�nit bien une structure de Poisson

sur M .

On note (M;�) une telle structure. Ainsi la donnée d�une structure de Poisson sur une

variété est équivalent à la donnée d�un champ de bivecteurs � tel que [�;�]S = 0.

Exemple 2.2.1 Structure de Poisson constante sur Rn

Elle est dé�nie par le tenseur

� = p
X

1�i;j�n

@

@xi
^ @

@xj
;

où p est une fonction di¤érentiable quelconque sur Rn. En particulier, si n = 2m et p est

constante on retrouve la structure symplectique standard sur R2m.

Exemple 2.2.2 Tout champ de bivecteurs sur une variété de dimension 2 dé�nit une struc-

ture de Poisson, il y a pas de champ de trivecteurs non nul.

2.3 Structure de Poisson linéaire

Soit V un |-espace vectoriel de dimension �nie (| = R où C) et V � = Hom(V; |) son dual.

Dé�nition 2.3.1 Une structure de Poisson sur l�espace vectoriel V est dite linéaire si le

crochet de deux applications linéaires est également une application linéaire.
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2.4. Morphismes de Poisson

Dans ce cas, la restriction du crochet de Poisson sur V � dé�nit une structure d�algèbre de

Lie. Inversement, toute structure d�algèbre de Lie dé�nit une structure de Poisson linéaire.

En e¤et, soit (G; [:; :]) une algèbre de Lie, pour toute application di¤érentiable f : G� ! |,
on pose

ff; gg (�) = �([df(�); dg(�)]); (2.3.1)

pour tout � 2 G�. On remarque que df(�) 2 (G�)�, ce qui justi�e cette dé�nition. Si f est
linéaire alors df(�) = f 2 G pour tout � 2 G�: Ainsi (G�; f:; :g) est une structure de Poisson
linéaire.

L�ensemble des structures de Poisson linéaires de dimension �nie est en bijection avec les

structures d�algèbres de Lie de même dimension. Etudier une algèbres de Lie de dimension

�nie revient parfois à étudier une structure de Poisson linéaire.

Exemple 2.3.1 Soit G un groupe de Lie et G =TeG son algèbre de Lie, alors l�espace

cotangent à G au point e (l�élément neutre de G) est muni d�une structure de Poisson

linéaire. Pour G = SO(3); G =so(3) : l�ensemble des matrices anti-symétriques d�ordre 3:

Exemple 2.3.2 L�espace vectoriel R3 s�identi�e à son dual grâce au produit scalaire eucli-
dien h:; :i. L�espace R3 muni du produit vectoriel qu�on note multiplicativement est une
algèbre de Lie. Le crochet est dé�ni par

ff; gg (x) = hx; gradf(x)� gradg(x)i ; (2.3.2)

pour tout f; g 2 C1(R3) et pour tout x 2 R3.

2.4 Morphismes de Poisson

Dé�nition 2.4.1 Soient (M1; f:; :g1) et (M2; f:; :g2) deux variétés de Poisson et � :M1 !
M2 une application di¤érentiable. � est un morphisme de Poisson de (M1; f:; :g1) dans
(M2; f:; :g2) si

ff; gg2 � � = ff � �; g � �g1 (2.4.1)

pour tout f; g 2 C1(M2):

Un isomorphisme de Poisson est un morphisme de Poisson qui est aussi un di¤éomor-

phisme.

Proposition 2.4.1 Soit l�application di¤érentiable � : (M1; f:; :g1) ! (M2; f:; :g2), soient
�1 et �2 les tenseurs de Poisson respectifs. Dire que � est un morphisme de Poisson est

équivalent à :
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2.4. Morphismes de Poisson

1) �2 � � = ���1.
2) L�application �� : (C1(M2); f:; :g2)! (C1(M1); f:; :g2) dé�nie par ��(f) := f �� est

un morphisme d�algèbres de Lie.

Preuve. 1) On a

ff � �; g � �g1 = �1(d(f � �); d(g � �)) = �1(df � d�; dg � d�)

et

ff; gg2 � � = �2(df; dg) � �:

L�égalité (2:4:1) entraîne

�2(df; dg) � � = �1(df � d�; dg � d�);

autrement dit

�2(df; dg) = ���1(df; dg):

2) On a

��(ff; gg2) = ff; gg2 � �;

le reste découle de l�identité (2:4:1).

Exemple 2.4.1 Si � : G ! H est un morphisme d�algèbre de Lie. Alors le morphisme

adjoint �� : H�! G� est un morphisme des structures de Poisson linéaires induites sur G�

et H�. En particulier, R3 muni de sa structure de Poisson dé�nie dans l�exemple précédent
est isomorphe à G�=so�(3).

Exemple 2.4.2 Un di¤éomorphisme 	 : M ! N induit un isomorphisme symplectique

	� : T �N ! T �M .

Exemple 2.4.3 Soient G un groupe de Lie connexe et G� = T �eG le dual de son algèbre de
Lie. On dé�nit l�application L : T �G ' G � G� ! G� par L(g; �) = (Lg�1)��. C�est un

morphisme de Poisson entre T �G muni de sa structure symplectique standard et G� muni
de sa structure de Poisson linéaire.

24



2.5. Produit direct de variétés de Poisson

2.5 Produit direct de variétés de Poisson

Dé�nition 2.5.1 Soient (M1; f:; :g1) et (M2; f:; :g2) deux variétés de Poisson, leurs produit
direct est (M1 �M2; f:; :g); où

ff; gg (x1; x2) := ff(:; x2); g(:; x2)g1 (x1) + ff(x1; :); g(x1; :)g2 (x2);

pour tout f; g 2 C1(M1 �M2) et (x1; x2) 2M1 �M2.

Si on note �1 et �2 les tenseurs de Poisson associés à (M1; f:; :g1) et (M2; f:; :g2) respec-
tivement, alors on a

ff; gg (x1; x2) = �1(x1)(
@f

@x1
(x1; x2);

@g

@x1
(x1; x2)) + �2(x2)(

@f

@x2
(x1; x2);

@g

@x2
(x1; x2)):

Exemple 2.5.1 le produit direct de R2 muni de sa structure de Poisson standard et R
muni de la structure triviale est R3 muni de la structure de Poisson dé�nie par le champ de
bivecteurs � = @

@x
^ @
@y
.

Proposition 2.5.1 Soient (M1; f:; :g1) et (M2; f:; :g2) deux variétés de Poisson, il existe
une unique structure de Poisson sur la variété M1 � M2 pour laquelle les deux projec-

tions canoniques pi : M1 � M2 ! Mi (i = 1; 2) sont des morphismes de Poisson et

ff � p1; g � p2g = 0, 8f 2 C1(M1), 8g 2 C1(M2).

Preuve. Voir [6].

La proposition précédente caractérise le produit direct de variétés de Poisson. On dit

aussi que la variété de Poisson (M1 � M2; f:; :g) est le produit direct de (M1; f:; :g1) et
(M2; f:; :g2).

2.6 Champs de Poisson

Dé�nition 2.6.1 Soient (M;�) une variété de Poisson et X un champ de vecteurs sur M .

On dit que X est un champ de Poisson si LX� = 0.

Proposition 2.6.1 Soient (M;�) une variété de Poisson et X un champ de Poisson. On

a

1) Pour tout f; g 2 C1(M), X(ff; gg) = fX(f); gg+ ff;X(g)g.
2) Tout champ hamiltonien est un champ de Poisson.

3) Pour tout f 2 C1(M), [X;Hf ] = HX(f).

25



2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

Preuve. 1) Soit X un champ de Poisson, on a pour tout f et g dans C1(M)

X(ff; gg) = LX ff; gg = LX h�; df ^ dgi

= hLX�; df ^ dgi+ fX(f); gg+ ff;X(g)g

= fX(f); gg+ ff;X(g)g :

2) Si X est l�hamiltonien d�une fonction, cette équation n�est autre que l�identité de Jacobi;

par conséquent : tout champ hamiltonien est un champ de Poisson.

3) Pour tout h 2 C1(M), on a

[X;Hf ] (h) : = X(Hf (h))�Hf (X(h)) = X(ff; hg)� ff ;X(h)g

= fX(f); hg+ ff;X(h)g � ff ;X(h)g = fX(f); hg

= HX(f)(h);

car X est un champ de Poisson.

Remarque 2.6.1 1) La réciproque de la deuxième assertion n�est pas toujours vraie en

général. A titre d�exemple, pour la structure de Poisson triviale, tous les champs de vecteurs

sont des champs de Poisson, tandis que l�ensemble des champs hamiltoniens est réduit à

l�élément neutre. Cependant, les deux notions coïncident dans le cas de R2n muni de sa
structure symplectique standard.

2) Le �ot d�un champ de Poisson préserve la structure de Poisson (i.e. c�est un isomor-

phisme de Poisson).

3) Les champs de Poisson sont l�analogue des champs de Killing pour une structure

pseudo-riemannienne.

2.7 Structure locale d�une variété de Poisson

2.7.1 Rang d�une structure de Poisson

Soit (M;�) une structure de Poisson. Pour tout point x dans M la forme bilinéaire �(x) :

T �xM � T �xM ! R induit une application linéaire ]�(x) : T �xM ! TxM ; ainsi, le champ de

bivecteurs � induit une application linéaire sur les sections ]� : 
1(M) ! �(M) appelée

application ancre et caractérisée par

�(]�(�)) = h�; � ^ �i ; (2.7.1)
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

pour tout couple (�; �) de 1-formes sur M .

Par exemple, si � = �df alors ]�(�) = Hf , ainsi il y a une correspondance entre les

1-formes exactes et les champs hamiltoniens sur M .

Dans un système de coordonnées locales (U ; (x1; x2; :::; xn)) au voisinage de x on a

]�(
i=nX
i=1

aidx
i) =

X
ij

fxi; xjgai
@

@xj
=
X
ij

�ijai
@

@xj
;

ainsi (�ij(x))ij est la matrice associée à ]�(x) relativement aux bases (dx1; dx2; :::; dxn) et

( @
@x1
; @
@x2
; :::; @

@xn
) de T �xM et TxM respectivement.

Dé�nition 2.7.1 Le rang d�une variété de Poisson (M;�) en un point x est la dimension

de Im ]�(x) (ou bien le rang de ]�(x)).

L�espace caractéristique de la structure de Poisson en x est Cx = Im ]�(x).
Le rang de (M;�) est le maximum des rangs en tous les points de M .

Dé�nition 2.7.2 On dit qu�un point d�une variété de Poisson (M;�) est régulier s�il admet

un voisinage dans lequel la structure de poisson est constante.

On appelle l�ouvert régulier de la structure de Poisson (M;�) l�ensemble des points

régulières. On le note O.
La structure de Poisson est dite régulière si O =M .

On notera souvent l�ouvert régulier par O ; c�est un ouvert dense de M ; le rang au

voisinage de chaque point de l�ouvert régulier est constant.

Exemple 2.7.1 L�espace R3 est muni de la structure de Poisson dé�nie par le champ de
bivecteurs � = @

@x
^ @

@y
. Cette structure est régulière de rang 2. En e¤et, pour tout x 2 R3

la matrice associée à ]�(x) relativement à la base canonique de R3 est0BB@
0 1 0

�1 0 0

0 0 0

1CCA :
2.7.2 Structure d�espace vectoriel symplectique sur l�espace car-

actéristique

Soient x 2M et X; Y 2 Cx = Im ]�(x), on dé�nit sur Cx la forme bilinéaire suivant

!x(X;Y ) = h�(x); � ^ �i ;
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

où X = ]�(x)(�) et Y = ]�(x)(�):

Comme � est un tenseur de Poisson alors !x dé�nit une structure d�espace vectoriel

symplectique sur Cx; par conséquent Cx est toujours de dimension paire.
Dans l�exemple précédent, l�espace caractéristique en tout point est isomorphe à R2 et

la structure symplectique c�est la structure canonique donnée par

!(X; Y ) = X tJY

où X t est le transposé du vecteur X et J est la matrice 
0 1

�1 0

!
:

2.7.3 Système de coordonnées locales canoniques

Théorème 2.7.1 (A. Weinstein)

Soit (M;�) une variété de Poisson, tout point x admet un système de coordonnées

(p1; p2; :::; ps; q1; q2; :::; qs; y1; y2; :::; yn�2s) centré en x et dans lequel le tenseur de Poisson

s�écrit

� =
i=sX
i=1

@

@pi
^ @

@qi
+

X
0�i<j�n�2s

'ij
@

@yi
^ @

@yj
;

avec ('ij) une famille de fonctions di¤érentiables nulles au point x ne dépendant que de

(y1; y2; :::; yn�2s) et 2s c�est le rang de la structure de Poisson en ce point.

Preuve. La démonstration du théorème se fait par récurrence sur le rang de � en x.

Si s = 0 c�est l�écriture d�un champ de bivecteurs et il y a pas de facteur symplectique.

Sinon, il existe deux fonctions f et g tel que ff; gg (x) 6= 0; on pose p1 = g donc

0 6= ff; p1g (x) = �Hp1(f)(x), grâce au théorème de redressement il existe un système de
coordonnées (q1; q2; :::; qn) tel que Hp1 =

@
@q1
, ainsi Hp1(q1) = 1 = fp1; q1g. Les deux champs

Hp1 et Hq1 sont linéairement indépendants; (sinon si Hp1 = �Hq1 on aura 1 = fp1; q1g =
�Hq1(q1) = �fq1; q1g = 0, contradiction);de plus Hp1 et Hq1 commutent, en e¤et

[Hp1 ; Hq1 ] = Hfp1;q1g = H1 = 0;

ce qui permet d�appliquer le théorème de Frobenius, donc il existe un feuilletage de dimension

2 au voisinage de x, par conséquent il existe un système de coordonnées (y1; y2; :::; yn) tel

que

Hp1 =
@

@y1
;Hq1 =

@

@y2
:
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

Avec ce système, on a fp1; yig = fq1; yig = 0 pour 3 � i � n, puis avec l�identité de Jacobi
on déduit : fp1; fyi; yjgg = fq1; fyi; yjgg = 0 pour 3 � i; j � n, ainsi

@ fyi; yjg
@y1

=
@ fyi; yjg
@y2

= 0; 3 � i; j � n:

Donc fyi; yjg est indépendant de y1 et y2, autrement dit

fyi; yjg = 'ij(y3; :::; yn); 3 � i; j � n:

On peut prendre (p1; q1; y3; :::; yn) comme nouveau système de coordonnées car la matrice

Jacobienne de l�application (y1; y2; :::; yn) 7�! (p1; q1; y3; :::; yn) est de la forme0BB@
0 1 �
�1 0 �
0 0 In�2

1CCA
et son déterminant est égal à 1. Le tenseur de Poisson dans ces nouvelles coordonnées s�écrit

� =
@

@p1
^ @

@q1
+

X
3�i<j�n

e�ij(y3; :::; yn) @
@yi

^ @

@yj
:

Cette formule implique que notre structure de Poisson est le produit de la structure sym-

plectique standard sur le plan f(p1; q1)g et la sous-variété f(y3; :::; yn)g munie de la structure
de Poisson induite par celle de M . On réitère le processus jusqu�à ce que l�on trouve un

tenseur nul au point x.

Dé�nition 2.7.3 Le système de coordonnées donné par le théorème (2:5:1) s�appelle le sys-

tème de coordonnées locales canoniques. Ainsi, le crochet de Poisson dans ce système prend

cette forme

ff; gg =
i=sX
i=1

�
@f

@pi

@g

@qi
� @g

@pi

@f

@qi

�
+

X
0�i;j�n�2s

fyi; yjg
@f

@yi

@g

@yj
:

Remarque 2.7.1 Lorsque n = 2s on retrouve le théorème de Darboux qui donne les co-

ordonnées canoniques locales pour une structure symplectique, ce qui veut dire qu�il y a un

seul modèle local d�une structure symplectique quelconque.

2.7.4 Feuilletage symplectique

On va voir qu�une variété de Poisson est munie d�un feuilletage (singulier si la structure de

Poisson est singulière et régulier si la structure de Poisson est régulière) dont les feuilles

sont des sous-variétés symplectiques maximales. Ceci grâce à un théorème dû à Stefan et

Sussmann (1974).
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

Dé�nition 2.7.4 Un feuilletage sur une variété di¤érentiable M de dimension n est la

donnée d�une partition F = fF�g de M en sous-variétés immergées F�, connexes appelées
feuilles dont chacune véri�e : Pour tout x 2M , si x 2 F� et F� de dimension d, alors il ex-
iste une carte locale (U ; (y1; y2; :::; yn)) centrée en x telle que fyd+1 = yd+2 = ::: = yn = 0g �
U \ F� ; et pour chaque vecteur (cd+1; cd+2; :::; cn) l�ensemble fyi = ci; i = d+ 1; :::; ng est
soit vide soit contenue dans une feuille.

Si toutes les feuilles ont la même dimension d alors le feuilletage est régulier de

dimension d et de codimension (n� d).

Exemple 2.7.2 1) Si f : M ! N est une submersion di¤érentiable dont tous les �-

bres sont connexes, alors fFp := f�1(p); p 2 Ng est un feuilletage régulier de dimension
(dimM � dimN).
2) En particulier, si � : E ! M est un �bré vectoriel sur M , alors fEx := ��1(x);

x 2 Mg est un feuilletage régulier; sa dimension est le rang du �bré. On l�appelle le

feuilletage vertical du �bré.

Dé�nition 2.7.5 Une distribution D sur M est la donnée en chaque point x d�un sous-

espace vectoriel Dx de TxM .
Une distribution est lisse (di¤érentiable) si pour tout x 2 M , tout vecteur de Dx est la

valeur en x d�un champ de vecteurs dé�ni au voisinage de x.

Si la dimension de Dx dépend de x alors la distribution est dite singulière; elle est dite
régulière sinon.

Exemple 2.7.3 A une famille de champs de vecteurs C on associe la distribution lisse DC

telle que pour tout x 2 M , l�espace vectoriel DCx est engendré par fX(x);X 2 Cg. On dit
que la distribution DC est engendrée par la famille C.

Exemple 2.7.4 A chaque feuilletage F correspond une distribution DF dé�nie pour tout x
dans M par DFx = Tx(F�); où F� est la feuille qui contient x. La distribution DF s�appelle
la distribution tangente au feuilletage F .

Réciproquement, étant donné une distribution lisse D, existe-t-il un feuilletage auquel
elle est tangente?.

Dé�nition 2.7.6 Une sous-variété intégrale d�une distribution lisse D est une sous-

variété immergée de M dont l�espace tangent en tout point est un sous-espace vectoriel de

l�espace donné par D en ce point. Une sous-variété intégrale est de dimension maximale
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

si son espace tangent en un point x est égal à Dx. Une sous-variété intégrale maximale
est une sous-variété intégrale qui n�est contenue dans aucune autre sous-variété intégrale.

Dé�nition 2.7.7 Une distribution sur M est intégrable si tout point de M est contenu

dans une sous-variété intégrale maximale de dimension maximale.

Dé�nition 2.7.8 Une distribution D sur M est invariante par rapport à un champ de

vecteurs X si ('tX)�Dx = D'tX(x) lorsque cela est bien dé�ni. Une distribution D est in-

variante par rapport à une famille de champs de vecteurs si elle l�est pour chacun de ses

éléments.

Nous somme à présent en mesure de faire le lien entre les distributions intégrables et les

feuilletages.

Théorème 2.7.2 (Stefan-Sussmann)

Soit D une distribution lisse sur une variété di¤érentiable; les propositions suivantes

sont équivalentes :

a) La distribution D est intégrable.

b) D est engendrée par une famille C de champs de vecteurs et elle est invariante par

rapport à cette famille.

c) D est la distribution tangente à un feuilletage F sur M .

Preuve. Nous donnons les grandes lignes de la démonstration, (voir [6] pour plus de

détails).

a) =) b): SoitD une distribution intégrable, on poseC = fX 2 �(M);X(x) 2 Dx;8x 2Mg.
Le fait que D soit lisse implique D = DC , reste à démontrer que D est invariante par la

famille C. En e¤et, soit X 2 C, pour x 2 M on note Fx la feuille contenant x, par hy-
pothèse on a pour tout y 2 Fx; Ty(Fx) = Dy (les feuilles sont de dimension maximale).
Ainsi X(y) 2 Ty(Fx); pour tout y 2 Fx donc il existe t > 0 tel que 'tX(x) 2 Fx et par
conséquent

('tX)�Dx = ('tX)�(Tx(Fx)) =T'tX(x)(Fx) = D'tX(x):

b) =) c): On suppose que D est engendrée par une famille de champs de vecteurs C

et qu�elle est invariante par rapport à cette famille. Pour x 2 M soit d = dimDx; ainsi
il existe X1; X2; :::; Xd 2 C tels que fX1(x); X2(x); :::; Xd(x)g engendre Dx. On note par
�t1; �

t
2; :::; �

t
d leurs �ots respectifs. L�application

(s1; s2; :::; sd) 7! (�s11 � �s22 � ::: � �
sd
d )(x)
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

établit un di¤éomorphisme entre le disque ouvert D(0; ") et un voisinage ouvert de x.

Lorsque x varie on obtient une sous-variété intégrale maximale de dimension maximale

grâce à l�invariance de la distribution D par rapport à la famille C. En recolant ces sous-

variétés lorsqu�elles s�intersectent on obtient une partition de M . La distribution D est par
construction tangente au feuilletage obtenu.

c) =) a): Si D = DF , alors en prenant pour chaque x la feuille qui le contient, c�est une
sous-variété intégrale maximale de dimension maximale; on conclut que D est intégrable.

2.7.5 Application à la structure de Poisson

Dé�nition 2.7.9 Une distribution lisse D sur une variété di¤érentiable est localement

�nie si pour tout point x dans M , il existe un ouvert U qui le contient et tel que : Pour

tout champ de vecteurs Y sur U , tangent à D, Y est une combinaison C1(M)-linéaire d�une
famille �nie de champs de vecteurs sur U .

Exemple 2.7.5 Soit (M;�) une variété de Poisson, le théorème de A. Weinstein montre

que la distribution caractéristique, qui associe à chaque point de M l�espace caractéristique

de la structure de Poisson en ce point, est localement �nie.

Théorème 2.7.3 (Hermann)

Toute distribution lisse, localement �nie et involutive (i.e. stable par le crochet de Lie),

est intégrable.

Preuve. Il su¢ t de considérer la famille des champs de vecteurs tangents à cette dis-

tribution et véri�er l�assertion b) du théorème de Stephan-Sussmann.

Soit (M;�) une variété de Poisson, on note par C la distribution caractéristique de la

structure de Poisson. Pour tout point x, on a

Cx = Im ]�(x) = fHf (x); f 2 C1(M)g :

:Comme les champs hamiltoniens sont des champs de Poisson, ils préservent la distribu-

tion caractéristique. De plus, C est involutive donc elle est intégrable d�après le théorème

d�Hermann. En appliquant le théorème de Stephan-Sussmann, c�est la distribution tangente

à un feuilletage F : On l�appelle le feuilletage symplectique associé à la structure de

Poisson (M;�). La structure symplectique des feuilles est dé�nie au paragraphe (2:5:2).

Exemple 2.7.6 Feuilletage symplectique d�une structure de Poisson linéaire
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2.7. Structure locale d�une variété de Poisson

Soit G un groupe de Lie connexe, G son algèbre de Lie et G� le dual de G . Le groupe G
agit sur son algèbre de Lie par la représentation adjointe et sur G� par l�action coadjointe
dé�nie par

Ad�g�(x) = �(Adg�1x)

pour tout g 2 G; � 2 G� et x 2 G.
Le générateur in�nitésimal de cette action est la représentation coadjointe de l�algèbre

de Lie de G sur son dual dé�ni par

ad�x�(y) = �([y; x]) = ��(adxy)

pour tout x; y 2 G et tout � 2 G�.

Remarque 2.7.2 Les feuilles symplectiques de la structure de Poisson linéaire sur le dual

d�une algèbre de Lie coïncide avec les orbites de la représentation coadjointe de cette algèbre

de Lie sur son dual. (Voir [6], x3).
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3

Dérivées contravariantes sur une

variété pseudo-riemannienne

3.1 Calcul di¤érentiel contravariant sur une variété

La donnée d�un champ de bivecteurs � permet de dé�nir un calcul di¤érentiel contravariant

analogue au calcul di¤érentiel classique mais qui dépend du champ �.

3.1.1 Produit intérieur contravariant

Dé�nition 3.1.1 Le produit intérieur d�un champ de multivecteurs Q de degré k par une

1-forme � est le champ de multivecteurs noté i�Q, de degré (k � 1) et dé�ni par

(i�Q)(�1; �2; :::; �k�1) := Q(�; �1; �2; :::; �k�1); (3.1.1)

pour tout �1; �2; :::; �k�1 2 
1(M).
Par convention, le produit intérieur d�une fonction par une 1-forme est nul.

Le produit intérieur véri�e la règle de Leibniz, i.e.

i� (P ^Q) = (i�P ) ^Q+ (�1)degPP ^ (i�Q): (3.1.2)

3.1.2 Dérivée de Lie contravariante

On munit 
1(M) d�une application R�bilinéaire, appelée crochet de Koszul et dé�nie par

[:; :]� : 

1(M)� 
1(M) ! 
1(M)

(�; �) 7�! [�; �]�
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où

[�; �]� := L]�(�)� � L]�(�)�� d(�(�; �)): (3.1.3)

Proposition 3.1.1 Dans un système de coordonnées locales (x1; x2; ::::; xn), on a

�
dxi; dxj

�
�
= d

�
xi; xj

	
= d�ij =

s=nX
s=1

@�ij

@xs
dxs; 1 � i; j � n: (3.1.4)

Preuve. On rappelle que pour tout champ de vecteurs X; toute fonction di¤érentiable

et toute 1-forme � sur M; on a

LfX� = fLX�+ �(X):df

et si on prend X = @
@xs
; f = �is, � = dxj, on a

L�is @
@xs
(dxj) = �is(L @

@xs
dxj) + dxj(

@

@xs
):d�is =

(
d�ij si s = j

0 si s 6= j;

par conséquent

L]�(dxi)(dxj) = LPs=n
s=1 �

is @
@xs
(dxj) =

nX
s=1

L�is @
@xs
(dxj) = d�ij;

donc en utilisant la dé�nition du crochet, on obtient�
dxi; dxj

�
�
= L]�(dxi)(dxj)� L]�(dxj)(dxi)� d(�(dxi; dxj))

= d�ij � d�ji � d�ij = �d�ji = d�ij;

ce qui achève la preuve.

Ce crochet est visiblement anti-symétrique, de plus, on a :

Proposition 3.1.2 Pour tout fonction di¤érentiable f sur M et pour tout �; � 2 
1(M),
on a l�identité

[�; f�]� = f [�; �]� + []�(�):f ] �: (3.1.5)

Preuve. On a par dé�nition

[�; f�]� = L]�(�)(f�)� L]�(f�)�� d(�(�; f�)):

Or

L]�(�)(f�) = fL]�(�)� + []�(�):f ] �
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et

L]�(f�)� = Lf]�(�)� = fL]�(�)�+ �(]�(�))df = fL]�(�)�� �(�; �)df .

Par conséquent, on a

[�; f�]� = fL]�(�)� + []�(�):f ] � � fL]�(�)�+ �(�; �)df � d(f�(�; �))

= f(L]�(�)� � L]�(�)�)� fd(�(�; �)) + []�(�):f ] �

= f [�; �]� + []�(�):f ] �;

d�où le résultat.

Dé�nition 3.1.2 On dé�nit la dérivée de Lie contravariante sur 
1(M) par

L�� := [�; �]� :

De la proposition précédente, l�application (� 7�! L�) est une application linéaire de


1(M) dans End(
1(M)); mais contrairement au cas covariant, ce n�est généralement pas

un morphisme d�algèbres de Lie car le crochet ne véri�e pas l�identité de Jacobi.

On généralise la notion de dérivée de Lie contravariante à �k(M) en posant pour toute

fonction di¤érentiable f et toute 1-forme �,

L�f := ]�(�):f = df(]�(�)) (3.1.6)

et pour toute famille �1; �2; :::; �k 2 
1(M) et tout Q 2 �k(M);

(L�Q)(�1; �2; :::; �k) : = ]�(�):Q(�1; �2; :::; �k)�Q([�; �1]� ; �2; :::; �k) (3.1.7)

�Q(�1; [�; �2]� ; :::; �k)� :::�Q(�1; �2; :::; [�; �k]�):

3.1.3 La di¤érentielle extérieure contravariante d�un champ de

multivecteurs

Dé�nition 3.1.3 On dé�nit la di¤érentielle extérieure d�un champ de multivecteurs Q 2
�k(M) par la formule

k:(�Q)(�0; �1; �2; :::; �k) =

i=kX
i=0

(�1)i]�(�i):Q(�0; :::; b�i; :::; �k)
+
X
i<j

(�1)i+jQ(
�
�i; �j

�
�
; �0; :::;

b�i; :::; b�j; :::; �k): (3.1.8)
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Voici quelques propriétés de cette di¤érentielle extérieure.

Proposition 3.1.3 i) L�opérateur � véri�e la règle de Leibniz

�(P ^Q) = �P ^Q+ (�1)degPP ^ �Q: (3.1.9)

ii) L�opérateur � s�exprime en fonction du crochet de Schouten-Nijenhuis de Q par la formule

�Q = � [�;Q]S . (3.1.10)

iii) On a les identités

�2Q =
1

2
[Q; [�; �]S]S ; (3.1.11)

[�; �]S (�; �; ) =
1

2
f]�(�):�(; �) + ]�(�):�(�; ) + ]�():�(�; �)

+�([�; �]� ; ) + �([; �]� ; �) + �([�; ]� ; �)g = ���(�; �; ): (3.1.12)

Preuve. i) C�est la même démonstration que pour le cas covariant, voir [1; page 307].

ii) La démonstration se fait par récurrence sur le degré de Q. Pour une fonction dif-

férentiable f sur M , on a

�f(�) = �]�(�)(f) = �(Hf ) = � [�; f ]S (�) 8� 2 
1(M):

On suppose que

�Q = � [�;Q]S .

alors d�après i) on a

�(Q ^X) = �Q ^X + (�1)degQQ ^ �X

= � [�;Q]S ^X � (�1)degQQ ^ [�;X]S
= � [�;Q ^X]S ;

puis on étend par linéarité à tout champ du degré (degQ+ 1) :

iii) D�après ii) on a

(�1)degQ�1:�2(Q) = �(�1)degQ�1 [�; �Q]S = (�1)degQ�1 [�; [�;Q]S]S :

On applique l�analogue de l�identité de Jacobi pour le crochet Schouten-Nijenhuis, ce qui

nous donne

(�1)degQ�1 [�; [�;Q]S]S = [�; [Q; �]S]S � (�1)
degQ�1 [Q; [�; �]S]S

= (�1)degQ [�; [�;Q]S]S + (�1)
degQ [Q; [�; �]S]S
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et par suite

2�2(Q) = 2 [�; [�;Q]S]S = [Q; [�; �]S]S ::

iv) Il su¢ t d�appliquer la dé�nition pour k = 2.

Corollaire 3.1.1 Le crochet de Schouten-Nijenhuis [�; �]S est l�obstruction à ce que le mor-

phisme musical réalise un morphisme d�algèbre de Lie entre (
1(M); [:; :]�) et l�espace �(M)

muni du crochet de Lie. Autrement dit, pour tout �; �;  dans 
1(M), on a

[�; �]S (�; �; ) = (]�([�; �]�)� []�(�); ]�(�)]): (3.1.13)

Preuve. On a d�une part (]�([�; �]�)) = �([�; �]� ; ) et d�autre part

([]�(�); ]�(�)]) = (L]�(�)]�(�)) = ]�(�):(]�(�))� (L]�(�))(]�(�))

= ]�(�):�(�; )� �(�;L]�(�)):

Comme L]�(�) = [�; ]� + L]�()�+ d�(�; ), on trouve

([]�(�); ]�(�)]) = ]�(�):�(�; ) + ]�(�):�(; �) + �([�; ]� ; �) + �(L]�()�; �):

Or

�(L]�()�; �) = �(L]�()�)(]�(�)) = ]�():�(�; �) + �([]�(); ]�(�)])

= ]�():�(�; �) + �([; �]� ; �) + �(]�([�; ]�)� []�(�); ]�(�)]):

Donc, si on pose '(�; �; ) = (]�([�; �]�)� []�(�); ]�(�)]), on trouve

'(�; �; ) = ]�(�):�(; �) + ]�(�):�(�; ) + ]�():�(�; �)

+�([�; �]� ; ) + �([; �]� ; �) + �([�; ]� ; �)� '(�; ; �);

autrement dit, '(�; �; ) = 2: [�; �]S (�; �; ) � '(�; ; �) et ceci démontre que ' est anti-
symétrique; par conséquent '(�; �; ) = '(�; ; �), et le résultat en découle.

3.1.4 Cohomologie de Poisson

Dans le cas où le champ de bivecteurs � dé�nit une structure de Poisson, on a [�; �]S = 0:

D�après iii) de la proposition 3-5-1, on a donc �2 = 0: Par conséquent (��(M); �) forme un

complexe appelé complexe de Poisson. On note Zk�(M) l�espace des k-cocycles et B
k
�(M)

l�espace des k-cobords de ce complexe. Sa cohomologie, que l�on note H�
�(M); est appelée

la cohomologie de Poisson de la variété de Poisson (M;�).
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Proposition 3.1.4 Soit (M;�) une variété de Poisson, et soit (��(M); �) le complexe de

Poisson associé.

1) H0
�(M) est l�espace des fonctions de Casimir.

2) Z1�(M) est l�espace des champs de Poisson.

3) B1�(M) est l�espace des champs hamiltoniens de la structure Poisson.

Preuve. 1) On a

H0
�(M) = Z0�(M) = ff 2 C1(M), tel que �(f) = 0g

= ff 2 C1(M), tel que Hf = 0g = 
0b(M):

2) Un champ de vecteurs X appartient à Z1�(M) si �(X) = 0; ce qui est traduit par

0 = �(X)(�; �) := ]�(�):X(�)� ]�(�):X(�)� [�; �]�(X)

=
�
]�(�):X(�)� L]�(�)�(X)

�
�
�
]�(�):X(�)� L]�(�)�(X)

�
+X:�(�; �)

= X:�(�; �) + �(L]�(�)X)� �(L]�(�)X) = X:�(�; �)� �(LX]�(�)) + �(LX]�(�))

= X:�(�; �) + LX�(]�(�))� LX�(]�(�)) = LX�(�; �);

pour tout �; � 2 
1(M), ce qui veut dire que X est un champ de Poisson.

3) Pour que X appartient à Z1�(M) il faut qu�il existe une fonction di¤érentiable f telle

que

X = �(f) = � [f; �]S = Hf ;

donc X est l�hamiltonien de la fonction f .

Dé�nition 3.1.4 Pour toute k-forme ! sur M , on dé�nit le k-champ de multivecteurs

]�(!) comme suit : Pour toute famille �1; �2; :::; �k de 
1(M), on pose

]�(!)(�1; �2; :::; �k) := (�1)k!(]�(�1); ]�(�2); :::; ]�(�k)); (3.1.14)

ce qui permet d�étendre le morphisme musical ]� aux k-formes.

Proposition 3.1.5 Si le tenseur � dé�nit une structure de Poisson sur M , alors

� � ]� = ]� � d:

i.e. le morphisme ]� est un morphisme du complexe de de Rham dans le complexe de

Poisson.
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Preuve. On a

� � ]�(!)(�0; :::; �i; :::; �k) =
i=kX
i=0

(�1)i]�(�i):]�(!)(�0; :::; b�i; :::; �k)
+
X
i<j

(�1)i+j]�(!)(
�
�i; �j

�
�
; �0; :::;

b�i; :::; b�j; :::; �k)
= (�1)k

i=kX
i=0

(�1)i]�(�i):!(]�(�0); :::;\]�(�i); :::; ]�(�k))

+(�1)k
X
i<j

(�1)i+j!(]�(
�
�i; �j

�
�
); ]�(�0); :::;

\]�(�i); :::;\]�(�j); :::; ]�(�k))

= ]�(d!)(�0; :::; �i; :::; �k);

car le tenseur � dé�nit une structure de Poisson (i.e. ]�(
�
�i; �j

�
�
=
�
]�(�i); ]�(�j)

�
. Corol-

laire 3:1:1).

Corollaire 3.1.2 Dans le cas symplectique (i.e. ]� est inversible), c�est un isomorphisme.

Preuve. De la relation � � ]� = ]� � d; on déduit que d � ]�1� = ]�1� � �.

3.2 Dérivées contravariantes sur une variété

3.2.1 Notions élémentaires

Dé�nition 3.2.1 Une dérivée contravariante D sur une variété M est une application R-
bilinéaire

D : 
1(M)� 
1(M) ! 
1(M)

(�; �) 7�! D��

telle que pour tout �; � 2 
1(M) et toute fonction f 2 C1(M); on a

Df�� = fD�� (3.2.1)

D�f� = fD�� + []�(�)f ] �: (3.2.2)

Par abus de langage, on entendra par connexion contravariante sur une variété, une

dérivée contravariante. La forme D�� est la dérivée contravariante de � par rapport à �.

Remarque 3.2.1 Comme c�est le cas pour une drivée covariante, grâce à ces deux dernières

formules, la dérivée D est locale. Dans un système de coordonnées (U ; (x1; :::; xn)), on dé�nit
les symboles de Christo¤el associés à D par

Ddxidxj := �ijk dxk; 1 � i; j; k � n: (3.2.3)
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Où �ijk 2 C1(U). Si on note par f�
ij

k g les symboles de Christo¤el associés à D dans un autre
système de coordonnées (V ; (y1; :::; yn)), On a la relation de changement de coordonnées sur

U \ V donnée par

�
ij

k =
@yi

@xl
@yj

@xm
@xn

@yk
�lmn � @y

i

@xl
@2yj

@xm@xn
@xm

@yk
�nl: (3.2.4)

Inversement; la donnée des symboles de Christo¤el détermine entièrement D.

Dé�nition 3.2.2 La dérivée contravariante d�un champ de multivecteurs P de degré k par

D est l�application
DP : 
1(M) ! �k(M)

� 7�! D�P

dé�nie par

(D�P ) (�1; :::; �k) := ]�(�):P (�1; �2; :::; �k)�
i=nX
i=1

P (�1; :::;D��i; :::; �k): (3.2.5)

On peut voir DP comme un élément de �k+1(M) en posant

(DP ) (�; �1; :::; �k) := (D�P ) (�1; :::; �k):

En particulier, pour un champ de vecteurs X, on a

DX(�; �) = ]�(�):�(X)� (D��) (X). (3.2.6)

De même, pour un champ de bivecteurs �, on a

D�(�; �; ) = ]�(�):�(�; )� �(D��; )� �(�;D�). (3.2.7)

Dé�nition 3.2.3 1) Un champ de multivecteurs P est parallèle par rapport à D si DP = 0.
On dit aussi que D est compatible avec le tenseur P:

2) Une dérivée contravariante est appelée connexion de Poisson lorsque D� = 0.

Comme conséquence immédiate de cette dé�nition : Une connexion de Poisson commute

avec le morphisme musical ]�, autrement dit :

Proposition 3.2.1 Pour tout �; � 2 
1(M), on a

D�(]�(�)) = ]�(D��): (3.2.8)
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Preuve. On a pour tout �; �;  2 
1(M)

 fD�(]�(�))g = D�((]�(�)))�D�(]�(�))

= ]�(�):�(�; )� �(�;D�)

= D�(�; �; ) + �(D��; ):

Le fait qu�il s�agit d�une connexion de Poisson entraîne

 fD�(]�(�))g = �(D��; ) =  f]�(D��)g ;

d�où l�égalité.

Remarque 3.2.2 Une dérivée contravariante n�est pas un tenseur, cependant :

Proposition 3.2.2 La di¤érence de deux dérivées contravariantes est un tenseur 2-fois

contravariant.

Preuve. Soient D et eD deux dérivées contravariantes, on pose S = D� eD. Pour tout
�; � 2 
1(M), on a

S(f�; �) = Df�� � eDf�� = f(D�� � eD��) = fS(�; �)
et

S(�; f�) = D�f� � eD�f� = fD�� + []�(�)f ] � � f eD�� � []�(�)f ] �
= fD�� � f eD�� = f(D�� � eD��) = fS(�; �):

Ce qui montre que S est bien un tenseur.

Torsion d�une dérivée contravariante

Pour les dérivées contravariantes on a aussi les notions de torsion et de courbure.

Dé�nition 3.2.4 La torsion d�une dérivée contravariante D est une application R-bilinéaire

T : 
1(M)� 
1(M) ! 
1(M)

(�; �) 7�! T (�; �);

dé�nie par

T (�; �) = [�; �]� � (D�� �D��) : (3.2.9)

Une dérivée contravariante est dite symétrique si sa torsion est nulle.
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Proposition 3.2.3 i) La torsion T d�une dérivée contravariante D est un champ de tenseurs
2-fois contravariant anti-symétrique.

ii) La di¤érence de deux dérivées contravariantes symétriques est symétrique.

Preuve. i) Pour l�anti-symétrie, c�est évident. En e¤et, pour tout � 2 
1(M), on a

T �(�; �) = [�; �]� �D�� +D�� = 0:

Pour montrer que T est un champ de tenseurs, on montre qu�il est C1(M)-bilinéaire. Vu
que T est anti-symétrique, il su¢ t de véri�er la C1(M)-bilinéarité pour l�une des deux
composantes. On a

T �(�; f�) = [�; f�]� � (D�f� �Df��) = [�; f�]� �D�f� + fD��

= (f [�; �]� + []�(�):f ] �)� (fD�� + []�(�)f ] �) + fD��

= f([�; �]� � (D�� �D��)) = fT �(�; �):

ii) Soit S = D� eD, où D et eD sont deux dérivées contravariantes. Pour tout �; � 2

1(M), on a

S(�; �) = D�� � eD�� = (D��+ [�; �]�)� ( eD��+ [�; �]�)
= D��� eD�� = S(�; �):

ce qui prouve que S est symétrique.

Courbure

Dé�nition 3.2.5 La courbureR d�une dérivée contravariante D est l�application R-trilinéaire

R : 
1(M)� 
1(M)� 
1(M) ! 
1(M)

(�; �; ) 7�! R(�; �);

où

R(�; �) := D[�;�]� � (D�(D�)�D�(D�)); (3.2.10)

pour tout triplet (�; �; ) de 1-formes di¤érentielles sur M .

Proposition 3.2.4 Comme pour le cas covariant, la courbure d�une dérivée contravariante

symétrique véri�e l�identité de Bianchi

R(�; �) +R(�; )�+R(; �)� = 0: (3.2.11)
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Preuve. Par la symétrie de D et l�identité de Jacobi, on a

D[�;�]� +D[�;]��+D[;�]�� = D�([�; ]�) +D�([; �]�) +D([�; �]�)

+ [[�; ]� ; �]� + [[; �]� ; �]� + [[�; �]� ; ]�

= D�(D�)�D�(D�) +D�(D�)

�D�(D�) +D(D��)�D(D��);

et le résultat en découle.

Proposition 3.2.5 L�application R�trilinéaire (�; �; ) 7�! R�(�; �) a les propriétés

suivantes :

i) R�(�; �) = �R�(�; �)

ii) R�(f�; �) = fR�(�; �):

iii) R�(�; �)(f) = fR�(�; �):

Preuve. i) Provient de la dé�nition et du fait que [:; :]� est anti-symétrique.

ii) On utilise les propriétés de D et celles de [:; :]� ; on a

R�(f�; �) = D[f�;�]� � (Df�(D�)�D�(Df�))

=
�
Df [�;�]� � []�(�)f ]D�

�
� fD�(D�) +D�(fD�)

= fD[�;�]� � []�(�)f ]D� � fD�(D�) + fD�(D�) + []�(�)f ]D�

= fR�(�; �):

iii) On a

R�(�; �)(f) = D[�;�]�f � (D�(D�f)�D�(D�f)):

Or

D�(D�f) = D� ffD� + (]�(�):f)g

= fD�(D�) + (]�(�):f)D�

+(]�(�):f)D� + f]�(�)(]�(�):f)g ;

donc

D�(D�f)�D�(D�f) = f(D�(D�)�D�(D�)) + f]�(�)(]�(�):f)� ]�(�)(]�(�):f)g 

= f(D�(D�)�D�(D�)) + f[]�(�); ]�(�)] :fg ;
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par conséquent

R�(�; �)(f) = D[�;�]�f � f(D�(D�)�D�(D�))� f[]�(�); ]�(�)] :fg 

= fR�(�; �) + f]�([�; �]�):fg  � f[]�(�); ]�(�)] :fg 

= fR�(�; �) + f(]�([�; �]�)� []�(�); ]�(�)]) :fg 

= fR�(�; �);

d�où le résultat.

Comme conséquence immédiate de cette proposition, l�application (�; �; ) 7�! R�(�; �)

est aussi C1(M)-trilinéaire, ainsi la courbure d�une dérivée contravariante est un tenseur
3-fois contravariant, 1-fois covariant.

Dé�nition 3.2.6 La courbure de Ricci d�une dérivée contravariante symétrique D est la

trace de l�endomorphisme  7�! R�(�; )� que l�on note r�(�; �).

Proposition 3.2.6 La courbure de Ricci est un tenseur 2-fois contravariant symétrique.

Preuve. Pour la symétrie, on a grâce à l�identité de Bianchi

r�(�; �) = Tr( 7�! R�(�; )�)

= Tr( 7�! R�(�; )�) + Tr( 7�! R�(�; �))

= Tr( 7�! R�(�; )�) = r�(�; �)

car la matrice (R�(dxi; dxj))i;j est anti-symétrique; donc sa trace est nulle.

On montre que r� est un tenseur

r�(f�; �) = Tr( 7�! R�(f�; )�) = Tr( 7�! fR�(�; )�) = fr�(�; �)

et

r�(�; f�) = r�(f�; �) = fr�(�; �) = fr�(�; �):

Ainsi, l�application r� est C1(M)-bilinéaire par symétrie.

3.2.2 Interprétation géométrique

Comme pour les dérivées covariantes, on dé�nit les notions de géodésiques et transport

parallèle. Tout d�abord on introduit la notion de courbe cotangente.
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Dé�nition 3.2.7 Une courbe cotangente à M est un couple (; �) où  : [0; 1] ! M et

� : [0; 1]! T �M sont deux courbes di¤érentiables liées par la relation

]�(�(t)) = _(t) =
d

dt
(t); 8t 2 [0; 1] .

Dans le cas où le champ de bivecteurs � dé�nit une structure de Poisson, la courbe 

est contenue dans une seule feuille symplectique S. En e¤et, on a

_(t) = ]�(�(t)) 2 T(t)S; 8t 2 [0; 1] .

Inversement; soit  : [0; 1] ! M une courbe lisse qui reste dans une seule feuille F du

feuilletage symplectique, si r = dimF alors d�après le théorème de Weinstein, pour tout

x0 2 F il existe une carte (U; (x1; :::; xr; yr+1; :::; yn)) de M centrée en x0 (n = dimM) et

un repère (�1; :::; �n) au dessus de U tels que U \ F = fyj = 0g et

]�(�i) =

8<:
@

@xi
; 1 � i � r

0 r + 1 � i � n;

ainsi on a l�écriture locale dé�nie sur I = �1(U)

(t) = (1(t); :::; r(t); 0; :::; 0);

on voit que  : I ! F est encore lisse.

Pour toute famille de fonctions lisses f r+1; :::; fn : I ! R; soit la courbe lisse � : I !
T �M dé�nie par

� = _1:�1 + :::+ _r:�r + f
r+1:�r+1 + :::+ f

n:�n;

on voit que

]�(�) = _1:
@

@x1
+ :::+ _r:

@

@xr

=
d

dt
:

Ainsi, à toute courbe lisse  deM qui reste dans une feuille on associe une courbe cotangente

(; �), pas nécessairement unique.

Proposition 3.2.7 Soient D une dérivée contravariante et (; �) une courbe cotangente

sur M . Pour tout vecteur cotangent �0 à M au point (0), il existe une unique courbe

(; e�) dans T �M , telle que pour tout t 2 [0; 1] ; (D�e�)((t)) = 0.

46



3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Preuve. C�est une application directe du théorème d�existence et d�unicité de solution

d�équation di¤érentielle ordinaire. (voir [4]) .

Dé�nition 3.2.8 Avec les hypothèses de la proposition précédente, on pose �1 := e�(1) :
C�est le transporté de �0 parallèlement à la courbe cotangente (; �) et relativement à la

dérivée contravariante D. Pour toute courbe cotangente (; �) on a une application de

T �(0)M à valeurs dans T �(1)M que l�on note � (;�).

Proposition 3.2.8 L�application � (;�) : T �(0)M ! T �(1)M est un isomorphisme d�espaces

vectoriels.

Preuve. Soient �0; �0 2 T �(0)M et � 2 R; on pose (; e�); (;e�) les deux parallèles à (; �)
telles que : e�(0) = �0;e�(0) = �0 (i.e. pour tout t 2 [0; 1] ; (D�e�)((t)) = (D�e�)((t)) = 0).
Ainsi, pour tout t 2 [0; 1] ; (D�(e� + �e�))((t)) = 0: Par conséquent,

� (;�)(�0 + ��0) = (
e� + �e�)(1) = e�(1) + �e�(1) = � (;�)(�0) + �� (;�)(�0);

ce qui démontre que � (;�) est une application linéaire.

On considère la courbe cotangente (; �); où (t) = (1� t) et �(t) = ��(1� t): Ainsi
(� (;�))

�1 = � (;�) car (0) = (1) et (1) = (0).

Dé�nition 3.2.9 Une courbe cotangente (; �) est une géodésique de la dérivée con-

travariante D si (D��) �  = 0:

La proposition suivante démontre que la notion de géodésique caractérise les dérivées

contravariantes symétriques, autrement dit

Proposition 3.2.9 Pour toute dérivée contravariante il existe une unique dérivée con-

travariante symétrique ayant les mêmes géodésiques..

Preuve. Commençons par montrer l�existence. Etant donné une dérivée contravariante

D, on pose eD�� = 1

2
f[�; �]� +D�� +D��g .

Véri�ons tout d�abord que eD est une dérivée contravariante. En e¤et, on a

eD�� = D�� + 1
2
T (�; �);

donc eDf�� = Df�� + 1
2
T (f�; �) = fD�� +

1

2
f:T (�; �) = f eD��
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et

eD�f� = D�f� +
1

2
T (�; f�) = fD�� + (]�(�):f)� +

1

2
f:T (�; �)

= f eD�� + (]�(�):f)�:
On a eD�� � eD�� = 1

2
f([�; �]� +D�� +D��)� ([�; �]� +D��+D��)g

=
1

2
([�; �]� � [�; �]�) = [�; �]� .

Ainsi, eD est sans torsion. En�n, on a pour toute courbe cotangente �

eD�� = 1

2
f[�; �]� + 2D��g = D��;

ce qui prouve que les deux dérivées ont les mêmes géodésiques.

Pour l�unicité, soient eD et D deux dérivées contravariantes symétriques ayant les mêmes
géodésiques. D�après la remarque (2:1:1) leur di¤érence S = eD�D est un tenseur symétrique;
de plus, pour tout point (x; �x) 2 T �M on note � la géodésique commune à ces deux dérivées

qui passe par (x; �x). Ainsi S(�; �)(x) = ( eD��)(x) � (D��)(x) = 0, par conséquent le

tenseur symétrique S est également anti-symétrique, ce qui implique qu�il est identiquement

nul; d�où l�unicité.

3.3 Dérivées contravariantes particulières

3.3.1 Dérivées contravariantes sur une variété symplectique

Dans le cas où le champ de bivecteurs � est non dégénéré, ce qui implique que ]� est

inversible et par conséquent (M;�) est une variété symplectique. La forme symplectique !

est dé�nie par

!(X; Y ) := �((]�)
�1 (X); (]�)

�1 (Y )); (3.3.1)

pour tout X; Y 2 �(M).

Proposition 3.3.1 Sur une variété symplectique (M;�), il y a bijection entre l�ensemble

des dérivées contravariantes et celui des dérivées covariantes.

Preuve. Pour toute dérivée covariante r, on dé�nit la dérivée contravariante D qui lui
correspond par

D�� := ]�1� (r]�(�)]�(�));8�; � 2 
1(M); (3.3.2)
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3.3. Dérivées contravariantes particulières

pour tout �; � 2 
1(M). Il est clair que D est R-bilinéaire; de plus, pour tout f 2 C1(M),
on a d�une part

Df�� = ]�1� (r]�(f�)]�(�)) = ]
�1
� (fr]�(�)]�(�))

= fD��;

et d�autre part

D�(f�) = ]�1� (r]�(�) (f]�(�))) = ]
�1
� (fr]�(�)]�(�) + (]�(�)f) :]�(�))

= ]�1� (fr]�(�)]�(�)) + ]
�1
� ((]�(�)f) :]�(�))

= fD�� + (]�(�)f) :�:

Ce qui démontre bien que D est une dérivée contravariante sur M .

Inversement, pour toute dérivée contravariante D, on pose

rXY := ]�(D(]�)�1(X) (]�)
�1 (Y )); (3.3.3)

pour tout X; Y 2 �(M). Par un calcul similaire, on démontre que r est bien une dérivée

covariante sur M .

Dé�nition 3.3.1 Une connexion symplectique sur une variété symplectique est une

dérivée covariante pour laquelle la forme symplectique est parallèle.

Remarque 3.3.1 Comme pour les connexions riemanniennes sur une variété riemanni-

enne, le transport parallèle dé�ni par une connexion symplectique conserve la structure

symplectique.

Proposition 3.3.2 Une dérivée covariante r sur une variété symplectique (M;�) est une

connexion symplectique si et seulement si la dérivée contravariante D qui lui correspond est

une connexion de Poisson.

Preuve. Pour tout �; �;  2 
1(M), on pose : X = ]�(�), Y = ]�(�), Z = ]�(); ainsi

!(X; Y ) = �(�; �) et rXY = ]� (D��). Par conséquent

r!(X; Y; Z) = X:!(Y; Z)� !(rXY; Z)� !(Y;rXZ)

= ]�(�):�(�; )� �(D��; )� �(�;D�)

= D�(�; �; );

et le résultat en découle.
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3.3.2 F-connexions

Comme une variété de Poisson est feuilletée par des feuilles symplectiques, il est naturel

de considérer des dérivées contravariantes compatibles avec le feuilletage symplectique F
donné par la structure de Poisson sur M .

Dé�nition 3.3.2 Une dérivée contravariante D est une F-connexion si pour tout � qui
véri�e ]�(�) = 0, l�opérateur D� est identiquement nul.

Exemple 3.3.1 Toute dérivée covariante r sur une variété de Poisson induit une F-
connexion D, elle est dé�nie pour tout � 2 
1(M) par : D� := r]�(�).

Lemme 3.3.1 Soit D une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson (M;�) et S
une feuille symplectique . On note i : S ! M l�injection canonique. La restriction de D à

S que l�on note DS est une dérivée contravariante sur S.

Preuve. On a

DS : 
1(S)� 
1(S) ! 
1(S)

(�; �) 7! DS�� := i�(De�e�); (3.3.4)

pour tout �; � 2 
1(S), et tout e�; e� 2 
1(M) tels que � = i�(e�) et � = i�(e�).
On démontre tout d�abord que DS véri�e les axiomes d�une dérivée contravariante sur

S; en e¤et, on a :

DSf�� = i�(D efe�e�) = i�( efDe�e�) = i�( ef):i�(De�e�) = fDS��
et

DS�f� = i�(De� efe�) = i�( efDe�e� + (]�(e�): ef)e�)
= i�( efDe�e�) + i�((]�(�): ef))�
= fDS�� + (]�(�):f)�:

Reste à démontrer que DS est bien dé�ni (i.e. la 1-forme i�(De�e�) ne dépend pas du
choix de e� et e�, elle dépend uniquement de � et �). En e¤et, le fait que � = 0 entraîne

]�(e�) = ]�(�) = 0, (car e� � � 2 Ker]�); comme D est une F-connexion, ceci entraîne
De�e� = 0 pour tout e�. Par la suite, comme D est symétrique, on a

i�(De�e�) = i�(De�e�+ [e�; e�]�) = i�(De�e�) + i�([e�; e�]�) = i�(De�e�) + [�; �]� :
Par conséquent, le fait que � = 0 entraîne ]�(e�) = ]�(�) = 0, ce qui implique i�(De�e�) =
[�; �]� = 0; donc DS�� = i�(De�e�) = 0.
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Corollaire 3.3.1 Soit D une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson (M;�).
Sur chaque feuille symplectique S, on dé�nit la dérivée covariante rS par

rS
XY = ]�

�
DS��

�
; (3.3.5)

pour tout X = ]�(�); Y = ]�(�) o�u X; Y 2 �(S) = Im ]�.

Preuve. C�est une conséquence du lemme précédent et de la proposition 3:3:1.

D�après ce qui précède, une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson peut
être vue comme une famille de dérivées covariantes sur les feuilles symplectiques.

Remarque 3.3.2 Pour une F-connexion la notion du transport parallèle le long d�une
courbe cotangente (; �) dé�nie par une F-connexion ne dépend que de la courbe  qui
est tangente à une feuille symplectique. En e¤et, si (; �) est une autre courbe, comme

]�(�) = ]�(�) on a ]�(���) = 0, donc 0 = D��� = D��D�, ainsi on a le même opérateur

de dérivation. Par unicité de solution pour problème de Cauchy, on a � (;�) = � (;�).

3.3.3 Connexions de Poisson symétriques

Proposition 3.3.3 Soit D une connexion de Poisson symétrique sur une variété de Poisson
(M;�). Pour toute feuille symplectique S, on pose

rS
XY := ]�(D��); X = ]�(�); Y = ]�(�); (3.3.6)

pour tout X; Y 2 �(S). Ainsi, rS est une dérivée covariante sur S.

Preuve. L�application billinéairerS est bien dé�nie sur l�espace des champs de vecteurs

sur la feuille S car si Y = ]�(�) = 0, on a

rS
XY = ]�(D��) = D�(]�(�)) = D�Y = 0

et si X = ]�(�) = 0, comme D est symétrique, on trouve

rS
XY = ]�(D��) = ]�(D��) + ]�([�; �]�) = D�X + [X; Y ] = 0:

On véri�e facilement que rS est bien une dérivée covariante.

Proposition 3.3.4 Avec les mêmes hypothèses de la proposition précédente, si on note RS

et rS, respectivement la courbure et la courbure de Ricci de la connexion rS et si on note

par RD et rD respectivement, la courbure et la courbure de Ricci de D, on a

RS(X; Y )Z = RS(]�(�); ]�(�))]�() = ]�(R
D(�; �))

rS(X; Y ) = rS(]�(�); ]�(�)) = r
D(�; �);

(3.3.7)
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pour tout X = ]�(�); Y = ]�(�); Z = ]�() 2 �(S) = Im ]�.
Ainsi, à partir de certaines propriétés sur les feuilles symplectiques, on peut avoir des

informations sur la variété M .

Preuve. On a

rS
[X;Y ]Z = rS

]�([�;�]�)]�() = ]�(D[�;�]�);

et

rS
X(rS

YZ) = rS
]�(�)(]�(D�)) = ]�(D�(D�)):

Par conséquent

RS(X; Y )Z = rS
[X;Y ]Z �rS

X(rS
YZ) +rS

Y (rS
XZ)

= ]�(D[�;�]�)� ]�(D�(D�)) + ]�(D�(D�))

= ]�(R
D(�; �)):

Pour la courbure de Ricci, on remarque tout d�abord que ]� réalise un isomorphisme entre

�(S) et 
1(S), puis on a

rS(X; Y ) = Tr(Z 7! RS(X;Z)Y ) = Tr(]�() 7! ]�(R
D(�; )�))

= Tr( 7! RD(�; )�) = rD(�; �);

et ceci parce que les deux endomorphismes sont conjugués par l�isomorphisme ]�.

Remarque 3.3.3 Une dérivée de Poisson symétrique n�est pas forcément une F-connexion.

3.4 Dérivées contravariantes associées au couple (g; �)

3.4.1 Préliminaires

Dans tout ce qui suit, (M; g) est une variété pseudo-riemannienne de dimension n et � est

un champ de bivecteurs sur M: On note ]� le morphisme musical de T �M dans TM dé�ni

par

�(]�(�)) := �(�; �) (3.4.1)

pour tout couple (�; �) de 1-formes di¤érentielles sur M .

Les deux morphismes musicaux dé�nis par le tenseur métrique g sont ]g et [g introduits

dans le premier chapitre. La non dégénérescence de la métrique g fait qu�ils sont l�inverses

l�un de l�autre. On entend par le couple (g; �) que la variété M est munie d�une structure
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pseudo-riemannienne dé�nie par la métrique g et � est un champ de bivecteurs sur M . On

note par r la connexion de Levi-Civita de la métrique g; et par g� la métrique duale de g

dé�nie par

g�(�; �) := g(]g(�); ]g(�)); pour tout �; � 2 
1(M): (3.4.2)

Dé�nition 3.4.1 1) On dé�nit le champ d�endomorphismes J� sur T �M par J� := [g � ]�
.

2) Au champ J� on associe le champ d�endomorphismes J sur TM dé�ni par J :=

]g � J� � [g = ]� � [g.

Remarque 3.4.1 On a les deux identités(
g�(J��; �) = �(�; �)

g�(J��; �) = g(J]g(�); ]g(�))
pour tout �; � 2 
1(M): (3.4.3)

Donc g�(J��; �) = 0, ce qui montre que J� est anti-symétrique par rapport à g�. On pose

X = ]g(�) et Y = ]g(�). on a

g(JX; Y ) = g�(J��; �); (3.4.4)

par conséquent g(JX;X) = 0, ce qui montre que J est anti-symétrique par rapport à g.

Inversement, la donnée d�un J� anti-symétrique par rapport à g� ou d�un J dé�nit �.

3.4.2 Dérivée de Levi-Civita contravariante du couple (g; �)

C�est l�analogue de r pour la métrique g� sur le �bré cotangent à M .

Proposition 3.4.1 Il existe une unique dérivée contravariante sur M , symétrique et com-

patible avec g�, que l�on note D�.

Preuve. L�unicité : On suppose que D� existe. Comme D� est compatible avec g�, on

a

g�(D�
��; ) = ]�(�):g

�(�; )� g�(D�
�; �):

Comme D� est sans torsion, i.e D�
� = D

�
�+ [�; ]�, on trouve

g�(D�
��; ) = ]�(�):g

�(�; )� g�([�; ]� ; �)� g�(D�
�; �)

et

g�(D�
�; �) = ]�():g

�(�; �)� g�([; �]� ; �)� g�(D�
�; �):
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De la même manière

g�(D�
�; �) = ]�(�):g

�(; �)� g�([�; �]� ; )� g�(D�
��; );

donc

g�(D�
��; ) = ]�(�):g

�(�; )� ]�():g�(�; �) + ]�(�):g�(; �)

+g�([; �]� ; �) + g
�([; �]� ; �) + g

�([�; �]� ; )� g�(D�
��; ):

Ainsi, la dérivée D� est entièrement caractérisée par la formule

2g�(D�
��; ) = ]�(�):g

�(�; )� ]�():g�(�; �) + ]�(�):g�(; �) (3.4.5)

+g�([; �]� ; �) + g
�([; �]� ; �) + g

�([�; �]� ; ):

L�existence : Pour tout �; � 2 
1(M), on dé�nit D�
�� := [g(X�;�), où X�;� est le

champ de vecteurs sur M dé�ni par

X�;�() : =
1

2
f]�(�):g�(�; )� ]�():g�(�; �) + ]�(�):g�(; �)

+g�([; �]� ; �) + g
�([; �]� ; �) + g

�([�; �]� ; )g;

pour toute 1-forme  surM . Comme pour la connexion de Levi-Civita (Chapitre 1, Théorème

1:4:1), on démontre que D� est bien une dérivée contravariante sur M .

Le résultat suivant donne un lien entre cette dérivée et le tenseur [�; �]S.

Proposition 3.4.2 Pour tout triplet (�; �; ) de 1-formes sur M , on a

[�; �]S (�; �; ) =
1

2

�
g�(�;D�

 (J
�)�) + g�(�;D�

�(J
�)) + g�(;D�

�(J
�)�)

	
: (3.4.6)

Preuve. Comme D� est compatible avec g�, on a

]�(�):�(; �) = ]�(�):g
�(J�; �) = g�(D�

� (J
�) ; �) + g�(J�;D�

��)

= fg�(D�
�(J

�); �) + g�(J� (D�
�) ; �)g+ g�(J�;D�

��)

= g�(D�
�(J

�); �)� �(�;D�
�) + �(;D

�
��):

En permutant les positions de �; � et , on trouve

]�(�):�(�; ) = g
�(D�

�(J
�)�; )� �(;D�

��) + �(�;D
�
�)

]�():�(�; �) = g
�(D�

 (J
�)�; �)� �(�;D�

�) + �(�;D
�
�):
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En additionnant les trois formules précédentes, et comme D� est symétrique, on a

]�(�):�(; �) + ]�(�):�(�; ) + ]�():�(�; �) = g�(D�
�(J

�); �) + g�(D�
�(J

�)�; ) + g�(D�
 (J

�)�; �)

+g�(D�
 (J

�)�; �) + �(�;D�
� �D�

�)

+�(�;D�
��D�

�) + �(;D
�
�� �D�

��)

= g�(D�
�(J

�); �) + g�(D�
�(J

�)�; ) + g�(D�
 (J

�)�; �)

+�(�; [�; ]�) + �(�; [; �]�) + �(; [�; �]�);

ainsi d�après iii) de la proposition 3:1:3, on a

g�(D�
�(J

�); �) + g�(D�
�(J

�)�; ) + g�(D�
 (J

�)�; �) = 2 [�; �]� (�; �; );

d�où l�égalité.

3.4.3 Dérivée contravariante induite par r

Dé�nition 3.4.2 On dé�nit la dérivée r� par r�
�� = r]�(�)�, pour tout �; � 2 
1(M).

C�est bien une dérivée contravariante. En e¤et, pour toute fonction di¤érentiable f , on

a

r�
f�� = r]�(f�)� = rf]�(�)� = fr]�(�)� = fr�

��

et

r�
�(f�) = r]�(�)(f�) = fr]�(�)� + (]�(�)f) � = fr�

�� + (]�(�)f) �:

Comme conséquence de la dé�nition, la dérivée contravariante r� est une F-connexion.

Proposition 3.4.3 La dérivée contravariante r� a les propriétés suivantes :

1) On a ]g (r�
��) = r]�(�)]g(�).

2) Elle est compatible avec la métrique g�; i.e.

]�(�):g
�(�; ) = g�(r�

��; ) + g
�(�;r�

�):

3) La torsion T � de r� véri�e l�identité

g�(T �(�; �); ) = g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)):

Preuve. 1) Pour tout �; �;  2 
1(M) on a par dé�nition

(]g (r�
��)) = g�(r�

��; ) = (r�
��) (]g()) =

�
r]�(�)�

�
(]g())

= ]�(�):�(]g())� �(r]�(�)]g())

= ]�(�):g(]g(�); ]g())� g(]g(�);r]�(�)]g()):
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Comme r est compatible avec la métrique g, on trouve

(]g (r�
��)) = g(]g();r]�(�)]g(�)) = (r]�(�)]g(�)):

2) Comme g�(r�
��; ) = g(]g (r�

��) ; ]g()), en utilisant 1) et le fait quer est compatible
avec la métrique, on obtient

g�(r�
��; ) = g(r]�(�)]g(�); ]g()) = ]�(�):g(]g(�); ]g())� g(]g(�);r]�(�)]g())

= ]�(�):g
�(�; )� g�(�; [g

�
r]�(�)]g()

�
) = ]�(�):g

�(�; )� g�(�;r�
�):

3) On a

g�(r�
��; ) =

�
r]�(�)�

�
(]g()) = ]�(�):g

�(�; )� �(r]�(�)]g());

et comme r est sans torsion on trouve

g�(r�
��; ) = ]�(�):g

�(�; )� �(r]g()]�(�))� �([]�(�); ]g()])

=
�
]�(�):�(]g())� �(L]�(�)]g())

	
� �(r]g()]�(�))

=
�
L]�(�)�

�
(]g())� �(r]g()]�(�)) = g

�(L]�(�)�; )� �(r]g()]�(�)):

En permutant � et �, on trouve

g�(r�
��; ) = g

�(L]�(�)�; )� �(r]g()]�(�)):

Par conséquent, on a

g�(r�
�� �r�

��; ) = g
�(L]�(�)� � L]�(�)�; ) + �(r]g()]�(�))� �(r]g()]�(�)):

D�autre part

�(r]g()]�(�)) = ]g():�(]�(�))�
�
r]g()�

�
(]�(�))

= ]g():�(�; �)� �(�;r]g()�)

= �g�(d(�(�; �)); ) + g�(J�(r]g()�); �)

et

�(r]g()]�(�)) = ]g():�(�; �)� �(�;r]g()�)

= ]g():g
�(J��; �)� g�(J��;r]g()�):
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Comme r est compatible avec g et g�, elle commute avec ]g, et du fait que J � ]g = ]g � J�,
on déduit

�(r]g()]�(�)) = g�(r]g()(J
��); �) = g(r]g()(]g(J

��)); ]g(�))

= g(r]g() [J(]g(�))] ; ]g(�)) = g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)) + g(Jr]g()(]g(�)); ]g(�))

= g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)) + g
�(J�(r]g()�); �);

ainsi

�(r]g()]�(�))� �(r]g()]�(�)) = �g�(d(�(�; �)); )� g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)):

Donc

g�(r�
�� �r�

��; ) = g�(L]�(�)� � L]�(�)�� d(�(�; �)); )� g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�))

= g�([�; �]� ; )� g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)):

En conclusion, g�(T �(�; �); ) = g(r]g()(J)(]g(�)); ]g(�)).

Remarque 3.4.2 La dernière assertion a¢ rme que la dérivée r� est symétrique (sans

torsion), si et seulement si, le tenseur J est compatible avec la connexion de Levi-Civita de

la métrique g .

On a une formule analogue pour la dérivée r� et sa relation avec le tenseur [�; �]S.

Proposition 3.4.4 Pour tout �; �;  2 
1(M), on a

[�; �]S (�; �; ) = g
�(�;r�

(J
�)�) + g�(�;r�

�(J
�)) + g�(;r�

�(J
�)�): (3.4.7)

Preuve. Comme r est sans torsion, on a

[�; �]S (�; �; ) = (]�([�; �]�))� ([]�(�); ]�(�)])

= �([�; �]� ; )� (r]�(�)]�(�)�r]�(�)]�(�)):

Or

(r]�(�)]�(�)) = ]�(�):(]�(�))�r]�(�) (]�(�))

= ]�(�):�(�; )� �(�;r]�(�))

= �]�(�):g�(J�; �) + g�(�; J�
�
r]�(�)

�
):
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Comme r est compatible avec la métrique g�, on trouve

(r]�(�)]�(�)) = �g�(r]�(�) (J
�) ; �)� g�(J�;r]�(�)�) + g

�(�; J�
�
r]�(�)

�
)

= �g�(r]�(�)(J
�); �)� g�(J�;r]�(�)�)

= �g�(r�
�(J

�); �)� �(;r�
��):

De la même manière

(r]�(�)]�(�)) = ]�(�):�(�; )� �(�;r]�(�))

= ]�(�)::g
�(J��; )� g�(J��;r]�(�))

= g�(r�
�(J

�)�; )� �(;r�
��):

Ainsi

[�; �]S (�; �; ) = g�(r�
�(J

�); �) + g�(r�
�(J

�)�; )� �(;r�
��)

+�(;r�
��) + �([�; �]� ; )

= g�(r�
�(J

�); �) + g�(r�
�(J

�)�; ) + �(; T �(�; �)):

Mais d�après la proposition précédente

�(; T �(�; �)) = g�(J�; T �(�; �)) = g(r]g(J�)(J)(]g(�)); ]g(�)):

Comme ]g � J� = ]� et que ]g commute avec r�, on a

�(; T �(�; �)) = g(r�
(J)(]g(�)); ]g(�)) = g(]g(r�

(J
�)(�)); ]g(�))

= g�(r�
(J

�)�; �);

Ce qui donne le résultat recherché.

3.4.4 Comparaison des deux dérivées D� et r�

Comparer deux dérivées contravariantes consiste à savoir si elles ont les mêmes géodésiques.

Si elles sont symétriques, il su¢ t alors d�étudier leur di¤érence, qui doit être identiquement

nulle pour qu�elles aient les mêmes géodésiques.

La dérivée D� est sans torsion, tandis que r� a de la torsion. Nous dé�nissons l�unique

dérivée symétrique fr� ayant les mêmes géodésiques que r� (proposition 3:4:6) par

fr�
�� = r�

�� +
1

2
T �(�; �) =

1

2

��
r�
�� +r�

��
�
+ [�; �]�

	
: (3.4.8)

Comparer D� et r� revient donc à comparer les dérivées symétriques D� et fr�, ce qui

consiste en l�étude de leur di¤érence que l�on note S.
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3.4. Dérivées contravariantes associées au couple (g; �)

Lemme 3.4.1 On a pour tout �; � 2 
1(M)

S(�; �) =
1

2

��
r�
�� �D�

��) + (r�
���D�

��
�	
: (3.4.9)

Preuve. Par dé�nition

S(�; �) = fr�
�� �D�

�� =
1

2

��
r�
�� +r�

��
�
+ [�; �]�

	
�D�

��:

Mais D� est sans torsion, par conséquent

S(�; �) =
1

2

��
r�
�� +r�

��
�
+ (D�

�� �D�
��)
	
�D�

��

=
1

2

��
r�
�� +r�

��
�
+ (D�

�� �D�
��)� 2D�

��
	

=
1

2

��
r�
�� �D�

��) + (r�
���D�

��
�	
;

d�où l�identité recherché.

Le résultat suivant donne une autre dé�nition du tenseur S et une relation le reliant au

couple (g; �).

Proposition 3.4.5 On a pour tout �; �;  2 
1(M), les deux identités :
1)

S(�; �) =
1

2
[g(r]g(�)(J)]g(�) +r]g(�)(J)]g(�)): (3.4.10)

2)

g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�) =
1

2
[�; �]S (�; �; ) (3.4.11)

+g�(;D�
�(J

�)� � 1
2
r�
�(J

�)�):

Preuve. 1) On a

g�(2S(�; �); ) = g�(2fr�
��; )� 2g�(D�

��; )

= g�(r�
�� +r�

��+ [�; �]� ; )� 2g�(D�
��; ):

Par dé�nition de D�, on a

g�(2S(�; �); ) = g�(r�
�� +r�

��+ [�; �]� ; )� f]�(�):g�(�; )� ]�():g�(�; �)

+]�(�):g
�(; �) + g�([; �]� ; �) + g

�([; �]� ; �) + g
�([�; �]� ; )g:

La bilinéarité de g� nous donne

g�(2S(�; �); ) = fg�(r�
��; )� ]�(�):g�(�; )g+

�
g�(r�

��; )� ]�(�):g�(�; )
	

+]�():g
�(�; �) + g�([�; ]� ; �) + g

�([�; ]� ; �);
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comme la dérivée r� est compatible avec la métrique g�, on a

g�(2S(�; �); ) = g�([�; ]� ; �) + g
�([�; ]� ; �) +

�
g�(r�

�; �) + g
�(r�

�; �)
	

�g�(r�
�; �)� g�(r�

�; �)

= g�(T �(�; ); �) + g�(T �(�; ); �);

et d�après la proposition précédente

g�(2S(�; �); ) = g(r]g(�)(J)(]g(�)); ]g()) + g(r]g(�)(J)(]g(�)); ]g())

= g(r]g(�)(J)(]g(�)) +r]g(�)(J)(]g(�)); ]g())

= g�([g
�
r]g(�)(J)(]g(�)) +r]g(�)(J)(]g(�))

�
; ):

D�où le résultat

S(�; �) =
1

2
[g(r]g(�)(J)]g(�) +r]g(�)(J)]g(�)):

2) Tout d�abord, d�après le lemme précédent, on a

g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�) =
1

2
fg�(r�

� �D�
�; J

��)� g�(r�
�� �D�

��; J
�)g

+
1

2
fg�(r�

��D�
�; J

��)� g�(r�
���D�

��; J
�)g:

Comme les deux dérivées sont compatibles avec la métrique g�, on a d�une part

g�(r�
� �D�

�; J
��) = g�(D�

�(J
��)�r�

�(J
��); )

= g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ) + g�(J�(D�
�� �r�

��); )

= g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ) + g�(r�
�� �D�

��; J
�):

Ainsi

g�(r�
� �D�

�; J
��)� g�(r�

�� �D�
��; J

�) = g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ):

Mais

g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ) = �g�(D�
�(J

�) �r�
�(J

�); �);

donc

g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ) = g�(D�
�(J

�) �r�
�(J

�); �) + 2g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; ):

Par conséquent

1

2
fg�(r�

��D�
�; J

��)�g�(r�
���D�

��; J
�)g = 1

2
g�(D�

�(J
�)�r�

�(J
�); �)+g�(D�

�(J
�)��r�

�(J
�)�; ):
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D�autre part, on trouve par le même procédé

g�(r�
��D�

�; J
��) = g�(D�

 (J
�)� �r�

(J
�)�; �) + g�(r�

� �D�
�; J

��):

Et comme r�
� �D�

� = T
�(�; ) +r�

� �D�
�, on a

g�(r�
��D�

�; J
��) = g�(D�

 (J
�)��r�

(J
�)�; �)+g�(r�

��D�
�; J

��)+g�(T �(�; ); J��):

Or

g�(r�
� �D�

�; J
��) = g�(D�

�(J
�)��r�

�(J
�)�; ) + g�(r�

���D�
��; J

�);

ainsi

g�(r�
��D�

�; J
��) = g�(D�

 (J
�)� �r�

(J
�)�; �) + g�(D�

�(J
�)��r�

�(J
�)�; )

+g�(T �(�; ); J��) + g�(r�
���D�

��; J
�);

donc

1

2
fg�(r�

��D�
�; J

��)� g�(r�
���D�

��; J
�)g =

1

2
fg�(D�

 (J
�)� �r�

(J
�)�; �) + g�(T �(�; ); J��)

+g�(D�
�(J

�)��r�
�(J

�)�; )g:

Par la suite

g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�) =
1

2
fg�(D�

 (J
�)� �r�

(J
�)�; �) + g�(D�

�(J
�)��r�

�(J
�)�; )

+g�(D�
�(J

�) �r�
�(J

�); �)g+ 1
2
fg�(T �(�; ); J��)

+2g�(D�
�(J

�)� �r�
�(J

�)�; )g:

D�après les deux identités qui relient les deux dérivées au crochet de Schouten-Nijenhuis, on

a

g�(D�
 (J

�)� �r�
(J

�)�; �) + g�(D�
�(J

�)��r�
�(J

�)�; ) + g�(D�
�(J

�) �r�
�(J

�); �)

=
�
g�(D�

 (J
�)�; �) + g�(D�

�(J
�)�; ) + g�(D�

�(J
�); �)

	
� fg�(r�

(J
�)�; �)

+g�(r�
�(J

�)�; ) + g�(r�
�(J

�); �)g

= 2 [�; �]S (�; �; )� [�; �]S (�; �; ) = [�; �]S (�; �; );

et d�après la formule caractérisant la torsion T � de la dérivée r� et le fait que r� est

compatible avec la métrique g�, on a

g�(T �(�; ); J��) = g(r]g(J��)(J
�)]g(�); ]g()) = g(r�

�(J
�)]g(�); ]g())

= g�([g(r�
�(J

�)]g(�)); ) = g
�(r�

�(J
�)�; ):
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En conclusion

g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�) = 1

2
[�; �]S (�; �; ) +

1

2
g�(2D�

�(J
�)� �r�

�(J
�)�; ):

C�est l�identité recherché.

62



4

Compatibilité du couple (g; �)

4.1 Notion de compatibilité du couple (g; �)

Soit (M; g) une variété di¤érentiable pseudo-riemannienne de dimension n. Soit � un champ

de bivecteurs sur M . Au couple (g; �) est associé les deux dérivées contravariantes D� et

r� que l�on a introduit dans le précédent chapitre. Il est naturel de se pencher sur le cas

où l�une des deux dérivées soit une connexion de Poisson, d�où la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.1.1 Le couple (g; �) est compatible par rapport à la dérivéeD�(ouD�-compatible)

si D� est une connexion de Poisson.

Le couple (g; �) est r�-compatible si r� est une connexion de Poisson (i.e. r�� = 0).

Comme conséquence immédiate de cette dé�nition, on a les deux formules

]�(�):�(�; ) = �(D
�
��; ) + �(�;D

�
�);

]�(�):�(�; ) = �(r�
��; ) + �(�;r�

�):

(4.1.1)

La proposition suivante caractérise ces deux notions de compatibilité du couple (g; �).

Proposition 4.1.1 Le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si D�(J�) = 0.

Le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si r�(J�) = 0.

Preuve. En utilisant le fait que ces deux dérivées sont compatibles avec la métrique g�,

on trouve pour tout �; �;  2 
1(M)

]�(�):�(�; ) = ]�(�):g
�(J��; ) = g�(D�

� (J
��) ; ) + g�(J��;D�

�)

= g�(D�
�(J

�)�; ) + g�(J�(D�
��); ) + g

�(J��;D�
�)

= g�(D�
�(J

�)�; ) + �(D�
��; ) + �(�;D

�
�);
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or

(D��)(�; �; ) = ]�(�):�(�; )� �(D�
��; )� �(�;D�

�);

par conséquent

(D��)(�; �; ) = g�(D�
�(J

�)�; ): (4.1.2)

De la même manière

(r��)(�; �; ) = g�(r�
�(J

�)�; ); (4.1.3)

et le résultat en découle.

Corollaire 4.1.1 Si le couple (g; �) est compatible par rapport à l�une ou l�autre dérivée

alors le champ de bivecteurs � dé�nit une structure de Poisson sur M .

Preuve. D�après les formules (3:4:6) et (3:4:7) le fait que r�(J�) = 0 ou D�(J�) = 0

entraîne [�; �]S = 0, ce qui implique que � dé�nit bien une structure de Poisson sur M .

Remarque 4.1.1 Si le couple (g; �) est D�-compatible, ou r�-compatible et si f est une

fonction de Casimir (i.e. Hf = ]�(df) = 0), alors le couple (g; f�) est également compatible

pour l�une ou l�autre dérivée. En e¤et, pour tout �; �;  2 
1(M), on a

r�(f�)(�; �; ) = ]�(�):(f�(�; ))� (f�)(r�
��; )� (f�)(�;r�

�)

= (]�(�)f):�(�; ) + f:(]�(�):�(�; ))� f�(r�
��; )� f�(�;r�

�)

= �(�; df):�(�; ) + f:(]�(�):�(�; ))� �(r�
��; )� �(�;r�

�))

= ��(]�(df)) + f:(r��)(�; �; )

= f:(r��)(�; �; ):

Et la même formule pour D�.

Remarque 4.1.2 La deuxième assertion de la proposition 3:4:5 du chapitre précédent mon-

tre que ces deux notions de compatibilité sont en général di¤érentes l�une de l�autre. Aussi

on va le voir dans un futur exemple.

4.1.1 Compatibilité dans le cas symplectique

Dans ce paragraphe, nous nous plaçons dans le cas où le champ de bivecteurs � est non

dégénéré, ce qui est équivalent à dire que les champs de tenseurs ]�, J et J� sont des champs
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d�isomorphismes. Nous désignons par X;Y; Z sont trois champs de vecteurs et par �; �; 

trois formes di¤érentielles de degré 1 sur M ; tels que

X = ]�(�); Y = ]�(�); Z = ]�():

On dé�nit la 2-forme suivante :

!(X; Y ) := �((]�)
�1X; (]�)

�1Y ): (4.1.4)

La r�-compatibilité

Proposition 4.1.2 Le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si la forme symplec-

tique est parallèle pour la connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve. L�hypothèse de compatibilité entraîne que r� commute avec ]�; ainsi

rXY = r]�(�)]�(�) = r�
�(]�(�)) = ]�(r�

��);

par conséquent

(r!) (X; Y; Z) = X:!(Y; Z)� !(rXY; Z)� !(Y;rXZ)

= ]�(�):�(�; )� !(]�(r�
��); ]�())� !(]�(�); ]�(r�

�))

= ]�(�):�(�; )� �(r�
��; )� �(�;r�

�)

= (r��)(�; �; ):

Donc r�� = 0 si et seulement si r! = 0.

La D�-compatibilité

Comme le champ de tenseurs J est un champ d�automorphismes dans �(M), on note gJ la

métrique suivante

gJ(X; Y ) = g(J�1X; J�1Y ) = g�(�; �); (4.1.5)

et on note rJ sa connexion de Levi-Civita.

Lemme 4.1.1 Les deux dérivées D� et rJ sont reliées par la formule

D�
�� = (]�)

�1 (rJ
XY ): (4.1.6)
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Preuve. Tout d�abord, comme � dé�nit une structure symplectique sur M , on a

[X;Y ] = []�(�); ]�(�)] = ]�([�; �]�);

ainsi

gJ([X; Y ] ; Z) = gJ(]�([�; �]�); ]�()) = g
�([�; �]� ; );

ensuite, par dé�nition de rJ , on a

2:gJ(rJ
XY; Z) = X:gJ(Y; Z) + Y:gJ(X;Z)� Z:gJ(X; Y )

+gJ([X; Y ] ; Z) + gJ([Y; Z] ; Z) + gJ([Z;X] ; Y )

= ]�(�):g
�(�; ) + ]�(�):g

�(�; )� ]�():g�(�; �)

+g�([�; �]� ; ) + g
�([; �]� ; �) + g

�([�; ]� ; �)

= 2:g�(D�
��; )

= 2:g(]� (D
�
��) ; Z);

par conséquent ]� (D�
��) = rJ

XY ; d�où le résultat recherché.

Proposition 4.1.3 Le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si la forme symplec-

tique ! est parallèle pour la connexion de Levi-Civita de la métrique gJ .

Preuve. D�après le lemme précédent, on a

!(rJ
XY; Z) = !(]� (D

�
��) ; ]�()) = �(D

�
��; );

par conséquent�
rJ!

�
(X; Y; Z) = X:!(Y; Z)� !(rJ

XY; Z)� !(Y;rJ
XZ)

= ]�(�):�(�; )� �(D�
��; )� �(�;D�

�)

= (D��)(�; �; ):

En conclusion, D�� = 0 si et seulement si rJ! = 0.

Remarque 4.1.3 Comme rJg = 0 alors, par unicité rJ = r. Ainsi, dans le cas symplec-
tique les deux notions sont identiques, et ce cas a été étudié parM. Rakotondralambo en

1997.
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Structure kählérienne induite par le couple (g; �)

Dé�nition 4.1.2 Une variété kählérienne est un couple (M;h); où M est une variété com-

plexe et h une métrique hermitienne sur M dont la partie imaginaire est une forme sym-

plectique sur M .

Nous disposons, en ce qui nous concerne, d�une variété symplectique (M;!) et d�une

métrique g surM . La forme h = g+ i2! ferait bien un bon candidat à la forme hermitienne,

encore faut-il que M soit munie d�une structure complexe.

Dé�nition 4.1.3 Une structure presque complexe est un couple (M;J), où M est une

variété di¤érentiable réelle de dimension paire et J un champ d�endomorphismes sur le �bré

tangent à M , tel que J2 := J � J = �IdTM .

Il résulte de cette dé�nition qu�en tout point x de M , l�espace vectoriel réel TxM admet

une structure d�espace vectoriel complexe.

Dé�nition 4.1.4 Une structure presque complexe (M;J) est une structure complexe, on

dit aussi intégrable, si le tenseur de Nijenhuis noté N est dé�ni par

N (X;Y ) := 1

4
([JX; JY ]� J [JX; Y ]� J [X; JY ]� [X; Y ]) ; (4.1.7)

pour tout X; Y 2 �(M), est nul.

Proposition 4.1.4 On considère le couple (g; �) sur une variété symplectique (M;!), et

on pose h = g + i2!. Si le champ de tenseur J dé�nit une structure presque complexe sur

M et si le couple (g; �) est compatible, alors (M;h) est une variété kählérienne.

Preuve. Reste à démontrer l�intégrabilité de la structure presque complexe (M;J). En

e¤et, pour tout X;Y 2 �(M), on a

[JX; JY ] = rJX(JY )�rJY (JX) = J(rJXY �rJYX)

= J([JX; Y ] +rY (JX) + [X; JY ]�rX(JY ))

= J [JX; Y ] + J [X; JY ]� J(rX(JY )�rY (JX))

= J [JX; Y ] + J [X; JY ] + [X; Y ]:

Ce qui démontre que N = 0.
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4.1.2 Interprétation géométrique

Interprétation géométrique de la r�-compatibilité

Proposition 4.1.5 Le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si le tenseur de Pois-

son � est invariant par transport parallèle le long des courbes tangentes aux feuilles sym-

plectiques. De plus, toutes les feuilles symplectiques sont totalement géodésiques.

Preuve. On a pour toute courbe cotangente (; �) ; r�
�� = r]�(�)� = r0�; par

conséquent, r�
�� = 0 est équivalent à r0� = 0.

La r�-compatibilité entraîne que la F-connexion symétrique r�, qui provient de la

connexion de Levi-Civita, est une dérivée de Poisson; ainsi, la dérivée covariante qu�elle

induit sur chaque feuille symplectique n�est autre que la restriction de la connexion de Levi-

Civita sur cette feuille. Par conséquent, toutes les feuilles sont totalement géodésiques.

Remarque 4.1.4 Soit S une feuille symplectique, comme sa forme symplectique n�est autre

que la restriction du tenseur de Poisson sur S; alors la r�-compatibilité du couple (g; �)

entraîne que cette forme symplectique est parallèle par rapport à la restriction de la connexion

de Levi-Civita sur S.

Interprétation géométrique de la D�-compatibilité

Proposition 4.1.6 Le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si pour toute feuille

symplectique S; sa forme symplectique !S est parallèle par rapport à la connexion rS.

Preuve. Si on note par !S la forme symplectique de S; i.e.

!S(X;Y ) = !S(]�(�); ]�(�)) = �(�; �) = gS(X; JS(Y ));

alors on a

(D��)(�; �; ) = ]�(�):�(�; )� �(D�
��; )� �(�;D�

�)

= X:!S(Y; Z)� !S(rS
XY; Z)� !S(Y;rS

XZ)

=
�
rS!S

�
(X; Y; Z);

donc le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si, pour toute feuille symplectique

S, sa forme symplectique !S est parallèle pour la connexion rS.
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Proposition 4.1.7 Le transport parallèle associé à D� le long d�une courbe cotangente

(; �) induit une isométrie entre T �(0)S et T
�
(1)S. De plus, cette isométrie est un isomor-

phisme d�espaces vectoriels symplectiques.

Preuve. Soit (; �) une courbe cotangente, l�isomorphisme � (;�) (Proposition 3:2:7)

est une isométrie car g� est parallèle par rapport à D�. Le fait que rS!S = 0 entraîne que

� (;�) est un isomorphisme d�espaces vectoriels symplectiques.

LaD�-compatibilité du couple (g; �) entraîne queD� est une dérivée de Poisson symétrique,

elle induit donc sur chaque feuille symplectique S une dérivée covariante rS (proposition

3:3:3) qui véri�e les deux identités de la proposition 3:3:4.

Remarque 4.1.5 On dé�nit également l�application gS sur S par

gS(X; Y ) = g((JS)
�1X; (JS)

�1 Y ); pour tout X; Y 2 �(S): (4.1.8)

Si gS est non dégénérée, alors d�après le lemme 4:1:1, la dérivée rS est la connexion de

Levi-Civita de gS. Comme D� n�est en général pas une F-connexion, la feuille S n�est pas
totalement géodésique.

Structures kählériennes sur les feuilles symplectiques

Soit S une feuille symplectique de feuilletage symplectique dé�ni par la structure de Poisson

sur M , on note !S sa forme symplectique.

Dé�nition 4.1.5 On dé�nit sur S le champ d�endomorphismes JS : TS ! TS par

JS : TS ! TS

X 7�! JS(X);

où JS(X) = JS(]�(�)) := ]�(J
��), pour tout X 2 �(S) et tout � 2 
1(M) tels que X =

]�(�).

Autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant

TS
JS�! TS

]� " 	 " ]�
T �M

J��! T �M:

69
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L�application JS est bien dé�nie car, si u = v 2 TS = Im ]�, en posant u = ]�(�); v = ]�(�),
on trouve ]� (�� �) = 0 et par conséquent

J� (�� �) = [g(]� (�� �)) = 0 =) (]� � J�) (�� �) = 0

=) JS(u) = ]�(J
��) = ]�(J

��) = JS(v):

De la même manière on démontre que pour tout x 2 S, JS(x) : TxS �! TxS est injectif,

donc c�est un automorphisme de TxS, ainsi le tenseur JS est inversible.

Proposition 4.1.8 On suppose que (J�)3 = �J� (on rappelle que J� n�est pas inversible
en général). Dans ce cas, la compatibilité du couple, pour l�une où l�autre notion de com-

patibilité, entraîne que toutes les feuilles symplectiques sont des variétés kählériennes.

Preuve. Par hypothèse, on a

(JS)
3 =

�
]� � J� � (]�)�1

�3
= ]� � (J�)3 � (]�)�1 = �]� � J� � (]�)�1 = �JS;

par conséquent (JS)
2 = �IdTS, donc S est munie d�une structure presque complexe.

On a vu que pour les deux notions de compatibilité on a rS(J�) = 0 et par conséquent

rS(JS) = 0, où rS est la dérivée covariante symétrique rS induite par l�une des deux

dérivées contravariantes sur S. Comme pour une variété symplectique, on dé�nit la métrique

hermitienne hS par

hS(X; Y ) := gS(X; Y ) + i2!S(X; Y );

pour tout X; Y 2 �(S). Ainsi, si (J�)3 = �J� alors toutes les feuilles symplectiques sont
des variétés kählériennes.

4.2 Exemple de couple compatible

4.2.1 Champ de bivecteurs induit par un champ de Killing

Soient (M; g) une variété pseudo-riemannienne et U un champ de Killing (i.e. son �ot est

constitué d�isométries); on note r la connexion de Levi-Civita de la métrique g; on note

également g� la métrique duale dé�nie sur le �bré cotangent à M .

On rappelle que pour tout champ de vecteurs X, on a U:g(X;X) = 2g([U;X]; X).

Lemme 4.2.1 Pour tout champ de vecteurs X, on a g(X;rXU) = 0.
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Preuve. D�après la formule de Koszul

2g(X;rXU) = X:g(U;X) + U:g(X;X)�X:g(X;U)

+g([X;U ]; X) + g([U;X]; X) + g([X;X]; U)

= U:g(X;X) + g([X;U ]; X) + g([U;X]; X)

= U:g(X;X)

= 2g([U;X]; X);

par conséquent

0 = g(X;rXU � [U;X]) = g(X;rXU);

pour tout champ de vecteurs X sur M .

Comme conséquence immédiate de ce lemme, la forme bilinéaire (X;Y ) 7�! g(X;rYU)

est anti-symétrique, ce qui motive la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.2.1 On dé�nit le champ d�endomorphismes J sur TM par

J(X) = JX := rXU: (4.2.1)

On dé�nit son champ d�endomorphismes dual J� sur T �M par J� = [g �J � ]g; ainsi que
le champ de bivecteurs � par

�(�; �) := g(J]g(�); ]g(�)) = g(r]g(�)U; ]g(�)), (4.2.2)

pour tout �; � 2 
1(M).

Ainsi, pour tout champ de Killing U , on propose d�étudier la compatibilité du couple

(g; �) où � est le champ de bivecteurs dé�ni ci-dessus (4:22). Le lemme suivant montre la

relation entre la connexion de Levi-Civita, sa courbure et le tenseur J .

Lemme 4.2.2 Pour tout couple de champ de vecteurs (X; Y ) sur M , on a

R(U;X)Y = rX(J)Y: (4.2.3)

Preuve. On a par dé�nition de R,

R(U;X)Y = r[U;X]Y �rU(rXY ) +rX(rUY );
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et comme r est sans torsion, on déduit :

R(U;X)Y = r[U;X]Y � ([U;rXY ] +rrXYU) +rX([U; Y ] +rYU)

=
�
r[U;X]Y � [U;rXY ]

�
+rX [U; Y ] + (rX(rYU)�rrXYU)

=
�
r[U;X]Y � [U;rXY ]

�
+rX [U; Y ] + (rX(JY )� JrXY )

= r[U;X]Y � ([U;rXY ]�rX [U; Y ]) +rX(J)Y;

et comme

r[U;X]Y = rLUXY := LU(rXY )�rX(LUY ) = [U;rXY ]�rX [U; Y ];

le résultat en découle.

Les deux dérivées contravariantes r� et D� sont dé�nies comme au chapitre précédent,

le résultat ci-dessous les relient à la connexion de Levi-Civita et au champ de Killing U .

Proposition 4.2.1 Pour tout triplet �; �;  de 1-formes sur M , en posant X = ]g(�);

Y = ]g(�); Z = ]g(); on a :

i) g�(r�
�(J

�)�; ) = g(R(Y; Z)U; JX) = g(rJX(J)Y; Z):

ii) g�(D�
�(J

�)�; ) = g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ):

Preuve. i) Comme r� est métrique, on a

g�(r�
�(J

�)�; ) = g(]g(r�
�(J

�)�); ]g()) = g(r�
�(]g � J�)�; ]g())

= g(r�
�(J � ]g)�; ]g()) = g(r�

�(J)]g(�); ]g());

ainsi

g�(r�
�(J

�)�; ) = g(r]g(J��)(J)Y; Z) = g(rJX(J)Y; Z):

D�après le lemme précédent et une propriété de tenseur de Riemann (page 12), on conclue

g�(r�
�(J

�)�; ) = g(R(U; JX)Y; Z) = g(R(Y; Z)U; JX):

ii) D�après la proposition 3:4:5, on a

g�(D�
�(J

�)�; ) =
1

2
fg�(r�

�(J
�)�; )� [�; �]S(�; �; )g

+g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�)

=
1

2
fg�(r�

�(J
�)� �r�

�(J
�)�; )� g�(r�

(J
�)�; �)

�g�(r�
�(J

�); �)g+ g�(S(�; ); J��)� g�(S(�; �); J�);
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et comme d�après la même proposition, on a

S(�; �) =
1

2
[g(r]g(�)(J)]g(�) +r]g(�)(J)]g(�)) =

1

2
[g(rX(J)Y +rY (J)X);

alors

g�(D�
�(J

�)�; ) = g�(r�
�(J

�)�; )� 1
2
g�(r�

(J
�)�; �)� 1

2
g�(r�

�(J
�)�; )

+
1

2
fg(rX(J)Z +rZ(J)X; JY )� g(rX(J)Y +rY (J)X; JZ)g:

Puis en appliquant le lemme précédent, on trouve

g�(D�
�(J

�)�; ) =
1

2
fg(rX(J)Z +rZ(J)X; JY )� g(rX(J)Y +rY (J)X; JZ)

�g(R(Y;X)U; JZ)� g(R(X;Z)U; JY )g+ g(R(Y; Z)U; JX)

= g(R(Y; Z)U; JX) +
1

2
fg(R(U;X)Z +R(U;Z)X �R(X;Z)U; JY )

�1
2
fg(R(U;X)Y +R(U; Y )X +R(Y;X)U; JZ):

Mais d�après l�identité de Bianchi, on a

R(U;X)Z +R(U;Z)X �R(X;Z)U = R(U;X)Z � (R(Z;U)X +R(X;Z)U)

= R(U;X)Z � (�R(U;X)Z)

= 2R(U;X)Z;

et également

R(U;X)Y +R(U; Y )X +R(Y;X)U = R(U; Y )X +R(U; Y )X �R(X; Y )U

= 2R(U;X)Y;

par conséquent

g�(D�
�(J

�)�; ) = g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY )� g(R(U;X)Y; JZ)

= g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ):

Ce qui achève la preuve.

Théorème 4.2.1 On reprend les mêmes notations ci-dessus; alors on a :

1) Le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si

R(U; JX)Y = 0; (4.2.4)
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pour tout couple de champs de vecteurs (X;Y ) sur M .

2) Le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si

g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ) = 0; (4.2.5)

pour tout triplet de champs de vecteurs (X; Y; Z) sur M .

Preuve. 1) D�après i) de la proposition précédente

g�(r�
�(J

�)�; ) = g(R(Y; Z)U; JX) = g(rJX(J)Y; Z) = g(R(U; JX)Y; Z);

donc

r�
�(J

�)� = ]g(rJX(J)Y ) = ]g(R(U; JX)Y );

ainsi le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si

r�
�(J

�)� = 0; 8�; �;  2 
1(M);

ce qui est équivalent à

rJX(J)Y = R(U; JX)Y = 0; 8X; Y 2 �(M):

2) D�après ii) de la même proposition, on a

g�(D�
�(J

�)�; ) = g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ):

Donc, le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si

D�
�(J

�)� = 0; 8�; �;  2 
1(M);

ce qui équivalent à

g�(D�
�(J

�)�; ) = 0; 8�; �;  2 
1(M);

autrement dit :

g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ) = 0; 8X; Y; Z 2 �(M);

et ceci d�après le lemme précédent.
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4.2.2 Cas particulier

On prend M = G un groupe de Lie, et g une pseudo-métrique bi-invariante (donc Ad

invariante). Dans ce cas, tout champ de vecteurs invariant à gauche est un champ de

Killing. On choisit U un champ de vecteurs invariant à gauche, et on note par la lettre

minuscule u l�élément qui lui correspond dans l�algèbre de Lie G = TeG, on fait de même
pour tout champ de vecteurs invariant à gauche. Le théorème précédent prend la forme

suivante :

Théorème 4.2.2 1) Le couple (g; �) est r�-compatible si et seulement si

[[u; [x; u]] ; y] = 0; (4.2.6)

pour tout couple de vecteurs (x; y) dans G.
2) Le couple (g; �) est D�-compatible si et seulement si

[[u; x] ; [u; y]] = 0; (4.2.7)

pour tout couple de vecteurs (x; y) dans G.

Preuve. 1) Comme

JX = rXU =
1

2
[X;U ]

et

R(X;Y )Z = �1
4
[[X; Y ] ; Z] ;

alors

R(U; JX)Y = �1
4
[[U; JX] ; Y ] = �1

8
[[U; [X;U ]] ; Y ] :

Par identi�cation

R(U; JX)Y = �1
8
[[u; [x; u]] ; y] ;

et le résultat découle de cette dernière formule.

2) D�après 1), on a

g(R(Y; Z)U; JX) = g(R(U; JX)Y; Z) = �1
8
g([[U; [X;U ]] ; Y ] ; Z)

et

g(R(U;X)Z; JY ) = �g(R(U;X)(JY ); Z) = �1
4
g([[U;X] ; JY ] ; Z) =

1

8
g([[X;U ] ; [Y; U ]] ; Z):
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Or

g(R(X;U)Y; JZ) = �1
8
g([[X;U ] ; Y ] ; [U;Z]) =

1

8
g([[[U;X] ; Y ] ; U ] ; Z)

et d�après l�identité de Jacobi

[[U; [X;U ]] ; Y ] = [[[U;X] ; Y ] ; U ]� [[X;U ] ; [Y; U ]] :

Ainsi

g(R(Y; Z)U; JX) =
1

8
g([[X;U ] ; [Y; U ]] ; Z)� 1

8
g([[[U;X] ; Y ] ; U ] ; Z)

=
1

8
g([[X;U ] ; [Y; U ]] ; Z)� g(R(U;X)Z; JY );

par conséquent

g(R(Y; Z)U; JX) + g(R(U;X)Z; JY ) + g(R(X;U)Y; JZ) =
1

4
g([[X;U ] ; [Y; U ]] ; Z):

D�après le théorème précédent, la D�-compatibilité du couple (g; �) est équivalente à

g([[X;U ] ; [Y; U ]] ; Z) = 0; 8X; Y; Z 2 �(G);

ce qui caractérise le fait que

[[X;U ] ; [Y; U ]] = 0; 8X; Y 2 �(G):

Par identi�cation, ceci est équivaut à

[[u; x] ; [u; y]] = 0

pour tout couple de vecteurs (x; y) dans G.

4.3 Variétés de Riemann-Poisson

4.3.1 Variétés de Poisson pseudo-riemannienne

On se donne une variété de Poisson (M;�) munie d�une métrique pseudo-riemannienne g�

sur le �bré cotangent T �M , on note g sa métrique duale et D� la connexion de Levi-Civita

contravariante associée au couple (g�; �).

Après avoir étudié les deux notions de compatibilité du couple (g; �), il est naturel

d�introduire une nouvelle structure sur la variété M .
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Dé�nition 4.3.1 Une variété de Poisson pseudo-riemannienne est un triplet (M;�; g�)

où (M;�) est une variété de Poisson et g� est une métrique sur T �M telle que la connexion

de Levi-Civita contravariante de métrique g� est une connexion de Poisson.

Si de plus g� est dé�nie positive, on dit que (M;�; g�) est une variété de Riemann-

Poisson.

Proposition 4.3.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le triplet (M;�; g�) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne.

2. Pour tout �; � 2 
1(M) et tout f 2 C1(M), on a

�(D�
�df; �) + �(�;D

�
�df) = 0: (4.3.1)

Preuve. Comme D� est sans torsion alors

�[�; �]S(�; �; ) = (D��) (�; �; ) + (D��) (�; ; �) + (D��) (; �; �):

Or � est un tenseur de Poisson, par conséquent

(D��) (�; �; ) + (D��) (�; ; �) = �(D�
�; �) + �(�;D

�
�):

D�où

� (D��) (df; �; �) = �(D�
�df; �) + �(�;D

�
�df):

Comme l�application  7�! � (D��) (; �; �) est C1(M)-linéaire alors, (D��) = 0 est équiv-

alent à

(D��) (df; �; �) = 0; 8�; � 2 
1(M); 8f 2 C1(M);

ou bien

�(D�
�df; �) + �(�;D

�
�df) = 0; 8�; � 2 
1(M); 8f 2 C1(M);

d�où la proposition.

On aura besoin par la suite du lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Pour toute fonction f 2 C1(M) et tout �; � 2 
1(M), on a�
LHfg�

�
(�; �) = g�(D�

�df; �) + g
�(�;D�

�df): (4.3.2)

Preuve. Pour tout f; g; h 2 C1(M), on a�
LHfg�

�
(dg; dh) = ]�(df):g

�(dg; dh)� g�(LHfdg; dh)� g�(dg;LHfdh);
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comme D� est compatible avec la métrique g� et que LHfdg = dff; gg = [df; dg]�, on a�
LHfg�

�
(dg; dh) = g�(D�

dfdg; dh) + g
�(dg;D�

dfdh)� g�([df; dg]� ; dh)� g�(dg; [df; dh]�)

= g�(D�
dfdg � [df; dg]� ; dh) + g�(dg;D�

dfdh� [df; dh]�)

= g�(D�
dgdf; dh) + g

�(dg;D�
dhdf);

mais l�application (�; �) 7�! g�(D�
�df; �) + g

�(�;D�
�df) est C1(M)-bilinéaire, ce qui donne

le résultat recherché.

4.3.2 Variétés de Riemann-Poisson régulières

Dé�nition 4.3.2 Une variété de Riemann-Poisson régulière est une variété de Riemann-

Poisson dont la structure de Poisson est régulière.

Soit (M;�; g�) une telle variété, on note par TS la distribution tangente au feuilletage

symplectique régulier. Parce que la métrique est dé�nie positive, on a

T �M = Ker� � (Ker�)? ;

où

(Ker�)? = f� 2 T �M tels que g�(�; �) = 0, pour tout � 2 Ker�g: (4.3.3)

on note H = ]g(Ker�) où H est la distribution transverse au feuilletage symplectique.

Comme

TM = TS �H

on aura TS = ]g
�
(Ker�)?

�
.

Le morphisme de �brés ]� restreint à (Ker�)? et à valeurs dans TS est un isomorphisme.

On dé�nit la forme symplectique ! par

!(u; v) := �(]�1� (u); ]
�1
� (v)); pour tout u; v 2 TS: (4.3.4)

Proposition 4.3.2 Soit (M;�; g�) une variété de Riemann-Poisson régulière et soit D� sa

dérivée de Levi-Civita contravariante, alors

1) Si ]�(�) = 0 alors, pour tout � 2 
1(M), on a ]�(D�
��) = 0.

2) La dérivée D� est une F-connexion (i.e. 8� 2 
1(M); ]�(�) = 0 =) D�
� = 0).

Preuve. 1) Soient �; �;  2 
1(M) tels que ]�(�) = 0, comme le tenseur de Poisson est
parallèle par rapport à D�, on a

(]�(D
�
��)) = �(D�

��; ) = ]�(�):�(�; )� �(�;D�
�)

= ]�(�):(]�(�))�D�
�(]�(�)) = 0
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et par conséquent ]�(D�
��) = 0.

2) On suppose que ]�(�) = 0, comme D� est sans torsion, et d�après 1), on trouve

]�(D
�
��) = ]�(D

�
��+ [�; �]�) = ]�(D

�
��) + ]�([�; �]�)

= ]�(D
�
��) + []�(�); ]�(�)] = 0:

Ainsi D�
�� 2 � (Ker�). Reste à démontrer que D�

�� 2 �((Ker�)
?) pour que D�

�� = 0.

Soit  2 
1(M) tel que ]�() = 0, il su¢ t de démontrer que g�(D�
��; ) = 0. Grâce à

la décomposition T �M = Ker� � (Ker�)?, on écrit � = �1 + �2 où �1 2 � (Ker�) et
�2 2 �((Ker�)

?), ainsi par dé�nition de D� on a g�(D�
��1; ) = 0; d�autre part,

]�(�) = 0 =) 0 = ]�(�):g
�(�2; ) = g

�(D�
��2; ) + g

�(�2; D
�
�);

mais D�
� 2 � (Ker�) car ]�() = 0, par conséquent

g�(D�
��2; ) = �g�(�2; D�

�) = 0;

en conclusion

g�(D�
��; ) = g

�(D�
��1; ) + g

�(D�
��2; ) = 0:

Le choix de � étant arbitraire, ceci démontre que D�
� = 0.

La proposition suivante donne quelques propriétés de �((Ker�)?) = (Ker]�)
?.

Proposition 4.3.3 1) L�ensemble �((Ker�)?) est stable par D� et par le crochet [:; :]�.

2) Pour tout �; � 2 �((Ker�)?) et tout champ de vecteurs X tangent à H = ]g(Ker�),

on a LX�(�; �) = 0.

Preuve. 1) Soient �; � 2 �((Ker�)?) et  2 � (Ker�); d�après 2) de la proposition
précédente et comme g�(�; ) = 0, on a

g�(D�
��; ) = �g�(�;D�

�) = 0;

ce qui implique queD�
�� 2 �((Ker�)

?); pour la stabilité par le crochet il su¢ t de remarquer

que [�; �]� = D
�
�� �D�

�� 2 �((Ker�)
?).

2) Provient de fait que, d�après 1) on a [�; �]� 2 �((Ker�)
?) et que si X 2 ]g(Ker�),

alors [�; �]� (X) = 0. D�autre part

[�; �]� (X) = LX�(�; �),

d�où LX�(�; �) = 0.
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Remarque 4.3.1 La possibilité de décomposer le �bré cotangent en deux sous-�brés orthog-

onaux nous a permet de prouver que la dérivée D� est une F-connexion; ce qui n�est pas le
cas en général car la métrique n�est pas toujours dé�nie positive.

Le corollaire suivant nous donne des propriétés des variétés de Riemann-Poisson quel-

conques, on a :

Corollaire 4.3.1 Soit (M;�; g�) une variété de Riemann-Poisson, et O l�ouvert régulier de
la structure de Poisson, alors

1) La dérivée D� est une F-connexion sur l�ouvert régulier O.
2) La dérivée D� est également basique sur O, (i.e. pour toute feuille symplectique S � O

et tout �; � 2 
1(O) tels que ]�(�) jS= 0, on a (D�
��) jS= [�; �]� jS).

3) Pour tout �; � 2 
1(O) tels que ]�(�) = ]�(�) = 0 et tout f 2 C1(O), on a�
LHfg�

�
(�; �) = 0:

4) Pour tout couple (f; g) de fonctions de Casimir, g�(df; dg) est une fonction de Casimir.

Preuve. 1) Comme l�ouvert régulier est la réunion �nie d�ouverts disjoints et que sur

chaque ouvert la structure de Poisson est régulière, la dérivée D� est une F-connexion sur
chacun de ces ouverts (deuxième assertion de la proposition 4:3:2).

2) On a pour toute feuille symplectique S � O,

(D�
��) jS � [�; �]� jS=

�
D�
��
�
jS;

or D� est une F-connexion, donc

]�(�) jS= 0 =)
�
D�
��
�
jS= 0 =) (D�

��) jS= [�; �]� jS :

3) D�après le lemme précédent�
LHfg�

�
(�; �) = g�(D�

�df; �) + g
�(�;D�

�df);

d�un autre côté, comme D� est une F-connexion sur O, alors

8�; � 2 
1(O); (]�(�) = ]�(�) = 0) =) (D�
�df = D

�
�df = 0; 8f 2 C1(O)):

Par conséquent
�
LHfg�

�
(�; �) = 0.
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4) Soient f; g deux fonctions de Casimir sur (M;�). Pour tout h 2 C1(M), on a

fh; g�(df; dg)g = Hh:g
�(df; dg) = g�(D�

dhdf; dg) + g
�(df;D�

dhdg)

= g�(D�
dfdh+ [df; dh]� ; dg) + g

�(df;D�
dgdh+ [dg; dh]�)

= g�(D�
dfdh; dg) + g

�(df;D�
dgdh) + g

�([df; dh]� ; dg) + g
�(df; [dg; dh]�);

mais comme f et g sont des fonctions de Casimir, on a [df; dh]� = dff; hg = 0 et [dg; dh]� =
dfg; hg = 0; d�un autre côté, sur l�ouvert régulier O on a; du fait que D� est une F-
connexion, D�

dfdh = D
�
dgdh = 0; par conséquent, sur O on a fh; g�(df; dg)g = 0. Par densité

on a fh; g�(df; dg)g = 0 sur M , ainsi g�(df; dg) est une fonction de Casimir.

4.3.3 Feuilletage de Kähler-Riemann et variétés de Riemann-Poisson

régulières

Dé�nition 4.3.3 Un champ de vecteurs X sur une variété feuilletée (M;F) est dit feuil-
leté si son crochet de Lie avec tout champ de vecteurs tangent aux feuilles est également

tangent aux feuilles.

Remarque 4.3.2 Dans le cas où F est le feuilletage symplectique d�une variété de Poisson
(M;�), alors le champ X est feuilleté si et seulement si :

8� 2 
1(M); [X; ]�(�)] 2 TS: (4.3.5)

Dé�nition 4.3.4 Une métrique riemannienne g sur une variété feuilletée (M;F) est quasi-
�brée si pour tout couple de champs de vecteurs (X; Y ) feuilletés et perpendiculaires en

chaque points aux feuilles, la fonction g(X; Y ) est constante sur les feuilles (i.e. basique).

Si une telle métrique existe, on dit que F est un feuilletage riemannien sur (M; g).

D�un point de vue intuitif, pour un feuilletage riemannien, la distance entre les feuilles

est localement constante.

Dé�nition 4.3.5 Soit M une variété di¤érentiable munie d�un feuilletage riemannien F .
On dit que F est un feuilletage deKähler-Riemann si toutes les feuilles sont munies d�une
structure de variété kählérienne.

On dé�nit l�espace des fonctions basiques (transverses ou constantes sur les feuilles) sur

une variété de Poisson (M;�) par


0b(M) := ff 2 C1(M) tel que Hf = ]�(df) = 0g = H0
�(M);
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et l�ensemble des 1-formes di¤érentielles basiques par


1b(M) := f� 2 
1(M) tel que ]�(�) = 0 et ( [�; �]� = 0; 8� 2 
1(M))g: (4.3.6)

Plus généralement


pb(M) := f! 2 
p(M) tel que L]�(�)! = 0; 8� 2 
1(M)g: (4.3.7)

Comme la di¤érentielle extérieure commute avec la dérivée de Lie, cela démontre que

d(
pb(M)) � 

p+1
b (M). On parle alors de Cohomologie basique.

Proposition 4.3.4 Soient (M;�; g�) une variété de Riemann-Poisson régulière et � 2
�(Ker�), les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La forme � est basique.

2) Le tenseur D�� est nul.

3) Le champ ]g(�) est feuilleté.

4) On a L]g(�)� = 0.

Preuve. 1) () 2) : On a

D�� = 0 () (8� 2 
1(M); D�
�� = 0) () (8� 2 
1(M); D�

�� + [�; �]� = 0):

Rappelons que par hypothèse ]�(�) = 0 et que, du fait que D� est une F-connexion, cela
entraîne D�

�� = 0. Par conséquent,

D�� = 0 () (8� 2 
1(M); [�; �]� = 0):

3) () 4) : Soient  2 �(Ker�) et � 2 �
�
(Ker�)?

�
. On a

([]g(�); ]�(�)]) = �d(]g(�); ]�(�))� ]�(�):(]g(�))

= ��(�; i]g(�)d)� �(�; d [(]g(�))])

= ��(�; i]g(�)d + d
�
i]g(�)

�
) = ��(�;L]g(�))

= L]g(�)�(�; ):

D�après 2) de la proposition 4:3:3 on a l�équivalence.

2) () 3) : Pour tout  2 �(Ker�) et � 2 �
�
(Ker�)?

�
, on a

([]g(�); ]�(�)]) = (L]�(�)]g(�)) = ]�(�):(]g(�))� (L]�(�))]g(�)

= g�(D�
��; ) + g

�(D�
�; �)� g�(�;L]�(�))

= g�(D�
��; ) + g

�(D�
�; �)� g�(�;L]�()�)

�g�(�; [�; ]�)� g�(�; d�(�; ));
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on a ]�() = 0 et D� est une F-connexion symétrique, par conséquent

([]g(�); ]�(�)]) = g
�(D�

��; ):

D�où l�équivalence.

Lemme 4.3.2 Soit (M;�; g�) une variété de Riemann-Poisson régulière. Pour tout ; � 2

1b(M), la fonction g

�(; �) est une fonction de Casimir.

Preuve. On appliquant le théorème d�Alain Weinstein, toute 1-forme basique est une

combinaison C1(M)-linéaire des di¤érentielles extérieurs de fonctions de Casimir. D�après
4) du corollaire 4:3:1 en on déduit que g�(; �) est une fonction de Casimir, pour tout

; � 2 
1b(M).
On dé�nit la métrique g sur TM = TS �H comme suit :8>><>>:

g(]g(�); ]g(�)) = g
�(�; �); �; � 2 Ker�

g(u; v) = g�(]�1� (u); ]
�1
� (v)); u; v 2 TS

g(u; ]g(�)) = 0; � 2 Ker�; u 2 TS
(4.3.8)

Soit S une feuille symplectique. La métrique gS est la restriction de g à S, elle est par

construction non dégénérée. Ainsi (S; gS) est une variété riemannienne. Si on note rS la

connexion de Levi-Civita de gS, elle véri�e :

rS
]�(�)]�(�) = ]�(D

�
��); pour tout �; � 2 �((Ker�)

?); (4.3.9)

et si on note !S la forme symplectique de S, alors le couple (gS; !S) dé�nit sur S un champ

d�isomorphismes JS comme suit

gS(JS(u); v) = !S(u; v); pour tout u; v 2 TS: (4.3.10)

Grâce à la décomposition polaire, le champ tensoriel AS = JS:(�J2S)
1
2 dé�nit une structure

presque complexe sur S. Cette structure est intégrable car rS(AS) = 0; par conséquent, S

est une variété complexe, munie de la métrique hermitienne hS = gS + 2i!S, elle devient

une variété kählérienne. Ainsi, le feuilletage symplectique F est un feuilletage de Kähler-

Riemann.

Théorème 4.3.1 Soit (M;�; g�) une variété de Riemann-Poisson régulière, alors la métrique

g est quasi-�brée et le feuilletage symplectique est un feuilletage de Kähler-Riemann.
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Preuve. Nous venons de prouver que F est un feuilletage de Kähler-Riemann et d�après
le précédent lemme, pour toutX = ]g(�); Y = ]g(�) où �; � 2 
1b(M), la fonction g(X;Y ) =
g�(�; �) est une fonction de Casimir, par conséquent, la métrique g est quasi-�brée.

Inversement, on a :

Théorème 4.3.2 Soit (M;F ; g) une variété di¤érentiable munie d�un feuilletage rieman-
nien F . On note F la distribution tangente aux feuilles et on suppose qu�il existe ! 2 �(^2F )
qui véri�e :

1) Pour toute feuille S, la restriction de ! à S est une forme symplectique parallèle par

rapport à la connexion de Levi-Civita de la restriction de g à S.

2) Pour tout champ de vecteurs feuilleté X, localement perpendiculaire aux feuilles, et

pour tout couple (U; V ) de F , on a

LX!(U; V ) = 0:

Alors, il existe un couple (�; k), tel que (M;�; k) est une variété de Riemann-Poisson

régulière de feuilletage symplectique F .

Preuve. La démonstration se fait en e¤ectuant le chemin inverse de la démonstration

du théorème précédent, nous donnerons les principales idées.

On a

TM = F � F?; T �M = F � � (F �)? ;

avec

F � = f� 2 T �M tq �(X) = 0 8X 2 Fg:

On note ]g : T �M ! TM l�isomorphisme induit par g, ainsi ]g(F �) = F? et ]g((F �)
?) = F .

On prolonge la forme ! à M en posant

iu! = 0; 8u 2 F?;

par conséquent, l�application ! : F ! (F �)? qui à chaque u associe !(u; :) = iu! est un

isomorphisme d�inverse !�1 : (F �)? ! F . On dé�nit le champ de bivecteurs � par

�(�; �) :=

(
!(!�1(�); !�1(�)); si �; � 2 (F �)?

0; sinon;

et une métrique riemannienne k par

k(�; �) :=

8>><>>:
g(!�1(�); !�1(�)); si �; � 2 (F �)?

g(]g(�); ]g(�)); si �; � 2 F �

0; sinon:

En�n, on démontre que (M;�; k) est une variété de Riemann-Poisson régulière.
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4.3.4 La cohomologie de Poisson d�une variété de Riemann-Poisson

régulière

On rappelle que la cohomologie de Poisson est la cohomologie du complexe (��(M); ��). On

dé�nit les deux sous-espaces vectoriels �p0(M) et �
p
1(M) de �

p(M), 1 � p � dimM , par

�p0(M) = fQ 2 �p(M); tel que i�Q = 0; 8� 2 Ker]�g (4.3.11)

et

�p1(M) = fQ 2 �p(M); tel que Q(�1; �2; :::; �p) = 0; 8�1; �2; :::; �p 2 (Ker]�)
?g: (4.3.12)

Lemme 4.3.3 1) On a �p(M) = �p0(M)� �
p
1(M); 1 � p � dimM:

2) De plus, ��(�
p
j(M)) � �

p+1
j (M); j = 0; 1:

Preuve. 1) On considère l�application linéaire ]p� : 

p(M) ! �p(M) dé�nie dans le

chapitre précédent (dé�nition 3:1:4). Ainsi �p0(M) est isomorphe à l�image de ]
p
� et �

p
1(M)

est isomorphe à son noyau; par conséquent

�p(M) = �p0(M)� �
p
1(M):

2) Soit Q 2 �p0(M) et soit � 2 Ker]�. On remarque que L�Q = 0, ce qui est équivalent
à

��(i�Q) + i�(��Q) = 0;

mais i�Q = 0 par hypothèse, donc ��Q 2 �p+10 (M):

Pour démontrer ��(�
p
1(M)) � �

p+1
1 (M) il su¢ t d�écrire la formule de ��Q et de remarquer

que (Ker]�)
? est stable par le crochet [:; :]�.

Corollaire 4.3.2 Les deux injections canoniques �p0(M) ,! �p(M) et �p1(M) ,! �p(M)

induisent deux morphismes Hp
0 (M)! Hp

�(M) et H
p
1 (M)! Hp

�(M) où H
�
j (M) est la coho-

mologie de (�pj(M); ��), j = 0; 1.

Dé�nition 4.3.6 La cohomologie feuilletée d�une variétéM munie d�un feuilletage régulier

F est la cohomologie du complexe (
pF(M) = �(M ;^p(TF)); dF = d). On note H�
F(M) cette

cohomologie.

Proposition 4.3.5 Pour tout entier p tel que 1 � p � dimM , la restriction de ]p� à 

p
F(M)

établit un isomorphisme entre 
pF(M) et �
p
0(M), lequel induit un isomorphisme de groupes

de cohomologie Hp
F(M) et H

p
0 (M).

85



4.4. Algèbres de Lie pseudo-riemanniennes

Preuve. Provient du fait que 
pF(M) = (]
p
�)
�1 (Im ]p�).

Lemme 4.3.4 Pour toute forme basique ! 2 
pb(M); on a ��(]p�(!)) = 0:

Preuve. C�est une application directe de la dé�nition d�une forme basique.

Par conséquent, on obtient une application injective ]p� : 

p
b(M)! Hp

1 (M).

Avec ce lemme et la proposition qui le précède, on vient de démontrer le théorème suivant

:

Théorème 4.3.3 Soit (M; �; g�) une variété de Riemann-Poisson régulière. Pour tout

1 � p � dimM on a une application injective


pb(M)�H
p
F(M) ,! Hp

�(M): (4.3.13)

En particulier


1b(M)�H1
F(M) ' H1

�(M): (4.3.14)

4.4 Algèbres de Lie pseudo-riemanniennes

Soit (G; [:; :]) une algèbre de Lie munie d�une forme bilinéaire symétrique non dégénérée a.
On dé�nit sur G une application bilinéaire

A : G � G �! G
(u; v) 7�! Auv

par

2a(Auv; w) = a([u; v] ; w) + a([w; v] ; u) + a([w; u] ; v); pour tout u; v; w 2 G. (4.4.1)

Proposition 4.4.1 Pour tout u; v; w 2 G, l�application A satisfait

1) Auv � Avu = [u; v] ;
2) a(Auv; w) + a(v; Auw) = 0:

(4.4.2)

Preuve. 1) On a

2a(Auv; w)� 2a(Avu;w) = 2a([u; v] ; w);

donc

a(Auv � Avu;w) = a([u; v] ; w):
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2) On a

2a(Auv; w) = a([u; v] ; w) + a([w; v] ; u) + a([w; u] ; v)

= �(a([u;w] ; v) + a([v; u] ; w) + a([v; w] ; u))

= �2a(Auw; v);

d�où l�égalité.

Dé�nition 4.4.1 Le triplet (G; [:; :] ; a) est une algèbre de Lie pseudo-riemannienne si

[Auv; w] + [v; Auw] = 0; pour tout u; v; w 2 G. (4.4.3)

Si de plus a est dé�nie positive, on dit que (G; [:; :] ; a) est une algèbre de Lie-Riemann.

Le théorème suivant démontre que la notion d�algèbre de Lie pseudo-riemannienne est

la version in�nitésimale de la notion de variété de Poisson pseudo-riemannienne.

Théorème 4.4.1 Soit (M;�; g�) une variété de Poisson pseudo-riemannienne, soit x 2M ,
tel que la restriction de la pseudo-métrique g�x à Ker(]�(x)) := Gx est non dégénérée. Alors
la structure d�algèbre de Lie sur Gx obtenue en linéarisant le tenseur de Poisson au point x
est une algèbre de Lie pseudo-riemannienne.

Preuve. Soient �; � 2 Gx, le crochet de Lie [:; :]x sur Gx est dé�ni par

[�; �]x := dx(�(e�; e�)); e�; e� 2 
1(M) tq e�x = �; e�x = �: (4.4.4)

Le couple (Gx; [:; :]x) est ainsi l�algèbre de Lie obtenue en linéarisant le tenseur de Poisson
au point x.

On note ax la restriction de g�x à Gx, qui est non dégénérée, et on dé�nit Ax par

2ax(Ax��; ) = ax([�; �]x ; ) + ax([; �]x ; �) + ax([; �]x ; �) �; �;  2 Gx: (4.4.5)

On a pour tout e�; e�; e 2 
1(M) tels que e�x = �; e�x = �; ex = ;
2:g�x((D

�e�e�)x; ) = 2:fg�((D�e�e�); e)g(x)
= ]�(e�)x:g�x(�; ) + ]�(e�)x:g�x(�; )� ]�(e)x:g�x(�; �)

+g�x([e�; e�]�(x); ) + g�x([e; e�]�(x); �) + g�x([e; e�]�(x); �);
or ]�(e�)x = ]�(e�)x = ]�(e)x = 0 par hypothèse et

[e�; e�]�(x) = dx(�(e�; e�)) = [�; �]x ;
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on trouve

2:g�x((D
�e�e�)x; ) = g�x([�; �]x ; ) + g

�
x([; �]x ; �) + g

�
x([; �]x ; �)

= ax([�; �]x ; ) + ax([; �]x ; �) + ax([; �]x ; �)

= 2:ax(Ax��; ):

Reste à démontrer que (D�e�e�)x 2 Gx, auquel cas, on aura
Ax�� = (D

�e�e�)x:
En e¤et, pour tout � 2 
1(M), on a

�(]�(D
�e�e�)) = �(D�e�e�; �) = ]�(e�):�(e�; �)� �(e�;D�e��)

= ]�(e�):�(e�; �)�D�e��(]�(e�));
comme ]�(e�)x = ]�(e�)x = 0, on déduit que ]�(D�e�e�)x = 0 ainsi (D�e�e�)x 2 Gx.
Soit f 2 C1(M) tel que dxf =  2 Gx, comme (M;�; g�) est une variété de Poisson

pseudo-riemannienne, alors

�(D�e�df; e�) + �(e�;D�e�df) = 0;
ainsi

[Ax�; �]x + [�;Ax�]x =
h
D�e�df; e�i

�
(x) +

he�;D�e�df
i
�
(x)

= dx(�(D
�e�df; e�) + �(e�;D�e�df)) = 0:

Par conséquent, le triplet (Gx; [:; :]x ; ax) est une algèbre de Lie pseudo-riemannienne.
Comme le dual d�une algèbre de Lie est muni d�une structure de Poisson linéaire naturelle,

le théorème suivant donne une condition nécessaire et su¢ sante pour que le dual d�une

algèbre de Lie soit une variété de Poisson pseudo-riemannienne.

Théorème 4.4.2 Soit (G; [:; :]) une algèbre de Lie, son dual (G�; �) admet une pseudo-
métrique g� pour laquelle (G�; �; g�) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne si et
seulement si G est une algèbre de Lie pseudo-riemannienne.

Preuve. On suppose qu�il existe une pseudo-métrique g� sur G� pour laquelle (G�; �; g�)
est une variété de Poisson pseudo-riemannienne, comme la structure de Poisson linéarisée

en zéro de (G�; �) est exactement la structure d�algèbre de Lie de G, d�après le théorème
précédent G est une algèbre de Lie pseudo-riemannienne.
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4.4. Algèbres de Lie pseudo-riemanniennes

Inversement, soit a une pseudo-métrique sur G pour laquelle (G; [:; :] ; a) est une algèbre
de Lie pseudo-riemannienne; on dé�nit une métrique g� sur T �G� := G� � G par

g�((�; u); (�; v)) := a(u; v); � 2 G�; u; v 2 G: (4.4.6)

Le tenseur de Poisson est dé�ni par

�(du; dv)(�) := �([u; v]); � 2 G�; u; v 2 G: (4.4.7)

On a

[du; dv]� = d[u; v] et D�
dudv = d(Auv);

avec cette construction, (G�; �; g�) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne.

Exemple 4.4.1 En appliquant le théorème 4:2:2, on s�aperçoit que so(3) munie de produit

scalaire euclidien g n�est pas une algèbre de Lie-Riemann car (so�(3); �; g�) n�est pas une

variété de Riemann-Poisson. Cependant, l�algèbre de Lie d�HeisenbergH, (qui est isomorphe
à (R3; [:; :]) avec [e1; e2] = e3 et [e1; e3] = [e3; e2] = 0), munie de la métrique g est une

algèbre de Lie-Riemann.
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5

Application

5.1 Structure de Poisson compatible avec la métrique

canonique de R3

Après avoir introduit la notion de variété de Poisson pseudo-riemannienne au chapitre précé-

dent, nous allons étudier les structures de Poisson compatibles avec la métrique euclidienne

canonique de R3.
Soit fdx; dy; dzg la base canonique de 
1(R3); la métrique euclidienne contravariante g�

est dé�nie dans cette base par(
g�(dx; dx) = g�(dy; dy) = g�(dz; dz) = 1

g�(dx; dy) = g�(dx; dz) = g�(dy; dz) = 0:

Un champ de bivecteurs � sur R3 est donné par

� = �12
@

@x
^ @

@y
+ �13

@

@x
^ @

@z
+ �23

@

@y
^ @

@z
; (5.1.1)

où

�12 = �(dx; dy); �13 = �(dx; dz); �23 = �(dy; dz)

sont des fonctions di¤érentiables sur R3.
On a donc 8>><>>:

]�(dx) = �12
@
@y
+ �13

@
@z

]�(dy) = ��12 @@x + �23
@
@z

]�(dz) = ��23 @@y � �13
@
@x
;

(5.1.2)
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5.1. Structure de Poisson compatible avec la métrique canonique de R3

et le crochet [:; :]� est dé�ni par8>><>>:
[dx; dy]� = d(�(dx; dy)) = d�12 =

@�12
@x
dx+ @�12

@y
dy + @�12

@z
dz

[dx; dz]� = d(�(dx; dz)) = d�13 =
@�13
@x
dx+ @�13

@y
dy + @�13

@z
dz

[dy; dz]� = d(�(dx; dy)) = d�23 =
@�23
@x
dx+ @�23

@y
dy + @�23

@z
dz:

(5.1.3)

La dérivée de Levi-Civita contravariante D� est dé�nie par ces symboles de Christo¤el�
�ijk ; 1 � i; j; k � 3

	
qui sont donnés par les formules suivantes :

�111 = �
21
1 = �

31
1 = 0 �121 = ��112 = @�12

@x
�131 = ��113 = @�13

@x
�231 = ��213 = 1

2
(@�23
@x
+ @�13

@y
+ @�12

@z
)

�222 = �
12
2 = �

32
2 = 0 �221 = ��212 = @�12

@y
�232 = ��223 = @�23

@y
�132 = ��123 = 1

2
(@�23
@x
+ @�13

@y
� @�12

@z
)

�333 = �
13
3 = �

23
3 = 0 �331 = ��313 = @�13

@z
�331 = ��323 = @�23

@z
�312 = ��321 = 1

2
(@�23
@x
� @�13

@y
� @�12

@z
)

(5.1.4)

Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour que (R3; g�; �) soit une variété de
Riemann-Poisson.

Lemme 5.1.1 Si champ de bivecteurs � est compatible avec g� alors il existe une fonction

di¤érentiable f sur R3 telle que

� =

�
@f

@z

�
@

@x
^ @

@y
�
�
@f

@y

�
@

@x
^ @

@z
+

�
@f

@x

�
@

@y
^ @

@z
: (5.1.5)

Preuve. On a vu dans le précédent chapitre que la condition de compatibilité entraîne

que l�application C1(R3)-bilinéaire

(�; �) 7�! LHhg�(�; �) = g�(D�
�dh; �) + g

�(�;D�
�dh)

est anti-symétrique pour toute fonction di¤érentiable h sur R3, par conséquent elle est de
trace nulle; or sa trace dans la base canonique est égale à

�(h) := g�(D�
dxdh; dx) + g

�(D�
dydh; dy) + g

�(D�
dydh; dy); 8h 2 C1(R3): (5.1.6)

On calcule �(h), comme

g�(D�
dxdh; dx) =

@h

@x
:g�(D�

dxdx; dx) +
@h

@y
:g�(D�

dxdy; dx) +
@h

@z
:g�(D�

dxdz; dx) + ]�(dx):

�
@h

@x

�
=

@h

@x
:�111 +

@h

@y
:�121 +

@h

@z
:�131 +

�
�12

@

@y
+ �13

@

@z

��
@h

@x

�
=

@h

@y
:
@�12
@x

+
@h

@z
:
@�13
@x

+ �12
@2h

@y@x
+ �13

@2h

@z@x
;
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5.1. Structure de Poisson compatible avec la métrique canonique de R3

alors

g�(D�
dydh; dy) =

@h

@x
:�212 +

@h

@y
:�222 +

@h

@z
:�232 +

�
��12

@

@x
+ �23

@

@z

��
@h

@y

�
= �@h

@x
:
@�12
@y

+
@h

@z
:
@�23
@y

� �12
@2h

@x@y
+ �23

@2h

@z@y

et

g�(D�
dzdh; dz) =

@h

@x
:�313 +

@h

@y
:�323 +

@h

@z
:�333 +

�
��13

@

@x
� �23

@

@y

��
@h

@z

�
= �@h

@x
:
@�13
@z

� @h
@y
:
@�23
@z

� �13
@2h

@x@z
� �23

@2h

@y@z
:

Donc

�(h) =
@h

@y
:
@�12
@x

+
@h

@z
:
@�13
@x

� @h
@x
:
@�12
@y

+
@h

@z
:
@�23
@y

� @h
@x
:
@�13
@z

� @h
@y
:
@�23
@z

=

�
�@�13
@z

� @�12
@y

�
@h

@x
+

�
@�12
@x

� @�23
@z

�
@h

@y
+

�
@�23
@y

+
@�13
@x

�
@h

@z

=

��
�@�13
@z

� @�12
@y

�
@

@x
+

�
@�12
@x

� @�23
@z

�
@

@y
+

�
@�23
@y

+
@�13
@x

�
@

@z

�
:h;

comme
n
@
@x
; @
@y
; @
@z

o
est une base de C1(R3)-module libre �(R3) alors, �(h) = 0 pour tout

h dans C1(R3) est équivalent au système d�équations8>><>>:
@�13
@z
+ @�12

@y
= 0

@�12
@x
� @�23

@z
= 0

@�23
@y
+ @�13

@x
= 0;

ce qui est équivalent à dire que la 1-forme di¤érentielle

�23dx� �13dy + �12dz

est fermée; R3 étant simplement connexe, cette forme est exacte, par conséquent il existe
une fonction di¤érentiable f telle que

�23 =
@f

@x
; �13 =

@f

@y
; �12 =

@f

@z
;

ce qui donne le résultat recherché.

Corollaire 5.1.1 Dans ce cas la dérivée D� aura pour symbole de Christo¤el

�111 = �
21
1 = �

31
1 = 0 �121 = ��112 = @�12

@x
= @2f

@x@z
�131 = ��113 = @�13

@x
= @2f

@x@y

�222 = �
12
2 = �

32
2 = 0 �221 = ��212 = @�12

@y
= @2f

@y@z
�232 = ��223 = @�23

@y
= @2f

@y@x

�333 = �
13
3 = �

23
3 = 0 �331 = ��313 = @�13

@z
= @2f

@z@y
�331 = ��323 = @�23

@z
= @2f

@z@x

�231 =
1
2
(@�23
@x
+ @�13

@y
+ @�12

@z
) = 1

2
(@

2f
@x2
+ @2f

@y2
+ @2f

@z2
) = ��213

�132 =
1
2
(@�23
@x
+ @�13

@y
� @�12

@z
) = 1

2
(@

2f
@x2
+ @2f

@y2
� @2f

@z2
) = ��123

�312 =
1
2
(@�23
@x
� @�13

@y
� @�12

@z
) = 1

2
(@

2f
@x2
� @2f

@y2
� @2f

@z2
) = ��321 :
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5.1. Structure de Poisson compatible avec la métrique canonique de R3

Pour que la condition nécessaire du précédent lemme devient su¢ sante, il faut une

contrainte supplémentaire sur la fonction f ; d�où le théorème suivant :

Théorème 5.1.1 Le champ de bivecteurs � est compatible avec g� si et seulement si il

existe une fonction di¤érentiable f sur R3 telle que

� =

�
@f

@z

�
@

@x
^ @

@y
�
�
@f

@y

�
@

@x
^ @

@z
+

�
@f

@x

�
@

@y
^ @

@z
;

et f véri�e l�équation

d(g�(df; df))��(f):df = 0; (5.1.7)

où

�(f) =
@2f

@x2
+
@2f

@y2
+
@2f

@z2

est le laplacien euclidien de f .

De plus, f est une fonction de Casimir de la structure de Poisson (R3; �).

Preuve. Pour que (R3; g�; �) soit une variété de Riemann-Poisson il faut et il su¢ t que
D�� : 
1(R3)! �2(R3) soit identiquement nul; ce qui est équivaut à

D�
dx� = D

�
dy� = D

�
dz� = 0:

On a

D�
dx� = D�

dx

��
@f

@z

�
@

@x
^ @

@y
�
�
@f

@y

�
@

@x
^ @

@z
+

�
@f

@x

�
@

@y
^ @

@z

�
=

�
]�(dx):

@f

@z

�
@

@x
^ @

@y
�
�
]�(dx):

@f

@y

�
@

@x
^ @

@z
+

�
]�(dx):

@f

@x

�
@

@y
^ @

@z

+
@f

@z
D�
dx

�
@

@x
^ @

@y

�
� @f
@y
D�
dx

�
@

@x
^ @

@z

�
+
@f

@x
D�
dx

�
@

@y
^ @

@z

�
;

on a d�une part

]�(dx):
@f
@z
=
�
@f
@z

@
@y
� @f

@y
@
@z

�
@f
@z
= @f

@z
@2f
@y@z

� @f
@y

@2f
@z2

]�(dx):
@f
@y
=
�
@f
@z

@
@y
� @f

@y
@
@z

�
@f
@y
= @f

@z
@2f
@y2
� @f

@y
@2f
@z@y

]�(dx):
@f
@x
=
�
@f
@z

@
@y
� @f

@y
@
@z

�
@f
@x
= @f

@z
@2f
@y@x

� @f
@y

@2f
@z@x

et d�autre part

D�
dx(

@

@x
) = �

�
@

@x
(D�

dxdx)

�
@

@x
�
�
@

@x
(D�

dxdy)

�
@

@y
�
�
@

@x
(D�

dxdz)

�
@

@z

= ��111
@

@x
� �121

@

@y
� �131

@

@z
= � @2f

@x@z

@

@y
� @2f

@x@y

@

@z
;
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de la même manière

D�
dx(

@
@y
) = ��112 @

@x
� �122 @

@y
� �132 @

@z
= @2f

@x@z
@
@x
� 1

2
(@

2f
@x2
+ @2f

@y2
� @2f

@z2
) @
@z

D�
dx(

@
@z
) = ��113 @

@x
� �123 @

@y
� �133 @

@z
= @2f

@x@y
@
@x
+ 1

2
(@

2f
@x2
+ @2f

@y2
� @2f

@z2
) @
@y

ainsi

D�
dx

�
@

@x
^ @

@y

�
= D�

dx(
@

@x
) ^ @

@y
+
@

@x
^D�

dx(
@

@y
)

=
@2f

@x@y

@

@y
^ @

@z
� 1
2
(
@2f

@x2
+
@2f

@y2
� @

2f

@z2
)
@

@x
^ @

@z
;

et

D�
dx

�
@

@y
^ @

@z

�
= D�

dx(
@

@y
) ^ @

@z
+
@

@y
^D�

dx(
@

@z
)

=
@2f

@x@z

@

@x
^ @

@z
� @2f

@x@y

@

@x
^ @

@y
;

D�
dx

�
@

@x
^ @

@z

�
= D�

dx(
@

@x
) ^ @

@z
+
@

@x
^D�

dx(
@

@z
)

= � @2f

@x@z

@

@y
^ @

@z
+
1

2
(
@2f

@x2
+
@2f

@y2
� @

2f

@z2
)
@

@x
^ @

@y
:

Par conséquent

D�
dx� =

�
@f

@z

@2f

@y@z
+
@f

@x

@2f

@x@y
+
1

2

@f

@y

�
�@

2f

@x2
+
@2f

@y2
� @

2f

@z2

��
@

@x
^ @

@y

+

�
@f

@y

@2f

@y@z
+
@f

@x

@2f

@x@z
+
1

2

@f

@z

�
�@

2f

@x2
� @

2f

@y2
+
@2f

@z2

��
@

@x
^ @

@z
;

de la même manière

D�
dy� =

�
�@f
@z

@2f

@x@z
+
@f

@y

@2f

@x@y
+
1

2

@f

@x

�
�@

2f

@x2
+
@2f

@y2
+
@2f

@z2

��
@

@x
^ @

@y

+

�
@f

@y

@2f

@y@z
+
@f

@x

@2f

@x@z
+
1

2

@f

@z

�
�@

2f

@x2
� @

2f

@y2
+
@2f

@z2

��
@

@y
^ @

@z
;

D�
dx� =

�
�@f
@z

@2f

@x@z
� @f
@y

@2f

@x@y
+
1

2

@f

@x

�
�@

2f

@x2
+
@2f

@y2
+
@2f

@z2

��
@

@x
^ @

@z

+

�
�@f
@z

@2f

@y@z
� @f
@x

@2f

@x@y
+
1

2

@f

@y

�
@2f

@x2
� @

2f

@y2
+
@2f

@z2

��
@

@y
^ @

@z
:

On remarque que8>>><>>>:
D�
dx� =

1
2

�
@
@y
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@x
^ @
@y
+ @

@z
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@x
^ @
@z

�
D�
dy� =

1
2

�
@
@x
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@y
^ @
@x
+ @

@z
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@y
^ @
@z

�
D�
dz� =

1
2

�
@
@x
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@z
^ @
@x
+ @

@y
fd(g�(df; df))��(f):dfg @

@z
^ @
@y

�
(5.1.8)
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R3

Ainsi D�� = 0 est équivalent à

@

@x
fd(g�(df; df))��(f):dfg = @

@y
fd(g�(df; df))��(f):dfg = @

@z
fd(g�(df; df))��(f):dfg = 0;

mais

d(g�(df; df))��(f):df = @
@x
fd(g�(df; df))��(f):dfg dx

+ @
@y
fd(g�(df; df))��(f):dfg dy + @

@z
fd(g�(df; df))��(f):dfg dz = 0:

On calcule le champ hamiltonien de f , on a

Hf : = ]�(df) = ]�(
@f

@x
dx+

@f

@y
dy +

@f

@z
dz) =

@f

@x
]�(dx) +

@f

@y
]�(dy) +

@f

@z
]�(dz)

=
@f

@x

@f

@z

@

@y
� @f
@x

@f

@y

@

@z
+
@f

@y

@f

@x

@

@z
� @f
@y

@f

@z

@

@x
+
@f

@z

@f

@y

@

@x
� @f
@z

@f

@x

@

@y
= 0;

donc f est une fonction de Casimir de la structure de Poisson (R3; �).

5.2 Structures de Poisson linéaires compatibles avec

la métrique canonique de R3

Une structure de Poisson linéaire est donnée par un champ de bivecteurs

� = �12
@

@x
^ @

@y
+ �13

@

@x
^ @

@z
+ �23

@

@y
^ @

@z
;

où �12; �13; �23 sont des formes linéaires sur R3:
Ainsi pour celles qui sont compatibles avec la métrique euclidienne de R3 la fonction f

donnée par le précédent théorème est une forme quadratique, une telle fonction s�écrit

f(x; y; z) = �x2 + �y2 + z2 + 2axy + 2bxz + 2cyz; �; �; ; a; b; c 2 R: (5.2.1)

Cherchons des conditions sur les constantes �; �; ; a; b; c pour que f soit une solution de

l�équation

dg�(df; df)��(f)df = 0:

On a d�une part

1

2
df(x; y; z) = (�x+ ay + bz)dx+ (ax+ �y + cz)dy + (bx+ cy + z)dz

et

�(f)(x; y; z) = 2(�+ � + );
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donc

(�(f)df) (x; y; z) = 4(�+�+) f(�x+ ay + bz)dx+ (ax+ �y + cz)dy + (bx+ cy + z)dzg :

D�autre part

1

4
g�(df; df) = (�x+ ay + bz)2 + (ax+ �y + cz)2 + (bx+ cy + z)2

= (�2 + a2 + b2)x2 + (�2 + a2 + c2)y2 + (2 + b2 + c2)z2

+2(a(�+ �) + bc)xy + 2(b(�+ ) + ac)xz + 2(c(� + ) + ab)yz;

ainsi

fdg�(df; df)g (x; y; z) = 8
�
(�2 + a2 + b2)x+ (a(�+ �) + bc)y + (b(�+ ) + ac)z

	
dx

+8
�
(a(�+ �) + bc)x+ (�2 + a2 + c2)y + (c(� + ) + ab)z

	
dy

+8
�
(b(�+ ) + ac)x+ (c(� + ) + ab)y + (2 + b2 + c2)z

	
dz:

L�équation dg�(df; df) = �(f)df est équivalente au système8>><>>:
(�+ � + )� = 2(�2 + a2 + b2);

(�+ � + ) � = 2(�2 + a2 + c2);

(�+ � + )  = 2(2 + b2 + c2);

(�+ � + ) c = 2(� + ) + 2ab

(�+ � + ) b = 2(�+ ) + 2ac

(�+ � + ) a = 2(�+ �) + 2bc;

ou bien 8>><>>:
(��+ � + )� = 2(a2 + b2);
(�� � + ) � = 2(a2 + c2);
(�+ � � )  = 2(b2 + c2);

(��+ � + ) c = �2ab
(�� � + ) b = �2ac
(�+ � � ) a = �2bc;

ce qui implique 8>><>>:
�
c
= �a2+b2

ab
= �a

b
� b

a

�
b
= �a2+c2

ac
= �a

c
� c

a


a
= � b2+c2

bc
= � b

c
� c

b

;

par conséquent 8>><>>:
� = �ac

b
� bc

a

� = �ab
c
� bc

a

 = �ab
c
� ac

b
:

On pose

t = �ab
c
; s = � bc

a
; u = �ac

b
;

alors (
� = s+ u; � = t+ s;  = t+ u;

a =
p
tu; b =

p
ts; c =

p
su:

D�où la proposition.
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R3

Proposition 5.2.1 Un tenseur de Poisson linéaire

� = �12
@

@x
^ @

@y
+ �13

@

@x
^ @

@z
+ �23

@

@y
^ @

@z

sur R3 est compatible avec la métrique euclidienne canonique si et seulement si il existe
une fonction quadratique

f(x; y; x) = (s+ u)x2 + (t+ s) y2 + (t+ u) z2 + 2
p
tuxy + 2

p
tsxz + 2

p
suyz; (5.2.2)

pour tout t; s; u 2 R véri�ant su; tu; ts 2 R+ telle que �12 = @f
@z
; �13 = �@f

@y
; �23 =

@f
@x
.

Comme conséquence immédiate de cette proposition, la structure de Poisson linéaire

�so(3) = z
@

@x
^ @

@y
� y @

@x
^ @

@z
+ x

@

@y
^ @

@z
(5.2.3)

sur R3 obtenue à partir du produit vectoriel, ou en identi�ant R3 à so(3) := TI3SO(3)

considérée comme l�algèbre de Lie du groupe de Lie SO(3), n�est pas compatible avec la

métrique euclidienne canonique de R3, car dans ce cas la fonction quadratique associée au
tenseur �so(3) est

f(x; y; z) =
1

2
(x2 + y2 + z2):

Cependant on a :

Proposition 5.2.2 La fonction ' : (x; y; z) 7�! (x2+y2+z2)
3
2 est une solution de l�équation

dg�(df; df)��(f)df = 0

et par conséquent, le tenseur
p
x2 + y2 + z2:�so(3) est compatible avec la métrique euclidienne

canonique de R3:

Preuve. On a

d'(x; y; z) = 3
p
x2 + y2 + z2 (xdx+ ydy + zdz) ;

donc
@'

@z

@

@x
^ @

@y
� @'
@y

@

@x
^ @

@z
+
@'

@x

@

@y
^ @

@z
= 3
p
x2 + y2 + z2:�so(3):

Puis d�une part

g�(d'; d')(x; y; z) = 9(x2 + y2 + z2)2;

ainsi

dg�(d'; d')(x; y; z) = 36(x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz):
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R3

D�autre part

�(')(x; y; z) = 12
p
x2 + y2 + z2:

Donc

(�(')d') (x; y; z) = 36(x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz) = dg�(d'; d')(x; y; z):

Ainsi, le champ de bivecteurs
p
x2 + y2 + z2:�so(3) est compatible avec la métrique euclidi-

enne canonique de R3.
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