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Compatibilité de structure de Poisson et de
structure pseudo-riemannienne

Résumé
Une variété kdhlérienne est munie a la fois d’une structure pseudo-riemannienne (la partie
réelle de la métrique hermitienne) et d’une structure symplectique (la partie imaginaire de
la métrique hermitienne).

D’autre part, la donnée d’une métrique pseudo-riemannienne et d’une forme symplectique
sur une variété différentiable réelle de dimension paire induit une structure presque
complexe. On dit que le couple (métrique-forme symplectique) est compatible si la forme
symplectique est paralléle par rapport & la connexion de Levi-Civita de la métrique
pseudo-riemannienne; ce qui entraine 'intégrabilité de la structure presque complexe et on

récupere une structure kihlérienne.

On se place dans le cas plus général d’une variété différentiable munie d’une métrique
pseudo-riemannienne g et d’'un champ de bivecteurs 7. Le champ 7 définit un calcul
différentiel contravariant (Dérivée de Lie, différentielle extérieure, dérivée contravariante)
similaire au calcul différentiel covariant. Au couple (g, 7) on associe deux dérivées

contravariantes compatibles avec la métrique g.

On définit par la suite deux notions de compatibilité pour le couple (g, 7); selon que le
champ de bivecteurs soit compatible avec I'une ou l'autre dérivée contravariante. Nous
verrons que ces deux notions entrainent que 7 induit une structure de Poisson sur la
variété.

On introduit une nouvelle structure qui est la structure de Poisson pseudo-riemannienne et
nous examinons de plus prés deux cas particuliers : Les variétés de Riemann-Poisson et les

algebres de Lie pseudo-riemanniennes.
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Introduction

L’objet de ce travail est de détailler les travaux de M. Boucetta parus dans ([1], [2], [3], [4]).
Le but de ce travail est d’introduire une nouvelle catégorie de variétés différentiables réelles.
Il s’agit des variétés de Poisson pseudo-riemanniennes. Tout au long du travail M désignera
une variété différentiable (lisse) de dimension n. La donnée d’un champ de bivecteurs 7
sur M définit un calcul différentiel contravariant, (dérivée de Lie, différentielle extérieure,
produit intérieur) similaire au calcul différentiel covariant. On s’étale plus particuliérement
sur la notion de dérivée contravariante introduite par Izu Vaisman dans [6].

Nous nous limitons par la suite au cas d’une variété pseudo-riemannienne munie d’un
champ de bivecteurs 7; nous parlerons dans ce cas du couple (g, 7). On associe a ce couple
deux champs d’endomorphismes de fibrés sur le fibré tangent et le fibré cotangent. Nous
serons alors en mesure d’associer au couple (g, ) deux dérivées contravariantes, dont I'une
provient de la connexion de Levi-Civita de la métrique g; tandis que 'autre c’est la dérivée de
Levi-Civita contravariante de la métrique duale de g sur le fibré cotangent. On définira par
la suite deux notions de compatibilité du couple (g, ) selon que le champ de bivecteurs soit
paralléle pour I'une ou 'autre dérivée. Dans les deux cas, le champ 7 définit bien une struc-
ture de Poisson sur la variété M. Aprés avoir donné une interprétation géométrique pour
chacune des deux notions, nous verrons sur un exemple qu’elles sont différentes; cependant,
elles coincident dans le cas symplectique.

Nous introduisons par la suite la notion de variété de poisson pseudo-riemannienne ; nous
étudions d’un peu plus prés le cas linéaire, (i.e. Les algeébres de Lie pseudo-riemanniennes),
ainsi que les variétés de Riemann-Poisson. En guise d’application, nous verrons quelles sont

les structures de Poisson compatibles avec la métrique canonique de R3.



1

Calcul tensoriel sur une variété

différentiable

1.1 Algebre tensorielle

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie et soit V* = Hom(V,R) son dual. On
rappelle que le bidual (V*)* s’identifie canoniquement a V.

On note par (.,.) le crochet de dualité entre V' et V*, il est défini par
(o, ) = ax), Ve eV, YVae V*,

c’est une forme bilinéaire non dégénérée sur V* x V.

Si{ey, e, ...., €, } est une base de V, alors sa base duale est notée {e!, €2, ...., e"}, autrement
dit
. 1 sit=y
<e’,ej> = J
0 sii#7.

Toute forme bilinéaire non dégénérée B sur V' induit un isomorphisme musical bg : V — V*
défini pour tout x € V par bp(z) = {x — B(z,.)}, on note fp son isomorphisme inverse.
On rappelle également que V* ® V' s’identifie & End(V) = Hom(V,V) et que V@ V est

isomorphe a I'espace des formes bilinéaires sur V*, que I'on note Ly(V*,R), via Papplication

(z®@y)(a, B) = a(x)B(y).

Soient V, W deux espaces vectoriels réels de dimension finie, alors (V' ® W)" est isomorphe

aV* ® W+, ou I'isomorphisme est donné par

(a®pB)(z@y) = alz)(y).



1.1. Algeébre tensorielle

1.1.1 Tenseurs covariants et contravariants

Définition 1.1.1 Un tenseur covariant homogéne de degré r sur V' est un élément de

V)=V eV'eV'e..eV"=L(V,R).

r fois

Un tenseur covariant sur V est un élément de T'(V') = @501 (V).

Un tenseur contravariant homogéne de degré r sur V est un élément de

V)=V eVeVe..aV=(L(V) ~ (V).

r fois

Un tenseur contravariant sur V est un élément de T (V*).
OnaTy(V)=R, T3 (V) =V*etsin=dimV, alors : dim7,(V) =dimT"(V) =n".

Définition 1.1.2 Un tenseur de type (s, 1) ou de bidegré (;) est une forme (s+r)-multilinéaire

sur

]/><V><....><VJ><}/*><V*><....><V’i.

TV
s fois r fois

On note T7 (V') Uensemble des tenseurs mixtes de bidegré (7).

OnaT2(V)=T,V), T5(V)=T"(V) et TL(V) = End(V).

Si {eq, eg, ..., e, } est une base de V', alors
{ei1®ei2® ..... ®eis®ej1®ej1®ej2® ..... ®ej; 1 <i1,19,...,% 01, J2, -, Js §n}
est la base de 77 (V') qui lui est associée. On note par
TovTdr — Py e e, € €92 e, (1.1.1)

les coordonnées d’un tenseur 7' € T7 (V') dans cette base.

Dans une autre base {vy, vg, ....,v,} de V', on a

T (Vs , Vigs vy V5, 00, 092 ,vh):(A;?;.AZ?....AQ;)(ZQI.Zﬁ....Z;;).T,’j;;,’j;;;;;;,’j;; (1.1.2)

ot v; = Ale; et A?.Zﬁ = 7, (symbole de Kronecker). On peut donc définir un tenseur par

ses composantes dans chaque base et grace a cette formule, il suffit de choisir une base.



1.1. Algeébre tensorielle

1.1.2 Opérations sur les tenseurs
Produit tensoriel

Soient T € Tr(V) et S € TL(V), le produit tensoriel de T" et S est le tenseur T ® S €
TrHH (V) deéfini par

(T @ 9) (1, .oy Trggs @ oy T = T2y, oy s 0t oy 08).S (Tt ooy Ty T L 5T,
(1.1.3)

Le produit tensoriel est associatif, non commutatif en général.

Contraction d’indice

Soit T € TI(V), on note Tffﬂ;ﬁ les composantes de ce tenseur dans une base de 77 (V)

k=n kvj?v"'ajr
w1 1,

14 A s+r—2 A il’j27"'7j7‘ .
associée & une base {ej,es,....,e,} de V. Les n quantités 1= = L

11,225--451s
sont les composantes dans cette méme base d’un tenseur de type (s — 1,7 — 1) appelé le
tenseur contracté de T' par rapport aux indices 7; et j; et on le note Cl-jllT . On vérifie
facilement que la formule de changement de base marche bien. On définit d’'une maniére

analogue cette opération pour un indice covariant et un indice contravariant quelconque.

1.1.3 Tenseurs symétriques et anti-symétriques

On note S, : le groupe des permutations de l'ensemble {1,2,3,.....,n}.

Un tenseur 7' € T,.(V') est symétrique si pour toute permutation o € S,, on a

il est anti-symétrique (alterné) si
T(a*W, 0@ a7") = sign(c).T(a,a?, ..., a").

Méme définition pour les tenseurs contravariants.

On note 8"(V') le sous-espace vectoriel des tenseurs covariants symétriques de degré r
et par A"(V) celui des tenseurs covariants anti-symétriques. Méme chose pour les tenseurs
contravariants en remplagant V' par son dual.

On pose A(V) = @,50A" (V) et S(V) = @,505"(V).

On munit A(V) d’une loi interne qu’on appelle le produit extérieur, noté A, et défini
pour tout w € AP(V') et pour tout § € AY(V) par

1 :
WA (T, ., Tpig) = il Z sign(0).w(Zo@), - Top)) -0 (Ta@r1), - Toprg)),  (1.1.4)

’ 0€Spq



1.2. Fibrés vectoriels sur une variété différentiable

on étend cette définition & A(V') par linéarité.
On munit également S(V') d’une loi interne, qu’on appelle le produit symétrique, il est

défini pour tout S € SP(V) et pour tout ' € S¢(V) par

1
S.T(wl, ceey $p+q) = M Z T(J?J(l), ceny xg(p)>.5($g(p+1), ceey l’g(erq)), (1.1.5)

0€Sp+q

ainsi A(V') et S(V') sont deux algebres graduées associatives.
L’espace vectoriel S(V') est isomorphe a I’algébre des polynomes a n indéterminées et

A(V') est un espace vectoriel de dimension 2". Mémes conclusions si on remplace V' par V*.

1.1.4 Effet d’une application linéaire

Soient V, W deux espaces vectoriels et ® une application linéaire de V' dans W.

1- Image directe d’un tenseur contravariant par une application linéaire

L’image directe par ® d’un tenseur r-fois contravariant 7" sur V' est un tenseur de méme

type sur W noté ®,7T" et défini par

®*T(61’ 27 ..... 75T) :T(/Bl oq)”620®7 """ 7/8To®>7 (].].6)

2- Image réciproque d’un tenseur covariant par une application linéaire

L’image réciproque par ® d’un tenseur r-fois contravariant S sur W est un tenseur de méme

type sur V noté ®*S et défini par
O*S (21, T2y ooy ) = S(P(21), P(22), ..., P(24)), (1.1.7)

pour toute famille 1, zs, ....., x, de vecteurs de V.

1.2 Fibrés vectoriels sur une variété différentiable

Définition 1.2.1 Un fibré vectoriel de rang k sur une variété différentiable M est un couple
(E,p), ou E est une variété différentiable et p : E — M est une application différentiable,
tel que :

i) Pour toutm € M, l’ensemble E,,, = p~*(m) est muni d’une structure d’espace vectoriel

réel de dimension k.



1.2. Fibrés vectoriels sur une variété différentiable

ii) Pour tout m € M, la fibre E,, est isomorphe a R*.
iii) Tout m € M admet un voisinage ouvert U trivialisant, autrement dit, il existe un
difféomorphisme ¢ : p~H({U) — U x R tel que p = prio; ot pry : U X R¥ — U est la

projection sur le premier facteur.

La deuxiéme condition de la définition montre que p est une submersion et que E est de

dimension (n + k).

Exemple 1.2.1 Le fibré trivial
Si on prend E = M x RF et p = pri, on Uappelle le fibré trivial de rang k.

Exemple 1.2.2 Le fibré tangent
Pour tout © € M on note T,M l’espace tangent & M en x et TM = Uzep (T, M)
[’ensemble de tous les vecteurs tangents a M et w:TM — M [’application pied qui associe

a tout vecteur tangent son origine, (T'M, ) est un fibré vectoriel de rang n sur M.

Définition 1.2.2 Une section d’un fibré vectoriel (E,p) sur M est une application différen-
tiable s : M — E qui reléve lidentité de M (mos = Idy ). On note 'ensemble des sections

du fibré (E,p) par I'(M; E).

L’ensemble I'(M; E) est un espace vectoriel réel et un module sur ’anneau des fonctions
différentiables.
Les sections du fibré M x R sur M sont les fonctions différentiables et les sections du

fibré tangent sont les champs de vecteurs.

Définition 1.2.3 Le fibré dual d’un fibré vectoriel
Soit (E,p) un fibré vectoriel, pour tout m € M on note E¥, le dual de la fibre au dessus
de m, E* = Upnen ES, et p*(x) =m si x € Ef, , (E*,p*) est le fibré dual de (E,p).

Comme conséquence immédiate de cette définition, I'(M; E*) est le dual de I'(M; E') en
tant que C*°(M)-module. Le fibré dual du fibré tangent est le fibré cotangent, ses sections

sont les 1-formes différentielles.

Définition 1.2.4 Un morphisme entre deux fibrés vectoriels (E,p) et (F,q) sur M est une
application différentiable ® : E — F, telle que p = qo ® et pour tout m e M, ®,, : £,, —

Fg(m) est une application linéaire.

Définition 1.2.5 L’image réciproque d’un fibré vectoriel (E,p) par une application différen-
tiable f : M — M, est le fibré (f*E, f*p); ou f*E = {(m,a) € M x E; f(m) = p(a)} et
fp=pr.



1.3. Champs de tenseurs sur une variété différentiable.

1.3 Champs de tenseurs sur une variété différentiable.

Définition 1.3.1 Un champ de tenseurs s-fois covariant et r-fois contravariant sur une var-
iété différentiable M est une section différentiable du fibré vectoriel TT (M) = Upepn/Tr (T M).
On note par (M) =T (M;TI(M)) lensemble des champs de tenseurs sur M.

On dit souvent tenseur au lieu de champ de tenseurs si aucune confusion n’est & craindre.

Remarque 1.3.1 1) L’ensemble S%(M) est un espace vectoriel réel et un C*°(M)-module.

2) Champs de tenseurs particuliers : SY(M) = C®(M) = T'(M; M x R) : Les fonctions
différentiables sur M et S§(M) = T(M;T*M) = QY (M) : Les 1-formes différentielles (ou
les formes différentielles de degré 1) sur M.

QYUM) =T(M;TM) = x(M) : Les champs de vecteurs différentiables sur M et S1(M) =
D(M;T*M ®@ TM) : Les champs d’endomorphismes de TM.

3) L’espace Q' (M) est le dual de x(M) en tant que C*®(M)-module. Plus généralement
ST(M) est le dual de I3 (M).

s

En plus de 'addition, de la multiplication par une fonction et par un scalaire, les autres
opérations sur les tenseurs (produit tensoriel, contraction d’indices, image directe et image

réciproque) se prolongent aux champs de tenseurs d’une maniére naturelle (ponctuelle).

1.3.1 Image réciproque et image directe par une application dif-

férentiable

Soit f une application différentiable d’une variété différentiable M dans une variété différentiable N.
Rappelons que la différentielle df : TM — TN est un homomorphisme de fibrés vectoriels,
en particulier df, : T,M — T} N est une application linéaire.

1- Image directe d’un champ de tenseurs contravariant

Soit T' € §(M) un champ de tenseurs covariant de degré s. On appelle I'image directe de

T par f, 'élément de I(Im f), noté f,. T et défini par :

(£T) ) (BY, B2, 0, B°) = T, (B 0 df,, B2 0 dfp, ..., B° 0 dfy), (1.3.1)

pour toute famille 3, 3,, ..., 3, de 'espace cotangent & N au point f(p).



1.3. Champs de tenseurs sur une variété différentiable.

2- Image réciproque d’un champ de tenseurs covariant

Soit S € J%N) un champ de tenseurs contravariant de degré r. On appelle I'image ré-

ciproque de S par I'application différentiable f le champ tensoriel défini par :
(f*S)p(Xl, X27 ceey XT) - Sf(p) (dfp.Xl, dfp.Xg, ceey dfp.XT), (132)

pour toute famille X, X5, ..., X, de ’espace tangent & M au point p.

1.3.2 Dérivée de Lie d’un tenseur

Soit X un champ de vecteurs différentiable sur M et soit T € Q%(M). La dérivée de Lie
de champ T le long des courbes intégrales de X est un élément de % (M) noté LxT qui

mesure la progression (vitesse) de T évaluée le long du flot de champ de vecteurs X.

Pour toute fonction différentiable f sur M, on définit
(Lx f)(z) :=df(z).X(z), pour tout = dans M. (1.3.3)

Et pour tout champ de vecteurs Y, on a LxY;= [X,Y] : le crochet de Lie de X et Y. Pour

toute 1-formes « sur M, on définit
(Lxa,Y): =X (a,Y) — a([X,Y]). (1.3.4)
Ensuite, pour tout 7" € J7%(M), on définit

(LxT) (X1, ..., Xp,at 0?08 = X.T(Xy,..,X,,a" a2 ..., o) (1.3.5)

= T(Xy, . LxXiy o Xy 0l 0P, a)

— ZT(Xl, o X ol Lxad L af).

7j=1
1.3.3 Dérivée covariante d’un tenseur

La dérivée covariante d’un champ tensoriel de type (%) sur M est la dérivée covariante d’une
connexion sur le fibré vectoriel T7(M) qui prolonge une connexion affine sur M.

La dérivée covariante est un moyen qui permet de se déplacer entre deux fibres suff-
isamment voisines & ’aide de la notion de transport paralléle que définit la connexion en

question.



1.3. Champs de tenseurs sur une variété différentiable.

Définition 1.3.2 Soit (E,m, M) un fibré vectoriel sur M, et T'(M; E) le C*°(M)-module de

ses sections différentiables. Une connexion linéaire sur E est une application R-bilinéaire :

V: x(M)xI'(M; E) — T(M;FE)

(X, 5) —s VxS (1:3.6)

qui vérifie

VxS = fVxS

Vx(f.5) = (Lxf)S+ f.VxS,
pour tout X € x(M), tout f € C*°(M) et tout S € I'(M; E).

Une connexion affine ou une dérivée covariante sur une variété différentiable est une

(1.3.7)

connexion linéaire sur son fibré tangent.

Soit V une dérivée covariante et X un champ de vecteurs sur M. Pour toute fonction

différentiable f sur M, on définit Vx f := Lx f. Pour une 1-forme «, on a
(Vxa)(Y) = Lx (a(Y)) + a(VxY). (1.3.8)

Pour tout 7' € Q%(M), le champ de tenseurs VxT' € S%(M) est défini par
(VxT)(X1,...., X, ot 0% .., 0°) = XT(Xy,..,X,,a' o ..., 0 (1.3.9)

- ZT(Xl, o VxXi, o X ol a2 af)
i=1

j=s
— ZT(Xl, o Xpad, L Vxadd, L af).
j=1

Définition 1.3.3 Un tenseur T est paralléle pour la connexion V siVxT = 0,VX € x(M).
La torsion T' d’une dérivée covariante est définie par
T(X,)Y)=[X,Y] = (VxY — VyX) (1.3.10)
et sa courbure R est définie par
R(X,)Y)Z =Vixy1Z — (Vx(VyZ) = Vy(VxZ) (1.3.11)

La courbure R est un tenseur de type (‘;’) qui mesure le défaut pour V & étre un morphisme

d’algebres de Lie x (M) et End(x(M)).

Définition 1.3.4 La connexion est dite symétrique (sans torsion) si sa torsion est nulle;

plate si sa courbure est nulle.



1.4. Champs de tenseurs particuliers

1.4 Champs de tenseurs particuliers

1.4.1 Champs de tenseurs métriques et structure pseudo-riemannienne

Définition 1.4.1 Un champ de tenseurs métrique est un champ tensoriel 2-fois covariant
symétrique et non dégénéré; on lappelle aussi métrique pseudo-riemannienne sur M. Si on
note g une telle métrique, le couple (M, g) est une variété pseudo-riemannienne.

Si de plus le tenseur métrique est défini positif, c’est une variété riemannienne.

Remarque 1.4.1 La métrique g définit un champ d’isomorphismes b, : x(M) — QY (M),

qui est de plus un champ d’isomorphismes de C*(M)-module entiérement caractérisé par
son champ d’isomorphismes inverse f, : Q' (M) — x(M) est défini par

a(X) = g(8g(), X),
pour tout couple de champs de vecteurs X,Y et toute 1-forme o sur M.

5 ‘ : 12
Dans un systéme de coordonnées locales (U;x = (z',2%,.....,2")), on pose g;; =

g(%, %) et (g;;) la matrice inverse de (g;;); ainsi

fy(dx') = jzlgij.@, et bg(%) = jzlgij.dxj; pour tout 1 < i < n.

1- Morphisme entre structures pseudo-riemanniennes

Un morphisme entre deux structures pseudo-riemanniennes (M, g) et (N, h) est la donnée
d’une application différentiable f : M — N telle que g = f*h; en particulier, f est une
immersion si la métrique est riemannienne. Inversement, toute immersion d’une variété
différentiable dans une variété riemannienne définit une unique structure riemannienne pour
laquelle cette application devient un morphisme. Si de plus f est un difféomorphisme,
c’est une isométrie et les deux structures sont équivalentes. Voici quelques exemples de
morphismes entre variétés pseudo-riemanniennes.

1) Une structure pseudo-riemannienne invariante a gauche sur un groupe de Lie G est la
donnée d’une métrique pour laquelle toute translation & gauche par un élément de G est une
isométrie de G dans G, cette métrique est dite invariante & gauche. De la méme maniére
on définit une structure invariante & droite. Le choix d’une telle structure est équivalent au

choix d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur ’algébre de Lie de G.

10



1.4. Champs de tenseurs particuliers

2) Un champ de vecteurs sur (M, g) est un champ de Killing si son pseudo-groupe a

un parametre est contenu dans le groupe d’isométries de M; autrement dit : Lxg = 0.

3) Si G est un groupe de Lie agissant librement proprement discontinuement sur une
variété pseudo-riemannienne (M, g) alors, la projection canonique est étale (immersion et
submersion a la fois). Le fait que la métrique ¢ soit invariante par 1’action de G est équiva-
lent & existence d’une unique métrique g sur le quotient M /G pour laquelle la projection
canonique soit une isométrie locale; c’est le cas de I'espace projectif P"(R) considéré comme
le quotient de la sphére euclidienne S™ par le groupe cyclique Z, 27 muni de la topologie

discréte.

2- Connexion de Levi-Civita d’un tenseur métrique

Théoréme 1.4.1 (Lewvi-Civita)
Soit (M, g) wune variété pseudo-riemannienne, il existe sur M une unique connexion
affine symétrique pour laquelle le champ de tenseurs métrique g est une section paralléle.

Cette connexion est appelée la connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve. L’unicité : On suppose qu’'une telle connexion existe; on utilisant le fait que

V est symétrique et compatible avec la métrique g, on trouve

9(VxY,Z) = X.ug —g(Y,Vx2) = X.g(Y,Z) — g(Y, VX + X, Z])
—Z.9(Y,X)+g(Y,[Z,X]) + 9(X,VzY)

—2.9(Y, X)+g(Y,[Z, X]) + 9(X, [Z,Y]) + g(X, VyZ)
+Y9(X, Z2) = Zg(Y,X) +g(Y.[Z, X]) + 9(X,[Z,Y]) = 9(Z, Vy X)
= Xg(Y,Z)+Yy(X,Z) - Zg(Y,X) + g(Y,[Z, X])

ce qui donne la formule de Koszul

1

9(VxY, 2) = S{X.g(Y, Z2)+Y.g(X, Z)~Z.9(Y, X)+9(Y, [2, X])+9(X. [Z,Y])~g(Z. [V, X])}.
(1.4.1)

L’existence : Etant donné deux champs de vecteurs X,Y’, on note par axy 'application

de x(M) dans C*(M) définie par

1
axy(Z2) = g{Xg(Y. 2)+Y.9(X, 2) = Z.9(Y, X)+9(V. [Z, X]) +9(X, [2,Y]) = 9(Z, [V, X])}.
L’application axy est une 1-forme différentielle, on définit VxY = f,(axy). Il est facile

de vérifier que V est bien une dérivée covariante sur M. (Voir [8], page 136). =

11



1.4. Champs de tenseurs particuliers

3- Tenseur de Riemann

On définit un tenseur 4-fois covariant par la formule
R(X,Y,2,T) = g(R(X,Y)Z,T), (1.4.2)

qui caractérise entiérement le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita, il possede
les propriétés suivantes

D RX,Y, Z,T)=-RY,X,Z,T),

Q) R(X,Y, Z,T)=R(Z,T,X,Y).
Par conséquent, r(X,Y) = Trace(Z — R(X, Z)Y) est un tenseur 2-fois covariant symétrique,

appelé la courbure de Ricci de la connexion V.

Proposition 1.4.1 Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique g bi-invariante (invari-

ante & gauche et & droite) et V sa connexion de Levi-Civita, alors

vxyzzéu;yy (1.4.3)

La courbure de V est donnée par

mxyw:—hmyym, (1.4.4)

pour tout triplet (X,Y, Z) de champs de vecteurs invariants a gauche.

Preuve. Les champs de vecteurs invariants & gauche étant des champs de Killing, la

formule de Koszul devient :
o(VxY,2) = gV, 12, X)) + g(X,12,Y]) - g(Z,1Y, X))} (145

L’application Y —— Vy X étant anti-symétrique par rapport a la métrique (i.e. g(Vy X,Y) =

0), on a
oY, [X,Y]) = oY, Vx¥) — ¥, Ty X) = g(¥, V) = S Xg(¥,Y) =0,

ainsi le tenseur (X, Y, Z) — ¢g(X, [Y, Z]) est anti-symétriques. Ce qui implique que g(Y, [Z, X])+
9(X,[Z,Y]) =0; dou g(VxY,Z) = %g(Z, [X,Y]) et par conséquent
1
VxY = S[XY].

Pour la courbure, on a

R(X,Y)Z = VixyZ—(Vx(VyZ)—Vy(VxZ))

= SV, 2= XY Z) + X 2] = — 1%, Y), 2],

pour tout triplet (XY, Z) de champs de vecteurs invariants a gauche sur G. m

12



1.4. Champs de tenseurs particuliers

1.4.2 Formes différentielles sur une variété différentiable

On note par APT'M : Le fibré des tenseurs contravariants anti-symétriques de degré p et par

ANTM) = @;—gA?(T'M) : Le fibré des tenseurs contravariants anti-symétriques quelconques.

Définition 1.4.2 Une forme différentielle de degré p (respectivement, une forme différen-

tielle quelconque) est une section du fibré AP(TM) (respectivement, A(TM)).

On note QP(M) = I'(M; APT M) V'espace vectoriel des p-formes différentielles, qui est
aussi un C*(M)-module et on note Q(M) = I'(M; A(TM)) = @, (M) I'espace vec-
toriel des formes différentielles sur M, qui, muni de produit extérieur devient une algebre

associative, graduée.

1- Différentielle extérieure d’une forme différentielle

C’est 'unique application linéaire graduée de degré (+1), i.e. d(QP(M)) C QFYY(M), qui

prolonge la différentielle d’une fonction différentiable et qui vérifie :

1. dod =0, donc {(2(M))y>0;d} est un complexe au sens de I’algebre homologique.

2. d est une anti-dérivation de l'algébre graduée (M), autrement dit :

d(a A B) = (da) A B+ (—1Pa A (dB);  Va e QP(M),VE € QI(M).  (14.6)

Une p-forme différentielle est fermée si sa différentielle extérieure est nulle; ainsi I’ensemble
des p-formes fermées est un sous espace vectoriel de QP (M) que I'on note ZP(M) = Ker(d :
QP(M) — QPTY(M)). Une p-forme est exacte si elle est la différentielle extérieure d’une
(p — 1)-forme différentielle; I’ensemble des p-formes exactes est un sous-espace vectoriel de
ZP(M) (car dod = 0), que 'on note BP(M) = Im(d : QP71 (M) — QP(M)).

L’espace quotient HP(M) = ZP(M),/ BP(M) est appelé le p°*¢ groupe de cohomologie
de de Rham de la variété M.

2- Produit intérieur par un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs et o € Q!(M), on définit le produit intérieur de o par X, que
'on note ixa, comme étant la fonction scalaire a(X) € C*(M). Le produit intérieur d’une

fonction par un champ de vecteurs est identiquement nul par définition.

13



1.4. Champs de tenseurs particuliers

Soit maintenant w € QP(M), p > 2 et X un champ de vecteurs; le produit intérieur de

w par X est défini par

(in)(€1a€27 """ 75})71) = W(X7€17€27 """ 75})71)’ pour tout X7§17€27"'7§p71 € X(M)
(1.4.7)

Il est clair que ix(QPTH(M)) C QP(M).
On étend additivement le produit intérieur a une forme différentielle quelconque; on

obtient ainsi une anti-dérivation de degré (—1) de I’algebre graduée Q(M), car de plus on a
ix(aAB)=ixaAB+ (—1)PaANixB, YaeQP(M), V3 e QI(M). (1.4.8)

Le produit intérieur et la dérivée de Lie par un champ X ainsi que la différentielle

extérieure sont reliés par la formule de Cartan

Lx =doix +1ixod. (L4£D

1.4.3 Champs de multivecteurs sur une variété différentiable

Les champs de multivecteurs sont en quelque sorte la version duale des formes différentielles.

Définition 1.4.3 Un p-champ de multivecteurs est un tenseur contravariant anti-symétrique

de degré p.

On note x?(M) = I'(M; A’T*M) l'ensemble des champs de multivecteurs de degré p.
On note A(M) = @/—g™\?(M), c’est une algebre graduée pour le produit extérieur.
Il y a deux sortes de dualité entre A(M) et Q(M). La premiére est donnée par le crochet

suivant :

det(oz"(Xj))lsi’jg,« si r=s

(@' N2 A A XIANXg AL AX) =
0 si r#s

et généralisée par C*°(M)-bilinéarité aux champs et aux formes quelconques.
La deuxieme est le produit intérieur qui se généralise au champs de multivecteurs a l'aide

de la formule : ix,y = ix o iy; ainsi on obtient :

p(p—1)

Z(Xl/\Xz/\/\Xp)w: (—1) 2 W(Xl,XQ,...7Xp>,

pour toute p-forme w et toute famille de champs de vecteurs Xi, Xs, ..., X, sur M.

14



1.4. Champs de tenseurs particuliers

Comme pour les formes différentielles, un champ de multivecteurs I1 homogéne de degré

p s’écrit dans un systéme de coordonnées locales (U;z = (z',2?,...,2")) de la manicre
suivante :
0 0 0
— 7,1@2 ’Lp
M= ) I Ao A A o, (1.4.10)
0<ir <...<ip

avec [ € C(U).

1- Crochet de Schouten-Nijenhuis

C’est une extension de la notion de crochet de Lie aux champs de multivecteurs.

Théoréme 1.4.2 (Schouten-Nijenhuis)

1l existe une unique application R-bilinéaire

[,]g: AM)x AM) — A(M)
(P,Q) — [P.Qg
telle que :
1) Pour tout couple de fonctions différentiables (f,g), on a [f,g]g :=0.
2) Pour tout X € x(M) et tout Q € A(M), on a [X,Q]q := LxQ.
3) Pour P € xP(M), Q € x4 (M) et Re A(M), on a
a)

[P.Qls = —(=1)* VeV [Q, . (1.4.11)

[P,QAR];=[P,Qlg AR+ (—1)P"VQAI[P,R]. (1.4.12)

Le crochet de Schouten-Nijenhuis vérifie les propriétés suivantes :
i)

[P AR, Qlsg =P AR, Qls+ (=) [P,Qlg A
i1) L’analogue de 'identité de Jacobi

(—)P DV P[Q, Rlglg + (=) V" V[Q, [R, Plglg + (=)@ VUV (R, [P, Qlgls =
(1.4.13)
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1.4. Champs de tenseurs particuliers

2- Champ de bivecteurs

On connait bien les champs de multivecteurs de degré 0, ce sont les fonctions différentiables
sur M; de degré 1, ce sont les champs de vecteurs différentiables. Un autre cas particulier de
champs de multivecteurs est celui des champs de bivecteurs qui sont bien entendu les champs
de multivecteurs de degré 2. Dans un systéme de coordonnées locales (U; x = (z!, 22, ..., 2"))

un champ de bivecteurs s’écrit

00
= [ _
= Y 1 5 N o (1.4.14)

ou {I1¥;1 < i < j < n} est une famille de fonctions différentiables.

Proposition 1.4.2 Soient f € C*(M) et I1 un champ de bivecteurs, on a

_ i 9 0 g i (0 0 0 0
L fls= ) {H amiAaxf’fL_ » o <6a:i6xj axjaxi) (1.4.15)

1<i<j<n 1<i<j<n
— [ O oIk . o1k 0 0 0

II. 11| . = S TR T 1T - AN — A ——. (1.4.16

L s 1<i<jz<k<n (;(63&5 " Oz ' Ox* )> gt a7 Ozt ( )

Preuve. En appliquant le théoréme de Schouten-Nijenhuis, on trouve

{HmiA 0 f} _ Hz‘a{a /\i,f] :Hij<£a_f/\i— 0 /\Eaf)
S S

ozt Oxd’ oxt Oz’ Ba oxi Ozt 97

rof o o of rof 0 of o
i (axi Now " ow " 8xj> i (axi 951 0w 0z )
D’autre part
9 0 o 0 I R R o o0 [0 L0 0
ij _—~ sk — ij sk _ T sk
{H o " 0w astaka {H oz’ astakaAaxa’ . axiA{awa astaa:kL

0 0] 0 0 0 .0 0 0
= |V _— 1% I AT | A o
{ oz’ 8365] s Mok " o oz [ oz’ (’33:’“] s "N o

0 0 0 0
T4 sk
I oz {6@3"1_[ o " 8:(:’“}5

B Hi]BHSk 0 A 0 A 0 _Hskaﬂij 0 A 0 /\i
N oxt Oxs  Oxk  Oxd oxs Ozt Oxk  OxJ
1) N CAG) 0 i i oIk 9 0 0

ok 0 " ori " G 907 ozt 0w "\ ok

et le résultat en découle. m
Certains champs de bivecteurs définissent une structure géométrique sur la variété M,

c’est I'objet du prochain chapitre.
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2

(Généralités sur les structures de

Poisson

2.1 Structure de Poisson sur une variété différentiable

Définition 2.1.1 Un crochet de Poisson sur une variété différentiable M est une applica-
tion R-bilinéaire anti-symétrique, notée {.,.}, de C*°(M) x C>*(M) a valeurs dans C*(M),
qui vérifie :
1) La régle de Leibniz
{f,9h} = {9V h+g{f.h}. (2.1.1)

2) L’identité de Jacobi
Hlogt hy+{{g. h}. Y+ {{h. f}. 9} =0, (2.1.2)
pour tout triplet (f,g,h) de fonctions différentiables sur M.

Lemme 2.1.1 Un crochet de Poisson {.,.} sur une variété M induit une structure d’algébre
de Lie sur C*°(M); de plus, l’application linéaire f — {f,.} réalise un morphisme d’algébres
de Lie de (C*(M),{.,.}) a valeurs dans Der(C>(M)) : lalgébre de dérivations associée &
Ualgébre associative C*(M), cette algébre s’identifie a (x(M),[.,.]).

Preuve. En effet, 'identité de Jacobi nous donne pour tout f,g,h € C*°(M) :

{fs A, 3 (h) = {f{g. hyy = {9, {f. h3} = {fs 93, h3 = {{[f. 9}, -} (h),

d’ou le résultat. m
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2.1. Structure de Poisson sur une variété différentiable

Définition 2.1.2 Pour toute fonction différentiable f, on note Hy le champs de vecteurs

associé o la dérivation {f,.} et on Uappelle I’hamiltonien de f.

L’équation différentielle linéaire homogene Hy(g) = {f, g} = 0 qui consiste a trouver les
fonctions scalaires qui sont constantes le long de champ hamiltonien associé & f; de telles
fonctions sont appelées des intégrales premiéres de Hy.

Les systémes hamiltoniens trouvent leurs origines dans le formalisme hamiltonien en
mécanique analytique, qui part du principe de moindre action et de la conservation de
I’énergie. Le théoréme suivant du a Poisson démontre que I’ensemble des intégrales premiéres

d’un champs hamiltonien est une sous-algebre de Lie de (C*°(M),+,.,{.,.}).

Théoréme 2.1.1 Si g,h sont deux intégrales premiéres de Hy alors {g,h} est aussi une

intégrale premiere de Hy.
La preuve découle immédiatement de I'identité de Jacobi En effet,

{f7 {gv h}} - Hf{97 h} = {gv {f: h}} - {h7 {fag}} - {g7Hfh} - {h7Hfg} .

Définition 2.1.3 Une variété de Poisson est une variété différentiable munie d’un cro-

chet de Poisson.

Définition 2.1.4 Une fonction de Casimair sur une variété de Poisson est une fonction
différentiable dont le champ hamiltonien associé est identiquement nulle. L’ensemble des

fonctions de Casimir est le noyau du crochet de Poisson.
On note ’ensemble des fonctions de Casimir par :
(M) := {f € C®(M), tel que {f, g} =0, Yg € C=(M)}.

Exemple 2.1.1 Toute fonction constante est une fonction de Casimir car {c,g} = c.{1,9};

et la régle de Leibniz donne

{Lgt={1x1g}=1x{lLgt+1x{l,gt=2{1,g};
donc {1, g} = 0 pour toute fonction différentiable g.

Définition 2.1.5 Une structure de poisson sur une variété différentiable M est la donnée

d’un crochet de Poisson sur M. Le couple (M,{.,.}) est une variété (structure) de Poisson.
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2.1. Structure de Poisson sur une variété différentiable

2.1.1 Structure symplectique sur une variété différentiable

Un des exemples les plus importants d’une structure de Poisson est la structure symplectique.

Définition 2.1.6 Une structure symplectique est un couple (M,w) ot M est une variété
différentiable et w est une forme différentielle de degré 2, fermée et non dégénérée appelée

forme symplectique.

Pour définir la structure de Poisson induite par une structure symplectique (M,w), on
remarque tout d’abord que ’homomorphisme de fibrés vectoriels b, : TM — T*M défini sur
les sections par : X —— w(X,.) = ixw établit un isomorphisme entre y(M) = I'(M;T M)
et QY(M) =T'(M;T*M). Etant donné une fonction f € C*(M), on définit 'hamiltonien
associé a f par Hy := 4,(—df) (i.e. w(Hy,.) = —df).

On définit alors le crochet de Poisson associé a le forme symplectique w par :

{f,9} = w(Hy, Hy) = Hy(g) = —H,(f), (2.1.3)

pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables sur M.

Proposition 2.1.1 Le crochet associé a une forme symplectique définit bien une structure

de Poisson.

Preuve. 1) Ce crochet vérifie I'identité de Leibniz. Pour tout triplet (f, g, h) € C*°(M),

{f,gh} = H¢(gh) = gHs(h) + hH(g) = g{f,h} + h{f g}

2) Pour établir I'identité de Jacobi, on exploite le fait que la forme symplectique est
fermée et on utilise la formule de Cartan. On trouve alors pour tout triplet (f,g,h) de

fonctions différentiables :

0 = dw(Hy, Hy, Hy) = Hy(w(Hy, Hy)) + Hy(w(Hp, Hy)) + Hy(w(Hy, Hy))
—w([Hy, Hy|, Hy) — w([Hy, Hy] , Hy) — w([Ha, Hy], Hy)
= Hy{g,h} + Hy{h, f} + Hy{f. g} + [Hy, H| (h) + [Hg, Hp] (f) + [Hn, Hy] (9)
= {{f.gb.ht+{{g.n}. f}+{{n. f}. 9} + (He {g,h} — Hg{f. h})
+(Hy {h, [} — Hi{g, f}) + (Hn {f, 9} — Hs {h, 9})
= 3({{f.gt.ht+{{g, 0}, f} +{{h. f}.g}).

Donc on a bien un crochet de Poisson sur M. m
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2.2. Tenseurs de Poisson

Remarque 2.1.1 Toute variété symplectique est une variété de Poisson; le contraire n’est

0f0g9 _ 0f9g

pas vrai en général, c’est le cas de R® muni du crochet {f, g} = 555y — By be-

2.1.2 Structures symplectiques particuliéres

On donne ici quelques exemples de variétés symplectiques.
1) M = R? et w = dx A dy; dans ce cas le champ de vecteurs hamiltonien associé a une
fonction différentiable f : R? — R est donné par :
of 0 of 0
Hi(z,y) = —— — ———;
s.y) Ordy 0Oy ox
et le crochet de Poisson associé est défini comme suit :

_0fag Of of
{f,9} = 9rdy  Ouy o

Plus généralement, la structure symplectique standard sur R?" = {(z1, T2, ., Tn, Y1, -, Yn) }
est définie par la forme w = ZZZL dz; N\ dy;.

2) Soit N une variété différentiable de dimension n, son fibré cotangent 7*N est une
variété de dimension 2n. Soit 7 : T*N — N la projection de fibré T*N. En tout point

m € T*N on note (p1,p2, ..., Pn) les coordonnées de 7(m) et (q1,qz, ..., ¢,) les coordonnées
de o, € T*

7T(m)N dans un systéme de coordonnées. On définit la 1-forme de Liouville par

0 = >'=" qidp;. La forme symplectique est définie par : w = df = 3127 dg; A dp;.
En mécanique classique, le formalisme hamiltonien consiste a établir un systéme hamil-
tonien sur (T*N;w). L’espace des phases est T*N tandis que N est I'espace des configura-

tions.

2.2 Tenseurs de Poisson

Soit M une variété différentiable, on note AP(C*°(M)) Pensemble des applications R-multilinéaires
alternées de degré p de (C*(M))? a valeurs dans C*°(M). On a par exemple A°(C®(M)) =
C®(M) et AY(C®(M)) = L(C™(M);C>(M)) : I'espace vectoriel des applications R-linéaires.

A un champ de multivecteurs IT € x?(M) on associe I'élément o € AP(C*°(M)) qui est
défini par

on(fi, fos o, fp) = AL dfy Adfo Ao N dfyp) = T1(df1, dfs, ..., df), (2.2.1)

pour toute famille fi, fo, ..., f, de fonctions différentiables sur M.

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante pour que la réciproque soit vraie.
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2.2. Tenseurs de Poisson

Lemme 2.2.1 Un élément ¢ € AP(C®(M)) provient d’un champ de multivecteurs 11 €
AP(M) si et seulement si il vérifie l'identité de Leibniz en chacun de ses facteurs. De tels

éléments sont appelés des multidérivations de degré p sur C*°(M).

Preuve. La condition est nécessaire car la différentielle d’une fonction vérifie la regle
de Leibniz; pour qu’elle soit suffisante il suffit de prouver que la valeur de ¢(f1, fa, ..., fp)
en un point dépend uniquement de la différentielle de chacun de ces facteurs en ce point;
il suffit de le vérifier sur le premier facteur par exemple, ce qui est équivalent a dire que si
df1(x) = 0 alors ¢(f1, fa, ..., fp)(x) = 0 pour tout = € M.

Soit z un point de M, on suppose que df;(z) = 0, en appliquant la formule de Taylor avec
reste intégral & f; au point x et en prenant une carte locale centrée en x (U; (z!, 22, ..., 2™)),

on trouve une famille de fonctions différentiables g1, gs, .., g, qui s’annulent en x et telles

que pour tout y € U on a fi(y) = fi(x) + (3=} 2°.9;)(y), par suite :

e(f1, for o fp)(@) = [i(@)e(L, fa, s /) +Z P(Gis fos s fp) (@) F0i(@) (2", fo, ooy f) ()] = 0

car z'(z) = 0 (la carte est centrée en z), et le fait que (1, fa, ..., f,) = 0 provient de I'identité
de Leibniz appliquée au premier facteur; on conclut que 'application ¢ provient d’'un champ
de multivecteurs de degré p. m

Soit {2'},,<, un systéme de coordonnées sur un ouvert U, soient f,g € C*(M) et
2,y € U. En appliquant la formule de Taylor on a f(z) = f(y) + Sy (v’ —y Nfily) et
g@) = 9y) + L=’ — y)Gly) avee filx) = 2h(2) et Gix) = 2(x); en utilisant la
bilinéarité du crochet, on trouve

ob= X ) L2 =y ndg). (2:22)

1<i<j<n

On pose [TI¥ = {z', 27} € C*®(M), ce sont les composantes de champ de bivecteurs II induit
par le crochet de Poisson (lemme 2.2.1), elles sont anti-symétriques par rapport aux indices

(IT¥ = —TI'") et vérifient ’équation suivante induite par I'identité de Jacobi :

ik ki
oIl oIl o™ )—O;

(o) o ot} oot o) = 3 (G« G+ O
(2.2.3)
quels que soient 1 < 7, j, k < n; par conséquent, le crochet de Schouten-Nijenhuis de tenseurs

de Poisson par lui méme est nul; ¢’est une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ

de bivecteurs définit une structure de Poisson comme le montre la proposition suivante :
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2.3. Structure de Poisson linéaire

Proposition 2.2.1 Un champ de bivecteurs I1 sur une variété différentiable M définit une

structure de Poisson si et seulement si [I1,1I]4 = 0.

Preuve. On a

B o A2 )1 CLG) | Lo o 0 o)
Mg = > (Z(Wﬂ T +axsn) o " on1 " ok

1<i<j<k<n \s=1

Soit {., .} le crochet induit par II, autrement dit: pour tout couple de fonctions différentiables
fygsur M, on a {f,g} = (Il,df Adg); ce crochet vérifie I'identité de Leibniz et pour tout
f,9,h €C®(M), on a

~ (om9 otk _ . oIk

& ox?s ox?s
1<i<j<k<n s=1

= ([ I]g,df Adg A dh) = 0;

donc le crochet défini par le champ de bivecteurs II définit bien une structure de Poisson
sur M. m
On note (M, II) une telle structure. Ainsi la donnée d’une structure de Poisson sur une

variété est équivalent a la donnée d’un champ de bivecteurs II tel que [II, II] 4 = 0.

Exemple 2.2.1 Structure de Poisson constante sur R"

Elle est définie par le tenseur

0 0
H=p > 75755

1<ij<n

ou p est une fonction différentiable quelconque sur R™. En particulier, si n = 2m et p est

constante on retrouve la structure symplectique standard sur R*™.
Exemple 2.2.2 Tout champ de bivecteurs sur une variété de dimension 2 définit une struc-

ture de Poisson, il y a pas de champ de trivecteurs non nul.

2.3 Structure de Poisson linéaire
Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie (k = R ou C) et V* = Hom(V, k) son dual.

Définition 2.3.1 Une structure de Poisson sur l’espace vectoriel V' est dite linéaire si le

crochet de deux applications linéaires est également une application linéaire.
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2.4. Morphismes de Poisson

Dans ce cas, la restriction du crochet de Poisson sur V* définit une structure d’algebre de
Lie. Inversement, toute structure d’algébre de Lie définit une structure de Poisson linéaire.
En effet, soit (G, [.,.]) une algeébre de Lie, pour toute application différentiable f : G* — k,

on pose
{/,9} (@) = a([df (a), dg(a)]), (2.3.1)

pour tout a € G*. On remarque que df (o) € (G*)", ce qui justifie cette définition. Si f est
linéaire alors df (o) = f € G pour tout « € G*. Ainsi (G*, {.,.}) est une structure de Poisson
linéaire.

L’ensemble des structures de Poisson linéaires de dimension finie est en bijection avec les
structures d’algebres de Lie de méme dimension. Etudier une algebres de Lie de dimension

finie revient parfois & étudier une structure de Poisson linéaire.

Exemple 2.3.1 Soit G un groupe de Lie et G =T,G son algébre de Lie, alors [’espace
cotangent o G au point e (I’élément neutre de G) est muni d’une structure de Poisson

linéaire. Pour G = SO(3), G =so(3) : U'ensemble des matrices anti-symétriques d’ordre 3.

Exemple 2.3.2 L’espace vectoriel R? s’identifie o son dual grace au produit scalaire eucli-
dien {.,.). L’espace R® muni du produit vectoriel qu’on note multiplicativement est une

algébre de Lie. Le crochet est défini par

{f, 9} (x) = (2, gradf (x) x gradg(z)) , (2.3.2)

pour tout f,g € C*°(R3) et pour tout x € R3.

2.4 Morphismes de Poisson

Définition 2.4.1 Soient (My,{.,.},) et (M2,{.,.},) deux variétés de Poisson et ® : My —
My une application différentiable. ® est un morphisme de Poisson de (Mi,{.,.},) dans
(M, {.,.},) si

{f9}y02={fo® g0} (2.4.1)
pour tout f,g € C®(Ms).

Un isomorphisme de Poisson est un morphisme de Poisson qui est aussi un difféomor-

phisme.

Proposition 2.4.1 Soit lapplication différentiable ® : (My,{.,.};) — (M2, {.,.},), soient
Iy et Iy les tenseurs de Poisson respectifs. Dire que ® est un morphisme de Poisson est

équivalent a :
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2.4. Morphismes de Poisson

1) T 0 & = &,11,.
2) L’application ®* : (C>*(Ms),{.,.},) — (C®(M), {.,.}5) définie par ®*(f) :== fo P est

un morphisme d’algébres de Lie.

Preuve. 1) On a
{fod,god}, =1I;(d(f o ®),d(go®)) =II(df o d®,dg o dP)

et
{f, g}, 0 ® = Ty(df, dg) o ®.

L’égalité (2.4.1) entraine
Iy (df,dg) o ® = I1;(df o d®,dg o dP);

autrement dit
Iy (df, dg) = .11, (df, dg).
2) On a
" ({f,9}s) ={f,9ts0 P

le reste découle de I'identité (2.4.1). m

Exemple 2.4.1 5i ® : G — H est un morphisme d’algébre de Lie. Alors le morphisme
adjoint ®* : H*— G* est un morphisme des structures de Poisson linéaires induites sur G*
et H*. En particulier, R?* muni de sa structure de Poisson définie dans l'exemple précédent

est isomorphe & G*=s0*(3).

Exemple 2.4.2 Un difféeomorphisme ¥ : M — N induit un isomorphisme symplectique
U T*N — T*M.

Exemple 2.4.3 Soient G un groupe de Lie conneze et G* = TG le dual de son algébre de
Lie. On définit Uapplication L : T*G ~ G x G* — G* par L(g,a) = (L,-1).c. C’est un
morphisme de Poisson entre T*G muni de sa structure symplectique standard et G* muni

de sa structure de Poisson linéaire.
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2.5. Produit direct de variétés de Poisson

2.5 Produit direct de variétés de Poisson

Définition 2.5.1 Soient (M, {.,.},) et (Ma, {.,.},) deux variétés de Poisson, leurs produit
direct est (My x My, {.,.}), ou

{f,9) (w1,22) i= {f (1 22), g (. 22) by (1) + {F (21,1), 921, ) 35 (22),

pour tout f,g € C*°(My x My) et (x1,x2) € My X M.

Si on note II; et II, les tenseurs de Poisson associés a (M, {.,.},) et (M, {.,.},) respec-

tivement, alors on a

(129} (1, 22) = Ma(0) (o, 22, 52 (1,02)) + i) (o, ), 5 1),

Exemple 2.5.1 le produit direct de R?> muni de sa structure de Poisson standard et R
muni de la structure triviale est R muni de la structure de Poisson définie par le champ de

bivecteurs IT1 = 2 A 2.
ox Oy

Proposition 2.5.1 Soient (M, {.,.},) et (M2, {.,.},) deux variétés de Poisson, il existe
une unique structure de Poisson sur la variété My X My pour laquelle les deux projec-

tions canoniques p; : My x My — M; (i = 1,2) sont des morphismes de Poisson et

{fopi,gop} =0,Vf e C®M), Vg € C®(M,).

Preuve. Voir [6]. =
La proposition précédente caractérise le produit direct de variétés de Poisson. On dit

aussi que la variété de Poisson (M; x My, {.,.}) est le produit direct de (My,{.,.};) et

(M27{'7'}2)'

2.6 Champs de Poisson

Définition 2.6.1 Soient (M, II) une variété de Poisson et X un champ de vecteurs sur M.

On dit que X est un champ de Poisson si LxIl = 0.

Proposition 2.6.1 Soient (M,11) une variété de Poisson et X un champ de Poisson. On

a

1) Pour tout f,g € C*(M), X({f,g}) ={X(f), 9} +{f, X(9)}-

2) Tout champ hamiltonien est un champ de Poisson.
3) Pour tout f € C*(M), [X,Hy] = Hx(y.
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

Preuve. 1) Soit X un champ de Poisson, on a pour tout f et g dans C*°(M)

= (LxIL df Ndg) +{X(f), g} +{f, X(9)}
= {X(f), g} +{f, X(9)}.

2) Si X est ’hamiltonien d’une fonction, cette équation n’est autre que l'identité de Jacobi;
par conséquent : tout champ hamiltonien est un champ de Poisson.
3) Pour tout h € C*(M), on a

(X, Hyl(h) = X(Hs(h)) — Hi(X(h)) = X({f, h}) = {f; X(h)}
= {X(N)h+{f, X(W)} = {f; X(h)} ={X(f), h}
= HX(f)<h)?

car X est un champ de Poisson. m

Remarque 2.6.1 1) La réciproque de la deuxiéme assertion n’est pas toujours vraie en
général. A titre d’exemple, pour la structure de Poisson triviale, tous les champs de vecteurs
sont des champs de Poisson, tandis que [’ensemble des champs hamiltoniens est réduit a
I’élément neutre. Cependant, les deux notions coincident dans le cas de R** muni de sa
structure symplectique standard.

2) Le flot d’un champ de Poisson préserve la structure de Poisson (i.e. c’est un isomor-
phisme de Poisson).

3) Les champs de Poisson sont l'analogue des champs de Killing pour une structure

pseudo-riemannienne.

2.7 Structure locale d’une variété de Poisson

2.7.1 Rang d’une structure de Poisson

Soit (M, II) une structure de Poisson. Pour tout point « dans M la forme bilinéaire II(z) :
T:M x TyM — R induit une application linéaire fr,) : Ty M — T, M ; ainsi, le champ de
bivecteurs IT induit une application linéaire sur les sections fy : Q'(M) — (M) appelée

application ancre et caractérisée par

Btn(a)) = (L aAg), (2.7.1)
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

pour tout couple (a, 3) de 1-formes sur M.
Par exemple, si a = —df alors () = Hy, ainsi il y a une correspondance entre les
1-formes exactes et les champs hamiltoniens sur M.

Dans un systéme de coordonnées locales (U; (1, x2, ..., Z,,)) au voisinage de = on a

— i i g 0 i 0
ﬁn(; a;dx') = %:{93 vxj}ai@ - %:Hjai@’

ainsi (I (x));; est la matrice associée & fr(,) relativement aux bases (dz', dz?, ..., dz™) et

(2,52, ..., 5%) de T*M et T, M respectivement.

83317 8$2’ Y Oxm

Définition 2.7.1 Le rang d’une variété de Poisson (M,I1) en un point x est la dimension
de Im firy(y) (ou bien le rang de fn(y) ).
L’espace caractéristique de la structure de Poisson en v est C, = Im firy,).

Le rang de (M,11) est le mazimum des rangs en tous les points de M.

Définition 2.7.2 On dit qu’un point d’une variété de Poisson (M,I1) est régulier s’il admet
un voisinage dans lequel la structure de poisson est constante.

On appelle Uouvert régulier de la structure de Poisson (M,I1) l’ensemble des points
réquliéres. On le note O.

La structure de Poisson est dite réguliére si O = M.

On notera souvent 'ouvert régulier par O ; c’est un ouvert dense de M; le rang au

voisinage de chaque point de 'ouvert régulier est constant.

Exemple 2.7.1 L’espace R? est muni de la structure de Poisson définie par le champ de

bivecteurs II = a% A a%' Cette structure est régqulicre de rang 2. En effet, pour tout v € R3

la matrice associée & i) relativement a la base canonique de R? est

0 10
-1 0 0
0 0 O

2.7.2 Structure d’espace vectoriel symplectique sur 1’espace car-

actéristique

Soient x € M et X,Y € C, = Im firy,), on définit sur C, la forme bilinéaire suivant

we (X, V) = (l(z), A B)
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

o X = fn()(a) et Y = fne)(0).

Comme II est un tenseur de Poisson alors w, définit une structure d’espace vectoriel
symplectique sur C,; par conséquent C, est toujours de dimension paire.

Dans ’exemple précédent, ’espace caractéristique en tout point est isomorphe a R? et

la structure symplectique c’est la structure canonique donnée par
w(X,Y)=X"JY

ol X! est le transposé du vecteur X et J est la matrice

(50)

2.7.3 Systéme de coordonnées locales canoniques

Théoréme 2.7.1 (A. Weinstein)
Soit (M,II) une variété de Poisson, toul point x admet un systéme de coordonnées
(D15 D2y ey Py Q15 Q25 -y Ass Y15, Y2, -y Yn—2s) centré en x et dans lequel le tenseur de Poisson

s’écrit

=90 B B,
I = i =
;81?1/\8%+ Z 7 ayi/\a%"

0<i<yj<n—2s
avec (o) une famille de fonctions différentiables nulles au point x ne dépendant que de

(Y1, Y2, -y Yn—2s) €t 25 c’est le rang de la structure de Poisson en ce point.

Preuve. La démonstration du théoréme se fait par récurrence sur le rang de II en .
Si s = 0 c’est ’écriture d’'un champ de bivecteurs et il y a pas de facteur symplectique.

Sinon, il existe deux fonctions f et g tel que {f,g}(x) # 0, on pose p; = ¢ donc

0# {f,p}(x) = —H, (f)(z), grace au théoréme de redressement il existe un systéme de
coordonnées (q1, g2, ---, ¢») tel que Hy, = 8%1, ainsi Hy,,(¢1) =1 = {p1,¢1}. Les deux champs

H,, et H, sont linéairement indépendants; (sinon si H, = AH, on aura 1 = {p;,q1} =

AH, (1) = Ma1, 1} = 0, contradiction);de plus H,, et H, commutent, en effet
[Hyp,, Hy, ] = Hip gy = H1 =0,

ce qui permet d’appliquer le théoréme de Frobenius, donc il existe un feuilletage de dimension
2 au voisinage de z, par conséquent il existe un systéme de coordonnées (y1, s, ..., Yn) tel

que
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Avec ce systéme, on a {p1,y;} = {q1,4:} = 0 pour 3 < i < n, puis avec I'identité de Jacobi
on déduit : {p1, {¥i,y;}} = {q1, {1y y;}} =0 pour 3 <i,j < n, ainsi

aw“ﬂefﬂ%%}:03<ij<n

Iy Y2
Donc {y;,y;} est indépendant de y; et yo, autrement dit

{Yi,yit = 07 (Y3, o yn); 3 <d,j <m.

On peut prendre (p1,q1,Ys, ..., Yn) comme nouveau systéme de coordonnées car la matrice

Jacobienne de lapplication (y1,¥y2, ..., Yn) — (P1,G1, Y3, .-, Yn) €st de la forme

0 1 =
-1 0 =
0 0 I,
et son déterminant est égal a 1. Le tenseur de Poisson dans ces nouvelles coordonnées s’écrit
0 0 ~ . 0 0
M=—AN—+ MY (Y3, ey Yn) =— N —.
opr Iq Z (9 >ayi dy;

3<i<j<n
Cette formule implique que notre structure de Poisson est le produit de la structure sym-
plectique standard sur le plan {(p1, ¢1)} et la sous-variété {(ys, ..., y,) } munie de la structure
de Poisson induite par celle de M. On réitére le processus jusqu’a ce que 'on trouve un

tenseur nul au point . =

Définition 2.7.3 Le systéme de coordonnées donné par le théoréme (2.5.1) s’appelle le sys-
téme de coordonnées locales canoniques. Ainsi, le crochet de Poisson dans ce systéme prend

cette forme

X (9f 89 g 0f L 0f g
{f,g} B Z Op; g Op; g * Z {yz’yj} 0y; 39"
j

i=1 0<i,j<n—2s
Remarque 2.7.1 Lorsque n = 2s on retrouve le théoréme de Darbour qui donne les co-
ordonnées canoniques locales pour une structure symplectique, ce qui veut dire qu’il y a un

seul modéle local d’une structure symplectique quelconque.

2.7.4 Feuilletage symplectique

On va voir qu’'une variété de Poisson est munie d’un feuilletage (singulier si la structure de
Poisson est singuliére et régulier si la structure de Poisson est réguliere) dont les feuilles
sont des sous-variétés symplectiques maximales. Ceci grace a un théoréme di a Stefan et
Sussmann (1974).
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

Définition 2.7.4 Un feuilletage sur une variété différentiable M de dimension n est la
donnée d’une partition F ={F,} de M en sous-variétés immergées F,, connexes appelées
feuilles dont chacune vérifie : Pour toutx € M, si x € F, et F, de dimension d, alors il ex-
iste une carte locale (U; (Y1, Yz, .-, Yn)) centrée en x telle que {ys11 = Ygr2 = ... = Yo = 0} D
UNF, ; et pour chaque vecteur (Cqy1,Cara, -, Cn) lensemble {y; = ¢;, i =d+1,...,n} est
soit vide soit contenue dans une feuille.

Si toutes les feuilles ont la méme dimension d alors le feuilletage est régulier de

dimension d et de codimension (n — d).

Exemple 2.7.2 1) Si f : M — N est une submersion différentiable dont tous les fi-
bres sont connexes, alors {F, := f~'(p); p € N} est un feuilletage régulier de dimension
(dimM — dimN).

2) En particulier, si 7 : E — M est un fibré vectoriel sur M, alors {E, := 7 '(z);
x € M} est un feuilletage régulier; sa dimension est le rang du fibré. On lappelle le

feuilletage vertical du fibré.

Définition 2.7.5 Une distribution D sur M est la donnée en chaque point x d’un sous-
espace vectoriel D, de T, M.

Une distribution est lisse (différentiable) si pour tout x € M, tout vecteur de D, est la
valeur en x d’un champ de vecteurs défini au voisinage de x.

Si la dimension de D, dépend de x alors la distribution est dite singuliére; elle est dite

réguliére sinon.

Exemple 2.7.3 A une famille de champs de vecteurs C on associe la distribution lisse D¢
telle que pour tout x € M, I’espace vectoriel DS est engendré par {X (z); X € C}. On dit

que la distribution D€ est engendrée par la famille C.

Exemple 2.7.4 A chaque feuilletage F correspond une distribution D définie pour tout x
dans M par DT = T,(F,), ot F, est la feuille qui contient x. La distribution D> s’appelle

la distribution tangente au feuilletage F .

Réciproquement, étant donné une distribution lisse D, existe-t-il un feuilletage auquel

elle est tangente?.

Définition 2.7.6 Une sous-variété intégrale d’une distribution lisse D est une sous-
variété immergée de M dont l’espace tangent en tout point est un sous-espace vectoriel de

l’espace donné par D en ce point. Une sous-variété intégrale est de dimension maximale
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

si son espace tangent en un point x est égal a D,. Une sous-variété intégrale maximale

est une sous-variété intégrale qui n’est contenue dans aucune autre sous-variété intégrale.

Définition 2.7.7 Une distribution sur M est intégrable si tout point de M est contenu

dans une sous-variété intégrale maximale de dimension mazximale.

Définition 2.7.8 Une distribution D sur M est tnvariante par rapport a un champ de
vecteurs X si (¢4 )sD, = Dt (z) lorsque cela est bien défini. Une distribution D est in-
variante par rapport & une famille de champs de vecteurs si elle [’est pour chacun de ses

éléments.

Nous somme & présent en mesure de faire le lien entre les distributions intégrables et les

feuilletages.

Théoréme 2.7.2 (Stefan-Sussmann)

Soit D une distribution lisse sur une variété différentiable; les propositions suivantes
sont équivalentes :

a) La distribution D est intégrable.

b) D est engendrée par une famille C' de champs de vecteurs et elle est invariante par
rapport a cette famille.

¢) D est la distribution tangente a un feuilletage F sur M.

Preuve. Nous donnons les grandes lignes de la démonstration, (voir [6] pour plus de
détails).

a) = b): Soit D une distribution intégrable, on pose C = {X € x(M); X (x) € D,,Vx € M}.
Le fait que D soit lisse implique D = D, reste & démontrer que D est invariante par la
famille C. En effet, soit X € C, pour x € M on note F, la feuille contenant x, par hy-
pothése on a pour tout y € F,, T, (F,) = D, (les feuilles sont de dimension maximale).
Ainsi X (y) € T,(F,), pour tout y € F, donc il existe t > 0 tel que i (z) € F, et par

conséquent
(SOfX)*Da: = (¢§()*(Tm(~7;x>) :Tgoé((:v)(}_x) = Dsoé((w)'

b) = ¢): On suppose que D est engendrée par une famille de champs de vecteurs C'
et qu’elle est invariante par rapport a cette famille. Pour x € M soit d = dimD,; ainsi
il existe Xy, Xo,..., X4 € C tels que {X;(x), Xa(x), ..., Xa(x)} engendre D,. On note par

@, @b, ..., ¢l leurs flots respectifs. L’application

(51,82, .., 8a) = (91" 0 95 0. 0 ) (x)
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

établit un difféeomorphisme entre le disque ouvert D(0,e) et un voisinage ouvert de x.
Lorsque x varie on obtient une sous-variété intégrale maximale de dimension maximale
grace & l'invariance de la distribution D par rapport a la famille C'. En recolant ces sous-
variétés lorsqu’elles s’intersectent on obtient une partition de M. La distribution D est par
construction tangente au feuilletage obtenu.

¢)=a): SiD = D7, alors en prenant pour chaque z la feuille qui le contient, ¢’est une

sous-variété intégrale maximale de dimension maximale; on conclut que D est intégrable. m

2.7.5 Application a la structure de Poisson

Définition 2.7.9 Une distribution lisse D sur une variété différentiable est localement
finie si pour tout point x dans M, il existe un ouvert U qui le contient et tel que : Pour
tout champ de vecteurs 'Y sur U, tangent a D, Y est une combinaison C*® (M )-linéaire d’une

famille finie de champs de vecteurs sur U.

Exemple 2.7.5 Soit (M,II) une variété de Poisson, le théoréme de A. Weinstein montre
que la distribution caractéristique, qui associe a chaque point de M [’espace caractéristique

de la structure de Poisson en ce point, est localement finie.

Théoréme 2.7.3 (Hermann)
Toute distribution lisse, localement finie et involutive (i.e. stable par le crochet de Lie),

est intégrable.

Preuve. Il suffit de considérer la famille des champs de vecteurs tangents a cette dis-
tribution et vérifier ’assertion b) du théoréme de Stephan-Sussmann. ®
Soit (M, II) une variété de Poisson, on note par C' la distribution caractéristique de la

structure de Poisson. Pour tout point z, on a

.Comme les champs hamiltoniens sont des champs de Poisson, ils préservent la distribu-
tion caractéristique. De plus, C' est involutive donc elle est intégrable d’aprés le théoréme
d’Hermann. En appliquant le théoréme de Stephan-Sussmann, c’est la distribution tangente
a un feuilletage F : On l'appelle le feuilletage symplectique associé a la structure de

Poisson (M, II). La structure symplectique des feuilles est définie au paragraphe (2.5.2).

Exemple 2.7.6 Feuilletage symplectique d’une structure de Poisson linéaire
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2.7. Structure locale d’une variété de Poisson

Soit G un groupe de Lie connexe, G son algébre de Lie et G* le dual de G . Le groupe G
agit sur son algébre de Lie par la représentation adjointe et sur G* par l'action coadjointe
définie par

Adya(r) = a(Adg-17)

pour tout g € G, a € G* et x € G.
Le générateur infinitésimal de cette action est la représentation coadjointe de l’algébre

de Lie de G sur son dual défini par
adyo(y) = o(ly, z]) = —a(ad,y)
pour tout v,y € G et tout o € G*.

Remarque 2.7.2 Les feuilles symplectiques de la structure de Poisson linéaire sur le dual
d’une algébre de Lie coincide avec les orbites de la représentation coadjointe de cette algébre
de Lie sur son dual. (Voir [6], §3).
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3

Dérivées contravariantes sur une

variété pseudo-riemannienne

3.1 Calcul différentiel contravariant sur une variété

La donnée d’un champ de bivecteurs m permet de définir un calcul différentiel contravariant

analogue au calcul différentiel classique mais qui dépend du champ 7.

3.1.1 Produit intérieur contravariant

Définition 3.1.1 Le produit intérieur d’un champ de multivecteurs () de degré k par une

1-forme « est le champ de multivecteurs noté i,Q, de degré (k — 1) et défini par

(1aQ) (a1, gy ooy ag—1) == Qa, aq, g, ooy 1), (3.1.1)

pour tout oy, a, ..., a1 € QYM).

Par convention, le produit intérieur d’une fonction par une 1-forme est nul.

Le produit intérieur vérifie la régle de Leibniz, i.e.

o (PAQ) = (iaP) AQ+ (=1)%8PP A (i,Q). (3.1.2)

3.1.2 Dérivée de Lie contravariante

On munit Q'(M) d’une application R—bilinéaire, appelée crochet de Koszul et définie par

[ ], 0 QUM) < QY(M)  —  QY(M)
(a7/8) — [a7/8]7T
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3.1. Calcul différentiel contravariant sur une variété

ou
[Oé, ﬁ]ﬂ = Eﬂﬁ(a)ﬁ — Eﬁﬂ(g)a — d(?T(a, 6)) (3.1.3)
Proposition 3.1.1 Dans un systéme de coordonnées locales (z*,z?,....,x™), on a
[da:i, da:j] =d {xi,xj} = dn" = % aiijd:zss; 1<4,j<n. (3.1.4)
™ g 8:1:3 - -

Preuve. On rappelle que pour tout champ de vecteurs X, toute fonction différentiable

et toute 1-forme o sur M, on a
Lixa= fLxa+ a(X).df
et si on prend X = xs, f=7% a=dr’, ona

j ; , drii  si _
L s o (dx’) = WZS(E 2 daﬂ) + da? (=— 0 ). = T st s=
oxS a B 0 Si . 7é J’

par conséquent

n

ﬁﬁﬂ(dzz)(dx ) ‘CZS nﬂ'ls 3 d.’]:] Zﬁﬂ.ls e} dmj) - d’f('l]

s=1

donc en utilisant la définition du crochet, on obtient

[dat,da’] = Ly (qory(da?) = Ly (ap(da’) — d(n(da’, dz’))

_ ij Ji i Jt — gt
= dr" —dn’' —dn¥ = —dn’" = dn",

ce qui achéve la preuve. m

Ce crochet est visiblement anti-symétrique, de plus, on a :

Proposition 3.1.2 Pour tout fonction différentiable f sur M et pour tout o, f € QY (M),

on a lidentité

[, [B, = fla, B, + [#a(c).f] B. (3.1.5)
Preuve. On a par définition
[, fB]x = Ly (fB) = Ly, ypyex — d(m (e, [13)).

Or
Ls.(a)([B) = [Ltr)B + [Ex().f18
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3.1. Calcul différentiel contravariant sur une variété

et
Ly oy = Ly = fLy pya + all(B))df = fLs (50 — (v, B)df .

Par conséquent, on a

[, fBl, = [Lyn)B + (). f]18 = fLy gy + (o, B)df — d(fm(, B))
= [(Ls)B — Lype) — fd(m(e, B)) + [t=(e).f]18
= Sl bl + (). F15

d’ou le résultat. m

Définition 3.1.2 On définit la dérivée de Lie contravariante sur Q*(M) par

LB = la,f], .

De la proposition précédente, application (o — £,) est une application linéaire de
QY M) dans End(Q'(M)); mais contrairement au cas covariant, ce n’est généralement pas
un morphisme d’algebres de Lie car le crochet ne vérifie pas 'identité de Jacobi.

On généralise la notion de dérivée de Lie contravariante a x*(M) en posant pour toute

fonction différentiable f et toute 1-forme «,

Lof = ﬁﬂ(a)f = df(ﬁﬂ(Oé)) (3'1'6)

et pour toute famille 3, 35, ..., 3, € Q*(M) et tout Q € xY*(M),

(SaQ)(ﬁpﬁw 75]@) L= jjﬂ'(a)‘Q(Bl?B% 76k) - Q([a7ﬁl]n 7627 76k) (317>
_Q(ﬂla [a752]ﬂ' ) 7Bk) e T Q(ﬁlaﬁb ceey [a7ﬂk]ﬂ)'

3.1.3 La différentielle extérieure contravariante d’'un champ de

multivecteurs

Définition 3.1.3 On définit la différentielle extérieure d’un champ de multivecteurs () €
X*(M) par la formule

i=k
k-(0Q)(Bos By Bas s B) = D (=182 (8:).Q(Bys . Biv - By)
1=0
+Z Z—HQ 6176} 7607"' /Bz?‘ 75]7' 7/8]g) (318)

1<j
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3.1. Calcul différentiel contravariant sur une variété

Voici quelques propriétés de cette différentielle extérieure.
Proposition 3.1.3 i) L’opérateur 0 vérifie la régle de Leibniz
S(PAQ)=06PAQ+ (—=1)*PP ASQ. (3.1.9)
i1) L’opérateur § s’exprime en fonction du crochet de Schouten-Nijenhuis de Q) par la formule

0Q = —[m,Qlg- (3.1.10)
iii) On a les identités '
52Q = 3 (@, [7, 7glg, (3.1.11)
ol (28,7) = 51n(0) 1(3,8) + e B)-7(@,7) + Eo(1) (5, )
([, Bl ) + ([, 0l , B) + 7([8,7], @)} = —dm(a, B,7). (3.1.12)

Preuve. i) C’est la méme démonstration que pour le cas covariant, voir [1; page 307].
i1) La démonstration se fait par récurrence sur le degré de (). Pour une fonction dif-

férentiable f sur M, on a
0f(a) = —tx(a)(f) = a(Hy) = = [7, fls (a) Vo € Q(M).
On suppose que
5@ - = [71-7 Q]S :
alors d’aprés i) on a
S(QAX) = SQAX+ (—1)ECQ AGX
= —[m Qg AX — (-1)*E9Q A [m, X
= - [7"7 Q A X]S )

puis on étend par linéarité a tout champ du degré (deg@ + 1) .

i1i) D’apres ii) on a
(~1)*EYL0%Q) = —(=1)* =Y [1,0Q] s = (1) [m, [7, Qlgls

On applique 'analogue de I'identité de Jacobi pour le crochet Schouten-Nijenhuis, ce qui

nous donne

(—=1)*E m [, Qlslg = [m,[Q,7glg — (=1)*97[Q, [, 7]l
= (D)%, [, Qlgls + (-1 [Q, [, 74l
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3.1. Calcul différentiel contravariant sur une variété

et par suite
252(Q) =2 [71—7 [ﬂ-? Q]S]S = [Qv [7T7 W]S]S "

iv) 11 suffit d’appliquer la définition pour k = 2. =

Corollaire 3.1.1 Le crochet de Schouten-Nijenhuis |7, 7] 4 est l'obstruction & ce que le mor-
phisme musical réalise un morphisme d’algébre de Lie entre (Q1(M),[.,.] ) et lespace x (M)

muni du crochet de Lie. Autrement dit, pour tout o, 3,7 dans QY (M), on a

[, mlg (@, 8,7) = (= ([, Bl,) = [ (a), £ (B)])- (3.1.13)

Preuve. On a d’une part v(4-([a, 5].)) = 7([a, B]_,77) et d’autre part

V(@) 8(B)]) = Y(Lsr@x(B)) = (@) 1t (5)) = (Lir()7) (2 (5))
= ﬂﬂ(a)'ﬂ<577) - W(ﬁ? ‘Cﬂrr(a)fY)'

Comme Ly ()Y = [, 7], + Ls, (yya + dm(cr,7), on trouve

V([ (@), B (B)]) = (). 7(B,7) + £x(8). 7 (v, @) + 7 ([, 7], B) + 7Ly (v, B)-

T(Le e, B) = —(Lyn@)(#(B)) = = ()-7(a, 5) + (i (7). 1= (5)])
= t=(y)m(a, B) + 7([7, B, @) + alt=([6,7];) = [#=(8), tx(a)])-

Donc, si on pose (e, ,7) = 7(#a ([0 B,) — [£x(a), £(8)]), on trouve

pla, B,7) = ta(a).m(y, ) +1:(8).7(a,7) + (7). 7(3, @)
+7(le, Bl ,7) + (v, al,, B) + 7([8,7],, @) — (B, 7, @);

autrement dit, p(o, 5,7) = 2.7, 7]g (a, B,7) — ¢(B,7, @) et ceci démontre que ¢ est anti-

symétrique; par conséquent o(«, 8,7v) = ¢(B,7, ), et le résultat en découle. m

3.1.4 Cohomologie de Poisson

Dans le cas ot le champ de bivecteurs 7 définit une structure de Poisson, on a [, 7] = 0.
D’apres iii) de la proposition 3-5-1, on a donc 6% = 0. Par conséquent (x*(M),d) forme un
complexe appelé complexe de Poisson. On note Z¥(M) I'espace des k-cocycles et B¥(M)
'espace des k-cobords de ce complexe. Sa cohomologie, que I'on note H*(M), est appelée

la cohomologie de Poisson de la variété de Poisson (M, ).
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3.1. Calcul différentiel contravariant sur une variété

Proposition 3.1.4 Soit (M, n) une variété de Poisson, et soit (x*(M),d) le complexe de
Poisson associé.

1) HY(M) est l’espace des fonctions de Casimir.

2) ZY(M) est l’espace des champs de Poisson.

3) BL(M) est l’espace des champs hamiltoniens de la structure Poisson.

Preuve. 1) On a

HOM) = Z0(M) = {f € (M), tel que 6(f) = 0}
= {f €C®(M), tel que Hy = 0} = QJ(M).

2) Un champ de vecteurs X appartient & Z1(M) si 6(X) = 0; ce qui est traduit par

0 = 6(X)(a,B) = () X(B) — 4x(8). X () — [ev, Bl (X)

= (#r(@).X(B) = Ly,(@B(X)) = (42(8).X(a) = Ly (5 X)) + X.7(e; B)

= X7(a; 8) + B(Lyo)X) = oLy 9 X) = Xom(a; B) = B(Lxtx(@)) + a(Lxtx(5))
Xow(o; B) + LxBtx()) — Lxa(tx(B)) = Lxm(, §),

pour tout a, 8 € QY(M), ce qui veut dire que X est un champ de Poisson.
3) Pour que X appartient a ZL(M) il faut qu'il existe une fonction différentiable f telle

que
X:(S(f):_[fvﬂ-]S:va

donc X est ’hamiltonien de la fonction f. =

Définition 3.1.4 Pour toute k-forme w sur M, on définit le k-champ de multivecteurs

t:(w) comme suit : Pour toute famille oy, as, ..., ap de QY (M), on pose
Be(w)(ag, g, .oy ) i= (=) Wt (o), e (), ..., B (r)); (3.1.14)
ce qui permet d’étendre le morphisme musical 4, aux k-formes.
Proposition 3.1.5 Si le tenseur m définit une structure de Poisson sur M, alors
dot, =fr0d.

i.e. le morphisme f, est un morphisme du complere de de Rham dans le complexe de

Poisson.
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Preuve. On a
i=k

50ﬁﬂ(w)(ﬁm'”aﬁiw“vﬂk) = Z(_ )ZJjTr( )ﬁw( )(ﬁﬂ?"'vgia“vﬁk)
+Z Z+Jﬁ [ﬁiaﬁj]ﬂ7607"'7@7"'76}7"'7619)

1<j
i=k

= U A8 B {8 )

o —

Z H_jw ﬁw 6176} ) ﬁﬂ(ﬁo)w“v@w“aﬁﬂ(ﬁj)v"'

1<j

= ﬁw(dw)(ﬁm B ﬁia ) Bk)a

car le tenseur 7 définit une structure de Poisson (i.e. .(|8;, Ber = [#:(8:).8(8;)]. Corol-
laire 3.1.1). m

Corollaire 3.1.2 Dans le cas symplectique (i.e. t, est inversible), c’est un isomorphisme.

Preuve. De la relation ¢ o f, = #, o d, on déduit que dof ! =f10d. m

3.2 Deérivées contravariantes sur une variété

3.2.1 Notions élémentaires

Définition 3.2.1 Une dérivée contravariante D sur une variété M est une application R-
bilinéaire
D: QY(M)x Q' (M) — QYM)
(a, B) — D.j
telle que pour tout a, 3 € QY (M) et toute fonction f € C*°(M), on a
Dyoff = [Dufs (3.2.1)
Dafﬂ = fDaB + [Ijﬂ(&)f} ﬁ (322>

Par abus de langage, on entendra par connexion contravariante sur une variété, une

dérivée contravariante. La forme D, est la dérivée contravariante de § par rapport a a.

Remarque 3.2.1 Comme c’est le cas pour une drivée covariante, grace a ces deux derniéres
formules, la dérivée D est locale. Dans un systéme de coordonnées (U; (x!, ..., x™)), on définit

les symboles de Christoffel associés a D par

Dypida’ = I‘Zjd:z:k, 1<4,j,k<n. (3.2.3)
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

OuTY € C®(U). Si on note par {Fﬁj} les symboles de Christoffel associés a D dans un autre
systeme de coordonnées (V; (y',...,y™)), On a la relation de changement de coordonnées sur

UNV donnée par o . .
T _ % oy’ %le B oyt 0%y Ox™
Bzt dzm oyt ™ Oxt drmozn Oyt

Inversement; la donnée des symboles de Christoffel détermine entiérement D.

. (3.2.4)

Définition 3.2.2 La dérivée contravariante d’un champ de multivecteurs P de degré k par

D est application
DP: QY M) — x*M)
o — D,P

définie par
(Do P) (a1, ooy ) := (). P(ag, g, ...y ) — i P(aq, ..., Doy, ..y i) (3.2.5)
i=1
On peut voir DP comme un élément de x*T1(M) en posant
(DP) (a, aq, ..., ) := (Do P) (a1, ...y ).
En particulier, pour un champ de vecteurs X, on a
DX (e, B) = #x().8(X) = (Dap) (X). (3.2.6)
De méme, pour un champ de bivecteurs 7, on a

Dr(a, B,7) = tx(a).7(B,7) — 7(DafB,v) — 7(8, Day)- (3.2.7)

Définition 3.2.3 1) Un champ de multivecteurs P est paralléle par rapport & D si DP = 0.
On dit aussit que D est compatible avec le tenseur P.

2) Une dérivée contravariante est appelée connexion de Poisson lorsque Dr = 0.

Comme conséquence immédiate de cette définition : Une connexion de Poisson commute

avec le morphisme musical f,, autrement dit :
Proposition 3.2.1 Pour tout «, 3 € QY(M), on a

Do (#r(8)) = 22(Daf3). (3.2.8)
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Preuve. On a pour tout a, 3,y € QY(M)

Y{Dat(8))} = Da(v(#:(8))) — Dav(8<(5))
= ﬁﬂ'(a)‘ﬂ-(67’7> - W(B,Da’}/)
= Dr(a, 8,7) + 7(Daf, 7).

Le fait qu’il s’agit d’une connexion de Poisson entraine

Y{Daltx(B))} = 7(Daf,7) = v {#r(DaB)} ;
d’ou I'égalité. m
Remarque 3.2.2 Une dérivée contravariante n’est pas un tenseur, cependant :

Proposition 3.2.2 La différence de deux dérivées contravariantes est un tenseur 2-fois

contravariant.

Preuve. Soient D et D deux dérivées contravariantes, on pose S = D—D. Pour tout
a,B € QY M), on a

S(faaﬁ) = Dfaﬁ - 5faﬁ = f(Daﬁ - 5aﬂ) = fS(Oé,ﬁ)
et
S(e, fB) = DufB —DafB = fDuf+ [tx()f] 8 — fDuf — [tx(c) f1 8
= [DuB — [Dafl = f(Duff — DafB) = fS(a. B).

Ce qui montre que S est bien un tenseur. m

Torsion d’une dérivée contravariante

Pour les dérivées contravariantes on a aussi les notions de torsion et de courbure.

Définition 3.2.4 La torsion d’une dérivée contravariante D est une application R-bilinéaire

T: QUUM) x QY (M) — QYM)
(a, ) — T(a, B);
définie par
T(a, 8) = [, 8], — (Dafb — Dsar). (3.29)

Une dérivée contravariante est dite symétrique si sa torsion est nulle.
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Proposition 3.2.3 i) La torsionT d’une dérivée contravariante D est un champ de tenseurs
2-fois contravariant anti-symétrique.

i1) La différence de deux dérivées contravariantes symétriques est symétrique.

Preuve. i) Pour Panti-symétrie, c’est évident. En effet, pour tout 8 € Q'(M), on a

T7(8,8) = [3,0], — DB +DsB = 0.

Pour montrer que 7" est un champ de tenseurs, on montre qu’il est C*°(M)-bilinéaire. Vu
que T est anti-symétrique, il suffit de vérifier la C>*(M)-bilinéarité pour 'une des deux

composantes. On a

T, fB8) = o, fBl, = (DafB — Dygax) = |ev, fB], — Daff + [Dsax
= (fla, B, + [#x(@).f]B) = (fDaf + [t () f] B) + [Dpcx
= f([aaﬁ]w - (,Daﬁ - DgOé)) = fTﬂ(a7ﬁ>'

i1) Soit S = D—ﬁ, oit D et D sont deux dérivées contravariantes. Pour tout a,f €
QYM), on a

S(a,8) = Daf = Doff = (Dpa+ o, ) — (Dsa + [, B],)
= Dsa — 755(1 = S(8, a).

ce qui prouve que S est symétrique. m

Courbure

Définition 3.2.5 La courbure R d’une dérivée contravariante D est [’application R-trilinéaire

R: QM) x QM) x QM) — QM)
(o, B,7) — R, B);

R(a, B)7 := Diag, 7 = (Pa(Ps7) = Ps(Pa)), (3.2.10)

pour tout triplet (o, 3,7) de 1-formes différentielles sur M.

Proposition 3.2.4 Comme pour le cas covariant, la courbure d’une dérivée contravariante

symétrique vérifie l'identité de Bianchi

Rla, )y + R(B, 7)o+ R(7,)8 = 0. (3.2.11)
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Preuve. Par la symétrie de D et I'identité de Jacobi, on a

DoV + Dy, @+ DB = DallB,7],) + Dsllr, al,) + D,(le, Bl)
+8,9 5l + v, o, Bl + e, Bl ],
Da(D57) — D, (Dvﬁ) + Dg (DVO‘)

—Dﬁ(DO/}/) + D,Y(DCWB) — D,Y(D/ga),
et le résultat en découle. m

Proposition 3.2.5 L’application R—trilinéaire (o, B,7) —— R™(«, )y a les propriétés
suivantes :

i) R™(0, )y = —R™(8,0)y

it) R™(fo, B)y = fR™ (e, B)7.

iii) R™(a, B)(fy) = [R™(a, B)7-

Preuve. i) Provient de la définition et du fait que [.,.]  est anti-symétrique.

it) On utilise les propriétés de D et celles de [.,.]_; on a
R™(fo, )y = Ditas,7 — (Dra(Dsy) — Ds(Dra))

= (Df[aﬂ}ﬂ/y - [Jjﬁ(6>f] Doﬁ/) - fDa(DB’)/) + Dﬁ(f’Da'Y)
= f,D[a,ﬁL,fV - [ﬂﬂ'(ﬁ)f] Dy — fDa(,DﬁfY) + f,Dﬁ(,Don) + “jﬂ(ﬁ)f] Doy

= fR™(a, B).
i7i) On a

R™(e, B)(f7) = Diag, [ — (Da(Dsfv) — Ds(Daf7))-
Or

Do(Dsfv) = Da{fDsy+ (8:(8)-f)}

= fDa(DBV) + (8 (8).f)Day
+ (8 (). f)Dpy + {tx () (#(B)- 1) } 7,

donc

Da(Psf7) = Ds(Dafy) = [(Da(Ds7) = Dp(Da)) + {tx () (2 (8)-f) = £ (B) (). f)} ¥
= f(Da(Dgy) = Ds(Dary)) + {[ix (), 1(8)] . £} 7,
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

par conséquent

R, 8)(f7) = Do, f7 = f(Pa(Dpy) = Ds(Pay)) — {ltx(@), 4(B)] - f}

B
= JR™(a, B)y +{tx(lev, Bl) -1 v = {lEr (), 8 (B)] .S} ¥
= R (e, B)y +{(#x([a. B];) — [Ex (), 8= (B)]) -f 1
= fRW(O./,ﬁ)

d’ou le résultat. m
Comme conséquence immédiate de cette proposition, application («a, 3,7) — R™(«, B)y
est aussi C*°(M)-trilinéaire, ainsi la courbure d’une dérivée contravariante est un tenseur

3-fois contravariant, 1-fois covariant.

Définition 3.2.6 La courbure de Ricci d’une dérivée contravariante symétrique D est la

trace de ’endomorphisme v — R™(a, )5 que l'on note r™(a, [3).
Proposition 3.2.6 La courbure de Ricci est un tenseur 2-fois contravariant symétrique.

Preuve. Pour la symétrie, on a grace a l'identité de Bianchi

r(a,8) = Tr(y— R (a,7)5)
= Tr(y+— R™(B,7)a) + Tr(y — R™(a, 5)7)
= Tr(y+— R™(B,7)a) =" (B, )

car la matrice (R™(dz", dx?)) ;; est anti-symétrique; donc sa trace est nulle.

On montre que 7™ est un tenseur

r"(fa,B) =Tr(y — R"(fa,v)8) = Tr(y — fR™(a,v)B) = fr"(«a, B)

et
r(a, fB) =r"(fB,a) = fr™(B,a) = fr™(a, B).

Ainsi, 'application r™ est C*°(M)-bilinéaire par symétrie. m

3.2.2 Interprétation géométrique

Comme pour les dérivées covariantes, on définit les notions de géodésiques et transport

paralléle. Tout d’abord on introduit la notion de courbe cotangente.
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Définition 3.2.7 Une courbe cotangente o M est un couple (v,a) oty :[0,1] — M et
a:[0,1] = T*M sont deux courbes différentiables liées par la relation
. dvy
tl(al) = () = (1), Vee[o,1].
Dans le cas ou le champ de bivecteurs 7 définit une structure de Poisson, la courbe ~

est contenue dans une seule feuille symplectique S. En effet, on a
i(E) = tala(t) € Ty S; VEE[0,1].

Inversement; soit v : [0,1] — M une courbe lisse qui reste dans une seule feuille F du
feuilletage symplectique, si r = dim F alors d’aprés le théoreme de Weinstein, pour tout
zo € F il existe une carte (U, (z!,...,z", 4", ...,y")) de M centrée en zy (n = dim M) et

un repére (ay, ..., ;) au dessus de U tels que U N F = {y/ = 0} et

9
(o) = Oz’
0 r+1<1:<n,

1< <r

ainsi on a l'écriture locale définie sur I = v~ 1(U)

on voit que v : I — F est encore lisse.
Pour toute famille de fonctions lisses f™*1,..., f* : I — R, soit la courbe lisse o : I —
T* M définie par
a= "yl.ozl + .+ + f’““.aﬂrl + ..+ My,

on voit que

0
_ -1 :r

i

dt

ox”

Ainsi, & toute courbe lisse v de M qui reste dans une feuille on associe une courbe cotangente

(v, @), pas nécessairement unique.

Proposition 3.2.7 Soient D une dérivée contravariante et (v, ) une courbe cotangente
sur M. Pour tout vecteur cotangent B, & M au point ~v(0), il existe une unique courbe

(7, @) dans T*M, telle que pour tout t € [0,1], (Dya)(v(t)) = 0.
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3.2. Dérivées contravariantes sur une variété

Preuve. C’est une application directe du théoréeme d’existence et d’unicité de solution

d’équation différentielle ordinaire. (voir [4]) . m

Définition 3.2.8 Avec les hypothéses de la proposition précédente, on pose 3, := (1) :
C’est le transporté de B, parallélement & la courbe cotangente (y,«) et relativement a la
dérivée contravariante D. Pour toute courbe cotangente (v,«) on a une application de

T50yM a valeurs dans T3\ M que l'on note 7(y,q).

Proposition 3.2.8 L’application 7 ) : T;‘(O)M — T;*(l)]\/[ est un 1somorphisme d’espaces

’Y7a
vectoriels.

Preuve. Soient 5,1, € T3 )M et A € R, on pose (7, B), (v,7m) les deux paralléles a (v, «)

telles que : 5(0) = By, 7(0) = ny (i.e. pour tout t € [0,1], (DaB)(V(t)) = (Pai)(1(t)) = 0).
Ainsi, pour tout ¢ € [0,1], (Da(B + A7)))(7(t)) = 0. Par conséquent,

Tinay(Bo + Ag) = (B + A)(1) = B(1) + Aii(1) = 7(,.0) (Bo) + M3, (m0);

ce qui démontre que 7(, ) est une application linéaire.
On considere la courbe cotangente (7, @), ou J(t) = y(1 —t) et @(t) = —a(1l — ). Ainsi
(T(r0) ™" = Tz car 7(0) = (1) et 7(1) = ~(0). =

Définition 3.2.9 Une courbe cotangente (v,«) est une géodésique de la dérivée con-

travariante D si (Dya) 0y = 0.

La proposition suivante démontre que la notion de géodésique caractérise les dérivées

contravariantes symétriques, autrement dit

Proposition 3.2.9 Pour toute dérivée contravariante il existe une unique dérivée con-

travariante symétrique ayant les mémes géodésiques..

Preuve. Commencons par montrer ’existence. Etant donné une dérivée contravariante
D, on pose
~ 1
Daﬁ = 5 {[a7 B]W + Da@ + D,Ba} .
Vérifions tout d’abord que D est une dérivée contravariante. En effet, on a

Duft = Dol + 3T (ax ),

donc . ,
Dyafi = Dol + 5T(f0, ) = fDofi + 5£T(, ) = fDafs

47
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et
Buf8 = DafB-+ 5T(0,f8) = fDufl + (to(e)-N)B + 3 /T(ax )
= [Dofi + (tx(0)-1)5
On a

Ba ~ By = 5 {([eBl, + Duf + Dya) = (5,0, + Dyar + D)}

1

= 5l Bl = 18,0],) = [a, 5],

Ainsi, D est sans torsion. Enfin, on a pour toute courbe cotangente «
1
Do = 5 {la, o], +2D,a} = Dy,

ce qui prouve que les deux dérivées ont les mémes géodésiques.

Pour I'unicité, soient D et D deux dérivées contravariantes symétriques ayant les mémes
géodésiques. D’apres la remarque (2.1.1) leur différence S = D—D est un tenseur symétrique;
de plus, pour tout point (x, ;) € T*M on note « la géodésique commune a ces deux dérivées
qui passe par (z, ;). Ainsi S(o, @)(z) = (Daa)(z) — (Daa)(z) = 0, par conséquent le
tenseur symétrique S est également anti-symétrique, ce qui implique qu’il est identiquement

nul; d’ou 'unicité. m

3.3 Dérivées contravariantes particuliéres

3.3.1 Dérivées contravariantes sur une variété symplectique

Dans le cas ou le champ de bivecteurs 7 est non dégénéré, ce qui implique que f, est
inversible et par conséquent (M, 7) est une variété symplectique. La forme symplectique w

est définie par
W(X,Y) = 7((t) " (X), (80 (V)), (3.3.1)
pour tout X,Y € x(M).

Proposition 3.3.1 Sur une variété symplectique (M, 7), il y a bijection entre l’ensemble

des dérivées contravariantes et celui des dérivées covariantes.

Preuve. Pour toute dérivée covariante V, on définit la dérivée contravariante D qui lui

correspond par
Dol = 1 (Vin(a)in(B)); Yo, B € Q1 (M), (3.3.2)
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pour tout a, 8 € QY (M). 1l est clair que D est R-bilinéaire; de plus, pour tout f € C*(M),

on a d’une part
Dfoeﬁ = ﬁ;l(vﬁﬂ(fa)ﬂﬂ(ﬂ)) = ﬁ;l(fvﬁw(a)ﬂﬂ(ﬁ))
- fDOé/67

et d’autre part

Da(fB) = 2 (Vi (f1(8))) = 42 (f Vir(@e(B) + (8r() f) 2= ()
=t (FVi@i(B) + i (e (@)f) £(5))
= [Duf+ (tx(@)f) 5.

Ce qui démontre bien que D est une dérivée contravariante sur M.

Inversement, pour toute dérivée contravariante D, on pose

VY = 4(Dygy 1) () (V)), (3.3.3)

pour tout X, Y € y(M). Par un calcul similaire, on démontre que V est bien une dérivée

covariante sur M. m

Définition 3.3.1 Une connexion symplectique sur une variété symplectique est une

dérivée covariante pour laquelle la forme symplectique est paralléle.

Remarque 3.3.1 Comme pour les connexions riemanniennes sur une variété riemanni-
enne, le transport paralléle défini par une connexion symplectique conserve la structure

symplectique.

Proposition 3.3.2 Une dérivée covariante V sur une variété symplectique (M, ) est une
connexion symplectique st et seulement si la dérivée contravariante D qui lui correspond est

une connexion de Poisson.

Preuve. Pour tout «, 3,7 € QY(M), on pose : X = t,(a), Y = 1,(8), Z = #:(7); ainsi
w(X,Y)=m(a,f) et VxY = (D,5). Par conséquent

Vw(X,Y,Z) = XwlV,Z)—w(VxY,Z)—w(Y,VxZ)
= ta(a)7(B,7) = 1(Daf;y) — (B, Day)
= Dr(w,B3,7),

et le résultat en découle. m
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3.3.2 F-connexions

Comme une variété de Poisson est feuilletée par des feuilles symplectiques, il est naturel
de considérer des dérivées contravariantes compatibles avec le feuilletage symplectique F

donné par la structure de Poisson sur M.

Définition 3.3.2 Une dérivée contravariante D est une F-connexion si pour tout o qui

vérifie §.(a) = 0, lopérateur D,, est identiquement nul.

Exemple 3.3.1 Toute dérivée covariante V sur une variété de Poisson induit une F-

connexion D, elle est définie pour tout o € QY(M) par : Dy := Vi (a).

Lemme 3.3.1 Soit D une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson (M, ) et S
une feuille symplectique . On note i : S — M [injection canonique. La restriction de D a

S que l'on note D° est une dérivée contravariante sur S.

Preuve. On a
DS: QLS) x QU(S) — 0L(9)
(a, B) — D3B3 = i*(Daf);
pour tout a, 3 € QL(S), et tout &, B € QL(M) tels que a = i*(a) et B = i*(3).

On démontre tout d’abord que D° vérifie les axiomes d’une dérivée contravariante sur

(3.3.4)

S; en effet, on a :
D$,8 =" (Dj2fB) = *(fDaB) = i*(f).i*(DaB) = fDIB

et

DfB = i*(DafB) = i*(fDab + (4:(@).f)B)
= (fDaB) +i*((4x().1))B
= [DIB+ (4x().f)B.

Reste & démontrer que D° est bien défini (i.e. la 1-forme i*(Dag) ne dépend pas du
choix de a et E, elle dépend uniquement de « et ). En effet, le fait que a = 0 entraine
fr(@) = fz(a) = 0, (car @ — a € Kerf,); comme D est une F-connexion, ceci entraine

DaB = 0 pour tout E Par la suite, comme D est symétrique, on a

T

i*(Daf) = i*(Dza + (@, Blx) = i*(Dga) +i*([@, Blx) = i*(D5a) + [, ]

Par conséquent, le fait que 5 = 0 entraine £.(5) = #:(5) = 0, ce qui implique i*(Dg&) =
[, B]. = 0; donc DS = i*(Dsf) = 0. m
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Corollaire 3.3.1 Soit D une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson (M, 7).

Sur chaque feuille symplectique S, on définit la dérivée covariante V° par
VXY =4, (D3p), (3.3.5)
pour tout X = (), Y =4.(6) ou X, Y € x(S) =Im#,.

Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent et de la proposition 3.3.1. m
D’apres ce qui précéde, une F-connexion symétrique sur une variété de Poisson peut

étre vue comme une famille de dérivées covariantes sur les feuilles symplectiques.

Remarque 3.3.2 Pour une F-connexion la notion du transport paralléle le long d’une
courbe cotangente (7, «) définie par une F-connexion ne dépend que de la courbe vy qui
est tangente & une feuille symplectique. En effet, si (v, ) est une autre courbe, comme
tr(a) =t:(8) on af-(a—p) =0, donc 0= D,_3 = D, — Dg, ainsi on a le méme opérateur

de dérivation. Par unicité de solution pour probleme de Cauchy, on a T(ya) = T(y,3)-

3.3.3 Connexions de Poisson symétriques

Proposition 3.3.3 Soit D une connexion de Poisson symétrique sur une variété de Poisson

(M, 7). Pour toute feuille symplectique S, on pose
VY = t:(DufB); X =1:(a),Y = 1:(8), (3.3.6)
pour tout X, Y € x(S). Ainsi, V¥ est une dérivée covariante sur S.

Preuve. L’application billinéaire V* est bien définie sur ’espace des champs de vecteurs

sur la feuille S car si Y =,(8) =0, on a
VXY = (Do) = Da(tx(B)) = Da¥ =0
et si X = f#;(a) =0, comme D est symétrique, on trouve
VXY = t(Daf) = t(Dsa) + ([, 8],) = DX + [X, Y] = 0.
On vérifie facilement que V° est bien une dérivée covariante. m

Proposition 3.3.4 Avec les mémes hypothéses de la proposition précédente, si on note R®
et 15, respectivement la courbure et la courbure de Ricci de la connexion V° et si on note

par RP et rP respectivement, la courbure et la courbure de Ricci de D, on a

RS(Xa Y)Z = Rs(ﬂﬂ(a), ﬁﬂ(ﬁ))ﬁW(V) =i RD(O%B)'V) (3~3~7)
ri(X,Y) =1t (), £ (8)) = P (e, B);
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pour tout X = f.(), Y =4:(8), Z =t.(v) € x(S) = Im 4.
Ainsi, a partir de certaines propriétés sur les feuilles symplectiques, on peut avoir des

informations sur la variété M.

Preuve. On a
V&Y]Z = V&gﬁ([aﬁ]ﬂ)ﬂw(’ﬂ = tr(Dla,g.7),
et
V(VYZ) = Vi () (Ex(Ds7)) = #:(Da(Ds7)).

Par conséquent
R(X.Y)Z = VixyZ—V3(VyZ)+ Vi(ViZ)
= $r(Dias).Y) — B (Da(Ds7)) + £ (Dp(Da))
= 1 (RP(a, B)7).

Pour la courbure de Ricci, on remarque tout d’abord que f, réalise un isomorphisme entre
x(S) et Q'(9), puis on a
r(X,Y) = Tr(Z v~ R¥(X,2)Y) =Tr(tx(7) = £-(R"(a,7)B))
= Tr(y— RP(a,7)B) =r"(a, B),

et ceci parce que les deux endomorphismes sont conjugués par I’isomorphisme f,. =

Remarque 3.3.3 Une dérivée de Poisson symétrique n’est pas forcément une F-connezion.

3.4 Dérivées contravariantes associées au couple (g, )

3.4.1 Préliminaires

Dans tout ce qui suit, (M, g) est une variété pseudo-riemannienne de dimension n et 7 est
un champ de bivecteurs sur M. On note #, le morphisme musical de T*M dans T'M défini
par

Btx(a)) :==m(a, B) (3.4.1)

pour tout couple («, 3) de 1-formes différentielles sur M.
Les deux morphismes musicaux définis par le tenseur métrique g sont f, et b, introduits
dans le premier chapitre. La non dégénérescence de la métrique g fait qu’ils sont 'inverses

I'un de l'autre. On entend par le couple (g, ) que la variété M est munie d’une structure
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pseudo-riemannienne définie par la métrique g et m est un champ de bivecteurs sur M. On
note par V la connexion de Levi-Civita de la métrique g; et par ¢* la métrique duale de ¢
définie par

g (o, B) := g(t,(a), t,(B)), pour tout a, B € Q' (M). (3.4.2)

Définition 3.4.1 1) On définit le champ d’endomorphismes J* sur T*M par J* :=b, o,

2) Au champ J* on associe le champ d’endomorphismes J sur TM défini par J :=
g0 J oby =1, 0b,.

Remarque 3.4.1 On a les deux identités

{ g*(J*Oé, ﬂ) = F(Oé,ﬁ) pour tout a, B € Ql(M) (343)

g (J*a, B) = g(Jﬁg(oz), ﬁgw))

Done g*(J*a,a) = 0, ce qui montre que J* est anti-symétrique par rapport ¢ g*. On pose
X =fy(a) et Y =1,(8). ona

g(JX,Y) = g"(J o, B); (3.4.4)

par conséquent g(JX, X) =0, ce qui montre que J est anti-symétrique par rapport a g.

Inversement, la donnée d’un J* anti-symétrique par rapport a g* ou d’un J définit 7.

3.4.2 Dérivée de Levi-Civita contravariante du couple (g, 7)

C’est I'analogue de V pour la métrique ¢g* sur le fibré cotangent a M.

Proposition 3.4.1 [l existe une unique dérivée contravariante sur M, symétrique et com-
patible avec g*, que l’on note D™.

Preuve. L’unicité : On suppose que D™ existe. Comme D™ est compatible avec g*, on

g (D3B3, ) = tx().g°(B8,7) — 9" (D3, B).

Comme D™ est sans torsion, i.e Djy = DIa+ [a,7]

o on trouve

T’

g (D38, 7) = tx().g°(8,7) — 9" ([, 7], B) — " (D], B)

et
9" (D, B) = tx(7)-9" (. 8) — g"([v: B, » @) — ¢" (D, ).
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De la méme maniére
9" (Diy, ) = 4:(8).9" (v, @) — g*([B, ], v) — g (D353, 7),
done

g (D3B,7) = ta(a).g"(B,7) — tx(7)-9" (v, B) + £:(8).9" (7, @)
+g*([v,al s B) + 9" ([, Bl @) + " ([a, Bl ,v) — 9" (DB, 7).

Ainsi, la dérivée D™ est entiérement caractérisée par la formule

20" (D3B,7) = ta(@).g"(8,7) — #1=(7).9" (o, B) + 8(B).g" (7, @) (3.4.5)
+9"([v,al.,B8) +9"([v. Bl @) + g"([er, B] . , 7).

L’existence : Pour tout a, 8 € QY (M), on définit DZS := b,(Xap), ot Xog est le

champ de vecteurs sur M défini par

Xapl) = 5lte(@).0°(8.7) — n(1).6° (0, 5) + £:(8).4" (7. 0)
+9"([v,al, B8) + 9" ([, Bl @) + 97 ([ev, B, 1)}

pour toute 1-forme y sur M. Comme pour la connexion de Levi-Civita (Chapitre 1, Théoréme

1.4.1), on démontre que D™ est bien une dérivée contravariante sur M. m
Le résultat suivant donne un lien entre cette dérivée et le tenseur [r, 7).
Proposition 3.4.2 Pour tout triplet («, 5,7y) de 1-formes sur M, on a
monls (0 5,7) = 5 {0 (0, DI (I)0) + 6°(8, DACI ) + 0", DECTY)} - (346)

Preuve. Comme D™ est compatible avec g*, on a

fr().m(v,8) = H().g"(J™,8) = g"(Dy (J*v),B) + g"(J*™y, D33)
= {g"(D3(J")V, B) + g (J* (D37), B)} + g* (™, Do)
= g (DL(J")7,B) = w(B, Dary) + 7 (v, Da ).

En permutant les positions de o, 5 et vy, on trouve

tx(8).m(a,v) = g*(DF(J")a,y) — m(v, Dja) + m(a, Dfy)
tr(7).7(8, @) = g*(DI(J*)B, a) — 7(ev, DI B) + (B, D).
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En additionnant les trois formules précédentes, et comme D™ est symétrique, on a
fr(@).7(7, ) + e (B) m(a, ) + 4= (1) 7(B,0) = g*(Da(J")7, 8) + 9" (D5(J)a, y) + g"(DI(J7)B, a)
+g"(DI(J)B, ) + m(e, Dy — D)
+7(8, DJa — D) + w(y, D3 — D)
= g(Da(J)y, B) + g7 (D5(J)a, v) + g"(DF(J7)B, a)
+m(a, [8,7]) + 78, [y, al) + 7(7, [a, B1);
ainsi d’aprés iii) de la proposition 3.1.3, on a

9" (Do), B) + 9" (D(J") e, v) + 9" (DI(J7) B, @) = 2 [, 7l . (e, B,7),

d’ou l’égalité. m

3.4.3 Dérivée contravariante induite par V
Définition 3.4.2 On définit la dérivée V™ par V55 =V ()f, pour tout o, 5 € Q' (M).

C’est bien une dérivée contravariante. En effet, pour toute fonction différentiable f, on

ViaB = Vi ()8 = Vi) = [V (B = Vi3
et
ValfB) = Vi) (fB) = fVi ()b + () f) B = fVLB+ (H-(a)f) B

Comme conséquence de la définition, la dérivée contravariante V™ est une F-connexion.

Proposition 3.4.3 La dérivée contravariante V™ a les propriétés suivantes :

1) Ona g (VaB) = Vﬁw(a)ﬂg(6>-

2) Elle est compatible avec la métrique g*; i.e.

tr(@).9"(B,7) = ¢"(VaB:7) + 9° (B, Van).
3) La torsion T™ de V™ vérifie l'identité

g (T7(, 5),7) = 9(Vi, () (1) (B4()), £ (5))-

Preuve. 1) Pour tout a, 8,7 € Q'(M) on a par définition

1t (VaB) = g"(VaBiv) = (VaB) (8,(7) = (Vi)B) (He(7))
= fr(@).BH(7) = B(Vin(a)fg(7))
= ﬁw(a)-g(tig(ﬁ)?ﬁg(v)) - 9<ﬂg<5>>vﬁw(a)ﬁg<7))-
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Comme V est compatible avec la métrique g, on trouve

'Y(ﬁg (Vgﬁ)) = g(ﬂg('V)v Vﬁw(a)ﬁg(ﬁ)) = 7<vﬁw(a)ﬁg(5))-

2) Comme g*(V55,7) = g(ty (VL5) ,8,(7)), en utilisant 1) et le fait que V est compatible

avec la métrique, on obtient

9 (VabB:7) = 9(Vi(tg(B): £(7)) = tr(@)-g(ty(9)

80(7) = 9(86(B); Vi s (7))
= 4:(0).0"(8,7) — 9°(B,0g (Vin)ie(7)))

)
= fr().g"(B,7) — 9" (B, Var)-
3) On a
g*(ViB,7) = (Vi @B) (1(7) = tx().g"(B.7) — B(Ver g (7)),

et comme V est sans torsion on trouve

g (VaB,v) = tx(a).g"(8,7) —B(Vﬁg(w)ﬁw(@)) — B([Er (@), Bg(V)])
= {#:().B(t,(7)) = B(Lor)s(7) } = BV, tx(e))
= (Ley@B) (8s(7) = B(Vi,( ﬁw( ) = 9" (Lsr@)B57) — B(Vi,mta(a)).

En permutant « et 5, on trouve

9" (Vi) = 9" (Li sy, 7) — a(Vi () ix(5))-

Par conséquent, on a

g (VB = Via,7) = g"(Ls B — Lipy,7) + a(Vi, (i (8)) — B(Vi,(plx(a)).

D’autre part

a(Vi,imix(B)) = 14(7).«

et

B(Vi,mix(@)) = tg(7)-m(, B) = m(@, Vi, )
= #(1).9°(J"@, ) = g"(J o, Vi, B)-
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Comme V est compatible avec g et ¢g*, elle commute avec f,, et du fait que Jof, = §,0 J*,

on déduit

B(Vi,mix(a)) = g"(Vym(J a),8) = 9(Vi, ) (He(J ), ty(5))

9" (VaB = Via,7) = ¢ (Li B — Ly — d(m(a, 8)),7) = 9(Vi, ) () (Hg(@), Bg(5))
= g*([Oé7 ﬁ]w 77) - g(vﬁg(ﬁ’)(J)wg(a)): ﬁg(ﬁ))

En conclusion, ¢*(T™(a,3),7) = 9(Vi, ) (J)(Hg(a)), 84(B)). =

Remarque 3.4.2 La derniére assertion affirme que la dérivée V™ est symétrique (sans
torsion), si et seulement si, le tenseur J est compatible avec la connezxion de Levi-Civita de

la métrique g .
On a une formule analogue pour la dérivée V" et sa relation avec le tenseur [, 7).
Proposition 3.4.4 Pour tout o, 3,7 € QY(M), on a
(7, 7lg (@, B,7) = g™ (e, VI(J")B) + g"(B, Vo (I )v) + 9" (7, VE(T ). (3.4.7)
Preuve. Comme V est sans torsion, on a

[T, 7] (@, 8,7) = Y(E([, Bl;)) = ([ (@), 8= (B)])
= 7([a,Bl.7) = Y (Vi@ (B) = Vi (a)ix ().

Y Vi ix(B) = (). y(8x(8)) = Vi) (E(5))
= fr(a).7(B8,7) = 7(B, Vi ()7)
= —4:(0).g" (. 8) + " (6, J* (Vin)7))-
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Comme V est compatible avec la métrique g*, on trouve

Y Vi@ ix(8)) = =0 (Vin) (J7),8) = 9 (T, Vi @B) + 9° (8, T (Vin)7))
= =9 (Vi (I)7.B8) — g (T, Vi ()B)
= —g"(Vo(J"),B) — (v, Vi3).

De la méme maniére

7<Vti7r(ﬁ)ﬁ7r(o‘>) = ﬁﬂ(ﬁ).ﬂ'(a,ﬁ/) _W(a’vﬁw(ﬁ)ry)
= 1:(8)-.9"(J,7) = g"(J", Vi (5)7)
= g"(Vi(J ), y) — 7(v, Via).

Ainsi

(7,7l (a, B,7) = g (Vo(JI"),8) + g"(VE(J")a,y) — (v, Via)
+7 (v, VaB) + 7([a, 8] )
= ¢ (VoI )7, B) + " (VE(J)a,y) + (v, T™(c, 8)).

Mais d’aprés la proposition précédente

7T<77 Tﬂ(avﬁ)) = g*(J*77Tﬂ(a7ﬁ)) = g(vﬁg(J*7)<J)(ﬂg(Oé)),ﬂg(ﬁ))-

Comme §,0 J* =i, et que 8, commute avec V™, on a
g g )

(7, T, 8)) = g(VI(I){te()), £4(8)) = g(t,(VI(T7) (@), 8y (5))
= g (Vi(J)a, b),

Ce qui donne le résultat recherché. m

3.4.4 Comparaison des deux dérivées D™ et V"

Comparer deux dérivées contravariantes consiste a savoir si elles ont les mémes géodésiques.
Si elles sont symétriques, il suffit alors d’étudier leur différence, qui doit étre identiquement
nulle pour qu’elles aient les mémes géodésiques.
La dérivée D™ est sans torsion, tandis que V"™ a de la torsion. Nous définissons 'unique
dérivée symétrique v ayant les mémes géodésiques que V™ (proposition 3.4.6) par
o7 g Lox Lyion x
Val = Vi + 5T, 8) = 5 {(ViB + Via) + [ 6], } (3.4.8)
Comparer D™ et V™ revient donc a comparer les dérivées symétriques D™ et %, ce qui

consiste en ’étude de leur différence que ’on note S.
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3.4. Dérivées contravariantes associées au couple (g, )

Lemme 3.4.1 On a pour tout o, f € Q' (M)

S(at,8) = 3 { (V28— DIB) + (Via — Dja)}. (3.4.9)

Preuve. Par définition
/\;1' s 1 ™ ™ ™
S(0.9) = V25 - D36 = 3 { (V25 + V5a) + [o. 5.} - D36,
Mais D™ est sans torsion, par conséquent
1
S, ) = 3 {(VEB+ V5a) + (DiS — Dia)} — D

1

= 3 {(VLB+ Via) + (D53 — Dja) — 2DL3}
1

= 5 {(ViB—Dip) + (Via — Dja)}t,

d’ou l'identité recherché. m
Le résultat suivant donne une autre définition du tenseur S et une relation le reliant au

couple (g, 7).

Proposition 3.4.5 On a pour tout a, 3,7 € Q' (M), les deux identités :

)
5(0,5) = 550( Va0 (Ds(8) + Vi (Di(9)) (3.4.10)

2
9'(5(0,7), 7°8) ~ 6" (S(0,8), 7*7) = 3 [mlg (0,5,7) (3411)

49 (3, DY) — S VA(T)B)
Preuve. 1) On a
g"(28(.),7) = g*(2ViB.7) — 2¢"(D3B.7)
= ¢ (ViB+Via+la, Bl ,v) —29"(D353,7).

Par définition de D™, on a

g*<2S(Oé, 5)’ 7) = g*(vZB + Vga + [O&, B]W 77) - {ﬁﬂ(a)g*(67 7) - ﬁw(y)'g*(o@ 6)

+x(8)-9" (v, ) + g*([v, o, B) + 9" ([, Bl - @) + 9" ([, Bl . 9)}-

La bilinéarité de g* mous donne

9* 2S(e, 8),7) = {g"(VaB,7) — te().g" (8,7} + {g" (Vi,7) — £(8).9" (e, 7) }
+:(7)-9" (v, B) + 9" ([, 7], B) + 9" ([8,7],» @);
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3.4. Dérivées contravariantes associées au couple (g, )

comme la dérivée V™ est compatible avec la métrique g*, on a

g*25(a.8).7) = g ([, 8) + 9" ([B.7], . a) + {g"(VI, B) + g" (VI B, ) }
—9" (Vo B8) — g"(Vir, a )
- g*(TW(O@,Y)?B)+g*(Tﬂ(6>7)7a)>

et d’apres la proposition précédente

9" (28(a, 8),7) = 9(Vi,5)(J)(Hg(); 8(7)) + 9(Viy(0) () Eg(5)): 84(7))
= 9(Vi,5)())(Eg()) + Vi) (I)(84(8)): B4 (7))
= ¢ (g [V, () (Hg(@) + Vi) () (£(8))]  7)-

«

D’ot le résultat
S(a, B) = (Vug )(1)2(8) + Vi) ()1(5))-
2) Tout d’abord, d’aprés le lemme précédent, on a
1
g*(S(OQfY)? J*B) - g*(S(Oé7B), ‘]*7) = 5{9*(v27 - Dg/% J*B) - g*<vgﬂ - Dgﬁa ‘]*’7)}
1 * ™ s * * ™ s *
+§{g (Via— Dia,J*B) — g"(Via — Dia, J*y)}.
Comme les deux dérivées sont compatibles avec la métrique g*, on a d’une part
9" (Voy = Doy, J*B) = ¢"(Da(J*B) — Va(JB),7)
= ¢"(Da(J")B = Va(J)B,7) + g" (T (Daf — Vi B),7)
= g (Da(J")B = Va(J")B,7) + 9" (VaB — DB, ™).
Ainsi
9" (Vo — Dgv, J*B) — g* (Vo B — D33, J*y) = g"(D3(J*)B — VL (J")B, 7).
Mais
g (DR(J*)B = Vo(J)B,v) = —g"(DR(J")y = Vo (). B),
donc

g (DE(J)B = Va(J*)B,7) = g"(Da(J*)y = Va(J)v, B) + 297 (DL(J7)B = V(™) B, 7).

Par conséquent

%{g*(ng—DZ% T B)—g"(VaB—D3j3, J* )} = %g*(DZ(J*)v—VZ(J*)% B)+g" (Dy(J*)B=V o (J*)B, 7).
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D’autre part, on trouve par le méme procédé
§"(Via = Dla,J*B) = g"(DI(J")6 — V3(J*)B, ) + g" (VI8 — DIB, J*a).
Et comme V13— DI =1T7(8,7)+ Viy— Djy, on a
9" (Via—Dla,J*B) = g"(DI(J*)B—VI(J")B, ) +g"(Viy— D5y, J'a) +g* (T (B, 7), J*a).

Or
g (Viy — Dy, J*a) = g"(D3(J* ) — V5(J ), v) + g"(Via — Do, J*y),

amsi
g (Via—Dla, J*B) = g"(DI(J")B = VI(J)B,a)+ g (D5(J ) — VE(J)a,v)
+g*(T7(B,7), J*a) + g"(Via — Do, J*);
donc
S (6" (V30— Dla, J'B) — (Vo — Djo, )} = 3{g"(DI(I)8 ~ VI(7")5,) + 4" (T7(8,7), J*a)
+g" (D5(J*)er = VE(J ), 7) }-

Par la suite

9" (S(a,7), J*B) = g*(S(e, B), J*y) = %{g*(D’J(J*)ﬂ — VI(J")B, @) + g"(D5(J")a — VE(J)a,7)
' (DI = VI B)) + 54" (T7(5.9), )
+2g"(D3(J*)B = Vo (J*)B,7)}

D’apres les deux identités qui relient les deux dérivées au crochet de Schouten-Nijenhuis, on

g (D5(J")B = VI(J*)B,a) + ¢"(DF(J")a = V(T )a,y) + g (DR )y = Vi (T)7, B)
= {g"(D5(J")B, @) + g*(DF(J*)e,v) + g (D5 (), B) } — {g"(VI(T")B, @)

+g" (V5(T e, 7) + (VZ(J*) 8)}
= 2[m 7] (a, B,7) — [, 7|5 (o, B,7) = [m, 7|5 (a0, B, ),

et d’aprés la formule caractérisant la torsion T™ de la dérivée V™ et le fait que V™ est

compatible avec la métrique g*, on a

g (T7(B,7), ") = 9(Vi =) (J)e(5), 8(7)) = 9(Va(T)Ee(5), 84 (7))
= g 04(Va(I)1(8)),7) = 9" (Va(J")B,7)-
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3.4. Dérivées contravariantes associées au couple (g, )

En conclusion

9°(S(0, ), 7°8) = g7 (8( 8), %) = 5 w7l (0, B,7) + 30" (2DE(I)E — V()8 7).

C’est Uidentité recherché. m
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4

Compatibilité du couple (g, 7)

4.1 Notion de compatibilité du couple (g, )

Soit (M, g) une variété différentiable pseudo-riemannienne de dimension n. Soit 77 un champ
de bivecteurs sur M. Au couple (g, ) est associé les deux dérivées contravariantes D™ et
V7™ que l'on a introduit dans le précédent chapitre. Il est naturel de se pencher sur le cas

ou I'une des deux dérivées soit une connexion de Poisson, d’oul la définition suivante :

Définition 4.1.1 Le couple (g, ) est compatible par rapport a la dérivée D™ (ou D™ -compatible)
st D™ est une connexion de Poisson.

Le couple (g, m) est V™ -compatible si V" est une connexion de Poisson (i.e. V'm =0).

Comme conséquence immédiate de cette définition, on a les deux formules

br(@).w(B,y) = m(DgB,7) + m(B, Dg), (4.1.1)
(). (B, 7) = 7(VE6,7) +7(B, V).
La proposition suivante caractérise ces deux notions de compatibilité du couple (g, 7).

Proposition 4.1.1 Le couple (g, 7) est D™-compatible si et seulement si D™(.J*) = 0.
Le couple (g, m) est V™ -compatible si et seulement si V" (J*) = 0.

Preuve. En utilisant le fait que ces deux dérivées sont compatibles avec la métrique g*,

on trouve pour tout «, 3,y € QY(M)

fr(@).m(B,7) = #().g"(J"B,7) = g" (D3 (J*B),7) + g"(J*B, D7)
g (DL(JT)B,y) + 9" (J*(DaB), ) + g*(J* 8, Dyy)
= ¢ (D3(J")B,7) + 7(DgB,7) + (B, Dav);
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4.1. Notion de compatibilité du couple (g, )

or
(D™m)(ev, B,7) = tr().7(B,7) — m(DgB,v) — 7(B, Dgv),
par conséquent
(D) (e, B,7) = g"(Da(J")B, ). (4.1.2)
De la méme maniére

(V™) (e, B,7) = g"(Va(J")B, ), (4.1.3)

et le résultat en découle. m

Corollaire 4.1.1 Si le couple (g, m) est compatible par rapport & l'une ou lautre dérivée

alors le champ de bivecteurs w définit une structure de Poisson sur M.

Preuve. D’apreés les formules (3.4.6) et (3.4.7) le fait que V™ (J*) = 0 ou D™(J*) =0

entraine [, 7|4 = 0, ce qui implique que 7 définit bien une structure de Poisson sur M. =

Remarque 4.1.1 Si le couple (g, ) est D™-compatible, ou V™ -compatible et si f est une
fonction de Casimir (i.e. Hy = 4,(df) =0), alors le couple (g, fm) est également compatible

pour 'une ou l'autre dérivée. En effet, pour tout o, 3,y € QY (M), on a

Vi(fm)(a, B,7) = tela).(fm(8,7)) = (fm)(VEB,7) — (fm)(B, Vi)
= (#=(@)f)7(B,7) + f.(r(a).7(B,7)) = fr(VEE,7) — fm(B, Vi)
= m(a,df).w(B,7) + f.(tx() 7(8,7)) = 7(VaB,v) — =(8, Var))
= —alt=(df)) + [.(VT7)(a, 8,7)
= [ (VTm)(e, 8, 7).

Et la méme formule pour DT™.

Remarque 4.1.2 La deuxiéme assertion de la proposition 3.4.5 du chapitre précédent mon-
tre que ces deux notions de compatibilité sont en général différentes l'une de 'autre. Aussi

on va le voir dans un futur exemple.

4.1.1 Compatibilité dans le cas symplectique

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans le cas ou le champ de bivecteurs 7 est non

dégénéré, ce qui est équivalent a dire que les champs de tenseurs f,, J et J* sont des champs
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4.1. Notion de compatibilité du couple (g, )

d’isomorphismes. Nous désignons par X, Y, Z sont trois champs de vecteurs et par «, 3,7

trois formes différentielles de degré 1 sur M; tels que

X =tr(a); Y =1:(0); Z=1t(7)

On définit la 2-forme suivante :

W(X,Y) = (1) X, (4) 1Y), (4.1.4)

La V™-compatibilité

Proposition 4.1.2 Le couple (g, m) est V™-compatible si et seulement si la forme symplec-

tique est paralléle pour la connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve. L’hypothése de compatibilité entraine que V™ commute avec f,; ainsi

VY = Vit (8) = Va(tx(5)) = t(V25),

par conséquent

(Vw) (X,Y,Z) = Xw(Y,Z)—w(VxY,Z)—w(Y,VxZ)
= fa(@).7m(B,7) — wtx(VaB), 8 (7)) — w(tx(8), 8 (Va7))
= tx(a)w(B,7) —7(VaB,v) — (8, Vey)
= (V'm)(e, 8,7)-

Done V™1 = 0 si et seulement si Vw =0. =

La D7™-compatibilité

Comme le champ de tenseurs J est un champ d’automorphismes dans x(M), on note g’ la
métrique suivante

g (X,Y)=g(J'X,J7Y) = g*(a, B), (4.1.5)

et on note V”’ sa connexion de Levi-Civita.

Lemme 4.1.1 Les deuz dérivées D™ et V7 sont reliées par la formule

DI = (1) (VXY). (4.1.6)
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4.1. Notion de compatibilité du couple (g, )

Preuve. Tout d’abord, comme 7 définit une structure symplectique sur M, on a

ainsi

[X’ Y] = [ﬁﬂ(a)aﬁﬂ<ﬂ)] = ﬁﬂ'([a76]7r)7

g (X Y], 2) = ¢" (¢ ([, B,), 8 (7)) = g"([ev, B, . ),

ensuite, par définition de V7, on a

9 (VLY. Z)

par conséquent fi, (DT (3)

= X9V, 2)+Y.9'(X,2)— Z.g"(X,Y)
+o' (X, Y], 2) + ¢ (V. 2], Z) + ¢7(12, X] )
= r(@).g"(8,7) + £x(8)-9"(,7) — §=(7)-9" (e, B)
g*([ Bl + gt (v el B) + g[8, @)
9" (D38, 7)
= 2.9(t: (D3B), 2),

+

= V%Y d’ot le résultat recherché. m

Proposition 4.1.3 Le couple (g, m) est D™-compatible si et seulement si la forme symplec-

tique w est paralléle pour la connexion de Levi-Civita de la métrique g”.

Preuve. D’apres le lemme précédent, on a

w(VxY.Z) = w(tx (D3B) . £:(7)) = (DB, 7),

par conséquent

(V/w) (X,Y,2) = Xw(Y,Z)-w(VLY,Z) —w(Y,ViZ)

= (). 7(B,7) —7(D38,7) — (B, Di)
= (D"7)(, 8,7).

En conclusion, D™ = 0 si et seulement si V/w =0. m

Remarque 4.1.3 Comme Vg = 0 alors, par unicité V? = V. Ainsi, dans le cas symplec-

tique les deux notions sont identiques, et ce cas a été étudié par M. Rakotondralambo en

1997.
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Structure kihlérienne induite par le couple (g, )

Définition 4.1.2 Une variété kihlérienne est un couple (M, h); ot M est une variété com-
plexe et h une métrique hermitienne sur M dont la partie imaginaire est une forme sym-

plectique sur M.

Nous disposons, en ce qui nous concerne, d’une variété symplectique (M, w) et d’une
métrique g sur M. La forme h = g+i2w ferait bien un bon candidat a la forme hermitienne,

encore faut-il que M soit munie d’une structure complexe.

Définition 4.1.3 Une structure presque complexe est un couple (M, J), ou M est une
variété différentiable réelle de dimension paire et J un champ d’endomorphismes sur le fibré

tangent o M, tel que J* == Jo J = —Idpy;.

Il résulte de cette définition qu’en tout point x de M, I'espace vectoriel réel T, M admet

une structure d’espace vectoriel complexe.

Définition 4.1.4 Une structure presque complexe (M, J) est une structure complexe, on

dit aussi intégrable, si le tenseur de Nijenhuis noté N est défini par

N(X,Y) == ([JX,JY] = J[JX,Y] = J[X,JY] - [X,Y]), (4.1.7)

A

pour tout X,Y € x(M), est nul.

Proposition 4.1.4 On considére le couple (g, m) sur une variété symplectique (M,w), et
on pose h = g + i2w. St le champ de tenseur J définit une structure presque complexe sur

M et si le couple (g, ) est compatible, alors (M, h) est une variété kahlérienne.

Preuve. Reste a démontrer 'intégrabilité de la structure presque complexe (M, J). En

effet, pour tout X,Y € y(M), on a

[JX,JY] = Vx(JY) =V (JX)=J(V,xY = VyX)
= J([JX,Y]+ Vy(JX) + [X, Y] — Vx(JY))
— JX, Y]+ J[X, JY] = J(Vx(JY) = Vy (JX))
— JIX, Y]+ J[X, JY] + [X,Y].

Ce qui démontre que N =0. =
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4.1.2 Interprétation géométrique
Interprétation géométrique de la V™-compatibilité

Proposition 4.1.5 Le couple (g, ) est V™ -compatible si et seulement si le tenseur de Pois-
son m est invariant par transport paralléle le long des courbes tangentes aux feuilles sym-

plectiques. De plus, toutes les feuilles symplectiques sont totalement géodésiques.

Preuve. On a pour toute courbe cotangente (v,a), Vim = Vy (7 = V7 par
conséquent, V. m = 0 est équivalent a V., 7 = 0.

La V7™-compatibilité entraine que la F-connexion symétrique V", qui provient de la
connexion de Levi-Civita, est une dérivée de Poisson; ainsi, la dérivée covariante qu’elle
induit sur chaque feuille symplectique n’est autre que la restriction de la connexion de Levi-
Civita sur cette feuille. Par conséquent, toutes les feuilles sont totalement géodésiques.

Remarque 4.1.4 Soit S une feuille symplectique, comme sa forme symplectique n’est autre
que la restriction du tenseur de Poisson sur S, alors la V™ -compatibilité du couple (g, )
entraine que cette forme symplectique est paralléle par rapport a la restriction de la connexion
de Levi-Civita sur S.

Interprétation géométrique de la D"-compatibilité

Proposition 4.1.6 Le couple (g, m) est D™-compatible si et seulement si pour toute feuille

symplectique S, sa forme symplectique wg est paralléle par rapport & la connexion V7.
Preuve. Si on note par wg la forme symplectique de 5, i.e.

ws(X,Y) = ws(ir(a), 1x(8)) = m(a, B) = gs(X, Js(Y)),

alors on a

(Dwﬂ-)(av Ba 7) = ﬁﬂ(a)'ﬁ(ﬁvv) - W(Dgﬁ,’}/) - ﬂ-(ﬁa Dg,}/)
= Xws(Y,Z) —ws(VYY, Z) —ws(Y, V5 7Z)
= (Viws) (X,Y, 2);

donc le couple (g, 7) est D™-compatible si et seulement si, pour toute feuille symplectique

S, sa forme symplectique wg est parallele pour la connexion V. m
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Proposition 4.1.7 Le transport paralléle associé a D™ le long d’une courbe cotangente
(v, @) induit une isométrie entre T;‘(O)S et T;‘(I)S . De plus, cette isométrie est un isomor-

phisme d’espaces vectoriels symplectiques.

Preuve. Soit (v, «) une courbe cotangente, I'isomorphisme 7, ) (Proposition 3.2.7)
est une isométrie car ¢* est parallele par rapport & D7. Le fait que VSwg = 0 entraine que
T(y,a) €st un isomorphisme d’espaces vectoriels symplectiques. =

La D™-compatibilité du couple (g, 7) entraine que D™ est une dérivée de Poisson symétrique,
elle induit donc sur chaque feuille symplectique S une dérivée covariante V*° (proposition

3.3.3) qui vérifie les deux identités de la proposition 3.3.4.

Remarque 4.1.5 On définit également ’application gs sur S par
gs(X,Y) = g((Js) " X, (Js)'Y),  pourtout X,Y € x(9). (4.1.8)

Si gg est non dégénérée, alors d’aprés le lemme 4.1.1, la dérivée V° est la connexion de
Levi-Civita de gs. Comme D™ n’est en général pas une F-connexion, la feuille S n’est pas
totalement géodésique.

Structures kihlériennes sur les feuilles symplectiques

Soit S une feuille symplectique de feuilletage symplectique défini par la structure de Poisson

sur M, on note wg sa forme symplectique.

Définition 4.1.5 On définit sur S le champ d’endomorphismes Jg : TS — TS par

Jsl TS — Ts
X — Jg(X),

o Js(X) = Js(tr()) = t:(J*a), pour tout X € x(9) et tout a € QY(M) tels que X =
().

Autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant

TS 25 19
T O T4
J*

™M — T*M.
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4.2. Exemple de couple compatible

L’application Jg est bien définie car, si u = v € T'S = Im ;, en posant u = §,(«), v = £.(5),

on trouve £, (& — §) = 0 et par conséquent

J(a—B) = byltrl0—F)=0 = (tr0J)(a—p)=0
— Js(u) = £(J"0) = §(J°B) = Js (o).

De la méme maniére on démontre que pour tout x € S, Js(x) : T,S — T,S est injectif,

donc c’est un automorphisme de 7,5, ainsi le tenseur .Jg est inversible.

Proposition 4.1.8 On suppose que (J*)3 = —J* (on rappelle que J* n’est pas inversible
en général). Dans ce cas, la compatibilité du couple, pour l'une ot l’autre notion de com-

patibilité, entraine que toutes les feuilles symplectiques sont des variétés kdahlériennes.

Preuve. Par hypothése, on a
(JS)S - (ﬂﬂ' oJ o <ﬂﬂ'>71)3 = ﬁﬂ' o (‘]*>3 © (ﬂﬂ)il = _ﬂﬂ' oJ*o (ﬁﬂ')il = —Js,

par conséquent (JS)2 = —Idrg, donc S est munie d’une structure presque complexe.

On a vu que pour les deux notions de compatibilité on a V* (J*) = 0 et par conséquent
V3(Jg) = 0, out V¥ est la dérivée covariante symétrique V* induite par I'une des deux
dérivées contravariantes sur S. Comme pour une variété symplectique, on définit la métrique

hermitienne hg par
hs(X, Y) = gS(X, Y) + iwa<X, Y),

pour tout X,Y € x(S). Ainsi, si (J *)3 = —J* alors toutes les feuilles symplectiques sont

des variétés kihlériennes. m

4.2 Exemple de couple compatible

4.2.1 Champ de bivecteurs induit par un champ de Killing

Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne et U un champ de Killing (i.e. son flot est
constitué d’isométries); on note V la connexion de Levi-Civita de la métrique g; on note
également ¢g* la métrique duale définie sur le fibré cotangent & M.

On rappelle que pour tout champ de vecteurs X, on a U.g(X, X) = 2¢([U, X], X).

Lemme 4.2.1 Pour tout champ de vecteurs X, on a g(X,VxU) = 0.
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Preuve. D’aprés la formule de Koszul

20(X,VxU) = X.g(UX)+Ug(X,X)— X.g(X,U)
+9([X, U], X) + g([U, X], X) + g([X, X],U)
= Uyg(X,X)+g([X, U], X) +g([U, X], X)
— Ug(X,X)
= 29([U, X], X);

par conséquent

0= g(X7 VXZ] - [U7X]) = g(X> VXU)a

pour tout champ de vecteurs X sur M. m
Comme conséquence immédiate de ce lemme, la forme bilinéaire (X,Y) — ¢(X, VyU)

est anti-symétrique, ce qui motive la définition suivante :
Définition 4.2.1 On définit le champ d’endomorphismes J sur T M par
J(X)=JX =VxU. (4.2.1)

On définit son champ d’endomorphismes dual J* sur T*M par J* =bgo Joll,; ainsi que

le champ de bivecteurs m par
(o, B) := g(J1g(a), 44(8)) = 9(Vi, U, §4(5)), (4.2.2)
pour tout o, 3 € Q(M).

Ainsi, pour tout champ de Killing U, on propose d’étudier la compatibilité du couple
(g,m) ou 7 est le champ de bivecteurs défini ci-dessus (4.22). Le lemme suivant montre la

relation entre la connexion de Levi-Civita, sa courbure et le tenseur J.
Lemme 4.2.2 Pour tout couple de champ de vecteurs (X,Y) sur M, on a
R(U,X)Y =Vx(J)Y. (4.2.3)
Preuve. On a par définition de R,

RU,X)Y = ViyxY — Vu(VxY) + Vx(ViY),
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et comme V est sans torsion, on déduit :

RU,X)Y = VyxY — (U VxY]+ VyU) + Vx([U, Y]+ VyU)
= (VuxY = [U,VxY]) + Vx[U, Y] + (Vx(VyU) = Vv U)
= (Vux)Y = [U,VxY]) + Vx[U Y]+ (Vx(JY) = JVxY)
= Vux)¥ —([U,VxY] - Vx[U,Y]) + Vx(J)Y,

[
[

et comme
V[U,X]Y = VEUXY = EU(va) - VX(EUY) = [U, VXY] - VX[U, YL

le résultat en découle. m
Les deux dérivées contravariantes V™ et D™ sont définies comme au chapitre précédent,

le résultat ci-dessous les relient a la connexion de Levi-Civita et au champ de Killing U'.

Proposition 4.2.1 Pour tout triplet o, 3,y de 1-formes sur M, en posant X = f§,(«a),

Y =14,8), Z=144(7), ona:
i) (Vo (J")B,7) = g(R(Y, Z)U, JX) = g(Vx(J)Y, Z).
i) g* (D (J*)B,7) = g(R(Y, Z)U, JX) + g(R(U, X)Z, JY ) + g(R(X, V)Y, J Z).

Preuve. i) Comme V" est métrique, on a

g° (VoI y) = 9(tg(ValJ*)B), 2,(7)) = 9(Valty 0 J7)5, £4(7))
= 9(Va(J o 89)B,4,(7)) = 9(Va()a(5), £4(7));

ainsi

g*(vg(‘]*)ﬁv 7) = g(vﬁg(f*a)(‘])K Z) = g(VJX(‘])Ya Z)
D’apres le lemme précédent et une propriété de tenseur de Riemann (page 12), on conclue
9" (ValJ)B,v) = g(R(U, JX)Y, Z) = g(R(Y, Z)U, JX).

i1) D’apres la proposition 3.4.5, on a

DL = o (VI ~ [ als(a 5,7)
+9°(S(0,7), J°B) ~ 4°(S(a, 6), ")
= g (VIUNE ~ Vi) — " (V)5 )
—g9" (VoI )y, 8)} + 97 (S(e,7), J*B) — 9" (S(ev, B), J™),
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et comme d’aprés la méme proposition, on a

(e, 8) = 30Ty @ (NEa(B) + eyt (Do) = 305(Tx ()Y + Ty (1)),

alors
* T * * T * 1 * s * 1 * s *
g (Da(T)By) = ¢ (Val(T)B,7) = 597 (V) @) = 597 (VE(T)a, )
1
+§{9(VX(J)Z +Vz(J)X,JY) = g(Vx(J)Y + Vy(J)X, JZ)}.
Puis en appliquant le lemme précédent, on trouve

g (DL(J)B,y) = %{Q(VX(J)Z +Vz())X,JY) = g(Vx(J)Y + Vy(J)X,JZ)
—g(R(Y, X)U,JZ) — g(R(X, 2)U,JY)} + g(R(Y, Z)U, JX)
= g(RY,2)U,JX) + %{g(R(U, X)Z+RWU,Z)X — R(X,Z2)U,JY)

1
—519(R(U.X)Y + R(UY)X + R(Y. X)U, ] 2).
Mais d’aprés I'identité de Bianchi, on a

R(U,X)Z + R(U,2)X — R(X,Z)U

R(U,X)Z — (R(Z,U)X + R(X, Z)U)
= R(U,X)Z— (—R(U,X)Z)
— 2R(U,X)Z,

et également

R(U,X)Y + RU,Y)X + R(Y,X)U = R(U,Y)X +R(U,Y)X — R(X,Y)U
= 2R(U, X)Y,

par conséquent

9" (Da(J)B ) = g(R(Y, 2)U, JX) + g(R(U, X)Z, JY) — g(R(U, X)Y, JZ)

Ce qui achéve la preuve. m

Théoréme 4.2.1 On reprend les mémes notations ci-dessus; alors on a :

1) Le couple (g, m) est V" -compatible si et seulement si

R(U,JX)Y =0, (4.2.4)
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4.2. Exemple de couple compatible

pour tout couple de champs de vecteurs (X,Y) sur M.

2) Le couple (g, ) est D™-compatible si et seulement si
g(R(Y,Z)U,JX) 4+ g(R(U,X)Z,JY)+ g(R(X,U)Y,JZ) =0, (4.2.5)
pour tout triplet de champs de vecteurs (X,Y,Z) sur M.
Preuve. 1) D’apreés i) de la proposition précédente
9" (Va(J")B,7) = g(R(Y, 2)U, JX) = g(Vyx(J)Y, Z) = g(R(U, JX)Y, Z),

donc
Va(J)B = t(Vix(N)Y) = t,(R(U, JX)Y);

ainsi le couple (g, 7) est V"-compatible si et seulement si
Va(J)B =0, VYa,B,yeQY(M),
ce qui est équivalent a
Vix(J)Y =R(U,JX)Y =0, VX,Y € x(M).
2) D’apres ii) de la méme proposition, on a
g (DX(J*)B,v) = g(R(Y,Z2)U, JX) + g(R(U, X)Z,JY) + g(R(X,U)Y, JZ).
Dong, le couple (g, 7) est D™-compatible si et seulement si
Di(J)B =0, Ya,B,y € Q' (M),

ce qui équivalent &

g (Da(J)B,7) =0,  Va,B,y € QY(M);

autrement dit :
9(R(Y, 2)U. JX) + g(R(U. X)Z,JY) + g(R(X.U)Y.JZ) =0, VXY, Z € x(M),

et ceci d’apres le lemme précédent. m
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4.2.2 Cas particulier

On prend M = G un groupe de Lie, et g une pseudo-métrique bi-invariante (donc Ad
invariante). Dans ce cas, tout champ de vecteurs invariant a gauche est un champ de
Killing. On choisit U un champ de vecteurs invariant & gauche, et on note par la lettre
minuscule v I’élément qui lui correspond dans l'algébre de Lie G = T,.G, on fait de méme
pour tout champ de vecteurs invariant & gauche. Le théoréme précédent prend la forme

suivante :

Théoréme 4.2.2 1) Le couple (g, ) est V™ -compatible si et seulement si

pour tout couple de vecteurs (x,y) dans G.

2) Le couple (g, m) est D™-compatible si et seulement si
Hua l’] ) [u7 y“ =0, (427)
pour tout couple de vecteurs (x,y) dans G.

Preuve. 1) Comme
1
JX = VxU =5 [X,U]

et
R(X,Y)Z = _}l [X,Y], 7],

alors
RU,JX)Y = —i (U, 7X],Y] = —é U,[X, U], Y.

Par identification
1
R(Ua JX)Y = _g Hua [x,u]] 73/] s

et le résultat découle de cette derniére formule.

2) D’aprés 1), on a
g(R<Y7 Z)Uv JX) = g(R(U7 JX)K Z) = _égq[U? [Xv U“ 7Y] ) Z)
et

§(R(U, X)2,.JY) = ~g(R(U, X)(IY), Z) = ~30(([U, X], Y], 2) = Lo([[X. U], [V,U]) 2).
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Or
GRG0, I2) = —2g(([X,0], Y], [U,2)) = o(([1V, X], Y], U], 2)

et d’aprés l'identité de Jacobi
[, [X, U1, YT = [0, XT, Y], U] = [[X, UL [Y, U]
Ainsi
o(R(Y, 2)0,7X) = (X, U]V, U]}, 2) = So((llV, X], Y], U], 2)
= So(X.U), [, U], 2) - g(RW, X)Z, JY),
par conséquent
g R(Y,2)U,JX)+ g(R(U,X)Z,JY)+ g(R(X,U)Y,JZ) = ig([[X, Ul,lY,U]], 2).
D’aprés le théoréme précédent, la D™-compatibilité du couple (g, 7) est équivalente a
g([X, ULV, U], Z2) =0, VXY, Z € X(G),
ce qui caractérise le fait que
[X,U],[Y,U]]=0, VXY €x(G).
Par identification, ceci est équivaut a
[[u, 2], [u, y]] = 0

pour tout couple de vecteurs (z,y) dans G. =

4.3 Variétés de Riemann-Poisson

4.3.1 Variétés de Poisson pseudo-riemannienne

On se donne une variété de Poisson (M, 7) munie d’une métrique pseudo-riemannienne g*
sur le fibré cotangent 7 M, on note g sa métrique duale et D™ la connexion de Levi-Civita
contravariante associée au couple (g*, 7).

Apres avoir étudié les deux notions de compatibilité du couple (g, ), il est naturel

d’introduire une nouvelle structure sur la variété M.
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Définition 4.3.1 Une variété de Poisson pseudo-riemannienne est un triplet (M, g*)
ot (M, ) est une variété de Poisson et g* est une métrique sur T*M telle que la connexion
de Levi-Civita contravariante de métrique g* est une connexion de Poisson.

Si de plus g* est définie positive, on dit que (M, 7, g*) est une variété de Riemann-

Poisson.

Proposition 4.3.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le triplet (M, 7, g*) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne.
2. Pour tout o, 8 € QY (M) et tout f € C*°(M), on a

m(Dydf, B) + m(a, Djdf) = 0. (4.3.1)
Preuve. Comme DT est sans torsion alors

_[ﬂ-vﬂ-]S(a>B>7) = (Dﬂﬂ-) (a,ﬁf}/) + (Dﬂﬂ-) (67770‘) + (Dﬂﬂ-) (’7,0&,6).

Or 7 est un tenseur de Poisson, par conséquent

(D) (e, B, ) + (D) (8,7, &) = w(Dgy, B) + m(ev, D).

D’ou
— (D) (df, v, B) = m(DLdf, B) + m(ex, Djdf ).

Comme lapplication v — — (D7) (7, a, §) est C*°(M )-linéaire alors, (D™1) = 0 est équiv-
alent a

(D™) (df,a, B) = 0, Va, € QYM), Yf e C™(M),

ou bien
m(Ddf, B) + m(a, Djdf) = 0, Ya,B € QY(M), YfeC>®(M);

d’ou la proposition. m

On aura besoin par la suite du lemme suivant :
Lemme 4.3.1 Pour toute fonction f € C*(M) et tout o, 3 € Q' (M), on a
(Ci,9%) (. B) = g*(DZdf, B) + g (e, D). (4.3.2)
Preuve. Pour tout f,g,h € C*(M), on a

(L1,9%) (dg, dh) = t(df).g"(dg, dh) — g* (L, dg, dh) — g*(dg, Ly, dh),
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comme D™ est compatible avec la métrique g* et que Ly, dg = d{f, g} = [df,dg], on a

(Lr,97) (dg,dh) = g"(Djdg,dh)+ g*(dg, Dgydh) — g"([df  dg],. . dh) — g"(dg, [df, dh],)
= 9" (Dgdg — [dfdg] . dh) + g*(dg, Dggdh — [df ,dh] )
= 9" (Dg,df,dh) + g*(dg, Dg,df );
mais I'application («, 3) — g*(D3df, B) + g* (o, Djdf) est C*°(M)-bilinéaire, ce qui donne

le résultat recherché. m

4.3.2 Variétés de Riemann-Poisson réguliéres

Définition 4.3.2 Une variété de Riemann-Poisson réguliére est une variété de Riemann-

Poisson dont la structure de Poisson est réquliére.

Soit (M, m, g*) une telle variété, on note par T'S la distribution tangente au feuilletage

symplectique régulier. Parce que la métrique est définie positive, on a
T*M = Kern & (Kerm)™,
ou
(Ke7‘7r)L ={a e T*M tels que g¢*(«, ) =0, pour tout 3 € Kern}. (4.3.3)
on note H = f,(Kerm) ot H est la distribution transverse au feuilletage symplectique.

Comme

TM =TS&H
on aura T'S = 4, ((Kerm)™®).

Le morphisme de fibrés i, restreint a (Kerm)* et a valeurs dans T'S est un isomorphisme.

On définit la forme symplectique w par

w(u,v) ;== 74 (u), 1 (v)), pour tout wu,v € TS. (4.3.4)

™

Proposition 4.3.2 Soit (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson réguliére et soit D™ sa
dérivée de Levi-Civita contravariante, alors

1) Si 8:(8) = 0 alors, pour tout o € Q*(M), on a t,(D*3) = 0.

2) La dérivée D™ est une F-connexion (i.e. Yo € QY (M); #,(a) =0 = DT =0).

Preuve. 1) Soient a, 3,7 € Q' (M) tels que £,(8) = 0, comme le tenseur de Poisson est

paralléle par rapport & D™, on a

Y(#(D3B)) = w(D3B,7) = tr(a).7(B8,7) — (8, Dgy)
= ﬂw(a)Y(ﬁw(ﬁ)) - DgV(ﬁﬂ(ﬁ)) =0
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et par conséquent #.(D7/3) = 0.

2) On suppose que f,(a) = 0, comme D™ est sans torsion, et d’aprés 1), on trouve

8:(DEB) = tx(Dja+ [a,B],) = t=(Dfe) + (e, 8,)
= Hr(Dja) + [tx(a), t(8)] = 0.

Ainsi D € T (Kerm). Reste a démontrer que D73 € I'((Kern)") pour que D73 = 0.
Soit v € QM) tel que #,(y) = 0, il suffit de démontrer que g*(DT3,v) = 0. Grace a
la décomposition T*M = Kerm @ (Kemr)L, on écrit f = [, + By ou B, € T'(Kerm) et
B, € T((Kerm)"), ainsi par définition de D™ on a ¢*(D™,,~) = 0; d’autre part,

fr(@) =0 = 0={().9"(B2,7) = 9°(D3Ba,7) + g"(Ba, D3y),

mais D7y € ' (Kerm) car ,(y) = 0, par conséquent

g*(D26277> = _g*(627D27) = 07

en conclusion
9" (DaB,7) = 9" (DaB,7) + 9" (D382, 7) = 0.
Le choix de 3 étant arbitraire, ceci démontre que D] = 0. m

La proposition suivante donne quelques propriétés de D((Kern)®™) = (Kert,)".

Proposition 4.3.3 1) L’ensemble I'((Kern)™) est stable par D™ et par le crochet |[., ).
2) Pour tout o, f € D((Kerm)") et tout champ de vecteurs X tangent o H = #,(Kerr),
on a Lxm(a, 5) =0.

Preuve. 1) Soient o, 3 € T'((Kern)®™) et v € T'(Kern); d’aprés 2) de la proposition

précédente et comme g*(5,v) = 0, on a

g (D3B3, v) = —g"(B,D3y) =0,

ce qui implique que D75 € T'((K erw)L); pour la stabilité par le crochet il suffit de remarquer
que [a, f]. = D3 — Dja € I((Kerm)™).

2) Provient de fait que, d’apres 1) on a [a, 5] € T((Kern)") et que si X € t,(Kern),
alors [a, 5] _(X) = 0. D’autre part

[, Bl (X) = Lx7(a, B),

dou Lx7(a,f) =0. m
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Remarque 4.3.1 La possibilité de décomposer le fibré cotangent en deux sous-fibrés orthog-
onaux nous a permet de prouver que la dérivée D™ est une F-connexion; ce qui n’est pas le

cas en général car la métrique n’est pas toujours définie positive.

Le corollaire suivant nous donne des propriétés des variétés de Riemann-Poisson quel-

conques, on a :

Corollaire 4.3.1 Soit (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson, et O l'ouvert réqulier de
la structure de Poisson, alors

1) La dérivée D™ est une F-connezion sur 'ouvert régulier O.

2) La dérivée D™ est également basique sur O, (i.e. pour toute feuille symplectique S C O
et tout o, 8 € QYO) tels que £:(3) |s=0, on a (DZf) |s= [, B, |s)-

3) Pour tout o, f € QY (O) tels que () = ,(8) = 0 et tout f € C*(0), on a

(EHfg*) (aaﬂ) =0.
4) Pour tout couple (f, g) de fonctions de Casimir, g*(df, dg) est une fonction de Casimir.

Preuve. 1) Comme l'ouvert régulier est la réunion finie d’ouverts disjoints et que sur
chaque ouvert la structure de Poisson est réguliére, la dérivée D™ est une F-connexion sur
chacun de ces ouverts (deuxiéme assertion de la proposition 4.3.2).

2) On a pour toute feuille symplectique S C O,

(D3B) s = la. B, Is= (Dja) |s,

or D™ est une JF-connexion, donc

() [s=0 = (Dja) |[s=0 = (DiB) |s= [o, B], |5 -

3) D’apreés le lemme précédent
(L1,97) (o, B) = g"(DLdf, B) + 9" (o, D5df),
d’un autre coté, comme D™ est une F-connexion sur O, alors
Vo, 3 € Q1(0), (tx(a) = tx(8) =0) = (Didf = Djdf =0, Vf €C>*(0)).

Par conséquent (Lp,g*) (v, f) = 0.
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4) Soient f, g deux fonctions de Casimir sur (M, 7). Pour tout h € C*°(M), on a

{h.g"(df dg)} = Hn.g"(df,dg) = g"(Diydf,dg) + g"(df, Djydyg)
= 9" (Dydh + [df,dh]_,dg) + g"(df, Dj,dh + [dg, dh],)
= g (Dgdh, dg) + g"(df, Dg,dh) + g"([df , dhl. . dg) + g"(df [dg, dh],.);
mais comme f et g sont des fonctions de Casimir, on a [df,dh|_ = d{f,h} =0et [dg,dh] =
d{g,h} = 0; d’'un autre coté, sur l'ouvert régulier O on a; du fait que D™ est une F-
connexion, Dj.dh = Dj dh = 0; par conséquent, sur O on a {h, g*(df,dg)} = 0. Par densité
on a {h,g*(df,dg)} = 0 sur M, ainsi g*(df, dg) est une fonction de Casimir. =

4.3.3 Feuilletage de Kihler-Riemann et variétés de Riemann-Poisson
réguliéres
Définition 4.3.3 Un champ de vecteurs X sur une variété feuilletée (M, F) est dit fewil-

leté si son crochet de Lie avec tout champ de vecteurs tangent aux feuilles est également

tangent aux feuilles.

Remarque 4.3.2 Dans le cas ou F est le feuilletage symplectique d’une variété de Poisson

(M, 7), alors le champ X est feuilleté si et seulement si :
Va € QY (M), [X,#:(a)] € TS. (4.3.5)

Définition 4.3.4 Une métrique riemannienne g sur une variété feuilletée (M, F) est quasi-
fibrée si pour tout couple de champs de vecteurs (X,Y) feuilletés et perpendiculaires en
chaque points aux feuilles, la fonction g(X,Y') est constante sur les feuilles (i.e. basique).

Si une telle métrique existe, on dit que F est un feuilletage riemannien sur (M, g).

D’un point de vue intuitif, pour un feuilletage riemannien, la distance entre les feuilles

est localement constante.

Définition 4.3.5 Soit M une variété différentiable munie d’un feuilletage riemannien F.
On dit que F est un feuilletage de Kdhler- Riemann si toutes les feuilles sont munies d’une

structure de variété kahlérienne.

On définit 'espace des fonctions basiques (transverses ou constantes sur les feuilles) sur

une variété de Poisson (M, ) par

Qp(M) = {f € C*(M) tel que H; = t(df) =0} = H(M);
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4.3. Variétés de Riemann-Poisson

et 'ensemble des 1-formes différentielles basiques par

Qi (M) :={a € Q' (M) tel que #.(a)=0 et ([a,8]. =0, VB€Q' (M)} (4.3.6)

™

Plus généralement
V(M) :={weQ(M) tel que Ly mw =0, V3e Q' (M)} (4.3.7)

Comme la différentielle extérieure commute avec la dérivée de Lie, cela démontre que
d(QV(M)) € Q¥ (M). On parle alors de Cohomologie basique.

Proposition 4.3.4 Soient (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson réguliére et o €
['(Kerm), les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La forme « est basique.

2) Le tenseur D™« est nul.

3) Le champ t,(a) est feuilleté.

4) On a Lyym=0.

Preuve. 1) <= 2): On a
D'a=0 < (VB € Q (M), Dja=0) < (V8 € Q' (M), DiS+ [o, 8], = 0).

Rappelons que par hypothése #;(a) = 0 et que, du fait que D™ est une F-connexion, cela

entraine D73 = 0. Par conséquent,
D'a=0 < (V3 € Q' (M), |a,B] =0).
3) <= 4): Soient v € I'(Kerm) et B € ' ((Kerm)*). On a
T(fe(a), 8(B)]) = —dy(By(a), §x(8)) — 8= (8).7(Hy(ax))
= (B, iy dy) — 7(8, d [y(g())])
= —7(B. i,y + d (izy()7)) = =7 (B, Lgy(@)7)

= Ly 7(B,7)-
D’aprés 2) de la proposition 4.3.3 on a I'équivalence.
2) <= 3): Pour tout v € I'(Kerm) et f € I' (Kerm)*), on a
Y([Hg(@) 8(B)]) = Y(Ly.(mts(a)) = tx(8) 7 (Eg()) — (L. (5)7)g ()
= ¢"(Dza,7) +9"(Djv. ) — g™ (o, Ly, (5)7)
= 9"(Dja,y) + 9" (D, ) — g™ (@, Ly (1))
=g (e, [B,7]x) — 9" (e dm (B, 7)),
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4.3. Variétés de Riemann-Poisson

on a fi,(v) =0 et D™ est une F-connexion symétrique, par conséquent

Y([#g(), 8(8)]) = 9" (D5, 7).

D’ou I’équivalence. m

Lemme 4.3.2 Soit (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson réguliére. Pour tout vy, 3 €

QL(M), la fonction g*(v, B) est une fonction de Casimir.

Preuve. On appliquant le théoréme d’Alain Weinstein, toute 1-forme basique est une
combinaison C* (M )-linéaire des différentielles extérieurs de fonctions de Casimir. D’aprés
4) du corollaire 4.3.1 en on déduit que g*(y, ) est une fonction de Casimir, pour tout
7,8 €Q(M). =

On définit la métrique g sur TM = T'S ® ‘H comme suit :

g(ﬂg(@)7ﬂg(6)):g*(aaﬁ)a Oé,ﬁEKG?"W
g(u,v) = g* (4 (u), 8, (v),  w,veTS (4.3.8)
g(u, 14(8)) = 0, e Kerm, ueTS

Soit S une feuille symplectique. La métrique gg est la restriction de g a S, elle est par
construction non dégénérée. Ainsi (S, gs) est une variété riemannienne. Si on note V° la

connexion de Levi-Civita de gg, elle vérifie :
Vi (@ix(B) = t-(DEB), pour tout «, 3 € T((Kerm)™), (4.3.9)

et si on note wg la forme symplectique de S, alors le couple (gg,ws) définit sur .S un champ

d’isomorphismes Jg comme suit
9s(Js(u),v) = wg(u,v), pour tout wu,v e TS. (4.3.10)

Grace a la décomposition polaire, le champ tensoriel Ag = JS.(—Jg)% définit une structure
presque complexe sur S. Cette structure est intégrable car V? (As) = 0; par conséquent, S
est une variété complexe, munie de la métrique hermitienne hg = gg + 2iwg, elle devient
une variété kihlérienne. Ainsi, le feuilletage symplectique F est un feuilletage de Kihler-

Riemann.

Théoréme 4.3.1 Soit (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson réguliére, alors la métrique

g est quasi-fibrée et le feuilletage symplectique est un feuilletage de Kdihler-Riemann.
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4.3. Variétés de Riemann-Poisson

Preuve. Nous venons de prouver que F est un feuilletage de Kéhler-Riemann et d’aprés
le précédent lemme, pour tout X = ,(a), Y = #,(8) oua, B € Q} (M), la fonction g(X,Y) =
g* (v, B) est une fonction de Casimir, par conséquent, la métrique g est quasi-fibrée. m

Inversement, on a :

Théoréme 4.3.2 Soit (M,F,g) une variété différentiable munie d’un feuilletage rieman-
nien F. On note F la distribution tangente aux feuilles et on suppose qu’il existe w € T'(A?F)
qui vérifie :

1) Pour toute feuille S, la restriction de w a S est une forme symplectique paralléle par
rapport a la connexion de Levi-Civita de la restriction de g a S.

2) Pour tout champ de vecteurs feuilleté X, localement perpendiculaire aux feuilles, et

pour tout couple (U, V') de F', on a
£XM(U, V) =0.

Alors, il existe un couple (m, k), tel que (M, m, k) est une variété de Riemann-Poisson

régquliere de feuilletage symplectique F .

Preuve. La démonstration se fait en effectuant le chemin inverse de la démonstration
du théoréme précédent, nous donnerons les principales idées.

On a

TM=F&F*, TM=F & (F°)",
avec
Fe={aeT*'Mtqa(X)=0 VX € F}.

On note #, : T*M — TM Pisomorphisme induit par g, ainsi #,(F°) = F- et #,((F°)") = F.

On prolonge la forme w & M en posant

fyw =0, Yue F*;

par conséquent, ’application w : F' — (F")L qui a chaque u associe w(u,.) = i,w est un

isomorphisme d’inverse w™! : (F °)L — F. On définit le champ de bivecteurs 7 par

{ ww(a)w (), si afe (F)T
(e, B) =
0, sinon,
et une métrique riemannienne k£ par
gw™a),w(B),  si a.BE(FO)
B0, B) =0 glt, (), £, (), sia,f€F°

0, SINON.

Enfin, on démontre que (M, 7, k) est une variété de Riemann-Poisson réguliére. m
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4.3. Variétés de Riemann-Poisson

4.3.4 La cohomologie de Poisson d’une variété de Riemann-Poisson
réguliére
On rappelle que la cohomologie de Poisson est la cohomologie du complexe (x*(M), ;). On

définit les deux sous-espaces vectoriels x5 (M) et ) (M) de x?(M), 1 < p < dim M, par
Xo(M) ={Q € x"(M), tel que i,Q =0, Vae Kert,} (4.3.11)
et
X2(M) = {Q € xP(M), tel que Q(ay, sz, ..., ) = 0, Yoy, g, ..., € (Ker:)"}. (4.3.12)

Lemme 4.3.3 1) On a x*(M) = x§(M) @& x} (M), 1<p<dimM.
2) De plus, 6:(;(M)) € xj (M), j =0,1.

Preuve. 1) On considére 'application linéaire 2 : QP(M) — xP(M) définie dans le
chapitre précédent (définition 3.1.4). Ainsi x§(M) est isomorphe & I'image de 2 et x7 (M)

est isomorphe & son noyau; par conséquent
XP(M) = xg(M) @ x1(M).

2) Soit @ € x§(M) et soit o € Kerf,. On remarque que £,Q = 0, ce qui est équivalent

671*(%1@) + ia(&r@) = 07

mais 7,() = 0 par hypothese, donc ,,Q) € XSH(M).

p+1

Pour démontrer 6, (X7 (M)) C X7 (M) il suffit d’écrire la formule de Q) et de remarquer

que (Kert,)" est stable par le crochet [.,.] . =

Corollaire 4.3.2 Les deux injections canoniques xb(M) — xP(M) et xXJ (M) — x?(M)
induisent deux morphismes Hy(M) — H2(M) et H(M) — HE(M) ot H; (M) est la coho-
mologie de (x%(M),0.), j =0, 1.

Définition 4.3.6 La cohomologie feuilletée d’une variété M munie d’un feuilletage régqulier

F est la cohomologie du complexe (- (M) = T'(M; AP(TF)),dr = d). On note Hy(M) cette

cohomologie.

Proposition 4.3.5 Pour tout entier p tel que 1 < p < dim M, la restriction de t2 & Q% (M)
établit un isomorphisme entre QV-(M) et xo(M), lequel induit un isomorphisme de groupes
de cohomologie Hy(M) et HY(M).
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Preuve. Provient du fait que Q%(M) = (#2)”' (Im#2). =
Lemme 4.3.4 Pour toute forme basique w € QY (M), on a d.(f2(w)) = 0.

Preuve. C’est une application directe de la définition d’une forme basique. m
Par conséquent, on obtient une application injective 2 : QF (M) — HY(M).

Avec ce lemme et la proposition qui le préceéde, on vient de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 4.3.3 Soit (M, 7, g*) une variété de Riemann-Poisson réquliére. Pour tout

1 <p<dimM on a une application injective
Q) (M) ® Hy(M) — HE(M). (4.3.13)

En particulier
Qi (M) ® Hp(M) ~ HX(M). (4.3.14)

™

4.4 Algébres de Lie pseudo-riemanniennes

Soit (G, [.,.]) une algeébre de Lie munie d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée a.

On définit sur G une application bilinéaire

A: GxGg — @G

(u,v) — Ay

par
2a(Ayv,w) = a([u,v] ,w) + a([w,v] ,u) + a([w,u] ,v), pour tout w,v,w e G. (4.4.1)

Proposition 4.4.1 Pour tout u,v,w € G, lapplication A satisfait

1) A — Ayu=u,v];

(4.4.2)
2) a(Auv,w) +a(v, Ayw) = 0.

Preuve. 1) On a
2a(Av,w) — 2a(Ayu, w) = 2a([u, v], w),
donc

a(Av — Ayu,w) = a([u, v],w).
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2) On a

2a0(Ayw,w) = a([u,v],w)+ a(jw,v],u) + a([w,u], v)
= _(a([uvw]71})_’_@([7}7“}’w)_’_a([?}?w]vu))
= —2a(Aw,v),

d’ou I'égalité. m
Définition 4.4.1 Le triplet (G, [.,.], a) est une algébre de Lie pseudo-riemannienne si
[Ayv,w] + [v, Ayw] =0,  pour tout wu,v,w € G. (4.4.3)
Si de plus a est définie positive, on dit que (G, [.,.], a) est une algébre de Lie- Riemann.

Le théoréme suivant démontre que la notion d’algébre de Lie pseudo-riemannienne est

la version infinitésimale de la notion de variété de Poisson pseudo-riemannienne.

Théoréme 4.4.1 Soit (M, 7, g*) une variété de Poisson pseudo-riemannienne, soit x € M,
tel que la restriction de la pseudo-métrique g% o Ker(f,(x)) := G, est non dégénérée. Alors
la structure d’algébre de Lie sur G, obtenue en linéarisant le tenseur de Poisson au point x

est une algébre de Lie pseudo-riemannienne.

Preuve. Soient «, 3 € G,, le crochet de Lie [., .|, sur G, est défini par

o, 8], = dx(w(&,B)), &,B c QY (M) tq a,=a, B, =0 (4.4.4)

Le couple (G,,[.,.],) est ainsi 'algébre de Lie obtenue en linéarisant le tenseur de Poisson
au point x.

On note a, la restriction de ¢ & G,,, qui est non dégénérée, et on définit A, par

20, (Aral3,7) = ([0, B, 7) + ax([7, B, @) + ax([y, 0], . 8) o, B,y € G (44.5)

On a pour tout &,Bﬂv € QY(M) tels que a, = a, Em =B, % =",

2.95((DEB)a7) = 249" ((DZB),9)}Hx)
= ﬁﬂ(a)xg;(ﬁa ’7) + ﬁw(é)x-g;(av 7) - ﬂﬂ(%)x-g;(aa B)
+9:([ Blx(x),7) + 92([7, Bla (), @) + g2([F: (), B);

or #:(a); = 8:(8)z = :(7)x = 0 par hypothese et

[aa B]W(ZE) - d:}c<ﬂ-(a75)) - [O@B]x?
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on trouve

2.05((D2B)syy) = gi(len Bl,.7) + g2 (7, B, @) + g2, al, . B)
= a.(la, B, ,7) +a.([v, 0], ,a) +a([y,al,, B)
= 2-ax(Axaﬂ:7)'

Reste a démontrer que (DZ3), € G,, auquel cas, on aura
AzaB = (DZB)s.
En effet, pour tout u € QY(M), on a
uw(tx(D3B)) = (DB, ) = tx(@).7(B, 1) — w(B, Dip)
= tr(@).7(B, 1) — Dip(tx(8));

comme (&), = #:(3), = 0, on déduit que j:t,r(DgE)gC = 0 ainsi (Dgﬁ)m € g,.
Soit f € C®(M) tel que d,.f = v € G,, comme (M, 7, g*) est une varié¢té de Poisson

pseudo-riemannienne, alors

w(D3df, B) + =(@, D3df) = 0,

ainsi
e B, + [0 Avs, = | D3df.B] () + |&, D3] (@)
= d,(r(D3df, B) + =(@, D3df)) = 0.
Par conséquent, le triplet (G, [.,.], ,a,) est une algebre de Lie pseudo-riemannienne. m

Comme le dual d’une algebre de Lie est muni d’une structure de Poisson linéaire naturelle,
le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que le dual d’une

algebre de Lie soit une variété de Poisson pseudo-riemannienne.

Théoréme 4.4.2 Soit (G, [.,.]) une algébre de Lie, son dual (G*, ) admet une pseudo-
métrique g* pour laquelle (G*, m, g*) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne si et

seulement si G est une algébre de Lie pseudo-riemannienne.

Preuve. On suppose qu'il existe une pseudo-métrique ¢g* sur G* pour laquelle (G*, 7, g*)
est une variété de Poisson pseudo-riemannienne, comme la structure de Poisson linéarisée
en zéro de (G*, m) est exactement la structure d’algebre de Lie de G, d’aprés le théoréme

précédent G est une algébre de Lie pseudo-riemannienne.
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Inversement, soit a une pseudo-métrique sur G pour laquelle (G, [.,.], a) est une algebre

de Lie pseudo-riemannienne; on définit une métrique g* sur 7#G* := G* x G par

g (), (1)) = au,0),  pe g, uved. (4.4.6)
Le tenseur de Poisson est défini par

m(du,dv)(p) := pu([u,v]), pegG*, uvedgd. (4.4.7)

[du, dv], = du,v] et DJ,dv=d(Aw);

avec cette construction, (G*, m, g*) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne. ®

Exemple 4.4.1 En appliquant le théoréme 4.2.2, on s’apercoit que so(3) munie de produit
scalaire euclidien g n'est pas une algébre de Lie-Riemann car (so*(3), m, ¢*) n’est pas une
variété de Riemann-Poisson. Cependant, l’algébre de Lie d’Heisenberg H, (qui est isomorphe
a (R3 [.,.]) avec [er,es] = e3 et [e1,e3] = [e3,ea] = 0), munie de la métrique g est une

algébre de Lie-Riemann.
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5]

Application

5.1 Structure de Poisson compatible avec la métrique
canonique de R?

Apres avoir introduit la notion de variété de Poisson pseudo-riemannienne au chapitre précé-
dent, nous allons étudier les structures de Poisson compatibles avec la métrique euclidienne

canonique de R3.

Soit {dx,dy,dz} la base canonique de Q2!(R?); la métrique euclidienne contravariante g*

est définie dans cette base par

g*(dz,dx) = g*(dy, dy) = g*(dz,dz) = 1
g*(dx,dy) = g*(dx,dz) = g*(dy,dz) = 0.

Un champ de bivecteurs 7 sur R? est donné par

o 0 o 0 o 0

Wzﬂlga—x/\a—y—Fﬂlg%/\a—Fﬂ'gga—y/\a, (5.1.1)
ou
1o = w(dx,dy), w3 = 7w(dx,dz), w3 = w(dy,dz)
sont des fonctions différentiables sur R3.
On a donc
fo(dx) = ﬂlga% + 7r13%
br(dy) = —m12 2 + Tz 2 (5.1.2)
fir(dz) = —7T23a% - 77133%7
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et le crochet [., .| est défini par

[d:U, dy} = d(ﬂ(dx, dy)) =dmg = 87r12 dx + 6”12 dy + 87r12 dz
[de, dz], = d(w(dz, dz)) = dms = aﬂd:c + 8ﬂdy + mdz (5.1.3)

[dy, dz], = d(w(dz,dy)) = dmas = 0”23dx + 8”23dy + ‘9”23 dz.

La dérivée de Levi-Civita contravariante D™ est définie par ces symboles de Christoffel

{chj, 1<,k < 3} qui sont donnés par les formules suivantes :

11 21 31 12 11 Omi2 13 11 Omi3 23 21 1/0ma3 371‘13 8#12
P =2 =T¥ =0 TR2=-T}l=2m IB=_pil=9ms [2_ _[2 = L(0my oms y oma)
22 12 32 22 21 Omi2 23 22 Omas 13 12 1 67T23 87r13 67r12
33 __ 1713 _ 123 _ 33 __ 31 o3 33 32 Omag 31 32 1 871’23 67T13 Omio
[P=TP=TP=0 IP=-TP=0m PP= TP=0m T§= TR=1(%m om_om,

(5.1.4)
Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour que (R3, g*, ) soit une variété de

Riemann-Poisson.

Lemme 5.1.1 5% champ de bivecteurs w est compatible avec g* alors il existe une fonction
différentiable f sur R3 telle que

of o (of of
(8z> or "oy~ (8y) 0z " 02 az * (a:::) oy " 92 az (5.1.5)

Preuve. On a vu dans le précédent chapitre que la condition de compatibilité entraine

que I'application C*°(R?)-bilinéaire
(o, B) ¥ Lu,g" (o, B) = g"(Dydh, B) + g* (v, Ddh)

est anti-symétrique pour toute fonction différentiable h sur R3, par conséquent elle est de

trace nulle; or sa trace dans la base canonique est égale a
o(h) := g" (D3, dh,dz) + g"(Dyg,dh, dy) + g*(DZ{ydh, dy), Vh € C™(R?). (5.1.6)

On calcule ¢(h), comme

. . oh . oh . on
g" (D} dh,dx) = ax.g (D} dx,dx) + 8 9" (D7 dy,dx) + P .9 (DI, dz,dx) + 1, (dx). <8x>
_ 0h o oh 2 oh 13 0 0 oh
= gt T, I g I (meg tmag ) {5
8h (97'('12 ah (971'13 82h 82h
= —-—. —_—. —|—7T12 —+

dy 0xr 0z Ox Oyox 3 0r
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alors
oh oh oh 0 0 oh
(D% dh,dy) = —.TI3'4+ —TI324 —TI2+ | w9 — || =
g ( dy @i, y) or 2 + 8y 2 + 9z 2 + ( 7T12a$ +7T23az> (ay)
. _% 871'12 % 87'('23 _ th + 82h
 9x 9y 0z Oy Wl?@acay M?’@zay
et
oh oh oh 0 0 oh
(DT — —.F31 —.F32 —.F33 _ — _ i
g ( dzdh7 dZ) or 3 + y 3+ EIRE: + ( 7T138x 7T238y> (32)
o _% 877'13_@871'23_77_ 82h g (‘32h
 0x 0z Oy 0z Boxoz " Poyoz
Donc

o) = 0 Omz  OhOmy  Oh Oma  Oh Oag  Oh Omiy  Oh Oma
Oy Ox 0z Or  Ox 9y 0z Oy Ox 0z Oy Oz
o (_677'13 _ 077'12) 8h i <8W12 871'23) 8]1 4 (677'23 i 871'13) 8h

0z dy Ox or 0z 8_y dy or ) 0z

_ _37T13_37T12 £+ 87r12_87r23 2—}— 87r23+07r13 ﬁ s
0z dy ) Ox Ox 0z ) Oy dy Oxr ) 0z
comme {a%’ a%’ %} est une base de C*(R3)-module libre x(R?) alors, ¢(h) = 0 pour tout
h dans C*(RR?) est équivalent au systéme d’équations

oy

0z
Omi2  Omas -0
ox 0z

o Omis _
% 4 2 =,
ce qui est équivalent & dire que la 1-forme différentielle
7T23d37 — 7T13dy + 7T12dZ

est fermée; R? étant simplement connexe, cette forme est exacte, par conséquent il existe

une fonction différentiable f telle que

af of af
e = —_— i = —_— i = —
23 8x ) 13 ay ) 12 82’ )
ce qui donne le résultat recherché. m

Corollaire 5.1.1 Dans ce cas la dérivée D™ aura pour symbole de Christoffel

T =TH =T =0 IM?=-T§l =2 0f pB__pil=2m_ &L
2 2
[P =T =T$=0 I'P=-T3 =22 2L TP T %2 _ L
TP =TP=TP=0 I'P=-TH =20 0L P _TP=2m_ FL
Tf = 3(% + 50 + %5 = 5(5h + 5 + &) = T
LY = 5( + 5 = %) = (G + 5 - 5 = —T¥°
2 2 2
P3t =g (% — % — B) = 2ot — g — ) = IT
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Pour que la condition nécessaire du précédent lemme devient suffisante, il faut une

contrainte supplémentaire sur la fonction f; d’ou le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.1 Le champ de bivecteurs m est compatible avec g* si et seulement si il

existe une fonction différentiable f sur R? telle que

of 0 of of
(8z> Ox Aﬁ_y_ (0y> oz " 2 8z i (8:E> dy A&’
et f vérifie [’équation
d(g*(df,df)) — A(f).df =0 (5.1.7)

ol

2 2 2
f 0°f, 0

Alf) = or?  Jy? 022

est le laplacien euclidien de f.

De plus, [ est une fonction de Casimir de la structure de Poisson (R3, ).

Preuve. Pour que (R?, g*, 7) soit une variété de Riemann-Poisson il faut et il suffit que

D™ QYR3) — x*(R?) soit identiquement nul; ce qui est équivaut a
Dy, m= Dg,m= Dg,m=0.

On a
o _ opr [(OINO9 O (Of\ O Q 9fy9 9
DW”"D“{Qk ox "y (@)8 (&)a Aa}
9 of\ & 0
gy~ (s > e+ (05 0 o

"3
Of e (0, O\ Of o, af o 0\
T35 Dia aang> ayDM(aan%> BE Dﬂ(ayAa;)

of af o af o af __ oOf 82f 8f82f
be(dz). 50 = \ 525, — 5,9:) 65 = 555995 — 5y 657

of o _ 0f 0 ﬁ_ﬂﬂ_ﬁ_32f
0z Oy Oy 0z ) 0y — 0z dy? Oy 020y

dy
) = (34 - 8% o = Sk -
et d’autre part
0\ _ . d 0 . 0 o B
Ddﬁ%) = - {a—I(Ddxdx)} o {%(Ddxdy)} ay {3x (Ddzdz)} s
;0 OPf o0 0*f 0
0z  0x0z0y 0xdy0z’




5.1. Structure de Poisson compatible avec la métrique canonique de R?

de la méme maniére

R N T T
D)= TP TP TP = ZLE G+ -5D8
ainsi
Di (50 g) = DR A 5+ 5 ADLG)
B Pf 0 o 1,0 P*f  0*f. 0 0
T Oxdydy 9z  2'0x2  Oy? 8z2)0a: 9z’
et
D3 (5 n5) = Dilg)na+ 5 ADLGE)
_f o 0 0?f 0
0x0z0x 0z Oxdyoxr Oy’
DL (505 - D§$<§>A%+§ng<§>
O ®f 9 1 2f o f f. 0 0
T 020z 0y 82 2(8562 oy? 822)833 Ay’
Par conséquent
. <8f 02f  Of 0*f 1(9f( 2f 0 f 82f>) o 0
D m = | == + = — N
0z 0ydz  Ox dxdy 20y (9:1:2 oy? 022 or Oy
+(8_f 0 f of 0 f 1_f< 0 f 82f 8%‘))&/\2
oy Oydz = Ox 0x0z 20 Ox? 022 or 0z’
de la méme maniére
Dr o - (_5_f 0 f of 0 f 18f< 8f 82f 0%))2/\2
dy 0z 0x0z ' dy dxdy 0x? 022 oxr Oy
+<% 0 f of 0 f laf( f 82f 8%‘))2/\2
Oy Oydz = Ox 0x0z = 20z Ox? 022 oy 0z’
DT (_ﬁ 0 f _of o0 f 1(9f( f (92f 8%))2/\2
du 0z 0xdz 8y 0xdy 20z 822 oxr 0z
+( of 0*f _of 0% f 10f (82f_82f 8%))2/\3
9z Oydz  Ox 8x6’y ox2  Oy? 022 oy 0z

On remarque que

Dg,m = 5 ( 5, {d(g(df. df)) —
Dj,m = 5 3 {d(g(df. df)) -
Dpm=3 (a1

Af)-f} g5 A gy + 5z Adlg™ (A df) —
Af)dfY 2 nE+
d(g*(df,df)) = A(F).df} 2 A2+ 2 {d(g*(df,df)) — A(f).df} 2 A 2
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o 1d(g*(df, df)) —

A(f).df}y 2 A2
A(f)df}y 2 A 2

(5.1.8)



5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R?

Ainsi D™r =0 est équivalent &

S a0, d7) = AP} = £ {dla” (. df)) = AP} = 5 {0 ) — ALY} =0,

d(g*(df, df)) — A(f).df = 5 {d(g"(df  df)) — A(f).df } du
+a; dlg™(df, df) — A(f).df Y dy + & {d(g"(df  df)) — A(f).df } dz = 0.

On calcule le champ hamiltonien de f, on a

of of of of

0 0
H o =tuldh) = teGtae s iy iy = W pany + D + Hania)

ofof o ofofo ofof o  ofof o ofof o ofof o

Or 0z0y O0xrdydz Oydxrdz 0Oydzdr 0z yor azﬁxﬁy_;

donc f est une fonction de Casimir de la structure de Poisson (R3 7). =

5.2 Structures de Poisson linéaires compatibles avec

la métrique canonique de R’

Une structure de Poisson linéaire est donnée par un champ de bivecteurs

0 0 0 0 0 0
7T:7T12—/\—+7T13—/\—+7T23—/\

oxr Oy or " 0z oy 0z’

oll g, T3, T3 sont des formes linéaires sur R3.
Ainsi pour celles qui sont compatibles avec la métrique euclidienne de R? la fonction f

donnée par le précédent théoréme est une forme quadratique, une telle fonction s’écrit
f(z,y,2) = ax® + By* + v2° + 2axy + 2bxz + 2cyz; a,B,7v,a,b,c € R. (5.2.1)

Cherchons des conditions sur les constantes «, (3, 7, a, b, ¢ pour que f soit une solution de
I’équation
dg* (df, df) — A(f)df = 0.
On a d’une part

1
§df(x, y,2) = (ax + ay + bz)dz + (ax + By + cz)dy + (bx + cy + vyz)dz

et
A(f) @,y 2) = 2(a+ B+17),
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R?

donc
(A(H)df) (z,y, 2) = 4(a+B+7) {(ax + ay + bz)dz + (ax + By + cz)dy + (bx + cy + yz)dz} .
D’autre part

1
Zg*(df, df) = (az+ay+b2)*+ (ax + By + c2)* + (bx + cy + 72)?
= (@ +a®+0)2? + (B2 +a® + A+ (Y + 07+ )2
+2(a(a + B) + be)ry + 2(b(o + ¥) + ac)xz + 2(c(B + 7) + ab)yz;
ainsi

{dg*(df,df)} (z,y,2) = 8{(a®+a®+b*)z+ (a(a+ B) +bc)y + (b(a+7) + ac)z} d
+8{(ala + B) + be)z + (B> + a* + )y + (c(B + ) + ab)z} dy
+8{(b(a+7) + ac)z + (c(B+7) + ab)y + (v + b* + *)z} d=.

L’équation dg*(df,df) = A(f)df est équivalente au systéme
(a+B+7)a=2(*+a*+0); (a+B+7)c=2(8+")+2ab
(a+B84+7)B=202+a®>+cA); (a+B+7v)b=2(a+7)+ 2ac
(@+B8+7)y=2(v+0*+2); (a+B+7)a=2(a+p)+ 2,

ou bien
(—a+B8+7)a=2a*+b*); (—a+B+7)c=—2ab
(a=B+7)=2(a*+c*); (a—pF+7)b=—2ac
(a+B—y)y=20"+c); (a+p—7)a=—2b

ce qui implique

a_ _a+b® _ _a_ b
c ab b a
B _a¥tc _ _a_ c .
b ac c a ’
Y b4 b ¢
a be c b
par conséquent
ac be
@ D a
_ab _ bc
- c a
— _ab _ ac
c b
On pose
__ __ab. ____bc. __ __ac
t——?, S__E7 ’UJ——?,
alors

a=s+u; Bf=t+s v=t+u
a=+tu, b=+/ts; c=./su.

D’ou la proposition.
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R?

Proposition 5.2.1 Un tenseur de Poisson linéaire

0 0 0 0 0
7T:7T12—/\—+7Tlg—/\—+ﬂ'23—/\—

oxr Oy oxr 0z dy 0z

sur R? est compatible avec la métrique euclidienne canonique si et seulement si il existe

une fonction quadratique

f(z,y, @) = (s +u) 22+ (t + 5) y? + (t + u) 22 + 2V/tuzy + 2Vtsrz + 2/suyz;  (5.2.2)

pour tout t, s, u € R vérifiant su,tu,ts € R, telle que w5 = %, T3 = —%, Tog = %.

Comme conséquence immédiate de cette proposition, la structure de Poisson linéaire

0 0 0 0 0 0

sur R3 obtenue & partir du produit vectoriel, ou en identifiant R* & so(3) := T7,SO(3)
considérée comme l'algébre de Lie du groupe de Lie SO(3), n’est pas compatible avec la
métrique euclidienne canonique de R?, car dans ce cas la fonction quadratique associée au
tenseur mg,(3) est

1
flwg.2) = 5@+t 4 22)

Cependant on a :

Proposition 5.2.2 La fonction ¢ : (z,y, z) — (22412+22)2 est une solution de Uéquation

dg*(df, df) — A(f)df = 0

et par conséquent, le tenseur \/x% + y? + 22.7,4(3) est compatible avec la métrique euclidienne

canonique de R3.
Preuve. On a
do(x,y, z) = 3/ 22 + y? + 22 (vdx + ydy + zdz) ,

donc

060, 0 D00 0 060, 0 o
0z 0xr Oy 8y8x/\82+8x8y/\8273 TEAY 2 Mao(s):

Puis d’une part

g (de, dp)(z,y,z) = 9(z” + y* + 2°)?,
ailnsi

dg*(de, do)(z,y, 2) = 36(z* + v* + 2°)(wdz + ydy + zdz).
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5.2. Structures de Poisson linéaires compatibles avec la métrique canonique de R?

D’autre part
Alp)(x,y, 2) =12/ 2% +y* + 22

Donc
(A(@)d) (,y, z) = 36(x? + y* + 2°) (xdx + ydy + zdz) = dg*(de, dp) (2, y, 2).

Ainsi, le champ de bivecteurs /2% + y2 4 22.7,4(3) est compatible avec la métrique euclidi-

enne canonique de R?. m
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