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Introduction générale

Les modeéles de volatilité ont connu un grand essor ces trois derniéres décennies grace
a leur aptitude & modéliser non seulement 1’évolution des valeurs d’un phénomene mais
aussi leur variabilité, variabilité dont le modele adéquat est la variance conditionnelle. Une
spécification essentielle de ces modeles, notamment les modeéles de type ARCH (Autoregres-
sive conditionnellement hétéroscédastiques), est que la variance conditionnelle est considérée
comme fonction du passé du phénomeéne sous-jacent. Cependant, cette dépendance uni-
quement du passé présente une sérieuse limitation tant le présent n’est pas intégré dans
I’évolution de la variabilité. C’est I'une des principales motivations de I'introduction, dans
les années quatre vingt, d’un autre type de modéles de volatilité ot la variance condition-
nelle est plutét fonction d’un processus exogéne non observable évoluant selon une certaine
structure dont la plus répandue est la structure markovienne homogeéne. Cette classe de mo-
deles dits de volatilité stochastique, puisque la volatilité n’est pas observable au présent, est
considérée comme une bonne alternative des modeles de volatilité observable, a I'instar des
modeéles ARCH/GARCH qui reposent sur ’adéquation entre les concepts de variance condi-
tionnelle et de volatilité. Cette spécification, qui fait de la volatilité une variable observable,
a d’immenses avantages du point de vue statistique (prévision, inférence), mais elle rend
I’étude probabiliste complexe et elle implique des limitations importantes sur les propriétés

dynamiques.

A Topposé, les modéles dits & volatilité stochastique font de la volatilité une variable

latente (non observable) possédant une dynamique propre.

Cependant, la formulation de ces modéles, tout a fait adéquate aux théories financiéres,
présente des difficultés dans leur mise en ceuvre statistique sur la base de données réelles.

La méthode classique du maximum de vraisemblance s’avére trés couteuse voire impossible



TABLE DES MATIERES 2

puisque I’évaluation se fait par rapport a toutes les trajectoires possibles du processus non
observable de volatilité. D’autres méthodes telles les méthodes des moments simple et géné-
ralisée sont plus faciles & mettre en ceuvre mais souffrent d’un déficit d’efficacité statistique
comparées a la méthode du maximum de vraisemblance. Dans les années quatre vingt dix,
un grand intérét & été porté aux méthodes de simulation de Monté Carlo Markov Chain
(MCMC) basées sur I'approche Bayesienne pour l’estimation et des paramétres et du pro-
cessus non observable considéré comme parameétre augmenté. Ces méthodes ont prouvé leur

efficacité statistique sous des délais raisonnables de mise en ceuvre.

Ce mémoire porte sur I’étude probabiliste, statistique et applications des modeles de
volatilité stochastique. Le modeéle étudié consiste en un produit de deux processus : un
processus d’innovation et le processus latent de volatilité s’exprimant via une autoregression
d’ordre un. D’abord on a présenté une étude probabiliste des modeles de volatilité, a savoir
les conditions d’existence de solutions avec des exigences de structure, telle la stationnarité

stricte, stationnarité au second ordre, structure d’autocovariance,. . .

Dans une deuxiéme phase, on s’intéresse au probléme d’estimation de tels modeéles. En
premier lieu on présente la méthode du quasi maximum de vraisemblance dans laquelle
I’évaluation est basée sur le principe de décomposition de ’erreur de prédiction ou les pré-
dictions et les lissages nécessaires sont obtenus grace au filtrage de Kalman. Ensuite, on
étudie le probléeme d’estimation sous I’approche Bayesienne selon laquelle, partant de lois a
priori appropriées pour les parameétres et les latents, les lois a postériori sont obtenus ité-
rativement via 1’échantillonnage de Metropolis-Hasting, une variante connue des méthodes
MCMC. Les deux méthodes sont comparées en échantillons finis & travers des simulations et
dont la meilleure s’avére la méthode Bayesienne. Enfin dans la derniére phase, on propose
d’appliquer la modélisation SV sur des données financiéres réelles ot on induit la volatilité

de séries réelles, le modele étant validé.



Chapitre 1

Outils mathématiques

La quasi-totalité des modeéles de séries chronologiques sont souvent exprimés par des
équations aux différences stochastiques, avec un processus entrée (le plus souvent processus
d’innovation et/ou processus exogéne), une forme de I’équation avec ces parameétres et une
sortie qui représente une solution de cette équation et qui est elle-méme un processus sto-
chastique. L’étude des modeles de séries chronologiques revient a étudier la structure des
propriétés des sorties (stationnarité, ergodicité, ergodicité géométrique, comportement des
queues) en fonction des propriétés des entrées (i.i.d, bruit blanc, différence de Martingale,. .. ),

des parametres, et de la forme de 1’équation.

Equation aux
» différences
€ > ) > Y
(&) stochastique (Y9
Processus entrée anI Processus de sortie
Paramétre 0
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1.1 Processus stochastiques

1.1.1 Introduction

La théorie des probabilités a pour but ultime la représentation mathématique des phé-
nomeénes aléatoires. En fait, on peut classer les phénomeénes aléatoires en deux catégories :
les phénomeénes statiques et les phénomeénes évolutifs (ou dynamiques). Dans le premier cas,
il s’agit d'un fait qu'on admet fixe qui ne se rattache ou ne dépend d’aucun autre fait,
dusse le méme fait & un autre instant ou & une autre région. Le modéle mathématique de
phénomenes aléatoires statiques est la variable (ou vecteur) aléatoire. Lorsqu’on veut in-
férer des informations concernant la distribution de probabilité des valeurs possibles d’un
phénomeéne aléatoire statique, on peut répéter des observations identiques et indépendantes.
Cependant, si 'on désire appréhender certains phénomeénes comme le prix du pétrole & un
instant donné, la taille d’'une population a une génération ou la consommation d’électricité
a une région donnée, on peut encore obtenir un ensemble d’observations prises chaque jour,
chaque génération, ou chaque région, mais & ce moment 1a, les hypothéses d’indépendance
et d’equidistributivité ne sont plus admissibles. Il est plus judicieux, ici, de considérer que
les observations prises & des instants ou a des générations ou encore a des régions diffé-
rentes font partie d’'une méme famille infinie représentant tout le phénomeéne & tout instant,
a chaque génération ou a chaque région. Le modele de variable aléatoire s’avére ainsi in-
suffisant pour décrire les phénoménes qui évoluent par rapport & un ensemble renfermant
une infinité de membres, parfois non dénombrable. Ainsi, on est amené & considérer plutot
une famille de variables aléatoires, évoluant sur un domaine, et dont chacune est destinée
a décrire un moment correspondant de I’évolution du phénomeéne. Un tel modéle est appelé
processus aléatoire ou stochastique et est donc caractérisé par une structure de dépendance
entre membres de la famille et une distribution de probabilité des valeurs, en raison de 1’aléa
qui le caractérise. La théorie des processus aléatoires a pour but de donner les régles de base
pour le calcul des probabilités d’événements se rattachant plutét a des processus aléatoires.
La statistique des processus, quant a elle, permet sur la base d’une observation d’une partie
du phénomeéne d’induire des informations concernant la distribution de probabilité d’un ou

de plusieurs membres du processus ayant généré cette observation.
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Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, ou 2 est I’espace des réalisations possibles, A est
une tribu adaptée a (c’est 'ensemble qui contient les combinaisons possibles d’événements)

et P est une mesure de probabilité définie sur A.

Les processus aléatoires qui seront présentés dans la suite de ce travail sont définis sur

'espace de probabilité (€2, A, P) et a valeurs dans un espace d’états (R, B(R)).

1.1.2 Processus aléatoire

Définition 1.1.1 Un processus aléatoire de domaine d’évolution T', défini sur un espace
de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans un espace d’état E qui est muni d’une tribu £, est

une famille de variables aléatoires (Yi,t € T) chacune définie sur (Q, A, P) a valeur dans

(E, ).

On peut classifier les processus aléatoires selon la dénombrabilité ou non de ’espace d’état

E et du domaine d’évolution T'. En effet, on distingue

Les processus a temps discret et a espace d’état discret.

Les processus a temps continu et a espace d’état discret.

Les processus a temps discret et & espace d’état continu.

Les processus a temps continu et a espace d’état continu.

Dans la suite on s’intéresse au cas des processus a temps discret (I' = Z ou T' = N) et a

espace d’état fini ou infini et F = Z soit R? (d € N*) selon le cas.

Distribution de probabilité d’un processus aléatoire

Distributions fini-dimensionnelles 1l est bien connu que la structure d’un processus
aléatoire (Y;,t € Z) défini sur un espace de probabilité (2, A, P), a valeurs dans un espace
d’états (R, B(R)) et de domaine d’évolution Z est caractérisée par la distribution infini-

dimensionnelle Py (.) défini comme suit :
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Py() : (BR)* —0,1] (1.1)

B = [[B.—P(B)=Pw:Y () €B)

teT

= P(w:ﬂYt(w)eBt),

teT

avec B, € B(R). Comme la distribution infini-dimensionnelle est généralement difficile a
manipuler, on fait recours & un outil plus simple qui est la distribution fini-dimensionnelle.
L’introduction de cette distribution est justifiée par un théoréme qui stipule que dans le
cas a temps discret la distribution infini-dimensionnelle est uniquement déterminée par les
probabilités fini-dimensionnelles et donc la structure probabiliste d'un processus & temps

discret est entiérement déterminée par les distributions fini-dimensionnelles.
Définition 1.1.2 (Fonction de répartition fini-dimensionnelle)

Pour n € N* et pour tout tq,%s,...,t, € Z, la fonction de répartition fini-dimensionnelle
de (Y;,t € Z) est la fonction de répartition de toute sous-suite finie.(Yjq, Yio, . .., ¥i,). Autre-

ment dit, c’est la fonction Fy, |y, (.) définie sur R™ & valeurs dans [0, 1] par :
Fyyoyi, () 1 R"—[0,1] (1.2)

(ylayZa--'7yn) - FYtl,...,Ytn (ylay2>"'7yn) =P (W : ﬂY;f] (CU) S y]) .

A partir de la fonction de répartition on peut définir :

i) La fonction de masse fini-dimensionnelle Py, .y, (.) lorsque l'espace d’état R est
dénombrable.

ii) La fonction densité de masse fini-dimensionnelle fy, | .y, (.) lorsque les variables aléa-

toires (Y;,t € Z) sont absolument continues.
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Caractéristiques de la distribution d’un processus aléatoire

Comme pour les variables aléatoires, la distribution infini-dimensionnelle d’un processus
aléatoire (Y;,t € Z) est aussi caractérisée par certaines familles particuliéres définies sur Z a
valeurs dans R, a savoir : la fonction moyenne, la fonction variance, la fonction d’autocova-

riance.

a. Fonction moyenne : La fonction moyenne p = FE(Y;) est une fonction de Z dans R
qui pour tout t € Z associe ’espérance mathématique du membre Y;. Ayant comme domaine

de définition I’ensemble D, = {t € Z : E(Y;) < oo}.

b. Fonction variance : La fonction variance o2 est une fonction de Z dans R qui pour

tout ¢t € Z associe la variance mathématique du membre Y;. Ayant comme domaine de

définition I'ensemble D> = {t € Z : E (Y}?) < oo} .

c. Fonction d’autocovariance : La fonction d’autovariance v (.,.) est une fonction de
Z x 7 dans R qui pour tout couple (¢, s) € Z x Z associe la covariance entre les membres Y; et

Y,. Ayant comme domaine de définition 'ensemble D., = {(¢,s) € Z x Z : E (Y;Y;) < oo} .

d. Fonction d’autocorrélation : On définit également la fonction d’autocorrélation
p (.,.) comme une fonction de Z x Z dans [—1, 1] qui pour tout couple (t,s) € Z x Z associe

la corrélation entre les membres Y; et Y;. Ayant comme domaine de définition 1’ensemble

D,=D,.

e.Fonction d’autocorrélation partielle : L’autocorrélation partielle ;, de retard h
mesure la corrélation entre deux observations éloignées de h périodes quand l'influence li-
néaire des observations a l'intérieur a été neutralisée. Donc c’est la corrélation entre Y; et

Y, qui n’est pas expliquée par Yiiq1,..., Y n_1.

f. Fonction génératrice : On appelle fonction génératrice des moments de (Y;,t € Z)
la fonction M (.,.) définie de R dans R. Le domaine de définition de M (.,.) est alors donné
par Dy = {(t,2) € T xR : E (e?¥") < o0} .
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Structure de dépendance associée aux processus aléatoires

a. Stationnarité

La propriété de stationnarité (stochastique), qui caractérise plutdt une certaine régularité
stochastique dans I’évolution, joue un roéle crucial dans la théorie des processus aléatoires.
Dans plusieurs problémes du monde réel, on rencontre des phénomeénes aléatoires qui évoluent
dans un régime "d’équilibre stochastique" dans le sens ou les caractéristiques fréquentistes
du phénomeéne ne changent pas dans le domaine d’évolution. De tels phénomeénes peuvent

étre représentés par lesdits processus stationnaires.

Dans la suite nous allons évoquer la définition de la stationnarité qui a été introduite
par Kintchine (1931) pour le cas d’'un domaine d’évolution Z quelconque et qui est dite

stationnarité stricte.

Définition 1.1.3 (Stationnarité stricte )

Un processus aléatoire (Y}, ¢ € Z) défini sur un espace de probabilité (2, A, P) a valeurs
dans un espace d’état (R, B(R)) et de domaine d’évolution Z est dit strictement stationnaire,

siVn,h € Z,Vy; € R, on a

P(}/;fl Syla}/;fz §y27"'7Ytn S?/n) :P<}/;1+hSylayiz-i-hSyQa"'a}/;n"rh Syn)a

tel que t;+h € Z,i = 1,...,n. Autrement dit, si les distributions fini-dimentionelles sont

invariantes par translation admissible dans le domaine d’évolution.

Le processus strictement stationnaire le plus simple est la suite indépendante et identi-

quement distribuée (i.i.d).

Il est important de noter que tous les moments d’un processus strictement stationnaire,
lorsqu’ils existent, sont invariants dans le temps. Le processus est ainsi dit stationnaire
en tous les moments ou & l'ordre l'infini (co0). Ainsi, la définition de stationnarité stricte
semble contraignante puisque lorsque tous les moments existent, elle exige 'invariance de
tous ces moments par rapport au temps. De plus, elle repose sur la connaissance des lois fini-
dimensionnelles du processus qui ne peuvent étre connues en pratique, sauf dans des cas trés
spéciaux. Cependant, plusieurs propriétés probabilistes essentielles des processus aléatoires

peuvent étre obtenues juste & partir des deux premiers moments (lorsqu’ils existent) et
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pour les moments restants, la distinction est souvent négligeable. La stationnarité de ces
deux premiers moments peut étre suffisante pour expliquer du moins avec bonne précision,
la stationnarité dans la distribution du processus. En particulier, pour les processus dits
gaussiens qui sont trés répandus en pratique, la stationnarité de ces deux premiers moments
est équivalente & la stationnarité stricte. C’est pourquoi, on a souvent besoin d’un concept

de stationnarité moins fort mais qui peut étre rencontré en pratique.
Définition 1.1.4 (Stationnarité au second ordre)

Un processus aléatoire (Y;,t € Z) défini sur un espace de probabilité (2, A, P) a valeurs
dans un espace d’états (R, B(R)) et de domaine d’évolution Z est dit stationnaire au second

ordre (faiblement stationnaire, covariance stationnaire), si

i) La fonction variance o2 (t) = var(Y;) < oo existe pour tout ¢ dans le domaine d’évo-

lution Z (et donc nécessairement la fonction moyenne p (t) = E (Y}) existe : E (V;?) < o0)

ii) La fonction moyenne p (t) est constante sur le domaine d’évolution et la fonction
d’autocovariance 7y (Yy, Yiin) = cov (Y, Yiip) dépend seulement de h, ce qui entraine que la

fonction variance o2 (t) est constante dans le domaine d’évolution Z.
Le processus faiblement stationnaire le plus simple est le processus bruit blanc.
Définition 1 Un processus €, est dit un processus bruit blanc si :

fE(et):O
- E( &) =0
— E(ege,)=0 Vt#T

Définition 2 Bruit blanc fort est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-

tiguement distribuées de moyenne zéro et de variance finie.

Définition 3 Bruit blanc faible est une suite de variables aléatoires non-corrélées de

moyenne zéro et de variance finie.

b. Ergodicité
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L’ergodicité exprime le fait que le processus peut prendre n’importe quelle valeur dans
I’espace des états indépendamment de sa valeur initiale, et qu’il ne peut s’isoler dans un
sous ensemble strictement inclus dans I'espace des états, c’est donc une propriété d’irréduc-
tibilité mais associée a des processus stationnaires. Cette propriété est trés importante pour

I’établissement du théoreme ergodique.

Le théoreme ergodique représente une généralisation du théoréeme des grands nombres
au cas des processus non i.i.d. mais stationnaires. Ce théoréme stipule que sous certaines
conditions, la moyenne empirique d’une fonction du processus converge vers une certaine
variable aléatoire. Lorsque le processus est ergodique cette variable aléatoire, si elle existe

n’est autre que la variable dégénérée représentant la moyenne commune & tous les membres.

Avant de définir formellement la notion d’ergodicité, donnons d’abord le concept d’inva-

riance d’un espace par rapport & une transformation.
Définition 1.1.5

Soit RZ I’espace de toutes les séquences (Y;,t € Z) de nombres réels.

i) L’application 7 : RZ — RZ est dite opérateur de translation si

T (Y0, Y1 Ya ) = (Y1 Ya Vs,

ii) Un sous ensemble A C RZ est dit 7 -invariant si 7 (A) = A. Autrement dit, le seul

espace 7 -invariant est R lui méme.
Il existe deux types d’ergodicité ; ergodicité faible et ergodicité forte.
Définition 1.1.6 (Ergodicité)

Un processus stochastique stationnaire (Y;, ¢t € Z) est dit ergodique si
P((Y1,Y5,Y;3,...) € A) =0 ou 1,

pour chaque ensemble A 7 -invariant.

Autrement dit, le seul sous espace invariant par la translation 7 a quelques ensembles de

mesures nulles prés est 'ensemble R? lui-méme, ce qui exprime une certaine irréductibilité.

Lorsque le processus aléatoire (Y;,t € Z) est strictement stationnaire, la suite définie
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n
par %Z Y, converge vers une variable aléatoire, mais lorsque le processus (Y;,t € Z) est
=1

ergodique, une telle variable n’est rien d’autre que la moyenne (une constante). D’ou le

théoréeme ergodique suivant :

Théoréme ergodique pour processus stationnaire et ergodique

Théoréme 4 Soit (Y;,t € Z) un processus ergodique strictement stationnaire avec une moyenne

finie m. Alors
RS
P (hm—ZYk:m> =1
Le théoréme suivant nous donne différentes caractérisations de I'ergodicité.
Théoréme de Karlin et Taylor,(1975)

Théoréme 5 (Karlin et Taylor,1975)

Soit (Y}, t € Z) un processus stationnaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) (Y, t € Z) est ergodique.

(b) Pour chaque ensemble A 7 -invariant par translation

P((Yy,Y1,...) € A)=0o0ul.

(c) Pour chaque ensemble A de séquences réelles (Yo, Yi,...),

R
g;noloﬁ;f((n,mn €A)=P((Yp,Y1,..) € A),

tel que I(A) est la variable aléatoire indicatrice de I’événement A.

I(A) = 1 si A se produit
] 0 sinon
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(d) Pour chaque £ = 1,2, ... et chaque ensemble A de vecteurs réels (Yo, ...

n

1
j=1

(e) Pour chaque k et chaque fonction g de k + 1 variables,

1
llm—Zg(}G,,Yerk) :E(g(YE)a}/la?Yk))a
Jj=1

n—oo ] “

a condition que I’espérance existe.

(f) Pour chaque fonction ¢ de RZ dans R, on a
RS
B =36 (¥ Vi ) = B (6 (Vi)
j=1

sous condition que ’espérance existe.

12

L’ergodicité déja définie implique le théoréme ergodique dans le sens de la convergence

presque stire. On peut avoir une version du théoréme plus faible dans le sens de convergence

en probabilité et en moyenne quadratique.

1.1.3 Equations aux récurrences stochastiques

La quasi-totalité des modeéles de séries chronologiques sont souvent exprimés par des

équations aux récurrences stochastiques de la forme suivante :

Yn+l - An+1Yn + Bn_;’_]_, n E Z

(1.1.1)
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Notre objectif dans cette section est de déterminer les conditions d’existence d’une unique
solution stationnaire de I’équation (1.1.1), dans le cas ou la séquence (A, B,,) est stationnaire

et ergodique.

Les propriétés de stationnarité de la quasi totalité des modéles de séries chronologiques
sont liées directement aux propriétés de stationnarité de la solution de I’équation (1.1.1). Il
est suffisant donc d’étudier cette équation. Brandt (1986) a établi un théoréeme dans lequel
il a donné les conditions d’existence d’une solution strictement stationnaire pour (1.1.1). Il

I’a utilisé pour le cas unidimensionnel (d = 1) , mais la démonstration est valable pour tout

d.

Théoréme 6 (Brandt, 1986)

Soit {(An, B,),n € Z} un processus strictement stationnaire et ergodique tel que E(log™ (Ap))

et E(log™(By)) sont toutes les deux finies. Supposons que 'exposant de Lyapounov v défini

par

) 1
7:1nf{E (n+110g||A0A_1,...,A_n||,n€N>},

est strictement négatif. Alors, pour tout n € N, la série

+oo
Y, = ZAn X Ap1 X oo X Ap_gr1 X Bug,
k=0
converge presque strement, et le processus (Y,,,n € Z) est 'unique solution strictement

stationnaire de (1.1.1).
On se place dans le cas ou (A4,, B,) est i.i.d. et on donne quelques définitions relatives a
I'équation (1.1.1).

Définition 1.1.7 Un modeéle autorégressif généralisé avec des coefficients i.i.d. est un

modele
Yn+1 = An+1Yn + Bn_|_17 n e Z, (112)

avec{(A,, B,) ,n € Z} est une séquence de variables aléatoires i.i.d. définies dans I’espace

de probabilité (€2, A, P) qui prennent leurs valeurs dans M(d) x R% La solution de cette
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équation est une séquence (Y,,n € Z) de R? variables aléatoires pour laquelle (1.1.2) est
vérifiée.

Dans la suite nous allons définir une solution stationnaire qui ne dépend pas du futur.

Définition 1.1.8 (Solution non anticipative)

Une solution strictement stationnaire non anticipative de (1.1.2) est un processus stric-
tement stationnaire (Y,,,n € Z) qui est une solution de (1.1.2), tel que pour chaque p € Z,

Yp est indépendant des variables aléatoires {(A,,, B,),n € Z}.
Passons a la définition suivante qui introduit l'irréductibilité de (1.1.2).

Définition 1.1.9 Soit H un sous espace affine de R?. Il serait dit invariant sous le modéle

(1.1.2) si {Aoy + Bo,y € H} est contenue dans H presque stirement. Le modele (1.1.2) est

appelé irréductible si R? est le seul sous espace affine invariant.
Théoréme 7 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modele (1.1.2) avec des coefficients i.i.d. Supposons que ce modéle est

irréductible et qu’il a une solution strictement stationnaire et non anticipative (Y,,,n € Z).
Donc il s’ensuit que :
i) Ag, A_q,..., Ay converge vers 0 presque siirement quand k& — +o0.
ii) Pour tout entier n,

—+00
Y, = ZA” X Ap1 X oo X Ap_gi1 X Bu_g,

k=0

ou la série converge presque stirement.
iii) Cette solution est I'unique solution strictement stationnaire de (1.1.2).

Le théoreme que nous allons donner par la suite stipule que, sous la condition d’irré-
ductibilité, s’il existe une solution strictement stationnaire non anticipative de (1.1.2) alors

I’exposant de Lyapounov v est strictement négatif.

Théoréme 8 (Bougerol et Picard, 1992)
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Supposons que le modéle (1.1.2) avec les coefficients i.i.d est irréductible et que E(log™ || Ao||)
et E(log™ || By||) sont toutes les deux finies. Alors (1.1.2) a une solution strictement station-

naire non anticipative si et seulement si ’exposant de Lyapounov est strictement négatif.
Proposition 1.1.1 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modeéle (1.1.2) a une solution strictement stationnaire non anticipative

(Y,,,n € Z). Soit H le sous espace affine minimal de R? tel que P(Yy € H) = 1. Alors H
est invariant sous le modeéle et n’importe quel sous espace invariant de H porte une solution

non anticipative strictement stationnaire.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoréeme 1.1.3, théoréme 1.1.5

et de la proposition 1.1.1.

Corollaire 1.1.1 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modele (1.1.2) avec E(log™ || Ao||) et E(log™ || Byl|) sont finies. Supposons
qu’il existe une solution non anticipative strictement stationnaire qui n’est pas portée par

I’hyperplan affine. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L’exposant de Lyapounov est strictement négatif.
ii) Le modele est irréductible.

iii) Il existe une unique solution stationnaire.

1.2 Modéle Espace d’Etat et Filtre de Kalman

1.2.1 Introduction

L’étude des systémes physiques émettant au cours du temps des signaux déterminés par
des états internes non observés, a conduit a développer une branche des sciences de 1'ingé-
nieur les modeles dits espace-état. Dans un premier temps, ces modéles sont présentés en
comparaison des techniques économétriques plus usuelles pour modéliser les séries tempo-
relles. Les méthodes d’estimation de tels modéles sont ensuite expliquées en deux temps :

I'estimation des variables d’états ou (variables cachées) d’abord, puis celle des parametres
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(avec l'algorithme EM). Les modeles espace-état intégrent la distinction entre les variables
observées y; et les variables d’état (cachées) Z;. Ils sont constitués :

— d’une ou plusieurs équation(s) de mesure décrivant la maniére dont les variables ob-

n

servées sont générées par les variables d’état ou bien cachées et les résidus " équation

d’observation " :

y=Aw,+H'Z + wy

— d’une ou plusieurs équation(s) d’état décrivant la maniére dont les variables d’état

(cachées) sont générées a partir de leur retard et de I'innovation :

Ziyn=F. Zi + v

Le filtre de kalman a été développé originairement par Kalman 1960 dans le contexte des
systémes linéaires. Cependant, étant donné la facilité de mise en oeuvre de I'algorithme sur
les calculateurs numériques, il est devenu largement utilisé dans de nombreux domaines d’ap-

plications en particulier les applications statistiques incluant les prévisions des chroniques.

1.2.2 Modéle espace d’état

Plusieurs modeéles dynamiques peuvent étre écrits sous la forme éspace d’état, la valeur
d’écriture d’un modeéle sous cette forme peut étre appréciée par la considération d’un modéle

autoregressif d’ordre 1 :

Yer1 = QY + €t (1.1)

avec g; itd N(0,02) les valeurs futures de y dépendent de (v, 4i—1...,) &
travers seulement la valeur courante de g; chose qui rend I"analyse du dynamique du systéme
extrémement simple & savoir établir des prévisions ou évaluer la fonction de vraisemblance,

par exemple par récursivité a partir de (1.1) on aura :

Yim = "yt " et 0 A Eimo1t Erm (1.2)

pour m=1,2--.



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES 17

de laquelle la prévision optimale en m périodes est :

EWrm\Yts Ye-1,- ) = "'y (1.3)

Le vecteur d’état est une généralisation de I’équation (1.1)

Zt+1 =F .Zt + V41 (14)

Le résultat (1.2) est généralisé comme suit :

Zt+m = Fm Zt + Fm_l.Ut+1 + Fm_Q.Ut+2 ‘I— e + Fl.’l]t+m_1 ‘I— Ut—l—m (15)

pour m =1, 2

D’ou la prévision optimale en m périodes est :

E(Zt + m\Zt, Zt—l < ) = FmZt

les variables d’observation y; sont en relation avec le vecteur d’état a travers I’équation

d’observation du systeme est :

Y = A/l’t + H/Zt + wy (16)

ot {Z:}, {y:}, {vt} et {w;} sont des processus aléatoires de dimensions r x 1, m x 1, s x 1,

et [ x 1 respectivement, tels que

E (v) = E (w) =0,

E (vivf) = 0no@Q, gy €7k >0
FE wtw£+h) = (5}170R, ’ ’ -7

E (Ut.ib'é_k) =0,

ou § désigne la fonction de Kronecker. Les matrices F, H, A sont supposées, par commodité,
indépendantes de . On peut généraliser cette représentation au cas des coeffcients dépen-

dants de t. La variable z; € R" est le vecteur des variables exogénes.
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Pour déterminer la valeur future de y on a :

E(ym-m\Zt, LAy Yty Y1, - - ) = E(A, XIt+m+Hl XCt+m+wt+m)\Zt, Zi 1y Yt Yie1s - - )]

E(yt+m\Zt7 Zt—17 Y Y1, - ) = A,wt—i-m + H,E[Zt—‘rm\Zta Zt—17 R )]

E(yt—i-m\Zty Zt—17 e Y, Y1, - ) = A,$t+m + H,FmZt (17)

Représentation de quelques modéles linéaires sous forme d’espace d’états :

Modéles ARMA sous forme d’espace d’états Dans ce paragraphe, nous allons repré-
senter certains modeles linéaires de séries chronologiques les plus connus sous forme d’espace
d’états. Nous commencons progressivement par les modeéles simples a savoir les modéles au-
torégessifs (AR), modeles moyennes mobiles (M A) et enfin les modeles ARM A, en donnant

a chaque cas plusieurs représentations possibles.

Modéles Autorégressifs (AR) sous forme d’espace d’états Considérons le modele

autorégressif d’ordre p (AR(p)) suivant :
P
Yt — Z ¢jyt—j = &t (1.8)
j=1

ou {&;,t € Z} est un bruit blanc de variance o?.

Le modele (1.8) peut s’écrire comme suit

Yr = D5 DYy + e,
Yt—1 = Yt-1,

Yt—p = Yt—p-

Soit oy un vecteur, de dimension p, défini par a;(j) = y1—j11, j = 1, ..., p. Alors le systéme
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(1.9) peut s’écrire sous la forme suivante

¢1 ¢2 ’ ¢p—1 ¢p
yyt 1 0 -~ 0 0 zt‘l %t
-1 -2
a=| 7 (o 1 - 0 0 S I
Yt—p+1 0 N 1 0 Yt—p 0
Par conséquent, on a alors
Qy = FOét,1 + H&t
{ y = Hoy (1.10)
ou
¢1 ¢2 ¢p—1 (bp 1
1 0 0 0 0
F = 0 1 0 0 et H )
0 1 0 0

les systéme (1.10) est une représentation en espace d’états du modele autorégressif (1.8).

La représentation (1.10) du modeéle (1.8) n’est pas unique. Il est possible de montrer qu’il
y a d’autres représentations. On peut présenter une parmi d’autres qui est trés utile pour

I’évaluation de la fonction de vraisemblance exacte d’'un modéle AR. Elle a été introduite

par Harvey et Phillips (1979) et utilisée par Gardner, Harvey et Phillips (1980).

Considérons le modele (1.8) et soit «; un vecteur, de dimension p, défini par
(u(1) =y = d1ye1+ oY+ -+ + OpYi—p t+ Et,
at(2) = ¢2yt—1 + ¢3yt—2 + -+ gbpyt—p—l-l;

. 1.11
(i) = QY1+ G 1Yo+ -+ OYi—prio1, ( )

| on(p) = 6,11.

Alors, on a

(1) =y = dra1(1) + ar1(2) + &,
Oét(Q) = Cbzat—l(l) + Olt—l(g),

au(p) = By (1),
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ce qui est équivalent a

a(1) ¢ 1 0 -~ 0 a_1(1) 1
a:(2) ¢ 0 1 . a;-1(2)
: = : i 0 : + e (L12)
O[t(p— ].) ¢ : o1 Oét_l(p— 1) 0
o(p) 0 0 -1 (p) 0
o, cee
Par conséquent, on a alors
ap = FOét_l + HEt
{ y = H'ay (1.13)
ou
o, 1 0 0
by 0 1 ;
F = : 0| et H=| .
¢p—1 1 0
¢, 0 0

Une troisiéme représentation a été introduite par Pearlman (1980). Dans le cas d'un
modele ARM A, le vecteur d’état est de dimension inférieure & ce lui de la représentation
précédente, mais souvent cette représentation est privilégiée a cause de la non corrélation
des bruits. Par la suite, De Jong (2000) a montré ’avantage de cette représentation suivante

dans la convergence.

Considérons de nouveau le modele (1.8), peut étre écrit sous la forme suivante

{ Oy = Fat,l + GEtfl

1.14
ye = H'oy + &4 (1.14)

La différence entre (1.13) et (1.14) s’explique par lexistance d’un bruit dans I’équation

des observations y;, les rendant ainsi les bruits (dans I’équation des états et ’équation des

observations) corrélés. Le vecteur G dans cette représentation est égal a (¢1, Doy e v s (/Jp) , en
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le remplacant par sa valeur dans 1’équation précédente on obtient alors

(1) o 10 0 (1) o,
a(2) ¢ 0 1 T a-1(2) Py
: = N ¢ : + : €1-1
a(p—1) b 1 a1(p—1) Pp_1
a(p) gp 0 -+ --- 0 a-1(p) ?p

Le développement de I’expression précédente, se présente comme suit

a(l) = ¢rou1(1) + i 1(2) + @180
= ¢ (a-1(1) + 1) + ar1(2)

= O1Y—1 + a1(2)

a-1(2) = Gpon1(1) + 1(3) + Pyer2

= Oolr—2 + ay-1(3)

les remplacements successifs dans I’équation d’origine, donnent

Oét(l) = ¢1yt—l + ¢2yt—2 + -4 ¢pyt—p
a(2) = GoYr—1+ GsYypo+ -+ ¢pyt,p+1

i (p) = ¢pYt1
d’ou

p—1
(i) = ¢y p—jo1, i=1,....p (1.15)
=0

Modéles Autorégréssifs moyennes mobiles (ARM A) sous forme d’espace d’états
Pour les modeéles ARM A, la représentation en espace d’états n’est pas unique, néant moins on
retrouve généralement dans la littérature deux représentations, dites représentation max(p, ¢+
1) et max(p,q). Dans ce qui suit nous allons présenter trois représentations dont deux de

max(p,q + 1) et une de max(p, q).
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Considérons le modele ARM A(p, q) suivant

p q
Yt — Z Oiyr—j =€t — Z Ojer—j (1.16)
J=1 j=1

ol {&;,t € Z} est un bruit blanc de variance o?.

Premiére représentation

La premiére représentation est basée sur le modeéle (1.10) et plus précisément c’est une gé-
néralisation du cas d’'un modele AR au cas d’un modele ARM A, ceci du fait que si {x;,t € Z}

est processus AR(p) alors {y;,t € Z} défini par

q
Y = Ty — E Oz,
Jj=1

Ou {y;,t € Z} est un processus ARM A(p, q).

Considérons 'expression suivante ®(B)y; = ©(B)e;, équivalente au modele (1.16), ce qui

donne

{ o (1.17)

Posons r = max(p,q + 1), ¢; = 0 pour j > p et 6; = 0 pour j > ¢. Soit o; le r-vecteur

I

défini par oy = (T4, T4—1, .., Tp—py1) -

Comme z; est un AR(r) alors d’aprés (1.10) on obtient

O Py o G O 1
1 0 -+ .. 0 0

Qp = 0 1 . Qi1+ 0 Et
0 0 1 0 0

L’utilisation du modeéle (1.17) entraine que

Ye = (17_917"'a_0q)xt7 (119)
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ce qui donne

{ Z‘;:g?‘of;l + G, (1.20)
ou F,G, et H sont identifiées a partir des modeles (1.18) et (1.19).
Comme cas particulier, considérons le modéle M A(q) suivant
q
Yy = &€ — Z‘gjft—m (1.21)
j=1

la représentation (1.17) nous donne

0 0 0 1
1 0 0 0
ap = o1+ . Et,
' 0 oo | ! N
0 1 0 0
avec
Y = (1, —01, ey —Hq) Q.

Deuxiéme représentation

La deuxiéme représentation en espace d’états pour les modeles ARM A est équivalente a

la, précédente et qui correspond & une généralisation de (1.13).

Considérons le modele (1.16) et introduisons le r-vecteur «; défini par

r—i

(i) = Z (hiyj4—jr1 — Oivjmr60—5) i=1,...,r (1.22)
=0
ot r = max(p,q + 1)
Ce qui donne
a(1) ¢ 1L 0 - 0 a1 (1) 1
a(2) ¢ 0 1 . ai-1(2) —0,
: = N | : + : €t
Olt(T — 1) Qb . S| Q{t_l(’l" — 1) _97‘—2

ay(r) ¢, 0 --- o 0 a—1(r) =0,
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Par conséquent,

ap = Foa,_1 + Ge
ou
¢, 10 0 1 1
¢ 0 0 e 0
¢, 0 0 1 0,2 0
¢, 0 0 0 —0, 1 0

Troisiéme représentation

Comme on a déja vu dans le cas des modeles AR purs, cette représentation généralise
(1.14) a condition qu'il y est une composante moyenne mobile. Elle présente I'avantage de
réduire la dimension du vecteur d’états & max(p,q) au lieu max(p,q + 1), mais elle est
relativement peu utilisée que les précédentes en raison de la corrélation entre les bruits de

I’équation des observations et ’équation des états.

Considérons le modele (1.16) et soient r = max(p, ¢) et le r-vecteur a; défini par

a(l) = ¢y y1+ -+ Oy — 1601 — - — by,
@ (2) = Gpyp—1 + - F QY1 — O26i-1 — - — 051

at(T) = QY1 — Orr1

qui peut étre écrit sous la forme suivante
r—1 r—i
Oét(i) = Z ¢i+jyt*j*1 — Z 0i+j5tfj7 1= 1, Lo, T (124)
§=0 j=1

ou sous forme récursive
ai(1) = ¢rou—1(1) + ay—1(2) + (¢ — 61) €11

.Oét<r - 1) = (br—latfl(l) + O‘t71<r) + ((br—l - 67",1) Et—1
(1) = ¢pa (1) + (¢, — 0r) €11
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celle-ci peut s’écrire comme suit

ou
¢y 0 1 -0 Py — 02 0
F= o s 0 |56 = : et I =
b1 1 Or1 = 0ra 0
6, 0 0 O = 0r 0

1.2.3 Filtre De Kalman

Le filtre de Kalman est une méthode de prévision bayésienne; c’est un estimateur-
prédicateur trés puissant, qui peut étre appliqué sur des modeéles univariés ou multivariés. Il
est également décrit comme une procédure récursive qui calcule & un instant t I’estimateur
optimal de la variable d’une facon séquentielle en utilisant la technique du maximum de

vraisemblance.

Un processus admettant une représentation espace-état signifie qu’il vérifie un systéme

d’équations comme celui définit précédement par :

a/-équation d’etat :
Zior = FZ + v (2.1)
avec E(viq1v),,) = Q.
b/-équation d’observation :
vy = Alzy + H' Zy + wy. (2.2)

avec E(ww;) = R.
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Le filtre peut étre décrit comme un algorithme de calcul de la prévision optimale de la
valeur de Z; sur la base des informations observées a travers la date t — 1. En supposant
que les valeurs de F, (), A, H et R sont toutes connues. Cette prévision optimale est derivée

d’un résultat bien connu sur les vecteurs gaussiens.

Proposition :

Soient z; et zo deux vecteurs gaussiens avec :

HE ()

alors la distribution de z, conditionée sur z; suit N(m, ) avec

m = U2 + 92191_11(21 — Ul) (23)

2 - 922 - 9219;115-212 (24)

Donc la prévision optimale de z, conditionée par z; est donnée par :

E(22\21) = ug + Q213 (21 — wy) (2.5)
avec X caractérisant I’erreur moyenne carrée de cette prévision telle que :
El(z — m)(’@ —m)\21] = Qag — 2107 Qo (2.6)
pour appliquer ce résultat, supposons que la valeur initiale du vectur espace d’état (£;)
suit une loi normale et il en est de méme pour v; et w;.
Le filtre de Kalman est un algorithme permettant de :
(i) Prédire la valeur du vecteur d’état a la date t sachant ses valeurs passées;

(ii) Filtrer, c.a.d. estimer la valeur de a; a partir des observations de y jusqu’a la

date t;

(iii) Lisser, c.a.d. estimer la valeur de oy a partir des observations de y jusqu’a la

date T', avec T' > t.
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Algorithme du Filtre de Kalman :

Notons d’abord :
Zpi1 = B(Z\Z_1)

Poy1 = var(Z\Z_1)

Premiére itération :

Supposons que Z; ~ N (Z1\o, P1\o)

a) Remraque : Si les valeurs propres sont toutes dans le cercle unité donc le vecteur

deéfini par (2.1 ) est stationaire et :

{ Zno=0 1) (2.7)
Pro = E(Z: Zj) = vec(pro) = [I2 — (F & F)]"lvec(Q) (2.8)

Ou I,2 est une matrice identité(r2 x r2)

Tiéme gtération :

On a :
Z\til\t = FZQ (2.9)
,Pt+1\t = F_Pt/tF, + Q (210)
avec
Z&\t = Z\t\tfl + Ppy—1H(H'Ppy—1 H + R) My — Ay — H/Z\t\tfl) (2.11)

Py = Ppy—1 — Py H(H/Pt\tqH + R)ilH,pt\tfl

En substituant (2.9) par (2.11) et (2.10) par (2.12) on aura

Zyine = FZpy 1+ FPyy  H(H'Poy 1 H + R) Yy, — A'w, — H' Zpy ) (2.12)
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Py =FPy \F' —FPy_ HH'Pyy 1H+ R) " H'Pjy 1 F' 4+ Q
En récapitulation : Le filtre de kalman est un algorithme de calcul séquentiel {Z+1\t}tT:1

, et {Pn i, ou:
- ZH\t représente la prévision optimale de Z; | 1basée sur les observations (y, ¥ 1, -..... YLy Ty Tp 1y evennnns
- Pyy1/; représente 'erreure moyenne carrée de cette prévision.
- ¢; : est le vecteur d’innovation de moyenne nulle et de variance ¥, = HPy,—1H' + R.

et =Y — E(y\veF 1) = 3 — H/Z\t\t—l + Awy = H(Z, — Zt\t—l) + wy

_ ! ! ! !
- Ft—l - (yt—layt—Qa s Ty, Lpg - )

- Ky = Ppy_1HI(HPo;—1H + R)™! : représente le gain de kalman.

Le filtre de Kalman :

1. Prévision L’utilisation du filtre de Kalman nous permet de calculer la prévision en m

périodes du vecteur d’état par
2t+m\t = E(Zim \Yt, Ye—1s - Y1, Tty Loty e ,T1) = FmZ\t/t—l (2.14)

Sachant que 'erreur de cette prévision est donnée par

Ziym — Z\t—i—m/t = F"™(Zs — Z:/t) + F" W + F™" 200 + o4 +Fl0gm 1 + Vg,

Ce qui entraine I’erreur moyenne carrée de la prévision suivante :

Pter\t - E[(Zt+m_2\t+m\t)(Zt+m_2t+m\t)/] - FmPt/t(Fm)/+Fm_1Q(Fm_1),+ .......... +FQF,+Q
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Ces résultats peuvent aussi étre utilisés pour décrire la prévision en m périodes du vecteur

d’observation y;,, sachant que x; est déterministe.
/y\t—ﬁ-m\t = E(yt+m\yt7 Yt—1y eeeeennns 3 y1> = A,l’H_m + H/FmZt\t (216)

Ou lerreure de cette prévision est donnée par :

Yerm = Yerm\t = (A'Cpym+H' Zy oyt i) (A'vi+H' F" Zpy) = H (Zigm— Zisem\t) F Wesm

Ce qui entraine ’erreur moyenne carrée suivante :

El(Yerm = Uerr\t) Yeam — Yeeme)] = H' P H + R (2.17)

2. Lissage Le but de I’étude du probléme de lissage consiste & construire une inférence
concernant la valeur de o, basée sur tout I’ensemble d’informations recueuillies &7. Une telle

inférence est appelée 1’estimation lissée de oy , notée :

Oét‘T = E(Oét | %T) VT >t

La matrice de covariance de Uerreur de cette estimation lissée est notée :

Pyr = El(or = ayr) (e — cuyr)'

Ol la matrice Py représente La matrice de covariance de l’erreur de 'estimation de o
basée sur I’ensemble d’informations Sp & instant T.
Supposons que la valeur réelle de a; soit connue, a partir de la formule de mise a jour

de la projection linéaire de oy sur I’ensemble des observations déja utilisée, permettant de

calculer le nouvel estimateur de a; formulé comme suit :

Eloy—1 | oy) = at71|t71+{E[(at71_Oét71|t71>(at_at\tfﬂ,]}X{E[(at_at\tfl)(Oét_@ﬂtfl)/]}71(Qt_@ﬂtfl)

(1)
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Le premier terme du produit peut s’écrire comme suit :

Ellai1 — o) (o — agp-1)'] = Bl — a1 (Trw—1 + Ryvy — Ty 1)) (2)

Sachant que R; et v, sont non corrélés avec a1 et ay_1;—1 respectivement, ce qui

implique :

E[(at—l - atfl\tfl)(at - Oét|t71)/] = E[(Oét—l - Oétfl\tfl)(at—l - at71|t71)/]7—¥ = ]thlh‘flT;g/ (3)

En remplacant dans 1’équation 1 :

Eloy—1 | ou) = ayqp1 + Ptfl\tfth/P_l (a — ayp—1) (4)

t|t—1

Appelons J;_; la matrice de gain du probléme de lissage

Jio1 = Pt—1|t—1TIP71 (5)

th -1

En remplacant dans 1’équation 2

E(apq | o) = apqp—1 + Je—1 (0w — 1) (5)

La suite des estimations lissées {oy 7}, est calculée comme suit :

ayr = oy + Ji(Qgrr — Q) (6)

Le déroulement de 'algorithme du filtre de Kalman nous a permis de déterminer les
valeurs des suites {auy 11 {oup—1}is { Pyttt {Pir—1}{_, lesquelles sont sont stockées res-

pectivement dans chaque terme de ces suites.

L’estimation lissée de la derniére valeur de I'échantillon o est représentée par la der-

niére entrée dans la suite {oy; ;.
Notons

Soit t =T — 1 et {J;}_, comme générateur alors ’équation 6 devient
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ar-1r = Qr—1j7-1 + JTfl(OéT\T - OéT\T—l)

De la méme maniére en posant t =T — 2

Qr—2i7 = Qr—2|t + JT72(04T—1\T - aT—1|T—2)

En procédant ainsi : t = (t — 1), (t — 2), ...

On détermine toutes les valeurs lissées a partir de 1'échantillon {oyr};.

Détermination de la matrice de covariance de ’erreur associée a I’estimation de lissage.

Calculons o, — oy de I'équation (6)

O — Oy = O — Oy — Jt<at+1|T - at+1\t>

ay — ayr + Jrappr = ap — e + Sy

En multipliant les deux membres de 1’équation par leur transposé et en prenant leur

espérance
El(o — ayp + Jpouqayr) (0w — oy + Jiar)] = El(oy — aupe + Jroiae) (o — oy + Jeaiap)']
El(a: — ayr) (o — ayr)| + JiE(arpragqr) i = Ellar — age)(ar — aye)'T + JiE(asecg ) J;

La simplification par la non corrélation entre (ov; — o7, avy1jr, (0 — ) et yq)r donne

I’équation suivante :

Pyr = Py + J{—E(arpragr) + Byt )}y
{—E(awrat, ) + E(apay,,,)} s'écrit comme suit :
—E(ourog ) + E(oeiapag, ) = -

= {E(a41044,) — E(at+1|Ta:t+1\T)} —{E(o10q44) — E(at+1|ta:€+1\t)}
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= {E[(at1 — Oét+1|T)(04t+1 - Oét+1|T)/]} —{E(ov41 — Oét+1|t>(04t+1 - Oét+1\t)/]}
= Pt+1|T - Pt+1|t

En remplacant dans 1’équation précédente

Pyr = Py + Ji(Piar — Page) Ji

La détermination des valeurs de I’échantillon {ayr}{_s’obtient en procédnat de la méme

maniére que précédemment en commencant par t = (7' — 1), (T" — 2) et ainsi de suite.

1.3 Analyse Bayésienne et Chaines de Markov

1.3.1 Introduction

L’analyse bayésienne devient de plus en plus populaire grace au développement de 1’outil
informatique qui devient de plus en plus puissant, & I'implémentation de la Chaine Marko-
vienne de Monte Carlo (MCMC) et le développement de 1’algorithme de Gibbs sampling et de
Metropolis-Hasting. Cette analyse repose sur des concepts clés a savoir, la densité a priori, la
densité a posteriori, la proportionnalité qu’on note par o, la précision qui est définit comme
étant I'inverse de la variance. Nous présentons donc trés succinctement les fondements de la
théorie bayésienne dans une premiére partie. La deuxiéme partie sera consacrée au principe

des chaines de Markov dans un espace d’état discret.

1.3.2 Principe de analyse Bayésienne

Soit X = (X1, ..., X;,) un n-échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité f(x/0) qui
dépend d’un parameétre 6 inconnu. La vraisemblance des observations x1,...,x, est notée
L(x/0) ou x désigne le n-uples (1, ..., x,).

En statistique fréquentiste, on considére 6 un paramétre fixe appartenant & un espace ©

et on ’estime sur la base des échantillons observées.

Tandis que dans ’approche bayésienne, on considére # un parameétre aléatoire et on

associe a l'information tirée de I’échantillon, une information provenant d’une autre source
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(avis d’analystes, d’experts,...). Cette information additionnelle sur # est résumée par une

loi de probabilité 7 (.) dite ”1oi a priori ” du parameétre 6.

L’inférence bayésienne est alors fondée sur une loi dite ”1oi a posteriori ” de 6, 7(6/X)

qui est une fonction de vraisemblance L(X/0) du modeéle et de la loi a priori de 6, 7(0).

Définition Un modéle statistique bayésien est la double donnée d’un modéle paramé-
trique {fy(x),0 € ©} et une loi de probabilité, de densité 7, dite loi a priori qui est la loi

marginale de la variable aléatoire 6.

Distribution a priori

Le choix de la loi a priori du parametre du modele est crutial pour 'analyse bayésienne.
Cette premiere touche d’une fagon directe les distributions a posteriori qui sont utilisées dans

I'inférence bayésienne.

Il y’a deux modes de pensées qui sont misent & 1’évidence par rapport a la loi a priori.
Le premier est "subjectif ”. Il repose sur 'information disponible sur le paramétre obtenue
des opinions des chercheurs et d’experts. Cette information est exprimée par une loi de

probabilité dite ”distribution a priori informative ”.

Cependant, la théorie bayésienne peut étre appliquée méme dans le cas ol on ne dispose

pas d’informations a priori; c’est le deuxiéme mode de pensée qui est plutdt ”objectif 7.

La encore, le paramétre est consideré comme une valeur d’une variable aléatoire et on lui

assigne une loi de probabilité dite ”distribution a priori non informative ”.

Nous nous intéressons dans notre travail & la modélisation a priori informative qui est
le point le plus délicat de I'analyse bayésienne. Il exite plusieurs procédés pour obtenir des
lois informatives (voir Droesbeke et al 2002). Nous donnons la déscription de 'un des plus

intéressant des procédés qui est celui des familles naturelles conjuguées.

Familles naturelles conjuguées

Définition 9 Une famille G de lois a priori pour 0 est dite conguguée pour la vraisemblance

L(z/0) si pour tout my(.) € G, la loi a posteriori w(6/X)est un “élément de G.
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L’approche conjuguée reste la solution la plus standard dans le cadre informatif. Une
famille naturelle conguguée est un concept qui simplifie considérablement le calcul des dis-

tributions a posteriori. C’est donc la raison du développement de ce type de lois a priori.

Distribution a posteriori

Soit X = (X4, ..., X,,) un n-échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité f(z/#). On

suppose que @ est une valeur d’une variable aléatoire © de densité () et soit

n

L(x/0) = [ ] f(x:/6)

1=1

la fonction de vraisemblance des observations.

La distribution a posteriori de ¢ notée 7(6/x) représente la distribution conditionnelle de

0 sachant les observations = = (x1, ..., ;).

ol encore, on peut écrire

7(60/%) o [[ (/) (6)

ol « signifie proportionnel a.

La distribution a posteriori 7(6/x) donne alors I'information dont on dispose sur 6, aprés
observation. Elle représente un compromis entre 'imformation a priori (donnée par m) et

I'information tirée de I’échantillon x (donnée par L(x/6) ).
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1.3.3 Chaines de Markov Discrétes

L’hypothése de Markov est formulée en terme de probabilités conditionnelles. Un processus
est dit markovien si les probabilités de transition ne sont fonction que de I’état le plus
récent du systéme. Si les probabilités sont de plus indépendantes du temps, le processus est
dit homogéne. Pour un processus markovien homogene & espace d’états discret et a temps
discret, nous avons affaire a une chaine de Markov dénombrable homogéne.

En d’autres termes, une chaine de Markov est un processus stochastique possédant la pro-
priété markovienne. Dans un tel processus, la prédiction d’un événement futur & partir de

I’événement présent ne nécessite pas la connaissance du passé.

Définition et probabilités de transition en une étape d’une chaine de Markov

Définition 10 Un processus stochastique (S;,t € N) défini sur un espace de probabilité
(Q, P) a valeurs dans un espace d’états E = {1,2,..., K} dénombrable (K peut étre infini)
est dit chaine de Markov si : (S, t € N) est une chaine de Markov, i.e pour toutt € N et
touti,je E (0<j<t—1)

P(Si41 = j|St = 1,521 = i¢—1, ..., So = 1o) =P(Sip1 = j|S: = i) = Py(1).

1.e. cette chaine est homogéne si de plus son évolution ne dépend pas de l’instant t, mais

seulement des états concernés; P;;(t) = P;; Vt.

Définition 11 (Matrice de transition)

Soit (P, t > 1) une suite de matrices stochastiques (i.e. : ses coefficients sont positifs et la
somme sur une ligne des coefficients est égale & 1). On dit que les matrices (P;,t > 1) sont
les matrices de transtion de la chaine de Markov S si pour toutt > 1 et i+ € E tels que

P(S;_1 =1) >0, on a pour tout j € E,
Py(t) = P(St:j|5t—1: ).

Distributions fini-dimensionnelles

Par la propriété de Markov, la structure de probabilité de la chaine (S;,t € N) qui est



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES 36

représentée par les distributions fini-dimensionnelles
{-Pt1,t2,...tn<i1ai27 ...,in), n € N*, tj € N, ij € E, 1< j < n},

ou Py 4y 4, (11,02, .y iy) 1= P(Sy, = 11,5, = la2,..., Sy, = in), peut étre exprimée par un
moyen plus simple.
Proposition

Les distributions fini-dimensionnelles
{-Ptl,tg,...tn<i17i27 "‘7in)7 n e N*v tj € N? Z] € E; 1 S j S TL},
sont entiérement déterminée par :

i) La distribution initiale 7;(0) = P(Sy = j), et

ii) La matrice de probabilités de transation P.

Probabilités de transition en n étapes

On peut définir la probabilité de transition en n étapes, P

7, d'un état ¢ & un état j (aprés

n étapes) :

o _ J L sii=y
Pij - 0, sinon.
n  _

Pij - Pij

Pi(jn) = P(St+n:j/5t:i)-

Equations de Chapman-Kolmogorov non-homogénes

Les équations de Chapman-Kolmogorov, sont données par le théoréme suivant.

Théoréme 12 (D. Kannan, 1979).
Soit (Si,t > 0) une chaine de Markov avec une distribution initiale 7;(0), j € E, et les

probabilités de transitions en n étapes P

ij (1,7 € E, n>0), alors

i) P(S,= i) = e m0(i) P},
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ii) les équations de Chapman-Kolmogorov :

Py = PPy

zeE

Distributions marginales
On a vu plus haut qu’a partir d’une distribution ititiale 7;(0) = P(Sy = j) et des probabili-
tés de transition Pj;, on peut caractériser toutes les distributions fini-dimensionnelles et en

particulier les distributions marginales

() = (71, T2y ooy Tk ),

avec

W =P(S,=j), neN, 1<j<K.
Ces probabilités peuvent s’écrire en fonction des probabilités de transition comme suit
T = P(S =)

= 2 mFy

keK
qui est équivalente a la forme matricielle suivante
™ =mnP".

A partir de cette derniére relation on peut énoncer le résultat suivant.
Proposition
les distributions marginales sont entiérement déterminées par les distributions © et les ma-

trices P.

Stabilité stochastique des chaines de Markov

Quoique les probabilités conditionnelles (de transition) (P;;(t) = P (Siy1 = j/S; = 1)) sont
stationnaires, il n’en est pas nécessairement de méme pour les probabilités non conditionnelles
(marginales) m; (t) = P (S; =j). A l'exception d’'un choix particulier de la distribution

initiale 7 (0) et d’une forme souhaitable de la matrice P, les distributions  (t), 7 (¢t + 1),
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7 (t + 2), ... ne sont généralement pas égales. Cependant lorsque les probabilités de transition
(P) vérifient certaines propriétés structurelles, méme si les distributions marginales pour des

rangs petits ne sont pas égales, il existe un certain ty assez grand, & partir duquel on a
W(to)ﬁﬂ'(to—i-l) 27’(’(t0—|—2) >~ ...
ou la derniére approximation est entendue dans le sens ot existe une distribution 7 telle que

fim (1) =
indépendamment du choix de la distribution initiale 7 (0), ou 1’égalité vectorielle précédente
est traduite composante par composante. Cette relation signifie qu’a partir d’'un certain
rang assez grand, les distributions marginales de la chaine sont de plus en plus approxima-
tivement égales, quelle que soit la distribution initiale, ce qui traduit une certaine stabilité
(stochastique). On dit alors que la chaine est passée & un régime stationnaire, stable ou per-
manent. On note que dans certains cas, cette stabilité est remarquée initialement, & partir

du commencement du processus.

a-Chaine de Markov réguliére (stable)
En terme de probabilités conditionnelles, la stabilité stochastique peut s’exprimer au moyen
de I’égalité suivante :

lim P =7, 1,] € B,

n—oo v
signifiant encore que quelque soit ’état initial ¢ dans lequel se trouve la chaine, la probabilité

de transition en n étapes tend vers une limite 7; (quand n tend vers l'infini) qui dépend

seulement de I’état d’arrivée j. Cette formule peut se traduire sous forme matricielle.

lim P* =1I, (1.3.1)

n—oo
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avec II est une matrice limite (stochastique) de la forme

T T ... TK

m™ T ... TK
II =

T T ... TK

™

™

™

Sila relation (1.2.1) est vérifiée alors on dit que la chaine est réguliére. Dans certains ouvrages,
une chaine réguliére est plutot dit ergodique. Comme ’érgodicité est un nom réservé plutot a
une certaine irreductibilité plutot qu’une stabilité (comme dans les processus stationnaires),

pour éviter une confusion de notation, on préfére utiliser le mot réguliére (ou stable).

b-Distributions stationnaires

Définition 13 Sim; > 0, pour touti € E, et ) .. m = 1, alors (m;,i € E) est alors appelé
la distribution stationnaire (ou invariantes). Elles sont déterminées a partir du résultat sui-

vant.

Proposition

St la limiate lim,, ., P™ existe et égale a 11 alors les lignes de cette matrice vérifient néces-

TP =m
ml=1,

ou 1 est le K-vecteur dans les éléments sont égaux a l'unité.

sairement le systéme suivant

Remarque

On a vu que le probléme fondamental des chaines de Markov homogénes est celui de la

stabilité (stochastique) qu’on peut résumer a travers les trois questions suivantes :
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i) (existence) Existe-il un systéme de distributions stationnaires ?

ii) (Unicité) S’il existe, est-il unique ?

iii) (Convergence) Les distributions marginales convergent-elles vers les distributions sta-
tionnaires au sens suivant : lim; ,., 7 (t) = 77 Ces problémes d’existence et d’unicité
des distributions stationnaires ainsi que la limite des distributions marginales vers les
distributions stationnaires indépendamment de la loi initiale dépendent de certaines
propriétés structurelles de la chaine qui sont : irreductibilité, apériodicité, récurrence
et positivité. Ces propriétés qu’on retrouve dans la plus part des livres pédagogiques

sur les chaines de Markov peuvent constituer des conditions suffisantes pour la stabilité

d’une chaine de Markov.
Conditions suffisantes de stabilité
Les résultats suivants, bien connus dans la littérature,donnent ainsi des conditions suffi-

santes pour la régularité (stabilité) des chaines de Markov.

Théoréme 14 Soit (S,,n € N) une chaine de Markov définie sur un espace de probabilité

(2, A, P) a valeurs dans un espace d’état E discret. On suppose que (S,,n € N) est :
- Irréductible.

- Apériodique.

- Récurrente positive.
Alors

i) La distribution stationnaire T existe.
ii) FElle est unique.

iii) lim, .o P} =m; , Vi€ k.

De plus si w(0) = 7 alors (S,,n € N) est un processus strictement stationnaire, tradui-

sant la stabilité a partir du début.
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1.4 Apercgu sur les modéles de volatilité

1.4.1 Introduction

Il est bien connu que I'un des objectifs majeurs de la modélisation des séries chro-
nologiques est la prévision. Jusqu’au début des années 80, on entendait par prévision, la
prévision des valeurs futures d’une série sous étude a des horizons donnés. L’outil primor-
dial le plus utilisé pour la prévision etait ’espérance conditionnelle (disponible au passé),
meilleure prévision au sens du critere de ’erreur quadratique moyenne. Les modéles linéaires
a coefficients constants (ARIM A, SARIM A, espace d’états...) et a coefficients dépendant
du temps (ARM A périodiques, ARM A; évolutifs, ARM A localement stationnaires, espace
d’états évolutifs...) sont qualifiés de modéles de moyenne conditionnelle. Cependant,
dans de nombreux domaines scientifiques ou le risque est de mise et ou il est difficile de
prévoir les valeurs futures (bruit blanc, chaos), on s’intéresse beaucoup plus (ou on se ré-
signe) a prévoir plutot les variations futures des valeurs (& un horizon donné) que les
valeurs elles-mémes. De telles prévisions peuvent étre exploitées comme entrées de modéles
stochastiques de la recherche opérationnelle, notamment les programmes mathématiques de

gestion de portefueille, de choix d’investissements...

Dans ce cas, l'outil primordial pour la prévision de la variabilité future est plutot la

variance conditionnelle (dite aussi volatilité).

1.4.2 Modéles de moyenne conditionnelle

Nous présentons dans ce qui suit quelques résultats concernant les modeles de moyenne
conditionnelle constante et plus particulierement les modeéles utilisés auparavant tels que les
processus Autorégressifs de moyenne mobile (ARM A) . Ces processus en fait sont limités
car ils ne permettent pas la prise en compte des phénomeénes de variabilité de la volatilité

en fonction du temps et des mécanismes d’asymétrie.

Mais juste avant on a besoin de rappeler qulelques définitions et résultats concernant ces

modeles classiques de la forme suivante :
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Yi= ) et (4.2.1)

j=—o00

avec {e;,t € Z} est un processus bruit blanc (d’innovation) de moyenne nulle et de va-
riance finie c’est-a-dire (Z; — WN (0, 02)). Pour des raisons de normalisation nous exigeons
également que 1, = 1. On dit que les représentations de la forme (4.2.1) sont causals si et

seulement si ¢; = 0 pour j < 0.

Pour ¢ fixé les séries dans la représentation (4.2.1) convergent asymptotiquement a condi-

tion que les coeficients & valeurs réelles 1; satisfont la condition suivante :

var (Y;) = o2 Z P2 < 0. (4.2.2)

j=—o00

1.4.3 Processus Bruit Blanc (White Noise)

Le plus simple processus stationnaire en analyse des séries temporelles est appelé : proces-

sus bruit blanc {e;,t € Z} qui est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne

nulle et de variance constante o2.

Le fait que les variables aléatoires (e¢),., soient mutuellement non corrélées (hypothése

d’orthogonalité), nous permet de donner la fonction d’autocovariance de ce processus par :

o2 sih=0
Ve (h) = Ccov (5t75t+h) =F (5tat+h) = { 0 c si nom

Par conséquent, la fonction d’autocorrélation est donnée par :

1 sth=0
pe(h)_{ 0 sih#0
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1.4.4 Classe des modéles ARMA

Définition 4.4.1 Les processus linéaires les plus populaires sont des processus ARM A (p, q)

qui sont données par :

Yi—¢ Yo — =Y p=er+bieg 1+ -+ 054t €L (4.4.1)

Comme on peut éxprimer le modele ARM A (p, q) par I'équation aux différence :

®(B)Y, =0O(B)e,

avec ; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 et :

@(B) = 1+913+9232+...+9q3q et (I)(B):l—(ﬁlB—gﬁQBQ—u-—(prp

g, € RVj=1,....qetp,c R Vi=1,...,p.

Théoréme 4.4.1 (condition de stationnarité et d’inversibilité) :

1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus autorégressif moyenne mo-
bile d’ordre (p, q) soit stationnaire est que les racines de I’équation caractéristique suivante :

® (Z) = 0 solent a 'extérieur du cercle unitaire.

2. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus autorégressif moyenne
mobile d’ordre (p, ¢) soit inversible est que les racine de I’équation caractéristique suivante :

© (Z) = 0 soient a l'extérieur du cercle unitaire.

Caractéristique d’un Processus ARMA (p, q) :

Les corrélogrammes simple et partiel sont un mélange des fonctions exponentielles et
sinusoidales amorties. Cependant l'identification des paramétres p et ¢ a partir de I’étude

des fonctions d’autocorrélations empiriques s’avére plus délicate.
Remarques :

1. Les processus AR, M A et ARM A ne sont représentatifs que de séries stationnaires
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en tendance et corrigées des variations saisonniéres. De plus ces modeéles ne tiennent pas
compte d’'une éventuelle variable exogeéne.

2. dans un contexte ultérieur, nous allons exposer une extension de la classe des modéles

ARMA.

3. L’ordre (p, ¢) sont généralement déterminé par I'intermédiaire d’un critére de sélection
d’ordre. Les parametres ¢, et 0; satisfont certaines conditions afin de garantir que I’équation

(4.4.1) a une solution ce qui peut étre exprimé sous la forme (4.2.1).

Parmi les cas spéciaux de pocessus ARM A (p, q) on a le processus moyenne mobile d’ordre

q (noté par MA(q)) et le processus autorégressif d’ordre p (noté par AR (p)).

1.4.5 Processus autorégressif d’ordre p

Définition 4.5.1 Le processus {Y;,t € Z} satisfait & une représentation AR d’ordre p,

noté AR(p), s'il est solution de 'équation aux différences stochastique suivante :

p
& = }/;5 - qujn—]a
j=1

ou encore

er=®(B)Y; avec ®(B)=1—¢;B— ¢,B* —--- — ¢,B" et ¢, € R*,

ou @ (B) représente le polynome de retard et &; est un bruit blanc de moyenne nulle et

de variance o2 .

Remarque
Le degré p est appelé le degré d’autocorrélation, il indique la profondeur de la mémoire.
Théoréme 4.5.1 (condition de stationnarité)

Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus autorégressif soit stationnaire
du second ordre est que les racines de I’équation caractéristique suivante ® (Z) = 0 soient a

Pextérieur du cercle unitaire.
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Cas particulier :

Soit le processus stationnaire AR(1) : Ce processus est dit processus de Markov car

I’observation dépend seulement de I’observation précédente Y;_; et qui s’écrit comme suit :

Y, = e+ ¢, (3.4.1)
= &+ ¢ei1+ @Yo

= &+ ¢1&1+ Piero+ Piers +

o0
= > dley
7=0

la condition |¢,| < 1 est évidemment nécessaire afin de justifier la derniére égalité, dans

ce cas on dit (4.2.2) converge, et (4.5.1) converge asymptotiquement.

1.4.6 Processus Moyenne Mobile d’ordre ¢ (Moving Average)

Définition 3.5.1 Le processus {Y;,t € Z} satisfait a une représentation moyenne mobile

d’ordre ¢, noté : M A(q), s’il est solution de I’équation aux différences stochastique suivante :

q
}/t =&+ Z Gj&?t_j.

j=1
En introduisant le polynéme de retard nous obtenons :

Y;=0(B)g; 00O (B)=1+0,B+0;B*+---+0,B% et 0; € R*,

et &, est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 .
Remarque

Le modeéle moyenne mobile d’ordre g (M A(q)), explique la valeur de la série & l'instant

t par une moyenne pondérée d’aléas ¢, , jusqu’a la ¢*™¢ période qui sont supposées étre

générées par un processus de type bruit blanc.

Théoréme 4.6.1 (condition d’inversibilité) :
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus moyenne mobile M A (q)
soit inversible est que les racines de 1’équation caractéristique suivante : © (Z) = 0 soient a

l'extérieur du cercle unitaire.

Exemple :

Soit le processus M A(1) : Y; = € + 01641 dans ce cas O (Z) =1 —0Z alors : © (Z) =
0=1-0Z=0=>Z=3=|Z|>1=10 <1

Caractéristiques d’un Processus MA(q)

Un processus moyenne mobile d’ordre ¢ est toujours stationnaire, car il est une combi-

naison linéaire finie d’un processus stationnaire {&;,t € Z}.

Pour le corrélogramme simple seuls ses ¢ premiers termes sont différents de zéro. La
fonction d’autocorrélation est dite tronquée au-dela du ¢"¢ retard puisque la fonction d’au-

tocorrélation est définie par :

q—k
> 0:i0iqk
i=0
q
> 03
i=0

0 pour k > q

pour k=0,...,q

Pk

Le corrélogramme partiel est caractérisé par une décroissance exponentielle de ses termes.
Remarques
1. Un processus autorégressif est toujours inversible.

2. Il y a une équivalence entre le processus M A(1) et le processus AR(p) avec p infini.

En effet, dans la modélisation ARMA, I'espérance conditionnelle varie au cours du temps

alors que la variance conditionnelle ne change pas.

Par exemple, soit un modele AR(1) ou ¢ ~ N(0,02) :

Yi=¢g+ ¢1Yi1te (1)

La moyenne et la variance inconditionnelles de Y; s’écrivent :
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B == 72 @)
Var(y, o
)= 3
or(¥) = 17 3)
Aussi :
E(Yi/Yio1) = ¢g + ¢1Yia (4)

La moyenne conditionnelle de Y; dépend de I'information disponible au temps ¢ — 1.
et n’est pas nécessairement constante. Par contre, la variance conditionnelle est fixe et ne
dépend de l'information disponible au temps ¢ — 1 en raison de I'hypothése de volatilité
constante :

Var(Y/Yir) = E|(Yi — E(Y/Yi1))?/ Yoot = E[&/Yid) = E(@) = 0> (5)

€

1.4.7 Conclusion

Tenant compte de '’hypothése sur les résidus soient des bruits blancs forts nous améne
a ce résultat. Un bruit blanc fort implique que les residus ont une moyenne nulle et qu’ils
sont non correlés dans le temps. De plus, tout comme la variance inconditionnelle, la va-
riance conditionnelle est constante. Cette derniére condition est peu réaliste parce que la
variabilité dans le temps des variances est un fait stylisé bien établi en finance. Ce qui nous
ameéne a conclure que les modeles de moyenne conditionnelle (SARIMA, ARM A pério-
diques, ARM A, evolutifs, modeles espace d’état) sont incapables de prévoir les variations
(ou du moins les prévisions sont naives, voire inutiles) puisque la variance conditionnelle, pré-
dicteur de la variabilité, ne dépend pas du passé, seul instrument permettant d’appréhender

l’avenir.
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1.5 Modéles de Variance Conditionnelle de Volatilité

1.5.1 Modele ARCH (q)

Introduction

Face aux lacunes des représentations ARMA (p,q) pour les problémes monétaires et finan-
ciers, depuis le début des années 80, un grand intérét a été porté aux modeéles de variance
conditionnelle (dits aussi modeles de volatilité) qui permettent de modéliser et prévoir la
variabilité sur la base du passé des valeurs. On distingue :

Modeles AR a coefficients aléatoires.

Modeéles bilinéaires.

Modeles de mélange couvrant : modeles & seuil (thréshold), modeéles a changement de
régime Markovien, mélange de modeéles AR.

Modeéles de volatilité stochastique.

Modeles de type ARCH : ARCH, GARCH.

Les@nodeles@e
volatilité
Modeéles conditionnel Modeles de@olatilité
hétéroscédastique (type stochastique
ARCH)

L’approche ARCH/GARCH a été proposée pour prendre en compte des variances condi-
tionnelles dépendant du temps. Le principe général consiste donc & remettre en cause la

propriété d’homoscédasticité que ’on retient généralement dans le cadre du modéle linéaire.

La spécification hétéroscédastique conditionnelle ou ARCH a été initiée par Engle (1982)

pour caractériser la dynamique des seconds moments conditionnels que 1’on retrouve dans



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES 49

la plupart des séries financiéres. Elle a été par la suite généralisée par Bollerslev (1986) avec
ce qu’'on a appelé I'hétéroscédastique conditionnelle autorégressive généralisée ou GARCH

c’est le modele le plus populaire lorsqu’il s’agit d’estimer les variances conditionnelles.

Les modeles GARCH ne se contentent pas seulement d’estimer des variances qui évo-
luent dans le temps, mais incorporent également les caractéristiques observés sur les séries

financieres (leptokurtisme, clusters de volatilité,. .. ).

D’autres généralisations ont été proposées par plusieurs chercheurs, on peut citer les

modéles AGARCH, EGARCH, FIGARCH, GJR-GARCH, TARCH,. ..

Présentation du modéle ARCH

Les économistes utilisent fréquemment des modeéles estimés a ’aide des séries temporelles
ou la variabilité des résidus est relativement faible pendant un certain nombre des périodes
successives, puis beaucoup plus grande pour un certain nombre d’autres périodes et ainsi de
suite, et ce généralement sans aucune raison apparente, ce phénomeéne est particuliérement
fréquent et visible avec les séries boursiéres, des taux des changes étrangers, ou d’autre prix
déterminés, sur les marchés financiers, ou la volatilité semble généralement varier dans le
temps. Récemment, d’importants approfondissements ont vu le jour dans la littérature pour
modéliser ce phénomeéne. L’article novateur d’Engle (1992), expose pour la premiére fois
le concept d’hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive, ou ARCH. L’idée fondamentale
est que la variance de ’aléa au temps t dépend de 'importance des aléas au carré des périodes
passés, cependant il existe plusieurs facons de modéliser cette idée de base, la littérature

correspondante est foisonnante.

Définition 5.1.1 :

Un processus {¢;,t € ¢} satisfait une repésentation ARCH(q) si :

{ e = nevhe
q
E(E% ’ 6,571) = ht =g+ Z OQ;E?_Z-, Oy 7é 0,0’a g > O, o; > 0v: = 1, . q

=1

et (n,): désigne un bruit blanc faible tel que E(n,) = 0 et E(n?) = 0.
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Pour ce type de processus on retrouve une propriété essentielle a savoir la propriété de

variance condtionnelle variable dans le temps puisque :

q
V&?"(Et ’ [tfl) = ht = o + Z 06156?7]4
=1

(2

Ou [;_; est la tribu engendrée par le passé du processus jusqu’au temps t-1.

1.5.2 Modéle GARCH (p, q)

Introduction

Plusieurs variantes du modeéle ARCH ont été proposées. Une variante particuliérement
utile est le modele ARCH généralisé ou GARCH suggéré par Bollerslev (1986). Contrairement
au modele ARCH, la variance conditionnelle h; dépend aussi bien de ses propres valeurs

passées que des valeurs retardées de €2,

Dans la pratique un modele GARCH avec trés peu de parameétres ajuste souvent aussi
bien qu'un modéle ARCH ayant de nombreux parameétres, en particulier, un modeéle simple

qui fonctionne souvent trés bien est le modele GARCH (1, 1).

On considére un modéle linéaire autorégressif exprimé sous la forme suivante :

Xy = E(X; | Xiz1) + & Ou {¢,t € ¢} est un bruit blanc faible tel que E(e) =
OctE(€ee5) = 0si t # s,

satisfaisant la condition de différence de martingale.F(¢; | [;—1) = 0.

On cherche & modéliser la volatilité conditionnelle du processus de bruit {¢;,t € ¢} pour
tenir compte de la dynamique observée, on peut étre amené & imposer une valeur élevée du

parameétre q dans la modélisation ARCH (q) ce qui peut poser des problémes d’estimation.

IT s’agit d’une difficulté semblable a celle que I'on rencontre dans les modélisations de
I’espérance conditionnelle : si le théoréeme de Wold assure que toute série stationnaire possede
une représentation de type MA, il est possible que pour une série donnée, I’ordre de cet MA
soit particulierement élevé, voir infini. Dans ce cas Box et Jenkins proposent de regagner en
parcimonie en utilisant une représentation de type AR (p) ou ARMA (p, q). Pour la variance

conditionnelle, Bollerslev (1986) définit ainsi le processus GARCH (p, q).
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Définition 5.2.1 :

Un processus {¢;,t € ¢} satisfait une repésentation GARCH(p,q) si :

{ € = 771‘,\/Et

q p
he = ag+ Y age; ; + Y Bihi—j,  Ou (1,) est un bruit blanc
i=1 =1

avec les conditions ap > 0,; > 0 8; > 0 Vi = 1,...,¢ Vj = 1,...,p suffisante pour
garantir la positivité de h; . Ainsi Perreur du processus { Xy, ¢ € ¢} définie par le processus

GARCH(p, q) admet pour moments conditionnels : E(e; | ¢-1) = 0.Var(e; | L—1) = hy =
q 9 p

Oé() + Z aiet—’i + Z /tht_]
i=1 j=1

Tout comme le modéle ARCH, on peut exprimer le processus € sous la forme d’un

processus ARMA défini dans une innovation.
Ut = 6? — ht
En introduisant cette notation dans I’équation d’'un GARCH (p, q), il dévient :

max(p,q)

p
w—e =0+ Y (ai+ B+ > Bile ;i —w—j).
i=1 =1

D’otu l'on tire que :

max(p,q) p
& =ag+ Y (ai+0;)e i +u— Y B
i=1 =1

Avec la convention o; =0sii > g et ﬂj =0sij>p.

Remarque :

Le degré de p apparait comme un degré de moyenne mobile de la représentation ARMA
dans €. A partir de cette représentation, on peut calculer de fagon aussi simple les moments et

les moments conditionnels du processus d’erreur {¢;,¢ € ¢} mais aussi du processus {X;,t €

¢
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Exemple :

Considérons le modele GARCH (1,1).

{ Y = —6.37 x 1075 + ¢,
07 =9.97x 107"+ 0.8107 ; + 0.15¢;_,

Ce modele est le résultat de I'estimation de la série des observations quotidiennes du
taux de change Deutschmark / Livre sterling par la modélisation GARCH (1,1). On gé-
nére un échantillon d’observations de taille 1000, pour estimer les paramétres du modéle
(la série d’innovation). Ces parameétres sont simulés et estimés & ’aide des deux fonctions
garchsim et garchfit définies sur Matlab. On obtient comme résultat une comparaison entre

les innovations, les variances conditionnelles et les rendements du modéle.

Innovations

0.05 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
= 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=
= :
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Figure 1.5.1 : Estimation du modeéle GARCH(1, 1), comparaison entre les
innovations, variances conditionnelles et les rendements.



Chapitre 2

Modéles de Variance Conditionnelle
Non Observable

2.1 Modéle canonique

2.1.1 Introduction

Nous avons vu que les modéles GARCH reposent sur 'adéquation entre les concepts de
variance conditionnelle et de volatilité. Cette spécification, qui fait de la volatilité une variable
observable, a d’immenses avantages du point de vue statistique (prévision, inférence), mais
elle rend 1’étude probabiliste complexe et elle implique des limitations importantes sur les
propriétés dynamiques.

A Topposé, les modeles dits a volatilité stochastique font de la volatilité une variable
latente (non observable) possédant une dynamique propre. Le processus observé, ¢, et sa

volatilité, oy, sont liés par ’equation

Ex = 041y

Ou (n,) est un bruit blanc indépendant, généralement supposé indépendant du processus
(04).
On compléte le modéle en spécifiant la dynamique de oy, a priori quelconque pourvu

qu’elle soit compatible avec la positivité de cette variable. Comme dans le cas GARCH, il

existe une spécification simple, couramment utilisée, suffisamment riche pour reproduire les

53
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principales caractéristiques des séries financiéres et susceptible d’extensions. Cette spécifica-
tion, applée modele canonique, consiste a supposé que le logarithme de la volatilité, ou de
son carré, suit un modele AR(1) avec terme constant. Dans ces modeles, les processus (&;) et
(0¢) ne sont évidemment pas indépendants mais, contrairement au cas GARCH, la variable
h; = o ne s’interpréte plus comme la variance de ¢; conditionnelle & son passé : celle-ci n’a
pas, dans ces modeéles, une forme explicite. Il existe cependant de nombreuses analogies entre
les deux classes de processus et celles-ci doivent étre vues comme concurrentes, en particulier

pour la modélisation des séries financiéres.

2.1.2 Présentation du modéle

La premiere apparition du modele & volatilité stochastique canonique dans la littérature
économétrique été par Taylor en 1986. Cependant, les méthodes statistiques permettant
de l'utiliser en pratique n’ont été développées que dans le courant des années 90. Nous

commencons par passer en revue les propriétés élémentaires du modeéle canonique.

Considérons le modéle

{ e =Vl

logh; = w + Bloghy_1 + oy

(1)

Ou |5 < 1, (n,) et (v;) sont deux suites indépendantes de variables iid centrées et de

variances égales a 1.

Le modele a volatilité stochastique canonique, a été le plus étudié dans la littérature
en raison de sa simplicité et de ses liens avec des modeéles en temps continu. Notons que
I’écriture en logarithme de la dynamique de la volatilité assure la positivité de h; sans qu’il
soit nécessaire de contraindre les coefficients w, 5 et 0. On pourra cependant supposer o > 0

sans perte de généralité.

La volatilité h; étant dépendante de son passé, il est clair que le module de ¢, dépend

également de celui de ses valeurs passées.

L’interprétation des parametres dans ce modeéle se présente comme suit :
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Le paramétre 3 joue le role du coefficient de persistance. En effet, il est facile de voir,
que lorsque [ est proche de 1, un choc positif sur la volatilité (assimilable & une grande
valeur positive de v;) a généralement pour effet de maintenir la volatilité & un niveau élevé
sur plusieurs périodes. L’effet du choc est évidemment atténué, puisque S < 1, et tend a

disparaitre.

Un choc négatif a inversement un impact négatif sur la volatilité. Si 3 est proche de
0, 'effet du choc est transitoire, la volatilité dépendant peu de ses valeurs passées. Enfin,
si [ est proche de -1, l'effet instantané d’un choc positif est une volatilité anormalement
élevée mais, dés la date suivante, cette volatilité prend une petite valeur, puis & nouveau
une grande valeur etc., ceci sous réserve qu’aucun nouveau choc n’intervienne entre temps.
Un choc négatif produit le méme type d’effets alternés. Ceux-ci n’étant généralement pas
observés pour les séries financiéres, on peut d’ores et déja considérer les valeurs négatives de

[ comme peu de réalistes pour les applications.

L’interprétation des autres coefficients est plus immédiate.
Le paramétre w est un facteur d’échelle pour la volatilité.

Le parameétre o mesure 'amplitude des innovations de h; , il peut s’interpréter comme

la volatilité de la log-volatilité.
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Figure 2.1.1 : Simulation d’une série de taille 1000 du modele SV de parameétres S = 0.999
o =0.01

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 500 Foo 800 900 1000

Figure 2.1.2 : Simulation d’une série de taille 1000 du modele SV de paramétre 5 = 0.0001
c=20.9
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Figure 2.1.3 : Simulation d’une série de taille 1000 du modele SV de parameétre 5 = —0.999
o =0.01

2.1.3 Etude des propriétés probabilistes du modéle

Stationnarité stricte

Théoréme 15 Le modéle admet, sous la contrainte |B| < 1, une unique solution strictement

stationnaire. Cette solution strictement stationnaire est non anticipative et donnée par

et:exp{ﬁ—i—%z:ﬁivt_i}nt, teZ (2)

1=0

Si || > 1, il n’existe pas de solution strictement stationnaire non anticipative.

La forme de la solution strictement stationnaire permet de préciser ses caractéristiques
du second ordre.

Démonstration. Soit y; = log h; d’ot I'équation (1) devient :

Y =w~+ PBy_1 +ov (%)
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En remplagant y;_1 = w + By;_o + ovy_1 dans (*) on a :

Y =w+ B(w+ Byio + ovi_1) + ovy = [w+ Pw] + BPyr_o + [Bovi_1 + oy

En remplacant encore une autre fois de la méme maniére on obtient

Y = w+ Pw+ fw+F Byi_s + ov_s) + fov,_1 + o

= wl+p+ 52] + Bz + 0[52%—2 + Bu_1 + vy

Par intuition on peut déduire que :

Yy = wl+B+ B+ 8%+ ]+ 0o+ B + Bvs + Byis + ..

On procéde maintenant au raisonnement par récurrence afin de prouver que la relation

obtenue est vraie.

Supposons que cette relation (déduite par intuition) soit vraie a un rang de (t-1) c.a.d. :

o0
w i
Y—1 = 1_ 5 + U;ﬁ Vt—1—i

w
= o ol B+ P+ Pyt ]

Nous allons montrer maintenant qu’elle est vraie au rang t

w
Yy = m + OVt + O'B[Ut_l + th_g + QQUt_:g + ]

+ Blye-1 — %]

N w

= 0’1} —_—
t 7 —5
= ov + By—1 + w,

D’ou on retrouve la relation (*), en remplagant y; = log h; (1) on obtient :
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\/h_tnt

loght =y =725+0 > ico Brop; = he = exp(m 020 u)

D’ou Er = eXp<m -+ % Zfio ﬂifl)t,i)T]t

Démonstration. Montrons maintenant la condition de convergence de cette série :

Soit U, = "v;_, , on dit qu’une série numérique »  U,, converge absolument lorsque la

série des valeurs absolues Y |U,| est convergente.

En utilisant le critére de Cauchy c.a.d.

lim /U, =1 ,telquel <1 = Z U, converge

n—oo

1 1 1 1
V0 = Y170 = exp(- log(|5"v])) = exp(- log 8"+ log v -]) = 18] exp(. log )

1 1
lim exp(—log|v;—p|) = lim exp(—FE(log |v;—y])) =1
n n—00 n

n—oo

car

) 1

lim exp(—FE(log [v;-n[)) = 0
n

n—oo

D’ou lim,,_,o VU, = |5]. Ceci implique que |#| < 1 pour que la série converge. m

Stationnarité au second ordre

Théoréme 16 Soit a; = E{exp(of'v)},i > 0. Si |B] < 1 et [[72, i < 00, le processus

(e¢) défini par (2) est un bruit blanc de variance
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o0
var(ey) = €17 H a;
i=0
Démonstration. On a, d’apreés les hypothéses d’indépendance sur les suites (7,) et (v
y t

w

E(g) = E{exp(2(1 ey

5 2 B E(m) =0
1=0

w

Var(e;) = E{exp(2(1_ﬁ)

5 2 B )Y E)
1=0

— exp(ﬁ) H E{eXp(%ﬂiUffi)}z
1=0

De plus, pour tout k& > 0,Cov(es,e4—x) = 0 en utilisant & nouveau 'indépendance entre
(n; ) et (vr) .

Remarque : Dans le cas o (v;) est un processus gaussien, il est possible de donner des
résultats plus explicites. Si X ~ N(0,1) on a E(exp(pX)) = exp(%) pour toute constante
p. Donc o; = exp(%zﬁ%) et il est clair que la condition 0 < [[;2, @ < oo est réalisée si et

seulement si |3| < 1. De plus

2

Var(e;) = exp( d + U

=5t -5

Lorsque (v; ) suit une loi normale centrée réduite.

Le processus (¢;) ne constitue pas un bruit blanc au sens fort (i.e. un bruit blanc indé-

pendant) m
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Représentation ARMA pour les processus (logs?)

En prenant le logarithme du carré de ¢4, la premiére équation de (1) devient :

log e? = log h; + log n? (3)

Cette écriture permet de dériver la fonction d’autocovariance du processus loge?. On

effectue le changement de notation suivant :

Xt:loggf, Y, =logh; et Zt:Xt—Yt:lognf

On suppose que Z; admet des moments jusqu'a lordre 4 et on note pu, = E(Z;),
02, = Var(Z?). On notera de manié¢re similaire les moments de X; et Y;. Le résultat suivant
montre que (X;) admet une représentation ARMA, propriétés qui se révélera trés utile pour

I’estimation.

Théoréme 17 Si [§| <1 et 03, < 00, le processus (X;) = loge? admet une représentation

ARMA(1,1) de la forme

Xy — pix = B(Xy1 — px) +up — augy (4)
ou (u) est un bruit blanc.

Démonstration. Le processus (Y;) étant solution du modele AR(1)

Y, =w+pY1 +ov

ses moyennes et fonction d’autocovariance sont données par

py = EY)=

1w(0) = Var(y) =

Yy (k) = Cov(Yi,Yip) = Byy(k—1), k>0
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D’aprés I'indépendance entre (Y;) et (Z;), (X;) est un processus du second ordre dont les

caractéristiques s’obtiennent comme suit

o = B(X) = BY) + BIZ) = 15 + s

vx(0) = Var(X,) = Var(Y;) + Var(Z) = —— + 0%

0.2

Vx(k) = '7Y(k) = 5’71/(]{5 - 1) = 5k1 _ 527

Puisque vy (k) = vy (k — 1),Yk > 0, (X;) vérifie une équation ARMA(1,1) de la forme
(4). La constante « s’obtient a partir des deux premiéres autocovariances de (X;). D’aprés

(4) on a, en notant o2 la variance du bruit dans cette représentation
1x(0) = Byx(k—1)+o{l+ala— )}
vx(1) = —aog + Brx(0)

Donc si 0% # 0

l+ala—p)  x(0) = Byx(1) _ o — o}
a Brx(0) =x(1)  Bog

Tel que : 74 (0) = % +0% et yx(1) = 6% d’ou :

(1=5%)0% + 0 = {(1+ %o} + o*}'*{(1 = 5*)o% + o}/
2802,

o =

De plus, la variance du bruit dans (4) est donné par
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Si 8 # 0 (voir la remarque ci-dessous) (et 02 = 02+ 0% si 3 =0). Enfin, si 6% =0 la

relation
Vx (k) = Byx(k—1)
est vraie aussi pour k =1 et (X;) est un AR(1) (i.e. & = 0 dans (4)).

Remarque : Si § = 0, (X;) est un bruit blanc fort (indépendant) et ov = 0. Inversement,
si 8 #0,onaa#0dés que 0% > 0, et les ordres de la représentation ARMA(1,1) sont

exacts. m

Autocovariance du processus (¢?)

La forme du modéle se préte moins facilement a une étude de la fonction d’autocova-
riance du processus (7). Celle-ci est utile pour la comparaison avec certaines méthodes

d’estimation.

On a en utilisant (2), pour tout k£ > 0

2w i 5 = ;
E(efel ) = eXP(m)E{H exp(o'v;;) H exp(0 B v—k—i) YE(m;n} )
i=0 i=0
En particulier

B(et) = expl ) B[ exp(2o o) B

=0

Et pour k > 0, puisque n? et n?_, sont indépendantes et d’espérance 1

k—1 oo
E(efei ) = exp(i—wﬁ)E{Hexp(oﬁivt_i)Hexp(aﬁi(l-1-5k)vt_i)}
i=0 i=k
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En posant, i > 0, ap; = Elexp(cB8°(1 4+ 7")v,)]. Donc (¢2) est stationnaire au second

ordre dés que
18] < Let E(gf) [ [ ons < oo
i=0

Et on a pour tout £ > 0

k—1

(o0} oo
2 2 2
Cov(e;, 5 ) = exp o, H Qg H a;
i=0

=0 i=k

.

Supposons maintenant que (v;) suit la loi N(0,1). On vérifie facilement que ay; =

exp(%252i(1 +87%)2) et que la condition de stationnarité au second ordre se limite a E(n}) <

oo et |5] < 1 dans ce cas. Par suite, pour tout & > 0

Couleh. i) = el [Lewnl 5 6%) Hexp 1+ 57 Hexp (026%))
=0
2 2
= eXp(l_wﬁJrliﬁz)(e xp( 3 B ;65— 1))

Il est intéressant de remarquer que la fonction d’autocovariance de (¢?) tend vers zéro
lorsque k tend vers l'infini mais que la décroissance n’est pas compatible avec ’équation de
récurrence linéaire reliant les autocovariances. Or une telle relation est caractéristique des
modéles ARMA. On peut donc en déduire que (£2), bien que stationnaire au second ordre,
n’admet pas de représentation ARMA. On se retrouve ici dans un cas ou la représentation
de Wold ne se réduit pas a une écriture ARMA. Cependant on a un équivalent de forme
Cov(e?, e? ;) ~ cste X B* lorsque k — oo, ce qui montre que la vitesse asymptotique de

décroissance (exponentielle) des autocovariances est la méme que pour un processus ARMA.



Chapitre 3

Estimation du modéle de volatilité
stochastique

3.1 Méthode du Pseudo-Maximum de Vraisemblance

3.1.1 Inroduction

Le caractere latent (inobservable) de la volatilité rend I'inférence statistique des modeles a
volatilité stochastique plus difficile. En particulier la loi conditionnelle du processus observé
n’est pas explicite, ce qui empéche d’écrire la fonction de vraisemblance sous une forme

simple permettant de la maximiser.

8t - \/h_tnt (3 1)
logh; =w+ Bloghy_1 4+ ov; ’
Notons que 0 = (w, 5, a)le vecteur des parameétres et 6, la vraie valeur.

La taille de ’échantillon est n, soit &1,...,&, , du processus (£;). Rappelons que les autres

variables du modele, en particulier h; , ne sont pas observables.

3.1.2 Présentation de la méthode

D’une fagon générale, I’écriture de la vraisemblance pour une série chronologique (&)

consiste a décomposer la densité jointe en produit de densités conditionnelles. La vraisem-

65
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blance s’écrit donc :

n

I(e1,. . €n;0) = Hft(et | €1, 60-1) fi(er)

t=2

Ou, pour 2 < ¢t < n, fi(e; | €1,-..,64-1) désigne la densité de ¢; conditionnelle a

(e1,...,e-1) et fi(.) la densité de e;.

Lorsque les lois conditionnelles sont gaussiennes cette décomposition permet d’obtenir une
écriture simple de la log-vraisemblance en fonction des moyennes et variance conditionnelles

des variables ¢;.

En considérant e; ~ N(0,02(0)) suit un processus gaussien , on peut donc écrire la
» Y1 )

densité de la premiére observation £;comme suit :

fi(er) = mexpeﬁ) (3.2)

Supposons maintenant que le processus (g;) conditionné par rapport & son passé soit

gaussien, c.a.d. (g | €1,...,6.1) ~ N(my(0),0%(0)) , telle que my(0) = E(e; | €1,-..,6¢-1)

et 02(0) = Var(e; | 1,...,61-1).
Sachant que le processus (g; | €1,...,6,_1) est gaussien implique que sa distribution
s’écrit :
1 (g — my(0))?
€l el . 601) = ————exp(————5—+"" 3.3
Fer 1) =~ epl— ) (5.3

On peut donc écrire la log-vraisemblance
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log(I(eq, . ..

Modéle Espace Etat

,€n;0))

log(fi(z1)) + > _log fuler | €1, &1-1)
t=2

—g log(27m) — %tzl(log(@%(@)) + %)

La méthode de vraisemblance consiste & trouver une approximation de la vraisemblance,

obtenue a partir du filtre de Kalman. Celui-ci s’applique aux modéles admettant une repré-

sentation espace-état et peut étre utilisé pour le filtrage, le lissage et la prédiction.

L’écriture générale d’une représentation espace-état se présente sous la forme de deux

équations :

Yy = Uy + dy + uy > 1
ap =Ty 1 + ¢+ Ryvy — —

La premiére équation est appelée équation de mesure et la seconde équation de transition.

La variable 7; est observable et & valeurs dans RY tandis que les m composantes du vecteur

ay, appelé vecteur d’état, sont généralement supposées non inobservables. Les matrices U, ,d;

T, , ¢ et Ry sont supposées non stochastiques mais peuvent dépendre de t. les suites (u;) et
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(v¢) sont centrées, non corrélées (c.a.d. E (uvs) = 0 Vt, s) mais leur variance peut dépendre

du temps.

La forme d’espace d’état du modele (1) est obtenue par passage au logarithme :

&7 = hunj log(7) = log(h;) + log(n?)
logh; =w + Bloghy_1 + ou, logh; = Blogh; 1+ w + oy,

En posant, Z; = log(n?), mz = E(Z;) et uy = Z; — my

log(e2) = log(hy) + Z; + mz — mz o log(¢?) = log(hy) + mz + uy
loghy = Bloghy 1 +w + ow, logh; = Blogh; 1+ w + ov,

On note également que 0% = Var(log(n?)), en supposant que cette quantité existe.

Application du Filtre de Kalman

Soit
Oy = E(Oét | Y1,y - - 7yt)7 Ptlt = VC””(Oét ’ Y1y - ;ZJt)
Qgjg—1 = E(at | Yy - - 7yt—1)7

Py =Var(ay | y1, .. ye—1) = El(ar — agpp—1) (0 — agpp—1)']

Comme il s’agit ici de calculer I'estimation du vecteur d’état sur la base des données
observées, donc ;1 représente la projection de «; sur (y1,---,9—1). Sachant que le filtre
de Kalman calcule récursivement successivement les estimateurs a9, agy1, ..., ay¢—1, alors on

associe a chaque estimateur une matrice de covariance de l'erreur de l’estimation de ay,

représentée par Py;_;.

Premiére étape : en prenant l'espérance conditionnelle par rapport a (yq,...,%;—1) dans

I’équation de transition, on obtient :
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Q-1 = E(ow | y1,-- - yi-1) = E(Tvou—r + ) | (ya, - Y—1))
= TiE(w |y Y1)

-1 = Tyoy_qp—1 + ¢

puis, en utilisant la relation o; — a1 = Ti(ayq — a—1jt—1) + Ryvg,afin de simplifier le

calcul de la matrice ;.

Py1 = El(oy — agp1) (o — agp—1)’]
= E[(Tt(at—l - atfl\tfl) + Rt'Ut)(T;S(Oét—l - Oétfl\tfl) + Rtvt)l]
= TE[(ou—1 — ou_1p—1) (1 — ap_1p—1)'|T] + Ry E(vvp) Ry
= TPy T+ RQR,
Les autres termes s’annulent a cause de 'indépendance entre oy et v; condition de nor-
malité (4). Ces équations sont appelées équations de prévision.
Deuziéme étape : une fois disponible ’observation y;, les quantités précédentes sont mises

a jour :

Qy|p = E(Oét ’ Yiy .- 7yt>

Ceci peut étre évalué en utilisant la formule de mise & jour de la projection linéaire de

oy sur l'ensemble des observations (yi, ..., y;) c.a.d.

Ot = Q-1 + E[(Oét - Oét|t—1)(yt - yt|t—1)l]E[(yt - yt|t—1)(yt - yt|t_1)’]_1(yt - yt|t_1)

Avant de calculer oy, on doit d’abord calculer I'innovation de y; a l'instant t (1 — Y1) :

telle que : yyp = E(ys | ou,v) = E(Upay + dy + 1wy | iy, v¢) = Upayyy + dy d’ott

Y — Yeje—1 = Uy — agp—1) + g
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En lui associant sa matrice de covariance :

El(ye = yie-1)We — yye-1)'] = ElUilaw — aye—1) + u) (Ue(ay — ager) + uy)']
= UB(ow — aye—1) (o — aye—1) [U; + E(uguy)

= UtPt\t—lUt, + M,
En posant, F} : matrice de gain de kalman

F, = Var(yt | Y1y - ,yt—l) = E[(Z/t - yt|t—1)(yt - yt|t—1)/] = Utpt\t—lUt/ + H,

Une fois la matrice de covariance obtenue, on peut maintenant calculer ay :

Qyp = Oyjg—1 + E[(Oét - Oét|t—1)(yt - yt\t_l)’]E[(yt - yt|t—1>(yt - yt\t_ﬂ’]_l(yt - yt\H)
= Q-1+ Ef(a; — O‘tlt—l)(Ut<04t - at\t—l) + Ut)l]Ft_l(?Jt - yt\H)
= Oy¢—1 T E[(Oét - at|t—1)(at - Oét\t—l)/]Ut,Ft_l(yt - yt|t—1>

= Oy¢—1 + Pt\t—1Ut'F[1(yt — Urayp—1 — dt)

Enfin, on retrouve la matrice de covariance de 'erreur de prédiction, notée P, comme
9 ) [ts

suit :

Pt|t = E[(Oét - Oét\t)(Oét - at|t)l]
= El(w — age-1) (@ — age—1)'] = { B[ — agge1) (¥ = yie—1) THEWe — Yo1e-1) (e — yage—2) 1}

{E[(yt - yt|t—1)(at - at|t—1)l]}

= Pyt — Py1UF, U Pyya

On applique maintenant 1’algorithme :

Initialisation de la premiére étape : a9 = Thjo + ¢1 , Pijo = T1 PT] + RiQ1 R}
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On calcule ainsi d'une maniére récursive pour ¢ = 1,...,n, les quantités ayy—1, Pye—1
et oy, Py Ceci permet en méme temps d’obtenir E(y: | yi,...,%-1) = Uyp—1 + dy,
F,=Var(y: | y1,-..,y—1) et donc d’écrire la log-vraisemblance gaussienne du modéle.

Soit ayy = E(loghy | €1,...,€7), Py = Var(loghy | €1,...,€7)

gjt—1 = E(log hy ’ 5%7 s 7€t271)7 F)t|t—1 - VCLT’(IOg hy | 5%7 s 75571)

L’algorithme prend ici la forme simplifiée, en remplagant (y; = log(e?)), Uy = 1, oy =

log hy, dy = myz, Ty = 5, ¢, = w, Ry = 0, Q; = 1) dans les équations précédentes on retrouve :

-1 = Troy_1jp—1 + ¢ = Boy_1i—1 +w

Py = TPy T + RiQ: Ry = 62Pt71\t71 +0°

Ot = Q-1 + Pt\t—lUt,Ft_l(yt — Upaygp—1 — dy) = aypp—1 + Pt‘t_lFt_l(log(sf) — Qyjg—1 — My)

W o?

041|0:m, P1|0: m

et

F, = Var(log(}) | log(}), . .., log(¢} 1)) = UyPyy1U, + Hy = Py + 0%

Py = Pyi—1 — Py U F, " UPyy = Pyy—y — Py Fy

D’ou finalement la (pseudo) log-vraisemblance :

log(l(e1,...,en;0)) = —glog(%) — %Z(log(af(ﬁ)) n (4 ;;?;;0)) )

log(l(e1,...,en;0)) = —g log(2m) — % Z(log(Ft) +
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Remarque : Pour des valeurs fixées de my = —1.27 et 0% = 72/2 (d’aprés Abramovitz

et stegun 1970), le vecteur 6 des paramétres (w, 3, 0) peut alors étre estimé en maximisant

cette fonction, construite en appliquant 1’algorithme précédent.

Procédure de Lissage

Une fois, le filtre de Kalman est calculé et les valeurs des suites {ay¢}i_; {ayi—1}i_s

{Pt|t}?:1 {Pt|t,1}tT:2 sont stockées.

c.a.d.

-1 = Tyoy_1pp—1 + ¢ = Boy_1jp—1 +w

Py = TPy T) + RQ Ry = 52Pt—1\t—1 +0°

L’estimation lissée de la derniere valeur de I’échantillon a1 est la derniere entrée dans

{aye ;. Alors, on utilise la matrice de gain {J;};;

_ I p—1
thl - R‘,—1|t—1Tth|t_1

comme générateur, et a partir des équations précédentes et en remplacant

(yt = 10g(€§))7 Ut - ]-7 Qp = 10ght7 dt = Mg, 7—;5 - ﬁa Cy = W, RT = 0, Qt -

retrouve :
- ' p—1 -1
thl - Pt—l\t—ljjtpt‘t_l = Pt—1|t—lﬁpt‘t_1

g = gy + Ji(Qur — @)

Pyr = Py + Ji(Piyar — Piyap) J;

1) on
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3.1.3 Estimation des parameétres

Afin d’estimer les paramétres du modeéle SV, nous avons testé ce modeéle sur des séries
d’observations (Y;,) de taille 7" variant de 500 a 6000 générées a partir de I’équation du modele
canonique. Ces séries sont générées en attribuant dans chaque essai des valeurs initiales des
paramétres (w, 3, 02). Pour estimer les paramétres du modéle, nous avons utilisé ’algorithme
du pseudo maximum de vraisemblance, implémenté sous I’environnement Matlab 7.0. Le
tableau suivant représente ’estimation de chaque paramétre ainsi que son écarts-type entre

parentheése.

Tableau 1 : Expériences Monte Carlo sur les estimateurs de la méthode QML, d’un modéle
stationnaire de volatilité stochastique : Rprésentant la valeur des estimateurs avec leurs

écarts types (entre parentheéses

T = 500 T = 3000 T = 6000
3 =09 0.8982 0.8817 0.8997
(0.0299) (0.0132) (0.0081)
o? =1 0.7336 0.9867 0.9921
(0.1013) (0.0503) (0.0346)
B=07 0.6785 0.6792 0.6960
(0.1310) (0.0390) (0.0272)
o? =1 0.8722 1.0681 0.9831
(0.2233) (0.0785) (0.0541)
3=09 0.8052 0.9186 0.8994
(0.1461) (0.0256) (0.0198)
o2 = 0.09 0.3220 0.2809 0.2925
(0.1819) (0.0573) (0.0386)
B=07 0.6280 0.8025 0.7113
(0.3156) (0.1695) (0.1369)
o2 = 0.09 0.5512 0.2599 0.2691
(0.3183) (0.1603) (0.0993)

Les résultats du tableau montrent bien que les valeurs estimées sont proches des valeurs
réelles et cela en augmentant & chaque fois la taille de la série ce qui confirme la convergence

de la méthode du maximum de vraisemblance vers la valeur réelle des parametres.
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L’exemple suivant représente une série de parameétres (8 = 0.9, 0% = 1) de taille T = 500

Serne 1 beta = 0.9 et sigma = 1
1[] T T T T T T T T T

10+ i

_2[] 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.1.1 : Série générée par (3 = 0.9 02 = 1) et T = 500.

La valeur des paramétres aprés estimation est (3 = 0.8829(0.0326), 5% = 1.0184(0.1271)),

d’ot nous obtenons le graphe de la log-volatilité (log(h;)) .
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Log wvolatilité beta = 0.9 et sigma = 1

1 1 1 1 1 1 1 1
[} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.1.2 : Log-volatilité de la série (3 = 0.9 02 = 1) et T = 500.

Log wolatilié lissée beta=0.9 et sigma=1

1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.1.3 : Lissage de la log-volatilité
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3.2 Meéthode de Simulation Monte Carlo par Chaines
de Markov (MCMCO)

3.2.1 Introduction

Contrairement aux autres approches classiques, adoptées dans le domaine de I'inférence
statistique, a savoir le Maximum likelihood estimation (MLE) et les moindres carrés ordinaire
(MCO), qui considérent les paramétres comme étant vraies, ’approche bayésienne considére
ces parametres comme une variable aléatoire qui suit une loi a priori pour tenir compte de

I'incertitude.

Dans I’analyse bayésienne, on choisit un vecteur dont les paramétres sont des variables
aléatoires qui suivent une loi a priori, on obtient, au fur et a mesure que les variables

s’ajustent, une distribution a posteriori.

3.2.2 Présentation de la méthode

L’objectif de I'analyse bayésienne revient a calculer I’expression suivante :

B(b(6)/) = [1(60)p(6/X)0 )

0

Avec X est le vecteur représentant les données , 6 vecteur des paramétres et h(f) une

fonction quelconque ou ’espérance existe.

Le probléme qui se pose en général, c’est qu’il est diffcile de trouver une solution ana-
lytique & cette équation. Pour résoudre ce probléme, on a recours & des algorithmes de
simulations qui relevent de la Chaine Markovienne de Monte Carlo, en particulier ’algo-
rithme de Metropolis-Hasting. Ce genre d’algorithme est utilisé généralement dans le cas ou

la densité a priori et a posteriori ne sont pas conjuguées.

La méthode générale de Monte Carlo consiste a tirer un 8™ pour m = 1...M de p(6/X)

et utiliser le fait que lorsque M — oo
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TSRO B(h(6)/X) ©)

La méthode de MCMC consiste & construire un processus markovien p(8™ ) /(™) qui

assurent la convergence vers la loi stationnaire unique p(6/X).

L’algorithme de Metropolis-Hasting qui releve de la MCMC sert & construire une chaine

de Markov dont la loi stationnaire et unique est la loi a posteriori.

Cet algorithme peut étre présenté briévement comme suit :

— Choisir une valeur initiale 0©.

— Tirer un candidat #™ selon une loi de proposition.

— Calculer le ratio de Hasting (A™~Y,6*), définit par la probabilité :

04(6?( )’ 0*) = min (p(g — H(m_l)/X) , 1)

— Tirer une variable aléatoire v d’une loi uniforme UJ0,1] et la comparer au ratio de

Hasting o(0™ Y 6%).

Siu < a 0™ =¢* le candidat est accepté

Sinon 6™ = 9V e candidat est rejeté

— Répéter les trois étapes précédentes M fois.

— Utiliser ’équation (2) afin d’approximer F(h(f)/X) pour n’importe quelle fonction
h(0) ou l'espérance existe.
La régle d’acceptation ou du rejet du candidat sert généralement & s’assurer que la

chaine se déplace dans la bonne direction.

Cet algorithme va nous servir de pour simuler la dynamique des volatilités latentes.
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3.2.3 Estimation des parameétres

L’objectif de la présente section est de décrire la partie estimation de notre modele

d’étude.

{ v = exp(h/2)e (1)
hy = p+ ¢hy—y + 1,

ou ¢ et 71, suivent N(0,1).

SOlt yn = (yl, ...,yn),hn = (hl, ,hn) et ha:b = (ha, ...,hb).

Densité a priori

La densit e a priori f(f) est la fonction de densité des parameétres avant d’intégrer les

données.

L’incertitude concernant la log-volatilité initiale est hg ~ N (mg, Cp)

Soit # = (u,®) vecteur des parameétres, alors la distribution a priori de (0, 7%) est une

normale-inverse gamma, i.e.
(0,7%) ~ NIG(0y, Vo, vo, s2)
0/7% ~ N (6, 72Vp)

2 ~ IG (v /2, v053/2)

Les hyperparamétres sont : mg, Cy, 0o, Vo, 1o et s3.

Lois a posteriori

La distribution a posteriori de notre modéle via la méthode MCMC peut étre effectuer
par au moins deux fagons.

Soit h_y = (ho.t-1), ha+1)m), pour t =1,...,n — 1l et h_, = Ry (no1)

Choix d’échantillon (0, 72/h", y")
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La distribution a posteriori de (6, 72) conditionnée sur hq., suit aussi une normale-inverse

gamma :

(9, 7_2)/yn7 hO:n ~ N[G(ela ‘/17 vy, S%)
ou X = (1n7 ho;(nfl)), ~UVL=Vyg+n
V3=V XX
Vi 0, = Vi t00 + X' ha.y,
V18t = vost 4+ (y — X01)'(y — X61) + (601 — 60)'Vy (61 — 6o)
Choix d’échantillon (hy/0, 7% 1)
En combinant

ho ~ N(mm Co)

et
hi/ho ~ N(u+ ¢ho, 7°)

permet d’obtenir (par le théoréme de Bayes)

ho/hl ~ N(ml, 01)

ou
Crlmy = Cytmg + o177 2(hy — 1)

Crt=Cyl+¢*r2

Distribution a priori conditionnée sur h;,

Sachant h;_ 1,6, on peut démontrer que, pour t =1,....,n — 1

() =M, )= (6 o )}
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ou E(ht/htfl, ht+1, 9, T2> est

1 —
(8 ()b

et V(ht/ht—la ht-i—l; 0, 7-2) est

V2 = 72(1 4 ¢?)!
Par conséquent,

(he/he—1,hei1,0,7%) ~ N(p,,v*) t=1,...,n—1
(hn/hn-1,0,7%) ~ N(p,,, 7%)

ou fi,, = [t + Qhp—y

Etablir un échantillon /,; via ’algorithme Metropolis-Hastings

La distribution coonditionnelle de h; est donnée par :

p(ht/h_t,y",e,rz) = p(ht/ht—laht+17877—2>p(yt/ht)

= fn(he; 1, V%) (50, ™)

Algorithme de Metropolis-Hastings

Pourt=1,...,n

1. L’état actuel : hgj)

2. Etablir un échantillon A} & partir d’une loi normale N (fi,, v?)

3. Calculer la probabilité d’acceptation

a:min{l fN( ?sutw?)f (4650,€") fu(hg ,ut,V?)}
In

fN( t anVt) (y:;0,e ’E])) I (his g, v7)

4. Nouvel état :

RO+ _ 'hf avec la probabilté a
¢ hY) avec la probabilité 1 — a

80
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Soit I’exemple suivant :

On veut estimer les parameétres du modeéle 1 en simulant une série de taille n = 500,
nombre d’itération Monte Cartlo est N = 4000 avec les parameétres suivants u = —0.0065, ¢ =

0.99 et 72 = 0.152

Les graphes suivants représentent la simulation de la série ainsi que sa volatilité

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.2.1 : Estimation Série taille n = 500, et u = —0.0065 ¢ = 0.99 et 7% = 0.15>

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.2.2 : Volatilté de la Série taille n = 500, et ;1 = —0.0065 ¢ = 0.99 et
72 = 0.15% = 0.0225
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Le tableau suivant résume les valeurs des paramétres estimés est :

Paramétres L ¢ 72
Valeurs initiales | —0.0065 | 0.99 0.0225
Estimation 0.0019 0.9737 | 0.0299

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

1 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

=]

Figure 3.2.3 : Valeurs estimées de p sur 4000 itérations
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figure 3.2.4 : Valeurs estimées de ¢ sur 4000 itérations
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Figure 3.2.5 : Valeurs estimées de 72 sur 4000 itérations
Le graphe suivant représente la volatilité correspondant a la série de la figure 1.
1 U T T T T T T T T T
g - -]
B - —
UD EID ‘I[I]U 1éﬂ EEI]D 250 3[IJD Séﬂ 4EI]D 4éﬂ 500

Figure 3.2.6 : Volatilité avec les parameétres j1 = 0.0019 gAb = 0.9737 et 72 = 0.0299



CHAPITRE 3. ESTIMATION DU MODELE DE VOLATILITE STOCHASTIQUE 84

3.3 Application du modéle SV sur un cas réel

3.3.1 Introduction

Pour tester la pertinence des deux méthodes utilisées a savoir, la méthode QML et la
méthode MCMC, nous avons appliqué au modéle SV, une série financiére montrant les
rendements quotidiens de la Bourse de New York (New York Stock Exchange (NYSE)) a
partir du 2 Février 1984 jusqu’au 31 Décembre 1991. Cette série est représentée dans la

figure suivante.

WYSE: Bourse de Mew York
0.15 T ‘ T

0.05 - —

0.05 - —

015 —

2 | | | | \ | | | |
0 200 400 800 800 1000 1200 1400 1800 1300 2000

Temps

Figure 3.3.1 : Les rendements quotidiens de la Bourse de New York (New York Stock
Exchange (NYSE)) a partir du 2 Février 1984 jusqu’au 31 Décembre 1991.

Nous présentons dans ce qui suit, I’estimation des parameétres du modéle ainsi que les

graphes de la volatilité obtenus par ces méthodes.
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3.3.2 Estimation par la méthode QML

Les parameétres, w, 3,0, sont estimés par le maximum de vraisemblance et les résulttas

obtenus pour ’échantillon de 2000 observations sont les suivatns :

Parameétres w 15} o
Valeurs initiales | 0 0.95 0.2
Estimation -0.0063 | 0.9999 | 0.2048
Ecart type 0.0503 | 0.029 | 0.073
La figure montre le journal des rendements au carré, y; = log(r?), pour deux cents

observations sur les deux milles observations du NYSE ainsi que sa volatilité, en utilisant la

méthode QML avec le filtre et lissage de Kalman

Log (Rendements NYSE au carré)

500 520 840

860 80 500 920 940 960 980 1000

"800 520 840

860 80 500 920 940 960 980 1000

Figure 3.3.2 : Prévision de la log-volatilité par QML de 800 & 1000.
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3.3.3 Estimation par la méthode MCMC

Nous utilisons dans cette partie la méthode de simulation Monte Carlo par les Chaines
de Markov. Cette méthode est appliquée sur le modéle SV, en retenant le méme échantillon
de la bourse de New York (NYSE) utilisées dans paragraphe précédent. Le résultat de la

simulation par la méthode MCMC est résumé dans le tableau suivant :

Parametres w 6] o
Valeurs initiales | 0 0.95 |0.2
Estimation -0.0068 | 0.963 | 0.17
Ecart type 0.016 0.007 | 0.027

Le graphe suivant représente la volatilité extraite a partir de ’echantillon c.a.d. les ren-

dements (NYSE), par la méthode MCMC.

Log (Rendements NYSE au carré)
0
T I T

300 B20 840 860 880 900 520 940 960 980 1000

Prévision log volatilité
-5
I

-1
800 B20 840 860 880 900 520 940 960 980 1000

Figure 3.3.3 : Prévision de la log-volatilité par MCMC de 800 & 1000.
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3.3.4 Comparaison des QML et MCMC

Afin de comparer la méthode de simulation Monte Carlo par les Chaines de Markov
(MCMC) avec la méthode du quasi maximum de vraisemblance (ML), nous nous basons

sur les estimations des parametres ainsi que les graphes de volatilité lissée.

Les résultats de la simulation montrent clairement que la méthode MCMC est plus per-

tinente et efficace que la méthode QML par rapport & I'estiamtion des parameétres.

[’avantage le plus important des procédures MCMC est qu’elles permettent d’obtenir
simultanément ’estimation des parameétres, les estimations de la volatilité lissée ainsi que les
distributions prédictives des valeurs futures & plusieurs étapes de la volatilité. En plus de cela,
si la taille de la simulation est grande alors la méthode MCMC donne asymptotiquement la
distribution que la méthode QML. Le principal inconvénient est que la mise en ceuvre est

assez compliquée et consomme beaucoup de temps par rapport a la méthode QML.
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Conclusion et Perspectives

Durant cette étude, nous nous sommes intéressés aux modeles de volatilité stochastique

a estimer les parameétres du modele et & capturer la persistance de la volatilité stochastique.

Les approches utilisées pour estimer les paramétres et les volatilités latentes du modele,
sont la méthode MCMC et la QML. L’approche Bayesienne a ’avantage de tenir compte de
I'incertitude de ces parameétres, a 'opposé de la méthode du maximum de vraisemblance qui

considérent ces parametres comme vraies.

L’incovénient de la méthode MCMC est qu’elle est compliquée & appliquer contrairement

a la méthode QML, mais ces résultats sont plus pertinents que la méthode QML.
Plusieurs axes de recherche sur des modeéles plus complexes peuvent étre envisagés, tels :
— Les modeéles de volatilité stochastique multivariés, dont on cite quelques références :

Yu, J., Meyer, R. (2006). Multivariate stochastic volatility models : Bayesian estimation

and model comparison. Econometric Reviews 25(2-3) :361-384.

Liesenfeld, R., Richard, J.-F. (2006). Classical and bayesian analysis of univariate and

multivariate stochastic volatility models. Econometric Reviews 25(2-3) :335-360.
— Les modeles de volatilité stochastique périodiques dont on cite aussi :

Aknouche, A. (2011). On a periodic autoregressive stochastic volatility model. Compu-

tational Statistics and Data Analysis.

— Les modeéles de volatilité stochastique a changement de régime Markovien...
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