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Introduction générale

Les modèles de volatilité ont connu un grand essor ces trois dernières décennies grâce

à leur aptitude à modéliser non seulement l�évolution des valeurs d�un phénomène mais

aussi leur variabilité, variabilité dont le modèle adéquat est la variance conditionnelle. Une

spéci�cation essentielle de ces modèles, notamment les modèles de type ARCH (Autoregres-

sive conditionnellement hétéroscédastiques), est que la variance conditionnelle est considérée

comme fonction du passé du phénomène sous-jacent. Cependant, cette dépendance uni-

quement du passé présente une sérieuse limitation tant le présent n�est pas intégré dans

l�évolution de la variabilité. C�est l�une des principales motivations de l�introduction, dans

les années quatre vingt, d�un autre type de modèles de volatilité où la variance condition-

nelle est plutôt fonction d�un processus exogène non observable évoluant selon une certaine

structure dont la plus répandue est la structure markovienne homogène. Cette classe de mo-

dèles dits de volatilité stochastique, puisque la volatilité n�est pas observable au présent, est

considérée comme une bonne alternative des modèles de volatilité observable, à l�instar des

modèles ARCH/GARCH qui reposent sur l�adéquation entre les concepts de variance condi-

tionnelle et de volatilité. Cette spéci�cation, qui fait de la volatilité une variable observable,

a d�immenses avantages du point de vue statistique (prévision, inférence), mais elle rend

l�étude probabiliste complexe et elle implique des limitations importantes sur les propriétés

dynamiques.

A l�opposé, les modèles dits à volatilité stochastique font de la volatilité une variable

latente (non observable) possédant une dynamique propre.

Cependant, la formulation de ces modèles, tout à fait adéquate aux théories �nancières,

présente des di¢ cultés dans leur mise en �uvre statistique sur la base de données réelles.

La méthode classique du maximum de vraisemblance s�avère très couteuse voire impossible

1
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puisque l�évaluation se fait par rapport à toutes les trajectoires possibles du processus non

observable de volatilité. D�autres méthodes telles les méthodes des moments simple et géné-

ralisée sont plus faciles à mettre en �uvre mais sou¤rent d�un dé�cit d�e¢ cacité statistique

comparées à la méthode du maximum de vraisemblance. Dans les années quatre vingt dix,

un grand intérêt à été porté aux méthodes de simulation de Monté Carlo Markov Chain

(MCMC) basées sur l�approche Bayesienne pour l�estimation et des paramètres et du pro-

cessus non observable considéré comme paramètre augmenté. Ces méthodes ont prouvé leur

e¢ cacité statistique sous des délais raisonnables de mise en �uvre.

Ce mémoire porte sur l�étude probabiliste, statistique et applications des modèles de

volatilité stochastique. Le modèle étudié consiste en un produit de deux processus : un

processus d�innovation et le processus latent de volatilité s�exprimant via une autoregression

d�ordre un. D�abord on a présenté une étude probabiliste des modèles de volatilité, à savoir

les conditions d�existence de solutions avec des exigences de structure, telle la stationnarité

stricte, stationnarité au second ordre, structure d�autocovariance,. . .

Dans une deuxième phase, on s�intéresse au problème d�estimation de tels modèles. En

premier lieu on présente la méthode du quasi maximum de vraisemblance dans laquelle

l�évaluation est basée sur le principe de décomposition de l�erreur de prédiction où les pré-

dictions et les lissages nécessaires sont obtenus grâce au �ltrage de Kalman. Ensuite, on

étudie le problème d�estimation sous l�approche Bayesienne selon laquelle, partant de lois à

priori appropriées pour les paramètres et les latents, les lois a postériori sont obtenus ité-

rativement via l�échantillonnage de Metropolis-Hasting, une variante connue des méthodes

MCMC. Les deux méthodes sont comparées en échantillons �nis à travers des simulations et

dont la meilleure s�avère la méthode Bayesienne. En�n dans la dernière phase, on propose

d�appliquer la modélisation SV sur des données �nancières réelles où on induit la volatilité

de séries réelles, le modèle étant validé.



Chapitre 1

Outils mathématiques

La quasi-totalité des modèles de séries chronologiques sont souvent exprimés par des

équations aux di¤érences stochastiques, avec un processus entrée (le plus souvent processus

d�innovation et/ou processus exogène), une forme de l�équation avec ces paramètres et une

sortie qui représente une solution de cette équation et qui est elle-même un processus sto-

chastique. L�étude des modèles de séries chronologiques revient à étudier la structure des

propriétés des sorties (stationnarité, ergodicité, ergodicité géométrique, comportement des

queues) en fonction des propriétés des entrées (i.i.d, bruit blanc, di¤érence de Martingale,. . . ),

des paramètres, et de la forme de l�équation.

Processus de sortieProcessus entrée
Paramètre θ

Equation aux
différences
stochastique

(Yt)(εt)
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1.1 Processus stochastiques

1.1.1 Introduction

La théorie des probabilités a pour but ultime la représentation mathématique des phé-

nomènes aléatoires. En fait, on peut classer les phénomènes aléatoires en deux catégories :

les phénomènes statiques et les phénomènes évolutifs (ou dynamiques). Dans le premier cas,

il s�agit d�un fait qu�on admet �xe qui ne se rattache ou ne dépend d�aucun autre fait,

dusse le même fait à un autre instant ou à une autre région. Le modèle mathématique de

phénomènes aléatoires statiques est la variable (ou vecteur) aléatoire. Lorsqu�on veut in-

férer des informations concernant la distribution de probabilité des valeurs possibles d�un

phénomène aléatoire statique, on peut répéter des observations identiques et indépendantes.

Cependant, si l�on désire appréhender certains phénomènes comme le prix du pétrole à un

instant donné, la taille d�une population à une génération ou la consommation d�électricité

à une région donnée, on peut encore obtenir un ensemble d�observations prises chaque jour,

chaque génération, ou chaque région, mais à ce moment là, les hypothèses d�indépendance

et d�equidistributivité ne sont plus admissibles. Il est plus judicieux, ici, de considérer que

les observations prises à des instants ou à des générations ou encore à des régions di¤é-

rentes font partie d�une même famille in�nie représentant tout le phénomène à tout instant,

à chaque génération ou à chaque région. Le modèle de variable aléatoire s�avère ainsi in-

su¢ sant pour décrire les phénomènes qui évoluent par rapport à un ensemble renfermant

une in�nité de membres, parfois non dénombrable. Ainsi, on est amené à considérer plutôt

une famille de variables aléatoires, évoluant sur un domaine, et dont chacune est destinée

à décrire un moment correspondant de l�évolution du phénomène. Un tel modèle est appelé

processus aléatoire ou stochastique et est donc caractérisé par une structure de dépendance

entre membres de la famille et une distribution de probabilité des valeurs, en raison de l�aléa

qui le caractérise. La théorie des processus aléatoires a pour but de donner les règles de base

pour le calcul des probabilités d�évènements se rattachant plutôt à des processus aléatoires.

La statistique des processus, quant à elle, permet sur la base d�une observation d�une partie

du phénomène d�induire des informations concernant la distribution de probabilité d�un ou

de plusieurs membres du processus ayant généré cette observation.
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Soit (
; A; P ) un espace de probabilité, où 
 est l�espace des réalisations possibles, A est

une tribu adaptée à (c�est l�ensemble qui contient les combinaisons possibles d�évènements)

et P est une mesure de probabilité dé�nie sur A.

Les processus aléatoires qui seront présentés dans la suite de ce travail sont dé�nis sur

l�espace de probabilité (
; A; P ) et à valeurs dans un espace d�états (R; B(R)).

1.1.2 Processus aléatoire

Dé�nition 1.1.1 Un processus aléatoire de domaine d�évolution T , dé�ni sur un espace

de probabilité (
; A; P ) et à valeurs dans un espace d�état E qui est muni d�une tribu E ; est

une famille de variables aléatoires (Yt; t 2 T ) chacune dé�nie sur (
; A; P ) à valeur dans

(E; E):

On peut classi�er les processus aléatoires selon la dénombrabilité ou non de l�espace d�état

E et du domaine d�évolution T . En e¤et, on distingue

- Les processus à temps discret et à espace d�état discret.

- Les processus à temps continu et à espace d�état discret.

- Les processus à temps discret et à espace d�état continu.

- Les processus à temps continu et à espace d�état continu.

Dans la suite on s�intéresse au cas des processus à temps discret (T = Z ou T = N) et à

espace d�état �ni ou in�ni et E = Z soit Rd (d 2 N�) selon le cas.

Distribution de probabilité d�un processus aléatoire

Distributions �ni-dimensionnelles Il est bien connu que la structure d�un processus

aléatoire (Yt; t 2 Z) dé�ni sur un espace de probabilité (
; A; P ), à valeurs dans un espace

d�états (R; B(R)) et de domaine d�évolution Z est caractérisée par la distribution in�ni-

dimensionnelle PY (:) dé�ni comme suit :
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PY (:) : (B(R))
Z ! [0; 1] (1.1)

B =
Y
t2T

Bt ! PY (B) = P (! : Y (!) 2 B)

= P

 
! :
\
t2T

Yt (!) 2 Bt

!
;

avec Bt 2 B(R). Comme la distribution in�ni-dimensionnelle est généralement di¢ cile à

manipuler, on fait recours à un outil plus simple qui est la distribution �ni-dimensionnelle.

L�introduction de cette distribution est justi�ée par un théorème qui stipule que dans le

cas à temps discret la distribution in�ni-dimensionnelle est uniquement déterminée par les

probabilités �ni-dimensionnelles et donc la structure probabiliste d�un processus à temps

discret est entièrement déterminée par les distributions �ni-dimensionnelles.

Dé�nition 1.1.2 (Fonction de répartition �ni-dimensionnelle)

Pour n 2 N� et pour tout t1; t2; : : : ; tn 2 Z; la fonction de répartition �ni-dimensionnelle

de (Yt; t 2 Z) est la fonction de répartition de toute sous-suite �nie.(Yi1; Yi2; : : : ; Yin). Autre-

ment dit, c�est la fonction FYt1 ;:::;Ytn (:) dé�nie sur R
n à valeurs dans [0; 1] par :

FYt1 ;:::;Ytn (:) : Rn ! [0; 1] (1.2)

(y1; y2; : : : ; yn) ! FYt1 ;:::;Ytn (y1; y2; : : : ; yn) = P

 
! :

n\
j=1

Ytj (!) � yj

!
:

A partir de la fonction de répartition on peut dé�nir :

i) La fonction de masse �ni-dimensionnelle PYt1 ;:::;Ytn (:) lorsque l�espace d�état R est

dénombrable.

ii) La fonction densité de masse �ni-dimensionnelle fYt1 ;:::;Ytn (:) lorsque les variables aléa-

toires (Yt; t 2 Z) sont absolument continues.
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Caractéristiques de la distribution d�un processus aléatoire

Comme pour les variables aléatoires, la distribution in�ni-dimensionnelle d�un processus

aléatoire (Yt; t 2 Z) est aussi caractérisée par certaines familles particulières dé�nies sur Z à

valeurs dans R, à savoir : la fonction moyenne, la fonction variance, la fonction d�autocova-

riance.

a: Fonction moyenne : La fonction moyenne � = E(Yt) est une fonction de Z dans R

qui pour tout t 2 Z associe l�espérance mathématique du membre Yt. Ayant comme domaine

de dé�nition l�ensemble D� = ft 2 Z : E (Yt) <1g.

b: Fonction variance : La fonction variance �2 est une fonction de Z dans R qui pour

tout t 2 Z associe la variance mathématique du membre Yt. Ayant comme domaine de

dé�nition l�ensemble D�2 = ft 2 Z : E (Y 2
t ) <1g :

c: Fonction d�autocovariance : La fonction d�autovariance  (:; :) est une fonction de

Z�Z dans R qui pour tout couple (t; s) 2 Z�Z associe la covariance entre les membres Yt et

Ys. Ayant comme domaine de dé�nition l�ensemble D = f(t; s) 2 Z� Z : E (YtYs) <1g :

d: Fonction d�autocorrélation : On dé�nit également la fonction d�autocorrélation

� (:; :) comme une fonction de Z�Z dans [�1; 1] qui pour tout couple (t; s) 2 Z�Z associe

la corrélation entre les membres Yt et Ys. Ayant comme domaine de dé�nition l�ensemble

D� = D:

e:Fonction d�autocorrélation partielle : L�autocorrélation partielle �h de retard h

mesure la corrélation entre deux observations éloignées de h périodes quand l�in�uence li-

néaire des observations à l�intérieur a été neutralisée. Donc c�est la corrélation entre Yt et

Yt�h qui n�est pas expliquée par Yt+1; : : : ; Yt�h�1.

f . Fonction génératrice : On appelle fonction génératrice des moments de (Yt; t 2 Z)

la fonction M (:; :) dé�nie de R dans R. Le domaine de dé�nition de M (:; :) est alors donné

par DM =
�
(t; z) 2 T � R : E

�
ezYt
�
<1

	
:



CHAPITRE 1. OUTILS MATHÉMATIQUES 8

Structure de dépendance associée aux processus aléatoires

a: Stationnarité

La propriété de stationnarité (stochastique), qui caractérise plutôt une certaine régularité

stochastique dans l�évolution, joue un rôle crucial dans la théorie des processus aléatoires.

Dans plusieurs problèmes du monde réel, on rencontre des phénomènes aléatoires qui évoluent

dans un régime "d�équilibre stochastique" dans le sens où les caractéristiques fréquentistes

du phénomène ne changent pas dans le domaine d�évolution. De tels phénomènes peuvent

être représentés par lesdits processus stationnaires.

Dans la suite nous allons évoquer la dé�nition de la stationnarité qui a été introduite

par Kintchine (1931) pour le cas d�un domaine d�évolution Z quelconque et qui est dite

stationnarité stricte.

Dé�nition 1.1.3 (Stationnarité stricte )

Un processus aléatoire (Yt; t 2 Z) dé�ni sur un espace de probabilité (
; A; P ) à valeurs

dans un espace d�état (R; B(R)) et de domaine d�évolution Z est dit strictement stationnaire,

si 8n; h 2 Z;8yi 2 R, on a

P (Yt1 � y1; Yt2 � y2; : : : ; Ytn � yn) = P (Yt1+h � y1; Yt2+h � y2; : : : ; Ytn+h � yn) ;

tel que ti+h 2 Z; i = 1; : : : ; n: Autrement dit, si les distributions �ni-dimentionelles sont
invariantes par translation admissible dans le domaine d�évolution.

Le processus strictement stationnaire le plus simple est la suite indépendante et identi-

quement distribuée (i.i.d).

Il est important de noter que tous les moments d�un processus strictement stationnaire,

lorsqu�ils existent, sont invariants dans le temps. Le processus est ainsi dit stationnaire

en tous les moments ou à l�ordre l�in�ni (1). Ainsi, la dé�nition de stationnarité stricte

semble contraignante puisque lorsque tous les moments existent, elle exige l�invariance de

tous ces moments par rapport au temps. De plus, elle repose sur la connaissance des lois �ni-

dimensionnelles du processus qui ne peuvent être connues en pratique, sauf dans des cas très

spéciaux. Cependant, plusieurs propriétés probabilistes essentielles des processus aléatoires

peuvent être obtenues juste à partir des deux premiers moments (lorsqu�ils existent) et
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pour les moments restants, la distinction est souvent négligeable. La stationnarité de ces

deux premiers moments peut être su¢ sante pour expliquer du moins avec bonne précision,

la stationnarité dans la distribution du processus. En particulier, pour les processus dits

gaussiens qui sont très répandus en pratique, la stationnarité de ces deux premiers moments

est équivalente à la stationnarité stricte. C�est pourquoi, on a souvent besoin d�un concept

de stationnarité moins fort mais qui peut être rencontré en pratique.

Dé�nition 1.1.4 (Stationnarité au second ordre)

Un processus aléatoire (Yt; t 2 Z) dé�ni sur un espace de probabilité (
; A; P ) à valeurs

dans un espace d�états (R; B(R)) et de domaine d�évolution Z est dit stationnaire au second

ordre (faiblement stationnaire; covariance stationnaire), si

i) La fonction variance �2 (t) = var(Yt) < 1 existe pour tout t dans le domaine d�évo-

lution Z (et donc nécessairement la fonction moyenne � (t) = E (Yt) existe : E (Y 2
t ) <1)

ii) La fonction moyenne � (t) est constante sur le domaine d�évolution et la fonction

d�autocovariance  (Yt; Yt+h) = cov (Yt; Yt+h) dépend seulement de h, ce qui entraine que la

fonction variance �2 (t) est constante dans le domaine d�évolution Z.

Le processus faiblement stationnaire le plus simple est le processus bruit blanc.

Dé�nition 1 Un processus �t est dit un processus bruit blanc si :

� E( �t) = 0

� E( �2t ) = �2

� E( �t�� ) = 0 8t 6= �

Dé�nition 2 Bruit blanc fort est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées de moyenne zéro et de variance �nie.

Dé�nition 3 Bruit blanc faible est une suite de variables aléatoires non-corrélées de

moyenne zéro et de variance �nie.

b: Ergodicité
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L�ergodicité exprime le fait que le processus peut prendre n�importe quelle valeur dans

l�espace des états indépendamment de sa valeur initiale, et qu�il ne peut s�isoler dans un

sous ensemble strictement inclus dans l�espace des états, c�est donc une propriété d�irréduc-

tibilité mais associée à des processus stationnaires. Cette propriété est très importante pour

l�établissement du théorème ergodique.

Le théorème ergodique représente une généralisation du théorème des grands nombres

au cas des processus non i.i.d. mais stationnaires. Ce théorème stipule que sous certaines

conditions, la moyenne empirique d�une fonction du processus converge vers une certaine

variable aléatoire. Lorsque le processus est ergodique cette variable aléatoire, si elle existe

n�est autre que la variable dégénérée représentant la moyenne commune à tous les membres.

Avant de dé�nir formellement la notion d�ergodicité, donnons d�abord le concept d�inva-

riance d�un espace par rapport à une transformation.

Dé�nition 1.1.5

Soit RZ l�espace de toutes les séquences (Yt; t 2 Z) de nombres réels.

i) L�application T : RZ ! RZ est dite opérateur de translation si

T (: : : ; Y0; Y1; Y2; : : :) = (: : : ; Y1; Y2; Y3; : : :) :

ii) Un sous ensemble A � RZ est dit T -invariant si T (A) = A: Autrement dit, le seul

espace T -invariant est R lui même.

Il existe deux types d�ergodicité ; ergodicité faible et ergodicité forte.

Dé�nition 1.1.6 (Ergodicité)

Un processus stochastique stationnaire (Yt; t 2 Z) est dit ergodique si

P ((Y1; Y2; Y3; : : :) 2 A) = 0 ou 1;

pour chaque ensemble A T -invariant.

Autrement dit, le seul sous espace invariant par la translation T à quelques ensembles de

mesures nulles près est l�ensemble RZ lui-même, ce qui exprime une certaine irréductibilité.

Lorsque le processus aléatoire (Yt; t 2 Z) est strictement stationnaire, la suite dé�nie
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par 1
n

nP
t=1

Yt converge vers une variable aléatoire, mais lorsque le processus (Yt; t 2 Z) est

ergodique, une telle variable n�est rien d�autre que la moyenne (une constante). D�où le

théorème ergodique suivant :

Théorème ergodique pour processus stationnaire et ergodique

Théorème 4 Soit (Yt; t 2 Z) un processus ergodique strictement stationnaire avec une moyenne

�nie m. Alors

P

 
lim
n!1

1

n

nX
k=1

Yk = m

!
= 1:

Le théorème suivant nous donne di¤érentes caractérisations de l�ergodicité.

Théorème de Karlin et Taylor,(1975)

Théorème 5 (Karlin et Taylor,1975)

Soit (Yt; t 2 Z) un processus stationnaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) (Yt; t 2 Z) est ergodique.

(b) Pour chaque ensemble A T -invariant par translation

P ((Y0; Y1; : : :) 2 A) = 0 ou 1:

(c) Pour chaque ensemble A de séquences réelles (Y0; Y1; : : :) ;

lim
n!1

1

n

nX
j=1

I ((Yj; Yj+1) 2 A) = P ((Y0; Y1; : : :) 2 A) ;

tel que I(A) est la variable aléatoire indicatrice de l�événement A:

I(A) =

�
1 si A se produit
0 si non

:
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(d) Pour chaque k = 1; 2; : : : et chaque ensemble A de vecteurs réels (Y0; : : : ; Yk),

lim
n!1

1

n

nX
j=1

I ((Yj; : : : ; Yj+k) 2 A) = P ((Y0; Y1; : : : ; Yk) 2 A) :

(e) Pour chaque k et chaque fonction g de k + 1 variables,

lim
n!1

1

n

nX
j=1

g (Yj; : : : ; Yj+k) = E (g (Y0; Y1; : : : ; Yk)) ;

à condition que l�espérance existe.

(f) Pour chaque fonction � de RZ dans R, on a

lim
n!1

1

n

nX
j=1

� (Yj; Yj+1; : : :) = E (� (Y0; Y1; : : :)) ;

sous condition que l�espérance existe.

L�ergodicité déjà dé�nie implique le théorème ergodique dans le sens de la convergence

presque sûre. On peut avoir une version du théorème plus faible dans le sens de convergence

en probabilité et en moyenne quadratique.

1.1.3 Equations aux récurrences stochastiques

La quasi-totalité des modèles de séries chronologiques sont souvent exprimés par des

équations aux récurrences stochastiques de la forme suivante :

Yn+1 = An+1Yn +Bn+1; n 2 Z: (1.1.1)



CHAPITRE 1. OUTILS MATHÉMATIQUES 13

Notre objectif dans cette section est de déterminer les conditions d�existence d�une unique

solution stationnaire de l�équation (1:1:1), dans le cas où la séquence (An; Bn) est stationnaire

et ergodique.

Les propriétés de stationnarité de la quasi totalité des modèles de séries chronologiques

sont liées directement aux propriétés de stationnarité de la solution de l�équation (1:1:1). Il

est su¢ sant donc d�étudier cette équation. Brandt (1986) a établi un théorème dans lequel

il a donné les conditions d�existence d�une solution strictement stationnaire pour (1:1:1). Il

l�a utilisé pour le cas unidimensionnel (d = 1) , mais la démonstration est valable pour tout

d.

Théorème 6 (Brandt, 1986)

Soit f(An; Bn) ; n 2 Zg un processus strictement stationnaire et ergodique tel queE(log+(A0))

et E(log+(B0)) sont toutes les deux �nies. Supposons que l�exposant de Lyapounov  dé�ni

par

 = inf

�
E

�
1

n+ 1
log kA0A�1; : : : ; A�nk ; n 2 N

��
;

est strictement négatif. Alors, pour tout n 2 N; la série

Yn =
+1X
k=0

An � An�1 � : : :� An�k+1 �Bn�k;

converge presque sûrement, et le processus (Yn; n 2 Z) est l�unique solution strictement

stationnaire de (1:1:1).

On se place dans le cas où (An; Bn) est i.i.d. et on donne quelques dé�nitions relatives à

l�équation (1:1:1).

Dé�nition 1.1.7 Un modèle autorégressif généralisé avec des coe¢ cients i.i.d. est un

modèle

Yn+1 = An+1Yn +Bn+1; n 2 Z; (1.1.2)

avecf(An; Bn) ; n 2 Zg est une séquence de variables aléatoires i.i.d. dé�nies dans l�espace

de probabilité (
; A; P ) qui prennent leurs valeurs dans M(d) � Rd: La solution de cette
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équation est une séquence (Yn; n 2 Z) de Rd variables aléatoires pour laquelle (1:1:2) est

véri�ée.

Dans la suite nous allons dé�nir une solution stationnaire qui ne dépend pas du futur.

Dé�nition 1.1.8 (Solution non anticipative)

Une solution strictement stationnaire non anticipative de (1:1:2) est un processus stric-

tement stationnaire (Yn; n 2 Z) qui est une solution de (1:1:2), tel que pour chaque p 2 Z,

YP est indépendant des variables aléatoires f(An; Bn) ; n 2 Zg.

Passons à la dé�nition suivante qui introduit l�irréductibilité de (1:1:2).

Dé�nition 1.1.9 Soit H un sous espace a¢ ne de Rd. Il serait dit invariant sous le modèle

(1:1:2) si fA0y +B0; y 2 Hg est contenue dans H presque sûrement. Le modèle (1:1:2) est

appelé irréductible si Rd est le seul sous espace a¢ ne invariant.

Théorème 7 (Bougerol et Picard, 1992)

Considérons le modèle (1:1:2) avec des coe¢ cients i.i.d. Supposons que ce modèle est

irréductible et qu�il a une solution strictement stationnaire et non anticipative (Yn; n 2 Z).

Donc il s�ensuit que :

i) A0; A�1; : : : ; A�k converge vers 0 presque sûrement quand k ! +1:

ii) Pour tout entier n,

Yn =
+1X
k=0

An � An�1 � : : :� An�k+1 �Bn�k;

où la série converge presque sûrement.

iii) Cette solution est l�unique solution strictement stationnaire de (1:1:2).

Le théorème que nous allons donner par la suite stipule que, sous la condition d�irré-

ductibilité, s�il existe une solution strictement stationnaire non anticipative de (1:1:2) alors

l�exposant de Lyapounov  est strictement négatif.

Théorème 8 (Bougerol et Picard, 1992)
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Supposons que le modèle (1:1:2) avec les coe¢ cients i.i.d est irréductible et queE(log+ kA0k)

et E(log+ kB0k) sont toutes les deux �nies. Alors (1:1:2) a une solution strictement station-

naire non anticipative si et seulement si l�exposant de Lyapounov est strictement négatif.

Proposition 1.1.1 (Bougerol et Picard, 1992)

Supposons que le modèle (1:1:2) a une solution strictement stationnaire non anticipative

(Yn; n 2 Z). Soit H le sous espace a¢ ne minimal de Rd tel que P (Y0 2 H) = 1. Alors H

est invariant sous le modèle et n�importe quel sous espace invariant de H porte une solution

non anticipative strictement stationnaire.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 1:1:3, théorème 1:1:5

et de la proposition 1:1:1.

Corollaire 1.1.1 (Bougerol et Picard, 1992)

Considèrons le modèle (1:1:2) avec E(log+ kA0k) et E(log+ kB0k) sont �nies. Supposons

qu�il existe une solution non anticipative strictement stationnaire qui n�est pas portée par

l�hyperplan a¢ ne. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L�exposant de Lyapounov est strictement négatif.

ii) Le modèle est irréductible.

iii) Il existe une unique solution stationnaire.

1.2 Modèle Espace d�Etat et Filtre de Kalman

1.2.1 Introduction

L�étude des systèmes physiques émettant au cours du temps des signaux déterminés par

des états internes non observés, a conduit à développer une branche des sciences de l�ingé-

nieur les modèles dits espace-état. Dans un premier temps, ces modèles sont présentés en

comparaison des techniques économétriques plus usuelles pour modéliser les séries tempo-

relles. Les méthodes d�estimation de tels modèles sont ensuite expliquées en deux temps :

l�estimation des variables d�états ou (variables cachées) d�abord, puis celle des paramètres



CHAPITRE 1. OUTILS MATHÉMATIQUES 16

(avec l�algorithme EM). Les modèles espace-état intégrent la distinction entre les variables

observées yt et les variables d�état (cachées) Zt. Ils sont constitués :

� d�une ou plusieurs équation(s) de mesure décrivant la manière dont les variables ob-

servées sont générées par les variables d�état ou bien cachées et les résidus " équation

d�observation " :

yt = A0xt +H 0Zt + wt

� d�une ou plusieurs équation(s) d�état décrivant la manière dont les variables d�état

(cachées) sont générées à partir de leur retard et de l�innovation :

Zt+1 = F: Zt + vt+1

Le �ltre de kalman a été développé originairement par Kalman 1960 dans le contexte des

systèmes linéaires. Cependant, étant donné la facilité de mise en oeuvre de l�algorithme sur

les calculateurs numériques, il est devenu largement utilisé dans de nombreux domaines d�ap-

plications en particulier les applications statistiques incluant les prévisions des chroniques.

1.2.2 Modèle espace d�état

Plusieurs modèles dynamiques peuvent étre écrits sous la forme éspace d�état, la valeur

d�écriture d�un modèle sous cette forme peut être appréciée par la considération d�un modèle

autoregressif d�ordre 1 :

yt+1 = �yt + "t+1 (1.1)

avec "t iid N(0,�2) les valeurs futures de y dépendent de (yt; yt�1 : : : ; ) à

travers seulement la valeur courante de yt chose qui rend l�analyse du dynamique du systéme

extrêmement simple à savoir établir des prévisions ou évaluer la fonction de vraisemblance,

par exemple par récursivité à partir de (1:1) on aura :

yt+m = �myt+ �m�1"t+1+ � � � +�1"t+m�1+ "t+m (1.2)

pour m = 1; 2 � � �
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de laquelle la prévision optimale en m périodes est :

E(yt+mnyt; yt�1; : : :) = �myt (1.3)

Le vecteur d�état est une généralisation de l�équation (1.1)

Zt+1 = F :Zt + vt+1 (1.4)

Le résultat (1.2) est généralisé comme suit :

Zt+m = Fm: Zt + Fm�1:vt+1 + Fm�2:vt+2 + � � �+ F 1:vt+m�1 + vt+m (1.5)

pour m = 1; 2

D�où la prévision optimale en m périodes est :

E(Zt+mnZt; Zt�1 � � � ) = FmZt

les variables d�observation yt sont en relation avec le vecteur d�état à travers l�équation

d�observation du système est :

yt = A0xt +H 0Zt + wt (1.6)

où fZtg, fytg, fvtg et fwtg sont des processus aléatoires de dimensions r�1, m�1, s�1,

et l � 1 respectivement, tels que

8>><>>:
E (vt) = E (wt) = 0;
E
�
vtv

0
t+h

�
= �h;0Q;

E
�
wtw

0
t+h

�
= �h;0R;

E
�
vtx

0
t�k
�
= 0;

8t; h 2 Z;8k � 0;

où � désigne la fonction de Kronecker. Les matrices F;H;A sont supposées, par commodité,

indépendantes de t. On peut généraliser cette représentation au cas des coe¤cients dépen-

dants de t. La variable xt 2 Rn est le vecteur des variables exogènes.
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Pour déterminer la valeur future de y on a :

E(yt+mnZt; Zt�1; : : : :yt; yt�1; : : :) = E(A0�xt+m+H 0��t+m+wt+m)nZt; Zt�1; : : : yt; yt�1; : : :)]

E(yt+mnZt; Zt�1; : : : :yt; yt�1; : : :) = A0xt+m +H 0E[Zt+mnZt; Zt�1; : : : yt; yt�1; :::)]

E(yt+mnZt; Zt�1; : : : :yt; yt�1; : : :) = A0xt+m +H 0FmZt (1.7)

Représentation de quelques modèles linéaires sous forme d�espace d�états :

Modèles ARMA sous forme d�espace d�états Dans ce paragraphe, nous allons repré-

senter certains modèles linéaires de séries chronologiques les plus connus sous forme d�espace

d�états. Nous commençons progressivement par les modèles simples à savoir les modèles au-

torégessifs (AR), modèles moyennes mobiles (MA) et en�n les modèles ARMA, en donnant

à chaque cas plusieurs représentations possibles.

Modèles Autorégressifs (AR) sous forme d�espace d�états Considérons le modèle

autorégressif d�ordre p (AR(p)) suivant :

yt �
pX
j=1

�jyt�j = "t; (1.8)

où f"t; t 2 Zg est un bruit blanc de variance �2.

Le modèle (1.8) peut s�écrire comme suit

8>>><>>>:
yt =

Pp
j=1 �jyt�j + "t;

yt�1 = yt�1;
...
yt�p = yt�p:

(1.9)

Soit �t un vecteur, de dimension p, dé�ni par �t(j) = yt�j+1; j = 1; :::; p: Alors le système
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(1.9) peut s�écrire sous la forme suivante

�t =

0BBB@
yt
yt�1
...

yt�p+1

1CCCA =

0BBBBB@
�1 �2 � � � �p�1 �p
1 0 � � � 0 0
0 1 � � � 0 0
...

. . .
...

...
0 � � � � � � 1 0

1CCCCCA
0BBB@

yt�1
yt�2
...

yt�p

1CCCA+
0BBB@

"t
0
...
0

1CCCA :

Par conséquent, on a alors �
�t = F�t�1 +H"t
yt = H 0�t

(1.10)

où

F =

0BBBBB@
�1 �2 � � � �p�1 �p
1 0 � � � 0 0
0 1 � � � 0 0
...

. . .
...

...
0 � � � � � � 1 0

1CCCCCA et H

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA
les système (1.10) est une représentation en espace d�états du modèle autorégressif (1.8).

La représentation (1.10) du modèle (1.8) n�est pas unique. Il est possible de montrer qu�il

y a d�autres représentations. On peut présenter une parmi d�autres qui est très utile pour

l�évaluation de la fonction de vraisemblance exacte d�un modèle AR. Elle a été introduite

par Harvey et Phillips (1979) et utilisée par Gardner, Harvey et Phillips (1980).

Considérons le modèle (1.8) et soit �t un vecteur, de dimension p, dé�ni par

8>>>>>>><>>>>>>>:

�t(1) = yt = �1yt�1 + �2yt�2 + � � �+ �pyt�p + "t;
�t(2) = �2yt�1 + �3yt�2 + � � �+ �pyt�p+1;
...
�t(i) = �iyt�1 + �i+1yt�2 + � � �+ �pyt�p+i�1;
...
�t(p) = �pyt�1:

(1.11)

Alors, on a 8>>><>>>:
�t(1) = yt = �1�t�1(1) + �t�1(2) + "t;
�t(2) = �2�t�1(1) + �t�1(3);
...
�t(p) = �p�t�1(1);
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ce qui est équivalent à

0BBBBB@
�t(1)
�t(2)
...

�t(p� 1)
�t(p)

1CCCCCA =

0BBBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

�p�1
...

. . . 1
�p 0 � � � � � � 0

1CCCCCCA

0BBBBB@
�t�1(1)
�t�1(2)
...

�t�1(p� 1)
�t�1(p)

1CCCCCA+
0BBBBB@
1
0
...
0
0

1CCCCCA "t (1.12)

Par conséquent, on a alors �
�t = F�t�1 +H"t
yt = H 0�t

(1.13)

où

F =

0BBBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

�p�1
...

. . . 1
�p 0 � � � � � � 0

1CCCCCCA et H =

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA

Une troisième représentation a été introduite par Pearlman (1980). Dans le cas d�un

modèle ARMA, le vecteur d�état est de dimension inférieure à ce lui de la représentation

précédente, mais souvent cette représentation est privilégiée à cause de la non corrélation

des bruits. Par la suite, De Jong (2000) a montré l�avantage de cette représentation suivante

dans la convergence.

Considérons de nouveau le modèle (1.8), peut être écrit sous la forme suivante

�
�t = F�t�1 +G"t�1
yt = H 0�t + "t

(1.14)

La di¤érence entre (1.13) et (1.14) s�explique par l�existance d�un bruit dans l�équation

des observations yt, les rendant ainsi les bruits (dans l�équation des états et l�équation des

observations) corrélés. Le vecteur G dans cette représentation est égal à
�
�1; �2; : : : ; �p

�0
; en
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le remplaçant par sa valeur dans l�équation précédente on obtient alors

0BBBBB@
�t(1)
�t(2)
...

�t(p� 1)
�t(p)

1CCCCCA =

0BBBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

�p�1
...

. . . 1
�p 0 � � � � � � 0

1CCCCCCA

0BBBBB@
�t�1(1)
�t�1(2)
...

�t�1(p� 1)
�t�1(p)

1CCCCCA+
0BBBBB@

�1
�2
...

�p�1
�p

1CCCCCA "t�1

Le développement de l�expression précédente, se présente comme suit

�t(1) = �1�t�1(1) + �t�1(2) + �1"t�1

= �1 (�t�1(1) + "t�1) + �t�1(2)

= �1yt�1 + �t�1(2)

�t�1(2) = �2�t�1(1) + �t�1(3) + �2"t�2

= �2yt�2 + �t�1(3)

les remplacements successifs dans l�équation d�origine, donnent

8>>><>>>:
�t(1) = �1yt�1 + �2yt�2 + � � �+ �pyt�p
�t(2) = �2yt�1 + �3yt�2 + � � �+ �pyt�p+1
...
�t(p) = �pyt�1

d�où

�t(i) =

p�iX
j=0

�i+jyt�j�1; i = 1; : : : ; p (1.15)

Modèles Autorégréssifs moyennes mobiles (ARMA) sous forme d�espace d�états

Pour les modèlesARMA, la représentation en espace d�états n�est pas unique, néant moins on

retrouve généralement dans la littérature deux représentations, dites représentationmax(p; q+

1) et max(p; q). Dans ce qui suit nous allons présenter trois représentations dont deux de

max(p; q + 1) et une de max(p; q).
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Considérons le modèle ARMA(p; q) suivant

yt �
pX
j=1

�jyt�j = "t �
qX
j=1

�j"t�j (1.16)

où f"t; t 2 Zg est un bruit blanc de variance �2.

Première représentation

La première représentation est basée sur le modèle (1.10) et plus précisément c�est une gé-

néralisation du cas d�un modèle AR au cas d�un modèle ARMA, ceci du fait que si fxt; t 2 Zg

est processus AR(p) alors fyt; t 2 Zg dé�ni par

yt = xt �
qX
j=1

�jxt�j;

Où fyt; t 2 Zg est un processus ARMA(p; q).

Considérons l�expression suivante �(B)yt = �(B)"t; équivalente au modèle (1.16), ce qui

donne �
�(B)xt = "t;
yt = �(B)xt:

(1.17)

Posons r = max(p; q + 1), �j = 0 pour j > p et �j = 0 pour j > q: Soit �t le r-vecteur

dé�ni par �t = (xt; xt�1; : : : ; xt�r+1)
0
:

Comme xt est un AR(r) alors d�après (1.10) on obtient

�t =

0BBBBB@
�1 �2 � � � �r�1 �r
1 0 � � � � � � 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 � � � 0 1 0

1CCCCCA�t�1 +

0BBBBB@
1
0
0
...
0

1CCCCCA "t

L�utilisation du modèle (1.17) entraîne que

yt = (1;��1; : : : ;��q)xt; (1.19)
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ce qui donne �
�t = F�t�1 +G"t;
yt = H 0�t;

(1.20)

où F;G; et H sont identi�ées à partir des modèles (1.18) et (1.19).

Comme cas particulier, considérons le modèle MA(q) suivant

yt = "t �
qX
j=1

�j"t�j; (1.21)

la représentation (1.17) nous donne

�t =

0BBB@
0 � � � 0 0
1 � � � 0 0

0
. . . 0 0

0 � � � 1 0

1CCCA�t�1 +

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA "t;

avec

yt = (1;��1; : : : ;��q)�t:

Deuxième représentation

La deuxième représentation en espace d�états pour les modèles ARMA est équivalente à

la précédente et qui correspond à une généralisation de (1.13).

Considérons le modèle (1.16) et introduisons le r-vecteur �t dé�ni par

�t(i) =
r�iX
j=0

�
�i+jyt�j+1 � �i+j�1"t�j

�
; i = 1; : : : ; r (1.22)

où r = max(p; q + 1)

Ce qui donne

0BBBBB@
�t(1)
�t(2)
...

�t(r � 1)
�t(r)

1CCCCCA =

0BBBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

�r�1
...

. . . 1
�r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCA

0BBBBB@
�t�1(1)
�t�1(2)
...

�t�1(r � 1)
�t�1(r)

1CCCCCA+
0BBBBB@

1
��1
...

��r�2
��r�1

1CCCCCA "t:
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Par conséquent, �
�t = F�t�1 +G"t
yt = H 0�t

(1.23)

où

F =

0BBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . . 0

...
. . . 0

�r�1 0 0 1
�r 0 0 0

1CCCCCA ; G =

0BBBBB@
1
��1
...

��r�2
��r�1

1CCCCCA et H =

0BBBBB@
1
0
...
0
0

1CCCCCA
Troisième représentation

Comme on a déjà vu dans le cas des modèles AR purs, cette représentation généralise

(1.14) à condition qu�il y est une composante moyenne mobile. Elle présente l�avantage de

réduire la dimension du vecteur d�états à max(p; q) au lieu max(p; q + 1), mais elle est

relativement peu utilisée que les précédentes en raison de la corrélation entre les bruits de

l�équation des observations et l�équation des états.

Considérons le modèle (1.16) et soient r = max(p; q) et le r-vecteur �t dé�ni par

8>>><>>>:
�t(1) = �1yt�1 + � � �+ �ryt�r � �1"t�1 � � � � � �r"t�r
�t(2) = �2yt�1 + � � �+ �ryt�r+1 � �2"t�1 � � � � � �r"t�r+1
...
�t(r) = �ryt�1 � �r"t�1

qui peut être écrit sous la forme suivante

�t(i) =
r�iX
j=0

�i+jyt�j�1 �
r�iX
j=1

�i+j"t�j; i = 1; : : : ; r (1.24)

ou sous forme récursive8>>><>>>:
�t(1) = �1�t�1(1) + �t�1(2) + (�1 � �1) "t�1
...
�t(r � 1) = �r�1�t�1(1) + �t�1(r) +

�
�r�1 � �r�1

�
"t�1

�t(r) = �r�t�1(1) + (�r � �r) "t�1
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celle-ci peut s�écrire comme suit �
�t = F�t�1 +G"t
yt = H 0�t

(1.25)

où

F =

0BBBBBB@
�1 1 0 � � � 0

�2 0 1
. . . 0

...
...
. . . . . . 0

�r�1
...

. . . 1
�r 0 � � � � � � 0

1CCCCCCA ; G =

0BBBBB@
�1 � �1
�2 � �2
...

�r�1 � �r�1
�r � �r

1CCCCCA et H =

0BBBBB@
1
0
...
0
0

1CCCCCA

1.2.3 Filtre De Kalman

Le �ltre de Kalman est une méthode de prévision bayésienne ; c�est un estimateur-

prédicateur très puissant, qui peut être appliqué sur des modèles univariés ou multivariés. Il

est également décrit comme une procédure récursive qui calcule à un instant t l�estimateur

optimal de la variable d�une façon séquentielle en utilisant la technique du maximum de

vraisemblance.

Un processus admettant une représentation espace-état signi�e qu�il véri�e un système

d�équations comme celui dé�nit précédement par :

a/-équation d�etat :

Zt+1 = FZt + vt+1 (2.1)

avec E(vt+1v
0
t+1) = Q:

b/-équation d�observation :

yt = A0xt +H 0Zt + wt: (2.2)

avec E(wtw
0
t) = R:



CHAPITRE 1. OUTILS MATHÉMATIQUES 26

Le �ltre peut étre décrit comme un algorithme de calcul de la prévision optimale de la

valeur de Zt sur la base des informations observées à travers la date t � 1: En supposant
que les valeurs de F;Q;A;H et R sont toutes connues. Cette prévision optimale est derivée

d�un résultat bien connu sur les vecteurs gaussiens.

Proposition :

Soient z1 et z2 deux vecteurs gaussiens avec :

�
z1
z2

�
! N

��
u1
u2

�
;

�

11 
12

21 
22

��
alors la distribution de z2 conditionée sur z1 suit N(m;�) avec

m = u2 + 
21

�1
11 (z1 � u1) (2.3)

� = 
22 � 
21
�111 
12 (2.4)

Donc la prévision optimale de z2 conditionée par z1 est donnée par :

E(z2nz1) = u2 + 
21

�1
11 (z1 � u1) (2.5)

avec � caractérisant l�erreur moyenne carrée de cette prévision telle que :

E[(z2 �m�)(z2 �m)nz1] = 
22 � 
21
�111 
12 (2.6)

pour appliquer ce résultat, supposons que la valeur initiale du vectur espace d�état (�1)

suit une loi normale et il en est de même pour vt et wt.

Le �ltre de Kalman est un algorithme permettant de :

(i) Prédire la valeur du vecteur d�état à la date t sachant ses valeurs passées ;

(ii) Filtrer, c.à.d. estimer la valeur de �t à partir des observations de y jusqu�à la

date t ;

(iii) Lisser, c.à.d. estimer la valeur de �t à partir des observations de y jusqu�à la

date T , avec T > t.
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Algorithme du Filtre de Kalman :

Notons d�abord :

bZtnt�1 = E(ZtnZt�1)

bPtnt�1 = var(ZtnZt�1)

Première itération :

Supposons que Z1 � N(Z1n0; p1n0)

a) Remraque : Si les valeurs propres sont toutes dans le cercle unité donc le vecteur

dé�ni par (2.1 ) est stationaire et :

� bZ1n0 = 0 (r�1) (2:7)bp1n0 = E(Zt Z
0
t) =) vec(p1n0) = [Ir2 � (F 
 F )]�1vec(Q) (2:8)

Où Ir2 est une matrice identité(r2� r2)

T i�eme it�eration :

On a :

( bZt+1nt = F bZt=t (2:9)bPt+1nt = F bPt=tF 0 +Q (2:10)

avec bZtnt = bZtnt�1 + Ptnt�1H(H
0Ptnt�1H +R)�1(yt � A0xt �H 0 bZtnt�1) (2.11)

Ptnt = Ptnt�1 � Ptnt�1 H(H
0Ptnt�1H +R)�1H 0ptnt�1

En substituant (2:9) par (2:11) et (2:10) par (2:12) on aura

bZt+1nt = F bZtnt�1 + FPtnt�1H(H
0Ptnt�1H +R)�1(yt � A0xt �H 0 bZtnt�1) (2.12)



CHAPITRE 1. OUTILS MATHÉMATIQUES 28

Pt+1=t = FPt=t�1F
0 � FPt=t�1 H(H

0Pt=t�1H +R)�1H 0Pt=t�1F
0 +Q

En récapitulation : Le �ltre de kalman est un algorithme de calcul séquentiel f bZt+1ntgTt=1
, et fPt+1ntgTt=1 où :

- bZt+1nt représente la prévision optimale de Zt+1basée sur les observations (yt; yt�1; ::::::y1; xt; xt�1; ::::::::; x1)
- Pt+1=t représente l�erreure moyenne carrée de cette prévision.

- et : est le vecteur d�innovation de moyenne nulle et de variance �t = HPtnt�1H
0 +R:

et = yt � E(ytnxtzt�1) = yt �H bZtnt�1 + Axt = H(Zt � bZtnt�1) + wt

- zt�1 = (y0t�1; y0t�2; : : : ; x0t�1; x0t�2 : : :)

- Kt = Ptnt�1H0(HPtnt�1H +R)�1 : représente le gain de kalman.

Le �ltre de Kalman :

1. Prévision L�utilisation du �ltre de Kalman nous permet de calculer la prévision en m

périodes du vecteur d�état par

bZt+mnt = E(Zt+mnyt; yt�1; ::; y1; xt; xt�1; :::::::::; x1) = Fm bZt=t�1 (2.14)

Sachant que l�erreur de cette prévision est donnée par

Zt+m � bZt+m=t = Fm(Zt � bZt=t) + Fm�1vt+1 + Fm�2vt+2 + ::++F 1vt+m�1 + vt+m

Ce qui entraine l�erreur moyenne carrée de la prévision suivante :

Pt+mnt = E[(Zt+m� bZt+mnt)(Zt+m� bZt+mnt)0] = FmPt=t(F
m)0+Fm�1Q(Fm�1)0+::::::::::+FQF 0+Q

(2.15)
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Ces résultats peuvent aussi étre utilisés pour décrire la prévision en m périodes du vecteur

d�observation yt+m sachant que xt est déterministe.

byt+mnt = E(yt+mnyt; yt�1; :::::::::; y1) = A0xt+m +H 0Fm bZtnt (2.16)

Où l�erreure de cette prévision est donnée par :

yt+m�byt+mnt = (A0xt+m+H 0Zt+m+wt+1)_(A0xt+m+H 0Fm bZtnt) = H 0(Zt+m� bZt+mnt)+wt+m
Ce qui entraine l�erreur moyenne carrée suivante :

E[(yt+m � byt+mnt)(yt+m � byt+mnt)0] = H 0Pt+mntH +R (2.17)

2. Lissage Le but de l�étude du problème de lissage consiste à construire une inférence

concernant la valeur de �t basée sur tout l�ensemble d�informations recueuillies =T . Une telle
inférence est appelée l�estimation lissée de �t , notée :

�tjT = E(�t j =T ) 8T > t

La matrice de covariance de l�erreur de cette estimation lissée est notée :

PtjT = E[(�t � �tjT )(�t � �tjT )
0]

Où la matrice PtjT représente La matrice de covariance de l�erreur de l�estimation de �t

basée sur l�ensemble d�informations =T à l�instant T.

Supposons que la valeur réelle de �t soit connue, à partir de la formule de mise à jour

de la projection linéaire de �t sur l�ensemble des observations déjà utilisée, permettant de

calculer le nouvel estimateur de �t formulé comme suit :

E(�t�1 j �t) = �t�1jt�1+fE[(�t�1��t�1jt�1)(�t��tjt�1)0]g�fE[(�t��tjt�1)(�t��tjt�1)0]g�1(�t��tjt�1)

(1)
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Le premier terme du produit peut s�écrire comme suit :

E[(�t�1 � �t�1jt�1)(�t � �tjt�1)
0] = E[(�t�1 � �t�1jt�1)(Tt�t�1 +Rtvt � Tt�t�1jt�1)

0] (2)

Sachant que Rt et vt sont non corrélés avec �t�1 et �t�1jt�1 respectivement, ce qui

implique :

E[(�t�1 � �t�1jt�1)(�t � �tjt�1)0] = E[(�t�1 � �t�1jt�1)(�t�1 � �t�1jt�1)0]T 0t = Pt�1jt�1T
0
t (3)

En remplaçant dans l�équation 1 :

E(�t�1 j �t) = �t�1jt�1 + Pt�1jt�1T
0
tP

�1
tjt�1(�t � �tjt�1) (4)

Appelons Jt�1 la matrice de gain du problème de lissage

Jt�1 = Pt�1jt�1T
0
tP

�1
tjt�1 (5)

En remplaçant dans l�équation 2

E(�t�1 j �t) = �t�1jt�1 + Jt�1(�t � �tjt�1) (5)

La suite des estimations lissées f�tjTgTt=1 est calculée comme suit :

�tjT = �tjt + Jt(�t+1jT � �t+1jt) (6)

Le déroulement de l�algorithme du �ltre de Kalman nous a permis de déterminer les

valeurs des suites f�tjtgTt=1 f�tjt�1gTt=2 fPtjtgTt=1 fPtjt�1gTt=2 lesquelles sont sont stockées res-

pectivement dans chaque terme de ces suites.

L�estimation lissée de la dernière valeur de l�échantillon �T jT est représentée par la der-

nière entrée dans la suite f�tjtgTt=1.

Notons

Soit t = T � 1 et fJtgTt=1 comme générateur alors l�équation 6 devient
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�T�1jT = �T�1jT�1 + JT�1(�T jT � �T jT�1)

De la même manière en posant t = T � 2

�T�2jT = �T�2jt + JT�2(�T�1jT � �T�1jT�2)

En procédant ainsi : t = (t� 1); (t� 2); :::

On détermine toutes les valeurs lissées à partir de l�échantillon f�tjTgTt=1:

Détermination de la matrice de covariance de l�erreur associée à l�estimation de lissage.

Calculons �t� �tjT de l�équation (6)

�t � �tjT = �t � �tjt � Jt(�t+1jT � �t+1jt)

�t � �tjT + Jt�t+1jT = �t � �tjt + Jt�t+1jt

En multipliant les deux membres de l�équation par leur transposé et en prenant leur

espérance

E[(�t � �tjT + Jt�t+1jT )(�t � �tjT + Jt�t+1jT )
0] = E[(�t � �tjt + Jt�t+1jt)(�t � �tjt + Jt�t+1jt)

0]

E[(�t � �tjT )(�t � �tjT )
0] + JtE(�t+1jT�

0
t+1jT )J

0
t = E[(�t � �tjt)(�t � �tjt)

0] + JtE(�t+1jt�
0
t+1jt)J

0
t

La simpli�cation par la non corrélation entre (�t��tjT ), �t+1jT ; (�t��tjt) et �t+1jt donne

l�équation suivante :

PtjT = Ptjt + Jtf�E(�t+1jT�0t+1jT ) + E(�t+1jt�
0
t+1jt)gJ 0t

f�E(�t+1jT�0t+1jT ) + E(�t+1jt�
0
t+1jt)g s�écrit comme suit :

�E(�t+1jT�0t+1jT ) + E(�t+1jt�
0
t+1jt) = :::

= fE(�t+1�0t+1)� E(�t+1jT�
0
t+1jT )g � fE(�t+1�0t+1)� E(�t+1jt�

0
t+1jt)g
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= fE[(�t+1 � �t+1jT )(�t+1 � �t+1jT )
0]g � fE[(�t+1 � �t+1jt)(�t+1 � �t+1jt)

0]g

= Pt+1jT � Pt+1jt

En remplaçant dans l�équation précédente

PtjT = Ptjt + Jt(Pt+1jT � Pt+1jt)J
0
t

La détermination des valeurs de l�échantillon f�tjTgTt=1s�obtient en procédnat de la même

manière que précédemment en commençant par t = (T � 1); (T � 2) et ainsi de suite.

1.3 Analyse Bayésienne et Chaînes de Markov

1.3.1 Introduction

L�analyse bayésienne devient de plus en plus populaire grâce au développement de l�outil

informatique qui devient de plus en plus puissant, à l�implémentation de la Chaîne Marko-

vienne de Monte Carlo (MCMC) et le développement de l�algorithme de Gibbs sampling et de

Metropolis-Hasting. Cette analyse repose sur des concepts clés à savoir, la densité a priori, la

densité a posteriori, la proportionnalité qu�on note par /, la précision qui est dé�nit comme
étant l�inverse de la variance. Nous présentons donc trés succinctement les fondements de la

théorie bayésienne dans une première partie. La deuxième partie sera consacrée au principe

des chaînes de Markov dans un espace d�état discret.

1.3.2 Principe de l�analyse Bayésienne

Soit X = (X1; :::; Xn) un n-échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité f(x=�) qui

dépend d�un paramètre � inconnu. La vraisemblance des observations x1; :::; xn est notée

L(x
¯
=�) où x

¯
désigne le n-uples (x1; :::; xn).

En statistique fréquentiste, on considère � un paramètre �xe appartenant à un espace �

et on l�estime sur la base des échantillons observées.

Tandis que dans l�approche bayésienne, on considère � un paramètre aléatoire et on

associe à l�information tirée de l�échantillon, une information provenant d�une autre source
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(avis d�analystes, d�experts,...). Cette information additionnelle sur � est résumée par une

loi de probabilité �(:) dite �loi a priori �du paramètre �.

L�inférence bayésienne est alors fondée sur une loi dite �loi a posteriori �de �; �(�=X)

qui est une fonction de vraisemblance L(X=�) du modèle et de la loi a priori de �; �(�):

Dé�nition Un modèle statistique bayésien est la double donnée d�un modèle paramé-

trique ff�(x); � 2 �g et une loi de probabilité, de densité �, dite loi a priori qui est la loi

marginale de la variable aléatoire �.

Distribution a priori

Le choix de la loi a priori du paramètre du modèle est crutial pour l�analyse bayésienne.

Cette première touche d�une façon directe les distributions a posteriori qui sont utilisées dans

l�inférence bayésienne.

Il y�a deux modes de pensées qui sont misent à l�évidence par rapport à la loi a priori.

Le premier est �subjectif �. Il repose sur l�information disponible sur le paramètre obtenue

des opinions des chercheurs et d�experts. Cette information est exprimée par une loi de

probabilité dite �distribution a priori informative �.

Cependant, la théorie bayésienne peut être appliquée même dans le cas où on ne dispose

pas d�informations a priori ; c�est le deuxième mode de pensée qui est plutôt �objectif �.

Là encore, le paramètre est consideré comme une valeur d�une variable aléatoire et on lui

assigne une loi de probabilité dite �distribution a priori non informative �.

Nous nous intéressons dans notre travail à la modélisation a priori informative qui est

le point le plus délicat de l�analyse bayésienne. Il exite plusieurs procédés pour obtenir des

lois informatives (voir Droesbeke et al 2002). Nous donnons la déscription de l�un des plus

intéressant des procédés qui est celui des familles naturelles conjuguées.

Familles naturelles conjuguées

Dé�nition 9 Une famille G de lois a priori pour � est dite conguguée pour la vraisemblance

L(x
¯
=�) si pour tout ��(:) 2 G, la loi a posteriori �(�=X)est un ´ élément de G.
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L�approche conjuguée reste la solution la plus standard dans le cadre informatif. Une

famille naturelle conguguée est un concept qui simpli�e considérablement le calcul des dis-

tributions a posteriori. C�est donc la raison du développement de ce type de lois a priori.

Distribution a posteriori

Soit X = (X1; :::; Xn) un n-échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité f(x=�): On

suppose que � est une valeur d�une variable aléatoire � de densité �(�) et soit

L(x
¯
=�) =

nY
i=1

f(xi=�)

la fonction de vraisemblance des observations.

La distribution a posteriori de � notée �(�=x
¯
) représente la distribution conditionnelle de

� sachant les observations x = (x1; :::; xn).

�(�=x
¯
) =

L(x
¯
=�)�(�)Z

�

L(x
¯
=�)�(�)d�

=

nY
i=1

f(xi=�)�(�)Z
�

nY
i=1

f(xi=�)�(�)d�

où encore, on peut écrire

�(�=x
¯
) /

nY
i=1

f(xi=�)�(�)

où / signi�e proportionnel à.

La distribution a posteriori �(�=x
¯
) donne alors l�information dont on dispose sur �, aprés

observation. Elle représente un compromis entre l�imformation a priori (donnée par �) et

l�information tirée de l�échantillon x (donnée par L(x
¯
=�) ).
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1.3.3 Chaînes de Markov Discrètes

L�hypothèse de Markov est formulée en terme de probabilités conditionnelles. Un processus

est dit markovien si les probabilités de transition ne sont fonction que de l�état le plus

récent du système. Si les probabilités sont de plus indépendantes du temps, le processus est

dit homogène. Pour un processus markovien homogène à espace d�états discret et à temps

discret, nous avons a¤aire à une chaîne de Markov dénombrable homogène.

En d�autres termes, une chaîne de Markov est un processus stochastique possédant la pro-

priété markovienne. Dans un tel processus, la prédiction d�un événement futur à partir de

l�événement présent ne nécessite pas la connaissance du passé.

Dé�nition et probabilités de transition en une étape d�une chaîne de Markov

Dé�nition 10 Un processus stochastique (St; t 2 N) dé�ni sur un espace de probabilité

(
; P ) à valeurs dans un espace d�états E = f1; 2; :::; Kg dénombrable (K peut être in�ni)

est dit chaîne de Markov si : (St; t 2 N) est une chaîne de Markov, i.e pour tout t 2 N et

tout i; j 2 E (0 � j � t� 1)

P (St+1 = jjSt = i; St�1 = it�1; :::; S0 = i0) =P (St+1 = jjSt = i) = Pij(t):

i.e. cette chaîne est homogène si de plus son évolution ne dépend pas de l�instant t, mais

seulement des états concernés ; Pij(t) = Pij 8t:

Dé�nition 11 (Matrice de transition)

Soit (Pt; t � 1) une suite de matrices stochastiques (i.e. : ses coe¢ cients sont positifs et la

somme sur une ligne des coe¢ cients est égale à 1). On dit que les matrices (Pt; t � 1) sont

les matrices de transtion de la chaîne de Markov S si pour tout t � 1 et i 2 E tels que

P (St�1 = i) > 0; on a pour tout j 2 E;

Pij(t) = P(S t= j jS t�1= i):

Distributions �ni-dimensionnelles

Par la propriété de Markov, la structure de probabilité de la chaîne (St; t 2 N) qui est
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représentée par les distributions �ni-dimensionnelles

fPt1;t2;:::tn(i1; i2; :::; in); n 2 N�; tj 2 N, ij 2 E; 1 � j � ng;

où Pt1;t2;:::tn(i1; i2; :::; in) := P (St1 = i1; St2 = i2; :::; Stn = in); peut être exprimée par un

moyen plus simple.

Proposition

Les distributions �ni-dimensionnelles

fPt1;t2;:::tn(i1; i2; :::; in); n 2 N�; tj 2 N, ij 2 E; 1 � j � ng;

sont entièrement déterminée par :

i) La distribution initiale �j(0) = P (S0 = j); et

ii) La matrice de probabilités de transation P:

Probabilités de transition en n étapes

On peut dé�nir la probabilité de transition en n étapes, P nij; d�un état i à un état j (après

n étapes) :

P
(0)
ij =

�
1; si i = j
0; sinon:

P
(1)
ij = Pij

P
(n)
ij = P (St+n = j=St = i):

Equations de Chapman-Kolmogorov non-homogènes

Les équations de Chapman-Kolmogorov, sont données par le théorème suivant.

Théorème 12 (D. Kannan, 1979).

Soit (St; t � 0) une chaîne de Markov avec une distribution initiale �j(0); j 2 E; et les

probabilités de transitions en n étapes P nij; (i; j 2 E; n � 0), alors

i) P(S t= i) =
P

j2E �0(j )P
n
ij
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ii) les équations de Chapman-Kolmogorov :

P n+mij =
X
z2E

Pmiz P
n
zj:

Distributions marginales

On a vu plus haut qu�à partir d�une distribution ititiale �j(0) = P (S0 = j) et des probabili-

tés de transition Pij; on peut caractériser toutes les distributions �ni-dimensionnelles et en

particulier les distributions marginales

�(n) = (�1; �2; :::; �K);

avec

�
(n)
j = P (Sn = j); n 2 N; 1 � j � K:

Ces probabilités peuvent s�écrire en fonction des probabilités de transition comme suit

�j = P (Sn = j)

=
X
k2K

�kP
n
kj

qui est équivalente à la forme matricielle suivante

� = �P n:

A partir de cette dernière relation on peut énoncer le résultat suivant.

Proposition

les distributions marginales sont entièrement déterminées par les distributions � et les ma-

trices P .

Stabilité stochastique des chaînes de Markov

Quoique les probabilités conditionnelles (de transition) (Pij(t) = P (St+1 = j=St = i)) sont

stationnaires, il n�en est pas nécessairement de même pour les probabilités non conditionnelles

(marginales) �j (t) = P (St = j). A l�exception d�un choix particulier de la distribution

initiale � (0) et d�une forme souhaitable de la matrice P , les distributions � (t), � (t+ 1),
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� (t+ 2) ; ::: ne sont généralement pas égales. Cependant lorsque les probabilités de transition

(P ) véri�ent certaines propriétés structurelles, même si les distributions marginales pour des

rangs petits ne sont pas égales, il existe un certain t0 assez grand, à partir duquel on a

� (t0) ' � (t0 + 1) ' � (t0 + 2) ' : : :

où la dernière approximation est entendue dans le sens où existe une distribution � telle que

lim
t!1

� (t) = �;

indépendamment du choix de la distribution initiale � (0), où l�égalité vectorielle précédente

est traduite composante par composante. Cette relation signi�e qu�à partir d�un certain

rang assez grand, les distributions marginales de la chaîne sont de plus en plus approxima-

tivement égales, quelle que soit la distribution initiale, ce qui traduit une certaine stabilité

(stochastique). On dit alors que la chaîne est passée à un régime stationnaire, stable ou per-

manent. On note que dans certains cas, cette stabilité est remarquée initialement, à partir

du commencement du processus.

a-Chaîne de Markov régulière (stable)

En terme de probabilités conditionnelles, la stabilité stochastique peut s�exprimer au moyen

de l�égalité suivante :

lim
n!1

P nij = �j; i; j 2 E;

signi�ant encore que quelque soit l�état initial i dans lequel se trouve la chaîne, la probabilité

de transition en n étapes tend vers une limite �j (quand n tend vers l�in�ni) qui dépend

seulement de l�état d�arrivée j. Cette formule peut se traduire sous forme matricielle.

lim
n!1

P n = �; (1.3.1)
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avec � est une matrice limite (stochastique) de la forme

� =

0BBB@
�1 �2 : : : �K
�1 �2 : : : �K
...

...
...

�1 �2 : : : �K

1CCCA

=

0BBB@
�
�
...
�

1CCCA :

Si la relation (1.2.1) est véri�ée alors on dit que la chaîne est régulière. Dans certains ouvrages,

une chaîne régulière est plutôt dit ergodique. Comme l�érgodicité est un nom réservé plutôt à

une certaine irreductibilité plutôt qu�une stabilité (comme dans les processus stationnaires),

pour éviter une confusion de notation, on préfère utiliser le mot régulière (ou stable).

b-Distributions stationnaires

Dé�nition 13 Si �i � 0; pour tout i 2 E; et
P

i2E �i = 1, alors (�i; i 2 E) est alors appelé

la distribution stationnaire (ou invariantes). Elles sont déterminées à partir du résultat sui-

vant.

Proposition

Si la limite limn!1 P
n existe et égale à � alors les lignes de cette matrice véri�ent néces-

sairement le système suivant �
�P = �
�1 = 1;

où 1 est le K-vecteur dans les éléments sont égaux à l�unité.

Remarque

On a vu que le problème fondamental des chaînes de Markov homogènes est celui de la

stabilité (stochastique) qu�on peut résumer à travers les trois questions suivantes :
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i) (existence) Existe-il un système de distributions stationnaires ?

ii) (Unicité) S�il existe, est-il unique ?

iii) (Convergence) Les distributions marginales convergent-elles vers les distributions sta-

tionnaires au sens suivant : limt!1 � (t) = � ? Ces problèmes d�existence et d�unicité

des distributions stationnaires ainsi que la limite des distributions marginales vers les

distributions stationnaires indépendamment de la loi initiale dépendent de certaines

propriétés structurelles de la chaîne qui sont : irreductibilité, apériodicité, récurrence

et positivité. Ces propriétés qu�on retrouve dans la plus part des livres pédagogiques

sur les chaînes de Markov peuvent constituer des conditions su¢ santes pour la stabilité

d�une chaîne de Markov.

Conditions su¢ santes de stabilité

Les résultats suivants, bien connus dans la littérature,donnent ainsi des conditions su¢ -

santes pour la régularité (stabilité) des chaînes de Markov.

Théorème 14 Soit (Sn; n 2 N) une chaîne de Markov dé�nie sur un espace de probabilité

(
;A; P ) à valeurs dans un espace d�état E discret. On suppose que (Sn; n 2 N) est :

- Irréductible.

- Apériodique.

- Récurrente positive.

Alors

i) La distribution stationnaire � existe.

ii) Elle est unique.

iii) limn!1 P
n
ij = �j , 8i 2 E:

De plus si �(0) = � alors (Sn; n 2 N) est un processus strictement stationnaire, tradui-

sant la stabilité à partir du début.
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1.4 Aperçu sur les modèles de volatilité

1.4.1 Introduction

Il est bien connu que l�un des objectifs majeurs de la modélisation des séries chro-

nologiques est la prévision. Jusqu�au début des années 80, on entendait par prévision, la

prévision des valeurs futures d�une série sous étude à des horizons donnés. L�outil primor-

dial le plus utilisé pour la prévision etait l�espérance conditionnelle (disponible au passé),

meilleure prévision au sens du critère de l�erreur quadratique moyenne. Les modèles linéaires

à coe¢ cients constants (ARIMA, SARIMA, espace d�états...) et à coe¢ cients dépendant

du temps (ARMA périodiques, ARMAt évolutifs, ARMA localement stationnaires, espace

d�états évolutifs...) sont quali�és de modèles de moyenne conditionnelle. Cependant,

dans de nombreux domaines scienti�ques où le risque est de mise et où il est di¢ cile de

prévoir les valeurs futures (bruit blanc, chaos), on s�intéresse beaucoup plus (ou on se ré-

signe) à prévoir plutôt les variations futures des valeurs (à un horizon donné) que les

valeurs elles-mêmes. De telles prévisions peuvent être exploitées comme entrées de modèles

stochastiques de la recherche opérationnelle, notamment les programmes mathématiques de

gestion de portefueille, de choix d�investissements...

Dans ce cas, l�outil primordial pour la prévision de la variabilité future est plutôt la

variance conditionnelle (dite aussi volatilité).

1.4.2 Modèles de moyenne conditionnelle

Nous présentons dans ce qui suit quelques résultats concernant les modèles de moyenne

conditionnelle constante et plus particulièrement les modèles utilisés auparavant tels que les

processus Autorégressifs de moyenne mobile (ARMA) . Ces processus en fait sont limités

car ils ne permettent pas la prise en compte des phénomènes de variabilité de la volatilité

en fonction du temps et des mécanismes d�asymétrie.

Mais juste avant on a besoin de rappeler qulelques dé�nitions et résultats concernant ces

modèles classiques de la forme suivante :
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Yt =

1X
j=�1

 j"t�j; t 2 Z; (4.2.1)

avec f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc (d�innovation) de moyenne nulle et de va-

riance �nie c�est-à-dire (Zt ! WN (0; �2")). Pour des raisons de normalisation nous exigeons

également que  0 = 1. On dit que les représentations de la forme (4:2:1) sont causals si et

seulement si  j = 0 pour j < 0.

Pour t �xé les séries dans la représentation (4:2:1) convergent asymptotiquement à condi-

tion que les coe¢ cients à valeurs réelles  j satisfont la condition suivante :

var (Yt) = �2"

1X
j=�1

 2j <1: (4.2.2)

1.4.3 Processus Bruit Blanc (White Noise)

Le plus simple processus stationnaire en analyse des séries temporelles est appelé : proces-

sus bruit blanc f"t; t 2 Zg qui est une suite de variables aléatoires non corrélées de moyenne

nulle et de variance constante �2".

Le fait que les variables aléatoires ("t)t2Z soient mutuellement non corrélées (hypothèse

d�orthogonalité), nous permet de donner la fonction d�autocovariance de ce processus par :

" (h) = cov ("t; "t+h) = E ("t"t+h) =

�
�2" si h = 0
0 si nom

:

Par conséquent, la fonction d�autocorrélation est donnée par :

�" (h) =

�
1 si h = 0
0 si h 6= 0 :
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1.4.4 Classe des modèles ARMA

Dé�nition 4.4.1 Les processus linéaires les plus populaires sont des processusARMA (p; q)

qui sont données par :

Yt � �1Yt�1 � � � � � �pYt�p = "t + �1"t�1 + � � �+ �q"t�q; t 2 Z: (4.4.1)

Comme on peut éxprimer le modèle ARMA (p; q) par l�équation aux di¤érence :

� (B)Yt = �(B) "t;

avec "t est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance �2" et :

�(B) = 1 + �1B + �2B
2 + � � �+ �qB

q et � (B) = 1� �1B � �2B
2 � � � � � �pB

p

�j 2 R;8j = 1; : : : ; q et �i 2 R;8i = 1; : : : ; p:

Théorème 4.4.1 (condition de stationnarité et d�inversibilité) :

1: Une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus autorégressif moyenne mo-

bile d�ordre (p; q) soit stationnaire est que les racines de l�équation caractéristique suivante :

� (Z) = 0 soient à l�extérieur du cercle unitaire.

2: Une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus autorégressif moyenne

mobile d�ordre (p; q) soit inversible est que les racine de l�équation caractéristique suivante :

�(Z) = 0 soient à l�extérieur du cercle unitaire.

Caractéristique d�un Processus ARMA (p, q) :

Les corrélogrammes simple et partiel sont un mélange des fonctions exponentielles et

sinusoïdales amorties. Cependant l�identi�cation des paramètres p et q à partir de l�étude

des fonctions d�autocorrélations empiriques s�avère plus délicate.

Remarques :

1: Les processus AR, MA et ARMA ne sont représentatifs que de séries stationnaires
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en tendance et corrigées des variations saisonnières. De plus ces modèles ne tiennent pas

compte d�une éventuelle variable exogène.

2: dans un contexte ultérieur, nous allons exposer une extension de la classe des modèles

ARMA.

3: L�ordre (p; q) sont généralement déterminé par l�intermédiaire d�un critère de sélection

d�ordre. Les paramètres �i et �i satisfont certaines conditions a�n de garantir que l�équation

(4:4:1) a une solution ce qui peut être exprimé sous la forme (4:2:1) :

Parmi les cas spéciaux de pocessusARMA (p; q) on a le processus moyenne mobile d�ordre

q (not�e par MA (q)) et le processus autorégressif d�ordre p (not�e par AR (p)).

1.4.5 Processus autorégressif d�ordre p

Dé�nition 4.5.1 Le processus fYt; t 2 Zg satisfait à une représentation AR d�ordre p,

noté AR(p), s�il est solution de l�équation aux di¤érences stochastique suivante :

"t = Yt �
pX
j=1

�jYt�j;

ou encore

"t = �(B)Yt avec � (B) = 1� �1B � �2B
2 � � � � � �pB

p et �p 2 R�;

où � (B) représente le polynôme de retard et "t est un bruit blanc de moyenne nulle et

de variance �2" .

Remarque

Le degré p est appelé le degré d�autocorrélation, il indique la profondeur de la mémoire.

Théorème 4.5.1 (condition de stationnarité)

Une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus autorégressif soit stationnaire

du second ordre est que les racines de l�équation caractéristique suivante � (Z) = 0 soient à

l�extérieur du cercle unitaire.
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Cas particulier :

Soit le processus stationnaire AR(1) : Ce processus est dit processus de Markov car

l�observation dépend seulement de l�observation précédente Yt�1 et qui s�écrit comme suit :

Yt = "t + �1Yt�1 (3.4.1)

= "t + �1"t�1 + �21Yt�2

= "t + �1"t�1 + �21"t�2 + �31"t�3 + � � �

=
1X
j=0

�j1"t�j

la condition j�1j < 1 est évidemment nécessaire a�n de justi�er la dernière égalité, dans

ce cas on dit (4:2:2) converge, et (4:5:1) converge asymptotiquement.

1.4.6 Processus Moyenne Mobile d�ordre q (Moving Average)

Dé�nition 3.5.1 Le processus fYt; t 2 Zg satisfait à une représentation moyenne mobile

d�ordre q, noté :MA(q), s�il est solution de l�équation aux di¤érences stochastique suivante :

Yt = "t +

qX
j=1

�j"t�j:

En introduisant le polynôme de retard nous obtenons :

Yt = �(B) "t où �(B) = 1 + �1B + �2B
2 + � � �+ �qB

q et �j 2 R�;

et "t est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance �2" .

Remarque

Le modèle moyenne mobile d�ordre q (MA(q)), explique la valeur de la série à l�instant

t par une moyenne pondérée d�aléas "t , jusqu�à la qi�eme période qui sont supposées être

générées par un processus de type bruit blanc.

Théorème 4.6.1 (condition d�inversibilité) :
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Une condition nécessaire et su¢ sante pour que le processus moyenne mobile MA (q)

soit inversible est que les racines de l�équation caractéristique suivante : �(Z) = 0 soient à

l�extérieur du cercle unitaire.

Exemple :

Soit le processus MA(1) : Yt = "t + �1"t�1 dans ce cas �(Z) = 1 � �Z alors : �(Z) =

0) 1� �Z = 0) Z = 1
�
) jZj > 1) j�j < 1.

Caractéristiques d�un Processus MA(q)

Un processus moyenne mobile d�ordre q est toujours stationnaire, car il est une combi-

naison linéaire �nie d�un processus stationnaire f"t; t 2 Zg.

Pour le corrélogramme simple seuls ses q premiers termes sont di¤érents de zéro. La

fonction d�autocorrélation est dite tronquée au-delà du q�eme retard puisque la fonction d�au-

tocorrélation est dé�nie par :

�k =

8>><>>:
q�kP
i=0

�i�i+k

qP
i=0

�2i

pour k = 0; : : : ; q

0 pour k > q

:

Le corrélogramme partiel est caractérisé par une décroissance exponentielle de ses termes.

Remarques

1: Un processus autorégressif est toujours inversible.

2: Il y a une équivalence entre le processus MA(1) et le processus AR(p) avec p in�ni.

En e¤et, dans la modélisation ARMA, l�espérance conditionnelle varie au cours du temps

alors que la variance conditionnelle ne change pas.

Par exemple, soit un modèle AR(1) où �t � N(0; �2�) :

Yt = �0 + �1Yt�1 + �t (1)

La moyenne et la variance inconditionnelles de Yt s�écrivent :
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E(Yt) = � =
�0

1� �1
(2)

V ar(Yt) =
�2�

1� �21
(3)

Aussi :

E(Yt=Yt�1) = �0 + �1Yt�1 (4)

La moyenne conditionnelle de Y1 dépend de l�information disponible au temps t � 1.
et n�est pas nécessairement constante. Par contre, la variance conditionnelle est �xe et ne

dépend de l�information disponible au temps t � 1 en raison de l�hypothèse de volatilité
constante :

V ar(Yt=Yt�1) = E[(Yt � E(Yt=Yt�1))
2=Yt�1] = E[�2t=Yt�1] = E(�2t ) = �2� (5)

1.4.7 Conclusion

Tenant compte de l�hypothèse sur les résidus soient des bruits blancs forts nous amène

à ce résultat. Un bruit blanc fort implique que les residus ont une moyenne nulle et qu�ils

sont non correlés dans le temps. De plus, tout comme la variance inconditionnelle, la va-

riance conditionnelle est constante. Cette dernière condition est peu réaliste parce que la

variabilité dans le temps des variances est un fait stylisé bien établi en �nance. Ce qui nous

amène à conclure que les modèles de moyenne conditionnelle (SARIMA, ARMA pério-

diques, ARMAt evolutifs, modèles espace d�état) sont incapables de prévoir les variations

(ou du moins les prévisions sont naives, voire inutiles) puisque la variance conditionnelle, pré-

dicteur de la variabilité, ne dépend pas du passé, seul instrument permettant d�appréhender

l�avenir.
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1.5 Modèles de Variance Conditionnelle de Volatilité

1.5.1 Modèle ARCH (q)

Introduction

Face aux lacunes des représentations ARMA(p,q) pour les problèmes monétaires et �nan-

ciers, depuis le début des années 80, un grand intérêt a été porté aux modèles de variance

conditionnelle (dits aussi modèles de volatilité) qui permettent de modéliser et prévoir la

variabilité sur la base du passé des valeurs. On distingue :

Modèles AR à coe¢ cients aléatoires.

Modèles bilinéaires.

Modèles de mélange couvrant : modèles à seuil (thréshold), modèles à changement de

régime Markovien, mélange de modèles AR.

Modèles de volatilité stochastique.

Modèles de type ARCH : ARCH, GARCH.

Modèles de volatilité
stochastique

Modèles conditionnel
hétéroscédastique (type

ARCH)

Les modèles de
volatilité

L�approche ARCH/GARCH a été proposée pour prendre en compte des variances condi-

tionnelles dépendant du temps. Le principe général consiste donc à remettre en cause la

propriété d�homoscédasticité que l�on retient généralement dans le cadre du modèle linéaire.

La spéci�cation hétéroscédastique conditionnelle ou ARCH a été initiée par Engle (1982)

pour caractériser la dynamique des seconds moments conditionnels que l�on retrouve dans
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la plupart des séries �nancières. Elle a été par la suite généralisée par Bollerslev (1986) avec

ce qu�on a appelé l�hétéroscédastique conditionnelle autorégressive généralisée ou GARCH

c�est le modèle le plus populaire lorsqu�il s�agit d�estimer les variances conditionnelles.

Les modèles GARCH ne se contentent pas seulement d�estimer des variances qui évo-

luent dans le temps, mais incorporent également les caractéristiques observés sur les séries

�nancières (leptokurtisme, clusters de volatilité,. . . ).

D�autres généralisations ont été proposées par plusieurs chercheurs, on peut citer les

modèles AGARCH, EGARCH, FIGARCH, GJR-GARCH, TARCH,. . .

Présentation du modèle ARCH

Les économistes utilisent fréquemment des modèles estimés à l�aide des séries temporelles

où la variabilité des résidus est relativement faible pendant un certain nombre des périodes

successives, puis beaucoup plus grande pour un certain nombre d�autres périodes et ainsi de

suite, et ce généralement sans aucune raison apparente, ce phénomène est particulièrement

fréquent et visible avec les séries boursières, des taux des changes étrangers, ou d�autre prix

déterminés, sur les marchés �nanciers, ou la volatilité semble généralement varier dans le

temps. Récemment, d�importants approfondissements ont vu le jour dans la littérature pour

modéliser ce phénomène. L�article novateur d�Engle (1992), expose pour la première fois

le concept d�hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive, ou ARCH. L�idée fondamentale

est que la variance de l�aléa au temps t dépend de l�importance des aléas au carré des périodes

passés, cependant il existe plusieurs façons de modéliser cette idée de base, la littérature

correspondante est foisonnante.

Dé�nition 5.1.1 :

Un processus f�t; t 2 c/g satisfait une repésentation ARCH(q) si :

� �t = �t
p
ht

E(�2t j �t�1) = ht = �0 +
qP
i=1

�i�2t�i; �q 6= 0; O�u �0 > 0; �i � 08i = 1; :::; q

et (�t)t désigne un bruit blanc faible tel que E(�t) = 0 et E(�
2
t ) = �2:
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Pour ce type de processus on retrouve une propriété essentielle à savoir la propriété de

variance condtionnelle variable dans le temps puisque :

V ar(�t j It�1) = ht = �0 +
qP
i=1

�i�
2
t�j

Où It�1 est la tribu engendrée par le passé du processus jusqu�au temps t-1.

1.5.2 Modèle GARCH (p, q)

Introduction

Plusieurs variantes du modèle ARCH ont été proposées. Une variante particulièrement

utile est le modèle ARCH généralisé ou GARCH suggéré par Bollerslev (1986). Contrairement

au modèle ARCH, la variance conditionnelle ht dépend aussi bien de ses propres valeurs

passées que des valeurs retardées de �2t :

Dans la pratique un modèle GARCH avec très peu de paramètres ajuste souvent aussi

bien qu�un modèle ARCH ayant de nombreux paramètres, en particulier, un modèle simple

qui fonctionne souvent très bien est le modèle GARCH (1, 1).

On considère un modèle linéaire autorégressif exprimé sous la forme suivante :

Xt = E(Xt j Xt�1) + �t Où f�t; t 2 c/g est un bruit blanc faible tel que E(�t) =

0etE(�t�s) = 0si t 6= s;

satisfaisant la condition de di¤érence de martingale.E(�t j It�1) = 0:

On cherche à modéliser la volatilité conditionnelle du processus de bruit f�t; t 2 c/g pour

tenir compte de la dynamique observée, on peut être amené à imposer une valeur élevée du

paramètre q dans la modélisation ARCH (q) ce qui peut poser des problèmes d�estimation.

II s�agit d�une di¢ culté semblable à celle que l�on rencontre dans les modélisations de

l�espérance conditionnelle : si le théorème de Wold assure que toute série stationnaire possède

une représentation de type MA, il est possible que pour une série donnée, l�ordre de cet MA

soit particulièrement élevé, voir in�ni. Dans ce cas Box et Jenkins proposent de regagner en

parcimonie en utilisant une représentation de type AR (p) ou ARMA (p, q). Pour la variance

conditionnelle, Bollerslev (1986) dé�nit ainsi le processus GARCH (p, q).
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Dé�nition 5.2.1 :

Un processus f�t; t 2 c/g satisfait une repésentation GARCH(p,q) si :

� �t = �t
p
ht

ht = �0 +
qP
i=1

�i�2t�i +
pP
j=1

�jht�j; O�u (�t) est un bruit blanc

avec les conditions �0 > 0; �i � 0 �j � 0 8i = 1; :::; q 8j = 1; :::; p su¢ sante pour

garantir la positivité de ht . Ainsi l�erreur du processus fXt; t 2 c/g dé�nie par le processus

GARCH(p, q) admet pour moments conditionnels : E(�t j �t�1) = 0:V ar(�t j It�1) = ht =

�0 +
qP
i=1

�i�
2
t�i +

pP
j=1

�jht�j:

Tout comme le modèle ARCH, on peut exprimer le processus �2t sous la forme d�un

processus ARMA dé�ni dans une innovation.

ut = �2t � ht

En introduisant cette notation dans l�équation d�un GARCH (p, q), il dévient :

ut � �2t = �0 +
max(p;q)P
i=1

(�i + �j)�
2
t�i +

pP
j=1

�j(�
2
t�i � ut�j):

D�où l�on tire que :

�2t = �0 +
max(p;q)P
i=1

(�i + �j)�
2
t�i + ut �

pP
j=1

�jut�j:

Avec la convention �i = 0 si i > q et �j = 0 si j > p:

Remarque :

Le degré de p apparaît comme un degré de moyenne mobile de la représentation ARMA

dans �2t . A partir de cette représentation, on peut calculer de façon aussi simple les moments et

les moments conditionnels du processus d�erreur f�t; t 2 c/g mais aussi du processus fXt; t 2

c/g .
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Exemple :

Considérons le modèle GARCH(1; 1):�
yt = �6:37� 10�5 + �t

�2t = 9:97� 10�7 + 0:81�2t�1 + 0:15�2t�1

Ce modèle est le résultat de l�estimation de la série des observations quotidiennes du

taux de change Deutschmark / Livre sterling par la modélisation GARCH(1; 1). On gé-

nère un échantillon d�observations de taille 1000, pour estimer les paramètres du modèle

(la série d�innovation). Ces paramètres sont simulés et estimés à l�aide des deux fonctions

garchsim et garch�t dé�nies sur Matlab. On obtient comme résultat une comparaison entre

les innovations, les variances conditionnelles et les rendements du modèle.

Figure 1.5.1 : Estimation du mod�ele GARCH(1; 1); comparaison entre les
innovations; variances conditionnelles et les rendements.



Chapitre 2

Modèles de Variance Conditionnelle
Non Observable

2.1 Modèle canonique

2.1.1 Introduction

Nous avons vu que les modèles GARCH reposent sur l�adéquation entre les concepts de

variance conditionnelle et de volatilité. Cette spéci�cation, qui fait de la volatilité une variable

observable, a d�immenses avantages du point de vue statistique (prévision, inférence), mais

elle rend l�étude probabiliste complexe et elle implique des limitations importantes sur les

propriétés dynamiques.

A l�opposé, les modèles dits à volatilité stochastique font de la volatilité une variable

latente (non observable) possédant une dynamique propre. Le processus observé, �t, et sa

volatilité, �t, sont liés par l�equation

"t = �t�t

Où (�t) est un bruit blanc indépendant, généralement supposé indépendant du processus

(�t).

On complète le modèle en spéci�ant la dynamique de �t, a priori quelconque pourvu

qu�elle soit compatible avec la positivité de cette variable. Comme dans le cas GARCH, il

existe une spéci�cation simple, couramment utilisée, su¢ samment riche pour reproduire les

53
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principales caractéristiques des séries �nancières et susceptible d�extensions. Cette spéci�ca-

tion, applée modèle canonique, consiste à supposé que le logarithme de la volatilité, ou de

son carré, suit un modèle AR(1) avec terme constant. Dans ces modèles, les processus ("t) et

(�t) ne sont évidemment pas indépendants mais, contrairement au cas GARCH, la variable

ht = �2t ne s�interprète plus comme la variance de �t conditionnelle à son passé : celle-ci n�a

pas, dans ces modèles, une forme explicite. Il existe cependant de nombreuses analogies entre

les deux classes de processus et celles-ci doivent être vues comme concurrentes, en particulier

pour la modélisation des séries �nancières.

2.1.2 Présentation du modèle

La première apparition du modèle à volatilité stochastique canonique dans la littérature

économétrique été par Taylor en 1986. Cependant, les méthodes statistiques permettant

de l�utiliser en pratique n�ont été développées que dans le courant des années 90. Nous

commençons par passer en revue les propriétés élémentaires du modèle canonique.

Considérons le modèle

�
"t =

p
ht�t

log ht = ! + � log ht�1 + �vt
(1)

Où j�j < 1, (�t) et (vt) sont deux suites indépendantes de variables iid centrées et de

variances égales à 1.

Le modèle à volatilité stochastique canonique, a été le plus étudié dans la littérature

en raison de sa simplicité et de ses liens avec des modèles en temps continu. Notons que

l�écriture en logarithme de la dynamique de la volatilité assure la positivité de ht sans qu�il

soit nécessaire de contraindre les coe¢ cients !; � et �. On pourra cependant supposer � > 0

sans perte de généralité.

La volatilité ht étant dépendante de son passé, il est clair que le module de "t dépend

également de celui de ses valeurs passées.

L�interprétation des paramètres dans ce modèle se présente comme suit :
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Le paramètre � joue le rôle du coe¢ cient de persistance. En e¤et, il est facile de voir,

que lorsque � est proche de 1, un choc positif sur la volatilité (assimilable à une grande

valeur positive de vt) a généralement pour e¤et de maintenir la volatilité à un niveau élevé

sur plusieurs périodes. L�e¤et du choc est évidemment atténué, puisque � < 1, et tend à

disparaître.

Un choc négatif a inversement un impact négatif sur la volatilité. Si � est proche de

0, l�e¤et du choc est transitoire, la volatilité dépendant peu de ses valeurs passées. En�n,

si � est proche de -1, l�e¤et instantané d�un choc positif est une volatilité anormalement

élevée mais, dés la date suivante, cette volatilité prend une petite valeur, puis à nouveau

une grande valeur etc., ceci sous réserve qu�aucun nouveau choc n�intervienne entre temps.

Un choc négatif produit le même type d�e¤ets alternés. Ceux-ci n�étant généralement pas

observés pour les séries �nancières, on peut d�ores et déjà considérer les valeurs négatives de

� comme peu de réalistes pour les applications.

L�interprétation des autres coe¢ cients est plus immédiate.

Le paramètre ! est un facteur d�échelle pour la volatilité.

Le paramètre � mesure l�amplitude des innovations de ht , il peut s�interpréter comme

la volatilité de la log-volatilité.
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Figure 2.1.1 : Simulation d�une série de taille 1000 du modèle SV de paramètres � = 0:999

� = 0:01

Figure 2.1.2 : Simulation d�une série de taille 1000 du modèle SV de paramètre � = 0:0001

� = 0:9
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Figure 2.1.3 : Simulation d�une série de taille 1000 du modèle SV de paramètre � = �0:999
� = 0:01

2.1.3 Etude des propriétés probabilistes du modèle

Stationnarité stricte

Théorème 15 Le modèle admet, sous la contrainte j�j < 1, une unique solution strictement

stationnaire. Cette solution strictement stationnaire est non anticipative et donnée par

et = exp

(
!

2(1� �)
+
�

2

1X
i=0

�ivt�i

)
�t; t 2 Z (2)

Si j�j � 1, il n�existe pas de solution strictement stationnaire non anticipative.

La forme de la solution strictement stationnaire permet de préciser ses caractéristiques

du second ordre.

Démonstration. Soit yt = log ht d�où l�équation (1) devient :

yt = ! + �yt�1 + �vt (*)
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En remplaçant yt�1 = ! + �yt�2 + �vt�1 dans (*) on a :

yt = ! + �(! + �yt�2 + �vt�1) + �vt = [! + �!] + �2yt�2 + [��vt�1 + �vt]

En remplaçant encore une autre fois de la même manière on obtient

yt = ! + �! + �2(! + �yt�3 + �vt�2) + ��vt�1 + �vt

= ![1 + � + �2] + �3yt�3 + �[�2vt�2 + �vt�1 + vt]

Par intuition on peut déduire que :

yt = ![1 + � + �2 + �3 + :::] + �[vt + �vt�1 + �2vt�2 + �3yt�3 + :::]

=
!

1� �
+ �

1X
i=0

�ivt�i; 8t 2 Z

On procède maintenant au raisonnement par récurrence a�n de prouver que la relation

obtenue est vraie.

Supposons que cette relation (déduite par intuition) soit vraie à un rang de (t-1) c.à.d. :

yt�1 =
!

1� �
+ �

1X
i=0

�ivt�1�i

=
!

1� �
+ �[vt�1 + �vt�2 + �2vt�3 + �3yt�4 + :::]

Nous allons montrer maintenant qu�elle est vraie au rang t

yt =
!

1� �
+ �vt + ��[vt�1 + �vt�2 + �2vt�3 + :::]

= �vt +
!

1� �
+ �[yt�1 �

!

1� �
]

= �vt + �yt�1 + !;

D�où on retrouve la relation (*), en remplaçant yt = log ht (1) on obtient :
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8>><>>:
"t =

p
ht�t

log ht = yt =
!
1�� + �

P1
i=0 �

ivt�i
) ht = exp(

!
1�� + �

P1
i=0 �

ivt�i)

D�où "t = exp( !
2(1��) +

�
2

P1
i=0 �

ivt�i)�t

Démonstration. Montrons maintenant la condition de convergence de cette série :

Soit Un = �nvt�n , on dit qu�une série numérique
P
Un converge absolument lorsque la

série des valeurs absolues
P
jUnj est convergente.

En utilisant le critère de Cauchy c.à.d.

lim
n!1

n
p
Un = l ; telquel < 1)

X
Un converge

n
p
Un =

n
p
j�nvt�nj = exp(

1

n
log(j�nvt�nj)) = exp(

1

n
log j�nj+1

n
log jvt�nj) = j�j exp(

1

n
log jvt�nj)

lim
n!1

exp(
1

n
log jvt�nj) = lim

n!1
exp(

1

n
E(log jvt�nj)) = 1

car

lim
n!1

exp(
1

n
E(log jvt�nj)) = 0

D�où limn!1
n
p
Un = j�j. Ceci implique que j�j < 1 pour que la série converge.

Stationnarité au second ordre

Théorème 16 Soit �i = Efexp(��ivt)g; i � 0. Si j�j < 1 et
Q1
i=0 �i < 1, le processus

("t) dé�ni par (2) est un bruit blanc de variance
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var("t) = e
!

1��

1Y
i=0

�i

Démonstration. On a, d�après les hypothèses d�indépendance sur les suites (�t) et (vt)

E("t) = Efexp( !

2(1� �)
+
�

2

1X
i=0

�ivt�i)gE(�t) = 0

V ar("t) = Efexp( !

2(1� �)
+
�

2

1X
i=0

�ivt�i)g2E(�2t )

= exp(
!

1� �
)
1Y
i=0

Efexp(�
2
�ivt�i)g2

= exp(
!

1� �
)
1Y
i=0

�i

De plus, pour tout k > 0,Cov("t; "t�k) = 0 en utilisant à nouveau l�indépendance entre

(�t ) et (vt) .

Remarque : Dans le cas où (vt) est un processus gaussien, il est possible de donner des

résultats plus explicites. Si X � N(0; 1) on a E(exp(�X)) = exp(�
2

2
) pour toute constante

�. Donc �i = exp(�
2

2
�2i) et il est clair que la condition 0 <

Q1
i=0 �i < 1 est réalisée si et

seulement si j�j < 1. De plus

V ar("t) = exp(
!

1� �
+

�2

2(1� �2)
)

Lorsque (vt ) suit une loi normale centrée réduite.

Le processus ("t) ne constitue pas un bruit blanc au sens fort (i.e. un bruit blanc indé-

pendant)
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Représentation ARMA pour les processus (log "2t )

En prenant le logarithme du carré de "t, la première équation de (1) devient :

log "2t = log ht + log �
2
t (3)

Cette écriture permet de dériver la fonction d�autocovariance du processus log "2t . On

e¤ectue le changement de notation suivant :

Xt = log "
2
t ; Yt = log ht et Zt = Xt � Yt = log �

2
t

On suppose que Zt admet des moments jusqu�à l�ordre 4 et on note �Z = E(Zt),

�2Z = V ar(Z2t ). On notera de manière similaire les moments de Xt et Yt. Le résultat suivant

montre que (Xt) admet une représentation ARMA, propriétés qui se révélera très utile pour

l�estimation.

Théorème 17 Si j�j < 1 et �2Z2 <1, le processus (Xt) = log "
2
t admet une représentation

ARMA(1,1) de la forme

Xt � �X = �(Xt�1 � �X) + ut � �ut�1 (4)

où (ut) est un bruit blanc.

Démonstration. Le processus (Yt) étant solution du modèle AR(1)

Yt = ! + �Yt�1 + �vt

ses moyennes et fonction d�autocovariance sont données par

�Y = E(Yt) =
!

1� �

Y (0) = V ar(Yt) =
�2

1� �2

Y (k) = Cov(Yt; Yt�k) = �Y (k � 1); k > 0
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D�après l�indépendance entre (Yt) et (Zt), (Xt) est un processus du second ordre dont les

caractéristiques s�obtiennent comme suit

�X = E(Xt) = E(Yt) + E(Zt) =
!

1� �
+ �Z

X(0) = V ar(Xt) = V ar(Yt) + V ar(Zt) =
�2

1� �2
+ �2Z

X(k) = Y (k) = �Y (k � 1) = �k
�2

1� �2
; k > 0

Puisque X(k) = �Y (k � 1),8k > 0, (Xt) véri�e une équation ARMA(1,1) de la forme

(4). La constante � s�obtient à partir des deux premières autocovariances de (Xt). D�après

(4) on a, en notant �2u la variance du bruit dans cette représentation

X(0) = �X(k � 1) + �2uf1 + �(�� �)g

X(1) = ���2u + �X(0)

Donc si �2Z 6= 0

1 + �(�� �)

�
=
X(0)� �X(1)

�X(0)� X(1)
=
�2 � �2Z
��2Z

Tel que : X(0) =
�2

1��2 + �2Z et X(1) = � �2

1��2 d�où :

� =
(1� �2)�2Z + �2 � f(1 + �2)�2Z + �2g1=2f(1� �2)�2Z + �2g1=2

2��2Z

De plus, la variance du bruit dans (4) est donné par

�2u =
��2Z
�
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Si � 6= 0 (voir la remarque ci-dessous) (et �2u = �2 + �2Z si � = 0). En�n, si �2Z = 0 la

relation

X(k) = �X(k � 1)

est vraie aussi pour k = 1 et (Xt) est un AR(1) (i.e. � = 0 dans (4)).

Remarque : Si � = 0, (Xt) est un bruit blanc fort (indépendant) et � = 0. Inversement,

si � 6= 0, on a � 6= 0 dés que �2Z > 0, et les ordres de la représentation ARMA(1,1) sont

exacts.

Autocovariance du processus ("2t )

La forme du modèle se prête moins facilement à une étude de la fonction d�autocova-

riance du processus ("2t ). Celle-ci est utile pour la comparaison avec certaines méthodes

d�estimation.

On a en utilisant (2), pour tout k � 0

E("2t "
2
t�k) = exp(

2!

1� �
)Ef

1Y
i=0

exp(��ivt�i)
1Y
i=0

exp(��ivt�k�i)gE(�2t�2t�k)

En particulier

E("4t ) = exp(
2!

1� �
)Ef

1Y
i=0

exp(2��ivt�i)gE(�4t )

Et pour k > 0, puisque �2t et �
2
t�k sont indépendantes et d�espérance 1

E("2t "
2
t�k) = exp(

2!

1� �
)Ef

k�1Y
i=0

exp(��ivt�i)
1Y
i=k

exp(��i(1 + ��k)vt�i)g

= exp(
2!

1� �
)

k�1Y
i=0

�i

1Y
i=k

�k;i
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En posant, i � 0, �k;i = E[exp(��i(1 + ��k)vt)]: Donc ("2t ) est stationnaire au second

ordre dés que

j�j < 1 et E(�4t )
1Y
i=0

�k;i <1

Et on a pour tout k > 0

Cov("2t ; "
2
t�k) = exp(

2!

1� �
)

k�1Y
i=0

�i

1Y
i=k

�k;i

1Y
i=0

�2i

Supposons maintenant que (vt) suit la loi N(0; 1). On véri�e facilement que �k;i =

exp(�
2

2
�2i(1+��k)2) et que la condition de stationnarité au second ordre se limite à E(�4t ) <

1 et j�j < 1 dans ce cas. Par suite, pour tout k > 0

Cov("2t ; "
2
t�k) = exp(

2!

1� �
)(
k�1Y
i=0

exp(
�2

2
�2i)

1Y
i=k

exp(
�2

2
�2i(1 + ��k)2)�

1Y
i=0

exp(�2�2i))

= exp(
2!

1� �
+

�2

1� �2
)(exp(

�2

1� �2
�k � 1))

Il est intéressant de remarquer que la fonction d�autocovariance de ("2t ) tend vers zéro

lorsque k tend vers l�in�ni mais que la décroissance n�est pas compatible avec l�équation de

récurrence linéaire reliant les autocovariances. Or une telle relation est caractéristique des

modèles ARMA. On peut donc en déduire que ("2t ), bien que stationnaire au second ordre,

n�admet pas de représentation ARMA. On se retrouve ici dans un cas où la représentation

de Wold ne se réduit pas à une écriture ARMA. Cependant on a un équivalent de forme

Cov("2t ; "
2
t�k) � cste � �k lorsque k ! 1, ce qui montre que la vitesse asymptotique de

décroissance (exponentielle) des autocovariances est la même que pour un processus ARMA.



Chapitre 3

Estimation du modèle de volatilité
stochastique

3.1 Méthode du Pseudo-Maximum de Vraisemblance

3.1.1 Inroduction

Le caractère latent (inobservable) de la volatilité rend l�inférence statistique des modèles à

volatilité stochastique plus di¢ cile. En particulier la loi conditionnelle du processus observé

n�est pas explicite, ce qui empêche d�écrire la fonction de vraisemblance sous une forme

simple permettant de la maximiser.

�
"t =

p
ht�t

log ht = ! + � log ht�1 + �vt
(3.1)

Notons que � = (!; �; �)le vecteur des paramètres et �0 la vraie valeur.

La taille de l�échantillon est n, soit "1,. . . ,"n , du processus ("t). Rappelons que les autres

variables du modèle, en particulier ht , ne sont pas observables.

3.1.2 Présentation de la méthode

D�une façon générale, l�écriture de la vraisemblance pour une série chronologique ("t)

consiste à décomposer la densité jointe en produit de densités conditionnelles. La vraisem-

65
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blance s�écrit donc :

l("1; : : : ; "n; �) =
nY
t=2

ft("t j "1; : : : ; "t�1)f1("1)

Où, pour 2 � t � n; ft("t j "1; : : : ; "t�1) désigne la densité de "t conditionnelle à

("1; : : : ; "t�1) et f1(:) la densité de "1.

Lorsque les lois conditionnelles sont gaussiennes cette décomposition permet d�obtenir une

écriture simple de la log-vraisemblance en fonction des moyennes et variance conditionnelles

des variables "t.

En considèrant "1 � N(0; �21(�)) suit un processus gaussien , on peut donc écrire la

densité de la première observation "1comme suit :

f1("1) =
1p

2��21(�)
exp(� "21

2�21(�)
) (3.2)

Supposons maintenant que le processus ("t) conditionné par rapport à son passé soit

gaussien, c.à.d. ("t j "1; : : : ; "t�1) � N(mt(�); �
2
t (�)) , telle que mt(�) = E("t j "1; : : : ; "t�1)

et �2t (�) = V ar("t j "1; : : : ; "t�1).

Sachant que le processus ("t j "1; : : : ; "t�1) est gaussien implique que sa distribution

s�écrit :

f("t j "1; : : : ; "t�1) =
1p

2��2t (�)
exp(�("t �mt(�))

2

2�2t (�)
) (3.3)

On peut donc écrire la log-vraisemblance
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log(l("1; : : : ; "n; �)) = log(f1("1)) +
nX
t=2

log ft("t j "1; : : : ; "t�1)

= log(
1p

2��21(�)
exp(� "21

2�21(�)
)) +

nX
t=2

log(
1p

2��2t (�)
exp(�("t �mt(�))

2

2�2t (�)
))

= log(
1p

2��21(�)
) +

nX
t=2

log(
1p

2��2t (�)
) + (� "21

2�21(�)
) +

nX
t=2

(�("t �mt(�))
2

2�2t (�)
)

=

nX
t=1

log(
1p

2��2t (�)
) +

nX
t=1

(�("t �mt(�))
2

2�2t (�)
)

= �
nX
t=1

log
p
2� �

nX
t=1

log(
q
�2t (�))�

1

2

nX
t=1

(
("t �mt(�))

2

�2t (�)
)

= �n
2
log(2�)� 1

2

nX
t=1

(log(�2t (�)) +
("t �mt(�))

2

�2t (�)
)

Modèle Espace Etat

La méthode de vraisemblance consiste à trouver une approximation de la vraisemblance,

obtenue à partir du �ltre de Kalman. Celui-ci s�applique aux modèles admettant une repré-

sentation espace-état et peut être utilisé pour le �ltrage, le lissage et la prédiction.

L�écriture générale d�une représentation espace-état se présente sous la forme de deux

équations :

�
yt = Ut�t + dt + ut

�t = Tt�t�1 + ct +Rtvt
t � 1

La première équation est appelée équation de mesure et la seconde équation de transition.

La variable yt est observable et à valeurs dans RN tandis que les m composantes du vecteur

�t, appelé vecteur d�état, sont généralement supposées non inobservables. Les matrices Ut ,dt

,Tt , ct et Rt sont supposées non stochastiques mais peuvent dépendre de t. les suites (ut) et
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(vt) sont centrées, non corrélées (c.à.d. E (utvs) = 0 8t; s) mais leur variance peut dépendre

du temps.

La forme d�espace d�état du modèle (1) est obtenue par passage au logarithme :

�
"2t = ht�

2
t

log ht = ! + � log ht�1 + �vt
,
�
log("2t ) = log(ht) + log(�

2
t )

log ht = � log ht�1 + ! + �vt

En posant, Zt = log(�2t ); mZ = E(Zt) et ut = Zt �mZ

�
log("2t ) = log(ht) + Zt +mZ �mZ

log ht = � log ht�1 + ! + �vt
,
�
log("2t ) = log(ht) +mZ + ut
log ht = � log ht�1 + ! + �vt

On note également que �2Z = V ar(log(�2t )), en supposant que cette quantité existe.

Application du Filtre de Kalman

Soit

�tjt = E(�t j y1; : : : ; yt); Ptjt = V ar(�t j y1; : : : ; yt)

�tjt�1 = E(�t j y1; : : : ; yt�1);

Ptjt�1 = V ar(�t j y1; : : : ; yt�1) = E[(�t � �tjt�1)(�t � �tjt�1)
0]

Comme il s�agit ici de calculer l�estimation du vecteur d�état sur la base des données

observées, donc �tjt�1 représente la projection de �t sur (y1; : : : ; yt�1). Sachant que le �ltre

de Kalman calcule récursivement successivement les estimateurs �1j0; �2j1; :::; �tjt�1, alors on

associe à chaque estimateur une matrice de covariance de l�erreur de l�estimation de �t,

représentée par Ptjt�1.

Première étape : en prenant l�espérance conditionnelle par rapport à (y1; : : : ; yt�1) dans

l�équation de transition, on obtient :
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�tjt�1 = E(�t j y1; : : : ; yt�1) = E((Tt�t�1 + ct) j (y1; : : : ; yt�1))

= TtE(�t�1 j y1; : : : ; yt�1) + ct

�tjt�1 = Tt�t�1jt�1 + ct

puis, en utilisant la relation �t � �tjt�1 = Tt(�t�1 � �t�1jt�1) + Rtvt;a�n de simpli�er le

calcul de la matrice Ptjt�1.

Ptjt�1 = E[(�t � �tjt�1)(�t � �tjt�1)
0]

= E[(Tt(�t�1 � �t�1jt�1) +Rtvt)(Tt(�t�1 � �t�1jt�1) +Rtvt)
0]

= TtE[(�t�1 � �t�1jt�1)(�t�1 � �t�1jt�1)
0]T 0t +RtE(vtv

0
t)R

0
t

= TtPt�1jt�1T
0
t +RtQtR

0
t

Les autres termes s�annulent à cause de l�indépendance entre �t et vt condition de nor-

malité (4). Ces équations sont appelées équations de prévision.

Deuxième étape : une fois disponible l�observation yt, les quantités précédentes sont mises

à jour :

�tjt = E(�t j y1; : : : ; yt)

Ceci peut être évalué en utilisant la formule de mise à jour de la projection linéaire de

�t sur l�ensemble des observations (y1; : : : ; yt) c.à.d.

�tjt = �tjt�1 + E[(�t � �tjt�1)(yt � ytjt�1)
0]E[(yt � ytjt�1)(yt � ytjt�1)

0]�1(yt � ytjt�1)

Avant de calculer �tjt on doit d�abord calculer l�innovation de yt à l�instant t (yt�ytjt�1) :

telle que : ytjt = E(yt j �t; vt) = E(Ut�t + dt + ut j �t; vt) = Ut�tjt + dt d�où

yt � ytjt�1 = Ut(�t � �tjt�1) + ut
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En lui associant sa matrice de covariance :

E[(yt � ytjt�1)(yt � ytjt�1)
0] = E[(Ut(�t � �tjt�1) + ut)(Ut(�t � �tjt�1) + ut)

0]

= UtE[(�t � �tjt�1)(�t � �tjt�1)
0]U 0t + E(utu

0
t)

= UtPtjt�1U
0
t +Ht

En posant, Ft : matrice de gain de kalman

Ft = V ar(yt j y1; : : : ; yt�1) = E[(yt � ytjt�1)(yt � ytjt�1)
0] = UtPtjt�1U

0
t +Ht

Une fois la matrice de covariance obtenue, on peut maintenant calculer �tjt :

�tjt = �tjt�1 + E[(�t � �tjt�1)(yt � ytjt�1)
0]E[(yt � ytjt�1)(yt � ytjt�1)

0]�1(yt � ytjt�1)

= �tjt�1 + E[(�t � �tjt�1)(Ut(�t � �tjt�1) + ut)
0]F�1t (yt � ytjt�1)

= �tjt�1 + E[(�t � �tjt�1)(�t � �tjt�1)
0]U 0tF

�1
t (yt � ytjt�1)

= �tjt�1 + Ptjt�1U
0
tF

�1
t (yt � Ut�tjt�1 � dt)

En�n, on retrouve la matrice de covariance de l�erreur de prédiction, notée Ptjt, comme

suit :

Ptjt = E[(�t � �tjt)(�t � �tjt)
0]

= E[(�t � �tjt�1)(�t � �tjt�1)
0]� fE[(�t � �tjt�1)(yt � ytjt�1)

0]gfE[(yt � ytjt�1)(yt � ytjt�1)
0]g�1

fE[(yt � ytjt�1)(�t � �tjt�1)
0]g

= Ptjt�1 � Ptjt�1U
0
tF

�1
t UtPtjt�1

On applique maintenant l�algorithme :

Initialisation de la première étape : �1j0 = T1j0 + c1 , P1j0 = T1P0T
0
1 +R1Q1R

0
1
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On calcule ainsi d�une manière récursive pour t = 1; : : : ; n, les quantités �tjt�1, Ptjt�1

et �tjt, Ptjt. Ceci permet en même temps d�obtenir E(yt j y1; : : : ; yt�1) = Ut�tjt�1 + dt,

Ft = V ar(yt j y1; : : : ; yt�1) et donc d�écrire la log-vraisemblance gaussienne du modèle.

Soit �tjt = E(log ht j "21; : : : ; "2t ), Ptjt = V ar(log ht j "21; : : : ; "2t )

�tjt�1 = E(log ht j "21; : : : ; "2t�1), Ptjt�1 = V ar(log ht j "21; : : : ; "2t�1)

L�algorithme prend ici la forme simpli�ée, en remplaçant (yt = log("2t )), Ut = 1, �t =

log ht, dt = mZ , Tt = �, ct = !, RT = �, Qt = 1) dans les équations précédentes on retrouve :

�tjt�1 = Tt�t�1jt�1 + ct = ��t�1jt�1 + !

Ptjt�1 = TtPt�1jt�1T
0
t +RtQtRt = �2Pt�1jt�1 + �2

�tjt = �tjt�1 + Ptjt�1U
0
tF

�1
t (yt � Ut�tjt�1 � dt) = �tjt�1 + Ptjt�1F

�1
t (log("2t )� �tjt�1 �mZ)

�1j0 =
!

1� �
, P1j0 =

�2

(1� �2)

et

Ft = V ar(log("2t ) j log("21); : : : ; log("2t�1)) = UtPtjt�1U
0
t +Ht = Ptjt�1 + �2Z

Ptjt = Ptjt�1 � Ptjt�1U
0
tF

�1
t UtPtjt�1 = Ptjt�1 � P 2tjt�1F

�1
t

D�où �nalement la (pseudo) log-vraisemblance :

log(l("1; : : : ; "n; �)) = �n
2
log(2�)� 1

2

nX
t=1

(log(�2t (�)) +
("t �mt(�))

2

�2t (�)
)

log(l("1; : : : ; "n; �)) = �n
2
log(2�)� 1

2

nX
t=1

(log(Ft) +
(log("2t )� �tjt�1 �mZ)

2

Ft
)
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Remarque : Pour des valeurs �xées de mZ = �1:27 et �2Z = �2=2 (d�aprés Abramovitz

et stegun 1970), le vecteur � des paramètres (!; �; �) peut alors être estimé en maximisant

cette fonction, construite en appliquant l�algorithme précédent.

Procédure de Lissage

Une fois, le �ltre de Kalman est calculé et les valeurs des suites f�tjtgTt=1 f�tjt�1gTt=2
fPtjtgTt=1 fPtjt�1gTt=2 sont stockées.

c.à.d.

�tjt�1 = Tt�t�1jt�1 + ct = ��t�1jt�1 + !

Ptjt�1 = TtPt�1jt�1T
0
t +RtQtRt = �2Pt�1jt�1 + �2

L�estimation lissée de la dernière valeur de l�échantillon �T jT est la dernière entrée dans

f�tjtgTt=1. Alors, on utilise la matrice de gain fJtgTt=1

Jt�1 = Pt�1jt�1T
0
tP

�1
tjt�1

comme générateur, et à partir des équations précédentes et en remplaçant

(yt = log("2t )), Ut = 1, �t = log ht, dt = mZ , Tt = �, ct = !, RT = �, Qt = 1) on

retrouve :

Jt�1 = Pt�1jt�1T
0
tP

�1
tjt�1 = Pt�1jt�1�P

�1
tjt�1

�tjT = �tjt + Jt(�t+1jT � �t+1jt)

PtjT = Ptjt + Jt(Pt+1jT � Pt+1jt)J
0
t
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3.1.3 Estimation des paramètres

A�n d�estimer les paramètres du modèle SV, nous avons testé ce modèle sur des séries

d�observations (Yn) de taille T variant de 500 à 6000 générées à partir de l�équation du modèle

canonique. Ces séries sont générées en attribuant dans chaque essai des valeurs initiales des

paramètres (!; �; �2). Pour estimer les paramètres du modèle, nous avons utilisé l�algorithme

du pseudo maximum de vraisemblance, implémenté sous l�environnement Matlab 7.0. Le

tableau suivant représente l�estimation de chaque paramètre ainsi que son écarts-type entre

parenthèse.

Tableau 1 : Expériences Monte Carlo sur les estimateurs de la méthode QML, d�un modèle

stationnaire de volatilité stochastique : Rprésentant la valeur des estimateurs avec leurs

écarts types (entre parenthèses

T = 500 T = 3000 T = 6000
� = 0:9 0.8982 0.8817 0.8997

(0.0299) (0.0132) (0.0081)
�2 = 1 0.7336 0.9867 0.9921

(0.1013) (0.0503) (0.0346)

� = 0:7 0.6785 0.6792 0.6960
(0.1310) (0.0390) (0.0272)

�2 = 1 0.8722 1.0681 0.9831
(0.2233) (0.0785) (0.0541)

� = 0:9 0.8052 0.9186 0.8994
(0.1461) (0.0256) (0.0198)

�2 = 0:09 0.3220 0.2809 0.2925
(0.1819) (0.0573) (0.0386)

� = 0:7 0.6280 0.8025 0.7113
(0.3156) (0.1695) (0.1369)

�2 = 0:09 0.5512 0.2599 0.2691
(0.3183) (0.1603) (0.0993)

Les résultats du tableau montrent bien que les valeurs estimées sont proches des valeurs

réelles et cela en augmentant à chaque fois la taille de la série ce qui con�rme la convergence

de la méthode du maximum de vraisemblance vers la valeur réelle des paramètres.
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L�exemple suivant représente une série de paramètres (� = 0:9; �2 = 1) de taille T = 500

Figure 3.1.1 : Série générée par (� = 0:9 �2 = 1) et T = 500:

La valeur des paramètres après estimation est (�̂ = 0:8829(0:0326); �̂2 = 1:0184(0:1271));

d�où nous obtenons le graphe de la log-volatilité (log(ht)) .
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Figure 3.1.2 : Log-volatilité de la série (� = 0:9 �2 = 1) et T = 500:

Figure 3.1.3 : Lissage de la log-volatilité
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3.2 Méthode de Simulation Monte Carlo par Chaînes

de Markov (MCMC)

3.2.1 Introduction

Contrairement aux autres approches classiques, adoptées dans le domaine de l�inférence

statistique, à savoir le Maximum likelihood estimation (MLE) et les moindres carrés ordinaire

(MCO), qui considèrent les paramètres comme étant vraies, l�approche bayésienne considère

ces paramètres comme une variable aléatoire qui suit une loi a priori pour tenir compte de

l�incertitude.

Dans l�analyse bayésienne, on choisit un vecteur dont les paramètres sont des variables

aléatoires qui suivent une loi a priori, on obtient, au fur et à mesure que les variables

s�ajustent, une distribution a posteriori.

3.2.2 Présentation de la méthode

L�objectif de l�analyse bayésienne revient à calculer l�expression suivante :

E(h(�)=X) =

Z
�

h(�)p(�=X)d� (1)

Avec X est le vecteur représentant les données , � vecteur des paramètres et h(�) une

fonction quelconque où l�espérance existe.

Le problème qui se pose en général, c�est qu�il est di¤cile de trouver une solution ana-

lytique à cette équation. Pour résoudre ce problème, on a recours à des algorithmes de

simulations qui relèvent de la Chaîne Markovienne de Monte Carlo, en particulier l�algo-

rithme de Metropolis-Hasting. Ce genre d�algorithme est utilisé généralement dans le cas où

la densité a priori et a posteriori ne sont pas conjuguées.

La méthode générale de Monte Carlo consiste à tirer un �(m) pour m = 1:::M de p(�=X)

et utiliser le fait que lorsque M !1
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1

M

MX
m=1

h(�(m)) �!ps E(h(�)=X) (2)

La méthode de MCMC consiste à construire un processus markovien p(�(m+1)=�(m)) qui

assurent la convergence vers la loi stationnaire unique p(�=X).

L�algorithme de Metropolis-Hasting qui relève de la MCMC sert à construire une chaîne

de Markov dont la loi stationnaire et unique est la loi a posteriori.

Cet algorithme peut être présenté brièvement comme suit :

� Choisir une valeur initiale �(0).

� Tirer un candidat �(�) selon une loi de proposition.

� Calculer le ratio de Hasting �(�(m�1); ��), dé�nit par la probabilité :

�(�(m�1); ��) = min

�
p(� = ��=X)

p(� = �(m�1)=X)
; 1

�
� Tirer une variable aléatoire u d�une loi uniforme U [0; 1] et la comparer au ratio de

Hasting �(�(m�1); ��).

Si u < �; �(m) = ��; le candidat est accepté

Sinon �(m) = �(m�1); le candidat est rejeté

� Répéter les trois étapes précédentes M fois.

� Utiliser l�équation (2) a�n d�approximer E(h(�)=X) pour n�importe quelle fonction

h(�) où l�espérance existe.

La régle d�acceptation ou du rejet du candidat sert généralement à s�assurer que la

chaîne se déplace dans la bonne direction.

Cet algorithme va nous servir de pour simuler la dynamique des volatilités latentes.
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3.2.3 Estimation des paramètres

L�objectif de la présente section est de décrire la partie estimation de notre modèle

d�étude.

�
yt = exp(ht=2)�t

ht = �+ �ht�1 + ��t
(1)

où �t et �t suivent N(0; 1):

Soit yn = (y1; :::; yn); hn = (h1; :::; hn) et ha:b = (ha; :::; hb):

Densité a priori

La densit e a priori f(�) est la fonction de densité des paramètres avant d�intégrer les

données.

L�incertitude concernant la log-volatilité initiale est h0 � N(m0; C0)

Soit � = (�; �) vecteur des paramètres, alors la distribution a priori de (�; � 2) est une

normale-inverse gamma, i.e.

(�; � 2) � NIG(�0; V0; �0; s
2
0)

�=� 2 � N(�0; �
2V0)

� 2 � IG(�0=2; �0s
2
0=2)

Les hyperparamètres sont : m0; C0; �0; V0; �0 et s20:

Lois a posteriori

La distribution a posteriori de notre modèle via la méthode MCMC peut être e¤ectuer

par au moins deux façons.

Soit h�t = (h0:(t�1); h(t+1):n); pour t = 1; :::; n� 1 et h�n = h1:(n�1)

Choix d�échantillon (�; � 2=hn; yn)
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La distribution a posteriori de (�; � 2) conditionnée sur h0:n suit aussi une normale-inverse

gamma :

(�; � 2)=yn; h0:n � NIG(�1; V1; �1; s
2
1)

où X = (1n; h0:(n�1));� �1 = �0 + n

V �1 = V �1
0 +X 0X

V �1
1 �1 = V �1

0 �0 +X 0h1:n

�1s
2
1 = �0s

2
0 + (y �X�1)

0(y �X�1) + (�1 � �0)
0V �1
0 (�1 � �0)

Choix d�échantillon (h0=�; � 2; h1)

En combinant

h0 � N(m0; C0)

et

h1=h0 � N(�+ �h0; �
2)

permet d�obtenir (par le théorème de Bayes)

h0=h1 � N(m1; C1)

où

C�11 m1 = C�10 m0 + ���2(h1 � �)

C�11 = C�10 + �2��2

Distribution a priori conditionnée sur ht

Sachant ht�1; �, on peut démontrer que, pour t = 1; :::; n� 1

�
ht
ht+1

�
� N

��
�+ �ht�1

(1 + �)�+ �2ht�1

�
; � 2
�
1 �
�
�
1 + �2

� ��
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où E(ht=ht�1; ht+1; �; � 2) est

�t =

�
1� �

1 + �2

�
�+

�
�

1 + �2

�
(ht�1 + ht+1)

et V (ht=ht�1; ht+1; �; � 2) est

�2 = � 2(1 + �2)�1

Par conséquent,

(ht=ht�1; ht+1; �; �
2) � N(�t; �

2) t = 1; :::; n� 1

(hn=hn�1; �; �
2) � N(�n; �

2)

où �n = �+ �hn�1

Etablir un échantillon ht via l�algorithme Metropolis-Hastings

La distribution coonditionnelle de ht est donnée par :

p(ht=h�t; y
n; �; � 2) = p(ht=ht�1; ht+1; �; �

2)p(yt=ht)

= fN(ht;�t; �
2)fN(yt; 0; e

ht)

Algorithme de Metropolis-Hastings

Pour t = 1; :::; n

1. L�état actuel : h(j)t

2. Etablir un échantillon h�t à partir d�une loi normale N(~�t; �
2
t )

3. Calculer la probabilité d�acceptation

� = min

(
1;

fN(h
�
t ;�t; �

2
t )fN(yt; 0; e

h�t )

fN(h
(j)
t ;�t; �

2
t )fN(yt; 0; e

h
(j)
t )

� fN(h
(j)
t ; ~�t; �

2
t )

fN(h�t ; ~�t; �
2
t )

)

4. Nouvel état :

h
(j+1)
t =

�
h�t avec la probabilté �

h
(j)
t avec la probabilité 1� �
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Soit l�exemple suivant :

On veut estimer les paramètres du modèle 1 en simulant une série de taille n = 500;

nombre d�itérationMonte Cartlo estN = 4000 avec les paramètres suivants � = �0:0065; � =

0:99 et � 2 = 0:152

Les graphes suivants représentent la simulation de la série ainsi que sa volatilité

Figure 3.2.1 : Estimation Série taille n = 500; et � = �0:0065 � = 0:99 et � 2 = 0:152

Figure 3.2.2 : Volatilté de la Série taille n = 500; et � = �0:0065 � = 0:99 et

� 2 = 0:152 = 0:0225



CHAPITRE 3. ESTIMATION DU MODÈLE DE VOLATILITÉ STOCHASTIQUE 82

Le tableau suivant résume les valeurs des paramètres estimés est :

Paramètres � � � 2

Valeurs initiales �0:0065 0:99 0:022 5
Estimation 0:0019 0:9737 0:0299

Figure 3.2.3 : Valeurs estimées de � sur 4000 itérations

Figure 3.2.4 : Valeurs estimées de � sur 4000 itérations
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Figure 3.2.5 : Valeurs estimées de � 2 sur 4000 itérations

Le graphe suivant représente la volatilité correspondant à la série de la �gure 1.

Figure 3.2.6 : Volatilité avec les paramètres �̂ = 0:0019 �̂ = 0:9737 et �̂ 2 = 0:0299
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3.3 Application du modèle SV sur un cas réel

3.3.1 Introduction

Pour tester la pertinence des deux méthodes utilisées à savoir, la méthode QML et la

méthode MCMC, nous avons appliqué au modèle SV, une série �nancière montrant les

rendements quotidiens de la Bourse de New York (New York Stock Exchange (NYSE)) à

partir du 2 Février 1984 jusqu�au 31 Décembre 1991. Cette série est représentée dans la

�gure suivante.

Figure 3.3.1 : Les rendements quotidiens de la Bourse de New York (New York Stock

Exchange (NYSE)) à partir du 2 Février 1984 jusqu�au 31 Décembre 1991.

Nous présentons dans ce qui suit, l�estimation des paramètres du modèle ainsi que les

graphes de la volatilité obtenus par ces méthodes.
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3.3.2 Estimation par la méthode QML

Les paramètres, !; �; �; sont estimés par le maximum de vraisemblance et les résulttas

obtenus pour l�échantillon de 2000 observations sont les suivatns :

Paramètres ! � �
Valeurs initiales 0 0.95 0.2
Estimation -0.0063 0.9999 0.2048
Ecart type 0.0503 0.029 0.073

La �gure montre le journal des rendements au carré, yt = log(r2t ), pour deux cents

observations sur les deux milles observations du NYSE ainsi que sa volatilité, en utilisant la

méthode QML avec le �ltre et lissage de Kalman

Figure 3.3.2 : Prévision de la log-volatilité par QML de 800 à 1000.
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3.3.3 Estimation par la méthode MCMC

Nous utilisons dans cette partie la méthode de simulation Monte Carlo par les Chaînes

de Markov. Cette méthode est appliquée sur le modèle SV, en retenant le même échantillon

de la bourse de New York (NYSE) utilisées dans paragraphe précédent. Le résultat de la

simulation par la méthode MCMC est résumé dans le tableau suivant :

Paramètres ! � �
Valeurs initiales 0 0.95 0.2
Estimation -0.0068 0.963 0.17
Ecart type 0.016 0.007 0.027

Le graphe suivant représente la volatilité extraite à partir de l�echantillon c.à.d. les ren-

dements (NYSE), par la méthode MCMC.

Figure 3.3.3 : Prévision de la log-volatilité par MCMC de 800 à 1000.
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3.3.4 Comparaison des QML et MCMC

A�n de comparer la méthode de simulation Monte Carlo par les Chaînes de Markov

(MCMC) avec la méthode du quasi maximum de vraisemblance (QML), nous nous basons

sur les estimations des paramètres ainsi que les graphes de volatilité lissée.

Les résultats de la simulation montrent clairement que la méthode MCMC est plus per-

tinente et e¢ cace que la méthode QML par rapport à l�estiamtion des paramètres.

L�avantage le plus important des procédures MCMC est qu�elles permettent d�obtenir

simultanément l�estimation des paramètres, les estimations de la volatilité lissée ainsi que les

distributions prédictives des valeurs futures à plusieurs étapes de la volatilité. En plus de cela,

si la taille de la simulation est grande alors la méthode MCMC donne asymptotiquement la

distribution que la méthode QML. Le principal inconvénient est que la mise en �uvre est

assez compliquée et consomme beaucoup de temps par rapport à la méthode QML.
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Conclusion et Perspectives

Durant cette étude, nous nous sommes intéressés aux modèles de volatilité stochastique

à estimer les paramètres du modèle et à capturer la persistance de la volatilité stochastique.

Les approches utilisées pour estimer les paramètres et les volatilités latentes du modèle,

sont la méthode MCMC et la QML. L�approche Bayesienne a l�avantage de tenir compte de

l�incertitude de ces paramètres, à l�opposé de la méthode du maximum de vraisemblance qui

considèrent ces paramètres comme vraies.

L�incovénient de la méthode MCMC est qu�elle est compliquée à appliquer contrairement

à la méthode QML, mais ces résultats sont plus pertinents que la méthode QML.

Plusieurs axes de recherche sur des modèles plus complexes peuvent être envisagés, tels :

� Les modèles de volatilité stochastique multivariés, dont on cite quelques références :

Yu, J., Meyer, R. (2006). Multivariate stochastic volatility models : Bayesian estimation

and model comparison. Econometric Reviews 25(2�3) :361�384.

Liesenfeld, R., Richard, J.-F. (2006). Classical and bayesian analysis of univariate and

multivariate stochastic volatility models. Econometric Reviews 25(2�3) :335�360.

� Les modèles de volatilité stochastique périodiques dont on cite aussi :

Aknouche, A. (2011). On a periodic autoregressive stochastic volatility model. Compu-

tational Statistics and Data Analysis.

� Les modèles de volatilité stochastique à changement de régime Markovien...
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