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1.2.1 Opérateurs différentiels usuels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un article de S.NICAISE [27], portant sur la

stabilité du système de l’élasto-magnétisme, par des feedbacks frontières non linéaires.

Soit Ω un ouvert non vide et borné dans R3, de frontière lipschitzienne Γ.

Soient gi : R3 → R3, (i = 1, 2), des fonctions continues et vérifiant :

gi(0) = 0, (1)

il existe une constante M ≥ 0, telle que pour tout E ∈ R3,

|gi(E)| ≤M(1 + |E|), (2)

il existe une constante m > 0, telle que pour tout E ∈ R3, |E| ≥ 1,

gi(E) · E ≥ m|E|2, (3)

ainsi que la condition de monotonie :

(gi(E)− gi(F )) · (E − F ) ≥ 0, ∀E,F ∈ R3. (4)

On considère le système de l’élasto-magnétisme suivant :

∂2
t u− divσ(u) + ξ rotE = 0, dans Q := Ω×]0,+∞[

ε∂tE − rotH − ξ rot ∂tu = 0, dans Q

µ∂tH + rotE = 0, dans Q

div(εE) = div(µH) = 0, dans Q

H × ν + ξ ∂tu× ν + g1(E × ν)× ν = 0, sur Σ := Γ×]0,∞[

σ(u) · ν + Au+ g2(∂tu) = 0, sur Σ

u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, E(0) = E0, H(0) = H0, dans Ω.

(5)
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Ce système modélise le couplage entre le système de Maxwell et le système de l’élasticité,

dans lequel :

- E(x, t), H(x, t) et u(x, t) désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique

et le champ déplacement en chaque point x et à l’instant t,

- ε, µ désignent respectivement la permitivité électrique et la perméabilité magnétique,

supposées positives et dans L∞(Ω).

- σ(u) = (σij(u))
3
i,j=1 est le tenseur symétrique des contraintes défini par :

σij(u) = aijklekl(u)

(ici et dans toute la suite, on utilisera la convention de sommation d’Einstein sur

les indices répétés) où

e(u) = (eij(u)
3
i,j=1 est le tenseur des déformations linéarisé donné par :

eij(u) =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

et (aijkl)i,j=1,2,3 sont des fonctions de classe C2(Ω̄), satisfaisant à la condition de

symétrie :

aijkl = ajikl = aklij

et la condition d’ellipticité :

aijklλijλkl ≥ αλijλij (6)

pour tout tenseur symétrique (λij) et α > 0, divσ(u) est le champ de vecteurs défini

par :

divσ(u) = (∂jσij(u))
3
i=1.

- ν désigne le vecteur normal exterieur à Γ,

- A est une constante positive,

- ξ est une constante positive représentant le paramètre de couplage magnéto-élastique.

On note que si ξ = 0, le système (5) se découple en deux systèmes indépendants : le

système de l’élasticité et le système de Maxwell.

L’étude de la contrôlabilité du système de l’élasto-magnétisme avec condition au bord de

type Dirichlet est faite dans [14].

Le but de ce travail est d’adapter les résultats récents sur le système de Maxwell [9, 15, 25,

28], et sur le système de l’élasticité [1, 4, 11] pour étudier le système couplé (5). Il s’agit

d’obtenir une estimation de l’énergie du système non linéaire (5) (stabilité), en faisant des
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hypothèses sur g1 et g2, et en se basant sur l’estimation de EE-stabilité, qui est équivalente

à la décroissance exponentielle de l’énergie du système linéaire.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelques notions de

base d’analyse fonctionnelle.

Dans le deuxième chapitre, on étudie l’existence, l’unicité et la régularité de la solution,

en utilisant la théorie des opérateurs non linéaires.

Dans le troisième chapitre, on donne une équivalence entre la stabilité exponentielle du

système linéaire (g1(ξ) = g2(ξ) = ξ) associé au système (5), par des feedbacks frontières

linéaires et l’estimation de EE-stabilité.

Dans le quatrième chapitre, on déduit des résultats de contrôlabilité exacte du système

linéaire, en utilisant le principe de Russell.

Dans le cinquième chapitre, on donne une estimation de l’énergie de (5), en utilisant

le principe de Liu [24], (basé sur le principe de Russell) et une inégalité intégrale. On

construit pour cela une suite particulière de fonctions globalement Lipschitzienne gk
2 , qui

approche la fonction g2 (non globalement Lipschitzienne).

Le résultat principal de ce mémoire est le théorème suivant :

Théorème 0.0.1. Soient g1 et g2 deux fonctions continues, vérifiant les hypothèses (1),

(2), (3) et (4) ainsi que :

|E|2 + |gi(E)|2 ≤ G(gi(E) · E), ∀|E| ≤ 1, i = 1, 2 (7)

où G : [0,+∞[→ [0,+∞[ est une fonction concave strictement croissante avec G(0) = 0.

Si Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité, alors il existe deux constantes positives c2, c3
et un temps T1 > 0 (qui dépend de T, E(0) et |Γ|) tels que :

E(t) ≤ c3G

(
ψ−1(c2t)

c2T 2|Γ|t

)
∀t ≥ T1 (8)

pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (5), où ψ(t) =
∫∞

t

1

φ(s)
d s, ∀t > 0 pour φ définie

par

φ(s) = T |Γ|G−1

(
s

c3

)
. (9)

On termine par donner quelques cas particuliers de décroissance de l’énergie, à noter,

décroissance exponentielle, polynomiale et logarithmique.



1
Rappels et définitions

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 L’espace Lp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞)

Définition 1.1.1. Soit Ω un ouvert de Rn.

a) On désigne par Lp(Ω) l’espace des (classes de) fonctions f définies et mesurables

sur Ω à valeurs dans R telles que :∫
Ω

|f(x)|p dx < +∞. (1.1)

Les intégrales sont prises au sens de Lebesgue.

L’espace Lp(Ω) muni de la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

(1.2)

est un espace de Banach.

b) On désigne par L∞(Ω) l’espace des (classes de) fonctions f définies, mesurables et

bornées presque partout sur Ω.

L’espace L∞(Ω) muni de la norme :

‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|f(x)| (1.3)

est un espace de Banach.

5



Chapitre 1 Rappels et definitions

Si p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f(x) g(x) dx. (1.4)

Inégalité de Cauchy-Schwarz ([5])

Soient f et g dans L2(Ω). On a alors∣∣∣∣∫
Ω

f · g dx
∣∣∣∣ ≤ (∫

Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|g|2 dx
) 1

2

. (1.5)

Inégalité de Young ([5])

Pour tous réels a et b et pour tout réel θ > 0, on a

|ab| ≤ θ

2
|a|2 +

1

2θ
|b|2. (1.6)

1.1.2 L’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Soit Ω un ouvert non vide de Rn, m ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 1.1.2. On définit l’espace de Sobolev

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m} (1.7)

où on a posé pour tout multi-index α = {α1, . . . , αn} ∈ Nn,

Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 . . . ∂αn

xn

et |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

C’est un espace de Banach pour la norme :

‖u‖m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p
 1

p

. (1.8)

I Pour p = 2, on remplacera la notation Wm,2(Ω) par Hm(Ω). On remarquera c’est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx (1.9)

et la norme associée est

‖u‖m = ‖u‖m,2 =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

 1
2

. (1.10)

6



Chapitre 1 Rappels et definitions

IOn a les inclusions suivantes :

Hm+1(Ω) ⊂ Hm(Ω) ⊂ · · · ⊂ H1(Ω) ⊂ H0(Ω) = L2(Ω).

On a le théorème de densité suivant :

Théorème 1.1.1. D(Ω) = {u|Ω , u ∈ D(Rn)} est dense dans Hm(Ω).

1.1.3 Théorèmes de traces

Lorsque u est une fonction de L2(Ω) où Ω est un ouvert de Rn, on ne peut pas considèrer

la restriction de la fonction à un ensemble de mesure nulle, car les fonctions de L2(Ω) sont

justement définies à un ensemble de mesure nulle près.

En revanche, les fonctions des espaces de Sobolev sont plus régulières que les fonctions L2,

par exemple lorsque m > n
2
, les fonctions de Hm(Ω) admettent un représentant continu.

Nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire que la fonction ait un représentant continu,

pour que l’on puisse considérer sa restriction à Γ = ∂Ω.

C’est ce que nous appellerons la trace de la fonction sur le bord du domaine.

Proposition 1.1.1. Si Ω est un ouvert borné, lipschitzien alors l’application :

D(Ω) → C(Γ)

u→ u|Γ,

se prolonge en une application linéaire et continue de H1(Ω) dans L2(Γ).

Ce prolongement est appelé opérateur de trace, noté γ0.

Définition 1.1.3. Soit Ω un ouvert borné, lipschitzien. On désigne par H1
0 (Ω) le noyau

de γ0 défini par

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), γ0u = 0 sur Γ}. (1.11)

Théorème 1.1.2. D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω).

Remarque 1.1.1. Toute forme linéaire continue sur Hm
0 (Ω), s’identifie à une distribution

sur Ω. On désigne par H−m(Ω) l’espace dual de Hm
0 (Ω) par cette identification. On a alors

Hm
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−m(Ω).

Définition 1.1.4. L’espace image de γ0, noté H
1
2 (Γ), est un espace de Hilbert pour la

norme :

‖µ‖
H

1
2 (Γ)

= inf
u∈H1(Ω)

γ0u=µ

‖u‖1. (1.12)

Théorème 1.1.3. Sous les hypothèses de la proposition 1.1.1, l’application u → γ0u est

linéaire, continue et surjective de H1(Ω) → H
1
2 (Γ).

Théorème 1.1.4. (de Relèvement) Soit Ω un ouvert borné, lipschitzien. Alors pour tout

µ ∈ H 1
2 (Γ), il existe u ∈ H1(Ω) tel que u|Γ = µ et

‖u‖1 ≤ C‖µ‖
H

1
2 (Γ)

. (1.13)
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Chapitre 1 Rappels et definitions

1.1.4 Espaces de Sobolev fractionnaires

Soit s ∈ R.

Définition 1.1.5. (Espace de Sobolev fractionnaire sur Rn).

On définit pour s > 0, l’espace de Sobolev fractionnaire d’ordre s sur Rn par

Hs(Rn) = {u ∈ L2(Rn), telle que :

∫
Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ <∞}, (1.14)

où û désigne la transformée de Fourier de u. On définit pour s < 0, l’espace de Sobolev

fractionnaire d’ordre s sur Rn par

Hs(Rn) = {u ∈ S ′(Rn), telle que :

∫
Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ <∞}, (1.15)

où S ′(Rn) désigne l’espace dual de S(Rn) : espace des fonctions infiniment différentiables

sur Rn.

Muni du produit scalaire :

〈u, v〉Hs(Rn) =

∫
Rn

û(ξ) · v̂(ξ)(1 + |ξ|2)s d ξ, (1.16)

l’espace Hs(Rn) est un espace de Hilbert, et la norme associée est notée par :

‖u‖Hs(Rn) =

(∫
Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)s d ξ

) 1
2

. (1.17)

Théorème 1.1.5. Si s est un entier naturel, alors Hs(Rn) coincide avec l’espace de

Sobolev W s,2(Rn). De plus, les normes définies par (1.10) et (1.17) sont équivalentes.

Théorème 1.1.6. Pour s > 0, l’espace H−s(Rn)′ coincide avec l’espace dual de Hs(Rn).

Proposition 1.1.2. D(Rn) est dense dans Hs(Rn), pour tout s ∈ R.

Espaces de Sobolev d’ordre réel sur un ouvert de Rn

Soit Ω un ouvert borné non vide de Rn.

Sans conditions de régularité sur la frontière ∂Ω = Γ, on peut définir des espaces de

Sobolev d’ordre non entier, en utilisant la notion d’espaces intermédiaires.

Soit s > 0 un nombre non entier et m > s un entier naturel. On appelle espace de Sobolev

d’ordre s > 0 sur Ω, l’espace noté Hs(Ω) et défini par :

Hs(Ω) =
[
H0(Ω), Hm(Ω)

]
1− s

m

. (1.18)

8



Chapitre 1 Rappels et definitions

Théorème 1.1.7. Soit Ω un ouvert borné de Rn, dont la frontière ∂Ω = Γ est une variété

de classe et Ck tel que : Ω est localement d’un seul côté de Γ. Alors, pour tout s ≤ k, on

a :

Hs(Ω) = {u|Ω, u ∈ Hs(Rn)} (1.19)

et l’équivalence des normes :

‖ · ‖[Hm(Rn),H0(Rn)]1− s
m

et u 7→ inf{‖U‖Hs(Rn) : U = u p.partout sur Ω}. (1.20)

De plus, si 0 < s ≤ k on a :

D(Ω) dense dans Hs(Ω).

Espaces de Sobolev sur le bord d’un ouvert Ω borné de Rn

Soit Ω un ouvert borné de Rn, dont la frontière ∂Ω = Γ est une variété de classe Ck

de dimension n− 1. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de Ω.

On appelle partition de l’unité de classe C∞ subordonnée au recouvrement (Ui)i∈I , une

famille de fonctions (αi)i∈I de classe C∞(Ω) à valeurs positives ou nulles, indexée par le

même ensemble d’indices I, et vérifiant les conditions suivantes :

• Pour tout i ∈ I, supp(αi) ⊂ Ui ;

• Pour tout compact K ⊂⊂ Ω, il existe une partie finie JK ⊂ I telle que pour tout

i ∈ I − JK , on a αi|K ≡ 0 ;

• Pour tout x ∈ Ω,
∑

i∈I αi(x) = 1.

On montre que pour tout ouvert O ⊂ Rn, il existe pour chaque recouvrement ouvert

(Oλ)λ∈Λ et une partition de l’unité (gλ)λ∈Λ subordonnée à ce recouvrement.

On suppose que l’ouvert Ω est borné. L’ensemble Ω = Ω∪Γ est une partie compacte de Rn.

De tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I , on peut alors en extraire un sous recouvrement fini

(Uik)k∈{1,··· ,m}. Soit (Oj)j∈{1,··· ,p} une famille finie d’ouverts de Rn recouvrant en particulier

la frontière Γ = ∂Ω et telle que pour tout j ∈ {1, · · · , p}, il existe une application ϕj de

classe C∞ : dont l’application réciproque :

ϕ−1
j : U → Oj

y → ϕ−1
j (y) = x

(1.21)

est aussi de classe C∞ et vérifie :

ϕj(Oj ∩ Ω) = {y ∈ U : tel que : yn > 0} = U+, (1.22)

9



Chapitre 1 Rappels et definitions

ϕj(Oj ∩ Γ) = {y ∈ Rn : y ∈ U : tel que : yn = 0} = U0, (1.23)

ϕj(Oj ∩ (Rn − Ω)) = {y ∈ U : tel que : yn < 0} = U−. (1.24)

De plus, si Oi ∩ Oj 6= 0, il existe un homéomorphisme Ji,j indéfiniment differentiable à

Jacobien positif telle que :

Ji,j : ϕi(Oi ∩Oj) → ϕj(Oi ∩Oj)

Ji,j(ϕi(x)) = ϕj(x) ∀x ∈ Oi ∩Oj.

(1.25)

En associant au recouvrement fini par les ouverts (Oj)j∈{1,··· ,p} de Rn, la famille finie des

traces (Oj ∩ Γ)j∈{1,··· ,p} de Rn sur Γ, on obtient un recouvrement de Γ par des ouverts de

Γ, auquel on peut subordonner une partition de l’unité (ϕj)j∈{1,··· ,p} sur Γ vérifiant :

supp(ϕj) ⊂ Oj ∩ Γ et ϕj ∈ D(Γ) ∀ j ∈ {1, · · · , p}, (1.26)
p∑

j=1

ϕj(x) = 1 ∀ x ∈ Γ, (1.27)

où D(Γ)désigne l’espace des fonctions de Γ → R indéfiniment différentiable à support

compact contenu dans Γ. Ainsi toute fonction u : Γ → R définie (p.p) sur Γ se décompose

d’après (1.27) comme suit :

u(x) =

p∑
j=1

αj(x) · u(x) presque partout sur Γ. (1.28)

La fonction (αj ·u)◦ϕ−1
j est à support compact dans ϕj(Oj ∩Γ) = {y ∈ U : tel que : yn =

0}.
Elle se prolonge par 0 en une fonction définie sur Rn−1

y′ = Rn−1 × {0}.
On définit alors l’application continue notée φ∗j : L1(Γ) → L1(Rn−1) qui à tout élément

u ∈ L1(γ) associe l’élément de φ∗j(u) ∈ L1(Rn−1) défini de Rn−1 dans R par :

(y1, · · · , yn−1) 7→ φ∗j(u)(y1, · · · , yn−1) =


(αj · u) ◦ ϕ−1

j (y1, · · · , yn−1, 0) si
(∑n−1

i=1 |y|2
)
< 1

0 si
(∑n−1

i=1 |y|2
)
> 1

(1.29)

L’application :φ∗j : D(Γ) → D(Rn−1) est linéaire continue et de plus :

v ∈ D(Rn−1) et supp(v) ⊂ {y ∈ Rn−1 :

(
n−1∑
i=1

|y|2
)
< 1} ⇒ ∃u ∈ D(Γ) tq : φ∗j(u) = v

(1.30)

ou encore :

(φ∗j)
−1(v) = u (1.31)

Signalons enfin la continuité de l’application :

φ∗j : D′(Γ) → D′(Rn−1).

10



Chapitre 1 Rappels et definitions

l’espace Hs(Γ)

Définition 1.1.6. Soit s ∈ R. On appellera espace de Sobolev d’ordre s sur Γ, l’espace

noté Hs(Γ) et défini par :

Hs(Γ) = {u ∈ L2(Γ) tel que : φ∗j(u) ∈ Hs(Rn−1) ∀j ∈ {1, · · · , p}} (1.32)

muni de la norme :

‖u‖Hs(Γ) =

(
p∑

j=1

‖φ∗j(u)‖2
Hs(Rn−1)

) 1
2

, ∀u ∈ Hs(Γ) (1.33)

Remarque 1.1.2. La définition (1.32) ne dépend pas du choix des cartes locales (Oj, ϕj)j∈{1,··· ,p}

et de la partition de l’unité (ϕj)j∈{1,··· ,p}.

La norme ‖ · ‖Hs(Γ), par contre dépend du choix du système (Oj, ϕj, αj)j∈{1,··· ,p} mais les

différentes normes sont équivalentes.

Muni de chacune des normes définie par un système (Oj, ϕj, αj)j∈{1,··· ,p}, on vérifie que

l’espace Hs(Γ) est un espace de Hilbert.

En identifiant H0(Γ) avec son dual, on montre que l’espace dual (Hs(Γ))′ n’est autre que

l’espace de Sobolev d’ordre −s sur Γ :

(Hs(Γ))′ = H−s(Γ) ∀s ∈ R. (1.34)

1.1.5 Espaces de Sobolev des distributions à valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert séparable, et T un nombre réel strictement positif.

Distributions vectorielles

Définition 1.1.7. On appelle espace des distributions vectorielles sur ]0, T [ à valeurs dans

H, et on note D′(]0, T [;H), l’espace des applications linéaires, continues de D(]0, T [) à

valeurs dans H :

D′(]0, T [;H) = L (D(]0, T [;H)) .

L’espace L2(0, T ;H)

Définition 1.1.8. On désigne par L2(0, T ;H), l’espace des (classes de) fonctions mesu-

rables de [0, T ] dans H, telles que :

‖u‖L2(0,T ;H) =

(∫ T

0

‖u‖2
H dt

) 1
2

<∞. (1.35)

Proposition 1.1.3. Si H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)H, alors

L2(0, T ;H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;H) =

∫ T

0

(u(t), v(t))H dt. (1.36)

11



Chapitre 1 Rappels et definitions

Les espaces Hm(0, T ;H),m ∈ N∗

Définition 1.1.9. Pour m ≥ 1, on définit l’espace

Hm(0, T ;H) = {u ∈ L2(0, T ;H);u(k) ∈ L2(0, T ;H),∀k ∈ N, k ≤ m};

(les dérivées étant prises au sens des distributions).

On munit Hm(0, T ;H) de la norme

‖u‖Hm(0,T ;H) =

(
m∑

k=0

‖uk‖L2(0,T ;H)

) 1
2

. (1.37)

Proposition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (·, ·)H.

L’espace Hm(0, T ;H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)Hm(0,T ;H) =
m∑

k=0

∫ T

0

(u(k), v(k))X dt. (1.38)

I Soient V et H deux espaces de Hilbert, de normes respectives ‖‖V et ‖‖H tels que

V s’injecte continûment dans H, et V dense dans H. En identifiant H à son dual, on

obtient V ↪→ H ↪→ V ′.

Soit alors v ∈ L2(0, T ;H) tel que dv
dt
∈ L2(0, T ;V ′).

On montre alors qu’après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la

fonction t→ v(t) est continue de [0, T ] → H.

1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Opérateurs différentiels usuels

Définition 1.2.1. Soient Ω un ouvert de R3, ϕ une fonction scalaire définie sur Ω

régulière, et u = (u1, u2, u3) une fonction vectorielle définie sur Ω et à valeurs R3, où, pour

i = 1, 2, 3, les ui sont des fonctions scalaires régulières. On désigne respectivement par

∇, div, rot et ∆ les opérateurs différentiels gradient, divergence, rotationnel et laplacien

définis par :

∇ϕ = (
∂ϕ

∂x1

,
∂ϕ

∂x2

,
∂ϕ

∂x3

),

div u = ∇ · u =
3∑

i=1

∂ui

∂xi

,

∇u = (∇u1,∇u2,∇u3),

12



Chapitre 1 Rappels et definitions

rotu = ∇∧ u = (
∂u3

∂x2

− ∂u2

∂x3

,
∂u1

∂x3

− ∂u3

∂x1

,
∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

)

et

∆ϕ =
3∑

i=1

∂2ϕ

∂x2
i

.

I L’opérateur rot apparâıt comme son propre transposé formel. Plus précisément, on

a

〈rotu, ϕ〉 = 〈u, rotϕ〉 , ∀u ∈ D′(Ω)3,∀ϕ ∈ D(Ω)3.

L’espace H(rot,Ω)

On considère l’espace

H(rot,Ω) = {u ∈ L2(Ω)3, rotu ∈ L2(Ω)3} (1.39)

doté du produit scalaire

〈u, v〉H(rot,Ω) = 〈u, v〉L2(Ω)3 + 〈rotu, rotv〉L2(Ω)3 ,

et de la norme associée :

‖u‖H(rot,Ω) =
(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖rotu‖2
L2(Ω)

) 1
2
. (1.40)

Théorème 1.2.1. D(Ω) est dense dans H(rot,Ω).

On a la formule de Green sur H(rot,Ω) (voir [10]) :

∀E ∈ H(rot,Ω), ∀ v ∈ H1(Ω)3

∫
Ω

rotE · v d x =

∫
Ω

rotv · E − 〈E × ν, v〉− 1
2
, 1
2
. (1.41)

Si de plus E × ν ∈ L2(Γ)3, on aurra :∫
Ω

rotE · v d x =

∫
Ω

rotv · E −
∫

Γ

E × ν · v d σ. (1.42)

1.2.2 Equations de la mécanique en élasticité linéaire

Soit T > 0. On considére un solide occupant à un instant t ∈]0, T [ dans l’espace R3

un volume Ω, supposé un ouvert, borné et à frontière ∂Ω = Γ. On suppose que ce solide

n’ est soumis qu à des forces de surface de densité g = (gi)i=1,2,3 (où gi : Γ×]0, T [→ R).

Sous l’effet de ces forces, le solide se déplace. On note u(M, t) = (ui)i=1,2,3 le vecteur

déplacement au point M ∈ Ω à l’instant t avec ui : Ω×]0, T [→ R.
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Chapitre 1 Rappels et definitions

Loi de comportement

On désigne par e(u) = (eij(u))1≤i,j≤3 le tenseur de Green des déformations linéarisé

associé au champ de déplacement u = ui où

eij =
1

2
(
∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

), 1 ≤ i, j ≤ 3. (1.43)

On note σ(u) = (σij(u))1≤i,j≤3 le tenseur symétrique des contraintes. La loi de compor-

tement du materiau que l’on considére dans ce travail, est celle de l’elasticité linéaire

anisotrope qui se traduit par

σij =
3∑

k,l=1

aijklekl(u). (1.44)

Les coefficients aijkl sont supposés de classe C2(Ω) et vérifiant la condition de symetrie

aijkl = aklij = ajikl, (1.45)

et la condition d’ellipticité : il existe une constante α > 0 telle que

aijklλijλkl ≥ αλijλij (1.46)

pour tout x ∈ Ω et tout tenseur symétrique λ = (λij)1≤i,j≤3.

Le problème de l’élasticité linéaire est : trouver un champ de déplacement u, vérifiant le

problème aux limites suivant : 
∂2

t u− divσ(u) = 0,

σ(u) · ν = g,

u(0) = u0, ∂tu = u1.

Inégalité de Korn ([8])

Il existe une constante positive C1 (dépendant seulement du diamètre de Ω) telle que

pour tout u ∈ H1(Ω)3

3∑
i,j=1

‖∂uj

∂xi

‖2
L2(Ω) ≤ C1

3∑
i,j=1

‖eij(u)‖2
L2(Ω). (1.47)

Inégalité de Poincarré ([8])

Il existe une constante positive C2 (dépendant seulement du diamètre de Ω) telle que

pour tout u ∈ H1
0 (Ω)

‖u‖2
L2(Ω) ≤ C2

3∑
i=1

‖ ∂u
∂xi

‖2
L2(Ω). (1.48)

14
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Inégalité de Jensen ([9, 31])

Lemme 1.2.1. soit f ∈ L1(I) (où I ⊂ R est une partie mesurable et long(I) :=
∫

I
dx <

∞) et tel qu’il existe a et b, pour lesquels a < f(x) < b pour tout x ∈ I(les cas a = −∞
et b = +∞ ne sont pas exlus). Soit ϕ une fonction convexe sur ]a, b[, alors :

ϕ

(
1

long(I)

∫
I

f(x) d x

)
≤ 1

(long(I)

∫
I

(ϕ ◦ f(x)) d x. (1.49)

Remarque 1.2.1. On sait que ϕ est concave si et seulement si (−ϕ) est convexe. L’inégalité

de Jensen pour les fonctions concaves ϕ est alors :

1

long(I)

∫
I

ϕ(f(x)) d x ≤ ϕ

(
1

long(I)

∫
I

f(x) d x

)
. (1.50)

On a le lemme de densité suivant :

Lemme 1.2.2. On considére l’espace

V(Ω) = {u ∈ H1(Ω)3, divσ(u) ∈ L2(Ω)3}, (1.51)

muni de la norme

‖u‖V(Ω) =
(
‖u‖2

H1(Ω) + ‖divσ(u)‖2
L2(Ω)3

) 1
2

(1.52)

D(Ω) est dense dans V(Ω).

Preuve. Soit u ∈ V(Ω). Posons f = u − divσ(u). On a f ∈ L2(Ω)3 car u ∈ H1(Ω)3 ⊂
L2(Ω)3 et divσ(u) ∈ L2(Ω)3.

Comme D(Ω)3 est dense dans L2(Ω)3 et D(Γ)3 est dense dans H
1
2 (Γ)3, il existe alors deux

suites {fk} et {gk} telles que : pour tout f ∈ D(Ω)3 et g ∈ D(Γ)3 avec

fk → f dans L2(Ω)3

et

gk → u|Γ dans H
1
2 (Γ)3.

Soit uk la solution du problème
uk − divσ(uk) = fk dans Ω

uk|Γ = gk sur Γ

d’où
(uk − u)− (divσ(uk)− u) = fk − f dans Ω

uk − u|Γ = gk − u sur Γ.
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On a alors

‖uk − u‖H1(Ω)3 ≤ C
[
‖fk − f‖L2(Ω)3 + ‖gk − u|Γ‖H

1
2 (Γ)3

]
.

D’où uk → u dans H1(Ω)3. Par conséquent divσ(uk) → divσ(u) dans L2(Ω)3 et uk → u

dans V(Ω).

1.2.3 Projection orthogonale

Théorème 1.2.2. Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H réel, soit

x ∈ H, alors il existe un élément unique x0 ∈ K tel que

‖x− x0‖H = inf
ζ∈K

‖x− ζ‖H. (1.53)

L’élément x0 = Px, x0 est la projection de x sur K.

Proposition 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert, V un sous espace fermé sur H et u ∈ H.

Alors il existe un unique u0 ∈ V tel que

(u− u0, ϕ)H = 0 pour tout ϕ ∈ V, (1.54)

qu’on note u0 = Pu. on a P ∈ L(H, V ), V = P (H).

1.2.4 Problèmes variationnels

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni de la norme ‖ · ‖H et soit a(·, ·) une forme

biliniéaire continue sur H et f ∈ H′ (H′ le dual de H).

La forme bilinéaire a(·, ·) est dite continue sur H × H, s’il existe M ≥ 0 telle que pour

tout u, v ∈ H

|a(u, v)| ≤M‖u‖H · ‖v‖H,

et elle est dite coercive, s’il existe une constante α > 0 telle que : pour tout v ∈ H

|a(v, v)| ≥ ϕ‖v‖2
H.

Lemme 1.2.3. (Lax-Milgram) ([5])

Soit a(·, ·) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors pour tout f ∈ H′, il

existe un unique u ∈ H tel que : pour tout v ∈ H :

a(u, v) = 〈f, v〉H′×H,

où le crochet 〈·, ·〉H′×H désigne la dualité entre H et H′. Si de plus, la forme bilinéaire a

est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− 〈f, v〉H′×H = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− 〈f, v〉H′×H

}
.
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Ensemble résolvant d’un opérateur linéaire non borné

Définition 1.2.2.

ρ(A) =



λ ∈ C tel que A− λI : D(A) → R(A− λI) est surjective, (a)

‖v‖H ≤ c‖Av − λv‖H ∀v ∈ D(A) et (b)

R(A− λI) dense dans H (c)


Spectre et valeurs propres d’un opérateur linéaire non borné

Définition 1.2.3. On appelle spectre de l’opérateur A, l’ensemble noté σ(A) défini par :

σ(A) = C− ρ(A).

L’ensemble des valeurs λ ∈ C vérifiant les conditions (a) et (c) est appelé spectre continu

de l’opérateur A. On le notera σc(A). L’ensemble des valeurs λ ∈ C pour lesquelles Rλ(A)

existe mais n’est pas à domaine dense est appelé spectre résiduel de l’opérateur A et on

le notera : στ (A). Lorsque l’opérateur A− λI : D(A) → R(A− λI) n’est pas injectif, on

dira que λ est une valeur propre de A et on écrira λ ∈ V P (A). Il existe alors u ∈ D(A)

tel que : u 6= 0 et A(u) = λu. Et on appellera espace propre associé à λ, l’espace défini

par N(A− λI) = {u ∈ A tel que Au− λu = 0}.

1.2.5 Rappels sur les opérateurs non linéaires

Définition 1.2.4. Soit H un espace de Hilbert réel, muni du produit scalaire (., .)H et

Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur non linéaire. Alors :

i) A est monotone si :

(A(u− v), u− v) ≥ 0 ∀u, v ∈ D(A). (1.55)

ii) A est maximal monotone si A est monotone et R(I + A) = H.

Définition 1.2.5. On dit que A : H → H est hémi-continu si, pour tous u, v et w dans

H, l’application

t→ (A(u+ tv), w)H

est continu sur R.

Définition 1.2.6. On dit que A : H → H est coercif si

(Au, u)H
‖u‖H

→ +∞ lorsque ‖u‖H → +∞.
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Définition 1.2.7. On dit que A : H → H′ est borné si pour toute partie S dans H,

l’image A(S) est bornée dans H′.

Théorème 1.2.3. ([31]) Soit A : H → H un opérateur non linéaire. Si A est monotone,

hémi-continu, borné et coercif, alors A est surjectif.

Théorème 1.2.4. ([16, 31]) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A), il existe une unique solution (au sens faible)

u ∈ C(R+,H)

telle que : 
d u
d t

+ Au = 0, dans [0,+∞[

u(0) = u0, donnée initiale.

(1.56)

De plus, si v0 ∈ D(A) et v est la solution correspondante de ( (1.56)), alors la fonction

t→ ‖u(t)− v(t)‖H,

est décroissante sur R+. Si u0 ∈ D(A), alors la solution (dite forte)

u ∈ W 1,∞(R+,H),

et on a la fonction t→ ‖Au(t)‖H est définie partout et est décroissante sur R+.

Remarque 1.2.2. Si A est un opérateur linéaire, alors D(A) = H.
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2
Solution du problème non linéaire

Soit Ω un ouvert borné de R3 de frontière lipschitzienne Γ. On considère le système

non stationnaire de l’élasto-magnétisme, avec des conditions au bord non linéaires

∂2
t u− divσ(u) + ξ rotE = 0, dans Q := Ω×]0,∞[

ε∂tE − rotH − ξ rot ∂tu = 0, dans Q

µ∂tH + rotE = 0, dans Q

div(εE) = div(µH) = 0, dans Q

H × ν + ξ ∂tu× ν + g1(E × ν)× ν = 0, sur Σ := Γ×]0,∞[

σ(u) · ν + Au+ g2(∂tu) = 0, sur Σ

u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, E(0) = E0, H(0) = H0, dans Ω.

(2.1)

Ce système modélise le couplage entre le système de Maxwell et le système de l’élasticité,

dans lequel E(x, t), H(x, t) et u(x, t) désignent respectivement le champ électrique, le

champ magnétique et le champ déplacement en chaque point x à l’instant t. Les fonctions

ε et µ représentent respectivement la permitivité électrique et la perméabilité magnétique

et sont supposées à valeurs dans R+∗ et appartiennent à L∞(Ω).
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

Le tenseur σ(u) = (σij(u))
3
i,j=1 est le tenseur des contraintes défini par :

σij(u) = aijklekl(u),

où, ici et dans la suite, la convention de sommation d’Enstein est adaptée. Le tenseur

e(u) = (eij(u)
3
i,j=1 est le tenseur des déformations linéarisé défini par :

eij(u) =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

).

a = (aijkl)i,j=1,2,3, ses coefficients (aijkl)i,j=1,2,3 sont dans C2(Ω̄) et vérifient la condition de

symétrie :

aijkl = ajikl = aklij,

et la condition d’ellipticité : il existe α > 0 tel que pour tout tenseur symétrique (λij)

aijklλijλkl ≥ αλi,jλi,j. (2.2)

divσ(u) est le champ de vecteurs défini par :

divσ(u) = (∂jσij(u))
3
i=1.

Le vecteur ν désigne le vecteur normal exterieur à Γ. Enfin A est une constante positive

et ξ est le paramètre de couplage entre le système de Maxwell et le système de l’élasticité.

On notera que, pour ξ = 0 le système (2.1) se scinde en deux systèmes indépendants : le

système de Maxwell et le système de l’élasticité.

2.1 Existence, unicité et régularité des solutions

ε et µ étant dans L∞(Ω), il existe ε0 ≥ 0 et il existe µ0 ≥ 0 tels que pour presque tout

x ∈ Ω :

ε(x) ≤ ε0 et µ(x) ≤ µ0.

On va supposer dans toute la suite de ce travail, qu’il existe ε1 ≥ 0 et µ1 ≥ 0 tels que

pour presque tout x ∈ Ω

ε(x) ≥ ε1 > 0 et µ(x) ≥ µ1 > 0.

Introduisons maintenant les espaces de Hilbert suivants :

J(Ω, ε) = {E ∈ L2(Ω)3|div(εE) = 0 dans Ω}, (2.3)

H = H1(Ω)3 × L2(Ω)3 × J(Ω, ε)× J(Ω, µ), (2.4)
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munis respectivement des produits scalaires suivants :

(E,E ′)ε =

∫
Ω

ε(x)E(x)E ′(x) dx ∀E,E ′ ∈ J(Ω, ε),

((u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′))H = (u, u′)1 + (v, v′)0 + (E,E ′)ε + (H,H ′)µ

∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ H,

(v, v′)0 =

∫
Ω

v(x) v′(x) dx,

et

(u, u′)1 =

∫
Ω

σ(u)(x) : e(u′)(x) dx+ A

∫
Γ

u(x)u′(x) dx

avec

σ(u) : e(u′) = σij(u)eij(u
′).

Remarque 2.1.1. On a ‖u‖∗ = (u, u)
1
2
1 =

∫
Ω
σ(u)(x) : e(u)(x) d x + A

∫
Γ
|u(x)|2d σ est

une norme sur H1(Ω)3, équivalente à la norme usuelle de H1(Ω)3.

Lemme 2.1.1. Soit

V(Ω) = {u ∈ H1(Ω)3 | divσ(u) ∈ L2(Ω)3} (2.5)

muni de la norme

‖u‖V =
(
‖u‖2

H1(Ω)3 + ‖divσ(u)‖2
L2(Ω)3

) 1
2
, (2.6)

on peut définir une application continue de

V(Ω) → H− 1
2 (Γ)3

u→ σ(u) · ν|Γ

et pour tout élément w ∈ H1(Ω)3 et tout élément u ∈ V(Ω) on a :

〈σ(u) · ν, w〉− 1
2
, 1
2

=

∫
Ω

(σ(u) : e(w) + w divσ(u))dx.

Preuve. Soit w ∈ D(Ω). L’application u → γ0u est linéaire continue et surjective de

H1(Ω)3 → H
1
2 (Γ)3. D’après le théorème (1.1.4), pour tout ϕ ∈ H

1
2 (Γ)3, il existe un

relèvement u ∈ H1(Ω)3 tel que :

ϕ = γ0u = u|Γ

et il existe une constante C > 0, pour laquelle on a

‖u‖H1(Ω)3 ≤ C ‖ϕ‖
H

1
2 (Γ)3

.
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

On définit ainsi un relèvement continu R par

R : H
1
2 (Γ)3 → H1(Ω)3

ϕ→ Rϕ = u.

On remarque que Rϕ|Γ = ϕ. Considérons l’application :

Tw : H
1
2 (Γ)3 → R

ϕ→ Tω(ϕ) =

∫
Γ

((σ(w) · ν) · (Rϕ)d σ.

Montrons d’abort que Tw ∈ H− 1
2 (Γ)3. En effet la formule de Green nous donne :

|Tω(ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Γ

((σ(w) · ν) · (Rϕ)dσ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(σ(w) : e(Rϕ) + (Rϕ)divσ(w)) dx

∣∣∣∣
et en appliquant Cauchy Schwarz, l’inégalité de Korn, on trouve :

|Tω(ϕ)| ≤ ‖σ(w)‖L2(Ω)9‖e(Rϕ)‖L2(Ω)9 + ‖Rϕ‖L2(Ω)3‖divσ(w)‖L2(Ω)3

≤ C‖w‖H1(Ω)3‖e(Rϕ)‖L2(Ω)9 + ‖Rϕ‖L2(Ω)3‖divσ(w)‖L2(Ω)3

≤ C
(
‖w‖2

H1(Ω)3 + ‖divσ(w)‖2
L2(Ω)3

) 1
2
(
‖e(Rϕ)‖2

L2(Ω)9 + ‖Rϕ‖2
L2(Ω)3

) 1
2

≤ C‖w‖V(Ω)‖Rϕ‖H1(Ω)3

≤ C‖w‖V(Ω)‖ϕ‖H
1
2 (Γ)3

on a donc

|Tw(ϕ)| ≤ C‖ϕ‖
H

1
2 (Γ)3

,

et par suite

Tw ∈ H− 1
2 (Γ)3.

Donc T est continue sur D(Ω) pour la norme de V(Ω). Comme D(Ω) est dense dans

V(Ω), alors Tw se prolonge en une application linéaire, continue de V(Ω) dans H− 1
2 (Γ)3

et on a

〈Tw, ϕ〉− 1
2
, 1
2

= 〈σ(w) · ν,Rϕ〉− 1
2
, 1
2

=

∫
Ω

(σ(w) : e(Rϕ) + (Rϕ)divσ(w)) dx

∀w ∈ V(Ω) , ∀ϕ ∈ H
1
2 (Γ)3.

22



Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

Définissons maintenant l’opérateur non linéaire A : H → H comme suit :

D(A) = {(u, v, E,H) ∈ H | divσ(u), rotE, rotH ∈ L2(Ω)3; (2.7)

v ∈ H1(Ω)3;E × ν,H × ν ∈ L2(Γ)3 satisfont

H × ν + ξ v × ν + g1(E × ν)× ν = 0 sur Γ, (2.8)

σ(u) · ν + Au+ g2(v) = 0 sur Γ}. (2.9)

Pour tout (u, v, E,H) ∈ D(A), on pose

A(u, v, E,H) = (−v,−divσ(u) + ξ rotE,−ε−1(rotH + ξ rot v), µ−1rotE).

Pour donner un sens aux conditions au bord (2.8) et (2.9), on suppose que gi, i = 1, 2

vérifie : il existe une constante positive M telle que :

|gi(E)| ≤M(1 + |E|), ∀E ∈ R3. (2.10)

Remarque 2.1.2. Soit u ∈ V(Ω), alors d’après le lemme 2.1.1 on peut définir σ(u) · ν
comme un élément de H− 1

2 (Γ)3, et on a la formule de Green suivante :

〈σ(u) · ν, w〉− 1
2
, 1
2

=

∫
Ω

(σ(u) : e(w) + w divσ(u)) dx ∀w ∈ H1(Ω)3.

Grace à u, v ∈ H1(Ω)3 et la propriété (2.10), on peut définir Au+g2(v) comme un élément

de L2(Γ)3. La condition au bord (2.9) a un sens dans H− 1
2 (Γ)3 et

on a σ(u) · ν = −Au− g2(v) ∈ L2(Γ)3.

Le théorème suivant nous donne un résultat de densité, qui nous permettra des intégrations

par parties

Théorème 2.1.1. ([3, 28]) Soit W l’espace de Hilbert défini par

W = {E ∈ L2(Ω)3| rotE ∈ L2(Ω)3 et E × ν ∈ L2(Γ)3}, (2.11)

muni de la norme

‖E‖2
W =

∫
Ω

(|E|2 + |rotE|2)dx+

∫
Γ

|E × ν|2 dσ, (2.12)

alors H1(Ω)3 est dense dans W .

Lemme 2.1.2. ([28]) Soit W0 l’espace défini par

W0 = {(E,H) ∈ J(Ω, ε)× J(Ω, µ)|rotE, rotH ∈ L2(Ω)3;

E × ν,H × ν ∈ L2(Γ)3 satisfont H × ν + g1(E × ν)× ν = 0 sur Γ}.

Alors pour tout (E,H) ∈ W0, on a∫
Ω

(rotE ·H − rotH · E) dx =

∫
Γ

H × ν · E dσ. (2.13)
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Preuve. Pour (E,H) ∈ H1(Ω)3 ×H1(Ω)3, grace à la formule de Green on obtient∫
Ω

(rotE ·H − rotH · E) dx =

∫
Γ

H × ν · E dσ

par densité de H1(Ω)3 dans W (voir théorème 2.1.1), la formule (2.13) reste vraie dans

W ×W , d’où le lemme puisque W0 ∈ W ×W.

Remarque 2.1.3. Pour (u, v, E,H) ∈ D(A), on a H × ν ∈ L2(Γ)3 et on a aussi

g1(E × ν) × ν ∈ L2(Γ)3, par coséquent la condition au bord (2.8) est une égalité dans

L2(Γ)3.

Le système (2.1) s’écrit formellement
∂tU + AU = 0

U(0) = U0

(2.14)

avec U = (u, v, E,H), U0 = (u0, u1, E0, H0).

On va montrer que le problème (2.14) admet une solution unique, en utilisant la théorie

des opérateurs non linéaires.

2.1.1 Résultat de densité

Lemme 2.1.3. ([26]) Soit J1
τ (Ω, ε) l’espace défini par

J1
τ (Ω, ε) = {E ∈ J(Ω, ε)|rotE ∈ L2(Ω)3 et E × ν = 0 sur Γ}, (2.15)

alors J1
τ (Ω, ε) est dense dans J(Ω, ε).

Preuve. Soit Pε la projection orthogonale sur J(Ω, ε) dans L2(Ω)3, muni du produit sca-

laire (., .)ε

Pε : L2(Ω)3 → J(Ω, ε),

Pε est une application continue et surjective.

D(Ω)3 dense dans L2(Ω)3 ⇔ PεD(Ω)3 dense dans J(Ω, ε).

Pour avoir le résultat de densité de J1
τ (Ω, ε) dans J(Ω, ε), il suffit d’établir l’inclusion

suivante :

PεD(Ω)3 ⊂ J1
τ (Ω, ε)
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

et pour cela, il suffit de montrer que{
rotPε χ = rotχ dans Ω

Pε χ× ν = χ× ν = 0 sur Γ.

Comme (χ− Pε χ) ∈ J(Ω, ε)⊥, alors

〈ε(χ− Pε χ), ϕ〉L2(Ω)3 = 0, ∀ϕ ∈ J(Ω, ε)

par suite ∫
Ω

ε ϕχ dx =

∫
Ω

ε ϕ (Pε χ) dx, ∀ϕ ∈ J(Ω, ε).

Pour χ ∈ D(Ω)3, soit ϕ ∈ D(Ω)3 on a

〈rotPε χ, ϕ〉D′,D =

∫
Ω

(Pε χ) rotϕdx

=

∫
Ω

ε χ (ε−1 rotϕ) dx = 〈rotχ, ϕ〉D′,D ∀ϕ ∈ D(Ω)3,

car (ε−1 rotϕ) ∈ J(Ω, ε),

d’où rotPε χ = rotχ dans D′(Ω)3 et rotPε χ = rotχ dans L2(Ω)3.

Soit ϕ ∈ D(Ω)3∫
Ω

ϕ rot (Pε χ) dx =

∫
Ω

Pε χ rotϕdx−
∫

Γ

(Pε χ× ν)ϕdσ

=

∫
Ω

ϕ rotχdx =

∫
Ω

χ rotϕdx−
∫

Γ

(χ× ν)ϕdσ

⇒
∫

Γ

(Pε χ× ν)ϕdσ =

∫
Γ

(χ× ν)ϕdσ, ∀ϕ ∈ D(Ω)3,

d’où Pε χ× ν = χ× ν = 0 sur Γ,

finalement J1
τ (Ω, ε) est dense dans J(Ω, ε).

Lemme 2.1.4. Soit H̃1(Ω)3 l’espace défini par

H̃1(Ω)3 = {u ∈ H1(Ω)3| divσ(u) ∈ L2(Ω)3|σ(u) · ν + Au = 0 sur Γ}, (2.16)

muni de de la norme

‖u‖2
∗ =

∫
Ω

σ(u) : e(u) dx+ A

∫
Γ

|u|2 dσ,

alors H̃1(Ω)3 est dense dans H1(Ω)3.
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

Preuve. Soit u ∈ H̃1(Ω)3⊥, on a :∫
Ω

σ(u) : e(v) dx+ A

∫
Γ

u · v dσ = 0 ∀v ∈ H̃1(Ω)3,

d’après le lemme 2.1.1 et la remarque 2.1.2 on obtient :

−
∫

Ω

divσ(v) · u dx+ 〈σ(v) · ν, u〉− 1
2
, 1
2

+ A

∫
Γ

u · v dσ = 0 ∀v ∈ H̃1(Ω)3,

c’est à dire −
∫

Ω

divσ(v) · u dx+ 〈σ(v) · ν + Av, u〉− 1
2
, 1
2

= 0 ∀v ∈ H̃1(Ω)3,

comme σ(v) · ν + Av = 0 sur Γ, alors∫
Ω

divσ(v) · u dx = 0 ∀v ∈ H̃1(Ω)3.

Pour montrer que u = 0, il suffit de montrer que l’application

H̃1(Ω)3 −→ L2(Ω)3

v −→ divσ(v)

est surjective, et pour cela il suffit de résoudre le problème{
−divσ(v) = f dans L2(Ω)3

σ(v) · ν + Av = 0 sur Γ,
(2.17)

dont la formulation variationnelle est∫
Ω

σ(v) : e(w) dx+ A

∫
Γ

v · w dσ =

∫
Ω

f w dx ∀w ∈ H1(Ω)3. (2.18){
a(v, w) =

∫
Ω
σ(v) : e(w) dx+ A

∫
Γ
v · w dσ

L(w) =
∫

Ω
f w dx

• a bilinéaire

• Montrons que a(·, ·) est continue sur H1(Ω)3. Soient v et w ∈ H1(Ω)3, on a

|a(v, w)| =
∣∣∣∣∫

Ω

σ(v) : e(w) dx+ A

∫
Γ

v · w dσ
∣∣∣∣

≤ C‖v‖H1(Ω)3‖w‖H1(Ω)3 ,

d’où la continuité de a(·, ·).
• Montrons que a(·, ·) est coercive sur H1(Ω)3 ×H1(Ω)3.

Soit w ∈ H1(Ω)3, on a

a(w,w) =

∫
Ω

σ(w) : e(w) dx+ A

∫
Γ

|w|2 dσ

= ‖w‖2
H1(Ω)3 ,
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

d’où la coercivité de a(·, ·).
• L(·) est linéaire sur H1(Ω)3.

• L(·) est continue sur H1(Ω)3. D’après le lemme de Lax Milgram, le problème (2.18)

admet une solution unique v ∈ H1(Ω)3,

ce qui prouve que l’application

H̃1(Ω)3 −→ L2(Ω)3

v −→ divσ(v)

est surjective, d’où u = 0 et H̃1(Ω)3 est dense dans H1(Ω)3.

Lemme 2.1.5. Pour g1(0) = g2(0) = 0, le domaine de l’opérateur A est dense dans H.

Preuve. Pour montrer que D(A) est dense dans H, il suffit d’établir l’inclusion suivante :

D0 = H̃1(Ω)3 ×D(Ω)3 × PεD(Ω)3 × PµD(Ω)3 ⊂ D(A)

car D0 est dense dans H et pour cela, on prend un élément (u, v, E,H) ∈ D0, on montre

que (u, v, E,H) ∈ D(A)

(u, v, E,H) ∈ D0 ⇔


u ∈ H̃1(Ω)3

v ∈ D(Ω)3

E ∈ PεD(Ω)3

H ∈ PµD(Ω)3

avec E = Pε χ et H = Pµ θ et on a

E = Pε χ ∈ PεD(Ω)3 ⇒ rot(Pε χ) = rotχ ∈ L2(Ω)3

H = Pµ θ ∈ D(Ω)3 ⇒ rot(Pµ θ) = rot θ ∈ L2(Ω)3,

et puisque Pε χ × ν = χ × ν = 0 et g1(0) = g2(0) = 0, alors (u, v, E,H) ∈ D(A) donc

D0 ⊂ D(A),

finalement D(A) est dense dans H.

2.1.2 Théorème d’existence, unicité et régulirité des solutions

Lemme 2.1.6. On suppose que l’application gi : R3 → R3 (i = 1, 2) est continue et

vérifiant la condition (2.10). De plus on suppose que :

(gi(E)− gi(F ))(E − F ) ≥ 0 ∀E,F ∈ R3 (2.19)

gi(0) = 0 (2.20)

gi(E)E ≥ m|E|2 ∀E ∈ R3, |E| ≥ 1 (2.21)

pour une constante positive m, alors A est un opérateur maximal monotone.

27



Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

Preuve. •A monotone

L’opérateur A est monotone si et seulement si

(AU − AV,U − V )H ≥ 0, ∀U, V ∈ D(A).

Soit U = (u, v, E,H), V = (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A), on a

(A(u, v, E,H)− A(u′, v′, E ′, H ′), (u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H

= ((−v + v′,−divσ(u) + divσ(u′) + ξrotE − ξrotE ′,

− ε−1(rotH + ξrot v) + ε−1(rotH ′ + ξrot v′), µ−1rotE − µ−1rotE ′),

(u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H ; ∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A),

d’après la définition du produit scalaire dans H, on a

(A(u, v, E,H)− A(u′, v′, E ′, H ′), (u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H

= (−v + v′, u− u′)1 + (−divσ(u− u′) + +ξrot(E − E ′), v − v′)0

+ (ε−1(rot(H −H ′)− ξrot(v − v′), E − E ′)ε

+ (µ−1rot(E − E ′), H −H ′)µ ; ∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A)

= (−v + v′, u− u′)1 −
∫

Ω

(divσ(u− u′)− ξrot(E − E ′))(v − v′) d x

−
∫

Ω

(rot(H −H ′) + ξrot(v − v′))(E − E ′) d x

+

∫
Ω

rot(E − E ′)(H −H ′) dx ; ∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A).

D’après le lemme 2.1.2 et la remarque 2.1.2 on aura

(A(u, v, E,H)− A(u′, v′, E ′, H ′), (u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H =

(−v + v′, u− u′)1 +

∫
Ω

(σ(u− u′) : e(v − v′) dx−
∫

Γ

σ(u− u′) · ν (v − v′) dσ

+

∫
Γ

(H −H ′)× ν · (E − E ′) dσ + ξ

∫
Ω

rot(E − E ′)(v − v′) dx−

ξ

∫
Ω

rot(v − v′)(E − E ′) dx ; ∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A).

En utilisant la formulation de Green (1.41) et la définition du produit scalaire (., .)1, on

obtient

(A(u, v, E,H)− A(u′, v′, E ′, H ′), (u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H =

− A

∫
Γ

(u− u′)(v − v′) dσ −
∫

Γ

σ(u− u′) · ν (v − v′) dσ

+ ξ

∫
Γ

(v − v′)× ν(E − E ′) dσ

+

∫
Γ

(H −H ′)× ν · (E − E ′) dσ ; ∀(u, v, E,H), (u′, v′, E ′, H ′) ∈ D(A),
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d’aprés les conditions (2.8) et (2.9), on a

g1(E × ν)× ν = −H × ν − ξ v × ν

g1(E
′ × ν)× ν = −H ′ × ν − ξ v′ × ν,

et

g2(v) = −σ(u) · ν − Au

g2(v
′) = −σ(u′) · ν − Au′

alors

g2(v)− g2(v
′) = −σ(u− u′) · ν − A(u− u′)

et

(g1(E × ν)− g1(E
′ × ν))× ν = −(H −H ′)× ν − ξ (v − v′)× ν.

La condition de monotonie (2.19) sur g1 et g2 nous permet de conclure que

(A(u, v, E,H)− A(u′, v′, E ′, H ′), (u, v, E,H)− (u′, v′, E ′, H ′))H =

∫
Γ

(g1(E × ν)− g1(E
′ × ν))(E × ν − E ′ × ν).+ (g2(v)− g2(v

′))(v − v′)d σ ≥ 0,

d’où, l’ opérateur A est monotone.

•A maximal

Soit (f, g, F,G) ∈ H, cherchons un élément (u, v, E,H) ∈ D(A) vérifiant :

(I + A)(u, v, E,H) = (f, g, F,G). (2.22)

On a

(I +A)(u, v, E,H) = (u− v, v− divσ(u) + ξrotE,E − ε−1(rotH + ξrot v), H + µ−1rotE)

c’est à dire

u− v = f (2.23)

v − divσ(u) + ξrotE = g (2.24)

E − ε−1(rotH + ξrot v) = F (2.25)

H + µ−1rotE = G (2.26)
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l’équation (2.23) donne

u = v + f, (2.27)

et l’équation (2.26) donne

H = G− µ−1rotE, (2.28)

en remplaçant u dans (2.24) et H dans (2.25), on trouve
v − divσ(v + f) + ξrotE = g

E − ε−1(rot(G− µ−1rotE) + ξrot v) = F,

d’où

v − divσ(v) + ξrotE = divσ(f) + g (2.29)

εE + rot(µ−1rotE)− ξrot v = εF + rotG. (2.30)

Le système sur (v, E) sera bien défini, en ajoutant des conditions au bord sur v et E,

et en utilisant (2.27) et (2.28) dans (2.8) et (2.9) on aura

σ(v + f) · ν + A(v + f) + g2(v) = 0

(G− µ−1rotE)× ν + ξv × ν + g1(E × ν)× ν = 0,

alors

σ(v) · ν + Av + g2(v) = −σ(f) · ν − Af (2.31)

−(µ−1rotE)× ν + ξv × ν + g1(E × ν)× ν = −G× ν , (2.32)

en multipliant (2.29) par v′ ∈ H1(Ω)3 et (2.30) par E ′ ∈ Wε avec

Wε = {E ∈ L2(Ω)3 | rotE ∈ L2(Ω)3, div(εE) ∈ L2(Ω)3 et E × ν ∈ L2(Γ)3}, (2.33)

muni de la norme

‖E‖2
Wε

=

∫
Ω

(|E|2 + |rotE|2 + |div(εE)|2)d x+

∫
Γ

|E × ν|2d σ (2.34)

et en utilisant les conditions au bord (2.31) et (2.32) on obtient∫
Ω

(v − divσ(v) + ξrotE) v′ d x+

∫
Ω

(εE + rot(µ−1rotE)− ξrot v)E ′ d x

=

∫
Ω

(divσ(f) + g)v′ +

∫
Ω

(εF + rotG)E ′ d x,
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d’où ∫
Ω

v · v′ d x−
∫

Ω

divσ(v) · v′ d x+ ξ

∫
Ω

rotE · v′ d x

+

∫
Ω

εE · E ′ d x+

∫
Ω

rot(µ−1rotE)E ′ d x− ξ

∫
Ω

rot v · E ′ d x

=

∫
Ω

(divσ(f)v′ d x+

∫
Ω

g · v′ d x+

∫
Ω

εF · E ′ d x+

∫
Ω

rotG · E ′ d x

en utilisant la formule de Green (1.42) pour tout E ∈ Wε et pour tout v ∈ H1(Ω)3, on

aura ∫
Ω

v · v′ d x+

∫
Ω

σ(v) : e(v′) d x−
∫

Γ

σ(v) · ν · v′ d σ + ξ

∫
Ω

rot v′ · E dx

− ξ

∫
Γ

E × ν · v′ d σ +

∫
Ω

εE · E ′ d x+

∫
Ω

µ−1rotE · rotE ′ d x

−
∫

Γ

(µ−1rotE)× ν · E ′ d σ − ξ

∫
Ω

rot v · E ′ d x

= −
∫

Ω

(σ(f) : e(v′) d x+

∫
Ω

g · v′ d x+

∫
Ω

εF · E ′ d x+

∫
Ω

G · rotE ′ d x

−
∫

Γ

G× ν · E ′ d σ +

∫
Γ

σ(f) · ν · v′d σ,

alors ∫
Ω

{v · v′ + σ(v) : e(v′)} d x+

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x−
∫

Γ

σ(v) · ν · v′ d σ

− ξ

∫
Γ

E × ν · v′ d σ −
∫

Γ

(µ−1rotE)× ν · E ′ d σ

= −
∫

Ω

(σ(f) : e(v′) d x+

∫
Ω

g · v′ d x+

∫
Ω

εF · E ′ d x+

∫
Ω

G · rotE ′ d x

−
∫

Γ

G× ν · E ′ d σ +

∫
Γ

σ(f) · ν · v′d σ,

en utilisant les conditions au bord (2.31) et (2.32) on obtient∫
Ω

{v · v′ + σ(v) : e(v′)} d x+

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x+ A

∫
Γ

v · v′d σ +

∫
Γ

g2(v) · v′d σ

− ξ

∫
Γ

E × ν · v′ d σ − ξ

∫
Γ

v × ν · E ′ d σ −
∫

Γ

g1(E × ν)× ν · E ′ d σ

= −
∫

Ω

(σ(f) : e(v′) d x+

∫
Ω

g · v′ d x+

∫
Ω

εF · E ′ d x+

∫
Ω

G · rotE ′ d x

−
∫

Γ

G× ν · E ′ d σ +

∫
Γ

σ(f) · ν · v′d σ −
∫

Γ

σ(f) · ν · v′d σ
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or g1(E × ν)× ν · E ′ = −g1(E × ν) · E ′ × ν, alors∫
Ω

{v · v′ + σ(v) : e(v′)} d x+

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x+

∫
Γ

{Av · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ

=

∫
Ω

{g · v′ − σ(f) : e(v′) + εF · E ′ +G · rotE ′} d x

− A

∫
Γ

f · v′d σ ∀(v′, E ′) ∈ H1 ×Wε.

La formulation variationnelle du problème (2.29)-(2.30) est donnée par

a((v, E), (v′, E ′)) = F (v′, E ′) , ∀(v′, E ′) ∈ V (2.35)

avec V = H1(Ω)3 ×Wε, la forme a est définie par

a((v, E)(v′, E ′)) =

∫
Ω

{v · v′ + σ(v) : e(v′)} d x

+

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′ + s div(εE) · div(εE ′)} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x

+

∫
Γ

{Av · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ,

tel que s > 0 est un paramètre qui sera choisi plus tard. La forme F est définie par

F (v′, E ′) =

∫
Ω

{g · v′ − σ(f) : e(v′) + εF · E ′ +G · rotE ′} d x− A

∫
Γ

f · v′d σ.

Soit A1 un opérateur non linéaire défini comme suit :

A1 : V → V ′

(v, E) → A1(v, E)

où A1((v, E)(v′, E ′)) = a((v, E)(v′, E ′)). Comme F ∈ V ′, alors résoudre le problème

(2.35) est équivalent à la surjectivité de A1, et la surjectivité de A1 montre qu’il existe

(v, E) ∈ V telle que (2.35).

Pour montrer que A1 est surjectif , il suffit de montrer d’après le théorème 1.2.3 que A1

est monotone, hémicontinu, borné et coercif.
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•A1 monotone

Soient (v, E), (v′, E ′) ∈ V = H1(Ω)3 ×Wε on a

〈A1(v, E)− A1(v
′, E ′), (v − v′, E − E ′)〉V ′,V

= a((v, E), (v − v′, E − E ′))− a((v′, E ′), (v − v′, E − E ′))

=

∫
Ω

{v · (v − v′) + σ(v) : e(v − v′)} d x

+

∫
Ω

{εE · (E − E ′) + µ−1rotE · rot (E − E ′) + s div(εE) · div(ε (E − E ′)} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot (v − v′) · E − rot v · (E − E ′)} d x

+

∫
Γ

{Av · (v − v′) + g2(v) · (v − v′) + g1(E × ν) · (E − E ′)× ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · (v − v′) + v × ν · (E − E ′)} d σ

−
∫

Ω

{v′ · (v − v′) + σ(v′) : e(v − v′)} d x

−
∫

Ω

{εE ′ · (E − E ′) + µ−1rotE ′ · rot (E − E ′) + s div(εE ′) · div(ε (E − E ′)} d x

− ξ

∫
Ω

{rot (v − v′) · E ′ − rot v′ · (E − E ′)} d x

−
∫

Γ

{Av′ · (v − v′) + g2(v
′) · (v − v′) + g1(E

′ × ν) · (E − E ′)× ν}d σ

+ ξ

∫
Γ

{E ′ × ν · (v − v′) + v′ × ν · (E − E ′)} d σ

=

∫
Ω

{|v − v′|2 + σ(v − v′) : e(v − v′)} d x

+

∫
Ω

{ε |E − E ′|2 + µ−1|rot (E − E ′)|2 + s |div(ε (E − E ′)|2} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot (v − v′) · (E − E ′)− rot (v − v′) · (E − E ′)} d x

+

∫
Γ

{A |v − v′|2 − ξ

∫
Γ

{−(E − E ′)× ν · (v − v′) + (v − v′)× ν · (E − E ′)} d σ

+

∫
Γ

(g1(E × ν)− g1(E
′ × ν)(E × ν − E ′ × ν)d σ +

∫
Γ

(g2(v)− g2(v
′))(v − v′)d σ

33



Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

la condition de monotonie (2.19) sur g1 et g2 nous permet de conclure que

〈A1(v, E)− A1(v
′, E ′), (v − v′, E − E ′)〉V ′,V ≥ 0

d’où l’opérateur A1 est monotone.

•A1 hémicontinu

Soient (v, E), (v′, E ′), (v”, E”) ∈ V .

Pour montrer que A1 est hémicontinu, il suffit de montrer que l’application :

t 7→ 〈A1(v + tv′, E + tE ′), (E”, V ”)〉V,V ′ est continue sur R,

cela revient à dire que

lim
t→0

〈A1(v + tv′, E + tE ′), (E”, V ”)〉V,V ′ = 〈A1(v, E), (E”, V ”)〉V,V ′ sur R

on a

〈A1(v + tv′, E + tE ′), (E”, V ”)〉V,V ′ =a((v + tv′, E + tE ′)(v”, E”))

=

∫
Ω

{(v + tv′) · v” + σ(v + tv′) : e(v”)} d x

+

∫
Ω

{ε (E + tE ′) · E” + µ−1rot (E + tE ′) · rotE”

+s div(ε (E + tE ′)) · div(εE”)} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v” · (E − E ′)− rot (v − v′) · E”} d x

+

∫
Γ

{A (v + tv′) · v” + g2(v + tv′) · v”

+g1(E + tE ′)× ν) · E”× ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E + tE ′)× ν · v” + (v + tv′)× ν · E”} d σ,

alors on montre que :

lim
t→0

∫
Γ

{g2(v+tv′) ·v”+g1(E+tE ′)×ν) ·E”×ν}d σ =

∫
Γ

{g2(v) ·v”+g1(E)×ν) ·E”×ν}d σ

comme g1 et g2 sont continues, alors ∀(v, E), (v′, E ′), (v”, E”) ∈ V

g1(E + tE ′)× ν) · E”× ν → g1(E)× ν) · E”× ν pp sur Γ quand t→ 0

et

g2(v + tv′) · v” → g2(v) · v” pp sur Γ quand t→ 0,

d’autre part g1 et g2 vérifient la propriété (2.10), l’application du théorème de la conver-

gence monotone donne

lim
t→0

∫
Γ

{g2(v+tv′) ·v”+g1(E+tE ′)×ν) ·E”×ν}d σ =

∫
Γ

{g2(v) ·v”+g1(E)×ν) ·E”×ν}d σ
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d’où

lim
t→0

〈A1(v + tv′, E + tE ′), (v”, E”)〉V,V ′ = 〈A1(v, E), (v”, E”)〉V,V ′ sur R

alors A1 est hémicontinu.

•A1 coercif

A1 est coercif si pour (v, E) ∈ V

〈A1(v, E), (v, E)〉V,V ′

‖(v, E)‖V

=
a((v, E)(v, E))

‖(v, E)‖V

→ 0 quand ‖(v, E)‖V →∞. (2.36)

On fixe E ∈ Wε et on pose

Γ+
E = {x ∈ Γ, |(E × ν)(x)| > 1}

Γ−E = {x ∈ Γ, |(E × ν)(x)| ≤ 1}

on a

a((v, E)(v, E)) =

∫
Ω

{|v|2 + σ(v) : e(v)} d x

+

∫
Ω

{ε |E|2 + µ−1|rotE|2 + s |div(εE)|2} d x

+

∫
Γ

{A |v|2 + g2(v) · v + g1(E × ν) · E × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v + v × ν · E} d σ

+

∫
Ω

{E · rot v − E rot v d x}

puisque E × ν · v = −v × ν · E, alors −ξ
∫

Γ
{E × ν · v + v × ν · E} d σ = 0 et en utilisant

les propriétés (2.21) et (g2(v) · v ≥ 0) on obtient

a((v, E)(v, E)) ≥
∫

Ω

{|v|2 + σ(v) : e(v)} d x

+

∫
Ω

{ε |E|2 + µ−1|rotE|2 + s |div(εE)|2} d x

+m

∫
Γ+

E

|E × ν|2d σ,
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d’autre part, on a

‖(v, E)‖2
V = ‖v‖2

H1(Ω)3 + ‖E‖2
Wε

≤ C

∫
Ω

{|v|2 + σ(v) : e(v)} d x

+

∫
Ω

{|E|2 + |rotE|2 + |div(εE)|2} d x

+

∫
Γ

|E × ν|2d σ,

à partir de la définition de Γ−E et la remarque 2.1.1 il vient :

‖(v, E)‖2
V ≤ C

∫
Ω

{|v|2 + σ(v) : e(v)} d x

+

∫
Ω

{|E|2 + |rotE|2 + |div(εE)|2} d x

+

∫
Γ+

E

|E × ν|2d σ + |Γ|

comme 0 < ε1 ≤ ε(x) ≤ ε0 et µ−1
0 ≤ µ−1(x) ≤ µ−1

1 , alors

a((v, E)(v, E)) ≥
∫

Ω

{|v|2 + σ(v) : e(v)} d x

+ min(ε0, µ
−1
0 , s,m)

∫
Ω

{|E|2 + |rotE|2 + |div(εE)|2} d x

+

∫
Γ+

E

|E × ν|2d σ + |Γ|

≥ min(1, γ1)(C
′‖(v, E)‖2

V − |Γ|)

avec γ1 = min(ε0, µ
−1
0 , s,m) alors

a((v, E)(v, E)) ≥ β(C ′‖(v, E)‖2
V − |Γ|)

avec β = min(1, γ1), d’où on a (2.36).

•A1 borné

La bornitude de A1 découle des propriétés de g1, g2 et (2.10).

Il reste à montrer que la solution (v, E) ∈ V de (2.35) et u,H donnés par (2.27) et

(2.28), vérifient (u, v, E,H) ∈ D(A) et satisfont (2.22), (2.23)-(2.26).

premièrement on va montrer que div(εE) = 0, pour cela on prend v′ = 0 et E ′ = ∇φ avec

φ ∈ D(∆ε), où D(∆ε) est le domaine de l’opérateur ∆ε avec les conditions de Dirichlet

sur le bord, défini par

D(∆ε) = {φ ∈ H1
0 (Ω) |∆εφ = div(εφ) ∈ L2(Ω)}
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alors(2.35) est donnée par :

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′ + s div(εE) · div(εE ′) d x

− ξ

∫
Ω

rot v · E ′ d x+

∫
Γ

g1(E × ν) · E ′ × νd σ

− ξ

∫
Γ

v × ν · E ′ d σ =

∫
Ω

εF · E ′ d x

grace à la formule de Green (1.41)∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′ + s div(εE) · div(εE ′) d x

− ξ

∫
Ω

rotE ′ · v d x+ ξ

∫
Γ

v × ν · E ′ d σ

+

∫
Γ

g1(E × ν) · E ′ × ν d σ − ξ

∫
Γ

v × ν · E ′ d σ

=

∫
Ω

εF · E ′ d x,

on a rot(∇φ) = 0 et g1(E × ν)∇φ× ν = 0 (comme φ = 0 sur Γ, alors ∇φ× ν = 0)

par conséquent ∫
Ω

{εE · ∇φ+ s div(εE) · div(ε∇φ)} d x

=

∫
Ω

εF · ∇φ d x

en appliquant la formule de Green on obtient :∫
Ω

{−div(εE)φ+ s div(εE) ·∆εφ} d x = −
∫

Ω

div(εF ) · φ d x

comme F ∈ J(Ω, ε), alors div(εF ) = 0, d’où∫
Ω

{−div(εE)φ+ s div(εE) ·∆εφ} d x = 0 ∀φ ∈ D(∆ε)

on va choisir s de telle sorte que s−1 ne soit pas une valeur propre de ∆ε et cela est vrai

si l’opérateur ∆ε est négatif, autoadjoint avec un spectre discret.

•∆ε est négatif

Pour φ ∈ D(∆ε), on a

〈∆εφ, φ〉L2(Ω) =

∫
Ω

div(εφ)φ d x ∀φ ∈ D(∆ε)

= −
∫

Ω

ε|∇φ|d x ≤ 0 ∀φ ∈ D(∆ε)
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d’où ∆ε est négatif

•∆ε est autoadjoint

Soit

D(∆∗
ε) = {ψ ∈ H1

0 (Ω) |φ→ 〈∆εφ, ψ〉 est continue sur D(∆ε) pour la topologie de L2(Ω)}

montrons que D(∆∗
ε) ⊂ D(∆ε)

soit ψ ∈ D(∆∗
ε) ⇔ ∃θ ∈ L2(Ω) telle que

〈∆εφ, ψ〉L2(Ω) = 〈φ, θ〉L2(Ω) ∀φ ∈ D(∆ε).

Soit φ ∈ D(Ω) ⊂ D(∆ε), on a

〈∆εφ, ψ〉L2(Ω) = 〈div(ε∇φ), ψ〉 ∀φ ∈ D(Ω)

= 〈φ, div(ε∇ψ)〉 ∀φ ∈ D(Ω)

= 〈φ,∆εψ〉 ∀φ ∈ D(Ω)

= 〈φ, θ〉 ∀φ ∈ D(Ω)

d’où ∆εψ = θ ∈ L2(Ω)

alors on a {
D(∆∗

ε) ⊂ D(∆ε) et

∆∗
εψ = ∆εψ ∀ψ ∈ D(∆∗

ε)

montrons que D(∆ε) ⊂ D(∆∗
ε)

soit ψ ∈ D(∆ε) et φ ∈ D(∆ε)

on a

〈∆εφ, ψ〉L2(Ω) =

∫
Ω

∆εφ · ψ dx

=

∫
Ω

(ε∇φ)ψ dx

= 〈φ,∆εψ〉L2(Ω)

comme φ →
∫

Ω
φ∆ε ψ dx est continue sur D(∆ε) pour la topologie de L2(Ω), alors

D(∆ε) ⊂ D(∆∗
ε)

d’où {
D(∆∗

ε) = D(∆ε)

∆∗
εψ = ∆εψ

on déduit que ∆ε est autoadjoint.
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• le spectre de ∆ε est discret

Montrer que le spectre de l’opérateur ∆ε est discret, revient à montrer que sa résolvante

est compacte avec

∆ε : H1
0 (Ω) → L2(Ω)

soit ρ(∆ε) la résolvante de ∆ε et R(λ,∆ε) = (λ I −∆ε) : L2(Ω) → D(∆ε) pour φn, ψn ∈
D(∆ε), on pose

φn = (λ I −∆ε)
−1 ψn alors ψn = (λ I −∆ε)φn ∈ L2(Ω)

on a {φn}n est bornée pour la norme du graphe dans D(∆ε)

‖φn‖2
D(∆ε) = ‖φn‖2

H1
0 (Ω) + ‖∆ε φn‖2

L2(Ω)

l’injection de D(∆ε) dans L2(Ω) est compacte car l’injection de H1
0 dans L2(Ω) est com-

pacte, alors on peut extraire une suite convergente dans L2(Ω), c’est à dire

φn → φ dans L2(Ω),

d’où la résolvante de ∆ε est compacte, et le spectre de ∆ε est discret.

L’application

D(∆ε) → L2(Ω)

φ→ −φ+ s∆φ

est surjective, alors ∫
Ω

div(εE) f d x = 0 ∀f ∈ L2(Ω),

d’où

div(εE) = 0 sur Ω.

Comme div(εE) = 0 et d’après (2.27) et (2.28), alors (2.35) sera équivalente à∫
Ω

{v · v′ + σ(u) : e(v′)} d x+

∫
Ω

{εE · E ′ −H · rotE ′} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ =

∫
Ω

{g · v′ + ε F · E ′} d x ∀(v′, E ′) ∈ V

on prend v′ ∈ D(Ω) et E ′ = 0, on obtient∫
Ω

{v · v′ + σ(u) : e(v′)} d x+ ξ

∫
Ω

rot v′ · E dx

=

∫
Ω

g · v′ d x
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alors

〈v, v′〉+ 〈−divσ(u), v′〉+ ξ〈rotE, v′〉
= 〈g, v′〉 ∀v′ ∈ D(Ω)3

〈v − divσ(u) + ξ rotE, v′〉 = 〈g, v′〉 ∀v′ ∈ D(Ω)3

ce qui donne

v − divσ(u) + ξrotE = g dans D′(Ω)

alors on a (2.24), et puisque v, rotE, g sont des éléments de L2(Ω)3,

alors divσ(u) ∈ L2(Ω)3.

Maintenant on prend v′ = 0 et E ′ = Pεχ avec χ ∈ D(Ω)3 alors (2.35) est équivalente à∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′ d x} −
∫

Ω

rot v · E ′ d x

=

∫
Ω

{εF · E ′ +G · rotE ′} d x

en utilisant (2.28) on aura∫
Ω

{εE · Pεχ−H rotPεχ · rotE ′} d x−
∫

Ω

rot v · Pεχdx =

∫
Ω

εF · Pεχdx

d’après le lemme 2.1.3 on a∫
Ω

εE · Pεχ =

∫
Ω

εE · χ ∀E ∈ J(Ω, ε)

et

rotPεχ = rotχ dans Ω

par conséquent ∫
Ω

H · rotPεχ =

∫
Ω

H · rotχ

comme F ∈ J(Ω, ε), alors ∫
Ω

ε F · Pεχ =

∫
Ω

ε F · χ

d’où ∫
Ω

{εE · χ−H · rotχdx} −
∫

Ω

rot v · Pεχdx

=

∫
Ω

εF · χdx

par suite

〈εE, χ〉 − 〈rotH,χ〉 − ξ〈rot v, χ〉
= 〈ε F, χ〉 ∀χ ∈ D(Ω)3
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d’où

εE − rotH − ξrot v = ε F dans D′(Ω)

ce qui donne (2.25).

Comme εE ∈ L2(Ω)3, rot v ∈ L2(Ω)3 et ε F ∈ L2(Ω)3 alors rotH ∈ L2(Ω)3. On prend

v′ ∈ H1(Ω)3 et E ′ = Pεχ avec χ ∈ C∞(Ω)3 et en utilisant (2.27) et (2.28), alors (2.35)

sera équivalente à

∫
Ω

v · v′ d x−
∫

Ω

divσ(u)v′ d x− 〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2

+

∫
Ω

εE · E ′ d x−
∫

Ω

rotH · E ′ d x−
∫

Γ

(H × ν) · E ′d σ

+ ξ

∫
Γ

(E × ν) · v′d σ + ξ

∫
Ω

rotE · v′ d x− ξ

∫
Ω

rot v · E ′ d x

+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ =

∫
Ω

{g · v′ + ε F · E ′} d x ∀(v′, E ′) ∈ V

où 〈·, ·〉 signifie la dualité entre H− 1
2 (Γ)3 et H

1
2 (Γ)3.

En utilisant (2.24) et (2.25) on aura∫
Ω

g · v′ d x+

∫
Ω

v · v′ d x+ 〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2

+

∫
Ω

εE · E ′ d x

−
∫

Ω

v · v′ d x−
∫

Ω

εE · E ′ d x−
∫

Ω

rotH · E ′ d x+

∫
Ω

ε F · E ′ d x

−
∫

Γ

(H × ν) · E ′d σ + ξ

∫
Γ

(E × ν) · v′d σ + ξ

∫
Ω

rotE · v′ d x−−ξ
∫

Ω

rotE · v′ d x

+

∫
Ω

rot v · E ′ d x−
∫

Ω

rot v · E ′ d x+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ =

∫
Ω

{g · v′ + ε F · E ′} d x ∀(v′, E ′) ∈ V

par conséquent

〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2
−
∫

Γ

(H × ν) · E ′d σ + ξ

∫
Γ

(E × ν) · v′d σ

+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ = 0
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

d’où

〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2
−
∫

Γ

(H × ν) · Pεχdσ + ξ

∫
Γ

(E × ν) · v′d σ

+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · Pεχ× ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · Pεχ} d σ = 0 ∀χ ∈ C∞(Ω)3.

Comme E ′ × ν = Pεχ× ν = χ× ν sur Γ, alors l’identité ci dessus est équivalente à

〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2
−
∫

Γ

(H × ν) · χdσ + ξ

∫
Γ

(E × ν) · v′d σ

+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · χ× ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · χ} d σ = 0 ∀χ ∈ C∞(Ω)3

d’où

〈σ(u) · ν, v′〉− 1
2
, 1
2
−
∫

Γ

(H × ν) · χdσ

+

∫
Γ

{Au · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · χ× ν}d σ

− ξ

∫
Γ

v × ν · χdσ = 0 ∀χ ∈ C∞(Ω)3.

On prend v′ = 0 on aura

H × ν + g1(E × ν)× ν + ξv × ν = 0 sur Γ

ce qui donne la condition au bord (2.8).

On prend χ = 0 alors on aura

σ(u) · ν + g2(v) + Au = 0 sur Γ

ce qui donne la condition au bord (2.9).

La condition (2.28) et div(µG) = 0 car G ∈ J(Ω, µ) donne div(µH) = 0

d’où (u, v, E,H) ∈ D(A) par conséquent A est maximal.

Lemme 2.1.7. Pour g2 globalement lipschitzienne, on a g2(v) ∈ H1(Ω)3,

alors g2(v)|Γ ∈ H
1
2 (Γ)3.

Preuve. Comme g2 est globalement lipschitzienne et g2(0) = 0, alors il existe une constante

C > 0, telle que :

|g2(x)| ≤ C|x| , ∀x ∈ R3

d’où ∫
Ω

|g2(v)|2 d x ≤ C2

∫
Ω

|v|2 d x < +∞,

42



Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

d’autre part on a :

∂i(g2j(vj)) = g′2j(vj)∂ivj P.P,

alors

|∇g2(v)|2 =

∣∣∣∣∣
3∑

j=1

(g′2j(vj))
2

3∑
i=1

(∂ivj)
2

∣∣∣∣∣
≤ |∇v|2

d’où g2(v) ∈ H1(Ω)3 et par conséquent g2(v)|Γ ∈ H
1
2 (Γ)3.

Remarque 2.1.4. Pour g2 globalement lipschitzienne et pour tout u ∈ H1(Ω)3 et v ∈
H1(Ω)3, Au+ g2(v) ∈ H

1
2 (Γ)3 et d’après (2.9) on a

σ(u) · ν ∈ H
1
2 (Γ)3.

Si de plus Γ est de classe C2, alors on aura

u ∈ H2(Ω)3.

La théorie des opérateurs non linéaires nous permet de déduire le théorème d’unicité

et de régularité des solutions suivant :

Théorème 2.1.2. On suppose que g1 et g2 vérifient (2.10) ainsi que (2.19)-(2.21)

• Pour toute donneé initiale (u0, u1, E0, H0) ∈ H ; le problème (2.1) admet une solution

(faible) unique qui vérifie :

(u, ∂tu,E,H) ∈ C(R+,H)

qui est équivalent à :

u ∈ C1(R+, L
2(Ω)3) ∩ C(R+, H

1(Ω)3),

E ∈ C(R+, J(Ω, ε)),

H ∈ C(R+, J(Ω, µ)).

• Pour toute donnée initiale (u0, u1, E0, H0) ∈ D(A), le problème (2.1) admet une solution

forte (u,E,H) qui vérifie :

(u, ∂tu,E,H) ∈ W 1,∞(R+,H) ∩ L∞(R+, D(A))

qui est équivalent à

u ∈ W 2,∞(R+, L
2(Ω)3)) ∩W 1,∞(R+, H

1(Ω)3) ∩ L∞(R+V(Ω))

E ∈ W 1,∞(R+, J(Ω, ε)) ∩ L∞(R+,Wε)

H ∈ W 1,∞(R+, J(Ω, µ)) ∩ L∞(R+,Wµ)
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

et satisfont (2.8) et (2.9) avec V(Ω) défini par (2.5).

• Si de plus g2 est globalement Lipschitzienne, alors la solution (u,E,H) du problème

(2.1) possède la propriété de régularité plus forte suivante :

u ∈ L∞(R+, H
2(Ω)3)

E ∈ W 1,∞(R+, J(Ω, ε)) ∩ L∞(R+,Wε)

H ∈ W 1,∞(R+, J(Ω, µ)) ∩ L∞(R+,Wµ)

Lemme 2.1.8. Pour g1 et g2 continues et satisfont les propriétés (2.10) et(2.19)-(2.21),

l’énergie du système (2.1) donnée par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(|∂tu(x, t)|2 + σ(u)(x, t) : e(u)(x, t)) d x

+
A

2

∫
Γ

|u(x, t)|2d σ

+
1

2

∫
Ω

(ε(x)|E(x, t)|2 + µ(x)|H(x, t)|2)d x

(2.37)

est décroissante. De plus pour (u0, u1, E0, H0) ∈ D(A) on a pour tout 0 ≤ S < T <∞

E(S)− E(T ) =

∫ T

S

∫
Γ

{g1(E(t)× ν) · E(t)× ν + g2(∂t (u) (t)) ∂t (u) (t)} d σ d t (2.38)

et pour tout t ≥ 0

E ′(t) = −
∫

Γ

{g1(E(t)× ν) · E(t)× ν + g2(∂t (u) (t)) ∂t (u) (t)} d σ. (2.39)

Preuve. Comme D(A) est dense dans H, il suffit de montrer (2.39).

Pour (u0, u1, E0, H0) ∈ D(A), la fonction

E(u, ·) : [0,+∞[ → [0,+∞[

t→ E(u, t)

est partout dérivable sur [0,+∞[ et on a :

E ′(t) =

∫
Ω

{∂2
t u · ∂tu+ σ(u) : (∂t u)} d x

+ A

∫
Γ

∂t u · u d σ +

∫
Ω

{εE · ∂tE + µH · ∂tH}d x.

D’après (2.1) on a

E ′(t) =

∫
Ω

{∂t u(divσ(u)− ξ rotE) + σ(u) : e(∂t u)} d x

+ A

∫
Γ

∂t u · u d σ +

∫
Ω

{E(rotH + ξ rot ∂t u)−H · rotE} d x

= −(A(u, ∂tu,E,H), (u, ∂tu,E,H))H.
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Chapitre 2 Solutions du problème non linéaire

En tenant compte de la régularité de u, E, H par rapport à x, des intégrations par parties

donnent

E ′(t) = −
∫

Ω

σ(u) : e(∂t u) d x+

∫
Γ

∂t u(σ(u) · ν) d σ

+

∫
Ω

σ(u) : e(∂t u) d x+ A

∫
Γ

∂t u · u d σ

+

∫
Γ

H × ν · E dσ +

∫
Γ

E × ν · ∂tu d σ

=

∫
Γ

∂t u(σ(u) · ν) d σ + A

∫
Γ

∂t u · u d σ

+

∫
Γ

H × ν · E dσ +

∫
Γ

E × ν · ∂tu d σ

en utilisant les conditions au bord (2.8) et (2.9) on obtient (2.39).

Pour i = 1, 2 on a gi(x) · x ≥ 0 ∀x ∈ R3 alors

g1(E(t)× ν) · E(t)× ν + g2(∂t (u) (t)) ∂t (u) (t) ≥ 0

d’où

E ′(t) ≤ 0

donc E est décroissante pour les solutions fortes. On intégre E ′(t) entre S et T on trouve

(2.38), d’où E(S) ≥ E(T ) pour les solutions fortes. Par densité de D(A) dans H, on aura

la décroissance de l’énergie pour les solutions faibles, pour 0 ≤ S ≤ T <∞

E(S) ≥ E(T ).
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3
Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Dans ce chapitre, on donne une équivalence entre la stabilité exponentielle du système

linéaire associé au système (2.1) avec g1(ξ) = g2(ξ) = ξ par des feedbacks frontières

linéaires et l’estimation de EE-stabilité. On rappelle que l’énergie du système (2.1) est

donnée par

E(t) =
1

2

∫
Ω

(|∂tu(x, t)|2 + σ(u)(x, t) : e(u)(x, t)) d x

+
A

2

∫
Γ

|u(x, t)|2d σ

+
1

2

∫
Ω

(ε(x)|E(x, t)|2 + µ(x)|H(x, t)|2)d x.

3.1 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

On commence par donner la définition suivante :[27, 28]

Définition 3.1.1. Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité, s’il existe T > 0 et deux

constantes positives C1, C2 (qui peuvent dépendre de T ) avec C1 < T tels que∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) + C2

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu(t)|2 + |E(t)× ν|2) dσ dt (3.1)

pour toute solution (u,E,H) de (2.1) avec g1(ξ) = g2(ξ) = ξ.
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Chapitre 3 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Dans ce qui suit, on montrera que l’estimation de EE-stabilité est une condition nécessaire

et suffisante pour la stabilité exponentielle avec feedbacks linéaires.

Théorème 3.1.1. Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité si et seulement si il existe deux

constantes positives M et ω telles que

E(t) ≤M e−ωtE(0) (3.2)

pour toute solution (u,E,H) de (2.1) avec g1(ξ) = g2(ξ) = ξ.

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin du Lemme suivant qui nous donne une

équivalence entre l’estimation de EE-stabilité et l’estimation d’observabilité.

Lemme 3.1.1. Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité si et seulement si il existe T > 0

et une constante positive C (qui peut dépendre de T ) telle que

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2) dσ dt. (3.3)

Preuve. La condition est nécessaire. D’après Le Lemme 2.1.8 E(t) est décroissante et

positive. La EE-stabilité donnée par (3.1) entrâıne

TE(T ) ≤
∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) + C2

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2) dσ dt

et en utilisant l’identité (2.38), on obtient

TE(T ) ≤ C1E(T ) + (C1 + C2)

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2) dσ dt,

par conséquent

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2) dσ dt

avec C = C1+C2

T−C1
, (C1 < T ).

La condition est suffisante. La monotonie de E(t) permet d’écrire∫ T

0

E(t) dt ≤ TE(0)

de l’identité (2.38), il vient que∫ T

0

E(t) dt ≤ T

2
E(0) +

T

2
(E(T ) +

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2 dσ dt))

En utilisant la condition (3.3) on obtient

∫ T

0

E(t) dt ≤ T

2
E(0) +

T

2
(1 + C)

∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2 dσ dt

d’où l’inégalité (3.1) avec C1 = T
2

, C2 = T
2
(1 + C).
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Chapitre 3 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Preuve. (du théorème 3.1.1) • Montrons maintenant la condition suffisante de la stabilité

exponentielle.

La condition (3.3) et l’identité du lemme de l’énergie nous donne :

E(T ) ≤ C(E(0)− E(T )),

cette estimation est équivalente à

E(T ) ≤ Y E(0) avec Y =
C

1 + C
≤ 1,

en appliquant cet argument à [(m − 1)T,mT ], pour m = 1, 2, · · · (qui est vérifié par ce

que notre système est invariant par translation en temps) on obtient :

E(mT ) ≤ Y E((m− 1)T ) ≤ · · · ≤ Y mE(0), m = 1, 2, · · ·

alors, on a

E(mT ) ≤ exp−ωmT E(0), m = 1, 2, 3, · · · ,
avec ω = 1

T
ln 1

Y
> 0.

Pour un t positif arbitraire, il existe m = 1, 2, 3, · · · tels que :

(m− 1)T ≤ t ≤ mT avec m = partie entière de
t

T

la décroissance de E nous permet de conclure que

E(t) ≤ E(m− 1) ≤ 1

Y
exp−ωT E(0)

par suite

E(t) ≤M exp−ωt E(0) avec M =
1

Y
> 0

•Montrons maintenant la condition nécessaire

l’identité (2.38) et la condition (3.2) nous permettent d’écrire∫ T

0

∫
Γ

(|∂tu|2 + |E × ν|2) ≤ E(0)(1−M exp−ωT )

d’autre part, on a ∫ T

0

E(t) dt ≤ME(0)
(1− exp−ωT )

ω
,

par conséquent pour tout C1∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) +

(
M

(1− exp−ωT )

ω
− C1

)
E(0)

on choisit T assez grand pour que (1−M exp−ωT ) soit positif et

C1 < min

{
M

(1− exp−ωT )

ω
, T

}
,

d’où le résultat pour

C2 =

(
M

(1− exp−ωT )

ω
− C1

)(
1−M exp−ωT

)−1
.
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Lemme 3.1.2. Soit Ω un ouvert borné de frontière Γ de classe C2, (u,E,H) une solution

de (2.1) avec g1(ξ) = g2(ξ) = ξ, alors pour tout θ > 0, il existe une constante C(θ) > 0(qui

ne dépend pas de T , elle dépend de θ, du diamètre de Ω, des coefficients aijkl, µ et du

paramètre ξ) tels que : ∫
ΣT

|u|2 dσ ≤ C(θ)E(0) + θ

∫ T

0

E(t) dt (3.4)

Preuve. Pour t ≥ 0, on considére la fonction z = z(t) solution du problème{
divσ(z) = 0 dans Ω

z = u sur Γ
(3.5)

z s’écrit sous la forme z = ω+ u, où ω ∈ H1
0 (Ω)3 est la solution du problème vartionnel :∫

Ω

σ(ω) : e(v) dx = −
∫

Ω

σ(u) : e(v) dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)3,

ce qui donne ∫
Ω

σ(ω) : e(v) dx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)3, (3.6)

pour v = z − u, on a ∫
Ω

σ(z) : e(z − u) dx = 0∫
Ω

σ(z) : e(z) dx−
∫

Ω

σ(z) : e(u) dx = 0

ce qui implique ∫
Ω

σ(z) : e(z) dx =

∫
Ω

σ(z) : e(u) dx ≥ 0. (3.7)

Montrons que z la solution du problème (3.5) vérifie aussi l’identité∫
Ω

f · z d x = −
∫

Γ

z · (σ(vf ) · ν) d σ ∀f ∈ L2(Ω)3 (3.8)

où vf ∈ H1
0 (Ω)3 est la solution unique du problème∫

Ω

σ(vf ) : e(ω) d x =

∫
Ω

f ω d x, ∀ω ∈ H1
0 (Ω)3 (3.9)

en effet, l’identité (3.7) et la propriété σ(z) : e(v) = σ(v) : e(z) (conséquence de aijkl =

aklij) donne ∫
Ω

σ(vf ) : e(z) d x =

∫
Ω

σ(z) : e(vf ) d x (3.10)

en appliquant la formule de Green, on aura

−
∫

Ω

z divσ(vf ) d x =

∫
Ω

σ(z) : e(vf ) d x = 0
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ce qui prouve (3.8) en posant divσ(vf ) = −f
on prend f = z dans (3.8), on obtient∫

Ω

|z|2 d x = −
∫

Γ

z (σ(vf ) · ν) d σ.

Comme z = u sur Γ, en utilisant Cauchy Schwarz, on obtient∫
Ω

|z|2 d x ≤ ‖u‖L2(Γ)3‖σ(vf ) · ν‖L2(Γ)3

comme Γ est de classe C2, la régularité elliptique montre que vz ∈ H2(Ω)3 donc on a

‖vz‖H2(Ω)3 ≤ k‖z‖L2(Ω)3 , où k est une constante positive

cette estimation et le théorème standard de trace donnent

‖σ(vz) · ν‖L2(Ω)3 ≤ k1‖z‖L2(Ω)3 pour une constante k1 positive

par conséquent ∫
Ω

|z|2 d x ≤ k1‖u‖L2(Ω)3‖z‖L2(Ω)3

en simplifiant par ‖z‖L2(Ω)3, on obtient

‖z‖L2(Ω)3 ≤ C0‖u‖L2(Γ)3 ≤
2C0

A
E(t) (3.11)

d’autre part, en dérivant par rapport à t, on voit que ∂tz est solution du problème{
divσ(∂tz) = 0 dans Ω

∂tz = ∂tu sur Γ,

et on a ∫
Ω

|∂tz|2 dx ≤ C0

∫
Γ

|∂tu|2 dσ

≤ −C0E ′(t),∫
Ω

|∂tz|2 dx ≤ −C0E ′(t). (3.12)

Maintenant on multiplie la première équation de (2.1) par z, et on intégre sur

QT = Ω×]0, T [ ∫
QT

z(∂2
t u− divσ(u) + ξrotE)dx dt = 0
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la formule de Green donne

∫
QT

z∂2
t u dx dt+

∫
Qt

σ(u) : e(z) dx dt−
∫

ΣT

z · σ(u) · ν dσ dt+ ξ

∫
QT

z · rotE dx dt = 0,

en utilisant la condition au bord (2.9) et la deuxième équation de (3.5) sur Γ, on

obtient :

∫
QT

z · ∂2
t u dx dt+

∫
QT

σ(u) : e(z) dx dt+

∫
ΣT

z(Au+ ∂tu) dσ dt+ ξ

∫
QT

z · rotE dx dt = 0

−A
∫

ΣT

|u|2 dσ dt−
∫

ΣT

u·∂tu dσ dt =

∫
QT

z·∂2
t u dx dt+

∫
QT

σ(u) : e(z) dx dt+ξ

∫
QT

z·rotE dx dt

A

∫
ΣT

|u|2 dσ dt = −
∫

ΣT

u · ∂tu dσ dt−
∫

QT

z · ∂2
t u dx dt−

∫
QT

σ(z) : e(z) dx dt

la condition (3.7) donne :

A

∫
ΣT

|u|2 dσ dt ≤ −
∫

ΣT

u · ∂tu dσ dt−
∫

QT

z(∂2
t u+ ξ rotE) dx dt

la troisième équation de (2.1) mène à

A

∫
ΣT

|u|2 dσ dt ≤ −
∫

ΣT

u · ∂tu dσ dt−
∫

QT

z(∂2
t u− ξ µ ∂tH) dx dt

en intégrant par parties sur t, on aura finalement

A

∫
ΣT

|u|2 dσ dt ≤ −
∫

ΣT

u·∂tu dσ dt+

∫
QT

∂tz(∂tu−ξ µH) dx dt−
[∫

Ω

z(∂tu− ξ µH) dx dt

]T

0

.

(3.13)

Il reste à estimer chaque terme du second membre de (3.13)

pour le premier terme : en appliquant l’inégalité de young (ab ≤ θa2 + b2

4θ
) on obtient∫

ΣT

u · ∂tu dσ dt ≤
A

2

∫
ΣT

|u|2 dσ dt+
1

2A

∫
ΣT

|∂tu|2 dσ dt

≤ A

2

∫
ΣT

|u|2 dσ dt− 1

2A

∫ T

0

E ′(t) dt
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Chapitre 3 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

comme l’énergie est positive on arrive à∣∣∣∣∫
ΣT

u · ∂tu dσ dt

∣∣∣∣ ≤ A

2

∫
ΣT

|u|2 dσ dt+
1

2A
(E(0)− E(T ))

∣∣∣∣∫
ΣT

u · ∂tu dσ dt

∣∣∣∣ ≤ A

2

∫
ΣT

|u|2 dσ dt+
1

2A
E(0) (3.14)

pour le deuxième terme, on utilise successivement l’inégalité de Young, l’inégalité de

cauchy Schwarz, l’estimation (3.11) et la définition de l’énergie, on obtient

∣∣∣∣∫
QT

∂tz (∂tu− ξ µH) dx dt

∣∣∣∣ ≤ 1

4θ

∫
QT

|∂tz|2 dx dt+ θ

∫
QT

|∂tu− ξ µH|2 dx dt

≤ −C0

4θ

∫ T

0

E ′(t) dt+ θ

∫
QT

|∂tu− ξ µH|2 dx dt

On a |∂T u− ξ µH|2 ≤ 2(|∂t u|2 + ξ2 µ2 |H|2)∣∣∣∣∫
QT

∂t z(∂t u− ξ µH)dx dt

∣∣∣∣ ≤ −C0

4 θ

∫ T

0

E ′(t) dt+ (1 + ξ2 µ)θ

∫ T

0

E(t) dt

en remplaçant (1 + ξ2 µ)θ par θ, on conclut que pour tout θ > 0

∣∣∣∣∫
QT

|∂t z(∂t u− ξ µH)dx dt

∣∣∣∣ ≤ C1

θ
E(0) + θ

∫ T

0

E(t) dt (3.15)

pour le troisième terme, Cauchy schwarz, l’estimation (??) et la définition de l’énergie

donne

∣∣∣∣∣
[∫

Ω

z(∂t u− ξ µ H)

]T

0

∣∣∣∣∣ ≤
[∫

Ω

|z|2 dx
]T

0

[∫
Ω

|∂tu− ξ µH|2
]T

0

≤
[
2C0

A
E(t)

]T

0

θ

∫ T

0

E(t) dt

≤ C2(E(0)− E(T )) ≤ 2C2 E(0)∣∣∣∣∣
[∫

Ω

z(∂t u− ξ µH)

]T

0

∣∣∣∣∣ ≤ 2C2 E(0) (3.16)

et comme l’énergie est décroissante, le résultat découle des estimations (3.13),(3.14) et

(3.16)
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4
Contrôlabilité exacte

En utilisant la stabilité exponentielle dans le cas linéaire et le principe de Russell, on

déduit la contrôlabilité exacte du système élasto-magnétique (2.1).

4.1 Contrôlabilité exacte

Pour tout (u0, u1, E0, H0) ∈ H, on cherche un temps T > 0 et deux contrôles

J1, J2 ∈ L2(Γ×]0, T [)3 tels que la solution (u,E,H) du problème



∂2
t u− divσ(u) + ξ rotE = 0, dans QT = Ω×]0, T [

ε ∂tE − rotH − ξ rot ∂tu = 0, dans QT

µ ∂tH + rotE = 0, dans QT

div(εE) = div(µH) = 0, dans QT

H × ν + ξ ∂tu× ν = J1, sur ΣT = Γ×]0, T [

σ(u) · ν + Au = J2, sur ΣT

u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, E(0) = E0, H(0) = H0, dans Ω

(4.1)
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Chapitre 4 contrôlabiité exacte

satisfait

u(T ) = ∂tu(T ) = E(T ) = H(T ) = 0. (4.2)

Théorème 4.1.1. Si Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité, alors pour T > 0 suffisam-

ment grand, pour (u0, u1, E0, H0) ∈ H, il existe deux contrôles J1, J2 ∈ L2(ΣT )3 vérifiant

J1 · ν = 0 sur ΣT (4.3)

tels que la solution (u, ∂tu,E,H) ∈ C([0, T ],H) de (4.1) verifie (4.2) au temps T .

Preuve. On contrôle le problème inverse pour (y0, y1, P0, Q0) ∈ H et pour

K1, K2 ∈ L2(ΣT )3 avec K1 vérifie (4.3). La solution (y, ∂ty, P,Q) ∈ C([0, T ],H) du problème

∂2
t y − divσ(y) + ξ rotP = 0, dans QT

ε ∂tP − rotQ− ξ rot ∂ty = 0, dans QT

µ ∂tQ+ rotP = 0, dans QT

div (εP ) = div(µQ) = 0, dans QT

Q× ν + ξ ∂ty × ν = K1, sur ΣT

σ(y) · ν + Ay = K2, sur ΣT

y(T ) = y0, ∂t y(T ) = y1, P (T ) = P0, Q(0) = Q0, dans Ω

(4.4)

vérifie

y(0) = ∂ty(0) = P (0) = Q(0) = 0. (4.5)

Si le problème (4.4) et (4.5) admet une solution, il suffit de faire le changement de va-

riables

u(t) = −y(T − t), E(t) = −P (T − t), H(t) = Q(T − t) t ∈ [0, T ].

On résoud le problème (4.4) et (4.5) en utilisant le système inverse et direct avec les

conditions linéaires sur le bord Γ.
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Chapitre 4 contrôlabiité exacte

Soit (v0, v1, F0, I0) ∈ H, on considère le système suivant :

∂2
t v − divσ(v) + ξ rotF = 0, dans QT

ε∂tF − rot I − ξ rot ∂tv = 0, dans QT

µ ∂tI + rotF = 0, dans QT

div(ε F ) = div(µ I) = 0, dans QT

I × ν + ξ ∂tv × ν − (E × ν)× ν = 0, sur ΣT

σ(v) · ν + Av − ∂tv = 0, sur ΣT

v(T ) = v0, ∂tv(T ) = v1, F (T ) = F0, I(T ) = I0, dans Ω

(4.6)

qui admet une solution unique (v, ∂tv, F, I) ∈ C(]0, T [,H), il suffit de faire le changement

de variables :

ũ = −v(T − t), Ẽ = −F (T − t) et H̃ = I(T − t)

comme l‘énergie de la solution (ũ, Ẽ, H̃) est exponentiellement stable, alors

E(v(t), ∂tv(t), F (t), I(t)) ≤M e−ω(T−t)E(v0, v1, F0, I0), ∀t ∈ [0, T ] (4.7)

pour tout (v0, v1, F0, I0) ∈ H, tel que E(v(t), ∂tv(t), F (t), I(t)) est l’expression de l’énergie

avec u, ∂tu,E,H remplacés par v, ∂t, F, I.

A présent, on considère le système

∂2
t ω − divσ(ω) + ξ rotG = 0, dans QT

ε ∂tG− rot J − ξ rot ∂tω = 0, dans QT

µ ∂tJ + rotG = 0, dans QT

div (εG) = div(µJ) = 0, dans QT

J × ν + ξ ∂t(ω)× ν + (G× ν)× ν = 0, sur ΣT

σ(ω) · ν + Aω + ∂tω = 0, sur ΣT

ω(0) = v(0), ∂tω(0) = ∂tv(0), G(0) = F (0), J(0) = I(0), dans Ω.

(4.8)

qui admet une solution unique (ω, ∂tω,G, J) ∈ C(]0, T [,H) car (v(0), ∂tv(0), F (0), I(0)) ∈
H
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On pose y = ω − v, P = G− F et Q = J − I,

d’après (4.8) et (4.6), (y, P,Q) satisfait (4.4) avec

K1 = −(G× ν)× ν − (F × ν)× ν, (4.9)

K2 = −∂tω − ∂tv. (4.10)

On considère l’opérateur Λ : H → H défini par :

Λ(v0, v1, F0, I0) = (ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T )).

Pour T > 0, on pose d = M e−ωT < 1 et on montre que ‖A‖L(H,H) ≤
√
d < 1

on a

‖Λ(v0, v1, F0, I0)‖2
H = ‖(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T ))‖2

H

= 2E(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T ))

car E(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T )) = 1
2
‖(ω(t), ∂tω(t), G(t), J(t))‖2

H

pour tout t ∈ [0, T ] donc vrai pour T d’où

‖Λ(v0, v1, F0, I0)‖2
H = 2E(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T ))

≤ 2E(ω(0), ∂tω(0), G(0), J(0))

car E est décroissante, donc

‖Λ(v0, v1, F0, I0)‖2
H ≤ 2E(v(0), ∂tv(0), F (0), I(0))

≤ 2M e−ωTE(v0, v1, F0, I0)

car E(v(t), ∂tv(t), F (t), I(t)) ≤M e−ω(T−t)E(v0, v1, F0, I0)
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alors pour t = 0, on a

E(v(0), ∂tv(0), F (0), I(0)) ≤M e−ωTE(v0, v1, F0, I0)

= d‖(v0, v1, F0, I0)‖2
H

‖Λ(v0, v1, F0, I0)‖2
H ≤ d‖(v0, v1, F0, I0)‖2

H

on a

‖Λ‖L(H,H) ≤
√
d < 1

donc Λ− I est un isomorphisme de H dans H.

(y0, y1, P0, Q0) = (Λ− I)(v0, v1, F0, I0) (4.11)

(y0, y1, P0, Q0) = (Λ− I)(v0, v1, F0, I0)

= (ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T ))− (v0, v1, F0, I0)

= (y(T ), ∂ty(T ), P (T ), Q(T ))

alors on a une solution initiale (y0, y1, P0, Q0) du problème (4.4).

Il reste à montrer que K1, K2 ∈ L2(ΣT )3, on a

E ′ = −
∫

Γ

(|(E(t)× ν)|2 + |u′(t)|2) dσ

E(v(T ), ∂tv(T ), F (T ), I(T ))−E(v(0), ∂tv(0), F (0), I(0)) =

∫
ΣT

(|F (t)×ν|2+|∂tv(t)|2) dσ dt

E(ω(0), ∂tω(0), G(0), J(0))−E(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T )) =

∫
ΣT

(|G(t)×ν|2+|∂tω(t)|2) dσ dt

en sommant les deux identités et en utilisant (y0, y1, P0, Q0) = (Λ − I)(v0, v1, F0, I0) et

‖Λ‖L(H,H), on obtient

∫
ΣT

(|F × ν|2 + |G× ν|2 + |∂tv(t)|2 + |∂tω(t)|2) dσ dt =

= E(v(T ), ∂tv(T ), F (T ), I(T ))− E(v(0), ∂tv(0), F (0), I(0))

+ E(ω(T ), ∂tω(T ), G(T ), J(T ))− E(ω(0), ∂tω(0), G(0), J(0))

= E(v(T ), ∂tv(T ), F (T ), I(T ))− E(ω(0), ∂tω(0), G(0), J(0))
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car v(0) = ω(0), ∂tv(0) = ∂tω(0) =,F (0) = G(0), I(0) = J(0)

≤ E(v(T ), ∂tv(T ), F (T ), I(T ))

≤ 1

2
‖(v0, v1, F0, I0)‖2

H

en utilisant l’identité (4.11) et (I − A)−1 est borné on aura∫
ΣT

{
|F × ν|2 + |G× ν|2 + |∂tv(t)|2 + |∂tw(t)|2

}
dσ dt

≤ 1

2
‖(I‖ − A)−‖1 (y0, y1, P0, Q0)‖2

H

≤ 1

2(1−
√
d)2

‖(y0, y1, P0, Q0)‖2
H

(4.12)

donc K1, K2 ∈ L2(ΣT )3 et l’application

H → L2(ΣT )3 × L2(ΣT )3

(y0, y1, P0, Q0) → (K1, K2)

est continue.
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5
La stabilité dans le cas non linéaire

5.1 La stabilité dans le cas non linéaire

Dans cette section on montre qu’à partir de la stabilité exponentielle, le système

non linéaire associé est automatiquement stable, et cela est basé sur le principe de Liu

qui consiste à estimer l’énergie du système non linéaire direct, en utilisant le système

rétrograde linéaire avec donnée finale égale à la valeur finale de la solution du système

non linéaire direct à donnée initiale nulle. Cette estimation se déduit en utilisant la stabi-

lité exponentielle du système rétrograde linéaire, une inégalité intégrale et une sequence

adéquate.

On commence par donner l’inégalité intégrale suivante ([9]) :

Théorème 5.1.1. Soit E : [0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction décroissante telle que :∫ ∞

S

φ(E(t)) d t ≤ T E(S), ∀S ≥ 0 (5.1)

avec T > 0 et φ une fonction convexe, strictement croissante de [0,+∞[ dans [0,+∞[

telle que φ(0) = 0, alors il existe t1 > 0 et c1 dépendant de T et E(0) tels que :

E(t) ≤ φ−1

(
ψ−1(c1t)

c1Tt

)
, ∀ t ≥ t1 (5.2)

où ψ est donnée par :

ψ(t) =

∫ 1

t

1

φ(s)
d s, ∀t > 0 (5.3)
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Preuve. On pose

h(t) =

∫ +∞

t

φ(E(s)) d s, ∀t ≥ 0 (5.4)

de (5.1), h est bien définie et satisfait

h(t) ≤ T E(t), ∀ t ≥ 0 (5.5)

comme φ est strictement croissante alors

φ(T−1h(t)) ≤ φ(E(t)), ∀ t ≥ 0 (5.6)

d’après la définition de h

h′(t) = −φ(E(t))

en utilisant (5.6) on obtient

−h′(t) ≥ φ(T−1h(t)), ∀ t ≥ 0, (5.7)

maintenant on considère la fonction

g(t) = ψ(T−1h(t))

avec ψ une fonction définie par (5.3)

g′(t) =
−h′(t)

T φ(T−1h(t))
,

en utilisant (5.7), on obtient

g′(t) ≥ T−1

en intégrant entre 0 et t, on obtient

ψ(T−1h(t))− ψ(T−1h(0)) ≥ t

T
(5.8)

d’après (5.4) on a

h(0) =

∫ +∞

0

φ(E(s)) d s

et (5.1) donne

T−1h(0) ≤ E(0).

Comme ψ est décroissante, alors

ψ(T−1h(0)) ≥ ψ(E(0)) (5.9)

60
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les inégalités (5.8) et (5.9) donne

ψ(T−1h(t)) ≥ ψ(E(0)) +
t

T
. (5.10)

Comme φ est convexe et φ(0) = 0, alors

φ(s) ≤ s φ(1),

d’où
1

φ(s)
≥ 1

s
(φ(1))−1 s ∈ [0, 1]

en intégrant entre t et 1, on obtient

ψ(t) ≥ (φ(1))−1 log
1

t
, ∀t ∈ [0, 1]

alors

ψ(t) → +∞ quand t→ 0 (5.11)

ψ(t) ≥ ψ(t0) > 0, ∀t ∈]0, t0], t0 < 1 (5.12)

et si ψ(E(0)) + t
T
≥ 0 dans (5.10), et comme ψ est décroissante on aurra :

T−1h(t) ≤ ψ−1

(
ψ(E(0)) +

t

T

)
, ∀t ≥ −Tψ(E(0)) (5.13)

l’énergie E est décroissante, alors on peut écrire

E(γt + t) ≤ γ−1
t

∫ γt+t

t

E(s) d s.

Pour γt = ψ(E(0)) + t
T

et en utilisant l’inégalité de jensen (voir lemme 1.2.1), on

obtient

φ(E(γt + t)) ≤ γ−1
t

∫ γt+t

t

φ(E(s)) d s ≤ γ−1
t h(t),

l’estimation (5.13) donne

φ(E(γt + t)) ≤ φ−1

(
ψ−1 (γt)

T γt

)
pour t2 qui dépend de T et E(0),
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il existe c1 et t3 (qui dépend de T et E(0)) tels que :

γt ≥ c1(t+ γt), ∀t ≥ t3

ces deux dernières inégalités donnent

E(γt + t) ≤ φ−1

(
ψ−1(c1(t+ γt))

c1T (t+ γt)

)
∀t ≥ t4

avec t4 = max{t2, t3}

on pose t′ = γt + t = ψ(E(0)) + t
T

+ t

on arrive à (5.2).

Lemme 5.1.1. ([16]) Soit g : R3 → R3 une fonction continue qui satisfait les propriétés

(2.10), (2.19), (2.20) et (2.21) ainsi que la propriété suivante :

|E|2 + |g(E)|2 ≤ G(g(E) · E), ∀|E| ≤ 1 (5.14)

avec G une fonction concave strictement croissante de [0,+∞[→ [0,+∞[ et G(0) = 0,

alors il existe une suite de fonctions globalement Lipschitziennes et continues

gk : R3 → R3, k ∈ N∗

qui satisfait les propriétés (2.10)(avec la même constante que g), (2.19), (2.20) ainsi que

gk(x) · x ≥ m′|x|2, ∀x ∈ R3, |x| ≥ 2 (5.15)

|x|2 + |gk(x)|2 ≤ γG(gk(x) · x) ∀|x| ≤ 2 (5.16)

avec m′ et γ des constantes positives indépendantes de k. De plus gk satisfait

|gk(x)| ≤ |g(x)|, ∀x ∈ R3, k ∈ N∗ (5.17)

gk(x) → g(x) quand k →∞, ∀x ∈ R3 (5.18)

Preuve. On pose gk(x) = g((I + k−1g)−1(x)), ∀x ∈ R3, k ∈ N∗,

cette définition a un sens si (I + k−1g) est inversible, qui vient de la monotonie de g.

La définition de gk nous donne directement

gk(x) → g(x) quand k → +∞, ∀x ∈ R3.

• Montrons la monotonie de gk
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Pour xi ∈ R3, i = 1, 2, on pose

yi = (I + k−1g)−1(xi), i = 1, 2 (5.19)

alors

g(yi) = gk(xi), i = 1, 2 (5.20)

yi + k−1g(yi) = xi, i = 1, 2 (5.21)

y1 + k−1g(y1) = x1

y2 + k−1g(y2) = x2

la soustraction donne

k−1(g(y1)− g(y2)) = x1 − x2 − (y1 − y2), (5.22)

en utilisant le produit scalaire avec (x1 − x2) et l’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

k−1(g(y1)− g(y2))(x1 − x2) ≥ |x1 − x2|(|x1 − x2| − |y1 − y2|) (5.23)

le produit scalaire avec (y1 − y2) dans (5.22) donne

k−1(g(y1)− g(y2))(y1 − y2) = ((x1 − x2)− (y1 − y2))(y1 − y2)

alors

(g(y1)− g(y2))(y1 − y2) = k((x1 − x2)− (y1 − y2))(y1 − y2),

par suite

|x1 − x2| ≥ |y1 − y2| (5.24)

en utilisant (5.24) dans (5.23) on aura

k−1(g(y1)− g(y2))(x1 − x2) ≥ 0

et l’identité (5.20) nous permet de conclure que :

(gk(x1)− gk(x2)(x1 − x2) ≥ 0

d’où gk est monotone.

• gk globalement Lipschitzienne.

Dans l’identité (5.22), le produit scalaire avec (g(y1)− g(y2)) donne

k−1|g(y1)− g(y2)|2 = (x1 − x2)(g(y1)− g(y2))− (y1 − y2)(g(y1)− g(y2))

≤ |x1 − x2||g(y1 − g(y2))|+ |y1 − y2||g(y1)− g(y2)|.
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En utilisant (5.24), on obtient

k−1|g(y1)− g(y2)|2 ≤ 2|x1 − x2||g(y1)− g(y2))|

alors

k−1|g(y1)− g(y2)| ≤ 2|x1 − x2|,

et en utilisant l’identité g(yi) = gk(xi), on conclut que gk est globalement Lipschitzienne.

• Montrons que |gk(x)| ≤ |g(x)|. On fixe x ∈ R3, pour tout x ∈ R3 et k ∈ N∗, on pose

y = (I + k−1g)−1(x), (5.25)

alors, on a

g(y) = gk(x), (5.26)

d’où

y + k−1g(y) = x (5.27)

dans l’identité (5.27), le produit scalaire avec (g(x)− g(y)) donne

k−1g(y)(g(x)− g(y)) = (x− y)(g(x)− g(y)),

la monotonie de g nous permet d’écrire

0 ≤ k−1g(y) · g(x)− k−1|g(y)|2

d’où

|g(y)|2 ≤ |g(y)||g(x)|,

par conséquent

|g(y)| ≤ |g(x)|,

on remplace g(y) par gk(x), et on conclut que

|gk(x)| ≤ |g(x)|.

Les propriétés (2.10) et (2.20) sont satisfaites par gk avec la même constante que g, et

cela grace a la propriété (5.17).

• Montrons l’inégalité (5.15).

On commence d’abord par etablir l’inégalité suivante :

gk(x) · x ≥ g(y) · y (5.28)

64
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d’après (5.27), on a

k−1g(y) = x− y

le produit scalaire avec g(y) nous donne

k−1|g(y)|2 = g(y)(x− y) ≥ 0,

d’où

g(y) · x ≥ g(y) · y,

on conclut grace à (5.26).

On fixe |x| ≥ 2, et soit y défini par (5.25).

a) Si |y| ≤ |x|
2
, alors en utilisant (5.26) et (5.27), on obtient

k−1gk(x) · x = k−1g(y) · x = (x− y) · x,

et en utilisant la propriété |y| ≤ |x|
2
, on obtient

gk(x) · x ≥
|x|2

2
. (5.29)

b) Si |y| ≥ |x|2
2

, alors |y| ≥ 1 et en utilisant (2.21), on aura

g(y) · y ≥ m|y|2 ≥ m

4
|x|2,

l’inégalité (5.28) nous donne

gk(x) · x ≥
m

4
|x|2, (5.30)

d’après (5.29) et (5.30), gk satisfait (5.15) avec m′ = min(1
2
, m

4
).

• Il reste à montrer (5.16).

Les propriétés (2.10), (2.21) et (5.14) satisfaites par g, impliquent

|x|2 + |g(x)|2 ≤ cG(g(x) · x), ∀|x| ≤ 2 (5.31)

c est une constante qui dépend seulement de G, en effet pour 1 ≤ |x| ≤ 2, en utilisant

(2.10) et (2.21) on obtient

|x|2 + |g(x)|2 ≤ 1 + 4M2

m
g(x) · x

et on a pour

1 ≤ |x| ≤ 2

1 ≤ |x|2 ≤ 4

et

|g(x)| ≤M(1 + |x|)
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|g(x)| ≤ 6M

et comme G est concave alors on aura

z ≤ C G(z), ∀ 0 ≤ z ≤ 6M, (5.32)

(C dépend seulement de 6M)

Ces trois estimations nous mènent à (5.31) avec c = max{1, C 1+4M2

m
}.

• Pour |x| ≤ 2, soit y donnée par (5.25), d’après (5.24) |y| ≤ |x| alors |y| ≤ 2.

a) Pour |y| ≤ |x|
2
, l’inégalité (5.29) est vérifiée, de plus

|gk(x) · x| = |g(y) · x| ≤M(1 + |y|)|x| ≤ 6M

et d’après (5.32) et (5.29), on a

|x|2

2
≤ gk(x) · x, ,

d’où
|x|2

2
≤ cG

(
|x|2

2

)
≤ cG(gk(x) · x)

par suite

|x|2 ≤ 2 cG(gk(x) · x). (5.33)

b) Si |y| ≥ |x|
2
, l’inégalité (5.28) et la monotonie de G nous donne

G(gk(x) · x) ≥ G(g(y) · y),

en utilisant l’inégalité (5.31)(valable pour |y| ≤ 2), on obtient

|x|2 ≤ 4|y|2 ≤ 4 cG(g(y) · y) ≤ 4 cG(gk(x) · x), (5.34)

les estimations (5.33) et (5.34) montre que :

|x|2 ≤ γ1G(gk(x) · x), ∀|x| ≤ 2 (5.35)

avec γ1 = 2 max{C, 2c}.

Pour l’estimation de |gk(x)|2, d’après l’identité (5.26) et l’inégalité (5.31) on aura :

|gk(x)|2 = |g(y)|2 ≤ cG(g(y) · y)

à partir de (5.28) et la monotonie de G, on conclut que :

|gk(x)|2 ≤ cG(gk(x) · x), ∀x ≤ 2 (5.36)

la somme de (5.35) et (5.36) nous donne (5.16) avec γ = γ1 + c

d’où toutes les propriétés de gk sont satisfaites.
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Théorème 5.1.2. ([16]) Soit A et Ak, k ∈ N∗ des opérateurs maximaux monotones dans

un espace de Hilbert H tels que :

(I + Ak)
−1w → (I + A)−1w dans H,

pour tout w ∈ H, quand k →∞.

Soient U0, U0k ∈ H avec U0 = (u0, u1, E0, H0) et U0k = (u0k, u1k, E0k, H0k) tels que :

U0k → U0 dans H,

on a

Uk(t) → U(t) dans H, quand k →∞ ∀t ∈ R+,

d’où Uk(resp. U) est la solution de (2.1) avec la condition initiale U0k(resp. U0).

Lemme 5.1.2. Soient g1 et g2 verifiant les hypothèses du lemme2.1.6, et soit gk
2 , k ∈ N∗

une suite de fonctions satisfaisant les mêmes hypothèses que g1 et g2 telle que

gk
2(x) → g2(x) quand k →∞, ∀x ∈ R3.

Pour (u0, u1, E0, H0) ∈ H, soit (u,E,H) la solution faible unique de (2.1) et soit (uk, Ek, Hk),

k ∈ N∗ la solution faible unique de (2.1) avec gk
2 au lieu de g2, alors pour tout t ∈ R+

(uk(t), vk(t), Ek(t), Hk(t)) → (u(t), v(t), E(t), H(t)) dans quand k →∞.

Preuve. Pour tout k ∈ N∗, soit Ak l’opérateur introduit dans le lemme 2.1.6 associé au

système (2.1) avec g1 et gk
2 , d’après le théorème 5.1.2 il suffit de montrer que :

(I + Ak)
−1(f, g,G, F ) → (I + A)−1(f, g, F,G) dans H quand t→∞ (5.37)

pour tout (f, g, F,G) ∈ H.
Soient (u, v, E,H) = (I + A)−1(f, g, F,G) et (uk, vk, Ek, Fk) = (I + A)−1(f, g, F,G),

le lemme2.1.6 montre que (2.27) et (2.28) sont vérifiées ainsi que

uk = vk + f (5.38)

Hk = G− µ−1rotEk (5.39)

et tels que

a((v, E), (v′, E ′)) = ak((vk, Ek), (v
′, E ′)) ∀(v′, E ′) ∈ V, (5.40)
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avec

a((v, E)(v′, E ′)) =

∫
Ω

{v · v′ + σ(v) : e(v′)} d x

+

∫
Ω

{εE · E ′ + µ−1rotE · rotE ′ + s div(εE) · div(εE ′)} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · E − rot v · E ′} d x

+

∫
Γ

{Av · v′ + g2(v) · v′ + g1(E × ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{E × ν · v′ + v × ν · E ′} d σ,

on substitue (2.27) de (5.38) et (2.28) de (5.39) et en utilisant la propriété ε(E−Ek) est

à divergence nulle, pour montrer (5.37), il suffit de montrer que

‖v − vk‖H1(Ω)3 + ‖E − Ek‖H(rot,Ω) → 0 quand k →∞,

alors (5.40) est équivalente à

ak((vk, Ek), (v
′, E ′))−ak((v, E), (v′, E ′)) = a((v, E), (v′, E ′))−ak((v, E), (v′, E ′)) ∀(v′, E ′) ∈ V,

on a

ak((vk, Ek)(v
′, E ′))− ak((v, E)(v′, E ′)) = ak((vk − v, Ek − E), (v′, E ′))

=

∫
Ω

{(vk − v) · v′ + σ(vk − v) : e(v′)} d x

+

∫
Ω

{ε (Ek − E) · E ′ + µ−1rot (Ek − E) · rotE ′} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · (Ek − E)− rot (vk − v) · E ′} d x

+

∫
Γ

{A (vk − v) · v′ + gk
2(vk − v) · v′+

+ g1((Ek − E)× ν) · E ′ × ν}d σ

− ξ

∫
Γ

{(Ek − E)× ν · v′ + (vk − v)× ν · E ′} d σ,

a((v, E), (v′, E ′))− ak((v, E), (v′, E ′)) =

∫
Γ

(g2(v)− gk
2(v))v

′ d σ

on prend v′ = vk − v, E ′ = Ek − E, on aura
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ak((vk, Ek)(v
′, E ′))− ak((v, E)(v′, E ′)) =

∫
Ω

{|vk − v|2 + σ(vk − v) : e(vk − v)} d x

+

∫
Ω

{ε |(Ek − E)|2 + µ−1|rot (Ek − E)|2} d x

+ ξ

∫
Ω

{rot v′ · (Ek − E)− rot (vk − v) · E ′} d x

+

∫
Γ

{A |(vk − v)|2 + gk
2(vk − v) · (vk − v)+

+ g1((Ek − E)× ν) · (Ek − E)× ν}d σ

a((v, E)(v′, E ′))− ak((v, E)(v′, E ′)) =
∫

Γ
(g2(v)− gk

2(v))(vk − v) d σ

en utilisant la monontonie de g1 et gk
2 , on obtient

∫
Ω

{|vk − v|2 + σ(vk − v) : e(vk − v)} d x

+

∫
Ω

{ε |(Ek − E)|2 + µ−1|rot (Ek − E)|2} d x

≤
∫

Γ

(g2(v)− gk
2)(vk − v) d σ

d’après cauchy Schawarz’s et le théorème de trace, il existe une constante K(indépendante

de k) telle que :

‖vk − v‖H1(Ω)3 + ‖Ek − E‖H(rot,Ω) ≤ K‖g2(v)− gk
2(v)‖L2(Γ)3 ,

et comme g2 et gk
2 satisfont la propriété (2.10), on obtient alors

|g2(v)− gk
2(v)| ≤ 2M(1 + |v|).

D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

‖g2(v)− gk
2(v)‖L2(Γ)3 → 0.
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Théorème 5.1.3. Soit g1, g2 deux fonctions vérifiant les hypothèses du lemme2.1.6 ainsi

que :

|E|2 + |gi(E)|2 ≤ G(gi(E) · E), ∀|E| ≤ 1, i = 1, 2 (5.41)

où G : [0,+∞[→ [0,+∞[ est une fonction concave strictement croissante avec G(0) = 0.

On suppose de plus g2 satisfait (2.21).

Si Ω satisfait l’estimation de EE-stabilité, alors il existe c2, c3 > 0 et T1 > 0 (qui dépend

de T , deE(0) et de |Γ|) tels que :

E(t) ≤ c3G

(
ψ−1(c2t)

c2T 2|Γ|t

)
∀t ≥ T1 (5.42)

pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (2.1), où ψ est donnée par (5.3) pour φ définie

par

φ(s) = T |Γ|G−1

(
s

c3

)
. (5.43)

Preuve. Comme D(A) est dense dans H, d’après le lemme 2.1.5 et la continuité de

l’énergie par rapport aux données initiales, il suffit de montrer (5.42) pour des données

dans D(A).

Soit (u,E,H) la solution de (2.1) et on considère (y, P,Q) la solution du problème (4.4)

et (4.5) avec y(T ) = u(T ), ∂ty(T ) = ∂tu(T ), P (T ) = E(T ) et Q(T ) = H(T ) avec T > 0

suffisamment grand. A partir de (2.1) et (4.4), on peut écrire

0 =

∫
QT

{∂ty(∂
2
t u− divσ(u) + ξ rotE) + ∂tu(∂

2
t y − divσ(y) + ξ rotP )

+ ε P (∂tE − ε−1(rotH + ξ rot ∂tu)) + µQ(∂tH + µ−1rotE)

+ εE (∂tP − ε−1(rotQ+ ξ rot ∂ty)) + µH(∂tQ+ µ−1rotP )}d x d t,

0 =

∫
QT

{∂ty · ∂2
t u+ ∂tu · ∂2

t y − ∂tydivσ(u)− ∂tu · divσ(y)

+∂ty · ξrotE − ξE · rot∂ty + ∂tu · ξrotP
−P ξ · rot∂tu+ εP · ∂tE + εE · ∂t P

+µQ · ∂tH + µH · ∂tQ+H · rotP − P rotH}d x d t

en appliquant la formule de Green (intégration par parties par rapport a x), on obtient :
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0 =

∫
QT

{∂ty · ∂2
t y + σ(u) : e(∂ty) + σ(y) : e(∂tu)

+ ε(P · ∂tE + E · ∂t P ) + µ(Q∂tH +H∂tQ)}d x d t

−
∫

ΣT

{σ(u) · ν · ∂ty + σ(y) · ν · ∂tu}d σ d t

+

∫
ΣT

{(E × ν) · P + (Q× ν) · E + ξ(∂y × ν) · E + (∂tu× ν) · P}d σ d t

en utilisant les conditions au bord de (2.1) et (4.4), on obtient

0 =

∫ T

0

∫
Ω

∂t{y · ∂tu+ εE P + µQH + σ(u) : e(y)}d x d t

+

∫ T

0

∫
Γ

A∂t{y · u}d σ d t

+

∫ T

0

∫
Γ

{∂ty · g2(∂tu)− ∂tu ·K2 − P (g1(E × ν)× ν) + E ·K1}d σ d t.

En intégrant par parties sur t, et en tenant compte des conditions initiales et finales de

(2.1) et (4.4), on obtient

E(T ) = −1

2

∫
ΣT

{∂tu ·K2 − ∂ty · g2(∂tu)− (P × ν) · g1(E × ν)− E ×K1}d σ d t,

l’inégalité de cauchy schawrz’s dans R3, et la propriété (4.3) satisfaite par K1 donne :

E(T ) ≤ 1

2

∫
ΣT

{|∂tu||K2|+ |∂ty||g2(∂tu)|+ |P × ν||g1(E × ν)|+ |E × ν||K1|}d σ d t,

l’inégalité de Cauchy schawrz’s dans L2(Γ)3 nous donne

E(T ) ≤
(∫

ΣT

|∂tu|2 d σ d t
) 1

2
(∫

ΣT

|K2|2d σ d t
) 1

2

+

(∫
ΣT

|∂ty|2 d σ d t
) 1

2
(∫

ΣT

|g2(∂tu)|2 d σ d t
) 1

2

+

(∫
ΣT

|P × ν|2 d σ d t
) 1

2
(∫

ΣT

|g1(E × ν)|2 d σ d t
) 1

2

+

(∫
ΣT

|E × ν|2 d σ d t
) 1

2
(∫

ΣT

|K1|2 d σ d t
) 1

2

(5.44)

l’estimation (4.12) et les conditions y(T ) = u(T ), ∂ty(T ) = ∂tu(T ), P (T ) = E(T ),

Q(T ) = H(T ) donnent
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∫
ΣT

{|F × ν|2 + |G× ν|2 + |∂tv|2 + |∂tw|2}d σd t ≤
1

(1−
√
d)2

E(T )

cette estimation, la définition de y = w− v, P = G−F , (4.9) et (4.10) nous donnent∫
ΣT

|Ki|2d σ d t ≤
2

(1−
√
d)2

E(T ) i = 1, 2

∫
ΣT

|P × ν|2d σ d t ≤ 2

(1−
√
d)2

E(T )

∫
ΣT

|∂ty|2d σ d t ≤
2

(1−
√
d)2

E(T )

on insère ces estimations dans (5.44) on arrive à

E(T ) ≤ c4

∫
ΣT

{|g2(∂tu)|2 + |∂tu|2 + |g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σd t, (5.45)

il reste à estimer le coté droit de l’inégalité (5.45),

on pose

Σ+
T = {(x, t) ∈ ΣT | |E(x, t)× ν(x)| > 1}

Σ−
T = {(x, t) ∈ ΣT | |E(x, t)× ν(x)| ≤ 1}

d’après les propriétés (2.10) et (2.21) on a

|g1(E)|2 ≤ |g1(E)|M (1 + |E|) ≤ 2M |g1(E)||E|

≤2M

|E|
|g1(E)||E|2 ≤ 2M

m

|g1(E)|
|E|

g1(E) · E

≤2M2

m

(
1 + |E|
|E|

)
g1(E) · E ≤ 4M2

m
g1(E) · E

alors ∫
Σ+

T

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤ c5

∫
Σ+

T

(E × ν) · g1(E × ν)d σ d t

avec c5 une constante positive.

En utilisant l’identité (2.38) et la propriété g1(ξ) · ξ ≥ 0, on obtient∫
Σ+

T

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤ c5(E(0)− E(T )), (5.46)
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d’après l’inégalité (5.41) satisfaite par g1, on obtient∫
Σ−T

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤
∫

Σ−T

G((E × ν) · g1(E × ν))d σ d t,

l’inégalité de jensen’s nous donne :∫
Σ−T

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤ |ΣT |G

(
1

|ΣT |

∫
Σ−T

(E × ν) · g1(E × ν)d σ d t

)
,

l’identité (2.38), la propriété g1(ξ) · ξ ≥ 0 et la monotonie de G nous donne

∫
Σ−T

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤ |ΣT |G
(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
. (5.47)

De la même façon, on montre que∫
ΣT

{|g1(E × ν)|2 + |E × ν|2}d σ d t ≤ c6

(
E(0)− E(T ) + |ΣT |G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

))
(5.48)

avec c6 une constante positive.

Les estimations (5.46), (5.47) et (5.48) dans (5.45) donne

E(T ) ≤ c7

(
E(0)− E(T ) +G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

))
avec c7 une constante positive qui dépend de T et |Γ|

on a
E(0)− E(T )

|ΣT |
= α

E(0)

|ΣT |
avec

0 ≤ α =
E(0)− E(T )

|ΣT |
≤ 1

comme G est concave et G(0) = 0, on obtient

G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
≥ E(0)− E(T )

E(0)
·G
(
E(0)

|ΣT |

)
d’où

E(0)− E(T )

|ΣT |
≤ E(0)

|ΣT |
G

(
E(0)

|ΣT |

)−1

G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
.
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• Si E(0)
|ΣT |

≤ 1, la concavité de G et G(0) = 0 donnent

G

(
E(0)

|ΣT |

)
≥ E(0)

|ΣT |
·G(1)

alors

E(0)− E(T )

|ΣT |
≤ (G(1))−1G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
(5.49)

• Si E(0)
|ΣT |

> 1, comme G est strictement croissante ,alors

E(0)− E(T )

|ΣT |
≤ E(0)

|ΣT |
(G(1))−1G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
. (5.50)

Des deux estimations (5.49) et (5.50), on déduit l’estimation

E(0)− E(T )

|ΣT |
≤ max

(
E(0)

|ΣT |
, 1

)
(G(1))−1G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
qui s’écrit

E(0) ≤ c3G

(
E(0)− E(T )

|ΣT |

)
, (5.51)

où c3 est une constante positive qui dépend de T, E(0), |Γ|. En appliquand l’estimation

(5.51) sur [t, t+ T [ au lieu de [0, T ] on obtient

E(t) ≤ c3G

(
E(t)− E(t+ T )

|ΣT |

)
=
(
φ−1(E(t)− E(T + t))

)
∀t ≥ 0 (5.52)

où φ est définie par :

φ(s) = T |Γ|G−1

(
s

c3

)
et c3 dépend de T , E(0) et |Γ|
d’où

φ(E(t)) ≤ E(t)− E(t+ T )

en intégrant entre S et N on obtient

∫ N

S

φ(E)d t ≤
∫ N

S

E(t) d t−
∫ N

S

E(t+ T ) d t

74
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on a ∫ N

S

φ(E(t))d t ≤
∫ N

S

E(t) d t−
∫ N+T

S+T

E(t) d t

=

∫ S+T

S

E(t) d t−
∫ N+T

N

E(t) d t

≤TE(S)− TE(N + T )

≤ TE(S)

d’où ∫ N

S

φ(E(t))d t ≤ TE(S)

en faisant tendre N vers ∞, on obtient :∫ +∞

S

φ(E(t)) d t ≤ TE(S) , ∀S ≥ 0

on conclut grâce au théorème 5.1.1.

Si g2 n’est pas globalement Lipschitzienne, d’après le lemme 5.1.1 il existe une suite de

fonctions continues globalement Lipschitziennes gk
2 , k ∈ N∗ qui satisfait (2.10), (2.19),

(2.20) et (2.21) pour |x| ≥ 2 ainsi que (5.14) pour |x| ≤ 2 avec Ĝ au lieu de G (Ĝ est

multiple de G (indépendant de k)).

Pour tout k, soit (uk(t), Ek(t), Hk(t)) la solution de (2.1) avec g2 remplacée par g2
k.

En appliquant cet argument pour chaque k on obtient l’estimation

Ek(t) ≤ c3

(
ψ−1(c2 t)

c2 T 2|Γ| t

)
, ∀t ≥ T1 (5.53)

où Ek(t) désigne l’énergie de (uk(t), Ek(t), Hk(t)), les constantes et les fonctions G et ψ

sont indépendantes de k et on conclut grace au lemme 5.1.2 qui montre que

(uk(t), vk(t), Ek(t), Hk(t)) → (u(t), v(t), E(t), H(t)) dans H quand k → +∞, ∀t ∈ R+.

5.2 Cas particuliers

Exemple 1. Si on suppose que gi, i = 1, 2 vérifient (2.10), (2.19), (2.20), (2.21) et (5.41)

ainsi que :

x · gi(x) ≥ c|x|p+1, pour i = 1, 2 ∀|x| ≤ 1,

|gi(x)| ≤ c′|x|α, pouri = 1, 2 ∀|x| ≤ 1,

où c, c′ sont des constantes positives, α ∈ (0, 1] et p ≥ α. Alors en faisant le choix
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G(x) = x
2

q+1 et q =
p+ 1

α
− 1

on trouve :

a) Si p = α = 1, alors q = 1 et G(x) = x, alors ψ−1(t) = exp−t, on obtient donc une

décroissance exponentielle.

b) Si p+ 1 ≥ 2α alors ψ−1 = t
2

1−q , on obtient une décroissance de l’ordre t−
2α

p+1−2α

Exemple 2. Supposons que gi(ξ) = exp
(
− 1
|ξ|2p

ξ
|ξ|2

)
pour i = 1, 2 et |ξ| assez petit et pour

p > 0. Alors

ξ · gi(ξ) = h(|ξ|2), pour i = 1, 2 , |ξ| assez petit,

avec h(x) = exp
(−1

xp

)
vérifiant les conditions suivantes :

ξ · gi(ξ) ≥ h(|ξ|2), |gi(ξ)| ≤ c1|ξ|α, pour i = 1, 2 ∀|ξ| ≤ 1 (5.54)

où c1 est une constante positive, α ∈ (0, 1] et h est une fonction de [0, 1] → R continue,

strictement croissante et convexe telle que :

lim
s∈0+

h(x)

xα
= 0, si α = 1 (5.55)

d’après la condition (5.41) on a pour α = 1

|gi(ξ)|2 ≤ c21|ξ|2 , pour i = 1, 2∀|ξ| ≤ 1

ceci implique que :

|ξ|2 + |g(ξ)|2 ≤ (1 + c21)|ξ|2

et comme h est une fonction croissante et convexe sur [0, 1], alors h−1 est concave et

G(h(x)) = (1 + c21)x

ceci équivaut à dire que :

G(x) = c h−1(x), où c = (1 + c21) est une constante positive

d’où

h−1(x) =
1

| log x|
1
p

ce qui entraine que

G(x) =
c

| log x|
1
p

où c est une constante positive. En appliquant le théorème 5.1.1, on obtient une

décroissance de la forme

E(t) ≤ c

| log t|
1
p

.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité du système de l’élasto-magnétisme

par des feedbacks non linéaires. Nous avons abordé, dans un premiers lieu, l’existence

l’unicité et la régularité des solutions en utilisant la théorie des opérateurs non linéaires.

Nous avons ensuite donné une équivalence entre l’estimation de EE-stabilité et la stabilité

exponentielle du système linéaire associé à notre système.

A partir du principe de Russell et du principe de Liu, nous avons montré que la stabilité

exponentielle du système linéaire est une condition suffisante pour obtenir la stabilité du

système non linéaire.

On peut envisager comme perspective de remplacer la condition de Neumann dans le

système de l’élasticité par une condition de type Ventcel.
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