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Introduction

Ce mémoire est consacré a 'étude d'un article de S.NICAISE [27], portant sur la
stabilité du systeme de 1’élasto-magnétisme, par des feedbacks frontieres non linéaires.
Soit Q un ouvert non vide et borné dans R3, de frontiere lipschitzienne T'.

Soient g; : R3 — R3, (i = 1,2), des fonctions continues et vérifiant :

9:(0) =0, (1)

il existe une constante M > 0, telle que pour tout E € R?,
|9:(E)] < M(1+ |E]), (2)
il existe une constante m > 0, telle que pour tout £ € R3, |E| > 1,

9:/(E) - E >m|E[?, (3)

ainsi que la condition de monotonie :

(9i(E) = gi(F)) - (E~F) >0, VE,F € R*. (4)

On considere le systeme de 1’élasto-magnétisme suivant :

[ 92u — divo(u) + Erot E = 0, dans Q := Qx]0, +o0f
ey —rot H — £rot Oyu = 0, dans @Q
woH +rot B =0, dans @
div(e E) = div(u H) = 0, dans @ (5)
Hxv+Eouxv+g(Exv)xv=0, sur X := I'x]0, oo
o(u) v+ Au+ g2(0u) =0, sur ¥
| u(0) = uo, du(0) = w1, E(0) = Eo, H(0) = Ho, dans .



Ce systeme modélise le couplage entre le systeme de Maxwell et le systeme de 1élasticité,
dans lequel :

- E(z,t),H(x,t) et u(z,t) désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique
et le champ déplacement en chaque point z et a 'instant ¢,

- ¢, u désignent respectivement la permitivité électrique et la perméabilité magnétique,
supposées positives et dans L>(€).

- 0(u) = (04(u))} =, est le tenseur symétrique des contraintes défini par :
oij(u) = aijriexn(v)

(ici et dans toute la suite, on utilisera la convention de sommation d’Einstein sur
les indices répétés) ou
e(u) = (ej(u)?;_, est le tenseur des déformations linéarisé donné par :

1 Ou; Ou,
(W) =505, + o5,
j 7

et (aijri)ij=123 sont des fonctions de classe C*(Q), satisfaisant a la condition de
symétrie :
Qijkl = QAjikl = Qklij

et la condition d’ellipticité :
QijiNij kL = O \ij\ij (6)

pour tout tenseur symétrique (\;;) et o > 0, divo(u) est le champ de vecteurs défini
par :

divo(u) = (9;045(u))3_,.

- v désigne le vecteur normal exterieur a I,
- A est une constante positive,
- & est une constante positive représentant le parametre de couplage magnéto-élastique.

On note que si & = 0, le systeme (5) se découple en deux systémes indépendants : le
systeme de 1'élasticité et le systeme de Maxwell.

L’étude de la controlabilité du systeme de ’élasto-magnétisme avec condition au bord de
type Dirichlet est faite dans [14].

Le but de ce travail est d’adapter les résultats récents sur le systeme de Maxwell [9, 15, 25,
28], et sur le systeme de 'élasticité [1, 4, 11] pour étudier le systeme couplé (5). Il s’agit
d’obtenir une estimation de I'énergie du systeme non linéaire (5) (stabilité), en faisant des



hypotheses sur g; et g9, et en se basant sur I'estimation de EE-stabilité, qui est équivalente
a la décroissance exponentielle de I'énergie du systeme linéaire.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelques notions de
base d’analyse fonctionnelle.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie I'existence, I'unicité et la régularité de la solution,
en utilisant la théorie des opérateurs non linéaires.

Dans le troisieme chapitre, on donne une équivalence entre la stabilité exponentielle du
systeme linéaire (g1(§) = g2(§) = &) associé au systeme (5), par des feedbacks frontieres
linéaires et ’estimation de EE-stabilité.

Dans le quatrieme chapitre, on déduit des résultats de controlabilité exacte du systeme
linéaire, en utilisant le principe de Russell.

Dans le cinquieme chapitre, on donne une estimation de I’énergie de (5), en utilisant
le principe de Liu [24], (basé sur le principe de Russell) et une inégalité intégrale. On
construit pour cela une suite particuliere de fonctions globalement Lipschitzienne g, qui
approche la fonction go (non globalement Lipschitzienne).

Le résultat principal de ce mémoire est le théoreme suivant :

Théoréme 0.0.1. Soient g; et go deux fonctions continues, vérifiant les hypothéses (1),
(2), (3) et (4) ainsi que :

|E* + |g:(E)]? < G(g:(E) - E), V|E|<1, i=1,2 (7)

ot G : [0,400[— [0, +00[ est une fonction concave strictement croissante avec G(0) = 0.
Si Q satisfait 'estimation de EE-stabilité, alors il existe deux constantes positives ca, c3
et un temps Ty > 0 (qui dépend de T,E(0) et |I'|) tels que :

Y (cat)
pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (5), ou(t) = [~ % ds, Yt >0 pour ¢ définie
par
o) =iriG (2] )

On termine par donner quelques cas particuliers de décroissance de ’énergie, a noter,
décroissance exponentielle, polynomiale et logarithmique.



Rappels et définitions

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 L’espace LF(2) (1 <p< )

Définition 1.1.1. Soit Q0 un ouvert de R™.
a) On désigne par LP(Q) l'espace des (classes de) fonctions f définies et mesurables
sur €2 a valeurs dans R telles que :

/Q|f(x)|p dr < +oo. (1.1)

Les intégrales sont prises au sens de Lebesque.
L’espace LP(2) muni de la norme :

I Flioey = ( / |f<w)lpdw); (1.2)

b) On désigne par L>(Y) l’espace des (classes de) fonctions f définies, mesurables et

est un espace de Banach.

bornées presque partout sur €.
L’espace L*>()) muni de la norme :

1fll(@) = sup ess|f(z) (1.3)

est un espace de Banach.



Chapitre 1 Rappels et definitions

Si p =2, I'espace L*(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) poien = / £(x) g(x) da. (1.4)

Inégalité de Cauchy-Schwarz ([5])

Soient f et g dans L*(Q2). On a alors

IRRLE (/Q|f|2das)é (/Q|g|2dx)5. (15)

Inégalité de Young ([5])

Pour tous réels a et b et pour tout réel > 0, on a

0 1
lab| < 5|a|2 + %|b|2. (1.6)

1.1.2 L’espace de Sobolev W"?((Q2)

Soit €2 un ouvert non vide de R", m € Net 1 < p < cc.

Définition 1.1.2. On définit ’espace de Sobolev

WmP(Q) = {u € LP(Q), D*u € LP(Q), |a| < m} (1.7)
ot on a posé pour tout multi-index o = {ay, ..., a,} € N,
olal
Doy ——2% oy lal = a1 +as+ -+ + .

[e3]
Oz) ... 0

C’est un espace de Banach pour la norme :

fllp = [ S0 / Deup | (18)

laj<m

» Pour p = 2, on remplacera la notation W™?2(Q) par H™({2). On remarquera c’est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U, ) = D%u(x) D% (z) dx (1.9)
Zh

et la norme associée est

N|=

lallm = lfullmz = | D 1D%ullf2qy | - (1.10)

laf<m
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Chapitre 1 Rappels et definitions

» On a les inclusions suivantes :
H™MN Q) c H™(Q) C--- C H(Q) C H'(Q) = L*(Q).

On a le théoreme de densité suivant :

Théoreme 1.1.1. D(Q) = {ug,u € D(R")} est dense dans H™(S2).

1.1.3 Théorémes de traces

Lorsque u est une fonction de L*(2) ot © est un ouvert de R, on ne peut pas considerer
la restriction de la fonction & un ensemble de mesure nulle, car les fonctions de L*(2) sont
justement définies a un ensemble de mesure nulle pres.

En revanche, les fonctions des espaces de Sobolev sont plus régulieres que les fonctions L2,

n
2
Nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire que la fonction ait un représentant continu,

par exemple lorsque m > 2, les fonctions de H™(€2) admettent un représentant continu.
pour que l’on puisse considérer sa restriction a I' = 9.
C’est ce que nous appellerons la trace de la fonction sur le bord du domaine.

Proposition 1.1.1. 5i Q est un ouvert borné, lipschitzien alors l’application :
D(Q) — O(T)
u — ulr,

se prolonge en une application linéaire et continue de H'(Q) dans L*(T).
Ce prolongement est appelé opérateur de trace, noté ~g.

Définition 1.1.3. Soit Q un ouvert borné, lipschitzien. On désigne par Hy(2) le noyau
de ~o défini par
H}(Q) ={ue H(Q),vu =0 sur T'}. (1.11)

Théoréme 1.1.2. D(Q) est dense dans H} ().

Remarque 1.1.1. Toute forme linéaire continue sur Hi*(Q2), s’identifie a une distribution
sur Q. On désigne par H=™(Q) Uespace dual de HJ*(Y) par cette identification. On a alors

H' () — L*(Q) — H™(Q).

Définition 1.1.4. L’espace image de 7y, noté H%(F), est un espace de Hilbert pour la

norme :
You=p

Théoreme 1.1.3. Sous les hypothéses de la proposition 1.1.1, Iapplication u — You est
linéaire, continue et surjective de H'(Q) — Hz(T).
Théoreme 1.1.4. (de Relévement) Soit Q0 un ouvert borné, lipschitzien. Alors pour tout

pe Hz(T), il existe u € H(Q) tel que ur = et

[ully < Cllgedl, (1.13)

2(r)’



Chapitre 1 Rappels et definitions

1.1.4 Espaces de Sobolev fractionnaires

Soit s € R.

Définition 1.1.5. (Espace de Sobolev fractionnaire sur R™).
On définit pour s > 0, l’espace de Sobolev fractionnaire d’ordre s sur R™ par

H*(R™) = {u € L*(R"), telle que: [a(&)2(1 + |€)%)* d€ < oo}, (1.14)
R

ot u désigne la transformée de Fourier de uw. On définit pour s < 0, [’espace de Sobolev
fractionnaire d’ordre s sur R™ par

n

HY(R™) = {u € S'(R™), telle que / GERA + €P) de < oo}, (115)

ou S'(R™) désigne 'espace dual de S(R™) : espace des fonctions infiniment différentiables
sur R™.

Muni du produit scalaire :

(oo = [ €)1+ 6P e (1.16)

I'espace H*(R") est un espace de Hilbert, et la norme associée est notée par :

1

fulla-n = ( [ TOPQ+ ey ag) (117

Théoréme 1.1.5. Si s est un entier naturel, alors H*(R™) coincide avec l'espace de
Sobolev W*2(R™). De plus, les normes définies par (1.10) et (1.17) sont équivalentes.

Théoréme 1.1.6. Pour s > 0, l'espace H*(R™)" coincide avec l'espace dual de H*(R™).

Proposition 1.1.2. D(R") est dense dans H*(R"), pour tout s € R.

Espaces de Sobolev d’ordre réel sur un ouvert de R"

Soit  un ouvert borné non vide de R".
Sans conditions de régularité sur la frontiere 02 = I', on peut définir des espaces de
Sobolev d’ordre non entier, en utilisant la notion d’espaces intermédiaires.
Soit s > 0 un nombre non entier et m > s un entier naturel. On appelle espace de Sobolev
d’ordre s > 0 sur €2, l'espace noté H*(2) et défini par :

HY(Q) = [H(Q), H"(Q)],_. . (1.18)

m



Chapitre 1 Rappels et definitions

Théoréme 1.1.7. Soit Q2 un ouvert borné de R™, dont la frontiére 0 = T" est une variété
de classe et C* tel que : Q) est localement d’un seul coté de T'. Alors, pour tout s < k, on
a:

H*(Q) =A{ulg,u € H*(R")} (1.19)

et ’équivalence des normes :

|| - ||[Hm(Rn)7H0(Rn)hi% et u— inf{||U||gs@mn) : U = u p.partout sur Q}. (1.20)
De plus, si0 < s <k ona:

D(Q) dense dans H*(2).

Espaces de Sobolev sur le bord d’un ouvert {2 borné de R"

Soit 2 un ouvert borné de R"™, dont la frontiere 9 = I' est une variété de classe C*
de dimension n — 1. Soit (U;);er un recouvrement ouvert de 2.
On appelle partition de I'unité de classe C* subordonnée au recouvrement (U;);cs, une
famille de fonctions («;)icr de classe C*(2) a valeurs positives ou nulles, indexée par le
meéme ensemble d’indices I, et vérifiant les conditions suivantes :

e Pour tout i € I, supp(c;) C Uy;

e Pour tout compact K CC (), il existe une partie finie Jx C I telle que pour tout
1€l —Jg,onaag=0;

e Pour tout z € ,>,_; ai(x) = 1.

On montre que pour tout ouvert O C R”, il existe pour chaque recouvrement ouvert
(Ox)xea et une partition de 'unité (gx)rea subordonnée a ce recouvrement.
On suppose que ouvert  est borné. L’ensemble Q = QUI est une partie compacte de R".
De tout recouvrement ouvert (U;);cs, on peut alors en extraire un sous recouvrement fini
(Uik)ke(1, my- Soit (O))jeqi,... py une famille finie d’ouverts de R™ recouvrant en particulier
la frontiere I' = 0N et telle que pour tout j € {1,---,p}, il existe une application ¢; de
classe C*° : dont ’application réciproque :

-1
U — O;
v - . (1.21)
Yy—¥; (y) ==z
est aussi de classe C* et vérifie :
0;(0;,NQ)={yeU:telque:y, >0} =U;, (1.22)

9



Chapitre 1 Rappels et definitions

0;i(0;NT) ={yeR":y €U :tel que:y, =0} =", (1.23)

0;(O;NR"-Q))={yeU:telque:y, <0} =U_. (1.24)
De plus, si O; N O; # 0, il existe un homéomorphisme J; ; indéfiniment differentiable a
Jacobien positif telle que :

Jz‘,j . g&l(Oz N OJ) — QOJ(OZ N O])
(1.25)
Jislei@) = p3(@) Vo € 0N 0;.
En associant au recouvrement fini par les ouverts (O;);eq1,... py de R", la famille finie des

traces (O; N L) eq,.. py de R™ sur I', on obtient un recouvrement de I' par des ouverts de
I', auquel on peut subordonner une partition de I'unité (¢;);eq,... py sur I' vérifiant :

supp(p;) C O; NI et ;€ D(I') Vje{l, - ,p}, (1.26)
P

Z(pj(q:) =1 Vax el (1.27)
j=1

ou D(I")désigne 'espace des fonctions de I' — R indéfiniment différentiable a support
compact contenu dans I'. Ainsi toute fonction u : I' — R définie (p.p) sur I" se décompose
d’apres (1.27) comme suit :

p
u(z) = Zaj(a;) -u(x) presque partout sur T (1.28)
j=1

La fonction («; - u) Ogoj_l est a support compact dans ¢;(O;NI") ={y € U : tel que : y,, =

0}.

Elle se prolonge par 0 en une fonction définie sur RZfl =R x {0}.

On définit alors I'application continue notée ¢7 : LYT) — LYR"™!) qui & tout élément
u € L'(7) associe I'élément de ¢%(u) € L'(R"") défini de R*~" dans R par :

(- w) o 5 - syt 0) st (05 o) <1

0 si(Xrty?) >1

(ylv e 7yn71) = ¢;(u)(y17 e 7yn71) =

(1.29)
L’application :¢% : D(I') — D(R"") est linéaire continue et de plus :
n—1
v e DR"™) et supp(v) C {y e R" (Z |y|2> <1} =3ue D) tq : ¢j(u) =v

i=1

(1.30)

ou encore :
(@)~ (v) =u (1.31)

Signalons enfin la continuité de I'application :

¢; : D'(T) — D'(R" ™).

10



Chapitre 1 Rappels et definitions

I’espace H*(I")
Définition 1.1.6. Soit s € R. On appellera espace de Sobolev d’ordre s sur I', l’espace
noté H*(T') et défini par :

H*(T) = {u € L*() tel que: ¢}(u) € H*(R"') Vje{l,--- ,p}} (1.32)

muni de la norme :

]

Hs(T) = (Z H@(W’
j=1

Remarque 1.1.2. La définition (1.32) ne dépend pas du choiz des cartes locales (O, ;) e, p}

zs(Rn1)> , Yue€ H (D) (1.33)

et de la partition de l'unité (¢;)jeqi, p}-

La norme || - ||gsry, par contre dépend du choix du systéeme (Oj, 0;, ;) eq,.. py mais les

différentes normes sont équivalentes.

Muni de chacune des normes définie par un systeme (Oj, p;, ;) jef1, p}, ON VETIfie que
Uespace H*(T') est un espace de Hilbert.

En identifiant H°(T') avec son dual, on montre que l'espace dual (H*(T')) n'est autre que
I’espace de Sobolev d’ordre —s sur T’ :

(H*T)) = H™*(T) Vs €R. (1.34)

1.1.5 Espaces de Sobolev des distributions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert séparable, et T' un nombre réel strictement positif.

Distributions vectorielles

Définition 1.1.7. On appelle espace des distributions vectorielles sur]0,T[ a valeurs dans
H, et on note D'(]0,T[;’H), Uespace des applications linéaires, continues de D(]0,T[) a
valeurs dans 'H :

D'(10,T[; H) = £(D(J0,T[; H)) -
L’espace L?(0,T;H)

Définition 1.1.8. On désigne par L?(0,T;H), l’espace des (classes de) fonctions mesu-
rables de [0,T] dans H, telles que :

1
T 2
ol = ([ Tulfr) < oo (1.35)
0

Proposition 1.1.3. Si H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)3, alors
L?*(0,T;H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(1) L20770) = /0 (u(t), v(t))2 dt. (1.36)

11



Chapitre 1 Rappels et definitions

Les espaces H™(0,T;H),m € N*
Définition 1.1.9. Pour m > 1, on définit l’espace
H™0,T;H) = {u e L*0,T;H);u® € L*(0,T;H),Vk € N,k < m};

(les dérivées étant prises au sens des distributions).
On munit H™(0,T;H) de la norme

2

[[wll zmio 7y = <Z||Uk||L2(o,T;H)) - (1.37)
k=0

Proposition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (-,-)y.
L’espace H™(0,T;H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

m T
(U, V) m(o,riH) = Z/ (u® v ®)) x at. (1.38)
k=0 "0

» Soient V' et H deux espaces de Hilbert, de normes respectives |||y et ||||» tels que
V' s’injecte continiment dans H, et V dense dans H. En identifiant H a son dual, on
obtient V — H — V',
Soit alors v € L*(0,T;'H) tel que % € L*(0,T;V").
On montre alors qu’apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la

fonction ¢t — v(t) est continue de [0,7] — H.

1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Opérateurs différentiels usuels

Définition 1.2.1. Soient Q un ouvert de R3, ¢ une fonction scalaire définie sur Q
réguliere, et u = (uy,ug, uz) une fonction vectorielle définie sur Q2 et a valeurs R3, o1, pour
1 = 1,2,3, les u; sont des fonctions scalaires régulieres. On désigne respectivement par
V, div, rot et A les opérateurs différentiels gradient, divergence, rotationnel et laplacien
définis par :

Vo= (32,22, 2¢

9y Oxy’ Oxs”’
3
ou,
d. — . — (2
ivu=V-u ;axi’

Vu = (Vul, VUQ, VUg),

12
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8U3 8’&2 8“1 8u3 8u2 aul

tu=VAu= - -
o VAu (8.1'2 8373’ 81'3 8513'1’ 8:61 8952

et

» L’opérateur rot apparait comme son propre transposé formel. Plus précisément, on

(rotu, ¢) = (u,rot ) , Yu € D'(Q)*,Vp € D(Q)*.

L’espace H (rot, ()
On considere 'espace
H(rot, Q) = {u € L*(Q)* rotu € L*(Q)*}
doté du produit scalaire
(U, V) H(rot,0) = (U, V) 2(0)3 + (rotu, T0tV) 12103,

et de la norme associée :

N

1wl Bot,0) = <HUH%Z(Q) + [[rot UH%?(Q))
Théoréme 1.2.1. D(Q) est dense dans H(rot, §2).

On a la formule de Green sur H (rot,2) (voir [10]) :

VE € H(rot,Q), Yo € HY(Q)? /

rotE-vdx:/rotv-E— (E X v,v)_
Q Q

1
3

Si de plus £ x v € L*(T)3, on aurra :

/rotE-vdx:/rotv-E—/ExV-vda.
Q 0 r

1.2.2 Equations de la mécanique en élasticité linéaire

D=

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

Soit 7" > 0. On considére un solide occupant a un instant ¢ €]0,T’[ dans I'espace R3

un volume €2, supposé un ouvert, borné et a frontiere 92 = I'. On suppose que ce solide

n’ est soumis qu a des forces de surface de densité g = (¢;)i=123 (ou1 g; : I'x]0, T[— R).
Sous leffet de ces forces, le solide se déplace. On note u(M,t) = (u;)i=123 le vecteur

déplacement au point M € 2 a Uinstant ¢ avec w; : 2x]0,T[— R.

15



Chapitre 1 Rappels et definitions

Loi de comportement
On désigne par e(u) = (e;j(u))1<ij<s le tenseur de Green des déformations linéarisé
associé au champ de déplacement u = u; ou

L= 1<au3 + %
ez] n 2 8x, 8xj

), 1<ij<3. (1.43)

On note o(u) = (0;;(u))1<i j<s le tenseur symétrique des contraintes. La loi de compor-
tement du materiau que 'on considére dans ce travail, est celle de 'elasticité linéaire

anisotrope qui se traduit par
3

Uz‘j = Z aijklekl(u). (144)

k=1
Les coefficients a;j; sont supposés de classe CQ(Q) et vérifiant la condition de symetrie
Qijkl = Aklij = Qjikl, (145)
et la condition d’ellipticité : il existe une constante o > 0 telle que
@ijiNij kL = Qi Aij (1.46)

pour tout x € {2 et tout tenseur symétrique A = (\;;)1<ij<s.
Le probleme de ’élasticité linéaire est : trouver un champ de déplacement wu, vérifiant le
probleme aux limites suivant :

0?u — dive(u) = 0,
U(”) v=4g,
u(0) = ug, dpu = uy.

Inégalité de Korn ([8])

Il existe une constante positive C (dépendant seulement du diametre de §2) telle que
pour tout u € H*(Q)?

ou;
Z [ ”L2(Q <G Z lleij (w172 (q)- (1.47)

4,j=1 1,j=1

Inégalité de Poincarré ([8])

Il existe une constante positive Cy (dépendant seulement du diametre de ) telle que
pour tout u € Hy ()

Ou 2 (1.48)

[u]|72() < Co

14
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Inégalité de Jensen ([9, 31])

Lemme 1.2.1. soit f € L'(I) (ou I C R est une partie mesurable et long(I) := [, dx <
o0) et tel qu’il existe a et b, pour lesquels a < f(x) < b pour tout x € I(les cas a = —o0
et b = +o00 ne sont pas exlus). Soit v une fonction conveze sur |a,b[, alors :

¢ (g [[F0)00) < G [(00 ) d (1.19)

Remarque 1.2.1. On sait que ¢ est concave si et seulement si (—p) est conveze. L’inégalité
de Jensen pour les fonctions concaves ¢ est alors :

l(m;m /Iw(f(x))dx <y (lon;([) /If(x)dx) . (1.50)

On a le lemme de densité suivant :

Lemme 1.2.2. On considére l’espace
V(Q) = {u e H'(Q)? dive(u) € L*(Q)*}, (1.51)

munt de la norme X
3

fulbvay = (Jl oy + v () o (152
D(Q) est dense dans V().

Preuve. Soit u € V(Q). Posons f = u —diveo(u). On a f € L*(Q)? car u € H'(Q)? C
L*(Q)3 et divo(u) € L*(Q)3.

Comme D(Q)? est dense dans L*(Q)? et D(T')3 est dense dans H2 (D)3, il existe alors deu
suites {fi} et {gn} telles que : pour tout f € D(Q)? et g € D(I')® avec

fe — f dans L*(Q)*

et
gr — ulr dans H%(F)S.

Soit uy la solution du probleme

u — divo(ug) = fr  dans §2

uglr = gx  sur D

d’otl
(up — u) — (divo(ug) —u) = fr — f dans 2
up —ulp = g —u sur L.

15
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On a alors
e =l < C 1= Fllizps + o = ulell, 3 0

D’ot up, — u dans H'(Q)2. Par conséquent divo(uy) — divo(u) dans L*(Q2)3 et u, — u
dans V(£2).

1.2.3 Projection orthogonale

Théoreme 1.2.2. Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H réel, soit
x € H, alors il existe un élément unique xog € K tel que

— = inf ||z — ) 1.53
L’élément xqg = Px, xy est la projection de x sur K.

Proposition 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert, V un sous espace fermé sur H etu € H.
Alors il existe un unique ug € V' tel que

(u — ug, p)x = 0 pour tout p €V, (1.54)
qu’on note ug = Pu. on a P € £(H,V),V = P(H).

1.2.4 Problémes variationnels

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni de la norme || - || et soit a(-, -) une forme
biliniéaire continue sur H et f € H' (H' le dual de H).
La forme bilinéaire a(-,-) est dite continue sur H x H, s’il existe M > 0 telle que pour
tout u, v € H

|a(u, v)] < Mllulls - [|v]l,
et elle est dite coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que : pour tout v € ‘H

la(v, v)] > ¢llvll3.

Lemme 1.2.3. (Lax-Milgram) ([5])
Soit a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors pour tout f € H', il
existe un unique u € H tel que : pour tout v € H :

CL(u? U) = <f7 U>7‘i’><H7

ot le crochet (-, Yy désigne la dualité entre H et H'. Si de plus, la forme bilinéaire a
est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

uecH et %a(u,u) — (i) = min {%a(v,v) - <fav>H’><H} :

16
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Ensemble résolvant d’un opérateur linéaire non borné

Définition 1.2.2.
(A€ C tel que A— N : D(A) — R(A — XI) est surjective, (a) )

p(A) = < ]l < ¢||Av — M|l Yo € D(A) et (D)

R(A — \I) dense dans H (c)

Spectre et valeurs propres d’un opérateur linéaire non borné

Définition 1.2.3. On appelle spectre de l'opérateur A, l’ensemble noté o(A) défini par :

g(A) =C—p(A).

L’ensemble des valeurs \ € C vérifiant les conditions (a) et (c) est appelé spectre continu
de lopérateur A. On le notera o.(A). L’ensemble des valeurs \ € C pour lesquelles Ry(A)
existe mais n’est pas a domaine dense est appelé spectre résiduel de l'opérateur A et on
le notera : 0.(A). Lorsque l'opérateur A — X\ : D(A) — R(A — \I) nest pas injectif, on
dira que X\ est une valeur propre de A et on écrira A € VP(A). Il existe alors u € D(A)
tel que : u # 0 et A(u) = Au. Et on appellera espace propre associé a A, l'espace défini
par N(A— X ) = {u € A tel que Au — Au = 0}.

1.2.5 Rappels sur les opérateurs non linéaires

Définition 1.2.4. Soit H un espace de Hilbert réel, muni du produit scalaire (.,.)y et
Soit A: D(A) C H — H un opérateur non linéaire. Alors :
i) A est monotone si :

(A(u —v),u—v) >0 Vu,v € D(A). (1.55)

ii) A est mazimal monotone si A est monotone et R(I + A) = H.

Définition 1.2.5. On dit que A : H — H est hémi-continu si, pour tous u, v et w dans
H, lapplication
t— (Au+tv),w)y

est continu sur R.
Définition 1.2.6. On dit que A : ' H — H est coercif si
(Au,u)y

— 400 lorsque ||ully — +oo.
[l

17
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Définition 1.2.7. On dit que A : H — H' est borné si pour toute partie S dans H,
limage A(S) est bornée dans H'.

Théoréme 1.2.3. ([31]) Soit A : H — H un opérateur non linéaire. Si A est monotone,
hémi-continu, borné et coercif, alors A est surjectif.

Théoréme 1.2.4. ([16, 31]) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de
Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A), il existe une unique solution (au sens faible)

u € C(RY,H)

telle que :
du 4 Au =0, dans [0, +oo]

(1.56)
u(0) = ug, donnée initiale.

De plus, si vy € D(A) et v est la solution correspondante de ((1.56)), alors la fonction

t = [Jut) = v(t)lls,

est décroissante sur R*. Siug € D(A), alors la solution (dite forte)

u € WHe(RT, H),

et on a la fonction t — ||Au(t)||3 est définie partout et est décroissante sur RY.

Remarque 1.2.2. Si A est un opérateur linéaire, alors D(A) = H.

18



Solution du probleme non linéaire

Soit 2 un ouvert borné de R? de frontiere lipschitzienne I'. On considere le systéme
non stationnaire de 1’élasto-magnétisme, avec des conditions au bord non linéaires

(

O?u — dive(u) + Erot E = 0, dans Q := Qx]0, 00|

ey —rot H — £rot Oyu = 0, dans @)

woH +rot E =0, dans @

div(e E) = div(u H) = 0, dans @ (2.1)
Hxv+&ouxv+g(Exv)xv=0, sur ¥ := I'x]0, oo

o(u) - v+ Au+ g2(0u) =0, sur X

u(0) = ug, Ou(0) = uy, £(0) = Ey, H(0) = Hy, dans €.

Ce systeme modélise le couplage entre le systeme de Maxwell et le systeme de 1’élasticité,
dans lequel E(z,t), H(x,t) et u(x,t) désignent respectivement le champ électrique, le
champ magnétique et le champ déplacement en chaque point x a 'instant ¢. Les fonctions
e et p représentent respectivement la permitivité électrique et la perméabilité magnétique
et sont supposées a valeurs dans R™ et appartiennent a L>°(0Q).
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Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

Le tenseur o(u) = (0;(u))?;_, est le tenseur des contraintes défini par :
oij(u) = agumen(u),

ou, ici et dans la suite, la convention de sommation d’Enstein est adaptée. Le tenseur
e(u) = (eg;(u)};_, est le tenseur des déformations linéarisé défini par :

1 Ouz an

a = (aijr)ij=123, ses coefficients (a;;x;); j=1.23 sont dans C?(€) et vérifient la condition de
symétrie :
Qijkl = Ajikl = Aklij,
et la condition d’ellipticité : il existe o > 0 tel que pour tout tenseur symétrique (\;;)
aijkl)\ijAM Z Oé)\@j)\m’. (22)
divo(u) est le champ de vecteurs défini par :

divo(u) = (0j04(u)):_;.

Le vecteur v désigne le vecteur normal exterieur a I'. Enfin A est une constante positive
et & est le parametre de couplage entre le systeme de Maxwell et le systeme de 1’élasticité.
On notera que, pour £ = 0 le systeme (2.1) se scinde en deux systemes indépendants : le
systeme de Maxwell et le systeme de 1’élasticité.

2.1 Existence, unicité et régularité des solutions

e et u étant dans L>°(9), il existe g9 > 0 et il existe py > 0 tels que pour presque tout
xel:
e(x) <epet u(x) < .

On va supposer dans toute la suite de ce travail, qu’il existe e; > 0 et p; > 0 tels que
pour presque tout x € )

e(x) > e >0et p(x) > g > 0.
Introduisons maintenant les espaces de Hilbert suivants :
J(Q,¢e) = {E € L*(Q)*|div(e E) =0 dans Q}, (2.3)
H=H"(Q)* x L*(Q)* x J(Q,¢) x J(Q, i), (2.4)
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Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

munis respectivement des produits scalaires suivants :

(B, E'). — /Q c(2) B(z) B'(x)dx  VE,E € J(¢),

((u,v, E,H), (W, V', E'H )y = (u,u')1 + (v,0")o + (B, E'). + (H,H"),,
V(u,v, B, H), (u',v',E',H") € H,

(v, = | v(e)f(e) de
. (u,u')y = /Qa(u)(x) ce(u)(z) dx + A/Fu(az) u'(x) dx

o(u) :e(u) = oi;(u)e;(u').

1
Remarque 2.1.1. On a |jull, = (v, u)} = [,o(u)(z) : e(u)(z)dz + A [ |u(z)*do est
une norme sur H*(Q)3, équivalente a la norme usuelle de H(2)3.

Lemme 2.1.1. Soit
V(Q) = {u e HY(Q)?|dive(u) € L*(Q)*} (2.5)

munt de la norme )
3

Jilly = (el + Idiva () sy (26)

on peut définir une application continue de

V(Q) — H 2(I)?

u— o(u) - v|p

et pour tout élément w € H'(Q)? et tout élément u € V(Q) on a :

(o(u) - v,w)_

— /Q(o’(u) e(w) + wdive(u))dz.

11
2'2

Preuve. Soit w € D(2). L’application v — ~you est linéaire continue et surjective de
HY(Q)® — H=(D)®. D’aprés le théoréme (1.1.4), pour tout ¢ € Hz(T)3, il existe un
relevement u € H'(Q)3 tel que :

© = You = ulr

et il existe une constante C' > 0, pour laquelle on a

lullir @ < ClIlpy o
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On définit ainsi un relevement continu R par
R:H*(I')® — H'(Q)?
© — Ry =u.
On remarque que R|r = ¢. Considérons l'application :

T,: Hz(I)?® >R
o= 1.0e) = [ (o) -»)- (Re)do

r

Montrons d’abort que T, € H’%(F)?’. En effet la formule de Green nous donne :
(o) v (Re)do
r

/Q (o(w) : e(Ro) + (R )divo(w)) d

et en appliquant Cauchy Schwarz, l'inégalité de Korn, on trouve :

Ta(e)] =

Tu(e)l < llo()llzz@plle(R @)l 2@p + (1R @l 2@p|dive (w)]] L2

< Cllwllm@pelle(Re)llz@p + ([ Rl 2 l|dive (w) ]| 120

=
-

2 2

IN

C (Il s + ldivo(w) 2@y ) * (lletR @)z + 1R el )

< Cllwlly@y | R ¢l a1 @)

< Cllwlv ol 0y

on a donc

et par suite
T, € H2(I)?.

Donc T est continue sur D(Q2) pour la norme de V(). Comme D(Q) est dense dans
V(Q), alors T,, se prolonge en une application linéaire, continue de V() dans H~2 (')
et on a

(Tw, )11 = (o(w) - v, Rp)

N|=

1
29

= /Q(a(w) ce(Ry) + (Re)divo(w)) dx
()",

11
2°2

N

YweV(Q), Voe H
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Définissons maintenant 1'opérateur non linéaire A : H — H comme suit :

D(A) = {(u,v, B, H) € H|divo(u),rot E,rot H € L*(Q)?; (2.7)
ve HY(N) E x v, H x v e L*(T)? satisfont
Hxv+&loxv+g(Exv)xy = Osurl, (2.8)
olu) - v+Au+g(v) = OsurI'}.  (2.9)
Pour tout (u,v, E, H) € D(A), on pose
A(u,v, B, H) = (—v, —=divo(u) + £rot E, —e~(rot H + £ rotv), p~'rot ).

Pour donner un sens aux conditions au bord (2.8) et (2.9), on suppose que g¢;, i = 1,2
vérifie : il existe une constante positive M telle que :

lg;(E)| < M(1 + |E|), VE € R (2.10)

Remarque 2.1.2. Soit u € V(R2), alors d’aprés le lemme 2.1.1 on peut définir o(u) - v
comme un élément de H’%(F)?’, et on a la formule de Green suivante :

(o(u) - v,w) 11

— /Q(a(u) ce(w) +wdive(u))dr  Yw € HI(Q)?’-

Grace a u,v € H'(Q)? et la propriété (2.10), on peut définir Au+gs(v) comme un élément
de L2(T')®. La condition au bord (2.9) a un sens dans H=2(I')3 et
on ao(u)-v=—Au— go(v) € L*(T')>.

Le théoreme suivant nous donne un résultat de densité, qui nous permettra des intégrations
par parties

Théoréme 2.1.1. ([3, 28]) Soit W ’espace de Hilbert défini par
W ={E e L*(Q)?® rot E € L*(Q)® et E x v € L*(I')?*}, (2.11)
muni de la norme
|E|3 = /Q(\EP 1 lrot EP)di + / B x v do, (2.12)
r
alors H*(Q)? est dense dans W.
Lemme 2.1.2. (/28]) Soit Wy lespace défini par

Wo={(E,H) € J(Q,¢) x J(Q,u)|rot E,rot H € L*(Q)?;
E xv,H x v e L*()* satisfont H x v+ g1(E x v) x v =0 sur '}

Alors pour tout (E, H) € Wy, on a

/(rotE~H—rotH~E)dx:/H><I/-Eda. (2.13)
Q r

23



Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

Preuve. Pour (E,H) € HY(Q)? x HY(Q)3, grace d la formule de Green on obtient
/(rotE-H—rotH-E)dx:/HxU-Eda
Q r

par densité de H'(Q)® dans W (voir théoréme 2.1.1), la formule (2.13) reste vraie dans
W x W, d’ou le lemme puisque Wy € W x W.

Remarque 2.1.3. Pour (u,v,E,H) € D(A), on a H x v € L*(T')? et on a aussi
gi(E x v) x v € LAT)3, par coséquent la condition au bord (2.8) est une égalité dans
L2(T)>.

Le systeme (2.1) s’écrit formellement

(2.14)

avec U = (u,v, F, H), Uy = (ug, u1, Fo, Ho).

On va montrer que le probleme (2.14) admet une solution unique, en utilisant la théorie
des opérateurs non linéaires.

2.1.1 Résultat de densité
Lemme 2.1.3. (/26]) Soit J}(Q,¢) lespace défini par
JHQ,e) ={E € J(Q,¢e)|rot E € L*(Q)? et E x v =0 sur '}, (2.15)
alors J(Q), €) est dense dans J(Q,¢€).
Preuve. Soit P. la projection orthogonale sur J(2,¢) dans L*(Q)®, muni du produit sca-

laire (., .)e

P.: L*(Q) — J(,¢),
P. est une application continue et surjective.
D(Q)? dense dans L*(Q)3 < P.D(Q)? dense dans J(,¢).
Pour avoir le résultat de densité de J(Q,¢) dans J(Q,¢€), il suffit d’établir inclusion

sutvante :
P.D(Q)* C JH(,¢)
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et pour cela, il suffit de montrer que

rot P.x =rotx dans ()
Pxxv=xxv=0 surl.

Comme (x — P. x) € J(Q,¢)*, alors
(X = Pex), @) r2p = 0, Vo e J(Q¢)

par suite
/5goxdx:/5<p(ng)dx, Vo e J(£,¢e).
Q Q

Pour x € D(Q)3, soit p € D(2)? on a

(rot P. x,¢)pr.p = / (P x) rot pdx
Q

= / ex (e rotp)dr = (rot x, p)pr.p Ve € D()°,
Q

car (e 'rot ) € J(Q,€),

d’ou ot P.x =totx dans D'(Q)3 et rot P. x = rot x dans L?*(Q)3.

Soit ¢ € D(Q2)3

/gorot(ng)dx:/ngrotgpdx—/(Pax><V)(pdcr
Q Q r

:/gprotxdx:/Xrotgodw—/(xxy)gpda
Q Q r

:>/(P5X X v)pdo = /(X x v)pdo, Y€ D(Q)?,
r r

douw P.xxv=xxv=0surl,
finalement J(2,¢) est dense dans J(£,¢).

Lemme 2.1.4. Soit H'(Q)? lespace défini par

HY Q) = {u € HY(Q)?| dive(u) € L*(Q)3|o(u) - v+ Au =0 sur '},
muni de de la norme

||u||z :/Qa(u) s e(u) d:zc—i—A/F|u|2d0,

alors HY(Q)? est dense dans H'()3.
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Preuve. Soit u € H'(Q)**, on a :

/Qo(u):e(v)d$+A/u-vda:O Vveﬁl(ﬁ)?’,

r
d’apres le lemme 2.1.1 et la remarque 2.1.2 on obtient :

—/diva(v)-ud:v—l—(a(v)-l/,u)_éé+A/u-vd0:0 Vo € H'(Q)?,
0 r

11 =0 Yoe H(Q)?,

c’est a dire — / dive(v) - udr + (o(v) - v+ Av,u)
0

=
comme o(v) - v+ Av =0 sur ', alors
/ divo(v) - udz =0 Yo e H(Q)®.
Q

Pour montrer que u = 0, il suffit de montrer que [’application
I”__jl(Q)?; . LZ(Q)3
v — divo(v)
est surjective, et pour cela il suffit de résoudre le probléme

{ —dive(v) = f dans L*(Q)?

o) - v+Av=0 surl, (2.17)

dont la formulation variationnelle est

/Qa(v):e(w)dm—i—A/Fv-de:/wadx Yw e H (Q2)°. (2.18)
{ a(v,w) = [,o):e(w)de+ A [,v-wdo
Lw)= [, fwdz
e a bilinéaire

e Montrons que a(-,-) est continue sur H*()3. Soient v et w € H(Q)?, on a

/Qa(v):e(w)dm—i-A/v-wda

T

ja(v, w)| =

< Ol gy lwl mr @),

d’ot la continuité de af(-,-).
e Montrons que a(-,-) est coercive sur H*(2)? x H'(Q)3.
Soit w e HY(Q)3, on a

o(w, ) :/Qa(w):e(w) d:c+A/F|w\2da

= ||w||§{1(9)3,
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d’ot la coercivité de a(-,-).

o L(-) est linéaire sur H'(Q)3.

o L(-) est continue sur H'(Q)3. D’aprés le lemme de Lax Milgram, le probléme (2.18)
admet une solution unique v € H' ()3,

ce qui prouve que l’application

1’{]1(9>3 N L2(Q)3
v — divo(v)
est surjective, d’otiu =0 et H'(Q)3 est dense dans H*(Q)3.
Lemme 2.1.5. Pour ¢,(0) = ¢g2(0) = 0, le domaine de l'opérateur A est dense dans H.
Preuve. Pour montrer que D(A) est dense dans 'H, il suffit d’établir l'inclusion suivante :
Dy = H'(Q)? x D(Q)? x P. D(Q)* x P, D(Q)® c D(A)

car Dy est dense dans H et pour cela, on prend un élément (u,v, E, H) € Dy, on montre
que (u,v, E, H) € D(A)

(u,v,E,H) € Dy &

avec ' =P.x et H=P,0 et on a
E = P.x € P.D(Q)? = rot(P. x) =rot x € L*(Q)*

H=P,0 € D(Q)* = rot(P,0) =rot 0 € L*(Q)*,

et puisque P.x x v =x xv =0 et g1(0) = g2(0) = 0, alors (u,v, E,H) € D(A) donc
Dy C D(A),
finalement D(A) est dense dans H.

2.1.2 Théoreme d’existence, unicité et régulirité des solutions

Lemme 2.1.6. On suppose que lapplication g; : R® — R? (i = 1,2) est continue et
vérifiant la condition (2.10). De plus on suppose que :

(9:(E) —g:(F))(E~F) > 0 VE,F €R? (2.19)
9:(0) = 0 (2.20)
g(EYE > m|E]* VEcR |E|>1 (2.21)

pour une constante positive m, alors A est un opérateur mazximal monotone.
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Preuve. e A monotone
L’opérateur A est monotone si et seulement si

(AU — AV,U = V) > 0, YU,V € D(A).
Soit U = (u,v, E,H), V= (u,v,E' H") € D(A), on a
(A(u,v, E,H) — A(u',v', E', H'), (u,v, E,H) — (u',v', E', H') )y
= ((—v+ ', =divo(u) + dive (u') 4 Erot E — &rot E,
— e Hrot H + €rotv) + e (rot H' + €rot '), u~'rot B — p~'rot E'),
(u,v, B, H) — (W, o', E'H))y ; Y(u,v,E, H),(u v, E' H) € D(A),
d’apres la définition du produit scalaire dans H, on a
(A(u,v, E,H) — A(W',v', E', H'), (u,v, E,H) — (u',v', E', H') )
= (—v+v,u—u) + (=dive(u —u') + +&rot(E — E'), v — ')
+ (e (rot(H — H') — érot(v — '), E — E').
+ (u'rot(E — E'),H — H"),, ; V(u,v,E, H),(u,v',E',H") € D(A)

=(—v+v,u—u) — /(diva(u —u') = &rot(E — E))(v—v)dz
0
_ /(rot(H — H')+ érot(v — v))(E — B)da
Q
+/rot(E— E(H—H')dx ; Y(u,v,E,H),(u v, E',H) € D(A).
Q
D’apres le lemme 2.1.2 et la remarque 2.1.2 on aura
(A(u,v, B, H) = A(d', o', E' '), (u,v, B, H) = (W, 0, E' H') )y =
(—v—l—v’,u—u')l—l—/(a(u—u') : e(v—v')dm—/a(u—u’)~V(U—U’)d0
Q r
—{—/(H—H’) X 1/-(E—E’)da+§/rot(E—E')(v—v')dx—
r Q
§/ rot(v —v')(E — E')dx ; Y(u,v, E,H),(u',v',E', H') € D(A).
0

En utilisant la formulation de Green (1.41) et la définition du produit scalaire (.,.)1, on

obtient

(A(u,v, E,H) — A(u',v', E', H'), (u,v, E,H) — (u',v', E', H') )y =
—A/F(u—u')(v—v’)da—/Fa(u—u’)-V(v—z/)da
+§/F(v—v') X v(E — E')do

+ /(H —H)Yxv-(E—E)do: Y(u,v,E, H),(W,v E' H) € D(A),
I
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d’aprés les conditions (2.8) et (2.9), on a

G(Exv)xv=—HXv—§vXv
g (E'xv)xv=—H xv—E&uv xv,
et
g2(v) = —o(u) - v— Au
g2(V) = —o(u') - v — Ad

alors
g2(v) — (V)= —o(u—u') - v—Alu—u)
et

(GU(Exv)—g(E'xv)xv=—H-H)xv—§@w—1) X

La condition de monotonie (2.19) sur g1 et go nous permet de conclure que

(A(u,v, E,H) — A(W', o', E',H"), (u,v, B, H) — (u',v', E', H'))1y =

/F(gl(E xv) = gi(E" X V))(E xv = E' xv). + (g2(v) = g2(¢)) (v = v)d o > 0,

d’ou, " opérateur A est monotone.

e A maximal
Soit (f,9,F,G) € H, cherchons un élément (u,v, E, H) € D(A) vérifiant :

(I +A)(u,v,E,H) = (f,g,FG).

On a

(2.22)

(I+A)(u,v,E,H) = (u—v,v—dive(u) + &rot E, E — e ' (rot H 4 &rotv), H + ™ 'rot E)

c’est a dire

u—v=f

v—divo(u) +Erot E =g

E — e '(rot H + &rotv) = F
H+prot E=G
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Iéquation (2.23) donne
u=v+f (2.27)

et l’équation (2.26) donne
H=G-pu'rot E, (2.28)

en remplacant u dans (2.24) et H dans (2.25), on trouve
v—dive(v+ f)+Eérot E =g
E — e (rot(G — p~'rot E) + Erotv) = F,

d’ot

v —dive(v) 4+ &rot E = divo(f) + g (2.29)

eE + rot(u 'rot E) — érotv = eF +rot G. (2.30)

Le systeme sur (v, E) sera bien défini, en ajoutant des conditions au bord sur v et E,
et en utilisant (2.27) et (2.28) dans (2.8) et (2.9) on aura

o+ f)-v+ A+ [f)+g2(v) =0
(G—prot By x v+ évxv+g(Exv)xv=0,

alors

o(v) v+ Av+ ga(v) = —o(f) v — Af (2.31)
—(uhrot ) x v+ o x v+ g(Exv)xv=—-G X v , (2.32)

en multipliant (2.29) par v' € HY(Q)? et (2.30) par E' € W. avec
W.={E € L*(Q)?|rot E € L*(Q)*,div(e E) € L*(Q)® et E x v € L*(T')*},  (2.33)
munt de la norme
1B}, = /Q(\EF + [rot E|* + |div(e E)|*)d = + /F |E x v|*do (2.34)
et en utilisant les conditions au bord (2.31) et (2.32) on obtient

/(v — dive(v) + Erot E)v' dx + /<€E +rot(p 'rot E) — érotv)E' dx
Q Q

= /(diva(f) +9)v'+ [ (eF +rotG)E'dx,
Q Q
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d’otu
/v-v’dm—/diva(v)-v'da:Jrf/rotE-v'da:
Q 0 Q
—|—/5E-E’dx+/rot(,u1rotE)E’da;—§/rotv~E’dx
0 Q 0
:/(diva(f)v’dx—i—/g-v'dx—i—/eF-E'dx—i—/rotG-E'dx
v Q Q

Q
en utilisant la formule de Green (1.42) pour tout E € W, et pour tout v € H*(Q)3, on

aura
/v-v'd$+/a(v):e(v')daz—/a(v)-V-U’d(f—l—{/rotv'-Ed:B
0 0 r 0
—f/Exu~v'da+/5E~E’dx+/u1rotE~rotE'da:
r Q Q
—/(u‘lrotE)xu-E’da—ﬁ/rotv-E'dw
r 0
:—/(a(f):e(v’)dx—l—/g-v’dx+/5F-E’dx+/G-rotE’dx
0 0 Q Q
—/GXV'EldU—i—/U(f)-I/'U/dO',
r r
alors

/{U-U'—i—a(v):e(v’)}dx—l—/{eE-E'—i—,u_lrotE-rotE'}dx
Q Q
+§/{r0tv'-E—rotv-E'}dx—/o(v)-V-v’do

Q r
—§/E><1/-v’da—/(u1rotE)><1/~E’da

r r
:—/(U(f):e(v’)dx+/g-v'da:—l—/eF-E'da:—l—/G-rotE'dx

0 Q 0 0
—/Gxu~E’da+/a(f)-l/-v’d0,

r

r

en utilisant les conditions au bord (2.31) et (2.32) on obtient
/Q{v-v’—ira(v):e(v’)}dm%—/ﬂ{sE-E’—iru_lrotE-rotE’}dx
+§/Q{rotv'-E—rotv-E'}dijA/Fv-v'da—l—/rgg(v)-v’da
—f/FExz/-v’da—ﬁ/vaz/-E’da—/Fgl(Exz/)wa’da
:—/Q(a(f):e(v’)d:}c—f-/ﬂg-v’dx—f—/gz—:F-E’dm—l—/G-rotE'dm

Q

—/FGXy~E’da+/FJ(f)-V-v’do—/a(f)-z/-v’da

T
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or gi(Exv)xv-E =—g(Exv)-E xv, alors
/Q{v W' +o)e(v)}dr + /Q{sE -E' 4+ prot E-rot B} da
+§/Q{rotv’-E—rotv-E'}da;+/F{Av-’u’+gg(v)-U'—i—gl(E xv)-E' xvido
—§/F{E>< v-u'+oxv-E}Ydo
= /Q{g-v’—a(f) ce(V)+eF-E'+G-rot E'}da
—A/Ff-v’da V(' E') € H' x W_.
La formulation variationnelle du probléme (2.29)-(2.30) est donnée par
a((v,E),(v,E"))=F@',E) , YW, ,E)eV (2.35)
avec V = H'(Q)? x W, la forme a est définie par
(0. B BY) = [ {00+ ol0) ()} da
+ /Q{sE “E'+ p'rot E-rot B + sdiv(e E) - div(e E)}dx
+§/Q{rotv’-E—r0tv-E’}da:
+/F{Av-v'+gg(v) W'+ g (Exv) B xvido
—f/F{Exy-v’+vxy-E’}da,
tel que s > 0 est un paramétre qui sera choisi plus tard. La forme F est définie par
F(W',E) = /Q{g-v’—a(f) ce(v') +5F-E'+G-r0tE’}dx—A/Ff-v’da.

Soit Ay un opérateur non linéaire défini comme suit :

AV =V
(UaE) - Al(”aE)

ot Ai((v, EYW', E")) = a((v, E)(V', E")). Comme F € V', alors résoudre le probleme
(2.35) est équivalent a la surjectivité de Ay, et la surjectivité de Ay montre qu’il eziste
(v, E) € V telle que (2.35).

Pour montrer que Ay est surjectif , il suffit de montrer d’aprés le théoréme 1.2.3 que Ay
est monotone, hémicontinu, borné et coercif.
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oA, monotone

Soient (v, E), (', E') € V = H(Q)* x W. on a
(As(0, B) = Ay (o), E'), (v — o, E — ')y
). (v =, E—EY) —a((t/, E'), (v =/, E — E)

/{v o) +o(v) s e(v — o)} da

/Q{eE. (E—E') + p"tot E - rot (B — E') + sdiv(e E) - div(e (E — E')} d
+§/Q{rot(v—v’)-E—rotv-(E—E’)}dx
+/F{Av.(v—v’>+g2<v)-(v—v')+gl(5><y>.(E_E') < v}do
—{/{Exy-(v—v’)—irvxy-(E—E’)}do

/{v o)+ o) : el )} da
—/Q{aE’- (E—E') + " rot ' - rot (E — E') + sdiv(c E') - div(e (E — E')} dz
—{/Q{rot(v—v’)-E’—rotv’-(E—E’)}dx
—/F{Av’-(v—v’)+92(v’)-(v—v')—i—gl(E’xy)-(E—E’) < vido

—i—{/F{E/XV-(U—U')—I—U’XV~(E—E/)}CZJ

_ /ﬂ{w Pt o =) e(v— o)} dao

+/Q{5\E—E’|2+u_1]rot (E— BN+ s|div(e (B — EN[*}da

+§/{mt (v— o) (E—E') — 1ot (v ') - (E — E")}da
/{A|v —5/{—(E—E’)xy-(v—v’)+(v—v’)xu-(E—E’)}dcr
/(gl(E ¥ V) — gu(E' x )(E x v — E' x v)do + /(92@) ()0 —)do

r
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la condition de monotonie (2.19) sur g, et g2 nous permet de conclure que
(A1(v, E) — A4 (v, E"),(v =0V, E—E))yy >0
d’ou l'opérateur Ay est monotone.
oA, hémicontinu
Soient (v, E), (v, E"),(v",E”) € V.

Pour montrer que Ay est hémicontinu, il suffit de montrer que [’application :
t— (Ai(v+ ', E+tE), (E”,V"))yy est continue sur R,
cela revient a dire que
121(1)(A1(v +t', E+tE), (E”, V" )Yy = (A1(v, E), (E”, V")) sur R
on a
(Aj(v+ ', E4+tE"), (E”,V"))yy =a((v+ ', E+tE") (v, E”))
- /Q{(v 1) 0+ oo+ 1) ()} da
+ /{E (E+tE")-E” + p'rot (E +tE') - rot E”
+s divﬂ(s (E+tE")-div(e E”)}dx
+§/{r0tv” (E—FE')—rot(v—0") -E’}dx
/{A (v+t) v+ gpv+t) v
+g1(E+tE") xv)-E” xvido

—§/{E—|—tE/) Xv-v' 4+ (v+t)xv-E}do,
r

alors on montre que :

1%4{@(@—1—%’)-@” + g (E+tE" ) xv)-E” xvido = /F{gg(v)m” +q1(E)xv)-E" xvido
comme gy et g2 sont continues, alors ¥(v, E), (v', E'),(v",E”) € V

G(E+tE)xv) - E” xv — gi(F) xv)-E” xv pp sur T’ quand t — 0

et
Go(v+t0') v = ga(v) - v” pp sur T quand t — 0,

d’autre part g1 et gy vérifient la propriété (2.10), Uapplication du théoréme de la conver-

gence monotone donne
Pr%/{gg(v—i—w’) W+ g1 (E4+tE Y xv)-E” xv}ido = /{gg(v)-v” +91(E)xv)-E” xv}ido
—vJr r
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d’otu
PI%(Al(v + ', E+tE"), (v, E”))yyy = (Ai(v, E), (0", E”))yyr sur R

alors Ay est hémicontinu.

e A, coercif

Ay est coercif si pour (v, E) € V

<A1(U7 E)v (U7 E)>V,V’ _ a((”? E)(Uv E))
(v, E)llv (v, E)|v

On fize £ € W, el on pose

— 0 quand ||(v, E)|y — oo. (2.36)

I't={zel,|(Exv)(z)>1}

I'p={z el |(Exv)(z) <1}

on a
al(0. D)0, E) = [ {Iof + 000 e(w)}da
+/Q{6|E|2+u‘1lr0tEl2+S|diV(5E)|2}df’3
+/F{A|v|2+g2(v).v+gl(Exu).Exu}da
—g/F{Exy-v+v><y-E}da
+/Q{E-r0tv—Erotvdx}
puisque E X v-v=—vxv-E, alors = [{E xv-v+vxv-E}do=0 et en utilisant

les propriétés (2.21) et (go(v) - v > 0) on obtient
a((v, E)(v, E)) = /{|U|2 +o(v):e(v)tda
Q
+ /{E |E]? + ptrot E|? + s|div(e E)|*} d
Q

+m |E x v|*do,

+
1_‘E
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d’autre part, on a
(v B)IY = Mol @ + 1],
< C’/{|v|2 +o(v):e(v)}dx
Q

+:/HEP+¢mtEF+|mwsEﬂﬂdx
Q

—|—/|E x v|*do,
r

a partir de la définition de I'; et la remarque 2.1.1 il vient :

|0, B)2 < © / (ol + o(v) : e(v)} da
—I—/Q{|E|2+\rotE|2+ div(e E)|*} d

+/1Exwma+my
rf

comme 0 < & < e(x) <egg et ug' < pt(z) < pyt, alors
ol(0. B)0. B) = [ {Iof +0(0) s e(v)} d
Q
+min(50,u01,s,m)/{|E\2 + |rot E|* + |div(e B)|*} d
Q

+/|Exmma+w
rf

> min(L, 7)(C']|(v, B)|[}, — L)
avec vy, = min(egg, pg ', 5,m) alors
a((v, B)(v, B)) = B(C"||(v, E)|l}; — [T)
avec 3 = min(1,v,), d’ot on a (2.36).

oA, borné
La bornitude de Ay découle des propriétés de g1, go et (2.10).

Il reste a montrer que la solution (v, E) € V de (2.35) et u, H donnés par (2.27) et
(2.28), vérifient (u,v, B, H) € D(A) et satisfont (2.22), (2.23)-(2.26).
premiérement on va montrer que div(eE) = 0, pour cela on prendv' =0 et E' = V¢ avec
¢ € D(A.), ot D(A,) est le domaine de l'opérateur A, avec les conditions de Dirichlet
sur le bord, défini par

D(AL) = {6 € HY(Q)| Ao = div(eg) € LA(Q)}
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alors(2.35) est donnée par :

/{5E -E' 4+ p'rot E-rot B + sdiv(e E) - div(e ') dx
Q

—f/rotv-E’dx—l—/gl(E><1/)-E’><Z/do
Q r

—§/v><7/-E'dU:/5F-E’dx
r Q
grace a la formule de Green (1.41)

/{sE -E'+ " 'rot E ot E' + sdiv(e E) - div(e E') dz
0
—§/rotE’-vda:—|—§/v><y-E'da

Q r
+/91(E><V)-E’><1/da—§/UXV-E’CZU

r r

—/6F-E/dx,
Q

on arot(Ve) =0 et g1(E x v)Vop x v =0 (comme ¢ =0 sur ', alors V¢ x v = 0)
par conséquent

/Q (e E-Vé+ sdivie E) - div(eVe)} da

:/5F-V¢dx
Q

en appliquant la formule de Green on obtient :
/{—div(e E)Yp+sdiv(e E) - Aptdx = —/ div(eF) - ¢dzx
Q Q
comme F € J(Q,¢), alors div(eF) =0, d’ou

/{—div(a E)é+sdivie E) - Acpydz =0 Vo€ D(A,)

1

on va choisir s de telle sorte que s~ ne soit pas une valeur propre de A, et cela est vrai

si lopérateur A, est négatif, autoadjoint avec un spectre discret.

oA, est négatif
Pour ¢ € D(A,), on a

(Do, B 1y = /Q div(eg) pdz ¥ € D(A,)

__ / elVolder <0 Ve D(A,)
Q
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d’ou A, est négatif

o/, est autoadjoint
Soit

D(AY) = {¢p € HY ()| ¢ — (A, ) est continue sur D(A.) pour la topologie de L*(2)}
montrons que D(A*) C D(A.)
soit 1 € D(AY) & 30 € L*(Q) telle que

(Ach, ) 120) = (9, 0)r2() Vo € D(A,).

Soit o € D() C D(A.), on a

(Acp, ) 12y = (div(eV), ) Vo € D(Q)
= (¢, div(eVy)) Vo € D(Q)
= (¢, A1) Vo e D(Q)
= (¢,0) V¢ € D()

dou Aoy =0 € L2(Q)
alors on a

{ D(AY) € D(A.) et
Alvy = Ay Yy € D(AY)

montrons que D(A.) C D(A¥)
soit 1 € D(A;) et ¢ € D(A,)
on a

(D, ) 2y = /Q At pda

- [(evapda
= (¢, Ac) 121

comme ¢ — [odApdx est continue sur D(A.) pour la topologie de L*(R), alors
D(A.) € D(A?)
d’ot
D(A7) = D(A.)
{ AW = Aew

on déduit que A, est autoadjoint.
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e le spectre de A, est discret
Montrer que le spectre de l'opérateur A, est discret, revient a montrer que sa résolvante

est compacte avec
A, HA(Q) — L2(Q)

soit p(A.) la résolvante de A, et R(A\,AL) = (A — A,) : L*(Q) — D(AL) pour ¢, ¥, €
D(A,), on pose

On = (A = A) "y alors i, = (A — AL) ¢ € L*(Q)
on a {¢n}n est bornée pour la norme du graphe dans D(A.)

[6nllDia.y = ||¢n||?{3(g) + [|Ac %”%2(9)

Uingection de D(A.) dans L*(Q) est compacte car Uinjection de H} dans L*(§2) est com-
pacte, alors on peut extraire une suite convergente dans L*(Q), c’est a dire

¢n — ¢ dans L*(1),

d’ou la résolvante de A, est compacte, et le spectre de A, est discret.

L’application

D(A.) — L*(9)
O — —d+sA¢

est surjective, alors

/div(sE)fdx =0 VfeL*Q),
Q

d’ot
div(e E) =0 sur Q.
Comme div(e E) = 0 et d’apres (2.27) et (2.28), alors (2.35) sera équivalente

/Q{v-v’—i-a(u):e(v’)}dx—i—/ﬂ{sE-E’—H-rotE’}dx
+§/Q{rotv’-E—rotv-E’}d:)ﬂ—/r{Au-v’%—gg(v)-v’—i—gl(Exy)-E’xy}da
—£/F{E><V~v’+v><1/-E’}da:/Q{g-v’+eF~E’}d:c V(W',E') eV

on prend v' € D(Q) et E' =0, on obtient

/Q{U'U'—I—J(u):e(v’)}dm—k{/@rotv’-Edm

:/g-v'dx
Q
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alors

(v,0") + (—divo(u),v") + &(rot E,v")
=(g,v") W' € D(Q)?

(v — dive(u) + Erot B, v') = (g,v') W' € D(Q2)?

ce qui donne
v—dive(u) + rot E = g dans D'(Q)

alors on a (2.24), et puisque v,rot E, g sont des éléments de L*(2)3,
alors divo(u) € L*(Q)3.
Maintenant on prend v' =0 et E' = P.x avec x € D(Q)? alors (2.35) est équivalente a
/{EE E' +p ot E -rot B'da} — / rotv- E dx
Q )
= /{8F-E'—|—G-rotE’}da7
Q

en utilisant (2.28) on aura

/{5E-Pex—HrotPax-rotE’}dx—/rotv-Pexdx:/aF-Psxdx
Q Q Q

d’apres le lemme 2.1.3 on a

/5E-PEX:/5E-X VE € J(Q,¢)
Q 0

et
rot P.y =rotxy dans €2

/H-rotPEX:/H-rotX

Q Q
/5F~P€X:/£F-X
Q Q

/{5E-X—H-rotxdx}—/rotv-ngdx
Q Q

:/eF-Xda:
Q

(e E,x) — (rot H, x) — &(rot v, x)
=(eF,x) Vx€D(Q)?

par conséquent

comme F € J(Q,¢), alors

d’ot

par suite
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d’ot
eE —rot H—¢rotv=¢F dans D'(Q)

ce qui donne (2.25).
Comme ¢ E € L*(Q), rotv € L*(Q)3 et e F € L*(Q)? alors rot H € L*(Q)3. On prend
v € HY(Q)? et E' = P.x avec x € C®(Q)? et en utilisant (2.27) et (2.28), alors (2.35)

sera équivalente a

/v-v'dw—/divo(u)v’d:ﬁ—(a(u)-u,v’}11
Q Q 272
+/6E~E/dx—/r0tH'E/dx—/(H><V)-E/da
Q 0 r
—I—§/(E><V)-v'da+§/rotE-v'dm—§/rotv-E’dx
r 0 0
+/{AU'U/+92('U)'UI+91(EXV)'E/XV}dO’
r

—§/{E><V-U’+U><V-E’}da:/{g~v'+€F-E'}dx V', E") eV
r 0

ot (-,-) signifie la dualité entre H_%(F):3 et H%(F)g.
En utilisant (2.24) et (2.25) on aura

/g-v’d:c+/v~v’dx+(a(u)-y,v')11+/€E-E/d:c
Q Q 22 Q
—/v-v'dx—/5E-E'dx—/rotH-E'dm+/sF-E'dx
0 0 0 0
—/(sz/)-E’do—i—g/(Ex1/)-Udo—kf/rotE-v’dx——f/rotE-v’dw
r r Q 0
+/rotv-E’dac—/rotv-E'da:—i—/{Au-v'—i—gg(v)~v’—i—gl(E><V)~E’><V}da
Q Q r
—f/{Exy-v'+vxu-E'}daz/{g-v'—i—eF-E’}dx V', E') eV
r Q
par conséquent

(o(u) - v, 0')

_/F(HXV).E’dg+§L(Exy)-v’d0

N

1

27

+/{Au~v’+g2(v)-v’+gl(E xv)-E'xvido
r

—§/{Exu-v'—|—vxu~E'}d0:0
r
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Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

d’ot

(o) vv) 5

—/F(HXV)‘PstU‘i‘f/F(EXV)'UICZU
—|—/F{Au-v’+gg(v)-v’+gl(E><V)-ngxl/}do
—g/r{Exu-v’—i—vx v-Px}do =0 VxeC*(Q)

Comme E' x v = P.x x v =yx xv sur I, alors lidentité ci dessus est équivalente a
<0-(u).]/7v/>_%7% —/F(H X y).ng+§/F(E xv)-v'do
+/F{AU'UI+92(U)'U/+91(E Xv)-xXvido
—5A{Exu-v'+v><u-x}da:0 Yy € C™(Q)?

d’ou

(ofu) v, 0) sy /F(H < ) xdo
—i—/F{AU‘U,‘f‘gQ(U)'U/*‘gl(E Xv)-xxXvido
—§/Fv><u'xda—0 Wy € C= (@)%

On prend v' = 0 on aura

Hxv+g(Exv)xv+&oxv=0 surl

ce qui donne la condition au bord (2.8).
On prend x = 0 alors on aura

o(u) - v+g(v) + Au=0 surT

ce qui donne la condition au bord (2.9).
La condition (2.28) et div(pG) =0 car G € J(Q, ) donne div(u H) =0
d’ot (u,v, E, H) € D(A) par conséquent A est mazimal.

Lemme 2.1.7. Pour gy globalement lipschitzienne, on a g(v) € H(Q)3,
alors go(v)|r € Hz (D)3

Preuve. Comme g, est globalement lipschitzienne et g(0) = 0, alors il existe une constante
C >0, telle que :
g2(2)| < Cla| , Vo eR?

d’ou

/\gg(v)|2dx§02/\v\2dx<+oo,
Q Q
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d’autre part on a :
0(92(v7)) = 95;(v;)0v; P.P,

alors
3 3
|V g2 (v Z (gh; (0))* > (Div;)?
7=1 =1
< |Vol?

d’oti go(v) € HY(Q)? et par conséquent go(v)|r € Hz(T)3.

Remarque 2.1.4. Pour g, globalement lipschitzienne et pour tout v € H*(Q)3 et v €
HY(Q)®, Au+ go(v) € H2 (D)3 et d’apreés (2.9) on a

o(u)-v e Hz(T)>.
Si de plus T' est de classe C%, alors on aura

u € H*(Q2).

La théorie des opérateurs non linéaires nous permet de déduire le théoréeme d’unicité
et de régularité des solutions suivant :

Théoréme 2.1.2. On suppose que g et g vérifient (2.10) ainsi que (2.19)-(2.21)
e Pour toute donneé initiale (ug, uy, Fo, Hy) € H; le probléme (2.1) admet une solution
(faible) unique qui vérifie :

(u,0u, E, H) € C(Ry, H)

qui est équivalent a :

ue CYR,, LX(Q)?) NC(R,, HY(Q)?),
EeCRy,J(Q,¢)),
HeC(R., J(, ).

e Pour toute donnée initiale (ug, u1, Ey, Hy) € D(A), le probléme (2.1) admet une solution
forte (u, E, H) qui vérifie :

(u, 0, B, H) € WY°(Ry, H) N L®(R,, D(A))
qui est équivalent a
u e W2S(R., I(Q)%) N W=(R., H(Q)*) N L=(R, V(%))

Ee W' (Ry, J(Q,¢)) N LRy, W)
H € WLOO(R-H ‘](Qv :u)) M LOO(R-H Wu)
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Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

et satisfont (2.8) et (2.9) avec V() défini par (2.5).
e Si de plus gy est globalement Lipschitzienne, alors la solution (u, E, H) du probléeme
(2.1) possede la propriété de régularité plus forte suivante :

we L=(R,, H(Q))
E € Whe(Ry, J(Q,¢)) N L2 (Ry, W)
H e Wl?oo(R-H ‘](Qv N)) N LOO(R-H WM)

Lemme 2.1.8. Pour g, et go continues et satisfont les propriétés (2.10) et(2.19)-(2.21),
Uénergie du systéme (2.1) donnée par :

&) = 5 [ (e +ou)(a.): e(w)(o.0) da
—/quvtldff (2.37)
+2/Q( ()| E(z,t)* + p(@)| H (2, 1)[*)d =
est décroissante. De plus pour (ug, us, Eo, Hy) € D(A) on a pour tout 0 < § < T < oo
_ /ST/F{gl(E(t) X ) E(t) v+ g2(0: (u) (1) & (w) ()} dordt  (2.38)
et pour tout t > 0

- / (9 (E(t) x v)- B(t) x v+ 02(0, (u) (1) & (u) ()} do. (2.39)

Preuve. Comme D(A) est dense dans H, il suffit de montrer (2.39).
Pour (ug,ur, Ey, Hy) € D(A), la fonction

E(u,-) = [0,400] — [0, +00]
t — E(u,t)

est partout dérivable sur [0, +oo] et on a :
= /Q{afu-atu—i-a(u) c(Opu)}dax
+A/F8tu-uda+/Q{sE-atE+,uH-8tH}da:.
D’aprés (2.1) on a
/{atu (divo(u) — Erot E) +o(u) : e(Oyu)} dx
+A/F(9tu~uda—|—/Q{E(rotH—l—frotﬁtu) — H-rotE}dx

—(A(u, Oyu, E, H), (u, Oyu, E, H) ).
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Chapitre 2 Solutions du probleme non linéaire

En tenant compte de la régularité de u, £, H par rapport a x, des intégrations par parties
donnent

£() = —/Qa(u):e(@tu)dxwL/Fatu(a(u)-y)da
+/Qa(u):e(8tu)dx+A/0tu-uda

/qu Eda—i—/Exu oudo
r

/Qtu da+A/8tu udo

—|—/H><1/-Eda+/E><l/-8tuda
r r

en utilisant les conditions au bord (2.8) et (2.9) on obtient (2.39).
Pouri=1,2 on a gi(x) -z >0 Vo e R? alors

N (E(t) xv)- E(t) x v+ g2(0 (u) (t)) 9 (u) (t) = 0

d’ot

E(t) <0

donc & est décroissante pour les solutions fortes. On intégre E'(t) entre S et T' on trouve
(2.38), d’ou E(S) > E(T) pour les solutions fortes. Par densité de D(A) dans H, on aura
la décroissance de l'énergie pour les solutions faibles, pour 0 < S <T < oo

£(S) > E(T).
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Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Dans ce chapitre, on donne une équivalence entre la stabilité exponentielle du systeme
linéaire associé au systeme (2.1) avec ¢1(§) = ¢2(§) = £ par des feedbacks frontieres
linéaires et l'estimation de EE-stabilité. On rappelle que I’énergie du systeme (2.1) est
donnée par

E(t) = 1/(|8tu(x D+ o)z, t) : e(u)(z, 1) da

—/|u:vt|d0

+3 / (@B, ) + ()| H(z,t)P)d .

3.1 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

On commence par donner la définition suivante :[27, 28|

Définition 3.1.1. Q satisfait ’estimation de EE-stabilité, s’il existe T > 0 et deux
constantes positives Cy, Cy (qui peuvent dépendre de T' ) avec C; < T tels que

/ E(t)dt < CL&( —i—C'g/ / Ou(t) | + |E(t) x v]*) do dt (3.1)
pour toute solution (u, E, H) de (2.1) avec g1(§) = ¢2(§) = &.
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Chapitre 3 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Dans ce qui suit, on montrera que ’estimation de EE-stabilité est une condition nécessaire
et suffisante pour la stabilité exponentielle avec feedbacks linéaires.

Théoreme 3.1.1. () satisfait I’estimation de EFE-stabilité si et seulement si il existe deux
constantes positives M et w telles que

E(t) < M e "E(0) (3.2)
pour toute solution (u,E,H) de (2.1) avec ¢1(&) = go(§) = &.

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin du Lemme suivant qui nous donne une
équivalence entre ’estimation de EE-stabilité et ’estimation d’observabilité.

Lemme 3.1.1. Q satisfait l’estimation de EE-stabilité si et seulement si il existe T' > 0
et une constante positive C' (qui peut dépendre de T') telle que

T
T) < C/ /(\@u\z +|E x v|*) do dt. (3.3)
o Jr

Preuve. La condition est nécessaire. D’aprés Le Lemme 2.1.8 E(t) est décroissante et
positive. La EE-stabilité donnée par (3.1) entraine

T
TS(T)S/ (1) di < CE(0 +02/ /|8tu|2—i—|E><y| ) do di
0

et en utilisant 'identité (2.38), on obtient

T
TE(T) < CLE(T) + (Cy + 02)/ /(@u!Q B % v]?) do dt,
0 Iy

par conséquent
T
) < c/ /(|8tu|2 +1E x v]?) do dt
0o JT
avec C = S35 (O, < T).

T—-C1 7
La condition est suffisante. La monotonie de E(t) permet d’écrire

T
/ E(t)dt <TE(0)
0
de lidentité (2.38), il vient que

/OTg(t) dt < 5( ) + / / (10wu)? + |E x v]? do dt))

En utilisant la condition (3.3) on obtient

/5 t)dt < 5( +§ //\8tu\2+|E><1/|2dadt
7C_

)
d’ot l'inégalité (3.1) avec C = % % (14 0C).
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Preuve. (du théoréme 3.1.1) @ Montrons maintenant la condition suffisante de la stabilité
exponentielle.
La condition (3.3) et lidentité du lemme de l’énergie nous donne :

E(T) < C(E(0) = &(T)),
cette estimation est équivalente a

E(T)<YEWO) avecY = 1,

— <
1+C —
en appliquant cet argument a [(m — 1)T,mT], pour m = 1,2,--- (qui est vérifié par ce
que notre systéme est invariant par translation en temps) on obtient :

E(mT) <YE(m—1)T) <--- <Y™EWO), m=1,2,---

alors, on a
E(mT) <exp ™ £(0), m=1,2,3,---,

avec w = %ln% > 0.
Pour un t positif arbitraire, il existe m =1,2,3,--- tels que :

t
(m—1T <t<mT avecm = partie entiére de T
la décroissance de & nous permet de conclure que
1
Et)<Em—-1)< ?exp_“’TS(O)

par suite
1
E(t) < Mexp @ E(0) avec M = v > 0

e Montrons maintenant la condition nécessaire
Uidentité (2.38) et la condition (3.2) nous permettent d’écrire

/0 /F(|c9tu|2 +|E x v|*) < E(0)(1 — M exp?)

d’autre part, on a

T 1— —wT
/ gy dt < Mgy L)
0 w
par conséquent pour tout Cy
(1 —expvT)

T
/ E()dt < C1E(0) + (M _ 01) £(0)
0
on choisit T assez grand pour que (1 — M exp=T) soit positif et

1 — —wT
Cy < min {ij} ,
w

w

d’ou le résultat pour

1 — —wT .
Cy = (M<ew;p> - C’l) (1 - Mexp‘“’T) '
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Lemme 3.1.2. Soit Q un ouvert borné de frontiére T de classe C?, (u, E, H) une solution
de (2.1) avec g1(&) = g2(§) = &, alors pour tout 6 > 0, il existe une constante C(0) > 0(qui
ne dépend pas de T, elle dépend de 0, du diametre de €2, des coefficients a;ju, it et du
paramétre £ ) tels que :

T
/ 2 do < C(O)E(0) + 0 / £(t) dt (3.4)
T 0
Preuve. Pourt >0, on considére la fonction z = z(t) solution du probléme

{ divo(z) =0 dans ) (3.5)

z=u surl

z s’écrit sous la forme z = w+u, ot w € HY(Q)? est la solution du probléme vartionnel :

/Qa(w) ce(v)de = —/ﬂa(u) ce(v)dr Vv e Hy(Q)°,

ce qui donne

/Qa(w) ce(v)dr =0 Yve Hy(Q)>, (3.6)

pouUr v =z —u, on a

/Qa(z) ce(z—u)dr =0
/Qa(z) ce(z)dr — / o(z):e(u)dr =0

Q
ce qui tmplique

/Qa(z) ce(z)dx = / o(z):e(u)dr > 0. (3.7)

Q

Montrons que z la solution du probleme (3.5) vérifie aussi l'identité
/f-zdx:—/z-(a(vf)-l/)da Vfe L*(Q)? (3.8)
Q r
ot vy € HJ(Q)? est la solution unique du probléme

/QU('Uf) ce(w)dr = /wad:v, Yw € Hy(Q)? (3.9)

en effet, Uidentité (3.7) et la propriété o(z) : e(v) = o(v) : e(2) (conséquence de a;j =

akij) donne
/Qa(vf) ce(z)dx = /Qa(z) re(vp)dx (3.10)

en appliquant la formule de Green, on aura

_/dejva(vf)dx:/a(z):e(vf)dxzo

Q
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ce qui prouve (3.8) en posant dive(vy) = —f
on prend f =z dans (3.8), on obtient

/Q\z|2da::—/rz(o(vf)-y)da.

Comme z = u sur I', en utilisant Cauchy Schwarz, on obtient
[ 1 s < ulplloor) Vi
comme T est de classe C?, la régularité elliptique montre que v, € H*(Q)? donc on a
vl m2)s < k|2 r2)s, ot k est une constante positive
cette estimation et le théoreme standard de trace donnent
lo(v.) - V]2 < kil|2]|L2@)ps  pour une constante ky positive
par conséquent
| 1 s < bl =l
en simplifiant par ||z|| 12, on obtient

2C,
||Z||L2(Q)3 < Co||u||L2(r)3 < Tof(t) (3.11)

d’autre part, en dérivant par rapport a t, on voit que 0;z est solution du probléme

dive(0yz) =0 dans 2
Oz = Oyu sur T,

et on a

/]8t2|2dx§ C’o/|(9tu\2da
Q r

S _005, (t)a

/ 0,2 do < —CoE'(1). (3.12)
Q
Maintenant on multiplie la premiére équation de (2.1) par z, et on intégre sur

QT = QX]O, T[

/ 2(02u — dive (u) + &rot B)dz dt =0

T
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la formule de Green donne

/ z@fudaz‘dt—i—/ a(u):e(z)dxdt—/ z-o(u) -vdodt+¢& z-rot Edxdt =0,
T ¢ Ir Qr

en utilisant la condition au bord (2.9) et la deuziéme équation de (3.5) sur I', on

obtient :

/z~8t2udxdt+/ a(u):e(z)dwdt—l—/ 2(Au+ Owu) dodt + & z-rot Edxdt =0

T T X7 Qr

—A/ ]u\2dadt—/ u-@tudadt:/ zﬁfud:cdt—l—/ o(u) :e(z)de dt+£ z-rot B dx dt
ET ET T T

Qr

A/ ]u\2dadt:—/ u-@tudadt—/ z~8t2ud:cdt—/ o(z) :e(z)dxdt
X7 X

T T

la condition (3.7) donne :

A/ |u|2dadt§—/ u-@tudadt—/ 2(0*u + Evot E) dx dt
ET ET QT

la troisiéme équation de (2.1) méne a

A/ |u|2dadt§—/ u-@tudadt—/ 2(0Fu — €O, H) d dt
ET ET

T

en intégrant par parties sur t, on aura finalement

A/ lu|? do dt < —/ w-Owudo dt+ | Opz(Opu—E& w H) dx dt— {/ 2(Ou — Ep H) dx dt
X Er Q

(3.13)

Qr

Il reste a estimer chaque terme du second membre de (3.13)

pour le premier terme : en appliquant 'inégalité de young (ab < fa* + Z—Z) on obtient

A 1
/ u - Oudo dt < —/ lu|® do dt + — |0u|? do dt
Sr 2 Jsor 24 Js,

A I
< J— 2 _ /
5 |ul® do dt 5 /0 E'(t)dt

Xt
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Chapitre 3 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

comme [’énergie est positive on arrive a

/u~8tudadt’§§/ |u]2dadt+i(5(0)—€(T))
X

A
/ u.atudadt‘ < —/ ul? do dt + —£(0) (3.14)
ET 2 ET 214.
pour le deuxieme terme, on utilise successivement ['inégalité de Young, l'inégalité de
cauchy Schwarz, l’estimation (3.11) et la définition de [’énergie, on obtient

8tz(8tu—§,uH)dxdt‘§%/ |8tz|2dxdt—|—9/ |0 — & p H|* da dt

T QT

‘QT

T

<t [ ewarro [ (o gt isa
0

T

On a|dru— qu!2 < 200l + €28 HP)

Qr

en remplacant (1 + €2 )0 par 0, on conclut que pour tout 0 > 0

'/ 10 2(Oyu — & H)dx dt| < %5(0)+9/T5(t)dt (3.15)

pour le troisiéme terme, Cauchy schwarz, Uestimation (?7?) et la définition de l’énergie
donne

] [ - son]

< {2205( )L 0 /OTS(t)dt

< Co(E(0) = €(T) <262 €(0)

[ on]

et comme ['énergie est décroissante, le résultat découle des estimations (3.13),(3.14) et

(3.16)

[fone-con]

<20, E(0) (3.16)
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Controlabilité exacte

En utilisant la stabilité exponentielle dans le cas linéaire et le principe de Russell, on
déduit la controlabilité exacte du systeme élasto-magnétique (2.1).

4.1 Controlabilité exacte

Pour tout (ug,u1, Ey, Hy) € H, on cherche un temps 7' > 0 et deux controles
Ji, Jo € L*(T'x]0,T])? tels que la solution (u, E, H) du probleme

O?u — dive(u) + Erot E = 0, dans Q7 = Qx]0,T]

ey —rot H — {rot Oyu = 0, dans Q7

woy H+rot =0, dans Q7

div(e F) = div(u H) = 0, dans Qr (4.1)
Hxv+Eouxv=J, sur X = I'x]0, T

o(u) - v+ Au=Js, sur X

u(0) = ug, Au(0) = uy, £(0) = Ey, H(0) = Hy, dans
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satisfait
w(T) = o0u(T)=E(T)=H(T)=0. (4.2)

Théoreme 4.1.1. 5i ) satisfait 'estimation de EE-stabilité, alors pour T > 0 suffisam-
ment grand, pour (ug,uy, Eo, Hy) € H, il existe deux contréles Jy, Jo € L*(Xr)? vérifiant

J-v=0 surXr (4.3)
tels que la solution (u, 0w, E, H) € C([0,T),H) de (4.1) verifie (4.2) au temps T.

Preuve. On contréle le probleme inverse pour (yo,y1, Po, Qo) € H et pour
K1, Ky € L*(X7)? avec Ky vérifie (4.3). La solution (y, 0y, P, Q) € C([0,T], H) du probléeme

( 92y — divo(y) + Erot P =0, dans Qr
0P —rot QQ — Erot Oy = 0, dans Qr
(o +rot P =0, dans Qr
div (eP) = div(p Q) =0, dans Qr (4.4)
Qxv+Eoy xv=Ki, sur Y
o(y) v+ Ay = Ky, sur Xop
L (1) = 50,0 y(T) = y1, P(T) = Py, Q(0) = Qo, dans Q2

vérifie
y(0) = 9iy(0) = P(0) = Q(0) = 0. (4.5)
Si le probléme (4.4) et (4.5) admet une solution, il suffit de faire le changement de va-
riables
uw(t) =—y(T —t), E(t)=—P(T —t), H(t) = Q(T —t) te[0,7].

On résoud le probleme (4.4) et (4.5) en utilisant le systéme inverse et direct avec les

conditions linéaires sur le bord I.
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Soit (vg,v1, Fy, Iy) € H, on considére le systéme suivant :

(920 — divo(v) + Erot F = 0, dans Qr
e F' —rot I — Erot Opw = 0, dans Qr
1ol +rot F' =0, dans Qr
div(e F) = div(uI) = 0, dans Qr (4.6)
Ixv+&owxv—(Exv)xv=0, sur X
o(v)-v+Av— 0w =0, sur X
v(T) = vy, 00(T) = v, F(T) = Fo, I(T) = Iy, dans <

\

qui admet une solution unique (v, 0w, F,I) € C(|0,T[, H), il suffit de faire le changement
de variables :
i=—v(T —t), E=—F(T —t) et H=1(T —t)

comme l‘énergie de la solution (1, E, I:I) est exponentiellement stable, alors
E(v(t),0w(t), F(t),1(t)) < M e Ty, vy, Fy, Iy), Yt € [0,T] (4.7)

pour tout (vo, vy, Fy, Iy) € H, tel que E(v(t), Ow(t), F(t), I(t)) est 'expression de l’énergie
avec u, Oyu, B, H remplacés par v, 0y, F, I.
A présent, on considére le systeme

;

02w — dive(w) + Erot G =0, dans Qr
£ 0,G —rot J — £rot Qyw = 0, dans Qr
o J +rot G =0, dans Qr
Q div(eG) =div(p J) =0, dans Qr (4.8)
JXxv+E0(w) x v+ (Gxv)xv=0, sur Xp
ow) v+ Aw+ Ow =0, sur X
| w(0) =v(0),0w(0) = 9v(0), G(0) = F(0), J(0) = I(0), dans Q.

qui admet une solution unique (w, Ow, G, J) € C(|0,T[,H) car (v(0),dwv(0), F(0),1(0)) €
H
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Onposey=w—-—v,P=G—-FetQ=J—-1,

d’aprés (4.8) et (4.6), (y, P, Q) satisfait (4.4) avec

Ky =—-(Gxv)xv—(Fxv)xu, (4.9)
K2 = —@w — 3,51). (410)

On considere lopérateur A : H — H défini par :
A(vo, v, Fo, Io) = (w(T), Ow(T), G(T), J(T)).

Pour T >0, on pose d = M e™T < 1 et on montre que || Az < Vd < 1

on a

1A (vo, v1, Fo, To) 17 = |(w(T), 8w (T), G(T), J(T)) |3,
=28(w(T), 0w(T),G(T), J(T))
car E(w(T),0w(T), G(T), J(T)) = 5ll(w(t), 0w(t), G(t), J(t)) I3

pour tout t € [0,T] donc vrai pour T' d’ot

||A(UO7 V1, F0> IO) ||?{ = 28(W(T)v &f(")(T)v G(T)7 J(T))

< 28 (w(0), Bw(0), G(0), J(0))
car € est décroissante, donc

1A (vo, v, Fo, Lo) I3, < 2€(v(0),0pv(0), F(0), 1(0))

S 2 M e_ng(/U(h U1, F07 ]0)

car E(v(t), Ow(t), F(t), I(t)) < M e *T=DE (v, vy, Fy, o)
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alors pourt =10, on a

E(v(0),0,v(0), F(0),1(0)) < M e “TE&(vg, v1, Fy, Ip)

= dH(U[)a U1, F07 IO)H?—[

[A(vo, v1, Fo, Io) |13, < dl| (o, v1, Fo, 1) |3,

on a
1Al < Vd <1

donc A — I est un isomorphisme de H dans H.

(Y0, Y1, Fo, Qo) = (A — I)(vo, v1, Fo, o) (4.11)
(yo, Y1, Po, Qo) = (A = I)(vo, v, Fo, Io)
= (w(T), 0w (T),G(T), J(T)) — (vo,v1, Fo, 1o)

= (W(T), 0wy(T), P(T),Q(T))

alors on a une solution initiale (Yo, y1, Po, Qo) du probléme (4.4).
1l reste a montrer que K, Ky € LQ(ET)?’, on a

g = / (E®) x ) + [ ()]?) do

E(o(T), do(T), F(T), I(T))— & (0(0), 8,0(0), F(0), 1(0)) / (IF(t) x v+ |00 (1)|?) do dt

Y

£(w(0), 0iw(0), G(0), J(0))=E(w(T), 0w (T), G(T), J(T)) = / (IG(&)xv[*+]0uw(t)[?) do dt

Xr
en sommant les deux identités et en utilisant (yo, y1, Po, Qo) = (A — I)(vo,v1, Fy, Iy) et
||A||L(H,H), on obtient

/2 (|F x v]* + |G x v|> + |0w(#)]* + [0w(t)]?) do dt =
= E(T),00(T), F(T), I(T)) = £(v(0), 8,0(0), F(0), 1(0))
+ E(W(T),0w(T), G(T), J(T)) = E(w(0), 0w(0), G(0), J(0))

= E((T), d0(T), F(T), I(T)) - £(w(0), d(0), G(0), J(0))
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< E(u(T), 0 (T), F(T), I(T))

S ”(U07U17F[)7[0)H$—{

N | —

en utilisant Uidentité (4.11) et (I — A)™! est borné on aura

{IF xv]* + |G xv]> + [0w(t)]* + |0ww(t)|*} do dt

3
1 a
< I = 471 (o, e, P, @) (4.12)
< e P QI
_2(1_\/3)2 Yo, Y1, L0, 0) ||

donc Ky, Ky € L*(37)? et Uapplication

H— L*(3r)* x L*(Zr)?
(?Jo,yl;PO;Qo) - (KhKQ)

est continue.
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5.1 La stabilité dans le cas non linéaire

Dans cette section on montre qu’a partir de la stabilité exponentielle, le systeme
non linéaire associé est automatiquement stable, et cela est basé sur le principe de Liu
qui consiste a estimer 1’énergie du systeme non linéaire direct, en utilisant le systeme
rétrograde linéaire avec donnée finale égale a la valeur finale de la solution du systeme
non linéaire direct a donnée initiale nulle. Cette estimation se déduit en utilisant la stabi-
lité exponentielle du systeme rétrograde linéaire, une inégalité intégrale et une sequence
adéquate.

On commence par donner l'inégalité intégrale suivante ([9]) :

Théoréme 5.1.1. Soit £ : [0, +00[— [0, 400 une fonction décroissante telle que :
/ SEM) dt <TES), VS >0 (5.1)

avec T > 0 et ¢ une fonction convexe, strictement croissante de [0, +oo| dans [0, +o00|
telle que ¢(0) = 0, alors il existe t; > 0 et ¢y dépendant de T et £(0) tels que :

E(t)y <ot (M) , V>t (5.2)

C1 Tt

ou Y est donnée par :

/ —ds V>0 (5.3)
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cas non linéaire

Preuve. On pose

de (5.1), h est bien définie et satisfait

h(t) <TE(), Yt>0

comme ¢ est strictement croissante alors

AT h(t)) < P(E(t)), YVt>0

d’apres la définition de h
W (t) = —o(E(1))

en utilisant (5.6) on obtient

—W(t) 2 o(T7'h(t)), Yt =0,
maintenant on considere la fonction
g(t) = (T h(t))

avec ¢ une fonction définie par (5.3)

—h(1)

A FSTO)

en utilisant (5.7), on obtient

gty=>1"

en intégrant entre 0 et t, on obtient

el

D(T'0(L) = (T~ h(0)) =
d’apreés (5.4) on a

—+o00

h(0) = ¢(E(s))ds

et (5.1) donne
T7'h(0) < £(0).

Comme 1) est décroissante, alors

Y(T™h(0)) = 9 (£(0))
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les inégalités (5.8) et (5.9) donne

Y(Th(1)) > Y(EWO) + . (510
Comme ¢ est conveze et ¢(0) =0, alors
¢(s) < s¢(1),
d’ot
Sz e seby
en intégrant entre t et 1, on obtient
0(t) > (6(1) M log 5, Vi€ [0,1]
alors
Y(t) — +oo quand t — 0 (5.11)
et si(E(0)) + % > 0 dans (5.10), et comme ¢ est décroissante on aurra :
T < o (VEO) + 1) . ez ~TUED) (5.13)

I’énergie £ est décroissante, alors on peut écrire

Y+t
5(7t+t)§’yt1/ E(s)ds.
¢

Pour v, = Y(E(0)) + + et en utilisant l'inégalité de jensen (voir lemme 1.2.1), on
obtient

HEM 1) <! / " S(E () ds < 4t hh),

lestimation (5.13) donne

G(E(y +1) <ot (w—l%)

pour ty qui dépend de T et £(0),
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il existe ¢y et ty (qui dépend de T et £(0)) tels que :

Ye>c(t+v), VE>ts

ces deux derniéres inégalités donnent

E(p+t) <o (

avec ty = max{ty, t3}
on pose t' =y +t=v(E0))+ %+t

on arrive a (5.2).

Lemme 5.1.1. (/16]) Soit g : R* — R3 une fonction continue qui satisfait les propriétés
(2.10), (2.19), (2.20) et (2.21) ainsi que la propriété suivante :

[EI* + |g(E)* < G(g(E) - E), VIE|<1 (5.14)

avec G une fonction concave strictement croissante de [0, +oo[— [0, +oo[ et G(0) = 0,
alors il existe une suite de fonctions globalement Lipschitziennes et continues

g R =R keN
qui satisfait les propriétés (2.10) (avec la méme constante que g), (2.19), (2.20) ainsi que

ge(z) -2 >m'|z)?, Vo eR? |z >2 (5.15)

|2 + |gr(@)* < 1Glgr(2) - ) Vo] <2 (5.16)

avec m’ et vy des constantes positives indépendantes de k. De plus g, satisfait

gx(2)] < [g(2)], Vo eR’ kel (5.17)
gr(x) — g(x) quand k — oo, Vz € R (5.18)

Preuve. On pose gi(z) = g((I + k7'g)7 (x)), Vo € R3, k € N*,
cette définition a un sens si (I +k~1g) est inversible, qui vient de la monotonie de g.
La définition de g, nous donne directement

gr(x) — g(x) quand k — +oo, VYo € R,

e Montrons la monotonie de gy
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Pour x; € R®,i = 1,2, on pose

yi =+ k7 g) N (w), 1=1,2 (5.19)

alors
9(yi) = g(x;), i=1,2 (5.20)
yi + k7 g(y) = @, i =1,2 (5.21)

yi + k7 g(yn) = 2
Yo + k7 g(y2) = 22

la soustraction donne
Eg(y1) — 9(y2)) = @1 — 22 — (y1 — 12), (5.22)

en utilisant le produit scalaire avec (x1 — x3) et l'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

k- g(n) — 9(w2)) (@1 — 22) > [ay — 2|1 — 22| — |11 — v2]) (5.23)

le produit scalaire avec (y, — y2) dans (5.22) donne
EHg(wn) = 9(y2))(nn — y2) = (21— 22) = (11 — 92)) (41 — v2)

alors
(9(y1) — 9(y2)) (1 — va2) = k((z1 — 72) — (y1 — ¥2)) (Y1 — ¥2),

par suite
|21 — 22| > [y1 — y2 (5.24)

en utilisant (5.24) dans (5.23) on aura

k' (g(y1) — g(y2))(z1 — x2) > 0

et l'identité (5.20) nous permet de conclure que :
(gk(z1) — gr(22) (21 — 22) 2 0

d’ou gy est monotone.

® g globalement Lipschitzienne.
Dans Uidentité (5.22), le produit scalaire avec (g(y1) — g(y2)) donne

- g(y1) — g(y2)? = (21 — 22)(9(y1) — 9(y2)) — (w1 — 12)(9(11) — 9(v2))
<21 — 22flg(yr — 9(y2))| + [y1 — vallg(v1) — g9(y2)|.
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En utilisant (5.24), on obtient

E - g() — 9(ye)? < 2|z — 2al|g(y1) — 9(v2))]
alors
E ' g(y1) — g(y2)| < 2|my — 29,

et en utilisant l'identité g(y;) = gr(x;), on conclut que gi est globalement Lipschitzienne.
e Montrons que |gr(z)] < |g(x)|. On fize z € R3, pour tout x € R® et k € N*, on pose

y=(I+kg) (), (5.25)
alors, on a
9(y) = gi(x), (5.26)
d’ot
y+klg(y) =2 (5.27)

dans lidentité (5.27), le produit scalaire avec (g(z) — g(y)) donne

K g(y)(g(z) — 9(v) = (= — y)(9(z) — 9(v)),

la monotonie de g nous permet d’écrire
0<k™'g(y) - g(z) =k g(y)

4ot
lgW)* < lg(y)llg(z)],

par conséquent

l9(y)] < |g(z)],

on remplace g(y) par gi(x), et on conclut que

|g1(2)] < lg(x)].

Les propriétés (2.10) et (2.20) sont satisfaites par g, avec la méme constante que g, et
cela grace a la propriété (5.17).

e Montrons l'inégalité (5.15).
On commence d’abord par etablir l'inégalité suivante :

ge(z) -2 >g(y) -y (5.28)
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d’apres (5.27), on a
K lgly) =z —y

le produit scalaire avec g(y) nous donne

Egw)? = g(y)(z —y) =0,
d’ot
g(y) -z > g(y) - v,

on conclut grace a (5.26).
On fize |x| > 2, et soit y défini par (5.25).

a) Sily| < %, alors en utilisant (5.26) et (5.27), on obtient

Elge(z) -z =k7'g(y) -2 = (z—y) -z,

=]

5, 0n obtient

et en utilisant la propriété |y| <

gr(x) x> —. (5.29)

b) Silyl > %, alors ly| > 1 et en utilisant (2.21), on aura

m
9(y) -y > mly* > Z’x‘Q’

linégalité (5.28) nous donne
gelx) x> e, (5.30)

d’apreés (5.29) et (5.30), gx satisfait (5.15) avec m' = min(3, 2).
o [l reste a montrer (5.16).
Les propriétés (2.10), (2.21) et (5.14) satisfaites par g, impliquent

2 + 1g(2)]* < cGlg(2) - ), V|z] <2 (5.31)

c est une constante qui dépend seulement de G, en effet pour 1 < |xz| < 2, en utilisant
(2.10) et (2.21) on obtient

1+ 4M>
j2* +]g(2) < ———g(2) =
m
et on a pour
1< x| <2

1< |z <4

et
lg9(z)] < M(1+ |z])
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lg(z)| < 6M

et comme G est concave alors on aura
2<CG(z), V0<2z<6M, (5.32)

(C' dépend seulement de 6M )

Ces trois estimations nous ménent a (5.31) avec ¢ = max{1, C%}.

e Pour |z| < 2, soity donnée par (5.25), d’apres (5.24) |y| < |z| alors |y| < 2.
a) Pour |y| < “;—l, Uinégalité (5.29) est vérifiée, de plus

|9x(2) - x| = |g(y) - x| < M(1 + [y|)|z] < 6M
et d’aprés (5.32) et (5.29), on a

2
x
% S gk(x) Z,,
d’ot ) )
iy <cCG iy < cG(gx(z) - )
2 2
par suite

|z|? < 2¢G(gp(w) - 2). (5.33)

b) Silyl > %, Iinégalité (5.28) et la monotonie de G nous donne

G(gr(z) - z) > G(g(y) - v),

en utilisant l'inégalité (5.31) (valable pour |y| < 2), on obtient

j2|* < 4fyl* <4cGlg(y) -y) < 4cGlgu(2) - @), (5.34)
les estimations (5.33) et (5.34) montre que :

j2l* < 71 G(gi(x) - 2), V2| <2 (5.35)

avec y; = 2max{C, 2c}.

Pour Uestimation de |gy(x)|?, d’aprés Uidentité (5.26) et Uinégalité (5.31) on aura :

lg9e(@)]* = [g(y)]* < cGlg(y) - v)

a partir de (5.28) et la monotonie de G, on conclut que :

|95 (z)|* < cGg(z) - x), Vo <2 (5.36)

la somme de (5.35) et (5.36) nous donne (5.16) avec v =y, + ¢
d’ou toutes les propriétés de gy sont satisfaites.
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Théoréme 5.1.2. ([16]) Soit A et A, k € N* des opérateurs mazimaux monotones dans
un espace de Hilbert H tels que :

(I+A) 'w— (I+A) " w dans H,

pour tout w € 'H, quand k — oo.
Soient Uy, Ugy € H avec Uy = (ug, uy, Eo, Hy) et Uy = (uog, w1k, Eox, Hox) tels que :

U — Uy dans 'H,

on a

Ui(t) = U(t) dans H, quand k — oo Vt € Ry,
d’ot Uy (resp. U) est la solution de (2.1) avec la condition initiale Uy (Tesp. Uy ).

Lemme 5.1.2. Soient g, et gy verifiant les hypothéses du lemme2.1.6, et soit g5, k € N*
une suite de fonctions satisfaisant les mémes hypothéses que g, et go telle que

gh(x) — go(x) quand k — oo, Vo € R,

Pour (ug,uy, Eo, Hy) € H, soit (u, E, H) la solution faible unique de (2.1) et soit (uy, Ex, Hy),
k € N* la solution faible unique de (2.1) avec g5 au lieu de gy, alors pour tout t € R,

(un(t), e (1), Ex (1), Hr(t)) — (u(t),v(t), E(t), H(t)) dans quand k — oo.

Preuve. Pour tout k € N*, soit Ay l'opérateur introduit dans le lemme 2.1.6 associé au
systeme (2.1) avec gy et g5, d’aprés le théoréme 5.1.2 il suffit de montrer que :

(I+ A f,9,G, F)— (I+A) " f,9,F,G) dans H quandt — oo (5.37)

pour tout (f, g, F,G) € H.
Sotent (U, v, E7 H) = (I + A)il(fag7 F7 G) et (uknvka Ek7 Fk) = (I + A)il(fhg) Fv G)7
le lemme2.1.6 montre que (2.27) et (2.28) sont vérifiées ainsi que

H, =G — p'rot E, (5.39)
et tels que
a((v, E), (v, E")) = arp((vg, E), W', E")) Y(',E') €V, (5.40)
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avec
a((v, B)(v', E")) = /Q{“ V't o(v) re(W)}d
+/Q{5E.E’+;[1rotE-rot E' + sdiv(e E) - div(e ")} d x
+§/Q{rotv’-E—r0tv-E’}da:
+/F{Av-v’+gg(v)~vl+g1(E><V)'ElXV}dU
_g/r{Exy-v’ijxy-E’}da,

on substitue (2.27) de (5.38) et (2.28) de (5.39) et en utilisant la propriété e(E — Ey,) est
a divergence nulle, pour montrer (5.37), il suffit de montrer que

v = villmr ) + |1 B = Exllagot) — 0 quand k — oo,

alors (5.40) est équivalente a

ak‘<<vk7 Ek)? (Ul7 El))_ak‘«vv E)v (Ula El)) = a((”? E)7 (U/7 E,))_ak((va E)? (U/7 E,)) v(vl7 El) ev,

on a

ar((vr, Ei) (v, E')) = ai((v, E)(V', E)) = ar((ve — v, By, — E), (v, E'))
= /Q{(vk —v)-v +o(vy —v):e(v)}da
+ /{5 (Ep, —E)-E +p'rot (B — E) -rot B'}dx
—|—§/Q{rotv’ (B, — E) —rot (vy —v) - E'}dx

+/F{A(Uk —v) v + gy(ve —v) - v+
+g((E,— E)xv)-E'xvido

—g/r{(Ek—E)XV'U,—}—(Uk—’U)XV-E,}dO’,

a((v, E), (v, E')) — ai((v, B), (v, E')) = /F(gz(v) — g (W) do

on prend v' = v, —v, E' = E, — E, on aura
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ar((vg, Ex)(V', E')) — ap((v, E)(v', E")) = /Q{\vk — v +o(vp —v) :e(v, —v) da
+/Q{5|(Ek — E)?+ pYrot (B, — E)|*}dw
+§/Q{rotv’ (Ex — E) —rot (v —v) - E'}dx
+ [ (Al = 0P + gl =) (on = o)+

+ g ((Ex — E)xv)-(Exy — E) xvido

a((v, E)(v', E")) = ai((v, E) (', E')) = [1(g2(v) = g5(0)) (v — v) d o

en utilisant la monontonie de g, et g5, on obtient

/Q{\vk — v +o(vp —v) s e(vr —v)}da
[ B+ ot (B~ B

< /F<gg<v> ) (o —v) do

d’aprés cauchy Schawarz’s et le théoréme de trace, il existe une constante K (indépendante

de k) telle que :
v = vl @) + |1 Be — Ellgone) < Kllg2(v) = g5 (0) |22y,
et comme gy et g5 satisfont la propriété (2.10), on obtient alors
|92(v) — g5 (v)] < 2M (1 + Jo]).
D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesque, on obtient

lg2(v) — g5 (V)| r2ryz — 0.
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Théoreme 5.1.3. Soit g1, go deux fonctions vérifiant les hypotheses du lemme2.1.6 ainsi
que :
E)? +1g:(E))* < G(gi(E) - E), V|E|<1,i=1,2 (5.41)

ot G : [0, 4+00[— [0,400[ est une fonction concave strictement croissante avec G(0) = 0.
On suppose de plus go satisfait (2.21).

Si Q) satisfait Uestimation de EE-stabilité, alors il existe co, ¢3 > 0 et Ty > 0 (qui dépend
de T, de£(0) et de |I'|) tels que :

Y~ (cat)
2|0t
pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (2.1), ou ¢ est donnée par (5.3) pour ¢ définie
par

E(t) < 3G ( ) Vi> Ty (5.42)

é(s) = T|T|G~! <i> . (5.43)

C3

Preuve. Comme D(A) est dense dans H, d’aprés le lemme 2.1.5 et la continuité de
I’énergie par rapport aux données initiales, il suffit de montrer (5.42) pour des données
dans D(A).

Soit (u, E, H) la solution de (2.1) et on considére (y, P, Q) la solution du probléme (4.4)
et (4.5) avec y(T) = uw(T), Owy(T) = Owu(T), P(T) = E(T) et Q(T) = H(T') avec T > 0
suffisamment grand. A partir de (2.1) et (4.4), on peut écrire

0= [ {0w(0}u — divo(u) + Erot E) + Oyu(d}y — diva(y) + Erot P)

+eP(O,E — e '(rot H + Evot dyu)) + pQ(0:H + p'rot E)
+eE (0P — e (rot Q + ot Oy)) + pH (0,Q + pu'rot P)}dx dt,

0 :/ {0y - 0?u + Opu - 0%y — Oyydive(u) — du - divo(y)

+0w - érot B — EE - rotdyy + Oyu - Erot P
—P&-rotou+eP -0, FE +¢cE -0, P
+uQ - OH + puH - 0,Q + H -rot P — Prot H}dx dt

en appliquant la formule de Green (intégration par parties par rapport a x), on obtient :
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0= {0 - af?/ +o(u) : e(Oy) +o(y) : e(Opu)
Qr
+e(P-OE+ FE -0, P)+ n(QoH + HoQ)}dx dt

— | {ow)-v-Owy+o(y) v -Ouldodt
Xt

+ [ {(Exv)-P+(@Qxv)-E+&0, xv) E+ (O xv)-P}dodt

X

en utilisant les conditions au bord de (2.1) et (4.4), on obtient

T
O:/ /Gt{y~8tu+€EP+uQH+U(u):e(y)}d:cdt
o Jo

T
+/ /A@t{y-u}dadt
o Jr

T
"‘/ /{&y : gg(atU) — (9{& . K2 — P<g1<E X l/) X I/) + E - Kl}dgdt
o Jr
En intégrant par parties sur t, et en tenant compte des conditions initiales et finales de
(2.1) et (4.4), on obtient

S(T) = —% {@u . K2 — 3,53/ . QQ(atU) — (P X V) . 91<E X V) R Kl}dadt,

X7

Iinégalité de cauchy schawrz’s dans R3, et la propriété (4.3) satisfaite par K| donne :

1
ET) = 5 | AUowullKo] +10llg2(0)] + [P x v]|gi(E x v)| + |E x v||Ki[}d o dt,

S

Uinégalité de Cauchy schawrz’s dans L*(T')3 nous donne

£(T) < (/ |8tu|2dadt)2</ |K2|2dadt)2
ET Z:T

+(/ |8ty|2dcrdt)2</ |g2(8tu)|2dadt>2
ET ET

; 3
+(/ |P><1/|2dadt) </ |gl(E><y)|2dadt>
ET ZT
; ;
+(/ |E><1/|2dadt) (/ |K1|2dadt>
ET ET

Uestimation (4.12) et les conditions y(T') = u(T), oy (T) = owu(T), P(T) = E(T),
Q(T) = H(T) donnent

(5.44)
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1
{|F x v]* + |G x v|* + |0w]* + |0w|*}d od t <

3 (1 — \/3)2

cette estimation, la définition de y = w—v, P =G —F , (4.9) et (4.10) nous donnent

2
KlPdodt < ————&(T) i=1,2

E(T)

2
Pxvfdodt < ———=—&(T
JRY Ty
/ Owltdodt < —2&(T)
X B (1 - \/8)2
on insére ces estimations dans (5.44) on arrive a
S(T) <y {|g2(8tu)|2 + lﬁtu|2 + |g1(E X U)|2 + |E X V|2}d0'dt, (545)

X7

il reste a estimer le coté droit de l'inégalité (5.45),
on pose
Y5 ={(z,t) € X7 | |[E(z,t) x v(z)| > 1}

YXp={(z,t) € Xr | |[E(z,t) x v(x)] < 1}

d’apres les propriétés (2.10) et (2.21) on a

91 (E)? < [g1(E)| M (1+ |E]) < 2M|g1(E)|| E|

2M 2M |g1(E)|
<—|n(BE)||E? < —

E| m  |E|

OM? /(1 +|E E
< (")gl<E>~E< 0 (E) - E

m |E| - m

q(E)-E

alors

/{|gl(E><V)|2+|E><V|2}dadt§c5/ (Exv) -gi(Exv)dodt
=F

=F
avec c;5 une constante positive.
En utilisant Uidentité (2.38) et la propriété gi(§) - & > 0, on obtient

/Z+{]gl(E % )+ |E x v}dodt < 5(€(0) — E(T)), (5.46)

72
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d’aprés inégalité (5.41) satisfaite par g1, on obtient

/E_{\gl(E x V)| + |E x v|*}dodt < / G((Exv) -g1(Exv))dodt,

by

[inégalité de jensen’s nous donne :

1
/{|gl(E><y)|2+|E><y|2}dadt§|ET|G L B gBExndodt),
- Zr| Js

Uidentité (2.38), la propriété g1(€) - € > 0 et la monotonie de G nous donne

/E_{|91(E xV)|* 4+ |E x v|*}dodt < |37|G (%) : (5.47)

De la méme fagon, on montre que

{lgn(Ex )P+ |E x v|*}dodt < cg <5(0) —&(T) +|2r|G (M)> (5.48)

S

avec cg une constante positive.

Les estimations (5.46), (5.47) et (5.48) dans (5.45) donne

1) < r (£0) - )+ 6 (202D

avec ¢ une constante positive qui dépend de T et |T|

o E(0)— E(T) __£(0)
D Y
£ - &)

PR S

comme G est concave et G(0) =0, on obtient

()= Mo ()

d’ot

E(0)—E(T) _£(0) ., (EO)\ " (E0)—ET)
] S|2T|G<|ET|) G( = )
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=

o 5 £9 <1 g concavité de G et G(0) = 0 donnent

[Zr
£0)) _ £0)
G(w)z =, ¢

alors

£(0) — £(T) L (E0) — E(T)
5 = W) G( = ) (5:49)

o 5 €9 > 1, comme G est strictement croissante ,alors

|Zr|
E(0) ~ E(T) _ () 1o (E0) = E(D)
DARERSRLED) G( = ) (5:50)

Des deux estimations (5.49) et (5.50), on déduit l’estimation

O —ET) _ ((0) L E(0) - ET)
DA (|ET|’1)<G“)) G( =1 )

qui s’écrit
E(0)—&(T
£(0) < ¢5G (M> , (5.51)
27|
ol c3 est une constante positive qui dépend de T, E(0),|T'|. En appliquand ’estimation
(5.51) sur [t,t +T| au lieu de [0, T] on obtient

£(1) < exC (5@) —|25(T + T)) = (7Y (EW) — E(T +1)) Vt>0 (5.52)

ou ¢ est définie par :

o) = iric (2)

et ¢ dépend de T', £(0) et |I'|
d’ou

P(ER) <E1) —E(t+T)

en intégrant entre S et N on obtient

/SNqb(S)dt S/SNS(t)dt—/SNE(tnLT)dt
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N N N+T
/S S(E(1))dt g/s S(t)dt—/erT £(t) dt
S+T N+T
:/S S(t)dt—/N £(t) dt
<TE(S) — TE(N +T)
< TE(S)
dou

/N S(EB)dt < TE(S)
S

en faisant tendre N vers oo, on obtient :

- P(E()dt <TE(S), VS >0
s

on conclut grace au théoreme 5.1.1.

Si g n’est pas globalement Lipschitzienne, d’apres le lemme 5.1.1 il existe une suite de
fonctions continues globalement Lipschitziennes g5, k € N* qui satisfait (2.10), (2.19),
(2.20) et (2.21) pour |z| > 2 ainsi que (5.14) pour |z| < 2 avec G au liew de G (G est
multiple de G (indépendant de k)).

Pour tout k, soit (ug(t), Ex(t), Hp(t)) la solution de (2.1) avec go remplacée par g3.

En appliquant cet argument pour chaque k on obtient [’estimation

-1
gk(t) S C3 <ZT%|C;T1) s \V/t Z T1 (553)

ot E(t) désigne lénergie de (ug(t), Ex(t), Hi(t)), les constantes et les fonctions G et 9
sont indépendantes de k et on conclut grace au lemme 5.1.2 qui montre que

(ug(t), ve(t), Ex(t), Hp(t)) — (u(t),v(t), E(t), H(t)) dans H quand k — 400, Vte€ R,.

5.2 Cas particuliers
Exemple 1. Si on suppose que g;, i = 1,2 vérifient (2.10), (2.19), (2.20), (2.21) et (5.41)

ainsi que :
x - gi(z) > cloP™ pour i =1,2 Vx| <1,

|gi ()| < N2|*, pouri = 1,2 V]z| <1,

ot ¢,c sont des constantes positives, a € (0,1] et p > «. Alors en faisant le choix
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on trouve :

a) Sip=a=1, alors q=1 et G(x) =z, alors Yy~ (t) = exp™, on obtient donc une
décroissance exponentielle.

b) Sip+12>2aalors ! = tﬁ, on obtient une décroissance de lordre t~ 7 i-2a

Exemple 2. Supposons que g;(§) = exp (—m%p é) pouri = 1,2 et || assez petit et pour
p > 0. Alors
£+ gi(&) = h(I€*), pouri=1,2, [¢] assez petit,

avec h(x) = exp (;—1}) vérifiant les conditions suivantes :

€-g:(&) > h(EP), 19:(8)] < crlé]*, pour i=1,2 V|¢] <1 (5.54)

ol ¢ est une constante positive, a € (0,1] et h est une fonction de [0,1] — R continue,
strictement croissante et conveze telle que :

lim =)

se0t x¢

=0, st a=1 (5.55)

d’aprés la condition (5.41) on a pour a =1

19O <€, pouri=1,2V¢| <1

cect implique que :
€17 + 1)1 < (L +e)lel®

et comme h est une fonction croissante et conveze sur [0,1], alors h=1 est concave et

Gh(z) =1+

ceci équivaut a dire que :
G(z) =ch™(x), ot c = (1 + c}) est une constante positive

d’ot 1
hil(w) = 1
| log z|»

ce qui entraine que c
G(I) = I
| log x|

ou c est une constante positive. En appliquant le théoreme 5.1.1, on obtient une

décroissance de la forme
c

E(t) < -
| log t|»
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité du systeme de 1’élasto-magnétisme
par des feedbacks non linéaires. Nous avons abordé, dans un premiers lieu, 'existence
I'unicité et la régularité des solutions en utilisant la théorie des opérateurs non linéaires.
Nous avons ensuite donné une équivalence entre I’estimation de EE-stabilité et la stabilité
exponentielle du systeme linéaire associé a notre systeme.

A partir du principe de Russell et du principe de Liu, nous avons montré que la stabilité
exponentielle du systeme linéaire est une condition suffisante pour obtenir la stabilité du
systeme non linéaire.

On peut envisager comme perspective de remplacer la condition de Neumann dans le
systeme de |'élasticité par une condition de type Ventcel.
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