N°d’ordre : 30 / 2004-M / MT

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENE

Ot St (55 [t g La
Laagteislly pelall
U 8 T H B

FACULTE DES SCIENCES MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES

M¢émoire Présenté pour 1’obtention du diplome de MAGISTER
En : Mathématiques

Spécialité : Analyse (Systemes dynamiques)

Par : MOULOUD Aicha

THEME

ETUDE D’UN PROBLEME D’ELASTICITE
MOMENTIQUE DANS DES DOMAINES
NON BORNES

Soutenu le: 13 /12 /2004, Devant le jury:

Professeur a L’U.S.T.H.B Président

Maitre de conférences a L’U.S.T.H.B Directeur de Mémoire
Professeur a L’U.S.T.H.B Examinateur
Maitre de conférences a L’U.S.T.H.B Examinateur




Table des matiéres

Introduction 3
1 Rappels — Définitions 5
1.1 Généralités sur analyse fonctionnelle . . . . ... ... ... ... . 5
1.1.1 Notionsde base . . .. .. ... .. ... .. ... ... ... )

1.1.2 opérateurs différentiels usuels . . . . . .. ... .00 L. 7

1.1.3 Espaces de Sobolev H™(Q2) . . .. ... ... ... ....... 8

1.2 Trace d’une fonction . .. .. .. .. ... ... oo 9
1.3 Formulede Green . . . .. .. .. ... .. ... ... . 11
1.4 Espaces de sobolev avec poids . . . . . . .. ... ..o 13
1.4.1 Propriétés fondamentales des espaces W, (2) . . ... ... 16

1.4.2 Traces et relévements . . . . . . .. .. ... ... 19

2 Etude du probléme dans un domaine borné de R? 21
2.1 Position du probléeme . . . . . ... ... Lo oL 21
2.2 Formulation variationnelle . . . . . . .. ... ... 000000, 22
2.3 Formulede Green . . . . .. .. .. . ... ... o 24
24 Existence et unicité . . . .. . ... Lo oL 28

3 Etude du probléme dans un domaine non borné. 34
3.1 Cas d’un domaine extérieur de R. . . . . . . ... ... .. ...... 34
3.2 cas d’un domaine extérieur de R? . . . ... ... .. ... .. .... 41



Conclusion

Bibliographie

55

56



Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire concerne un probléme d’élasticité momentique (ou
micropolaire). C’est un probléme qui généralise au sens physique le probléme de I’élasticité
classique.

Il décrit les déplacements a partir de 1’état naturel d'un solide élastique, micropolaire,
homogeéne et isotrope, dans un domaine {2 donné.

L’idée essentielle de cette théorie est I'introduction d’une variable représentant la rota-
tion des particules constituant le solide élastique, relativement a leur voisinage, ainsi qu’un
tenseur de contraintes, anti-symétrique, que balance ’action des forces d’interactions entre
les particules (les particules exercent constamment des forces les unes sur les autres).

La théorie de l’élasticité micropolaire réunie donc, les rotations locales des points
aussi bien que les translations (les déplacements) réalisées dans la théorie de 1’élasticité
classique, et le tenseur des couples de contraintes, ainsi que le tenseur de contraintes.

L’objet de ce travail consiste & développer un cadre fonctionnel adéquat, assurant
I’existence et 1'unicité de la solution du probléme dans des domaines qui ne sont bornés
dans aucune direction, ce qui est le cas des domaines extérieurs, c’est-a-dire des complé-
mentaires de domaines bornés.

Les espaces de Sobolev classiques ne sont plus adaptés a ce genre de probléme. Le
cadre fonctionnel adéquat est en revanche donné par les espaces de Sobolev avec poids,
qui coincident localement (sur un borné) avec les espaces de Sobolev classiques.

Ces espaces ont été introduits par de nombreux auteurs pour étudier en particulier
I'équation de Poisson, citons par exemple, sans étre exaustif: Hanouzet [16], Cantor [§],

Leroux [22], puis Giroire [15].



Schématiquement, le principe de ces espaces est de sélectionner des fonctions en les
comparant, ainsi que leurs dérivées a I'infini avec une fonction de type r* dans les espaces
LP (Q); avec 1 < p < 400 et o € R.

Plus fondamentalement encore, les poids sont choisis de sorte que les inégalités de
Hardy se substituent & I'inégalité de Poincaré défaillante dans un domaine non borné.

Dans ces espaces, on établit des théorémes de traces, d’existence et d’unicité, dans un
domaine borné de R?, dans un premier lieu, ensuite dans un domaine extérieur de R”,
avec n = 3 puis n = 2, et la technique utilisée & cette occasion est celle des méthodes
variationnelles.

Notons finalement que le cas bidimensionnel nécessite des arguments spécifiques que

nous détaillerons ultérieurement.



Chapitre 1
Rappels — Définitions

Ce chapitre rassemble les définitions et propriétés essentielles, qui seront utilisées de fagon

constante dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Généralités sur ’analyse fonctionnelle

1.1.1 Notions de base

soit 2 un ouvert de R", Q sa fermeture.

» soit k € N, CF (Q) est 'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur
Q.

» CK (52) est le sous espace de O (Q) tel que 9“u se prolonge contintiment sur Q
pour tout || < k.

» soit k € Net « €]0,1[, on a:

CO’Q(Q)—{uECO(Q):W<m;W¢,yEQ}

et
CRo@) ={ueck(Q) ;0 ec™ (@), |5 <k}

En particulier, si on pose o = 1 dans C%%, on obtient ’espace des fonctions lipschitzi-

ennes.



» On définit D () par I'espace des fonctions infiniment différentiables et & support
compact dans €2, et D (Q) I'espace des restrictions des fonctions de D (R™) a €.
» D' (Q) est I'espace des distributions définies sur 2 (applications linéaires, continues
sur D (€2)).On note par (.,.) le produit de dualité entre D’ (2) et D ().
Définition 1.1. (cf.[7])
on désigne par L* (Q) " espace des fonctions
u: @ — R

r — u(x)

de carré sommable sur €,
/ lu (z)]* dz < +00
Q

relativement o la mesure de Lebesgue (dx = dxy.dxy...dx,) dans R™.

Rappelons que:

» L% () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) = /Q u(z)o(z).dz.

»On note par

full = (w = ([ <u<az>>2da:)é .

la norme correspondante.

» D () est dense dans L? (Q2) pour la norme |||, .

Proposition 1.1. (inégalité de Cauchy Schwartz , cf.[7]) :
Soient u, v € L? () alors :

w € L' (Q)
et

lwolly < llully (o]l -



Définition 1.2. ( injections continues- injections compactes ) .
X, Y deux espaces de Banach tels que : YCX (algébriquement) .

1) On dit que Y s’injecte de maniére continue dans X si l'opérateur identité :

d: Y — X

y =y

est continu.
2 ) On dit que Y s’injecte de maniére compacte dans X si l'opérateur identité est compact

de Y dans X .

1.1.2 opérateurs différentiels usuels

Définition 1.3. Soit Q un ouvert de R? et soient, © une fonction scalaire, u = (uy, Uz, u3)
une fonction vectorielle de R3, ot les u; sont des fonctions scalaires de classe C*(§) pour
1=1,2,3.

On désigne par A\ |, V , div , et rot les opérateurs différentiels usuels, laplacien, gradient

divergence et rotationnel, définis par :

3
PP [ Op Do Op
ASO N ; axf ’ VSO N <3x1’ 8I27 81:3)

Vu= (Vul, VU/Q, V'U,3) / Vul = <auz auz auz) = 1, 2, 3

(991:1 ’ 8x2’ 8373
3

aui
divu = .
U ; 8J}Z

» Dans le cas n=3 : pour tout u = (uq,uz,u3) , on pose :

rotu =V Au = Ous _ uy Ouy . Ous Ouy  Ouy
a - \Oxy  Oxg Oxs Oxy’ Ox1  Oxo



» Dans le cas n=2 : pour tout u = (uy,uz), on pose :

définissant ainsi 'opérateur différentiel noté encore rot de R? dans R .
» On est aussi amené a utilisé dans le cas n=2, l'opérateur différentiel linéaire, noté Rot

de R dans R? défini par :

L Op Oy
ROtSO—(a—xQ, 8_:)31)

pour tout ¢ fonction scalaire .
De plus dans le cas n=3 : L’opérateur rot apparait comme son propre « transposé

formel » ¢ a d:
(rotu, ) = (u,rote)  Yue[D Q) , Ve e [D(Q)]

Par contre dans le cas n=2 : L’opérateur rot apparait comme le transposé formel de

l'opérateur Rot ¢ a d :

(rotu, ) = (u, Rot ) , Yu € [D'(Q)] , Yo € D(Q)

1.1.3 Espaces de Sobolev H"((2)

Définition 1.4. (¢f.[27]) :
Soit  un ouvert de R™, m € N .

On définit l’espace de Sobolev H™ par :
H"Q)={ueL*Q) / 0uel’Q), |af<m}

ol

a=(ag,a9,...,a,,) € N* | la] =a1 +ag+ ... + ap

et
dlely,

(0%
u= :
J 0x]1 0y ... 0xon.




» Il est muni du produit scalaire :

(u,v),, = Z /8au.8o‘vdx.
Q

laf<m

»La norme induite par le produit scalaire est notée par ||.||,, :

el = (3 / ul? da).

laj<m

Muni de cette norme, H™({2) est un espace de Hilbert séparable .

»En particulier on a :

H Q) = L*(Q).
»Pour m € N, on a les injections suivantes :
H™ Q) — H™(Q) — H™1Q) — ... — H(Q) — H*(Q) = L*(Q).

»La fermeture de D (§2) dans H™(f2) est appelée HJ'(12) .
»Le dual de HJ*(€2) est noté H™(Q2) .

1.2 Trace d’une fonction

La notion de trace étend la notion de restriction d’une fonction continue au bord I'. De
maniére générale, la notion de restriction au bord n’a pas de sens pour les fonctions de
LP(£2), car ces fonctions sont définies pp et la mesure du bord I" est nulle par rapport a

la mesure du domaine 2 .

Théoréme 1.1. Si () est lipschitzien , alors D <Q> est dense dans H™(Q)) .

Proposition 1.2. §i ) est un ouvert borné, lipschitzien, alors l’application

D (Q) — C(I)

(T



se prolonge en une application linéaire et continue de H*(Q)) dans L*(T"). Ce prolongement

est appelé opérateur trace, noté v,. De plus on a :

/F Iy ()T < ¢l -

Corollaire 1.1. 57 Q est un ouvert borné lipschitzien, alors :

Hy(Q) ={ue H(Q) / 7 (u) =0 surT}

Hy () = ker 7

Remarque 1.1. L’image de H () dans L*(T') par application vy, est un sous espace
fermé de L*(T), muni de la topologie induite par celle de H' est appelé, espace de trace,

noté Hz (T') :

NG

Hz (L) =7, (H'(Q)) € LX)

et

loly = inf full, < full,
=9

Yo(u
Théoréme 1.2. ( de relévement ) :

Soit ) un ouvert borné, lipschitzien, alors :

Vg € H%(F) , Ju e H (Q) tel que

ur = g et Jluly <c gl
e Vecteur normal , dérivée normale :

Si le domaine € de R est lipschitzien, on peut définir presque partout le plan tangent &
I' (bord de Q) ainsi que le vecteur normal. On note par 7 (z) = (ny (z),n9 (), ..., nx (2))

le vecteur normal unitaire extérieur a €2 tel que :
1
In (@)l = (ni (z) + 05 (2) + ... + 0y (2))* =1

Il est clair que si I' est borné, n (x) € LP(T") pour tout 1< p < 400 .

10



Définition 1.5. Soit f : Q — R, de classe C! ((2) .

On appelle dérivée normale de f, l'expression :

N of
:;0$ (x)n

1.3 Formule de Green

Théoréme 1.3. ) ouvert borné de R™, lipschitzien de frontiére I'. Soient u,v deux élé-
ments de H*(Q)). On a :
/ —d:U = —/’yo (u) n;dr.
r

/ —vdm =— / u@dm + /70 (u) 7y (v) nidl.
Q Ti r

Siu € H? v e H.alors :

/vAudx = / VuVudz +/70 (v) 7 (%) dar.
Q Q r on

Théoréme 1.4. (Inégalité de poincaré-Friedrichs) :

Soit Q (C R™) un ouvert borné. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :
[vllo < el[Vull Vo € Hy(9).

Comme conséquence de cette inégalité :

vl, = ||Vo|l, est une norme sur Hi () équivalente a la norme usuelle de H' i.e.
‘ ’1 H ||o 0 q

cfvlly < IVelly < e lvlly Yo € Hy ().

Lemme 1.1. (Inégalité de Korn, cf. [23]) :

1l existe une constante positive c telle que :

1
[Vulls = 5 lirot ullg + lully > cllully  vu e [H' ()]

11



Théoréme 1.5. ( Injection de Sobolev ) :
Si Q) est un ouvert de R™, borné et lipschitzien, alors on a les injections suivantes :

1)H™Q) — LP(Q) , Vm e N telle que : m — 2 > —

|
N3
Y

2)H™(Q) — C (S_Z) , Vm € N telle que : m

Théoréme 1.6. ( de Rellich ) :

Si Q est un ouvert de R™, borné de classe C°, alors on a les injections compactes suiv-
antes:

H™(Q) — H™ Q) , Vm € N* .

En particulier :

H™(Q) — L*(Q) , Vm € N* .

e Théoréme de Lax Milgram :

» Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u, v) et de la norme

|lu|| = v/ (u,u). V' le dual topologique de V', c a d :

LeV < L:V — R

u +— L(u)

tel que
1L ()] <cllull,  VueV.

» a (u,v) une forme bilinéaire continue sur V' :

a(,.): VxV — R

(u,v) — a(u,v)

s’il existe ¢ > 0 tel que: u, v € V,

ja (u, )] < e flull o]l

12



Définition 1.6. ( Probléme variationnel ) :
On appelle probléeme variationnel le probléme suivant :

Soit L € V', trouver u dans V tel que :
a(u,v) = L(v) Vo eV

Définition 1.7. Une forme bilinéaire est dite V-elliptique ou bien coercive, s’il existe une

constante o (o > 0) tel que :

a(u,v) > a|ul® YueV

Théoréme 1.7. (de LAX MILGRAM ) :
Soit V' un espace de Hilbert. a (.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur V. Alors

pour tout L dans V' '(L € V''); il existe une unique solution uw dans V' tel que :
a(u,v) =L (v) Vo eV
De plus, il existe une constante c telle que :

lully < el vLeV

1.4 Espaces de sobolev avec poids

Nous allons introduire les espaces de Sobolev avec poids adaptés au cas non borné, in-
troduits initialement par Hanouzet [16] dans R?, puis développés notamment par Giroire
[15] dans R?, dans le cadre hilbertien.

Ces espaces fournissent un cadre fonctionnel adéquat car, les fonctions appartenant &
ce type d’espaces satisfont des inégalités de type Poincaré qui sont optimales .

Afin de définir ces espaces, nous introduisons les notations suivantes :

2 un ouvert de R” (n=2 ou 3), on note par :

13



1) x = (x1,2,...,,) un point de €.
2)r=lz|= (21 + a2+ ... + xn)% , la distance de = par rapport a ’origine .

3)p(r)=(1+72) 2 et Ig(r) =log(2+r?) , les deux fonctions poids de base .

Définition 1.8. Soient m > 0 un entier , o, 5 € R. On définit l’entier :

- m-—%5—a s S4+a € {1,2,..,m}.
—1 SINon.

et ’espace :

u € D/(Q) VA= ()\27)\27---7)\71) N >0 , 0<Z |/\| <k.
W (©) = P (lg Pt 9 € L2 (@) |
E+1<|N <m; pom N (1gr)foru € L2 (Q) .

W, () est muni d’une structure d’espace de Hilbert pour la norme :

2
a—m A
P Al

1-8
(Igr) 0

23 e g ot )

2
0
k+1<|A|<m

— A
HUHWQB(Q) = ( Z o'

0<A<k

On définit aussi la semi norme :

2

p (Igr)? ('9’\qu

i = (2

[A|l=m

La résolution du probléme conduit & introduire espace W, (2) i.e pour 8 = 0, et

qui sera noté plus simplement W (§2):

we D' (Q): VA= (Ao, gy M) = M >0, 0< [N < k.
W™ () = pem M (1gr) T 0t € L2 (Q)
E+1< |\ <m; pomt Mot € L2(Q) .

14



muni de la norme

lullymay = lullpa =
3
_ 2
Z ‘pa mHA HAy, Z ||pa—m+|)\|a)\uH§
0<|A|<k lgr 0 E+1<|A|<m

et la semi norme :

2
2
gy = | 22 l"0Mully |

[A|l=m

Remarque 1.2. Le rédle des poids est de préciser le comportement a 'infini des éléments
de ces espaces .

Ils n’ont aucune influence sur les propriétés, qui sont identiques, quelque soit o, a celles
des espaces de Sobolev usuels H™ (), lorsque Q2 est borné. En particulier dans le cas
qui nous intéresse principalement ot 2 est le complémentaire d’un compact €V, tous les
théorémes sur les traces des éléments de H™ () sur la frontiére I, restent exacts pour les

traces sur I' des éléments de W™ (Q).

Remarque 1.3. p(r) etlg(r) ont a linfini le comportement der etlog(r) respéctivement.
Lorsque lintérieur du complémentaire de €2 n’est pas vide, il est loisible d’y placer [’origine,
ce qui permet de remplacer dans la définition de W,™ (), p(r) par r et éventuellement

aprés un changement d’unité, lg(r) par log(r) .

Remarque 1.4. Les poids ont été choisis de maniére a permettre l'obtention d’inégalité

de corcivité .

Remarque 1.5. Les valeurs de (5 + «) sont dites :

» Critiques si elles vérifient : (3 +a) € {1,2,...,m} .

» Non critiques dans le cas contraire .

On notera que la présence du poids logarithmique n’intervient que pour les exposants
critiques. Leur introduction est indispensable pour prolonger certains résultats obtenus

dans les cas non critiques .

15



1.4.1 Propriétés fondamentales des espaces W, (Q2)

Dans Amrouche [6], Hanouzet [16], Giroire [15] sont démontrées les propriétés suivantes :

Proposition 1.3. W, (2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

a—m+|A| a—m+|A|

_ P x, P A
(W V) my = Z < lar J*u, lar 01})0—1-

0<|A<k|

Z (pozf7n+|/\|8)\u7 pafm+|)\|a)\v)0 )

E+1<|A|<m

Contrairement aux espaces de Sobolev classiques, les espaces de Sobolev avec poids

ne forment pas une famille d’espaces emboitées; cependant on a:

Proposition 1.4. on a les inclusions suivantes avec injections continues:
W (Q) — WM Q) — ... — W2 (Q)

Proposition 1.5. soit u € W (Q). Alors, Si A € N" tel que : 0 < |A| <m

Pu e WnP(Q)

c a dl’ application :

ueWm(Q) — Puew Q)

est continue .

Les démonstrations des trois propositions précédentes sont identiques a celles du cas

H™(Q) .

Proposition 1.6. v € R, A € N*. L’application définie par :
ue Wi (Q) — plue W ()

est un isomorphisme. De plus on a :

02 ()] < Crp™

16



Preuve. Giroire [15] . =
Les deux théorémes suivants nous permettront, lorsque nous voudrons démontrer une
propriété des éléments de W', de la démontrer pour des fonctions régulieres, puis de

raisonner par densité pour achever .
Théoréme 1.8. D (R") est dense dans W' (R™). n =2 ou 3 .

Preuve. Giroire [15] pour n=2, Hanouzet [16] pour n=3. =

Le théoréme suivant généralise le résultat précédent pour un ouvert €2 # R™ .

Théoréme 1.9. Soit Q un ouvert de R". D <Q) est dense dans W™ (Q).

Preuve. Giroire [15] m

Nous pouvons maintenant introduire la :

0

Définition 1.9. pour 2 # R", W désignera l’adhérence de D () dans W () tel que:
0 ,

Wi = {u cWm(Q), 2% =0, j=0,...,m— 1}011 9 —la dérivée normale.

e Y Ond %

Son espace dual est noté par W-7' () .

Lemme 1.2. (Inégalité de Hardy).
Soient [ et p deux réels tels que 5 # —1 et p € |1,+o0[. Soit f une fonction positive et
mesurable, définie sur [0, +oo] telle que:

“+o00

/ If (r)| P 7PPdr < 400

Soit: .
— [ f(@t)at $i g >-1
F(r)= too
[ f@)de $i p< -1
0
Alors:

+o0 +o0
p,.B p . P8
0/|F(7“)| rPdr < <|5+1|> 0/|f(7“)| rPTPdr .

Preuve. Hardy [17] =

17



Lemme 1.3. (Inégalité de Hardy généralisée) .

Soient p € ]1,+00[ et f une fonction donnée dans D (|R,+o0[), alors si o ety sont deux

réels tel que o # —1, et si R > exp (%) on a :

Zof e i < (2 ;/Oodfdﬁ”

Quand o = —1, alors pour tout réel v tel que v # —1 et si R > 1, on a :

70“” Pt < () yw’dfdy)

Preuve. Kufner, A [20] =

P
r7PIn” (r) dr.

p
r TP IO () dr

Définition 1.10. Les fonctions de W2 (Q2) sont des distributions tempérées, qui peuvent
étre dans certains cas des polynomes. En effet , on introduit l’entier j = j(m,n,a) qui
vaut :
> [m — (2 + )] ([s] désigne la partie entiere du réel s ), lorsque (2 + ) ¢ {i € Z ; i < m}.
»m— (2+a)—1, sinon .

Alors p; est le plus grand espace de polynomes contenu dans W2 (Q).

La norme de l’espace quotient W' () /p; est donnée par :
[U]ng(ﬂ) = HuHW&"(Q)/pj = 52}2 Ju+ QHng(Q) :

La propriété fondamentale qui suit, découle de I'inégalité généralisée de Hardy.

Théoréme 1.10. Soit m> 1 un entier et o un réel quelconque. Alors il existe une con-

stante ¢ = c¢(m,n, ) > 0 telle que :
Vu e Wi () : ||u||W(T(Q)/Pj/ <c |ulymgy -

ot 7' = min (j,m — 1). En particulier, la semi norme |.|;im oy définit une norme équiva-
) ’ 1%.% (Q)

lente a la norme de l’espace quotient W' (Q2) /pjr .

Preuve. Amrouche [6] =

18



éoreé 11. La semi norme |.|virm est une norme sur équivalente a la norme
Théoréme 1.11. L wm(q) €st W lente a [
«

-l -

En particulier :

HUHLO <c ’“|1,0 Yu e Wy (Q) .

Preuve. Ce résultat découle de l'inégalité de Hardy. La démonstration est dans

Giroire [15] ou bien Hanouzet [16] . m

Lemme 1.4. Soient o un réel et m un entier strictement positif tels que:

5 +ac{l,2,....,m}alors, V R un réel assez grand, il eviste une constante Cr telle que:

Vo € D (Bg) : @llwp(sy) < Cr |9l (sy) -
En d’autres termes, la semi norme ].\Wm( ) est une norme sur D (B}) équivalente a la

norme de W (Bf).

B}, = complémentaire de By tel que:
Br = B(R) = B (0, R) =la boule de centre 0 et de rayon R .

Preuve. Amrouche [6] . =

1.4.2 Traces et relévements

Définition 1.11. Soit ' un ouvert borné compact et simplement connexe de R", (n = 2, 3).
Q le complémentaire de l'adhérence de Q' dans R" (Q =R" — Q' ), ' = 9Q sa frontiére
supposée réquliére (cf.[27]). Dans toute la suite, un tel ouvert sera désigné par 'appellation

générique de "domaine extérieur” .

Par définition, la frontiére d’'un domaine extérieur est bornée. Si elle est de plus
lipschitzienne, il existe v un opérateur de trace sur le bord, continu de W, (2) dans
H:z (I') comme pour un domaine borné. Cet opérateur est de plus surjectif comme le

montre la

Proposition 1.7. Soient Q C R™ un domaine extérieur lipschitzien et ¢ € H 2 (). Il

existe u € Wy (), a support compact dans Qet O = C(n,$) > 0 tels que :
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Preuve. F Alliot [4]. =

Remarque 1.6. - W2 (Q) = L*(Q) .

Dans la suite du travail, on utilisera fréquemment les espaces suivants :
— Pour n=2 :

We(Q)={ueD (Q):pt(r) (Igr)'ue Ll*(Q),Vue L*(Q)}

WO, (Q) = {ue D' () : pligriu € L2 (Q)}

— pour n=3 :

Wi Q) ={ueD Q) :p ' (r)uel?Q),Vue L*(Q)}

WO(Q) = {ue D'(Q): pue L*(Q)}

Ces espaces sont munis de leur norme naturelle et leur semi norme .

Remarque 1.7. W3 (Q) (pour n=3) ne contient pas les polynémes, ni les constantes.

Par contre W3 () (pour n=2) contient les constantes .

20



Chapitre 2

Etude du probléme dans un domaine

borné de R’

2.1 Position du probléme

Le probleme décrit les déplacements a partir de I’état naturel d’un solide élastique momen-
tique (micropolaire), homogeéne et isotrope, dans un domaine € borné de R3, de frontiére
I' supposée assez réguliere.

Les équations générales se définissent comme suit (cf.[21]):

P (b4 o) Au+ (A + p— a) Vdiv u + 2arot w = —f; . 2.1)
(v+B)Aw+ (e +v — B) Vdiv w — daw + 2arot uw = —f5 . -

ol les parametres «, 3, i, v, A et €, sont des constantes physiques du milieu devant vérifier:

a>0,0>0, u>0,v>0, 3N+2u>0,3+2v>0. (2.2)

Les inconnues sont u et w tels que u , w , f; , fo sont des vecteurs a trois dimensions
qui représentent respectivement : les déplacements, la microrotation, la densité volumique
et le moment massique.

Aux équations du systéme (P), on ajoute des conditions aux limites de type:
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1. Neumann pour u :

o(u) ir=g

2. Dirichlet pour w :

W Ir= g2

ou o est le vecteur de contraintes .

2.2 Formulation variationnelle

Pour simplifier I’écriture du systéme (P), on pose :

U= (u,w), F=(—fi,— f2), G = (g1, 92) et on définit Popérateur :

tel que :

Ay (u,w) = (p+ o) Au+ (A + p — a) Vdivu + 2arotw
Ay (u,w) = (v + 5) Aw + (e + v — B) Vdivw — daw + 2arotu

Le probléme (P) devient :

AU = F.
(P*){
TWU)=G sur '
tel que : T(U) = (0 (u),w).

On introduit les espaces:

D=2U=(wuw) |/ uG[D(f))r,we[D(Q)]g et/uda::()

Q

et la fermeture de D dans [H' (Q)]°:

V=¢U=(uw) |/ ue[Hl(Q)]?’,we[Hé(Q)}B et /udac:O

Q
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V est un espace de Hilbert pour la norme de [H! (Q)]°, et on a :

UL = 1w, w)lI} = llully + el (2.9)

On introduit aussi ’espace:

H= {U = (ww) €V / k(u) € [L2 (Q)]S} (2.10)

tel que :
k(u)=(p+a)Du+ A+ p—a)Vdiv u

H est un espace de Hilbert muni de la norme :
[ (s )z = [fully + wll§ + [k ()]l - (2.11)
Nous associons au probléme (p*) le probléme variationnel suivant :
Pour tout f; € [L*()]° , f» € [H 1 (Q))°
(P*) Trouver U € V tel que : (2.12)
a<U,U):<F,U> +<G,U> VU eV
Q r
ou V est 'espace défini dans (2.8) et a (U U ) la forme bilinéaire définie par :
a (U, U) - /E (U, U) 9 (2.13)

Q

avec :
, .1 1 _
E (U, U) = 2u (Vu Vi — érot urot 4 — gdw u div u) (2.14)

1 1
+2v <Vw Vi — 57’075 w rot W — gdiv w div u’;)

3e + 2v 3N+ 2

div w div W + div u div 1

+pBrot w rot w +

+a (2w —rot 4. 2w —rot u ).

Dans cette expression :

U (U7 w) = (U1,U2,U3,w1,w2,w3)
U = (i, 1) = (tiy, iy, i, thy, g, 103)
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L’ensemble des éléments U tels que a (U, U) =0 se réduit a 'espace :
R={U=(v,w) :u=ahz+b,w=a [a,beR’} (2.15)

et
%ﬂV: {ORG} .

2.3 Formule de Green

Théoréme 2.1. (de densité)

Q ouvert borné, lipschitzien de R3. L’ensemble D est dense dans H .

Preuve. 1) On définit une fonction de troncature ¢ € D (R?) :

¢(x) =1 7] <1
0<¢(z)<1 1<zl <2 (2.16)
¢(x) =0 ] > 2

et pour n > 0; on définit ¢, la restriction & Q de la fonction ¢ (£) (ie ¢, (z) =
6(z) €0 (2))
On pose :
U, =¢,U / UeH (2.17)

Dans cette expression, U = (u, w) et U, = (un,w,) tel que: u, = ¢,u , w, = ¢,w .

On montre que pour U € H, U, € H et
U, —Uly —0 (2.18)

avec

U = Ul = Il = ully + lwn = wl]l} + [l (un = w5

Il suffit de montrer que chaque terme tend vers zéro :
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2 2 2
> |un —ully = llun = ullg + [V (un — u)]g et

2 2
[un —ully = lld,u—ully
< / (¢ —u)* da
R3
< / lul*dz — 0 quand n — oo
|z[>2n
Il résulte :

u, — u dans L? () quand n — oo

et donc
Vu, — Vu € L*(Q)
d’ou
[t = ull] = 0.

On fait de méme pour ||w, — w||, . De plus
u, —u dans L?(Q) = k (u,) — k(u) € L* (Q)

ce qui entraine (2.18)

Conclusion : Les fonctions a support compact sont denses dans H .

2 ) Soit U € H a support compact .

On montre par régularisation que U peut étre approché par une suite de fonctions
réguliéres de D.

Soit la fonction régularisante p € (D (R?))?

() =0  pour |z[>1 (2.19)

€
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On pose
Ue = (te,we) = p. x U (2.20)

Pour U € H, on note par U le prolongement de U a R3. U € H tel que H est le
prolongement de H & R3, de plus

0. = (i, i) = p.x U € D

ot D est le prolongement de D a R3 |

On a:

U = ,06*(7—>U dans L? et

VU, = p,* VU — VU dans L?

ce qui implique :

(76 — U dans H*

et

k() = p. = k(@) — k (2) € L* (R?)

et donc :

U, — U dans H (2.21)

D’on Pexistence d’une suite de fonctions U, € D tel que (2.21) .

Dans le cas général : Q) # R3, on utilise un recouvrement de 2 i.e :

Q=|]o;, 1fni (2.22)
iel
Q) strictement étoilé c a d : 4 y € Q pris pour origine tel que :
00 C Q V0 €[0,1] et tel que 6y C 0 C Q.

On utilise aussi la partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement i.e :

6, €D(0:), 0<¢, <1, Y di(w)=1,7€Q

i€l
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Donc pour U € H :
U= Z@U dans R?

icl
avec U; = @U € H et supp ¢iU - S_L )
On se rameéne ainsi au cas précédent i.e régulariser le résultat. Il existe donc une suite
de fonctions U; . € D:
Ui, e — (72 dans H .

en passant a la restriction de UZ c & €); ; on obtient :
Ui, € — Ui, elQ— Uz = ¢1U
avec U; € D. Ce qui acheve la démonstration . m

Théoréme 2.2. (de trace)
6
1l existe un opérateur linéaire et continu v de H dans [H —3 (T )} tel que :

VU eV , YU € H, on a la formule de Green :

(—AU, U) ta (U, U) - <7 ), U> (2.23)

1 1
273

\16
Preuve. Soient U = (u,w) dans D et U = (4, 1) dans {D (Q)} .
A partir de (2.3) (2.4), (2.5) et (2.13), on établit par intégration par partie la

formule de Green :

<—AU, U) ta (U, U) - <T(U) , U>F (2.24)

ou T est un opérateur linéaire et continu défini sur D et & image dans (D (T))® .

T: D — (D())°
U — T(U)

Comme D (Q) est dense dans H' (Q), (2.24) reste vraie pour U e [H* (Q)]° et
U € D. Par conséquent
]<T<U),U>F] < CHUHl Ui, . (2.25)
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. 6
Maintenant, soit g un élément de [H 2 (F)] . Alors il existe un élément U de [H* (Q)]°

tel que U i = g . Par conséquent, (2.25) implique
(T (U), 9)pl < Cligls U]

ainsi

1T @)l <C Uy -

_1
2
Le fait que D est dense dans H, alors T se prolonge en un opérateur linéaire et continu

6
7y, défini sur H et a valeurs dans [H —2 (F)} .De plus on a :
Iy @)y <CUl -
Maintenant on peut donner un sens a la formule de Green (2.23) :

(—AU,U)+a(U,U) :<7(U),U>F YUeH,VWeV.

2.4 Existence et unicité

En utilisant le théoréeme de Lax Milgram nous démontrons le théoréme suivant :
Théoréme 2.3. Le probléeme (P**) admet une solution unique U = (u,w) € V.

Preuve. 1) a(.,.) est une forme bilinéaire , continue sur V x V:

En effet; en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

IN

|a((u, w), (4, )| a(l[Vull [Villy + llrot ully l[rot dlly + lldiv ully |div all, +

IVwllg [Vidllg + [lrot wllg [[rot wlly + lldiv wlly [|div @l +

(12 @& = rot allg) (/]2 w = rot ully))-

< a(IVully [Vally + lrot ullg [Irot ally + [|div ully l[div 4l +
IVwlly [IVidllg + [lrot wlly [[rot wlly + lldiv wlly l|div @]l +

(2 [[llg + llrot 4lly).(2 [[wlly + [lrot ull,))-
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Et comme :

lrot ully < eflully

et
IVully < lull,  Vue [L2(@)].
alors :
Ja((u,w), (i18))| < es(lully 16l + Jwlly leblly + Cledlly + lall) (ol + Jul,)
< 2e5(llb ], + Nl ) lwlly + full,)
< alul, 0],

d’ou le résultat . m
2 ) a(.,.)est coercive :

A Taide de I'inégalité de Korn, on démontre les propositions suivantes :

Proposition 2.1. Il existe une constante positive ¢y telle que :
IU1I5 +a(U.0) = e WUI VU € [H ()]° (2.26)
Preuve. Soit U = (u,w) € [H" (Q)]° .
A Taide de (2.2) et de l'inégalité :
3 3
IVwl® = L rot w|® = 3 (div w)® > 3 32 (Gwy — 95wy)* + % > (Qw; + djuw;)*.

1,j=1 1,j=1
On établit le résultat suivant :

(div w)?

1 1 3€+ 2
2v <|Vw]2 b rot w|® — 3 (div w)Q) + EJ?: -

342 1 2
> inf <21/, —; V) <|Vw|2 -5 Irot w|® + 3 (div w)2)

3e+2 1
> inf (21/, 6—|3— I/) (|Vw|2 — §|r0t w|2) >0

De méme on a :

3N+ 2u
3

1 1
24 (|Vu|2 -5 rot u|® — B (div u)2) + (div u)®

3N+ 2u
3

1
> inf(2u, )(|Vulf® - 5 Irot ul?) >0
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Compte tenu du lemme 1.1. ; on a les inégalités suivantes :

3e + 2v

1 1
2 2 . 2 . 2 2
2w (150l = 5 ror wll = 3 o wl3) + 252 aiv wi +

2
> cljwlfy.

et de méme :

3N+ 20

. 2 2
= il + ull

2 1 2 1 . 2
2 (Il = G ot wlf = 3 o l3) +

>l
En utilisant (2.13) , on obtient le résultat (2.26) . m
Proposition 2.2. [l existe une constante positive cy telle que :
a(U,U) > |U|I? YU eV
cad:a(UU) est une norme sur'V , équivalente a celle induite par la norme H' (Q) .

Preuve. 1 )Ona:a(U,U)=0=U=0 VYU eV
2 ) Montrons que a(U,U) est équivalente a la norme induite par H! (2) cad :
3 kq, ko > 0 tels que :
kUIR < a(U.U) < ks | U]
I'inégalité :
a(U,U) < ko ||UI7
est évidente .

pour démontrer I'inégalité inverse, il suffit de raisonner par ’absurde .

Supposons qu’il existe une suite (V;,,),, de V telle que :
. [Vinlly > a(Vin, Vin)
- m a\Vm, Vm
m !

On pose :

30



On obtient ainsi une suite (U,,) de V telle que :

1
“UmHl,Q =1 et a(Un,Un) < m

Comme U, est bornée dans V' (d’apres la proposition 2.1.), on peut extraire de (U,,)

une sous suite (U,,) qui converge faiblement dans V. Il existe donc U dans V tel que :

lim U, =U faiblement dans V.

n—oo

mais

a(Up,U,) — 0 quand n — oo.

donc en passant a la limite faible, on a :
a(U,U) =0
et d’aprés la premiére partie de la démonstration,
U=0
L’injection canonique de H' () dans L? () étant compacte; alors :
U, — 0 dans L?(Q) ( fortement )

ce qui est impossible car :

101, = lim U], = 1.

3 ) la forme linéaire,

L: V=R

définie par :

(L0) = (FO),+(60),

VU € Vet F=(—fi—f) € (L*(Q) x (H(Q)?

est continue sur V .
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En effet :

(L) < [(mO) |+ ().,

< [(fuidol + [(Fai)o| + |(6.0)
< Nl il + el s il +1C1e 0]
< c|g -

tel que :
2 2 2
Gl2g = larl®s + N2l

Par conséquent, en vertu du théoréme de Lax Milgram, le probléme (P**) admet une

solution unique U = (u,w) € V, d’ou le théoréme 2.3. .
e Retour au probléme initial :

Théoréme 2.4. Soit Q ouvert borné, connexe de R? .

Y (fifo) € (L2 () x (H™1(Q))? ; il existe une unique solution U = (u,w) € V telle que

(P) (b+a)Au+ (AN+p—a)Vdiv u+ 2arot w = —f;
(v+B8) Aw+ (e+ v — B) Vdiv w — daw + 2arot uw = —fo .
de plus :

Jelly + llolly < € (Wfillg + 1fall s + [Glro) - (2.27)

Preuve. On montre que toute solution faible du probléme variationnel (P**) est
solution du probléme (P) au sens des distributions .

Soit U = (u,w) € V solution du probléme (P**) et on prend U = (i, 1) € [D()]°
dans ’équation (2.12) du systéme (P**),

a(U,U) = (F U)Q + <G, U>F

on obtient :

a(U,U) = (F U)Q
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i.e:

/E(U,U’) dQ:—Q/fladQ—Q/fzu’)dQ.

Q

Aprés une dérivation au sens des distributions et le fait que : A = Vdiv — rot ? , on
obtient :

AU =F. dans Q) (au sens des distributions )

) (p+a) Au+ (A + p— a) Vdiv u+ 2arot w = —fy
(v+B) Aw+ (e +v — ) Vdiv w — daw + 2arot u = — fo.

En comparant les équations (2.12) et (2.23) , il en découle:

<V (), U>r <G’ U>r

finalement on a :

7 (U) = (0 (u),w) = G

Ainsi U = (u,w) est aussi solution du probléme initial (P). De plus, soit U = (u, w)

un élément de V' qui vérifie le probléme (P). Si (u,w) = (4, w), on a:
aU,0) < (I filly + 1 foll s + Gl ) U],

et le fait que a(.,.) est coercive sur V' entraine:

U1y <€ (Ifillo+ 12l +1Glrg)

d’ott on a l'estimation (2.27) . m
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Chapitre 3

Etude du probléme dans un domaine

non borné.

3.1 Cas d’un domaine extérieur de R>.

Dans ce chapitre, nous étudions & nouveau le probléme de 1’élasticité momentique, mais
nous le posons maintenant dans un domaine différent .
Soit Q un domaine extérieur de R?, I' = 0N sa frontiére supposée réguliére.

Nous lui associons le probleme extérieur modélisé par le systeme :

(4 o) Au+ (A + p— o) Vdiv u+ 2arot w = —f;
(P.yt) (3.1)
(v +B) Aw + (e + v — ) Vdiv w — daw + 2arot u = — fs.

avec les mémes conditions aux limites de type :

1. Neumann pour u :

o(u) r=q (32)

2. Dirichlet pour w :
W Ir= go (3.3)
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Le systeéme (P.;) se réduit aussi au systéme :

(Prwt) ' (3.4)
e Formulation variationnelle :

Les espaces de Sobolev classiques, ne sont pas adaptés a la résolution du probléme
(P..;) dans un domaine extérieur €2 .

Le cadre fonctionnel utilisé est maintenant 1’espace de Sobolev avec poids Wy (Q),
donné par la définition 1.8. A partir des conditions aux limites citées plus haut; on intro-

duit les espaces auxiliaires suivants:

D:{U:@mw /ue[DGQT,wewamﬂ

et la fermeture de D dans Wy (Q) x HY(Q) :

Ver ={U=(ww) / we [ @) ,we [H (@)} (3.5)

muni de la norme :

U, = l(w,w)ly,.., = llully o+ [wll} (3.6)
V..t est un espace de Hilbert .
On pose aussi :
Hewy = { (1,0) € Vs / pho () € [12 ()]} (3.7)

avec :

k(u)=(n+a) Au+ (A + p— a) Vdivu
muni de la norme :

U, o = N30 + Iwllf + [lok ()]s (3-8)

Hegt

= [(u, w)

Nous associons au probléme (PZ,) le probléme variationnel suivant :

ext
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Pour tout f; € [WO(Q))° , f» € [H(Q)]
(P) = Trouver U € V,,; tel que : (3.9)
a(V.0)=(RU) +(G.0) VU €V
ol a <U, U ) est la méme forme bilinéaire donnée par les équations (2.13) , (2.14)
dans le chapitre précédent, de plus, ’ensemble des éléments U tel que a (U,U) = 0, se
réduit aussi a l'espace R donné par 'équation (2.15) , et comme 'espace Wy (Q) ne

contient ni les polynémes ni les constantes, alors :
"N ‘/ext - {O]RG}
e Formule de Green :

Pour ce probléme extérieur, on obtient une formule de Green dont la démonstration

est en tout point identique a celle du cas intérieur (ou borné) .

Théoréme 3.1. (de densité)

D est dense dans Hopp -

Preuve. On se raméne par troncature aux propriétés des espaces de Sobolev clas-
siques.

Soit ¢ € [D (R3)]® avec 0 < ¢ (#) < 1, ¢ (z) =1 pour |z| < 1, ¢ (x) = 0 pour |z| > 2
et posons: Vn >0, ¢, () =¢ (£) , U, (2) =, U |/ U= (u,w)et U, = (u,,w,)

Nous montrons que, pour U € H.yy ; U, € Hepy €t

lim |U, - U

., =0 (3.10)
Exprimons :
U = Ultr,,, =l = ullio + llwn — wlly + ok (un =) -

On montre que chaque terme tend vers zéro .
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> [l —ullyy = || 257+ 1V (un =)o
avec :
Un—U 2 Ppu—u 2 (@fnfl)u 2
* || O—‘T = HT O—>0 quand n — oo (car ¢, — 1 quand n — o0)
2 2
# [V (un —u)lly = IV (p,u) = Vullg

= (Ve u+ e, Vu— Vulj.
= Ve (eu =1 Vel
< HIVeuullo + (e, = 1) Vulg =0 quand n — oo.
> |w, —w|? — 0 et ||pk(u, —u)|Z — 0, de la méme maniére que le premier terme,
dot (3.10) .
Soit maintenant U € H,,; & support compact; alors U € H défini dans (2.10) . Par
suite, il existe une suite (wl)leN; Y, € D, telle que U et 1), aient leurs support dans un

compact fixe et de plus :

Hewt = O

llim |, — U
Ce qui termine la démonstration . m

Théoréme 3.2. (de trace)
6
1l existe un opérateur linéaire et continu v € L (Hext , [H -2 (F)] ) tel que :

VU € Veet » YU € Heyy , on a la formule de Green :

(—AU,U) +a (U, U) - <7 ), U> (3.11)

1
§><

N

\16
Preuve. Soient U = (u,w) dans D et U = (1, ) dans {D (Q)} .
A partir de (3.2) , (3.3), (3.4) et (2.12), on établit par intégration par partie la

formule de Green :

(—AU,U) +a (U, U) — <T(U) , U>F

tel que 7" est un opérateur linéaire et continu, défini sur D et & image dans [D (I')]®

T: D — [D@D)°
U — T()
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Sachant que localement (sur un borné), les topologies de H* (Q) et W () coincident
( cf remarque 1.2. ); et le fait que D est dense dans H.,; ; T se prolonge par continuité

en un opérateur linéaire et continu vy de H.,; dans [H ~3 (F)] 6, de plus
Iy @)y < CUl,...
Ainsi on obtient 'égalité (3.11) . m
e Existence et unicité :
Par le théoreme de Lax Milgram, on démontre le théoréme suivant :
Théoréme 3.3. Le probléme (PrY) admet une unique solution U = (u,w) € Vi .

ext

Preuve. 1) a(.,.) est une forme bilinéaire et continue sur V,,; X V...

En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

la ((u,w), (4,0))| < aea([Vullg [[Vallg + lrot ullg [[rot dll + [ div ully [|div G|, +
IVwllg [IVidllg + [lrot wlly [[rot wlly + lldiv wlly l[div @lly +

(2 [[lly + llrot 4lly).(2 [[wlly + [lrot ull,))-

et comme :

lrot ully < ellully,-
Vully < lullyo-
lrot wlly < éfjwl], -
[Vwllg < Jwll; -

on obtient alors :

ja ((u, w), (@,0)] < ealllully o lldlly o+ lwlly [[0fl, +

(lofl, + 1 @ 1,0)-(HWH1 + Hquo))
< 2ea(l|wlly + llully o) Uedlly + 1 2l )-
S 63|U|th )U

38



2) a(.,.) est coercive sur V., :

On démontre la proposition suivante .

Proposition 3.1. [l existe une constante positive c telle que :

a(UU)>c|UJ,.  VUE Ve .

Preuve. On montre que a (U, U) est une norme sur V;,; équivalente a la norme |[.|, :
~—a(U,U)=0=>U=0 VYU € Vo .

— On montre que: d¢ > 0, ¢ >0
c Uy, <a(UU)<é U, .
L’inégalité
a(U,U) < ¢ U,

est évidente.
pour montrer I'inégalité inverse, on raisonne par ’absurde.

Supposons qu'il existe une suite (Uy,)n, de Veu: telle que :
|Um|vemt = 1 et ) a’(UTfH Um) - 0 qU-aHd m — OO

La suite (U, ), étant bornée dans V,,; , il existe alors une sous suite (U, ),qui converge
faiblement dans V.., vers U :

U, —U.

Mais
a(U,,U,) — 0

et donc :

a(U,U) =0, U € Vi

D’apés la premiere partie de la démonstration U =0 ,cad :

U,—0 dans V., .
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Soit B une boule contenant €. Sur (2 N B), qui est borné, les topologies de Wy (Q)
et H' (Q) coincident; et le fait que I'injection de H'(2N B) dans L?(Q2N B) est compacte;
alors la restriction de U, a (2N B),

U, ionpy— 0 dans L*(QN B)
or
a(U,,U,) — 0  dans L*(Q)

ceci implique :

U,—0 dans Veu 1(0nB)

et donc

U, r— 0 dans (H% (F))ﬁ.

ce qui entraine

U, — 0 dans V., .

Contradiction avec [Up|y, =1

3 ) La forme linéaire définie par:
<L, U> = (= f1,0) + (= fo, 0) + <G, U>F.
est continue sur V,,; ; en effet :
(L.O)| < 1= i)l +I=f) + [(6.0) |

< |Alloallelly o + 1520y 0lly + 1Glp ‘U y

¢ (Il + Il
c |

N

IN

IN

Vezt

Le théoreme de Lax Milgram entraine que le probléme (P*F) admet une solution unique

U € V., dou le théoréme 3.3. .
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e Retour au probléme initial :

Théoréme 3.4. soit Q un ouvert extérieur de R3
V(fif2) € WP (Q)° x (HTH(Q))* .
Vo1 € (H 2 (T))* ; Vgy € (Hz (T)* .
Il existe une unique solution U = (u,w) € Vi du probléme (P..;) au sens des

distributions; de plus :
el + ol < € (il + 152l s + Gl - (312)

Preuve. On raisonne de la méme maniére que dans la démonstration du théoréeme

24. m

3.2 cas d’un domaine extérieur de R?

Cette section est globalement construite comme la précédente, & part quelques propriétés
spécifiques aux espaces de Sobolev avec poids, définis sur un domaine extérieur de R2.
Cette spécificité repose sur deux faits:

D’une part 1'espace Wy () contient les fonctions constantes, ce qui n’était pas le cas
pour n = 3; d’autre part 'utilisation des poids logarithmiques .

Soit donc 2 un domaine extérieur de R?, I' = 9 sa frontiére. Les équations modélisant

le probleme de I’élasticité momentique, défini sur le domaine €2 , se définissent comme suit :

+a)Au+ A+ pu—a)Vdiv u+ 2aRot w = —
(P (1 +a) A+p—a) fi (3.13)
(v + B) Aw — dow + 2arot v = —f,

Aux équations du systéme P,,; , on ajoute des conditions aux limites de type :

1. Neumann pour u :

o(u) r=q¢ (3.14)

2. Dirichlet pour w :
W Ir= go (3.15)
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ou o est le vecteur de contraintes .
e Formulation variationnelle :

On pose dans le systéme P.,; :

A
U= (u,w), F=(f,f), A= ' , et G = (g1,92) tels que :

As
u = (uy (21, x2) , us(z1,x2)) , une fonction vectorielle .

w = w(z1, ry) une fonction scalaire, et

Ay (u,w) = (p+a) Au+ (A + p— a) Vdiv v+ 2aRot w (3.16)
Ay (u,w) = (v + ) Aw — daw + 2arot u '

Rot (le rotationnel vectoriel) et rot (le rotationnel scalaire) sont les opérateurs définis
dans le chapitre 1, définition 1.3. .

Le probleme P,,; se réduit alors au systéme :

AU =F dans 2

(Pet) (3.17)
TW)y=G swrl

onT(U) = (c(u),w) .
On introduit les espaces auxiliaires suivants :
Ver = {U=(ww) [ ue(M3©@)" ,weH )] (3.18)
= (W3 ()" x H} (9) .

V. est muni de la norme
2 2 2
UL, = llullf o+ llwll- (3.19)

H ={ue (W ()" | plgpk(u) e (12(2)?}
tel que :
k(u)=(p+a)Au+ A+ p—a)Vdivu .

H_,, muni de la norme :

t

UG, = llullio + llp(g )k ()l (3.20)
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est un espace de Hilbert.

Nous associons au probleme (PZ,) la forme bilinéaire

ext

a(U,U) = /E(U, U)d Q (3.21)

Q

tel que :

. 1 1
EU,U) = 2u(Vu Vi — 57“075 u rot d—gd’w w div 1)

1
+2v(Vw Vi — §R0t w Rot W) (3.22)

A+ 2
—i—ﬁRotwRotu')—l—3 ren

div u div 4+ (2w — rot 4 - 2w — rot u).

Comme les constantes appartiennent a Wy () , et les éléments U € V., tels que
a(U,U) = 0 vérifient :

U= (a,0) / a une constante .

Nous sommes donc conduits & définir sur ’espace quotient,
W = (Wg(Q) /R)® x HE () (3.23)

le probléme variationnel :

Vfi € (WIOJ (Q) /R)2 , Vfs € H-! (Q) .

trouver U € W tel que :
(P aU0) = (RU) +(G.U)

ext (324)
G = (91, 92)

1 1
2%X3

ou:

W2, (Q) ={ueD(Q) /plgriuc (L*(Q)?*}, g1 € (H2(T) /R)? et g, € Hz (T) .
e Formule de Green :

Théoréme 3.5. (de densité) :
N2
(D(Q)) est dense dans H_, .

Pour la démonstration du théoréme, on aura besoin du lemme :
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Lemme 3.1. Pour z € R? tel que |z| € [e%,e”} ,n > 2, et € N2 Nous avons la

majoration :

Cu

e, (r) < ———.
oule) p(r)"1gr

la démonstration est dans Giroire [15], Amrouche [6] .

Preuve. du théoréeme :

Le raisonnement se fait en deux étapes :

1) Soitu e H,, .

Nous construisons une suite (u,), d’éléments de H_, a support compact et convergeant
vers u .

2 ) Nous montrons que chaque élément de la,2 suite (u,), , ayant un support compact,
peut étre approché par un élément de (D(é)) )

En effet, une fois la premiére étape est démontrée :

Yu € H

ext )

Ve >0, Ju, € (u,), tel que:

suppu, C B(R,) et |u— “n‘H,,t <e.

B(R,,) est une boule de rayon R,, . Comme les topologies de W, () et H! () sur ce

N2
support compact coincident, alors il existe v, € (D(Q)> :

Hun - UTLHHI(B(RTL)) - ‘u - un|Hezt <¢€.

I1 ne reste plus qu’a construire cette suite (uy,),

Dans ce but, on introduit une fonction de troncature ¢ € C* ([0, +00|) , telle que :

@) =0 vt € [0,1]
0<p(t)<1 Vtell,2] (3.25)
p(t) =1 Vt € [2, +00]

On pose Vn € N :

. Vo € R2 , ] >1
ont)=4 " () g (3.26)

1 sinon.
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©,, est bien une fonction de troncature, de plus ¢,, est définie sur R? donc sur €2 .

po (@) =1 VreR?, z| < e2
0<¢, (@) <1 VYoeR?, ex<|z[<en
p,(r) =0 VreR?, x| > e"

Soit donc la suite (uy,), telle que :

Up = QU

cette suite converge vers v dans H_,, si et seulement si :

or
u= un Hext
d’ou :
U—Unly 0
On a
car
de plus :

|u — un\Hm — 0 quand n — +00

= |lu—unllio+ logr) ku—u)llg

2
U — Up

p(lgr)

0

U—Un

p(lgr) 0

IV (w—=unlly = 0
3) llp(gr) k(u—un)lly, — 0

— 0

1)

si et seulement si : 2)

U — Up 0
H
p(g7) |l
4 tn :H(@n_l)u — 0 quand n — oo
p(lg7) || p(gr) o

IV (u = un)llyg = 0.
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En effet :

V(u—-u,) = Vu—Vu,
= Vu—-Voy,u
= Vu—uVy, —¢,Vu

= (1—-¢,)Vu—uVy,.

d’ou :
IV (u = un)lg < [uVe,llg + (1= ,)Vull
D’une part, le deuxiéme terme & droite dans cette inégalité tend vers zéro quand n
tend vers 'infini

D’autre part, pour le premier terme on a :

2

2 Uu
<(—"
luVp, | _Opz(lgr)z

d’aprés le lemme 3.1. , ce qui entraine :

2
u
uV nzdx < /C’—dm
R[' #i p*(lgr)?

R2
[ o
< C———dr—0 quandn — oco.
p*(lgr)?

e% <|z|<en
(3). Se fait de la méme maniére que (2), ce qui montre (3.27)
Conclusion :
I’espace des fonctions & support compact est dense dans H_, .
La deuxiéme étape implique, pour chaque élément u, de (u,), & support compact

2
dans H_, ; il existe v, € (D(R?))? , donc dans (D(Q)) tel que :
[V — Un | . — 0 quand n — oo

ce qui achéve la démonstration du théoréme . m

Théoréme 3.6. (de trace)
On pose K = H,,, xH"(Q).
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Il existe un opérateur linéaire et continu v de K dans (H™2 ()3 .
de plus on a la formule de Green :

(—AU, U) ta (U, U) - <7(U), U> . (3.28)

X

[N
N

Preuve. Soient U , U dans (D(ﬁ))3 .

Par intégration par partie, on établit la formule de Green :

(—AU, U) ta (U, U) - <T(U), U> .

r

ot T (U) est un élément de (D(T))? , avec T (U) = (01, 02,0) :

T - (D((_Z)) — (D(I))?
U — T(U)=(01,02,0).

. 3
Par ailleurs, pour tout élément g € (H 2 (F)) , il existe un élément U dans (H* (€2))° tel

3
que ir= g, et donc T est un opérateur linéaire et continu de (D(Q)) dans (H~z (T'))3.

Comme D(2) est dense dans H,

ext)

x H' () dans (H~2 (T'))3, tel que

alors T se prolonge en un opérateur linéaire et

continu vy de K = H_,

t

v + K=H_xH'(Q)— (H2())?xHz (I

ext

U — ~U)=(o(u),w)="(91,92) -

et
Iy ll_y < C1U .

De plus on a la formule (3.28) |,

(-AU, U) ta (U, U) - <7(U), U>

[NIE
N|=
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e Existence et unicité :
En utilisant le théoreme de Lax Milgram, on démontre le théoréme suivant :
Théoréme 3.7. Le probléme (PLY) admet une unique solution U € W .

Remarque 3.1. Sur W on définit la norme quotient :

2 : 2 2
Ulw = 012%2 [+ ell1o + llwlly -

De plus,

u— [Vl

est une norme sur l’espace quotient (W (£2) /]R)Q, équivalente a la norme quotient ,

théoréeme 1.10. .

Preuve. (du théoréme)
1) a(.,.) est une forme bilinéaire, continue sur W x W :

Soient U = (u,w) , U = (u,w) dans W :

aU.O)| < I Vuly IVilly + llrot ully Irot ll, + divul, |div il
9wl [1Veblly + [ Rot wlly | Rot 1,

+([[llg + lIrot dlly) (llwllg + [lrot ull,))-

IA

02(012%2 |u+ C||1,o Ciggv 4+ C||1,0 + [Jwlly @]l
(il + ot + el ) (1ol + int, el ),

< 20 (Yl + ind i+ llyo ) (Roll+ i Juctel

< e U]y ‘U‘W .

2 ) af(.,.) est coercive sur W :

Pour montrer que af(.,.) est coercive sur W , on démontre la proposition suivante :
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Proposition 3.2. Il existe une constante positive c telle que :

a(U,U)>c U}, YUeEW

Preuve. On montre que a(U, U) est une norme sur W équivalente & la norme quotient.

i) a(U,U) est une norme sur W | en effet :
WU, U)=0=U=0 YUEeW.

De plus :

YU e W :a(U,U) < |U2,

ii ) Il reste & montrer que :

Ie>0:YU €W, a(U,U) >c |U|3, .

La démonstration s’effectue en deux étapes. La premiére consiste & éliminer la norme
quotient en choisissant un représentant adéquat de la classe de U .

Pour cela, on choisit un représentant U de la classe de U dans Vezt, qui satisfait :

/ U dxr =0, R un reel positif fixé .
B(R)

ce qui détermine U d’une maniére unique, de plus :

‘U‘W < Ul -

La deuxiéme étape consiste a montrer qu’il existe une constante ¢ positive telle que :

a(U,U) > c U5, ,

Raisonnons par ’absurde .
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Supposons qu'il existe une suite d’éléments de V., , (U,), telle que :

Ul = let a(U,,U,) — 0 quand n — oc.

(Uy)n étant bornée dans V., ; il existe alors une sous suite (U, ), de (Uy,), telle que :

U, = U dans V.,

or

a(Up,,Uy,) — 0 quand m — oo.

alors

a(U,U)=0,U € Viyy

D’apres la premiére partie de la démonstration, U =0, ca d :

U, — 0 dans V.,

Maintenant, on veut une convergence forte dans V,,; qui aboutit & une contradiction .

Soit R , un réel suffisamment grand de sorte que la boule B = B(0, R) contienne

I’ouvert borné ' .

Pour R fixé, 1'espace des restrictions a (B N Q) des éléments de V. , Voy (BN Q)

coincide algébriquement et topologiquement avec [H' (B N Q)]3; ce qui nous permet d’écrire:

U, — 0 dans V..

implique

Uy — 0 dans Vi (BNQ)) = [H(BNQ)] .

L’injection de H*(B N ) dans L? (BN ) est compacte, alors :

Un — 0 dans L? (BN Q)
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et comme en plus :

a(Up, Up) — 0 dans L? (BN Q)

alors
Up — 0 dans [HY(BNQ)]® = Ve (BN Q)
et donc :
. 3
Upnir— 0 dans [Hi (F)]
d’ou

U,, >0 dans V.,

Contradiction avec :

|Um|Ve:ct - 1

3 ) La forme linéaire :

L:W—-R
telle que :

<L, U> _ <F U>+<G, U>.

= (—fr, ), + (= foib)_, + <G7 U>,

X

N
[NIES

est continue sur W .

En effet
(LOY = [t o)+ (o) + (g1, )y +(92,) 3.0
< Hf1H1,1 4+ CHO + If2ll 4 HwHO + Hgl\L% |4+ C“U + ”92H% ”w”o
< (Ml Jnf lld+cllyo + 1 Fall -y 16lly +llgall -y inf {4 +ell, o
+lgaly eol,)
< (||f1||11 + HQIH_%) Cing? 14+ CH1,0 + (||f2||—1 + ||g2||%) Hw“l
< C|Uly tel que C' = max (¢1,¢9)
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avec :

a = il + ol
¢ = |lfall -y + llg2lls -
|
Le théoréme de Lax Milgram entraine que le probléme (P%) admet une solution
unique U € W

D’ou le théoréme 3.7. .

e Retour au probléme initial :

Théoréme 3.8. ) un ouvert extérieur de R?.
Vi€ (WP (Q)/R)? ; Ve H(Q) .
Vg1 € (H™2 (T) /JR)? ; Vgo € Hz (') Alors :

au sens des distributions le probléme (PZ,,) admet une unique solution U dans W , de

ext

plus
Uy < C (Ifillus + 1fall s+ lnlly + ol ) (3.29)

Preuve. On montre que la solution faible du probléme variationnel (P,) , est solution

du probléme (P

* ) au sens des distributions .

Soit U solution du probléme variationnel. On prend U € (D (€2))* dans le probléme
(P*%) , on obtient :

ext

veWw
U, 0) = (RU) +(G.0) ,  ¥0eD@)

1 1
2%X3%

En utilisant la dérivation au sens des distributions, et le fait que :

Au = Vdivu— Rot rot u
et

Aw = —rot (Rot w)
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On obtient :

—{(p+ ) Au+ (A +p— ) Vdiv u + 2aRot w,0) = (fy1, %)
— (v + B) Aw — dow + 2rot u, W) = (fo, W) .

ce qui entraine :

(p+a)Au+ (A + p— a) Vdiv u+ 2aRot w = —f;

et au sens des distributions, dans €2

(v + B) Aw — daw + 2rot u = — fo

Ainsi les équations vérifient le systéme (P’,) cad :

AU = F dans 2 au sens des distributions.

Pour les conditions aux limites, en reportant cette derniére équation dans 1’équation

(3.24) du systeme (P~5), on trouve :

ext

a(U,U) = (AU, U)Q + <G, U>_ . (3.30)

1
X3

N

et d’autre part, la formule de Green (3.28) entraine :

a(U,U) = (AU, U)Q + <7 (), U>_le . (3.31)

en comparant les deux équations (3.30) et (3.31) , on trouve :



d’ou:

(Y(U) -G ir=0 = v (U) =G
= (o (u),w)=(g1,92)
U(U) Ir= g1
=
W Ir= g2

de plus:

Soit U = (u,w) un élément de W qui vérifie le probléme (P). Si (u,w) = (4,), on a:

a(U,0) < C (I fillyy + 1l + lgully + lgally ) 101y

et le fait que a(.,.) est coercive sur W entraine :

Uy < C (Ifillus + 1fall s+ lgnll g+ lgally) -
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conclusion

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la technique des méthodes variationnelles pour établir
I'existence et I'unicité de la solution du probléme de ’élasticité momentique (micropo-
laire), dans des domaines non bornés, et particulierement dans des domaines extérieurs.
Le cadre fonctionnel utilisé est celui des espaces de Sobolev avec poids W (), dans le cas
hilbertien. Ces espaces ont fournit un cadre trés approprié pour la recherche de solutions.
Les démonstrations a ’exception de quelques détails techniques, sont analogues a celles du
cas classique (borné), vu la nature de la frontiére des domaines extérieurs qui est bornée.

Sur la frontiere I' du domaine {2 sont données des conditions aux limites de type
Dirichlet-Neumann: o (u) ir= g1, w ir= g2 ol o est le tenseur de contraintes. Il serait
aussi intéressant de voir le probléme avec d’autres conditions aux limites, par exemple:
o(w) r= g, u ir= h ou o est cette fois-ci le tenseur des couples de contraintes; et si
I’on suppose que I' est la réunion de deux parties disjointes I'y et 'y, chacune de mesure
non-nulle, on peut considérer aussi le probléme mélé, par exemple: u ir,= 0, o (u) Ir,= g
et w ip,= h.

L’étude du probléme dans 'espace de Banach WP () pour 1 < p < 400, a € R et

m > 0 est une voie a explorer
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