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Résumé

Ce mémoire illustre quelques concepts qui permettent ’étude des systémes dy-
namiques qui présentent une tendance au chaos selon deux approches ; topologique

et probabiliste. On s’est basé sur un modeéle

hyperbolique, la dynamique étant dans ce cas chaotique, méme en basse
dimension. On a considéré principalement les automorphismes linéaires hy-
perboliques du tore, puisque, sur le tore, les différentes structures interféerent
de fagon compatible. Le codage de tels systémes est rendu possible par ’existence

des partitions de Markov.
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Introduction générale

A la fin du 19¢°sieécle, Henri Poincaré a montré les limites des méthodes
analytiques de certaines équations différentielles (probléme des trois corps). Il
développe alors une approche dite qualitative, qui privilégie une compréhension
globale de toutes les solutions du systéme, sans connaitre leur forme explicite en
s’appuyant sur des propriétés géométriques et topologiques. Ce changement
de point de vue a marqué la naissance des systémes dynamiques en tant que

branche mathématique.

On rappelle qu'un systéme dynamique est la donnée d'un ensemble X (muni
d’une structure topologique, algébrique, de variété ou d’espace mesuré), appelé
"espace des phases", défini comme étant ’ensemble de tous les états possibles du
systéme, et d’'une dynamique d’évolution qui décrit la variation temporelle de
I'état du systéme, représentée par un semi-groupe de transformations { ft}teG
qui préservent la structure de X, G étant le groupe additif R ou Z. Pour z €
X, Vensemble {f*(x),t € G} est appelé "trajectoire" ou "orbite" de x. “f* (x)

désigne ’état de x a Uinstant t avec f°(z) = x, I'état initial”.

Comprendre la dynamique d’un systéme revient a étudier le comportement as-
ymptotique des trajectoires. L’intérét est donc porté sur leur caractérisation
(périodicité, récurrence, quantités invariantes, etc...). Des questions se posent
alors sur la possiblilité de décrire ces trajectoires et comment en mesurer la

complexité. C’est dans ce cadre que s’inscrit donc ce présent mémoire.

H.Poincaré énonce un théoréme en 1890 (théoréme de récurrence de Poincaré),
dans son étude sur la stabilité des trajectoires dans le "probléeme restreint des
trois corps et les équations de la dynamique", qui établit le fait qu’un systéme

repasse une infinité de fois a proximité de sa position d’origine (état initial).
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Poincaré constate alors que sous certaines conditions (volume invariant par
exemple,pour des systémes mécaniques), il est beaucoup plus probable qu’'un sys-
téeme retrouve son état d’origine qu’il ne s’en éloigne, les exceptions n’étant pas
exclues mais plutdt négligeables, ce que Poincaré appelle <<la stabilité au sens de
Poisson>>. Cette propriété de récurrence produit un comportement topologique
complexe de la dynamique. Lorsque les systémes présentent une telle complexité

on parle alors de Chaos.

Pour exhiber les comportements chaotiques de certains systemes dynamiques,
une représentation symbolique du systéme (ou codage) est parfois nécessaire.
Cette approche envisagée par Hadamard en 1898 revient & "associer" & un sys-
téme dynamique une situation codée. La technique, développée entre autres par
Hedlund et Morse (1920 — 1930) , appelée dynamique symbolique, consiste
en I’étude d’une classe spécifique de systémes dynamiques topologiques, générale-
ment pour un espace métrique compact, qui peuvent étre semi-conjugués ou
conjugués a un sous-ensemble invariant de ’espace des suites sur lequel agit
une application appelée shift (décallage). L’idée est de trouver un ensemble
invariant pour cette dynamique, le décomposer en cellules et traduire le passage
d’une orbite dans une cellule par un nombre. La suite de nombres ainsi obtenue
s’appelle "code" de 'orbite. L’exemple du fer a cheval de Smale est une

illustration trés intéressante de cette technique.

L’introduction de la théorie de la mesure par Lebesgue a permis d’élargir le do-
maine d’étude de certains systémes dynamiques, aux propriétés <<probabilistes
et statistiques>> des trajectoires. L’intérét est alors porté aux moyennes des
fonctions plutot qu’a leurs valeurs ponctuelles. A partir de 1930 Birkhoff, Von
Neumann et Kolmogorov s’inspirent de concepts empruntés & la mécanique sta-
tistique (thermodynamique) et développent un formalisme mathématique utile
a I’étude du comportement asymptotique de certaines classes de systémes dy-

namiques, connu sous le nom de théorie ergodique.

Effectivement, c’est dans le cadre de 1’étude de la théorie cinétique des gaz, que
Boltzmann (1871 — 1885) formule 'hypothése suivante:" étudier le comportement
d’une molécule de gaz au cours du temps, revient au méme qu’étudier sta-
tistiquement la configuration de toutes les molécules du gaz ¢ un instant

donné”. D’ou la notion de moyenne temporelle égale a4 la moyenne spa-
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tiale qui porte le nom d’hypothése ergodique, «ergodique» étant un mot
d’éthymologie grecque signifiant «chemin d’énergie». Les recherches théoriques
pour justifier une telle hypothése ont donné naissance a cette théorie. Le théoréme
ergodique de Birkhoff est 'un des premiers résultats qui affirme cette hy-

potheése.

Puisqu’il s’agit de I’étude des propriétés statistiques des systémes dynamiques
(notion de moyenne), la théorie ergodique a donc pour objet I’étude des espaces
mesurés sur lesquels agissent des transformations préservant la mesure,

qui vérifient justement la propriété de récurrence.

Le concept d’entropie, adapté de celui de Clausius et Boltzmann dans le
cadre de la thermodynamique a permis aussi de mesurer la complexité d’une

dynamique (ou les codes).

En effet Kolmogorov en 1958, puis Sinai en 1959 introduisent 1'idée d’entropie
associée a une partition de l’espace puis d’entropie d’une mesure invariante,
fournissant alors un invariant dans 1’étude des systémes dynamiques mesurés.
En 1965, Adler, Konheim et Mac Andrew, introduisent une nouvelle notion
d’entropie, ’entropie topologique, qui modélise I’entropie d’une mesure invari-

ante.

Pour présenter ces notions, on se basera sur un modele hyperbolique, du
fait que I’hyperbolicité est un phénoméne qui relate une dynamique chaotique,
méme en basse dimension (transitivité,orbites périodiques denses,sensibilités aux
conditions initiales,récurrences,...). On considérera principalement les auto-
morphismes linéaires hyperboliques du tore, qui sont une classe de sys-
témes dynamiques appelés "difféomorhismes Anosov" découverte par Dimitri
Anosov dans les années 60. (On fera remarquer que sur le tore les différentes
structures interféerent de fagon compatible). Le codage de tels systémes est rendu
possible par l'existence des partitions de Markov. Rufus Bowen a montré
I'existence de telles partitions pour les systémes dont la dynamique est hyper-

bolique.
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Préliminaires

Ce chapitre concerne un développement, dans un cadre topologique, de concepts essen-
tiels & I’étude des systémes dynamiques. On commence donc par rappeler quelques notions
et propriétés caractéristiques. Comme la plupart de ces notions sont plus ou moins adapt-
ables au cas G = R (temps continu), on se limitera au cas G = Z (temps discret). Il s’agit
dans ce cas d’étudier le comportement asymptotique des itérés d’une seule transformation.
Le comportement parfois complexe a conduit a la recherche de la meilleure définition de
certaines notions: ’ensemble des points périodiques, récurrents, non errants, qui en général

ne coincident pas.

1.1 Systémes dynamiques topologiques.

Définition 1.1.1 le couple (X, f) est un systéme dynamique topologique si X est un espace
topologique et f : X — X wune application continue. Si f est un homéomorphisme, le
systéme (X, f) est dit inversible.

L’ensemble {f"(x)/n € N} est appelé orbite positive de x € X (ou futur de x).

Si f est inversible,l’orbite de x est l’ensemble {f™(x)/n € Z} .Dans ce cas, 'ensemble
{f™(z)/n € N}désigne l'orbite négative de = (ot passé de x) avec f" = fofo---0of.

W

Remarque 1.1.1 5@ X est une variété différentiable compacte et f : X — X un
difféeomorphisme (i.e une bijection telle que sa différentielle et la différentielle de son

inverse soient continues), (X, f) est dit systéme dynamique différentiable.



1.1. Systémes dynamiques topologiques.

Exemple 1.1.1 Translations du tore
¢ L’espace des phases considéré est le tore a k-dimensions.

Structure algébrique

Pour k > 1,le tore T*de dimension % est le groupe quotient du groupe (Rk , +)
par le sous-groupe (Zk, +),

on note T* = R¥/Z*, c’est en fait ’ensemble des classes pour la relation d’équivalence
suivante :

ryeRY, s~y IzeZt o—y==2
Soit 7 : R¥ — T* la projection canonique, Un point x € T* est représenté par:

x = (x1,,.....,x5)mod (1) = 7 (%) avec = (xy,Ts,....,1;) € R

Le tore T% muni de 'addition définie par 7 (x +y) = 7 (x) +7 (y) est un groupe

abélien, avec m(0) comme élément neutre et m(—x) comme inverse de  (x).

Structure topologique et de variété

Soit ||.|| une norme sur R¥, T* est alors muni de la topologie quotient correspon-

dante induite par la distance d définie par:
d(z,y) = W {|[|Z = gllge ;2 = 7 (2),y = 7 (§)}
et donc

U est un ouvert de T* si et seulement si 7 (U) est un ouvert de R*

L’ensemble p = {(U,¢);U =7 (V)}, ou V est un ouvert de R* tel que 7, est

injective et ¢ = (/) 7!, constitue un atlas deT*.
Proposition 1.1.1 7 est continue et ouverte pour la topologie de T*.

Preuve. .
-Solent z,y € R*.d (w (x) 7 (y)) = inf {||2" — /|5 7 (2') =7 (2), 7 () =7 ()}
donc d(m(Z),7(9)) < || — gl|lgr . 7 est alors 1 — lipschitzienne donc continue.

- est ouverte.
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En effet, soient U un ouvert non vide de R* et x € 7 (U), il existe € U
tel que x = ().

D’ou l'existence de r > 0 tel que B° (Z,r) C U.

Montrons que ~ B° (w(%),r) C w (U)

Soit y € Ty € B° (n(Z),r) alors: d(n(%),y) <r.

Ordg e R" tel que 7 (§) =y et donc, || — g|lge <7

Alorsy € B°(Z,r) CU,iegeU,donc n(y)=yen(U). m

Proposition 1.1.2 T* est compact.

Preuve. Ona TF =1 ([O, 1]k> ,Le résultat est immeédiat puisque |0, 1]k est un compact

de R” et 7 ouverte. m

¢ La dynamique en notation additive, pour o € T est ’application:
T,: Tk TF
x—Tu(r)=(T1+ d&1,..., Tk + &) mod (1)

pour & = (Zy,T9,..,2%), & = (&1, a9,...,0;) € R¥ tels que a = 7(d) et x =

(%) .

T, est appelée translation du tore.

Définition 1.1.2 (voir [11]) On appelle domaine fondamental pour laction de Z* sur R*

un ensemble fermé D tel que:

1. La fermeture de 'intérieur de D est D lui méme.
2. Toute Z*—orbite (classe d’équivalence) contient au moins un membre dans D.

3. Aucun point de l'intérieur de D ( i.e a ’exception des points du bord), ne se trouve

dans la méme classe qu’un autre.

En d’autres termes un domaine fondamental pour I'action de Z*F sur R¥, est

I’ensemble des représentants de classes d’équivalences.

Remarque 1.1.2 le cube D = [0,1]" est un domaine fondamental de T, (on dit aussi

région fondamentale).
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¢1, est continue, car lipschitzienne.

En effet pour 7,y € T*ona r =7 (%), y=7(j) et a = 7 (&) ou 7,9,& € R*.

On a alors :

d(To(z), Ty (y)) mod (1) = d((Z1+ a1,..., &k + &), (1 + &1, ..., Gp + &) ) mod (1)
< @ +ar,....Tx+ay) — (h+aa,..., 0+ )

IN
?
2

1z =9l

Remarquons que o™ = 7(—a) = (—day, —ao, ..., —d;) mod (1), il est alors clair
que
To(Ty-1(z)) = x,.donc T,;' =T,.

On conclut que (Tk, Ta) est un systéme dynamique topologique inversible.

1.2 Propriétés topologiques des orbites

1.2.1 Orbite periodique

Définition 1.2.1 soit (X, f) un systéme dynamique, un point = est dit périodique de péri-
oden, si f"(x) =z (n étant le plus petit entier vérifiant cela). {z, f(z), f*(z), ..., f*(z)}
est l'orbite périodique de x € X.

Notation 1.2.1 Per(f) est l’ensemble des points périodiques pour f.

Définition 1.2.2 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique inversible. Un point x est

dit non errant, si pour tout voisinage U de x, il existe n >0 ,U N f* (U) # @.
Notation 1.2.2 on note Q(f) 'ensemble des points non errants.

Définition 1.2.3 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique. Une partie A de X est
dite invariante par f ou f-invariante, si f~' (A) = A. (ou f(A) = A).

Proposition 1.2.1 Etant donné un systéme dynamique toplogique (X, f) on a:

1. Per(f) C Q(f)

2. Q(f) est un ensemble fermé, invariant par f.
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Preuve. .
1- soit x € Per(f)alors In € N; f"(x) = z, et soit U un voisinage de x.
Alors  UnN f™(U) # 0 car reUn fHU). Douz € Qf).

2- Soit x € CQ(f) alors = est un point errant, i.e, il existe un voisinage U de ,
tel que: Yn > 0,UN f* (U) = @, donc il existe V' ouvert tel que :,

reV CU.

Alors tous les points de V' sont non errants.

Dou V cCQ(f) ie CQ(f) est ouvert.

3-Ona:  f(Qf)) =Q(f), puisque si  y € Q(f) et V un ouvert contenant f(y),
alors f~! (V) est un ouvert contenant y.

Il existe alors ng > 0 tel que  f~H (V)N fro (f~H(V)) # 0.

Cela implique que VN fm (V) #0, dou  f(y) € Qf).

Cela signifie que 'image d’un point non errant, est un point non errant. m

Remarque 1.2.1 L’ensemble Q(f) joue un grand role dans le codage des systémes hy-
perboliques. En effet Smale par son théoréme de décomposition spectrale, a montré que
I’ensemble des points non errants qui est alors hyperbolique, se décompose en union finie de
sous-ensembles fermés, invariants par la dynamique, appelés piéces basiques.

1l se trouve que dans le cas de systémes Anosov, l’ensemble des points périodiques est

dense dans l’ensemble des points non errants, ce que nous verrons plus loin.

1.2.2 Orbite récurrente

Définition 1.2.4 Etant donné un systéme dynamique topologique (X, f), un point = de
X est dit récurrent pour f si pour tout voisinage V de x, il existe un entier n tel que

f™(z) € V. L'orbite de x est dite récurrente.
Notation 1.2.3 On note Rec(f) l'ensemble des points récurrents.

Théoréme 1.2.1 Soit (X, f) un systéme dynamique, avec X un espace métrique. Un point
x de X est dit récurrent pour f si et seulement si, il existe une suite d’entiers n; tendant

vers linfini tels que f™(x) tend vers x.

Corollaire 1.2.1 Soit (X, f) un systéme dynamique, avec X un espace métrique compact

alors Rec(f) # 0.
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Remarque 1.2.2 il est clair que  Per(f) C Rec(f) C Q(f).

1.2.3 Transitivité et Minimalité

Définition 1.2.5 Un systéme dynamique topologique(X, f) est dit topologiquement tran-

sitif s’il existe une orbite dense dans X.

i.e il existe v € X tel que {f"(z)/n e NouZ} =X

Proposition 1.2.2 Soit f : X — X continue, avec X un espace métrique compact. Les

propositions suitvantes sont équivalentes :

1. f est topologiquement transitif.
2. Si U est un ouvert de X tel que: f(U) = U alors U = X ou U = .

3. Pour tous U,V ouverts non vides de X,

IneN; f*(U)NV £0.
Preuve. .voir [3] =

Définition 1.2.6 Un systéme dynamique topologique (X, f) est dit minimal si pour
tout x € X, {f"(x)/n € N} (ou {f"(x)/n € Z} si [ est un homéomorphisme) est

dense dans X.

Théoréme 1.2.2 Un systéme dynamique topologique (X, f) est minimal si et seulement si
les seules parties

fermées f- invariantes de X, sont X ou ().

Exemple 1.2.1 *Translation du tore T*.
T,: Tk— Tk
x— To(r) = (T + aq, ..., T + &) mod (1)

La dynamique d’une translation du tore, dépend de son vecteur de translation.

Soit « € T*, a = (ag, g, -+ -, ) G\Sl x St xox Slj,
kf}rois
(1, 0q00, - -+, ) sont dits rationnellement indépendants, si pour tout

k
k —uplets (k1, ko, ... k) € Z" = {0}, > kia; ¢ Z.
i=1

D’ot le résultat suivant:



1.2. Propriétés topologiques des orbites

Proposition 1.2.3 T, : TF — T¥est minimale si et seulement si (1, a1, , ) sont

rationnellement indépendants.

Preuve. .voir [1] m

1.2.4 Meélange topologique

Définition 1.2.7 Un systéme dynamique topologique (X, f) est dit topologiquement mélangeant
81

VU,V C X, ouverts non vides,AN;¥n > N on a f" (U)NV # 0.

Exemple 1.2.2 Considérons un groupe topologique G (un groupe muni d’une topologie telle

que les deux applications composition:

G x G — G et passage a linverse G — G

(z,y) = xy x>z

soient continues), notons e son élément neutre.
Soient A, B : G — G deux homomorphismes de groupe continus tels que Ao B = Idg,
et
Hy = {x € G/A"r — e} et Hg = {x €eG/B"x — e}

n—oo n—oo

sont deur ensembles denses dans G.
Proposition 1.2.4 Le systéme (A, G) est topologiquement mélangeant.

Preuve. .

En effet soient U, V' deux ouverts non vides de GG, on choisit x € UN Hy et y € VN Hp.

On a donc
(A"x)y —y et x(B"y) —x
Alors AN ;Vn > N, 2(B"y) € U et (A"x)y € V
On a, A"B" = A" ' [dgB" ' = ... = Ao B = Idg.
A"(xB"y) < A*(U)
or A"(xB"y) = (A"x)(A"B"y) = (A"x)y car A" est un homomorphisme de groupe.

et (A"z)y € V

D’ot I’ existence d’un entier N tel que AN (U)NV # 0. m
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1.3. Chaos

1- 1l est évident que topologiquement mélangeant = topologiquement transitif.
2- La réciproque est fausse, en effet les translations irrationnelles du tore sont topologique-
ment transitives, mais

non topologiquement mélangeantes.

Exemple 1.2.3 Considérons le systéme T, : T* — T* définie par T,(z) = (z+a) mod (1),
pour « irrationnel. Toutes les orbites sont denses.
Soient x,y,z € T* posons ¢ = %d(y, z) et supposons T,topologiquement mélangeante,

alors il existe N € N tel que:
Vn > N, T (B (z,e)) N B (y,e) #0, et T2 (B(x,e))NB(z,¢) #0,
d’ou l’existence de
x, €TY (B (y,e)) N B(x,e) et x, €Ty (B(z,¢))NB(x,¢)

Cela entraine l'existence de t, € B (y,¢) ett, € B(z,¢), tels que:
z, =1y (t,) et z,= 7 (t,)-

Or d(l’l,ZL‘2) = d<TcTuZ <t1) Ty (t2)) = d(t1’t2)

«

Comme xz,,x, € B(x,¢),.alors d(z,,x,) < 2e.
Par conséquent : 5e =d(y,z) < d(y,t,) +d(t,,t,)+d(t,,2) <4e, ce qui est absurde.

Donc T, n’est pas topologiquement mélangeante.

1.3 Chaos

Définition 1.3.1 Un systéme dynamique topologique (X, f) ou X est métrique, est sensi-

ble aux conditions initiales si:
Je > 0;Ve € X5V0 > 0,3y € X;d(x,y) <6,3In>0;d(f"(x), " (y)) > ¢

En d’autres termes, deux états initiaux proches ou éloignés, ont des trajectoires qui

s’élotgnent ['une de ['autre aprés un certain temps.

Définition 1.3.2 Un systéme dynamique topologique (X, f) ou X est métrique est dit ex-
pansif s’il satisfait a la propriété suivante:
Je > 0;Vr,y € X, o # y = supd(f"(x), f"(y)) > €
neN

Si f est inversible le sup est pris sur n € Z.

11



1.3. Chaos

Remarque 1.3.1 Un systéme expansif est donc sensible aux conditions initiales.
Définition 1.3.3 Un systéme dynamique topologique (X, f) est dit chaotique si :

1. (X, f) est transitif.

2. Per(f)=X.

3. (X, f) est sensible aux conditions initiales.

Remarque 1.3.2 1/- On peut alors dire qu’un systéme est chaotique lorsqu’il disperse des
états initialement proches .

2/- la notion de chaos est introduite dans le cadre de l’étude des systémes dynamiques
discrets par Li et Yorke en 1975. Elle recouvre [idée d’imprédictibilité des comportements
observés.suite a des erreurs de mesures.

3/- Au sens de Devaney 1989 le chaos est une propriété uniforme du systéme qui doit
vérifier les propriétés énoncées dans la définition précédente.

4/- on a W = X qui implique la transitivité de X, ce qui réduit la définition aux

propiétés (2) et (3).

Définition 1.3.4 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique inversible; on dit qu’un

ensemble A C X est un attracteur s’il existe un ouvert U contenant A tel que:
fU)cU et A= Qof"(U)
L’ensemble L>JO f7™(U) est appelé bassin d’attraction de A.

Remarque 1.3.3 Cet ensemble est en général le lieu d’une dynamique chaotique.

12



1.3. Chaos

Représentation Géométrique de comportements dynamiques a gauche la série temporelle,

a droite la trajectoire du point représentatif dans I’espace des phases.

Figure 1.3.1 : de haut en bas: régime stationnaire, périodique.

Figure 1.3.2 : de haut en bas: quasipériodique, chaotique.

13



1.4. Conjugaison et semi-conjugaison topologiques.

1.4 Conjugaison et semi-conjugaison topologiques.

Définition 1.4.1 Deuz systémes dynamiques topologiques (X, f) et (Y, g) sont topologique-
ment conjugués, s’il existe un homéomorphisme ¢ : X — Y tel que po f=goyp
St une telle application ¢ : X — Y est seulement surjective continue on parle de semi-

conjugaison.

Remarque 1.4.1 Dans le cas de systémes différentiables, si @ est un difféomorphisme, on

parle alors d’équivalence (ou de conjugaison différentiable).

Proposition 1.4.1 Deux systéemes (X, f) et (Y,g) topologiquement conjugués ou semi-

conjugués ont méme dynamique (topologique).

Preuve. .

S’il existe un homéomorphisme ¢ : X — Y tel que po f = goy, par récurrence sur
n on a: po fr=g"op.

Donc les orbites de f sont envoyées par ¢ sur des orbites de g.

Soit z € X,un point périodique de période n pour f on a

{p@),0(f@).0(f2 (@), o (f"(2)} = {p(2). 9(p(2)),.. g" (¢ (2))}

et
9" (e (@) = (f" (2)) = ¢ (2)

d’ou ¢ (x) est un point périodique de période n de g.
¢ envoie donc une orbite périodique de f sur une orbite périodique de g.

Il en est de méme pour une orbite dense et pour toutes les autres propriétés.(voir [3]) =

Le systéme dynamique m, : S' — S*

2+ 2P

et le systéme dynamique o, : QF — QF

wi— 0, (w) avece (0, (W))n = Wit
oi QF ={0,1,--- ,p— 1Y muni de la topologie induite par la métrique

d(w,v) = ZM;RUH, sont semi-conjugués.
p

neN

wnp—1

Notons ¢, : . — [0, 1] 'application définie par: ¢, (w) = L P
ne

¢, est surjective puisque pour z € [0, 1] x=0,20r122...Tp...,,

14



1.4. Conjugaison et semi-conjugaison topologiques.

Exemple 1.4.1 il existe alors (wy), € ) tel que w, =, +1 et donc

Wy, — 1 Tn , .
o, (W) = ZW = anH qut est le développement en base p de x
neN neN

¢ o, est continue car lipschitzienne; en effet soient w,v € Q; on a

Wy — 1 |wn — Uy
[fp (@) = (V)] < Z prtl ‘ n+1 Z prtl
neN neN
— — 1
e St el - oyl S
neN nEN p
On définit alors ¢, : 4f — S* par: ¢, (w) = ey (@),
Elle est surjective et continue, on a alors pour w € Q; :
W41~ 1 wn_’_lfl
b0, (W) = o) = S B PTEETT s ()

2P (@) = (2P = o Y, (w)

1, n'est pas injective. Pour le voir, il suffit de considérer w,w’ € QF,

1sin#0
avec w, =0Vn e Netw), = donc w # W'’
0 sinon
Par contre v, (w) = 9, (W) car ¢, (w) = n+1 — %1
nGN neN
o oy () = 2

Définition 1.4.2 Considérons (X, f) et (Y, g) deux systémes dynamiques; on dit que (X, f)

est une extension de (Y, g)

et que (Y, g) est un facteur de (X, f), s’il existe une application 7 : X — 'Y surjective,
continue telle que gom=mo f.

(m est appelée application facteur).

1. Dans certains cas, un difféomorphisme est localement topologiquemet con-
jugué, au voisinage d'un point fixe, a sa différentielle. (voir [1] théoréme de

Hartmann-Grobmann).

2. Une fagon d’obtenir un systéme conjugué a un systéme donné, est de le coder.

Alors a quelle condition et comment?.

C’est I'objet du chapitre (3).

15



2

Systémes hyperboliques

Ce sont des systémes dynamiques qui ont un comportement riche et complexe.Ils
présentent une forte sensibilité aux conditions initiales, et des orbites périodiques
partout denses, dont le nombre croit de fagon exponentielle. Les modéles linéaires

"compactifiés" sont les plus connus.

2.1 Automorphismes linéaires hyperboliques de R*

Définition 2.1.1 Notons E l’espace vectoriel R* et ||.| une norme sur R*. Soit L : E — E

une bijection linéaire continue. L est dite hyperbolique si:

1. Il existe deux sous espaces E* et E*, fermés, L-invariants,

i.e L(E®)=E®et L(E")= E", tels que:
E=FE@®FE"
2. Sionnote S=0L/g. et U=L/g., il existe n > 1 tel que:

1S" <1 et U <1

Proposition 2.1.1 Soit L : R* — RFune bijection linéaire continue. L est hyperbolique si
et seulement si sa matrice représentative (dans la base canonique de R¥) qu’on note aussi

L, n’a pas de valeur propre de module égal a 1.

16



2.1. Automorphismes linéaires hyperboliques de R*

Preuve. .

—> / Soit n > 1 tel que ||S"|| < 1et || U™ < 1.

Les valeurs propres ()\;) de S et (\,) de U~ 'sont aussi de modules inférieurs a 1,
puisque si on considére par exemple v, € F; tel que: S (vs) = Agvs

On a alors:

1™ @)l = [Asl" lvsll = A" < 1T = [As| < 1

Or on a par le théoréme de Jordan que
ES = @E)\S et Eu = EBE)W
As Ay

D’ou le résultat. ' = E, @ E,,.

<= /Ona E= ?EA, A valeur proprel dans E = R avec Ej = ker (L — A\I)™ | my,
multiplicité de A.

et L (E\) = E\ (théoréme de Jordan). On peut alors écrire R*sous la forme:

E=FE®FE, avec E,= ® FE\ et E,= & FE,
[Al<1 [A|>1

Les valeurs propres de S = L /g, sont de modules strictement inférieurs a 1; il existe une

base de E telle que la matrice de S soit de la forme:

(4 0 0 . 0] i .

A1 0 0
0 A4 0 0 _
0
o . 0 . avec A; = bloc de Jordan

1
0o . N

o . 0 . A - -

157 = max [S™ ()] = [A" [[oall == lim [[S™[} =0
D’ou lexistence de n > 1 tel que: |S™] < 1.

Il en est de méme pour U~!. m

Définition 2.1.2 Une norme est dite adaptée a L, sion a ||S|| < 1 et [U|| < 1 et si pour
tous z, € F et x, € E,
On a:

s + zu | = max ([[zs]], [|lzul])

On appelle constante d’hyperbolicité de L et on note

Ch(L) := max (|9, HU_lH)

17



2.2. Automorphismes linéaires hyperboliques du tore T*

Lemme 2.1.1 Soit L : R¥ — R* hyperbolique, il existe une norme adaptée ¢ L sur RF.

Preuve. .
Considérons ||.|| une norme sur R* jil existe n > 1;[|S™|| < 1,||U™"| < 1.
On pose
|lzs + x|, = max (||S"’1 (x|, [[UH (a:u)H)
Il est clair que ||.||; est une norme sur R*.
On a:
lsll, = [|S"7H (@s)|| et llwally = [[UT (@)

Par conséquent,

s + @ully = max (2], [|2ull,)
On a aussi = [|S(zo)ll; = [I5™ (z)| = [IS], <1 et U (zu)ll, = U (@)]| =

U, <1 m
Proposition 2.1.2 Soit L : R¥ — R¥ une application linéaire hyperbolique. Alors:

1. Pour tout v € E*ona: lim L"(v) =0 et lim L"(v)= oco.

n—-+00 n——oo

(E* est appelé aussi sous-espace contractant)

2. Pour tout v € E*ona: lim L"(v)=o00 et lim L"(v)=0.

n—-+o0o n——oo

(E* est appelé aussi sous-espace expansif).

3. Pour tout v € RME*UE%, ona: lim L"(v) =00 et lim L"(v)= oo.

n—-+00 n——oo

Preuve. .voir [1] m

2.2 Automorphismes linéaires hyperboliques du tore
Tk;

Définition 2.2.1 (Relévements).Soit  f : TF — T* une application continue ,un reléve-

ment de [ est une application continue f: R¥ — R telle que: o f: fom

Remarque 2.2.1 Deuz relévements d’une méme application f : TF — T* différent par un

vecteur a composantes entieres.

i.e fl et jz deuzx relévements de f, alors 3z € ZF; fl =z+ fg

18



2.2. Automorphismes linéaires hyperboliques du tore T*

Définition 2.2.2 Soit L : R¥ — R* un endomorphisme continu tel que L (Zk) /i

On appelle endomorphisme linéaire relativement a L du tore, Uapplication, fr, : TF — T*

définie par:

molL = from.

L est alors un relévement de fr,. On dit aussi que fr est un endomorphisme induit par

Théoréme 2.2.1 Soit f; : T — T* un endomorphisme linéaire, alors:

1. fL est continu.

2. fr est un homéomorphisme si et seulement si det L = +1.

Preuve. .

1/- L étant continue alors 7 o L continue, donc fr, o m continue.

Soit U un ouvert deT* alors (7)1 (U) est un ouvert de R¥,

donc  L7Ym) " (U) = (ro L) 1 (U) est un ouvert de R*.

Alors  wo(fpom)  (U)=mo(roL) ' (U) est un ouvert deT*, or

mo(from) ™ (U) = f;' (U)
2/-Si frest un homéomorphisme, alors f; 'est un homéomorphisme induit par L.
En effet:
fror=mol = filoroL=n= f{lon=7moL"
et  L7Y(Z*) CcZFcarsi € L7YZF) alors L(z) € ZF et 7 (L(x)) =0
Donc
fo(m(x)=0=rn(z)=0= € ZF
L(Z*) c ZF et L7 (Z*) C Z* impliquent que L et L~ sont a coefficients entiers.
Donc det L et det L~sont entiers.

Or
1

m, d’ou det L det L_l =1
(§]

det L =

Inversement:
si det L = +1+# 0 alors L™ existe et est a cefficients entiers, i.e L7'(Z") C Z*
L~ est aussi continue, elle induit donc un homorphisme f; 1.

Et on a:
7TOL_1:fL71 O7T:>7T:fL71 O’]TOL:fol OfLO7T:>fL710fL:[di

Donc fra=f' m
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2.2. Automorphismes linéaires hyperboliques du tore T*

Définition 2.2.3 L’endomorphisme linéaire fr, : TF — T* est appelé automorphisme
linéaire du tore si fr est un homéomorphisme.
De plus si L est hyperbolique, f1 est dit automorphisme linéaire hyperbolique.du

Tore.

Exemple 2.2.1 Considérons

L: R? - R? et la projection sur les classes, 7 : R? — T2

(z,y) — (27 +y, 7 +y) (z,y) — 7 (2,9) = (Z,9)

Om = = = = )

- T? — T2
L:R? - R Jo: T =

Cette figure illustre comment ’application L induit un automorphisme linéaire
du tore en observant comment les images par L des points de R?, se projettent

dans le domaine fondamental de T?.

. 2. X
Remarquons comment est ce que le carré [0, 1]"se déforme par L en un parallélo-
gramme et comment est ce qu’on récupére les points représenté en couleurs par

I’action de m,dans ce carré.
On a bien: L (Z%) C Z* et det L = 1.
Les valeurs propres associées sont:

3—v5 3+ V5
5 <l< = 5

AL =

L est donc hyperbolique, elle induit I’ automorphisme linéaire hyperbolique du

tore
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2.2. Automorphismes linéaires hyperboliques du tore T*

fL . T2 — T2

Théoréme 2.2.2 Soit f : TF — T*un automorphisme continu,il existe un unique reléve-
ment linéaire f : R¥ — R & coefficients entiers ( f (Zk) C Zk> qui reléve f.
Inversement, pour toute application linéaire f : RF — R¥ telle que f (Zk) /S

il existe un automorphisme f : TF — T* tel que: o ]7: fom.

Preuve. . voir.[2] =

2.2.1 Propriétés topologiques

Proposition 2.2.1 Pour tout automorphisme fr, : TF — T* on a :

1. QF/ZF c Per(fr).

2. Per(fy) =T*"

Preuve. .
1- Pour g € Z, notons A,’ensemble {:Jc =7 <ﬂ B2 ﬁ) € Q)7 (p1,pay ..., pk) € Zk} .

q’ q’ 7 q
On a cardA, = ¢" puisque le reste modulo ¢ de p; ne peut prendre que

q valeurs de 0 & ¢ — 1.
Ona fr (W(ﬂ L= &)>:7T(§L(p1,p2,...,pk)) € Ay car L (ZF) CZ*.

q’ q’ ’q
k
).

*
il existe deux entiers n < m tels que  f}' (x) = f;" (x) ce qui implique que :

S

Donc pour tout =€ Ay, x=m (2, 2 .
q q

2|

1 1
™ (aLn (p17p27 s 7pk)) =TT (5Lm (p17p27 s 7pk))

e L™ (p17p27 s 7pk’) - L™ (p17p27 s 7pk) € Zk , O L (Zk> C Zk
donc  L"™ (p1,pa,...,0k) — (D1, P2, ..., k) € ZF alors x € PerL.

2- Sachant que @ — R*, par passage au quotient on a @/ 7k = R¥ /7% = T*.

Dou Per (fr) =T =

Remarque 2.2.2 Comme Per (f;) = T* , Per (fr) C Q(f1) et Q(fr) = Q(fr), alors
Q(fr) =T"
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2.3. Ensemble hyperbolique

2.3 Ensemble hyperbolique

Soient M une variété C*>°, U C M un ouvert,et f:U — M un difféomorphisme
Cret Df:TM — TM la difféerentielle de f,définie par : Df, : T,M —
TieyM ou  TM = UMTxM est le fibré tangent de M.

xre

Définition 2.3.1 Soit A C U, un sous-ensemble compact invariant par f, A est dit hyper-
bolique pour f, s’il existe une métrique riemannienne sur U, et si pour chaque x € A, il existe

deuz sous espaces notés E5, E tels que:
T.M =FE & E;

vérifiants les assertions suivantes:

(1)
Df(E}) = By et Df(EY) = Ef,,

(2) 3¢ > 0,3X €0, 1] tels que:

1D $7

<A Wn >0 et HDf;;u < A"V > 0

(3) EZ et EY varient continiiment avec .
1. La condition (3)est en fait une conséquence directe de (1) et (2)
2. Notons Ty M le fibré tangent de A,

TAM = UT, M
TEA
On pose
E°= UE; e E"'= UE!
TzEA €A

E? et E* sont alors des sous-fibres continues et on a:
TAM = E° @ E
3. La norme ||.|| est celle induite par la métrique Riemannienne de M.

Remarque 2.3.1 Si A # M, A a une structure de Cantor.

Définition 2.3.2 Un sous-ensemble K d’un intervalle I, est dit de Cantor s’il est fermé,
totalement discontinu (K ne contient pas d’intervalles), et parfait (tout point de K est

un point d’accumulation c’est o dire limite d’autres points de K ).
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2.3. Ensemble hyperbolique

2.3.1 Exemple du fer a cheval

En 1965, Smale a construit un difféomorphisme qui agit sur le plan R?, avec
une dynamique complexe, la motivation étant de décrire un systéme chaotique
en terme de dynamique symbolique et cela par des mécanismes d’étirements et

de repliements.

Le procédé est le suivant:

On considére un carré de base du plan, qu’on étire pour obtenir un ruban. C’est
"’étirement", réalisé par I’action d’une application linéaire hyperbolique. Puis
on replie le ruban de la maniére d’'un fer & cheval, de sorte qu’il intersecte le

carré. Ce "repliement" est di & I'action d’une application non linéaire.

Etirement Repliement

o .-

1. Les deux bandes horizontales ont pour préimages les deux bandes verticales. En fait
les points de ces derniéres sont ceux qui restent dans le carré de base par l’action

"étirement- repliement"..
2. Que se passe t-il si on itére encore une fois, puis une autre, et ainsi de suite.... 7

Exemple 2.3.1 Considérons A = [0,1]2, L: (zv,y) — (335,%) une application linéaire
hyperbolique (puisque ses valeurs propres sont de modules différents de 1) et soit ¢ une
application non linéaire.
La composée [ = oL est définie comme suit:
frvo o (z,y) — (390, %)

fror @y e (343, -5+ 1)

7.€

f(V")=Hy et f(V')=H
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2.3. Ensemble hyperbolique

(0.1} (1.1}

Vl

00) (4.0) @50

Figure 2.3.1 : 1¢"¢itération

1¢7¢ itération:
FHA)YNA={(z,y) e A/f (z,y) e A} =VOUV!

FA)YNA={(z,y) € A/f (z,y) € A} = HoU H.

2¢me jtération:

AN A)nA = {(vy) € A/f(z,y) € Aet f2(a,y) € A}
= [ vPuvh)n(viuvt)
Plus explicitement on a pour (z,y) € f~1(VOuvHn(VOuv?,

(r,y) € (VO U Vl) et f(r,y) € (VO U Vl)
Donc il ya quatre possibilités:

L (z,y)eV0%alors 0 <z <3,0<y
Alors (3z,%4) € V? donc 0<32<3,0<%4<1, dou 0<z2<30<y<l1
i.e (z,y) € [0, é] x [0,1]

On pose :
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2.3. Ensemble hyperbolique

2. (x,y)EVOalorsogxgé()gygl et  f(r,y) e V!
Alors (3z,%4) € Vldone 2 <3:x<1,0< %<1,
dou 2<z<lo<y<i, ie (z,9) €2 L]x]0,1].

On pose:

3. (x,y) e Vlalors 2 <2 <3,0<y<1 et f(z,y) eV’
Alors (—3x+3,—%+1 e Vo doncO§—3x+3§%,0§—%+1§1,
<

1 ie (z,y)e[8,1] x0,1].

4. (z,y)eV'%alors 2 <z <3,0<y<1 et f(z,y)eV'alors(-3z+3,-4+1)¢
v

AN A)NA= ({0,%1 U E%] U [;g] U E,lD x [0,1]

On obtient donc:
)N fa)nA=vPuvtuvtyvt
Notation 2.3.1 On note f2(A)NfH(A)NA=UV“"1  quec w_1,wy € {0,1}.

Remarque 2.3.2 De 2 rectangles verticaux de largeur% chacun,on est passé a 4 rectangles

1

de largeur 5 chacun. De la méme fagon on obtient:
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2.3. Ensemble hyperbolique

V:a F;'_

iy

le
I:f'l i

IJlll—lI

: .
— (1.0
g (10)

W | e

L | ha

Figure 2.3.2 : 3*"¢itération

ANfH (AN f2(A)=UH,, ., avec wi,ws€ {0,1}

AN FLA) A F2(A) = [0,1] x ({o%} U {gﬂ U Eg} U E1]>

Figure 2.3.3 : 3*™¢itération horizontale

Aprés n itérations successives, on peut alors écrire:

(AN (A)NL L NA = UV@m =190 o0 (w_y,, ... wo) € {0,1}"F)
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2.3. Ensemble hyperbolique

L

V@@ o180 egt un rectangle vertical de largeur o7,

et

An...nf" (AN f"(A)=UH,,. o, ot (wi,...,w,)€{0,1}"

H,, . ., est un rectangle horizontal de largeur 3%
Notation 2.3.2

6](‘77; (A) — va_n,...,w_l,wo

0
Nf(A) = UH,, ..

n

Remarque 2.3.3 A la suite de n itérations par exemple, on obtient une réunion de 2"

rectangles verticaux (et 2" horizontauz). La largeur décroit alors exponentiellement.

Définition 2.3.3 Un ensemble de Cantor se reconnait par le fait que chacune de ses piéces

ressemble a la piéce d’origine.

Figure 2.3.4 : 2™ et 3°™¢itération

En observant ces figures on peut deviner I’ensemble de Cantor A, en remarquant
que les carrés de couleur orange sont les ensembles concernés par l'intersection

infinie.

fHA)NANF (A) = (VP uVY)N(Hy U Hy)

I
VR
| —|

QO
W =
—_

C

| — |
Wl o

—_
| I
~

D
VR
| — |

=
Wl =
| |

C
| — |
[GUIN N)

—_
| I
~
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2.3. Ensemble hyperbolique

JHA AN flA) F2 (A A AN A A) - A)

W

A F7HA) = (UV#59) A (UH,, )

— (o Xol2 U0 2ol NallololZ2 012018,
N ' 32 3273 3732 32’ ' 32 3273 3732 32’
Par passage a la limite on obtient:

lim A f(A) = A7 (A) = Ky x [0,1]

n—oo 1=0 i=0

lim A f1(A) = 0 fH(A) = [0,1] x Ky

n—oo 1=1

Avec Ky et Ky ensembles de Cantor triadique (third-middle set), car il

s’obtiennent en enlevant a chaque itération, le tier de chaque intervalle & partir

de son milieu).

Proposition 2.3.1 L’ensemble A = ,+r%° fH(A) = Ky x Ky est un ensemble hyperbolique

pour f.

Preuve. .

frvo i (z,y) — (31:, %) qu’on peut aussi écrire:

f(x,y>=[3 ?] [] etf1<x7y)=[

w O

|15

O Wi
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2.3. Ensemble hyperbolique

donc pour n > 0,

[3n 0 | [a]
fn<x’y) = 1
L0 s J Ly
. - -
= 0
et [ (r,y) = |° i
L0 3" 1Ly
fvri(z,y) — (=3z+3,—% + 1) ,on a aussi
3 0 |[az] [3]
L 0 =5 ] Lyl L1
01T, ] ]
et [~ (z,y) = ’ e
0 3|y | 3
Donc pour n > 0,
" _(—3)" 0o |[az] _Hn_
L 0 (=x) Lyl L[]
(=) o J[«] [e]
et [ (z,y) = =5) . +|
L0 ) Lyl [
par conséquent:
e 0 1w

et Df " (u,v) = (_(;)’_n) (_(;)n :

Les sous-espaces stables (resp. instables) correspondent aux directions horizontales (resp.

verticales).

1 1
puisque D f a pour vecteur propres :{ [ 0 ] } pour la valeur propre 3, et { [ 0 ] } pour

1
g.

Ainsi TA = Rug & Ru, o vg = (1,0) et v, = (0,1).

Sachant que pour tout n > 0, f"(resp. f~") est définie sur des rectangles verticaux
(resp.horizontaur) de largeur % La métrique riemannienne étant celle générée par la norme

cuclidienne de R?, il est clair qu’il existe ¢ =1 et A = 3 € ]0,1[ tels que :

1\" \"
< <§> et < (5) pourn > 0.

(La norme est adaptée car c = 1). =

o

(z,y)

‘D flizs

(z,y)
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2.3. Ensemble hyperbolique

(.3

2.3.2 Fer a cheval dans R"

En prenant comme modéle 'exemple de R?, on définit le fer 4 cheval de maniére

générale.dans R".

Notation 2.3.3 On note A = Dy x Dy C RFQR! qu’on appelle rectangle de R" o Dy C RFet
Dy C Rlsont deuzx disques. On note aussi w1 : R — R* et my : R* — R! les projections

canoniques.

Définition 2.3.4 Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ un difféomorphisme.
Un rectangle A = Dy x Dy C U C RFQR! = R" est dit fer a cheval pour f si AN f(A)

contient au moins deuxr composantes Ay et Aq.vérifiant:

1. Up) (AQ U Al) C int (DQ) , 1 (fil (AO U Al)) Cint (Dl) s

2. [~ (AgUA,) est invariant par Df, -1 a,0a,)

)

3. AgUA; est invariant par Df/_AlouAl.

Remarque 2.3.4 Nous verrons plus loin une condition d’existence.
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2.3. Ensemble hyperbolique

Figure 2.3.5 : fer a cheval de Smale

Image extraite de (Yves Coudene.htm), obtenue a ’aide du

logiciel libre " fractint".
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2.4. Difféomorphisme d’Anosov

Proposition 2.3.2 Le difféomorphisme du fer a cheval fa, est conjugué a (32,02) on

¥ = {0, 1}Z et 0y : Xy — Xy est définie par o5 ((wy),,) = (wy),, avec @, = wWyi1.

Preuve. .
On introduit les ensembles A (w_p, ... ,wo, ... ,wn) = Hy , w0,V sur lesquels
on construit i : ¥ — A. En munissant ¥, de la topologie produit, on déduit que h est

homéomorphisme et que f/p o h = h o gy.(voir[1],[15]) m

Remarque 2.3.5 Si A = M, f : M — M est dit systeme d’Anosov ou difféomorphisme

d’Anosov.

C’est 'objet du paragraphe suivant.

2.4 Difféomorphisme d’Anosov

Définition 2.4.1 Soient M wune variété riemannienne C*° compacte de dimension finie,
et f: M — M un diffeomorphisme C*. f est dit difféeomorphisme d’Anosov, si M est
hyperbolique pour f.

Le couple (M, f) est dit systéme d’Anosov.

2.4.1 Cas linéaire

Définition 2.4.2 Soit f : T* — T* une application et f~ un relévement de f. On dit que f
est dans C! (Tk, Tk) St f est continument différentiable. i.e f est de classe O,

Notons D, f la différentielle de f au point p de T*.On a:
D,f = D,f oi z€RF esttelque w(z)=p
De méme  f:TF — TF est dans C" (Tk, Tk) st f est de classe C".

Remarque 2.4.1 D, f ne dépend pas du choix du représentant x, en effet si y est un autre

représentant de p, alors m(x) =7 (y) d'ov D,f = Dyf: D,f.

Remarque 2.4.2 Un automorphisme linéaire hyperbolique fr : TF — T* est C*, car son
relevé L est linéaire,
donc pour p=m(x)ona: D,f,=D,L=L.1Ilen est de méme pour son inverse,

ce qui tmplique que fr est un difféeomorphisme C*.
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2.4. Difféomorphisme d’Anosov

Proposition 2.4.1 L’automorphisme hyperbolique fr : T* — T* est un difféomorphisme

d’Anosov.

Preuve. .

En effet en munissant T*de la métrique Riemannienne. ds* = da? + da3 + ... + da3,
induite par la norme Euclidienne de R”, on obtient que T* est hyperbolique pour fr.

effectivement les assertions de la définitions (2.6) sont aisément vérifiées puisque D, f, =
L est hyperbolique donc vérifie les assertions de la définition (2.1) .

On peut voir aussi une démonstration dans [4]. =

Exemple 2.4.1 Considérons [’automorphisme
fr :T? -T2

(,9) — 2z +y,2+y)mod 1
2

mduit par L =
11

), de vecteurs propres

_l\/g+l l\/g_’_l
Us{ 2 ) 2},<—>%—%\/5<1,etvu{2 . 2 <—>%\/5+%>1

On a alors E° = Ruy et E" = Ru, les sous espaces propres associés,qui

sont évidemmment L—invariants. et R? = Ruy @ Ru,.

(R%étant le revétement universel de T?(voir [15])

sous espaces stable et instable espaces propres

Exemple 2.4.2 Posons k = %g = 1.618, (k est connu sous le nom du nombre d’or) on

remarque alors que les valeurs propres sont telles que :
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2.4. Difféomorphisme d’Anosov

3 _1V/5=10.38197 = k2 -

V5 + 3 =2618 = k? de plus ||L| = ( )H =2.618 = k2,
1 1

donc en posant A = k=2, on aura HL’/LE < \' et HLEu <\,

Remarque 2.4.3 Les automorphismes linéaires hyperboliques du tore sont aussi appelés

Anosov linéaires du tore.

2.4.2 Classification

Ce paragraphe ne tient compte que d’une petite classe des difféomorphismes
d’Anosov, il en existe d’autres pour plus de détails voir [7] . On la met en évidence
pour voir que ces systémes sont en fait obtenus & partir des Anosov linéaires du

tore. Les démonstrations étant trop technique, on se contentera

juste d’énoncer les résultats avec quelques références.

Théoréme 2.4.1 (Anosov) Soit f : TF — T* un Anosov linéaire. Il existe un voisinage U

de f dans C* (Tk, T’“), tel que toute application g € U soit topologiquement conjuguée a f.
Plus généralement on a :

Théoréme 2.4.2 (J.Franks, Manning) Tout difféomorphisme d’Anosov du tore est topologique-
ment équivalent a un Anosov linéaire.
Preuve. .

voir [6] la démonstration repose sur la théorie des revétements. ®

Définition 2.4.3 On dit d’un systéme Anosov (M, f), qu’il est de codimension 1, si dimE*

ou dimE"™ est égale a 1.

Théoréme 2.4.3 (J.Franks) Soit (M, f) un systéme d’Anosov de codimension 1, avec ) (f) =
M.

Alors f est topologiquement conjugué a un automorphisme hyperbolique du tore.

Remarque 2.4.4 1- La condition Q(f) = M dans le cas ou dim M = 2 est toujours
satisfaite.

2- Si dim M < 3, tout difféomorphisme d’Anosov est de codimension 1.

3- 1l se trouve que la condition Q (f) = M est toujours satisfaite dans le cas ou il existe

une mesure de Lebesque pour f.sur M, invariante par f.(voir [6]).
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2.5. Dynamique hyperbolique

Théoréme 2.4.4 (J.Franks, Newhowse) Toute variété qui admet un difféomorphisme d’Anosov

de codimensionl, est homéomorphe a un tore. (voir [4],[5])

Remarque 2.4.5 [l existe des variétés qui admettent des difféomorphismes d’Anosov, qui
ne sont pas un tore. Smale a construit un exemple, en considérant une variété compacte
M = G/T" de dimension 6 avec G l'espace de matrices d’une forme particuliéres (voir [4])

et I' un sous groupe nilpotent, non abélien. Il montre alors que M n’est pas homéomorphe
a TS, (voir [4], [1]).

2.5 Dynamique hyperbolique

Définition 2.5.1 Soit (M, f) un systéme dynamique ot M est une variété C™ compacte
de dimension finie et f : M — M un difféomorphisme C*°. On dit de la dynamique f qu’elle
est hyperbolique, si:

1/ Uensemble Q(f) est hyperbolique pour f

9/ Parf=Q(f).

On dit aussi que f vérifie ’Axiome A ou que [ est un Axiome A-difféomorphisme.

Lemme 2.5.1 (lemme de fermeture d’Anosov) Si f : M — M est un difféomorphisme

d’Anosov, alors [ vérifie ’Axiome A.

2.5.1 Décomposition spectrale

Théoréme 2.5.1 Si f: M — M wvérifie ’Axiome A, il existe des ensembles fermés deux a

deux dijoints (§%;),_, ,vérifiant :

L f () =Q et fq, topologiquement transitive.

2. Q= Xq,UX9;U...UX,, ;ou X,, fermés deux & deux dijoints tels que f (X;,;) = X,

et f/x,, topologiquement mélangeant et :

Q) =UUQU...UQ,

Remarque 2.5.1 Le sous-ensemble §2; est appelé piéce basique et il est hyperbolique pour

f. (voir[14]).

Exemple 2.5.1 Pour les Anosov linéaires du tore on a vu que Q) (f) = T* qui est conneze,

la une seule piéce basique est T* lui méme.
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2.5. Dynamique hyperbolique

Remarque 2.5.2 Il se trouve que pour les Axiome A-difféomorphisme , l’ensemble des
points non errants est un domaine fondamental.
On a le résultat suivant:
Si f: M — M wvérifie ’Aziome A, il existe un voisinage U de Q2 (f) tel que ;
N (U) =Q(f)

nel

Pour plus de détails voir [14] paragraphe 3.9.
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2.5. Dynamique hyperbolique

Dérivés d’Anosov

images extraites de "Yves coudene.htm".

obtenues a ’aide du logiciel libre "fractint"

37



2.6. Variétés stables et variétés instables.

2.6 Variétés stables et variétés instables.

Définition 2.6.1 Soit X un espace métrique et f : X — X un homéomorphisme on

définit les ensembles suivants:

W) = {yex /lmd(f" @).f" () =0}
We(@) = {yeX /lmd(f" (@), () =0}

n—oo
appelés respectivement variétés stabe et instable de .

Pour € > 0 on définit les variétés locales stables et instables par :

W2(x) = {yeX /d(f"(z), " (y)) <e pour tout n > 0}
Wi(z) = {yeX /d(f"(z),f"(y) <e, pour tout n > 0}

2.6.1 Existence de variétés locales

Théoréme 2.6.1 (Anosov) Si f : M — M est un difféomorphisme d’Anosov de classe
C". Il existe g > 0 tel que :

1. Pour tout 0 < € < gg et tout x € M, il existe des ensembles W? (z) et W* (z),

C" — dif féomorphes a des espaces euclidiens (i.e des disques) et on a :

T.W:(x)=FE°(z) et T,W!(x)=E"(x)

2. Pour tout 0 < € < g, il existe 6 = J(¢) tel que ; W2 (z) N W (y) est réduite & un
J..

)

point noté [z, y], pour tous z,y € Q(f) . tels que d(x,y) <

De plusl’application [.,.]: {(z,y) € Q(f) x Q(f);d(z,y) <0} — Q(f) appelée produit local,
(z,y) = [2,9]

est continue.

Théoréme 2.6.2 Soit f; : T — T* un automorphisme hyperbolique linéaire du tore, ot

RFest muni dune norme adaptée, T* est donc muni de la distance associée. On a alors:
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2.6. Variétés stables et variétés instables.

o W)
Wew)

”:g[.:']

W)

Figure 2.6.1 : variétés locales en dimension 2

A

Nl

Figure 2.6.2 : variétés locales en dimension 3
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2.6. Variétés stables et variétés instables.

1 W (0) = 7 (E¥) et W (0) = 7 (E%).
2. pour tout z € T* on a: We(z)=x+ W*(0) et  WY(x)=x+W*0)
3. W#(x) et W* () sont denses dans T*.

Preuve.

1- on montre d’abords que: W= (0) =7 (E°)

Soit y € w (E?), il existe v € E* tel que y = m (v), d’aprés la proposition(2.3)

ona limL"(v) =0 alorslimnm (L"(v)) =0 donc lim f} (7 (v)) =0.

D’ou li?r??f (y) =0= f1(0) g;(;li entraine que lim (fow(y) , f1(0)) =0.

Donc o y e W (0). o

Inversement , pour y € W?*(0), on a lim (df (y), f;(0)) = 0 et y = 7w (v) avec v €
R* = F* @ E* o

iev=uv,+wv, orv,=L"(L"(v,)) , l'invariance de E* par L

implique que L™ (v,) € E*, d’aprés la proposition (2.3) lim L= (L" (v,)) = 0,

iev,=0,dou v=uv5€ FE° o

Donc yem(E®).

De la méme fagon on montre que: W®(0) =m(E").

2- Remarquons que pour z,y € T* on a pour n > 0, 7 (y) — f*(x) = f?(y — ) ,on
obtient alors:

ye W?(x) sietseulementsi y—aze W?*(0)

qui nous permet de conclure que W* (z) = = + W#(0). (méme chose pourW* (z) =
x+ W (0)).

3- Du fait que: W# (x) = x + W*(0) ,Ja densité de W* (x) dans T*est induite par celle
de W~ (0).
Considérons y € T pour chaque n € N, il existe y, € [0,1]" tel que f7 (y) = 7 (yn) -
Or y, =y + y», avec y> € E° et y* € K",
y = fr (s +y)
donc =m (L7 (yp) + L7 (y3))

par passage a la limite on aura:
y = lim7 (L7 (yp) + L7 (y))

n—oo

= limn (L™ (y3)) + lim 7 (L™ (y%))

n—oo n—oo

= lim7 (L™ (y2))+0

n—oo
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2.6. Variétés stables et variétés instables.

L™ (y?) € E* (invariance de E® par L) d’ou =« (L™ (y3)) € W*(0). m
Exemple 2.6.1 Considérons
fL . T2 — T2
(z,9) = (2z+y,2+y)mod1

_%\/15+%),et W (0) = 7 (E¥).

1 1
X T —=+/H+ =
Soit un vecteur v ( > € ¢ alors v = av, i.e ( ) :a< 2\/_ 2 > :
y Y 1

d’ou Uégquation == (—3V5+ 1)y

Cela entraine que W* (0) est la droite d’équation:

Y= (_%f—%)x mod (1)

On rappelle que E°* =R (

De la méme fagon on obtient que W™ (0) est la droite d’équation:
1 1
y = (g\/_— §) x mod (1)

Proposition 2.6.1 Les automorphismes linéaires d’Anosov du tore sont expansifs.

Preuve. .

Soit f : T* — T* un Anosov linéaire du tore.

Supposons que f n’est pas expansif , alors quelque soit € > 0 et n € 7Z,

il existe 7,y € THx £y et d(f*(z),f"(y)) <e.

Cela implique que y € W2 (z) N WX (z).

On a d(z,z) =0 < ¢, alors d’aprés le théoreme (2.17), W2 (z) N W (z) = {z}, ce qui

donne r =y

donc contradiction. m
Proposition 2.6.2 Les Anosov linéaires du tore sont topologiquement mélangeants.

Preuve. .
Soient f : T* — T* un Anosov linéaire du tore et U,V deux ouverts non vides de T*.
La densité de W* (0) (resp.W* (0)) dans T* implique qu’il existe x € U N W* (0)
(resp.y € VNIW*(0)).
On a alors  lim f™ (x) =0 (resp. lim f~" (y) = 0).
On peut doncn?r;ouver N assez gra;gozle sorte que pour n > N on ait :
z+ [ (y)eU et f"(x)+yeW.
Or fr(z)+y=f"(z+f"()efU). iec [fUNVF) m
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2.7. Partition de Markov

Conclusion 2.6.1 Les Anosov linéaires du tore sont des systémes dynamiques chaotiques.

2.6.2 Existence de fers a cheval

Définition 2.6.2 On dit qu’un point x périodique de période m est un point périodique (ou

fize) hyperbolique, si D f™ (x) a ses valeurs propres de modules différents de 1.

Définition 2.6.3 Soit f: X — X un homéomorphisme de l’espace métrique (X,d);
Un point v € X est dit homoclinique au point y € X, si | l|im d(f"(z), f"(y)) =0.

Définition 2.6.4 Soit f : M — M un difféomorphisme de la variété différentiable M, soit
xr € M un point fixe hyperbolique, ¢ € M est dit homoclinique transverse, s’il est dans
We (p) n W (p).

Théoréme 2.6.3 Soient M une variété C°, U C M un ouvert , f : M — M un plonge-
ment, et p € M un point fize hyperbolique avec un point homoclinique transverse q € M.
Alors il existe dans un voisinage assez petit de p un fer a cheval pour des itérées de f.

De plus I’ensemble hyperbolique de ce fer a cheval contient un itéré de q.

Preuve. .

Les grandes lignes de la démonstration consistent a considérer le point p € M comme
le point origine afin d’adapter les coordonnées dans un voisinage O de p., la construction
du rectangle A puis on considére les composantes connexes de l'intersection de O avec les
variétés locales pour construire Dy et Dy a partir d'un itéré de ¢ € M. (voir [1] pour plus

de détails). m

2.7 Partition de Markov

Définition 2.7.1 Soit f : M — M est un difféomorphisme d’Anosov de classe C". On pose

01 :=6 (1) avec 1 = 3 o gg est celui donné par le théoreme (2.16) .

Un sous ensemble R C M, est appelé rectangle si:
diam (R) < inf (d1,e0) et W (x) N W2 (y) € R, pour tous x,y € R.

De plus si onconsidére Q) une piéce basique de Q(f), un rectangle R C 2 est dit propre
si R = R,

lintérieur de R étant relatif a 2.
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2.7. Partition de Markov

Notation 2.7.1 Pour x € R, on note
We(z,R)=W;: (x)NR et W"(x,R)=W"(z)NR.
On les appelle respectivement feuilles stables et instables de x dans R.

Définition 2.7.2 Une partie S de R est appelée sous-rectangle stable (resp.instable) si pour

tout  dans S
on a: W (z,R) C S (resp. W*(x,R) C S).

Figure 2.7.1 : feuille stable et instable

Définition 2.7.3 Une famille R = {Ry, Ry, ..., R} de rectangles propres est une partition
de Markov pour ) si:

1. Q=

I'Cs3

J le;

2. R,N R, =0R,NOR, pour tout 1 <1 < j <m.

3. Pour tous 1 <i,j < m tels que f (R;) N Io%j # (et tout v € RN f~t (RJ>

on a :

fWV (2, R;)) C WP (f (2), Ry)
4. Pour tous 1 < 4,5 < m tels que f~! (R;) N }O%j # () et tout z € R;N f (RJ>
on a :

W (f (x), Bj) € f(W*" (z, Ry))
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2.7. Partition de Markov

Figure 2.7.2 : configuration de partition de Markov possible

Remarque 2.7.1 Les assertions 3/ et 4/ peuvent se résumer de la fagon suivante: Si
z€R; et f(z)e (]O?j),
aors:  f(W*(2,R)) CW*(f(2).R;) et W'(f(z),R;)Cf(W"(z,R,)

Figure 2.7.3 : configuration de partition de Markov impossible

Exemple 2.7.1 Considérons la transformation
fL . T2 — r:[‘2
(z,9) = (22 +y,2 + y) mod (1)

On découpe T?,en tracant des morceaux des variétés stables et instables . Leurs

intersections sépare le tore en deux rectangles

En fait,
lacd] est le segment porté par la droite affine E",

[ba] est le segment porté par la droite affine (1,1) + E",
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2.7. Partition de Markov

[bc] est le segment porté par la droite affine (1,0) + E*,
[ab] est le segment porté par la droite affine E*,
ladc] est le segment porté par la droite affine (1,1) 4+ E®,

[bc]  est le segment porté par la droite affine (0, 1) + E”.

Figure 2.7.4 : extraite de [1]

Figure 2.7.5 : un autre domaine fondamental de T?

Sachant que le carré [0,1]%est un domaine fondamental dans le sens de la déf-

inition (1.2), on remarque qu’en procédant aux identifications selon la figure
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2.7. Partition de Markov

ci-dessus, que l'on retrouve dans Sy U Sy tous les points de [0, 1]

So U Sy vérifie les conditions de la définition (1.2).

N YORG
(fi>l($)(i)
GRS

Figure 2.7.6 : Préimages de Spet S

’. De plus

On obtient une famille de rectangles propres ® = { Ry, Ry, R3, R4, R5} .

on constate que:

Fo (So) NSy = Rs
f1 (SO) NS, = Ry
L <81> NSy = Ry
1 (51> NS, = R UR,
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2.7. Partition de Markov

Figure 2.7.7 : Partition de Sy U S;dans T?

et que f(R) est telle que:  f(So) = f(Rs) U f(Ry) et  f(S1) = f(Rs3) U
f (Rl) U f (Rg) .dans R2.

- -
=
—
)
-
-
L =
-
-
-
-
-
-
_.__n"
rd
-
A
—
-
- -~
. .
L ] W

Figure 2.7.8 : Image de la partition dans T?

Proposition 2.7.1 ® = {Ry, Ry, R3, R4, R5} est une partition de Markov.

Preuve. .

On peut voir que R vérifie les conditions de la définition (2.19), en utilisant les figures.

Remarque 2.7.2 Tout d’abord il faudra observer que le diamétre des rectangles obtenus

n’est pas trés petit. Il a été établi que pour €] ~ 0,3618, la projection canonique est injective
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2.7. Partition de Markov

sur la boule de rayon strictement inférieur o €| Pour étre dans les conditions d’existence de

variétés locales théoréme (2.16) on considére

el(1—ch(L))

go < = ~ (0.042
2sup {|[ L]l [IL=4]1}
PN P . _%\/5_{_ %
avec la norme adaptée a L définie par ||v|| = max {|z|, |y|} ovv = zv,4yv, , Vg
1

1 1

1541
, vu<2\/_ 2) et ch(L)= .

1

En principe la partition qu’on obtientdrait de diameétre strictement inférieur a ¢, aurait

un nombre plus grand de rectangles. En fait Il n’ya pas unicité de partitions de Markov.

2.7.1 Existence de partition de Markov

Théoréme 2.7.1 Pour toute picce basique €; .pour I’Axiom A difféomorphisme f, il existe

une partition de Markov de diamétre suffisamment petit. (voir[14]).

Remarque 2.7.3 Dans l’exemple précédent on a trouvé une partition de 5 rectangles et si
on considére la somme des coefficients de la matrice L on trouve aussi 5. On peut alors se

poser la question sur un lien possible, il serait alors intéressant de voir cela de plus prés
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3

Dynamique symbolique

Dans ce chapitre on verra essentiellement le codage des Anosov linéaires du
tore, 'exemple le plus connu étant celui du tore de dimension 2. L’existence
de partition de Markov permet de déduire une représentation symbolique d'un
systeme dynamique. Une bonne représentation symbolique est celle qui permet

de caractériser les orbites (périodicité, densité,etc.).

Deux difficultés fondamentales se présentent, la premiére est que ’on ne peut
pas toujours obtenir une correspondance bijective et continue, la seconde est que

le systéme symbolique n’est pas forcément de type fini.

3.1 Systémes symboliques

3.1.1 Ensemble des suites

Notation 3.1.1 Pour q > 2,

Q,={0,1,....,g — 1}Z appelé ensemble des suites.
{0,1,...,q — 1} est appelé alphabet.

3.1.2 Structure topologique

On muni 2,de la topologie induite par la métrique définie pour A > 1, par :

d /
0y (w,0) = sup & &n)

nez )\Inl
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3.1. Systémes symboliques

avec

n .
0 sinon

d(wn,w'):{ 1 st w, #uw,

Considérons w,w’ € Q, avec w # Ww',alors 3 n € Z tel que w, # w;, dou

d(wp,wh) =1
Notons
N=min{n €N jw, #w, ou w_, #w",}
alors
1
dr (w,0) = 75
(en effet sup% correspond & la plus petite valeur |n| telle que w,, # w!,)
nez
Donc pour r > 0,d) (w,w’) < r entraine /\LN < r donc N > —E’g;
On a: VneZ;, |n|<N, w,=uw,.

Définition 3.1.1 On appelle cylindre [’ensemble

Oz nyp = {w c Qq/wni =q; Vi = 1,....p }

a1,002,....,0

Pourny <mng < ...<n,€Zetay,a,..,a, € {0,1,...,g—1}.

Et pour k € N, l’ensemble

ke, k=1
Cakarl, """ YA —1

est appelé cylindre symétrique.

Proposition 3.1.1 Soient o € Q,, r >0 et k € N avec k > —}(‘E;.

Le cylindre C;*T1-k=1  correspond a la boule ouverte de centre o et de rayon r pour
k1, Ok —1

la métrique dy. i.e

k4l k=1
Ca7k+l, ~~~~~ Q-1

{we Q,/dy(a,w) <r}

Preuve. .

: k1, k1 : :
Soit w € C " 7, on a donc pour tout ¢ tel que ;

/2 I I _k+17 ...... 70’ ...... ’k;_ 1 ......
a || e Q_j O ft1, " SO, , Q1 e TN
Wl e W Oft1, " SOy , 1 73] A



3.1. Systémes symboliques

i.e

OSi w # azalors il existe n; |n| > k tel que w, # a,.

Notons N =min{n € N / w, # o, ou w_,, # a_, } ,alors N > k, donc:

d,\(a,w’):)\—NSF<T

D’ou
w € B (a,r)

OInversement, si w € B (a, 1) ,w # a;on a:

1 log r
dy(a,w) <r<— car k>— &,
A log A\
Comme d) (o, w') = ALN <r< A—l,c,alors N>k
N I “NA+1, k41,0, k=1 ,N=1 || «even
a ...... afk/' af*NJr]_,". 7a7k+17... ’aO’ ...... ’aki]-’-.. 7Q{N71 ak ......
w ------ wfk OéfN+17"'Oé7k+17"' 7@0, ------ 7ak71"' 705N71 wk ......

Vn € Z;|n| < k,on a w, = a,

[N —k+1,....,k—1
D’ou wEC’a_HL _____ ey

Lemme 3.1.1 Le cylindre Ca'? 0" est un ouvert pour la topologie induite par d.

nysenQnp

o (N <ng < ...<my).

Preuve. .

Notons k l'entier tel que —k < n; et n, < k, on a que:

Cr—k+1,....,k—1 C Cmnz--np
QA fo 1, eeeesX—1 QnqyeeesQny

en effet si w € CL LA 00 alors w; = ay, pour tout 4, (—k+1) <i<(k—1),
donc en particulier pour tout 7, n; <@ < n,.

. . ning....np .. .
Cela implique que Ca,,, " a; est voisinage de chacun de ses points. =

3.1.3 Application Shift ou décalage

Définition 3.1.2 On appelle shift (vers la gauche) Uapplication o, : Q, — Q, définie par

(04 (@), = Wns1-

Proposition 3.1.2 o, est un homéomorphisme.
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3.2. Sous-shift de type fini

Preuve. .

Soient a, B € ), on a:

0y (4(0). o4(3)) = sup Q1)

nez )\|n\
or
In+1] < |n|+1 = A"+ < \ln+
don 4 (Gns1,Bysr) 4 (001 Busr) (0, B)
Qnt1, P41 Ant1y Py d anaﬁn
su < [Asu = \sup————
neIZ) A7 =l neIZ) Aln neg Wl ]

iedy(oy(a), 048)) <Ay ( «, ) donc o, est continue car A-lipschitzienne.
Soit w = 0, (w) alors w,, = wy41 donc w,, = w,_1.

D’ou o, est inversible et son inverse est définie par (0‘;1 (w))n = Wp—1.

Deux suites «, 5 € Q, tels que o # (3 ont leurs images par o, différentes,

car il existe m € Z tel que «,, # (3,, et donc,

(Uq(@))m—l ?’é (O'q(ﬁ))m—l d’ou Uq<a) 7é Jq(ﬁ),

ce qui signifie que ogest injective. m

* Le couple (€2, 0,) constitue un systéme dynamique topologique inversible.appelé

systéme symbolique.

3.2 Sous-shift de type fini
A = (A;j) une matrice carrée ¢ X ¢ telle que A;; = 0 ou 1 on note
Qu={weQ/Vnez, Ay, =1}

Définition 3.2.1 On appelle sous-shift de type fini le systéme dynamique (Qa,024),
avec 24 est l'espace muni de la topologie induite par celle de €1, et o4 est la restiction

de o q a A-
1. (24,04) est aussi appelé systeme ( ou chaine) de Markov.

2. A est appelée matrice d’incidence.

3. SiAj; =1Vi,j ona (Qa,04)=(Qq,0,).
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3.2. Sous-shift de type fini

)
b 1o '#,."i:____}tg’”

A=1 b 0 0 1 Iy ;
i i |
() 1 1 1 i
III --h--\-'h_ i
?F< =~*::*I
___.‘_I

4. On associe & A un graphe I'4 qui constitue un ensemble d’arétes allant d’un sommet &
un autre,.lorsqu’elles existent. En d’autres termes, il existe une aréte allant du sommet

i vers le sommet j,qu’on représente par i ~ j,si et seulement si le coefficient A;; = 1.

Lemme 3.2.1 On note pour a € {0,1,...,q — 1},C, = {w € Qa/wo = a}. Alors,

Card {(ay, ay, ..,o,) €{0,1,..,q — 1 /Co o (Coy) oMo (C,,) # 0, 9= a0, = B} =
(An)aﬁ
Preuve. .

.Remarquons que
{(ags gy ey ) €40,1, i g = 1}/ CogNo™ (Cay) N N0 (Coy) # 0, g= v, @, = B

est aussi 'ensemble
{(ao,al, ) €{0,1, g =1V ) ap=,a,= B et Yk =0,...,n — LAg o= 1} :

AOO A()l A()j Aqu_l
A — A’LO AU Ai,qfl
| Aqfl,O AQ*lJ Aqfl’qfl |

alors (A2)ij = AiOAOj + AilAlj + ...+ Aiinj + ...+ Aiq—lAq—lj-
A Ar; = 1 signifie qu’il existe une aréte allant de ¢ & j passant par le sommet k.
On dit que le "chemin" allant de ¢ vers j est de longeur deux car passant par

le sommet k.
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3.3. Propriétés topologiques

Ainsi le nombre de "chemins" de longueur 2 allant de 7 vers j est égal au coefficient
(A%)s;.
Par récurrence on obtient que le nombre de "chemins" de longeur n allant de i vers j

est exactement égal au coefficient (A");;. =

3.3 Propriétés topologiques

3.3.1 Orbite périodique

Lemme 3.3.1 Soit P, = {w € Q4/0% (w) =w} Uensemble des points periodiques de peri-

ode k alors

Card P, = trA*

Preuve. .

(0% (@) = (a(04 (W)))n = (04 (W)nt1 = Wnsa,
par récurrence on obtient: (0% (w)), = wpyk, k>0
we Py= (W) = (,w_1wowr,...) et(c" (W) = Wpik = Wp,¥n € Z

on a pour tout w € Py, il existe (ag, aq,....,ax_1) € {0,1,.....;q — 1}k tel que :
Qo = Wo,, g1 = Wi—1,0 = wp, et Vi =0, ...,k — 1, Ag,0,,, = 1,

posons a = wo,et notons
Py = {(ao,al, v y_q) €{0,1,...,q — 1}k Jao=a,a =aetVk=0,...n—1A4,.,. = 1}

ce qui veut dire que P, =UPY , CardP = (A¥)qq, or  trA* =57(A4%) 0.

D’ou le résultat. =

Remarque 3.3.1 On a soit trA =0, soit trA > 1, ce qui entraine que le nombre de points

périodiques d’un sous-shift croit exponentiellement.

3.3.2 Transitivité-mélange

Proposition 3.3.1 Soit (Q4,04) un sous shift de type fini ,pour k > 0,notons (A*); les
coefficients de

AF 0<i,j<q—1.0n a alors:
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3.3. Propriétés topologiques

1. (Qa,04) est transitif si et seulement pour tous 0 < 7, j < g — 1,il existe k > 0, tel que
(A%)y; >0

2. (4, 04) est topologiquement mélangeant si et seulement si pour tous 0 < 7,7 < ¢—1,

il existe k > 0, tel que (A');; > 0,V > k.
Preuve. . voir .[3]. =

Remarque 3.3.2 (Q,,0,) n'est pas minimal puisque par exemple la suite w = (w,,),,
avec Vn € {0,...,q — 1},w, = wqo est un point fize.
On peut aussi le voir autrement, les orbites périodiques étant des ensembles fermés non

vides o,—invariants et différents de €.
Proposition 3.3.2 (Q,,0,) est transitif

Preuve. .

Puisque (A);; = 1 Vi, j donc pour tous 0 < 4,5 < ¢ — 1,il existe k > 0,tel que (4%);; > 0.
On peut aussi le voir autrement, en effet il existe un point d’orbite dense.

L’ensemble des suites finies & valeurs dans {0,...,¢q — 1} est dénombrable,

donc en mettant I’ensemble de ces suites bout & bout on obtient un point d’orbite dense.

[ |
Proposition 3.3.3 Ona Pero, = (,.

Preuve. .voir[15]
Soit @ € €),, comment I’approcher par une suite de points périodiques de €2,.
Remarquons que si w = (w™), C ), est une suite de points périodiques de €,

i.e chaque w™ = (w]'), € Q, est un point périodique, alors pour chaque m

. . k m\ __ m c 2 . N m _ m

il existe k,, tel que o7 (w™) = w™ ce qui équivaut & Wi, =Wy
: k _ : m  __ ,,m

On peut trouver un entier k tel que o, (w) =w, e wi, =wy

En d’autres termes, w est un point périodique.de §2,.

Soit U un ouvert contenant o,

U = Ucnlng....np
p

Wny e W@nyp

N

On choisit N le plus grand possible de sorte que C;]—V];;.7.~-7-~7WN contienne une suite de points

périodiques. m

Proposition 3.3.4 (Q,,0,) est sensible aux conditions initiales.
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3.4. Représentation symbolique

Preuve. .
Soient w,w € €1, avec w # w alors il existe n tel que w,, # w,.

Comme 07 (w) = 07 ((wr),) = (Wn+r);, done (oF (w))o = Wy

Il en résule que (o7 (w)), # (07 (w)),

d’ou

0 (7 (@) , (07 ())) = sup Ltk Pi)

vz AP = d{wpwe) =1

(€24,0,) est donc expansif. =

Conclusion 3.3.1 (,,0,) est un systéme chaotique.

3.4 Représentation symbolique
Nous allons nous contenter de voir la technique de codage sur un exmple simple sachant que

Définition 3.4.1 Soit R = {R,}, .y une partition de Markov, On appelle matrice d’incidence
associée a RN,

la matrice A = (Aaﬁ)a,ﬁer définie par :
1 si f(éa) ﬂf?g#@

Anp = .
0 sinon

Exemple 3.4.1 Reprenons l'exemple (10) , de la partition de Markov R = { Ry, Ra, R3, Ry, Rs5},

on a:

o

f(%)mfzﬂéw pour j = 4.5
f(f%) NR,=0 pouri=123,
f(fﬁ)mfzﬁé@ pour i = 1,2,3
f<é4)m°%j_® pour j = 4,5
f(}?z»,)le_@ pour i = 1,2, 3
f(ég)mfzj;é@ pour j = 4,5
f(fzg)méﬁé@ pour i = 1,2,3
f (}?2) NR;=0  pourj=4,5.
f<f%1>ﬂ]o%i7é® pour i = 1,2,3

56



3.4. Représentation symbolique

f(]%l)mf%j:@

pour ¢ = 4,5

On obtient la matrice d’incidence associée suivante :

1
1
A=10
1
0

1
1
0
1
0

1
1
0
1
0

—_ O = O O

—_ O = O O

a laquelle on associe le graphe I'4 suivant :

Figure 3.4.1 : le graphe "4

Question: On peut alors se demander quelle est la nature de la correspondance

entre le sous-shift de type fini associé a la matrice A, et la transformation du

tore.de ’exemple (10).

C’est 'objet du paragraphe suivant.

3.4.1 Partition de Markov pour les Anosov linéaire du tore

Théoréme 3.4.1 Soit fr : TF — T* un automorphisme linéaire hyperbolique, pour tout

e > 0 il existe une partition de Markov R pour fr par des rectangles de diamétre au plus €.

Notons # = (R, ),y une partition de Markov pour f;, A la matrice d’incidence associée

a R et (Qa,04) le sous-shift de type fini associé . On a alors :

1. Pour tout w € Qy, intersection N f; " (R,,,) est réduite & un point, qu’on note 7 (w) .

nel

2. L’application 7 : Q4 — T* est continue, surjective et vérifie fr om = T o0 4.
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3.4. Représentation symbolique

La démonstration repose sur les outils suivants:

Définition 3.4.2 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique inversible, on appelle € —
pseudo — orbite de f toute suite (vy,),., de X telle que:

supd (f (z5) , 1) < e.
nez

Définition 3.4.3 On dit qu’une suite (v,,),,., de X est € — pistée par l'orbite de x € X si

on a:

supd (f" (z),z,) < e.
nez

Lemme 3.4.1 (Lemme de pistage) Si ¢ < &g ,alors toute ¢ — pseudo — orbite de fr est
€

————— — pistée par une une unique orbite de fr.
() P p q fr

Corollaire 3.4.1 (Lemme de fermeture) Pour tout e < g¢ et tout x € T* tel qued (f™ (), x)
e pour tout n > 1, il existe un unique y € T* tel que:

€

f"(y):yetW:Oa---,n—ld(fi(ﬂf)afi(y))Sm-

Remarque 3.4.1 Voir [1] pour des versions générales de ce lemme (Closing lemma)
Ce lemme permet de construire des orbites périodiques prés de tout point récurrent, ce

qui nous raméne au lemme de fermeture d’Anosov.(2.14) dans le paragraphe (2.5)

Preuve. .du théoréeme (3.10).

( La démonstration étant trop technique, j’en donne juste les idées essentielles pour plus
de détails voir [14],[16] ).

On choisit ¢ < &g.

1- On procéde par récurrence pour montrer que, ﬁo fi" (R,,) est un sous-rectangle
stable.

Il en est de méme pour N " (R,,) qui est alors un sous rectangle instable.

Par passage a la limite on obtient que nQZ fi" (R,,) est un sous-rectangle non vide.

Le lemme de pistage permet de conclure,puisque deux points de l'intersection auraient
des orbites qui se g — pistent.

2- la compacité et (1) donnent ml_i}rJrrloodiam (nfim " (an)) = 0.

Cela implique la continuité.de .

Considérons ﬂZ " (éR) ,;rappelons le théoréeme de Baire
ne
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3.4. Représentation symbolique

AR N T A, R, 0 f(R. N FHR )

Figure 3.4.2 : sous-rectangles stables et instables

Théoréme 3.4.2 (de Baire) Soit X un espace métrique compact, Si {U,}, yest une famille

dénombrable d’ouverts denses dans X alors ﬂNUn C X est dense.
ne

L’intersection 0 " (3%) est dense dans T*.
ne

De plus tout point de nQZ " (?R) est dans 7w (Q24) qui est compact.

On conclut que 7 est surjective.

Pour la construction de la partition de Markov, nous en donnons juste une ébauche ,
voir [15]

La premiére étape consiste a choisir un recouvrement fini de T* par des boules B (z;,7) ,

o e(1—ch(L))

n < )
2(1+ L)
On note A la matrice donnée par:

’

A, j =1siet seulement si f (x;) € B(x;,n(1+|L))
et (4,0 4) le sous shift associé.
Pour w dans 4, on construit une 7 (1 + ||L||) — pseudo — orbite (z,,,)

puis on applique le lemme de pistage, qui affirme (z,,,),, est ”l(iz!é”)) — pistée par 'unique

orbite d'un point noté p (w) de T*.

On continue en utilsant (1)et (2)et on obtient p : Q 4 — T*.
On note Q0 = {w € Q4 /wo =i} et R; = p(Q0), on montre alors que le recouvrement

R = (RZ) convient. m
icI

Conclusion 3.4.1 Pour tout Anosov linéaire du tore, il existe un sous-shift de type

fint qui lui est topologiquement semi-conjugué. De la, on peut se demander si cette
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3.4. Représentation symbolique

semi-conjugaison pourrait étre en fait une conjugaison quite a enlever un ensemble néglige-
able.

D’ou intérét du chapitre suivant.
De maniére générale, on a :

Théoréme 3.4.3 Un systéme dynamique (X, f) expansif est facteur d’un sous-shift de

type fini (Qa,04), si et seulement si (X, f) posséde une partition de Markov. (voir[1l]).
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4

Systémes dynamiques et théorie

ergodique

Le recours a la théorie ergodique s’est imposé du fait que dans certaines ex-
périences sont apparus des phénoménes que le point de vue topologique a lui

seul n’a pu expliquer.

4.1 Espaces mesurés et mesures

Définition 4.1.1 Soit X un ensemble. Une famille A de sous ensembles de X est appelée

o-algébre ou tribu si:
1. XeA
2. Ac A=A A
3. AiGA,i21=>L%JAi€A
le couple (X, A) est appelé espace de mesure o espace mesurable.

Définition 4.1.2 On dit que A est engendré par Ay si Ay C A et toute o-algébre contenant

Ao contient A, ce qui signifie que A est la plus petite o-algébre contenant Ay.

Exemple 4.1.1 Soit X un espace topologique. La famille des ouverts de X engendre une
o-algéebre appelée "o-algébre de Borel” ou "tribu des Boréliens". Les éléments de cette tribu
sont appelés Boréliens. Cette tribu contient les fermés de X, donc engendrée par les fermés

ausss.
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4.1. Espaces mesurés et mesures

Remarque 4.1.1 Une o-algébre est une famille plus large qu’une topologie. Notons Agy la

famille des ouverts d’un espace topologique X et A une o-algébre contenant Aj.
C

Soient A; € Ap,i > 1. On a -QlAi e A car 'D1Ai = (‘glAf) et puisque AS € A, alors
(_L>JlA§> € A.Parcontre 'QlAi n’est pas forcément dans Apg.

Définition 4.1.3 Un espace métriqgue X est dit séparable, s’il contient un sous ensemble
dénombrable dense.

Une famille (V;),.;d’ouverts de X est une base de la topologie,si tout ouvert V de X est
tel que V = igj‘/; ou J C 1.

Théoréme 4.1.1 Un espace métrique X est séparable si et seulement si X est a base

dénombrable d’ouverts.
Remarque 4.1.2 Un espace métrique compact est séparable.

Définition 4.1.4 Soit (X,.A) un espace mesurable. L’application p : A — [o,+00] est
une mesure si pour toute famille (A;);>1 d’éléments de A deux o deux disjoints,

on a.

M(iLZJlAi) = ZM(Ai)

i>1
Exemple 4.1.2 masses de Dirac

Soit X un espace métrique compact et Bx la tribu des boréliens de X,on définit pour

o 1 si xeA
x € X, Uapplication §, : Bx — [0,4+00] par 6, (A) = pour A € Bx ,
0 stnon

0, est une mesure.

En effet si on considére une famille de sous ensembles disjoints (A;); C Bx
Soit x € UA; alors 3i > 1 tel que v € A; donc 0, (A;)) =1 et 0, (UAi> =1,
puisque l AiNA;=0,Yj#1 alors Zém (A;) =0, (A) = 1. Z

Exemple 4.1.3 mesure de Lebesgue sur RF.
Soit A la tribu des boréliens de R¥. L’application \ : A — |o,+00] définie pour tout

ouvert
par:

est une mesure, appelée mesure de Lebesgue.
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4.1. Espaces mesurés et mesures

Exemple 4.1.4 Mesures de Radon.

Soit E un espace de Banach localement compact,on désigne par,
L(E)={f:FE — Rcontinue / suppf compact}

On appelle mesure de Radon sur E, l'application linéaire p : L (F) — R, définie par:

~ [ f@dut)

Sur un groupe topologique G localement compact,.une mesure de Radon p est dite de Haar

st et seulement si

weG/f ) dpe ( /?glxmt /f ) dyt (g)

i.€e | est invariante & gauche.

Définition 4.1.5 Un espace mesuré est le triplet( X, A, n) ou (X, A) est un espace mesurable

et i une mesure sur X .
1. Si X = ,L>JIAZ- avec 11 (A;) < +o0o,0n dit que X est o—fini.
2. Si p(X) =1 on dit que.(X, A, i) est un espace de probabilité.

Définition 4.1.6 Soit (X, A, u)un espace mesuré,un élément A € A est dit y—négligeable
siu(A)=0.

Exemple 4.1.5 L’ensemble de Cantor est un ensemble de mesure (de Lebesgue) nulle.

4.1.1 Application mesurable

Définition 4.1.7 Soient X et Y deux ensembles et A et B leurs o—algébres respectives.

Une application f : X — Y est dite mesurable si:
f1(B) € A, pour tout B € B

Définition 4.1.8 Soient f, g deux applications mesurables sur (X, A, p). On dit que f = g
pu—presque partout si l'ensemble {f # g} est u—négligeable.

On note f=9 w—pp
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4.1. Espaces mesurés et mesures

Définition 4.1.9 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et ¢ : X — R ou C mesurable et f :

X — X une application continue. On dit que p est f — invariante si
pof=¢ ppp

Remarque 4.1.3 Dans le cas ou X et Y sont deux espaces topologiques, munis de leurs

tribus boréliennes respectives, toute application f : X — Y continue est mesurable.

Exemple 4.1.6 On se donne un espace mesurable( X, A).On définit pour A € A la fonction 14 :
X — R définie

0 st x € A° , .,
par: 14(z) = qu’on appelle fonction caractéristique de A.
1 si x€A
Soit B C R,
Dsi0O¢Betl¢ B
Asi0¢ BetleB
1" (B) = ¢ s0¢Be et donc 1,' (B) € A.

A°si0e Betl¢B
\ X si0eBetleB

4.1.2 Intégrabilité des applications mesurables

Définition 4.1.10 Soit (2, F) un espace mesurable,j. une mesure sur Q@ et ¢ : Q@ — R

(Eod@) est i — intégrable si:
1. ¢ est mesurable

2. [|¢ldu < oc,ou || = ¢7 + ¢~ avec ¢* = max(¢,0) et ¢~ = max (—¢,0) sont de
Q

signe positif sur €.

3. si A € F,pest u—intégrable sur A si ¢1est u — intégrable au sens si dessus.

Remarque 4.1.4 En considérant ¢ : 2 — RouR, on peut écrire ¢ = ¢* — ¢~. On a alors,

/gzﬁdu existe si et seulement si f¢+d,u et [¢~du existent, puisque |p| = ¢t + .
Q Q

Q
Il en est de méme si ¢ : Q@ — C on considére alors Re (¢) et Im (¢) on aura,

/(bdu existe si et seulement si [ Re (¢)du et [Im (¢)du existent.
0 Q
Q

En d’autres termes une fonction ¢ est p—intégrable si et seulement si / || dp < 0.

Q

Notation 4.1.1 On note L' (2, F ,uu) , l'ensemble des fonctions p — intégrables sur 2.

64



4.2. Mesure invariante

Théoréme 4.1.2 (de transfert) Soient (1, F1) et (2, F 2) deux espaces mesurables et
¢ : Q1 — Qy une application mesurable. Soit j1 une mesure sur (Q1,F1) et v:=pop ! sa
mesure image Sur

(Qa,F2). Soit h : Q3 — k C (RouC) une application mesurable. Alors, h est v —

intégrable si et seulement si  h o est u — intégrable et on a:

/hogpd,u:/hdy

91 QZ

Théoréme 4.1.3 (représentation de Riesz) Soit X un espace métrique compact muni de
sa tribu de Borel. Pour chaque application linéaire o : C° (X) — R, il existe une unique

mesure de probabilité p sur X telle que:

a(f)= [ 1du

4.2 Mesure invariante

4.2.1 Application préservant la mesure

Définition 4.2.1 Soient (X, A) et (Y,B) deuzr espaces mesurables , f : X — Y une
application mesurable et i une mesure définie sur A . On appelle mesure image de |1 par

f,la mesure notée u, f définie sur B par:

pf(B)=p(f1(B))  pour BeB

Définition 4.2.2 Soient (X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces mesurables et f: X — Y une

application mesurable. On dit que f préserve la mesure si:
VvBe B , p(f'(B)=v(B).

Remarque 4.2.1 Si (X, A, u) = (Y,B,v),on dit que la mesure est invariante pour f

ou f-invariante.

Proposition 4.2.1 Soit (X, A, u) un espace de probabilité et f : X — X wune transfor-

mation A-mesurable, les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) f préserve p.
(17) pour tout ¢ : X — [0,00) A-mesurable, on a /qﬁdu = /qﬁ o fdu.
X X
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4.3. Systémes dynamiques mesurés.

Preuve. .
(1) = (7i) théoreme de transfert.

(1) = (i) théoréeme de représentation de Riesz. m

Remarque 4.2.2 les applications préservant la mesure sont les morphismes des espaces de

mesures, autrement dit elles respectent la structure de ces espaces.

4.2.2 Existence de mesure invariante

Définition 4.2.3 (mesure borélienne) Soit X un espace localement compact séparable et B
sa o—algébre des boréliens. Une mesure borélienne . est une mesure définie sur B, telle que

p(K) < oo, si K est compact.

Théoréme 4.2.1 (Krylov-Bogolubov) Toute application continue d’un espace compact mesurable

dans lui méme admet une mesure de probabilité borélienne invariante.

Théoréme 4.2.2 Soit G un groupe topologique compact possédant une base dénombrable de
la topologie. Alors il existe une unique mesure de Haar i normalisée sur G. De plus, |

est également invariante par translation a droite.
Plus particuliérement on a:

Théoréme 4.2.3 Il existe une unique mesure de Radon sur le tore T* invariante par les
translations et de masse totale 1. On note 0 la mesure de Haar de T*; elle est donnée par

la relation :

Vo e CO(T*,C),0(p)= [-dd= [ [pon(z)-dvids,...dxy

T [0,1)*

Notation 4.2.1 On note M (X), l'ensemble des mesures de probabilité f—invariantes.

Remarque 4.2.3 My (X) est une partie convexe de l’ensemble M (X) des mesures de X

muni de la toplogie de la convergence faible.

4.3 Systémes dynamiques mesurés.

Définition 4.3.1 Le quadruplet (X, A, u, f), avec (X, A, 1) un espace de probabilité et f :
X — X une transformation A-mesurable qui préserve u, est appelé systéme dynamique

mesuré.

66



4.3. Systémes dynamiques mesurés.

Exemple 4.3.1 décalage de Bernoulli unilatéral
Soit p > 2, p € N, notons X, = {1,2, ..... ,p}Nl’ensemble des suites (Tn),cy »
ot T, €{1,2,.....,p}.

On muni ¥, de la topologie induite par la métrique définie par:

A((w). () = Y i), 5@m%>_{

n=0

1 st xp =19y,

0 sinon
notons B la tribu borélienne sur X,.

Considérons un vecteur q de RP tel que ,q; >0 Vi=1,....p et zp:qi =1
Notons v, Uapplication définie par: v, (A)= > ¢ ou AC {11, 2, ....,p}

i€A
Soient (A;);5, C{1,2,.....,p} disjoints, alors

Vg <iLZJlA,-> =D a=)> a=Y vg(4)

i€y J>LicA, i>1
et
p
v, ({1,2,.....,p}) = ZQi =1
1
v, est donc une mesure de probabilité sur la tribu engendrée par les parties de {1,2, .....,p}

op X, — X, définie par:

Op ((l‘n)) = (yn) telle que  Yn = Tpi1
Considérons la projection , m, 3, — {1,2,....,p}, k€N

B est alors engendrée par les m;' (A); A C {1,2,.....p}, 051 (71',;1 (A)) = 7'(',;1_1 (A).
En effet soit  (x,) € 051(75;1 (A)),alors o, ((7,)) € T, (A)

Toi w0y (1) = ml(3n) = v = 7 e () € 7y (A).

D’ou o,est B-mesurable.

Soit alors Uapplication définie par:  p (7" (A)) = B, (A) mesure produit

q;
Remarquons que

J

ot () =t (U

Soient (Aj)j>1 C {1,2,.....,p} une famille de sous ensembles disjoints

i, j(zul T (4) = py(m?t <,~§1AJ’)) — ((LJ‘JAj))
= > v (A) = iy (me'(4y) -

j=21 j21
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4.4. Récurrence et Ergodicité.

On a aussi
pg(o, ' (A)) = gy (A)) = vg (A) = (" (A))
Ky définit une mesure sur B qui est invariante par oy,.

Donc (Zp, B, u,, aq) est un systéme dynamique mesuré.

Exemple 4.3.2 Rotations sur le cercle.

St =R/Z muni de la norme induite par celle de R , soit a € S, on définit

R, :S'— St

2 Ry (2) = az
on munit S'de sa tribu de Borel B
[1Ra (2) = Ra (Il = llal Iz = 2l| = [z = &/l
car||a|| = 1,cela pour tous z, 2’ € S1.
>R, est lipschitzienne donc continue. Par conséquent R, est B-mesurable.

>R, préserve la mesure de Haar). En effet soit ¢ : S* — [0, 0o] B-mesurable.

A par définition vérifie pour tout f: ST — [0, 00] et tout g € S*,
/f ) dA (z /fga:d)\ /f )dA (gz)
D’ou
[e@are = [ e = [ eaire)
Sl Sl Sl
— [ (o RGN @2) = [ o Ru()ar(:)
st st

(S L f’),Ra, )\) est donc un systéme dynamique mesuré.

4.4 Reécurrence et Ergodicité.

Théoréme 4.4.1 (de récurrence de Poincaré version mesurable) Soient (X, A, pu, f) un sys-
teme dynamique mesuré et A € A; i (A) > 0. Notons A= {x € A/f" (z) € A pour une infinité de n > 0}.
Alors
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4.4. Récurrence et Ergodicité.

Preuve. .
On a évidemment A C A
considérons AA= U [A\ U f (A)) = goAn, Il est clair que 4, € A .

n>0 >n

Montrons que i (A4,) = 0.
Ona A,CA e, ACUF () aoms A U (AN U 7 (A)

i>0 i>n
D’ou

0<na)<u( ) -n(gri ) =0 g = (g )

cela implique que,

La suite des ensembles A,, est décroissante, de méme mesure et x (X) finie.

Cela entraine que:

u(A\fl)zp(A)—ﬂ(fl)zu(UAn):O

Corollaire 4.4.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent,notons pour x € A,
ra(z) =min{k > 1/f* (z) € A}

ra (x) est appelé le temps de retour de x en A. Le théoréme précédent implique que r4 () <

Q.

Preuve. .

il suffit de remarquer que

{r € Afra(z) <oo} ={z € ANk >ra(z), f*(z) € A} = A

Remarque 4.4.1 Soit (X, A, u, f) un systéme dynamique mesuré si une partie A de X
est telle que f~1(A) = A alors Vn € N, f7"(A) = A si de plus p (A) > 0,le théoréeme de

récurrence de Poincaré implique dans ce cas que A contient l’orbite de chacun de ces points.
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4.4. Récurrence et Ergodicité.

Définition 4.4.1 Soit (X, A, u, f) un systéme dynamique mesuré avec, la transformation
[ est dite ergodique, si X ne contient aucune partic A, f-invariante (i.e f~1(A) = A),
telle que

0<u(A) <1

Autrement dit,
pour tout A€ A tel que f(A)=A alors p(A)=0 ol
On dit aussi que la mesure p est ergodique ot que le systéeme (X, A, u, f) est ergodique.

Théoréme 4.4.2 Soit (X, B, u, ) un systéme dynamique mesuré avec X métrique compact,
B sa tribu borélienne,  une mesure de probabilité telle que 1 (U) > 0 pour tout U ouvert
non vide.

St f est ergodique alors pi—presque tout point de X a une orbite dense.

i.e l'ensemble {x € X;W #+ X} est p—négligeable.

Preuve. .
voir [16]
X est a base dénombrable d’ouverts non vides . Soit U €D,considérons Ay = N U

neN k>n
) = ﬂN kL>J Uy, on a bien que f~! (Ay) = Ap.
ne Zn

— —k _ PN
De plus (kz%HUk) C (kLanUk) et w(Up) = p(f75(U)) = p(U) don p (kLZJnUk> >

u(U
alors p (Ay) > p(U) > 0, Pergodicité implique que u (Ay) =1

Alors en posant A = UﬁDAU onapu(A)=1letVerec Aona {f*(z)}=X. =
€

Remarque 4.4.2 Ce théoréme exprime le fait que l’ergodicité est I’analogue de la minimal-
ité, méme si un systéme ergodique est plutdt transitif, on peut toutefois dire minimal modulo

un ensemble négligeable.

4.4.1 Existence de mesure ergodique

Théoréme 4.4.3 Les points extrémaux de My (X) sont les mesures ergodiques. (voir [2]).

Remarque 4.4.3 Si M;(X) = {p} alors pu est la seule mesure ergodique du systéme

(X, f, 1) . Dans ce cas le systéme est dit uniquement ergodique.
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4.5. Caractérisation de I’ergodicité

4.5 Caractérisation de ’ergodicité

Théoréme 4.5.1 Soit (X, A, i, f) un systéme dynamique mesuré,.les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. f ergodique.
2. ¢: X — [0,00] A—mesurable,po f = up.p = f constante p p.p.
3. o€ LM X, A pu,) ;00 f =¢ pupp= f constante p1 p.p.
4. pe L* (X, A, p,) ;00 f =@ u p.p = f constante p p.p.

Preuve. .

2/ = 3/ = 4/ est immédiat car
L2 (X, A ) € LN (X, A i) € {ip s X — [0, 00] A-mesurable}

(la mesure p étant finie).
4=1/
Soit A€ A; f71(A) = A, comme p(X)=1< oo alors 14 € L* (X, A, u,)
puisque |14]° < 1 et donc [ |14 du < [dp = p(X) < 0.
X X

p () =) > [ adi= [ 15

X

1 si zef (A 1 sif(z)eA
o =] _

sinon 0 sinon

1 si €A
et lpof(x)= s @) d’ott 1p-14y =140 f
0 sinon
ce qui implique que
[ran= [ e
X X

alors 140 f =14 p.p.p et donc 14 est constante p p.p.

Lu(X)=1
Cela implique que p (A) = [ 1adp = ou
X
0.u(X)=0

ie wu(A) =1 ou 0.
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4.6. Théorémes ergodiques

1/ =2/
considérons ¢ : X — [0, 00| A—mesurable; po f = ¢ pu p.p et supposons ¢ non constante

®p.p
alors il existe € [0,00[;0 < pu (¢~ ([r,o0[)) < 1,

notons.

A= n U f (e ([r,0])

neN k>n
il est clair que A € A, et f71(A)=A, ona, A= ([r,oo]) u—p.p

car pof =@ pupp.
Doncsi x € X est tel que

po f(z)=p(x) alors po f*(x) = ()

par conséquent:
p(A) = (e~ ([r, o))

i.e 0 < pu(A) < 1. Contradiction avec 'ergodicité de p. m

4.6 Théorémes ergodiques

Etant donné (X, f) un systéme dynamique, en considérant un sous ensemble
A de X et un point x de A, alors "combien parmi les n premiers points de la

trajectoire de x, reviennent dans A"?.

D’oul la notion de moyenne temporelle définie par Birkhoff,qui mesure donc

la densité asymptotique de la répartition des itérés de x entre A et A°.
Notation 4.6.1 [e nombre de visites est noté N4 (f,z,n), en d’autres termes;
Na(f,z,n) = #{k clo,n—1];f"(z) € A}
La densité asymptotique de la répartition des itérés de x entre A et A°, s’exprime alors par:
Na(foz) = lim Na(f.z.n)
quand la limite existe.

Définition 4.6.1 On appelle moyenne temporelle ot moyenne de Birkhoff de la fonc-

tion caractéristique de A,l’expression:

Na(f,z) = lim l2_:1,4 (fk (2))
k=0

n—oo M
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4.6. Théorémes ergodiques

De méme on définit la moyenne temporelle d’une fonction continue ¢ par:

n—1

L (p) = 7}5&% o (f* ()

k=0

Théoréme 4.6.1 (théoréme ergodique de Birkhoff).Soit (X, A, u, f)un systéme dynamique
mesuré,pour o € L' (X, A, u),

n—1
1. I, () = lim %Z © (f"C (m)) = * (r) existe pour p—presque tout = et o* € L' (X, A, p).
k=0

2. De plus ¢* o f = ¢* u—p.p comme p (X) < oo, alors fX o*dp = fX wd|t.

3. Si p est une mesure de probabilité ergodique, alors pour u—presque tout x,

¢* (z) = /X edp

Preuve. (i) [1]théoréme 4.1.2.p136
(i7) [2] théoréme.1 p90

(7ii) découle du théoréme précédent. m

Application directe

Soit A€ .Aonalys € L' (X, A, pu),alors
n—1
lim 23714 (f* () = [y Ladp = 555 n—pop.

n—1
Comme % > 14 ( f* (1‘)) représente la proportion des n premiers points de 1’orbite

de x dans A,et u (X) = 1, alors cette proportion est égale a la mesure de A.

- A
(de fagon générale [, 1,du = % avec {1 (X) < 00).

Remarque 4.6.1 1/ Ce théoréme traduit la propriété d’équirépartition de presque toute
orbite d’un systéme ergodique.

On peut donc calculer les intégrales des fonctions en prenant les moyennes des

valeurs de cette fonction sur les orbites.

2/ o (x) = [ « edp, exprime alors U'hypothése ergodique (chére aux physiciens)moyenne

temporelle égale moyenne spatiale.

Corollaire 4.6.1 Soit (X, A, u, f) un systéme dynamique mesuré,on a:
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4.6. Théorémes ergodiques

n—1
1
f ergodique < lim EZ'M (f(A)NB)=pu(A).u(B) VA BeA
k=0
Preuve. .

< /siAe A f 1 (A) = Aalors f*(A) = A et comme (AN A) =0

- Y

alors

D’ou

1 (A) = 0 ot 1 (A) = 0

n—1
= /On a lim %kz 14 (f*(2)) = p(A), par le théoréme de la convergence monotone on a :
n—oo " £

p ()0 () = [ Fm 2S00 (@) | 1

X

Par le théoréeme de la convergence dominée,on a donc:

n—1 n—1
/ 7}3130%21A(f’€<x)) Lpdy = lim = (Zu(f’“(az)))lfsdu
k=0 % \k=0

n—oon,
X
1 n—1 1 n—1
= lim —/Z1A (f* (x))dp = lim —/Z1fk(A)1BdM
n—oon, s =0 n—oon - 0

n—1
_ JE&%Z“ (F7 (A)N B)
k=0

Exemple 4.6.1 < Rotation du cercle.

On a vu que (S, Ry, \) est un systéme dynamique mesuré, X\ mesure de Haar.

Pour qu’elle condition sur o, (S, Ry, \) serait-il ergodique?(pour une raison de commod-
ité, on considére S' = {z € C: |z| = 1}, et on note p au lieu de w la projection canonique,
iep:R— St).

On définit alors R, : S* — S'par:R, (2) = az (en notation multiplicative).

Comme z = |z| exp (2im arg z) Vz € C, donc pour z € S*,on a z = exp (2ir arg 2)
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4.6. Théorémes ergodiques

1% cas:
0Si a € Stest rationnel, alors arga € Q/Z., donc il existe & € Q tel que argav = p (&) .
Soit z € Stil existe Z € R tel que argz = p(Z).
D’otu
R, (z2) =az=exp (2im (2 + &))

Or a € Q alors & = ™ ot (m,n) € Z X Z*,alors

R} (2) = exp(2imn(Z+ &))
= exp(2im(Z+m))

= exp(2inz) =z

Cela signifie que pour « rationnel, l'orbite de tout point de S* est de période finie, elle
ne peut étre dense. La contraposée du théoréme (4.9) nous permet de conclure.

< Une rotation rationnelle sur S* n'est pas ergodique >>>.

2¢mecqs

OSi a € Stest irrationnel, alors arga ¢ Q/Z.

Soit 2 € St notons Z et & les relevés respectifs de z et o,on a:
R, (2) = az = aexp2inZ

Soit g € L*(S") telle que go Ry = g A.p.p.

Le développement en série de Fourier de g,nous donne

g(z) ~ ZC’n exp 2imnz

nel

Done

goR,(z) ~ ZC” exp 2imnR, (2)

neL

~ ZC” exp 2imnaz

neL

~ ZC’n (exp 2imz)""

nel

en identifiant > C, (exp 2i7z)"" = > C, exp 2iwz,0on obtient:
nez nez

C,, (exp 2imz)"* = C,, (exp 2i7z)" ,Vn € Z

cela implique que,

(exp 2imz)" >V =1
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4.6. Théorémes ergodiques

Dota=1oun=0, ora#1 cararga ¢ Q/Z.
Alors ¥'n # 0, C,, = 0,cela donne g (z) ~ Cy,en d’autres termes g est constante \—p.p.

On applique le théoréme (4.9)
x*Une rotation irrationnelle est ergodique

Exemple 4.6.2 translations du tore
Les translations du tore sont une généralisation des rotations du cercle. De ce fait,
l’ergodicité dépend aussi du vecteur de translation. Comme pour la minimalité, on a
donc

le résultat suivant:

Théoréme 4.6.2 Soit (Tk, Tas u) ol j1 est la mesure de Haar.et 7, la translation dans TF,

alors (Tk,Ta,,u) est ergodique si et seulement si (1,aq,qq, ..., ) sont rationnellements
mdépendants.

Preuve. .

Notons pour z = (21,2, ..., 1) € T*, exp 2irx = (e2™%1 eimez e2imar)

on procéde comme pour les rotations.
Soit ¢ € L? (T*) telle que p o 7o = ¢y — p.p.
Ces coefficients de Fourrier sont alors pour n = (ny,ns,...,n;) € Z*

pour = € T* on a

P (@) ~ 3 a (D)™ et (90 fr) (1) ~ 3 e (po 7o) 2T

nezk neZk

avec ¢, () = [ .o (x)e*™*dp.
Tk
On aboutit au résultat suivant :

_ uimx _ 2im (x4
Crsng.oonp, = /e p(r)du = /e @+) 5o 7, (x)dp
Tk Tk
Cela entraine  Ch, ny.. 0, = €2 Chy ny....n, QUi NOUS ramene a

Cryng..mpe =0 ou e — 1

= / Supposons qu’il existe n € Z¥ — {0} tel que n.a € Z, alors x + e*™ est une
fonction de carré sommable 7, — invariante et non constante.

Cela implique que 7, n’est pas ergodique.
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4.7. Mélange

< / Si par contre (1, aq,aq,. .., q) sont rationnellements indépendants,
ien.a ¢ ZVn € ZF —{0}, alors Cyypnpn, =0
sauf pour (ny,ng,...,ng) = (0,0,...,0).
D’ou
¢ = Co,0,..0 p—p.p
[

4.7 Meélange

Définition 4.7.1 Une application f : (X, A, n) — (X, A, p) préservant la mesure est dite
mélangeante si:

VA, Be A
lim o (f" (A) N B) = pu(A) . (B)

Remarque 4.7.1 par le corollaire (4.2) on déduit que le mélange est un concept plus fort
que [’ergodicité.

En d’autres termes un systéme mélangeant est ergodique.

Critére 4.7.1 (de mélange) Soit (X, A, i, ) un systéme dynamique mesuré. les propriétés

sutvantes sont équivalentes:

1. f est mélangeante.

2. Pour tous ¢, € L* (X, A, u, f), on a:

tim 6o (f0)dn = ( / ¢du> ( / ¢du>

Exemple 4.7.1 Les systémes symboliques sont mélangeants.
L’espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques est dense dans L* (X, 1) .
Si l'on considére Cy et Cy deux cylindres on sait que si on décale Cy suffisamment de

fois, on obtient

lim g (f7" (C2) N Cy) = pu(Cy) .p (Ch).

n—oo
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4.8. Rigidité

4.8 Rigidité

Définition 4.8.1 Le systéeme (X, A, p, f) est rigide s’il existe une suite d’entiers (n;) ten-
dant vers +00

telle que pour tout A € A,
lim g (AAf_”iA) =0

1— 00

Proposition 4.8.1 Un systéme rigide n’est pas mélangeant.

Preuve. .

onaANB=ANANB e p(ANB)=u(A)—u(AnNB).

De la on obtient u (AAB) =2 (u(A) —p(ANB)).

Si on choisit B = f~™ A, la rigidité implique que Zlirglo,u (AN fA) =pu(A) # (A’ m

Exemple 4.8.1 Les rotations du cercle sont des systémes rigides.

4.9 Ergodicité des Anosov linéaire du tore.

Proposition 4.9.1 Un automorphisme linéaire hyperbolique du tore fr : TF — TF est

ergodique.

Preuve. .
1— f1, préserve la mesure de Haar @ de T* .i.e 60,fL =10
11 suffit de vérifier que pour toute ¢ € C° (T*,R), on a [ o fL-df = [, - df

comme 6 est donnée par: 0 (¢) = [¢-d0 = [--- [pom(x)-dridzs...dxy,
T [0.1)*
le résultat est immédiat.

2— Soit ¢ € L? (Tk) , telle que po fr =90 pu—opp.

pour z € T*,on a
2 (@)~ S en (@A™ ot (pofi) (@)~ S ea(o fi) R

Or n-fr(z)=A(n)-z on A(n)=' (L) (propriété du produit scalaire)
d’ou e?iﬂ'nAfL(x) — e?iﬂ'A(n)-:z:
par invariance de 6, il vient ¢, (po fr) = cam) () = ¢ (f1)

comme pour n # 0, {A" (n) /r € N} est infini ,il existe r # [ tels que A" (n) = A (n)
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4.10. Ergodicité du sous-shift

et A n’a pas de valeurs propres de module égal & 1, alors

Y Jerm @< Yl @) = / (o2 df < oo

nezZk—{0} nezZk—{0}

Dot ¢, () =0Yn#0. =

4.10 Ergodicité du sous-shift

4.10.1 Mesure de Markov

Définition 4.10.1 On appelle matrice stochastique S = (Saﬁ)aﬁerv une matrice & ceffi-
cients positifs ou nuls
tels que la somme des coefficients de chaque colonne vaut 1.

> Sap =1

aeY

Lemme 4.10.1 Soit S = (Sas),, ey une matrice stochastique transitive. Alors il existe un
unique vecteur v°

tel que Su¥=vet ST0)=1.
acYl
Les coefficients de v° sont strictement positifs, 1 est une valeur propre simple de S, et

toutes les autres sont de module inférieur a 1.

Preuve. .voir [2]

On applique le théoréeme de Perron Frobenius.

Théoréme 4.10.1 (Perron Frobenius) Soient B une matrice carrée a coefficients réels posi-
tifs ou nuls. On suppose que B est transitive i.e il existe k > 0 tel que (B*);; > 0.Alors

(1) la matrice B admet un vecteur propre vmax @ coefficients strictement positifs. Tout
vecteur propre o coefficients positifs ou nuls est proportionnel & vVpay, -

(1) $i Amax €St la valeur propre correspondnt & Vmayx, alors Amax est simple, et toute autre

valeur propre A vérifie |A| < Amax-
(]

Remarque 4.10.1 A partir de toute matrice stochastique S, on peut construire une mesure

de probabilité borélienne notée jig sur Y2 donnée par la formule.

n—1
m,m~+1,...n\ __ S
Mg (Cam ...... Ne7™ ) - < 11 SaiaiJrl) 'Ua,L

i=m
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4.11. Equivalence mesurable

ol vgn est le vecteur vérifiant les propriété du lemme (4.16) .

g est appelée mesure de Markov.

Proposition 4.10.1 Soit (24,04) un systéme de Markov, si S,z s’interpréte comme la

probabilité de passage du sommet o au sommet 3, et si ['on suppose que:
Aagz 1< Sagﬁ‘é 0

Alors le processus se déroulera selon le graphe "4 de A.

Par conséquent (4,04, j1g) est mélangeant, donc ergodique..

Preuve. .

Soient les cylindres Cy = C™ o et Cy = Cgﬁ +1qu7 on a alors pour N > n — p,

n—1 q—1
—-N N—n+ S
,MS (Ol N O'A Cg) = (iHmsaiai+1) 'Sanﬁp p (ZHpSBZB"+1) Uﬁq

On utilise le lemme (4.15) pour conclure. m

4.11 Equivalence mesurable

Définition 4.11.1 Soient (X, A, pu, f) et (Y, B, v, g) deux systémes dynamiques mesurés.On
dit qu’ils sont isomorphes (ou mesurablement équivalents), s’il existe une application 1 :
(X, A) — (Y, B) bimesurable,bijective modulo des ensembles de mesure nulle dans X etY,

telle que
Yof=goy e  Wu=v
On dit que ¢ envoie la mesure |1 sur v et l'action f sur g.
Remarque 4.11.1 On a vu au chapitre précédent qu’il existe une semi-conjugaison entre

les automorphismes linéaires hyperboliques du tore, et les sous-shift de type fini. On peut se

poser la question si cela reste vrai dans le cadre mesurable. C’est ’objet du chapitre suivant.

80



5

Entropie

L’entropie d’un systéeme dynamique mesuré donne une mesure quantitative de
la complexité de la dynamique; elle en donne une valeur moyenne L’entropie
topologique parcontre, mesure la complexité maximale..C’est un nombre posi-
tif ou nul qui caractérise le manque d’information sur ’évolution d’un systéme
quand on ne connait pas son état initial. Dans ce chapitre on introduit briéve-
ment le concept d’entropie selon son développement hiérarchique, en illustrant

cela par des exemples simples.

5.1 Entropie d’une partion mesurable
Soit (X, B, ) un espace mesuré.

Définition 5.1.1 Une partition mesurable de X est une collection de sous ensembles de B

notés ¢ ={C, € B/a € I} (ou I est un ensemble d’indices fini ou dénombrable).
telle que u(X\ LGJ[CQ> =0et u(ConNCs) =0 siap.

Définition 5.1.2 On appelle entropie associée a une partition mesurable { le nombre

Zu )log u (Cy) (5.1.1)

a€l,u(Cq)>0

Remarque 5.1.1 i f est une transformation mesurable qui préserve p et ¢ une partition

mesurable on note f~1 () ={f1(Cy)/a € I}. On a alors H, (¢) = H,(f71(€))-
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5.1. Entropie d’une partion mesurable

5.1.1 Entropie d’une mesure invariante

Soit (X, B, i, f) un systéme dynamique mesuré

Définition 5.1.3 Soient ¢ et i deux partitions mesurables,on définit ¢V n par:
(vn={CnNnD/Cec ¢, Den, CND#0;u(CND)>0}.

Notons

CLo=¢v OV . v () (5.1.2)

C]in est appelée partition mesurable associée a f.

Proposition 5.1.1 Soit (X, B, u, f) un systéme dynamique mesuré, et C{n la partition

mesurable associée o f.
On a : lim1H, <C{n> existe.

n—oo

Définition 5.1.4 L’entropie de la transformation f relativement a la partition ¢ est:

hy (f;€) =lim %HM (Cin) (5.1.3)

n—oo

L’entropie de la mesure invariante j est la quantité:

h(p, f) = sup{h, (f,¢) /¢ partition mesurable telleque H, (¢) < +o0} (5.1.4)

Remarque 5.1.2 Si on considére A € B, tel que f~'(A) = A eu(A) > 0, on a alors le

résultat sutvant:

h(ps ) = (A b (pyas £) 4 1 (X\NA) b (135045 F) (5.1.5)

Théoréme 5.1.1 Si (X, B,u, f) et (Y, B',v, g) sont isomorphes, alors;

hp, ) =h(v,g)
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5.2. Entropie topologique

5.2 Entropie topologique

5.2.1 Entropie d’un recouvrement ouvert.

On se donne X un espace métrique compact.on définit I’analogue topologique
de I'entropie précédemment définie. Considérons un recouvrement ouvert R de

X

i.e R={U,/a € j,Uouvert de X} et X = UU,.

ac)
Notons N (R) le plus petit cardinal des sous recouvrements de R, N (R) < 400

car X est compact.

Définition 5.2.1 L’entropie d’un recouvrement ouvert R est définie comme étant le nombre

H (R) =log N (R) (5.2.1)

Proposition 5.2.1 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique avec X métrique com-

pact.
soit | un recouvrement ouvert de X.considérons ’ensemble f=' (®) = {f~'(U) /U € R}.
alors lim Llog N (RV f~1(R) V...V -0~V (R)) existe.

avec RV ={CND/CeR,DeRXRCND#0D}.

5.2.2 Entropie topologique

Définition 5.2.2 Soit (X, f) un systéme dynamique topologique avec X métrique com-

pact.On appelle entropie topologique de f, la quantité

hiop (f) = suph (f, R) (5.2.2)

h(f,R)= T}Lrilo% log N (RV fER) V...V O (R)) (5.2.3)

5.2.3 Propriétés de ’entropie topologique

Proposition 5.2.2 Soient (X, f) et (Y,g) deuzr systémes dynamiques topologiquent con-

Jjugués. Alors, ils ont méme entropie topologique.

htop (f) - htop (g)
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5.3. Principe variationnel

1. Si F' est une partie fermée de X telle que f (F') = F alors hiop, (f/F) < hiop (f) -

2. Si X = 1<LJ< F; ou F; fermés de X tels que f (F;) = F; alors hy, (f) = m.

5.3 Principe variationnel

C’est un résultat qui permet le passage de 'entropie métrique (au sens mesurable) a I’entropie

topologique.

Théoréme 5.3.1 Soit( X, f) un systéme dynamique topologique, ot X est un espace métrique

compact. On a le résultat suivant:

hiop (f) = sup {h (u, f) /€ My (X)}.

5.4 Application et exemples

Comme application de tous ces résultats on va considérer les deux exemples favoris.

5.4.1 Entropie des systémes symboliques

Proposition 5.4.1 Soit (Q4,04) un sous shift de type fini, on note p (A) le rayon spectral
de la matrice A. On a alors
hiop (04) = log p (A)
Rappelons que pour une norme matricielle||.||, p (A) = lim HA”H% :
Si A est transitive, on a p (A) = Apax (4) (valeur proprengg;imale ). Plus particuliérement
si tous les coefficients sont égaux a 1,p (A) est égal a son nombre de lignes.

i.e p(A) = q si Ualphabet est de cardinal q. Par conséquent:

hiop () =log q

Lemme 5.4.1 Soit S une matrice stochastique transitive, alors:
hug (0) = — 32 Saglog (Sas) vj
a,BeY
Proposition 5.4.2 Soit (24,04) un sous shift de type fini tel que A est transitive. il existe
une mesure invaiante par o4 , notée fig ou S est la matrice stochastique associée a A,
appelée mesure de Parry,

telle que :
htop (UA) =h (ﬂS? JA)
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5.4. Application et exemples

Construction de la mesure de Parry.

Notons pour A = (A.p)

U = (ua)aeT

le vecteur propre associé a 'A.0On a donc par le théoréme de Frobenius,.pour

ager + A = Amax (A), v = (Vo) ey le vecteur propre associé et

a €Y, vy >0,uy >0, Aupvs = Av, et Y Anptis = Mg,
BeYT BeYT

On normalise v et v de sorte que > vgu, = 1. Notons S la matrice stochastique
aeY
de coefficients

Aaﬁua

N )\’Lb/g.

Sap
La mesure de Markov associée & S est la mesure de Parry.

Remarque 5.4.1 La mesure de Parry est donc une mesure qu’on peut obtenir a partir de
la matrice d’incidence d’un sous shift de type fini. C’est une mesure qui mazximise [’entropie

donc par le principe variationnel on obtient [’entropie topologique du sous shift.

5.4.2 Entropie des automorphismes hyperboliques du tore

Proposition 5.4.3 Soit f;, un automorphisme linéaire hyperbolique de T* et 0 la mesure
de Haar sur T*.

Notons AT = ’det (L/Eu)} . Alors
htop (fL ) =h (97 fL ) = 10g>‘+
Preuve. .voir [1] =

Remarque 5.4.2 La partition que [’on considére dans les calculs est bien évidemment une

partition de Markov

Exemple 5.4.1 Si l'on reconsidére l’automorphisme
fr: T? -T2
(7,9) — fu(7,9) = (22 +y,2 +y) mod (1)
|det (L) | = 355, done hyy (f1) = log 275 = 0.962 42

en admettant le résultat suivant:
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5.4. Application et exemples

Lemme 5.4.2 [l existe a,b > 0 tels que pour toutn > 0 et toute partie C non @ —négligeable
de la partition mesurable Cfnassociée. Ona: a ()\J“)*n <9(C)<b ()\Jr)*n.
On peut déduire que Hy (Cfn> € [— log b ()\Jr)_n ,—loga ()\Jr)_n] :
On obtient alors h (0, fr, ) = hg (f,¢) = lim 2 Hy <C{n> =log \".
i.e
hiop (fr) =N (0, fr ) =log A"

Considérons le sous-shift semi conjugué a fr, dont la matrice d’incidence est

11100
11100
A=10 0 0 1 1 [,les valeurs propre sont : 0,2 — /5,25 + 2
11100
00011

On a bien gy, (04) =logp (A) =log (2v/5 + 3) = 0.96242.

Remarque 5.4.3 On a vu dans le chapitre précédent que ces deux systémes étaient topologique-
ment semi-conjugués.

Ce n'est pas une conjugaison car l'application 7 : Q4 — T2du théoréeme (3.10) ne peut
étre bijective puisque le nombre de points fives de o4 est égal a trA, donc o4 a trois points
fixzes, alors que fr n'en a qu’un seul.

On vient de voir aussi qu’ils ont mémes entropies, alors quels sont les ensembles nég-

ligeables pour que cela soit un isomorphisme.

Théoréme 5.4.1 Soit f1, : TF — T* un automorphisme linéaire hyperbolique.
Notons R = (Ra),cy une partition de Markov pour fr, A la matrice d’incidence associée
a R et (Qa,04) le sous-shift de type fini associé . On a alors pour toute mesure de probabilité

o4 — tnvariante et ergodique v de support €4,
v({weQu/Card n (7 (w)) >1}) =0

Remarque 5.4.4 Ce théoréme nous permet d’identifier les ensembles négligeables qui font
que lorsqu’on les enléve, application définie au théoréeme (3.10) qui est alors seulement
surjective , est rendue grdace a l’existence d’une mesure ergodique, une injective. Ainsi la
semi-conjugaison devient une conjugaison.

Voici donc un aspect de l'interférence entres les propriétés topologiques et proba-

bilistes des systémes dynamaiques.
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Conclusion et perspectives

Si 'on étudie un systéme dynamique topologique ot l'espace des phases est un espace
métrique compact, on peut en le dotant de mesures invariantes sous ’action de la dynamique
lui appliquer les résultats concernant les dynamiques d’espaces mesurés. Cela permet de faire
une approche quantitative de ce qui n’était alors que qualitatif. De plus la démarche qui
consiste & associer une situation codée, rendue possible par 'existence des partitions de
Markov, et qui permet alors de considérer les orbites discrétes comme une suite de nombres
s’avere trés efficace dans 1’étude de la complexité d’une dynamique.
Le terme de chaos se rapportant essentiellement a des phénomeénes imprévisibles, I’entropie

est un outil utilisé pour le définir quantitativement. C’est une quantité positive ou nulle qui
mesure le désordre d’un systéme dynamique. Il serait intéressant de voir cela dans le détail

ce qui n’a pas été le cas dans ce travail.

En fait ces démarches sont pratiquement indissociables, comme on I’a vu pour les sous-
shifts de type fini, on peut trouver a partir de la matrice d’incidence, des mesures invariantes
,et c’est l'ergodicité du sous-shift que 'on voit plus facilement. Le concept d’ergodicité
répond en fait a la requéte de pouvoir réduire 1’étude de la dynamique aux états invari-
ants par la dynamique les plus propables donc de probabilité strictement positive. On peut
prétendre afin d’étudier une dynamique, pouvoir la décomposer en "sous-dynamiques" "ir-
réductibles" au sens que si un état est invariant par la dynamique , son complémentaire
Iest aussi. Alors trouver des mesures ergodiques sachant qu’en général on ne peut avoir une
mesure de la "taille" de ’espace tout entier, on pourrait considérer des restrictions de la

dynamiques aux ensembles invariants puis y construire des mesures ergodiques. Mais cela

ne constitue qu’une partie des possibilités.
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