N° d’ordre : 19/2011-M/MT
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTE DES MATHEMATIQUES

ez
>

'57/

Omrdog (S lop dtoln
Luagtoiszilly pglell
u & T H B

MEMOIRE
Présenté pour 'obtention du dipléme de Magister

En : Mathématiques

Spécialité : Equations différentielles dans le Champ Complexe

Par

MAMMA NADIA

Sujet

Sur I'Irrégularité des Systémes Différentiels
Linéaires Singuliers

Soutenu publiquement le 02-02-2011, devant le jury composé de :

M. BAHLOUL DJILALI Maitre de Conférences, a [’U.S.T.H.B. Président.
M. REZAOUI MED-SALEM Maitre de Conférences, a [’U.S.T.H.B. Directeur de thése.
M". BETINA KAMEL Professeur, a I’U.S. T.H.B. Examinateur.

Mele.  LAOUDI AINI Maitre de Conférences, a [’U.S. T.H.B. Examinatrice



Remerciements

Je tiens en premier lieu & exprimer mes plus vifs remerciements a Monsieur BAHLOUL
Maitre de Conférences a I’U.S.T.H.B. pour m’avoir fait ’honneur de présider le jury de cette
thése. Je voudrais aussi sincérement exprimer mes plus vifs remerciements o Monsieur
REZAOUI M.SALEM mon Directeur de thése pour l'intéressant sujet qu’il m’a proposé.

Je remercie vivement Mademoiselle LAOUDI, Maitre de Conférences a I’U.S.T.H.B.,
et Monsieur K. BETINA, Professeur o I’U.S.T.H.B., qui ont bien voulu faire partie du
Jury.

Mes derniers et profonds remerciements vont a mes chers parents, pour leur soutien et
leur confiance en moi, ainsi qu’au reste de la famille, sans oublier mes amis spécialement

ceux qui ont contribué, de prés ou de loin a ma formation..



Sur ’irrégularité des systémes différentiels linéaires

i



Table des matiéres

Introduction

1 Rappels algébriques
1.1 Anneau d’une valuation discréte . . . . . . . ... Lo
1.1.1  Valuation sur un corps . . . . . . . . ..o
1.1.2  Anneau de la valuation . . . . . ... ... ...
1.1.3 Anneau d’une valuation discréte . . . . . . . ... ... ...
1.1.4 Uniformisante . . . . . . . . . ...
1.2 Réseau . . . . . . . oL
1.3 Dérivation et connexion linéaire . . . . . . . . .. .. ..o L.
1.3.1 Propriétés . . . . . . ..
1.3.2 Vecteur cyclique. . . . . . .. ...

1.3.3 Existence d'un vecteur cyclique . . . . .. .. ... ... ... ...
1.4 Relation entre connexion linéaire et systéme différentiel . . . . . . . . . . ..
1.5 Relation entre opérateur différentiel et systéme différentiel . . . . . . . . ..

1.6 Définition des différents types de singularité d “une connexion . . . . . . . . .

2 Construction des invariants
2.1 Construction des réseaux F" (A) et Q™ (A) . . ... ...
2.2 Définition des nombres p, (A) . . . . . ..

2.3 Ordre de la singularité de la connexion V.. . . . . . . .. ... ... .. ...

iii

Ot O R W W W NN NN

ot



Table des matiéres

3 Lien entre invariants de Gérard-Levelt, le nombre de N.Katz, ’irrégularité

de B.Malgrange et croissance modérée 18

3.1 Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1) . . . . . ... .. ... ... 18

3.2 Reégularité . . . . . .. 23
3.3 Comparaison de p; au nombre rationnel de N.Katz et a lirrégularité de

B.Malgrange . . . . . . . .. L 24

3.3.1 Comparaison de p; au nombre rationnel de N.-Katz . . ... ... .. 24

3.3.2 Comparaison de p; a l'irrégularité de B.Malgrange . . . . . . . . . .. 28

3.4 Lien entre I'irrégularit¢ de Malgrange -croissance modérée et les p, . . . . . . 37

3.4.1 Exponentielle d'une matrice carrée . . . . . . . .. .. ... ... .. 37

3.4.2 Logarithme d'une matrice carrée . . . . . . . ... ... ... .. 39

3.4.3 Fonction a croissance modérée . . . . . . .. ... 39

3.44 Lamonodromie . . . . . . . . . Lo 41

3.4.5 Systémes équivalents . . . . ... oL Lo 42

Conclusion 51

Bibliographie 52

v



Introduction

Introduction
L’objet de ce mémoire est d’étudier 'irrégularité des systémes différentiels linéaires
de la forme :
zp%Y =A(2)Y (0.0.1)
o A(z) est une matrice a coefficients holomorphes, et de mesurer I'ordre de leurs
singularités .
Tout systéme différentiel (0.0.1) est équivalent & 1 opérateur différentiel de la forme

n dZ
D= ;)&idzi avec a; € C{z} (i=0,1,2,...,n) et a, #0

Ce travail est réparti en trois chapitres.

Le chapitre I est consacré a quelques rappels qui seront utiles pour notre étude

Dans le chapitre II on introduit les notions d’invariants de Gérard-Levelt p, (1 < s < p)
mesurant 1 irrégularité de la singularité du systéme différentiel (0.0.1); si [ est 1 ordre de la
singularité on définit une suite de nombres positifs p; > py > - > p,_1 = p, =0

ou ! =inf{s € N*/p, = 0}

Dans le chapitre I1I le théoréme 3.1.1 donne les invariants de Gérard-Levelt & 1 “aide d “un
vecteur cyclique, ensuite on calcule 1 indice formel et 1’indice analytique de 1’ opérateur
différentiel D notés respectivement y (D, C|[z]]) et x (D, C{z})

L’irrégularité de 1 opérateur D est défini par :

i(D) =x(D,C[[2]]) = x (D,C{z})

qui est égale au premier invariant de Gérard- Levelt p; dont la nullité caractérise les points
singuliers réguliers.

Par la suite est introduit le nombre r de N.katz qui vérifie la relation % <r < p, donc
les relations p; = 0 et 7 = 0 sont équivalentes

Enfin on en déduit a 1 “aide du critére de L.Fuchs le lien entre I'irrégularité de 1 “opérateur
D et la croissance modérée de ses solutions au voisinage de 0.

En conclusion on fait le lien entre le premier invariant de Gérard- Levelt p,, le nombre r de
N.Katz, 'irrégularité de 1 “opérateur D et la croissance modérée des solutions de 1 opérateur

D au voisinage de 0



Chapitre 1

Rappels algébriques

Dans ce chapitre nous donnerons quelques notions et définitions dont nous aurons besoin

1.1 Anneau d’une valuation discréte

1.1.1 Valuation sur un corps

Définition 1.1.1 : Une valuation discréte sur un corps K est une application v de K sur
Z U {oo} ayant les propriétés suivantes :

1. v(zy) = v(z) + v(y) pour tout v € K ety € K

2. v(x+y) >inf{v(z),v(y)} pour tout v € K ety € K

3. v(0) =00 etv(l)=0

1.1.2 Anneau de la valuation

A= {x € K;v(xz) > 0} est un sous anneau local de K appelé¢ anneau de la valuation v
n(A) = {z € A;v(x) > 0} est I'idéal maximal de A appelé idéal de la valuation
A* = A—n(A) ={x € A;v(z) = 0} est ensemble des éléments inversibles de A



1.2. Réseau

1.1.3 Anneau d’une valuation discréte

Définition 1.1.2 : Un anneau local intégre A distinct de son corps des fractions est un
anneau d’une valuation discréte s’il existe une valuation discréte sur son corps des fractions

tel que A soit l'anneau de cette valuation.

1.1.4 Uniformisante

Définition 1.1.3 : §i A est l'anneau d’une valuation discréte v sur son corps des fractions

K, on appelle uniformisante de v, tout élément t de K tel que v (t) = 1.
Remarque 1.1.1 : Pour tout x € K — {0} il existe :

1. un entier n € 7

2. un élément u € A* tel que x = ut™ avec v(z) =n

Remarque 1.1.2 : L’anneau A est un anneau principal les idéaux non nuls de A sont de

la forme n(A)" =t"A

1.2 Reéseau

Définition 1.2.1 Soient A un anneau de valuation discréte et K son corps des fractions,
V' un espace vectoriel de dimension finie sur K. Un réseau de V' est un sous A—module de
type fini de V' engendrant V. comme K — espace vectoriel

c’est-a- dire A est un réseau de V' si et seulement si, il existe (e, ea,...,€,) base de V

sur K qui engendre A

Remarque 1.2.1 Si M et M' sont deux réseaux de V', alors il existe deux entiers q et ¢’
tel que
MCt "M et M' Ct M



1.3. Dérivation et connexion linéaire

1.3 Dérivation et connexion linéaire

Soit A un anneau d’une valuation discréte sur son corps des fractions K. Une dérivation
sur A est une application additive ¢: A — € qui vérifie I'identité de Leibniz : pour
tout fe Aetge A

d(fg) = fd(g)+gd(f)

ou () est un A—module libre de rang un engendré par dt, t est une uniformisante de la

valuation v.

d se prolonge en une dérivation sur K

dK—>QK

ot QK:K®Q
A

d
Remarque 1.3.1 : v <d_Jz:> >v(f)—1
X 1 df 1.0 o daf
ou f est un élément de K et o I’élément de K défini par df = Edt

Définition 1.3.1 :Une connexion linéaire sur V est une application additive

ViV — Qg ®V satisfaisant o lidentité de Leibniz
K

V(fv)=df v+ fVv
pour tout f € KetveV

Pour tout 7 € Qx = K® Q et O = Hom(Q, A) (dual de Q) on note :
A

o,: K - K

fo—= 0(f) =(df,7)
et

V,: V — V
v — V.(v) =(Vou,T1)



1.4. Relation entre connexion linéaire et systéme différentiel

1.3.1 Propriétés

1. 0, est une dérivation
2. V., est une application additive
3. V. (fv)=d,fv+ fV,.(v) pour tout f € KetveV

4. Vi, (v) = fV, (v) pour tout f € K etveV

1.3.2 Vecteur cyclique

Définition 1.3.2 Un vecteurv de V est dite cyclique pour ¥V, si le systéme (v, V, (v),..., V2" (v))

est libre sur K

1.3.3 Existence d’un vecteur cyclique

Lemme 1.3.1 : Si K est de caractéristique zéro, il existe pour tout T # 0 et tout V un

vecteur cyclique

Preuve. : se conférer a [3] m

1.4 Relation entre connexion linéaire et systéme dif-
férentiel

Soit (e) = (eq,ea,...,e,) une base de V alors pour tout 7 (1 <i <n) on a

V. (e:) = > 5, ajiej avec aj; € K pour tout j (1 < j < n) et pour tout i (1 <i<n)



1.4. Relation entre connexion linéaire et systéme différentiel

Soit v € V alors v = Z?Zl v;e; avec v; € K donc

n

V-(0) = V) vie)

i=1

= i VT (’Uiei)
=1

= Z(&T(vi)eﬂerT(ei))
=1

— i@(vi)eﬁiwv
i=1 =1

= ) O(v)ei+ > vy aje,
i—1 =1 j=1

= E O-(vi)e; + E ajiVi€;

1<4,5<n
= Z O-(vi)e; + Z a;jv;€;
1<4,5<n
::Z@M+Z%We
i=1 j=1
Donc avec ce choix de base on identifie V' a K™ et on obtient une application
V.(e): K" — K"
(o U1
U2 U2
v = . — (37. + B)
Un Un

ou B € M, (K) ( une matrice carrée d’ordre n & coefficient dans le corps K )

B = (a;j)1<i<n ol a;; donnés par I'équation V. (e;) = Z?zl aj;ej; cette matrice sera
1<52n

notée Mat(V.,, (e)).



1.5. Relation entre opérateur différentiel et systéme différentiel

d’autre part, le choix d’une base (e¢) dans V' identifie V a une application.

v duvy U1
= : +C
Un dvy, Up,
ou C' est une matrice a élément dans Q. Cette matrice sera notée Mat(V, (e))

d
Donc a tout systeme différentiel —f —Bf = 0 on peut lui associe la connexion V = d— Bdt

dt

et Réciproquement

Remarque 1.4.1 Si (¢') est une autre base de V' et S la matrice de passage de la base (e)

a(e)

alors :
(%1 U1

(Vaer: | ¢ |~ (0-+5"BS+57"9.9)

U Un,

1.5 Relation entre opérateur différentiel et systéme

différentiel

A une équation différentiel a,y™+a,_1y" "V +- - +agy = 0telquea; € A (i =0,1,2,...,n)
et a,, # 0 on peut lui associe le systéme différentiel

!/

y 0 1 0 cer eee e 0 y
y' Yy
0
[0 I | 1
a (n—1 n—
y(=D) S y((n=1))

Qp,
Réciproque : & un systéme différentiel on peut lui associer un opérateur différentiel, si

K est de caractéristique 0



1.5. Relation entre opérateur différentiel et systéme différentiel

d,
Soit d_J; —Bf = 0 un systéme différentiel, on peut lui associe la connexion
V =d— Bdt

Soient 7 € Qx et v un vecteur cyclique pour V., avec le choix de la base

(v) = (v, v,w),..., vt (U)) en identifiant V' & K™ on déduit une application

(VT)(v) . Kn — KTL
ko ko
k‘l kl
— (8T + N) ‘
knfl knfl
0 0 Qo
1 0 aq
ouN=10 . . : : et les a; les éléments de K données par la formule
0
0 0 1 ap_q
n—1 .
Viv="> a;Viv
i=0

On consideére espace dual V de V que ’on munit de la connexion duale V., de V, définie
par le crochet de dualité

W,V (9)) = 0./, ) — (V. (V) ), pour tous v/ € V, p € V

Relativement & la base (¥) dual de (v), V » K™ on aura le produit scalaire dans K™ :

V.(p)- v/ =8:(p-v)— -V, (@), pour tous v , p € K"

avec d’une part

O (- Ul) =0 (UI) + U/&—(,O

et

-V, (V)=¢-(OT+N)-v' =90, (V) + ¢ (N-)

ce qui donne

67(90)-’0':1}' o — - (N -0')



1.5. Relation entre opérateur différentiel et systéme différentiel

Aokp—1
/ ko + a1kn—1
et d’autre part gp-(N . v) = (900 01 gpn_1> . ol @ = (Sﬁo P SDn_1>
kn—o + apn_1kn—1
etv’:<k;0 kn—l)
- (N-v") = > @i(kioa+aik,1); koi=0
0<i<n—1
= ) gkt ( > Sﬁiaz‘) kpn-1; k-1 =0
0<i<<n-1 0<i<n—1
o 1 o0 -+ 0 ©o
R | : V1
= Do ) : (ko kn_1>
0 0 1 :
Ao ap v e Ay O

= (NT<p) -v'; ott NTest la Transposée de N

donc V, (p)-v' =80 -0 — (NTp) -0/
6T kT — k™
d’ou pour tout p € K"
o — Op—N'-p
Le noyau ker (¢T> de cet opérateur est le sous espace vectoriel de K™ des vecteurs ¢

qui vérifient I'équation 9,0 = NT - ¢

%o
Ce qui avec p = <P'1 , constituent un systéme de n équations différentielles
Prn-1
Moo= > adrpy s € K
0<i<n—1

en particulier pour 7 = —

dz



1.6. Définition des diftérents types de singularité d “une connexion

1.6 Définition des différents types de singularité d “une
connexion
Soit 7 € Q K

1. La connexion linéaire V est dite 7-réguliére s’il existe une base (e) de V telle que :

Mat(V.,(e)) € End(A™)

d
2. La connexion linéaire V est dite réguliére si elle est 7 réguliére

d
3. 1 a connexion linéaire V est dite de Fuchs ou singuliére réguliére si elle est t— réguliere

c’est-a-dire il existe une base (e) de V telle que Mat (Vt%, (e)) € End(A™) .

4. La connexion linéaire V est dite a singularité irréguliére si elle n’est pas réguliere et

elle n’est pas singuliére réguliére

Exemple 1.6.1 : ['anneau des germes de fonctions holomorphes a lorigine A = C{z}
est un anneau de valuation discréte relativement a la valuation v définie sur son corps des

fractions K = C{z} [z7] qui est le corps des germes de fonctions méromorphes a l'origine

par :
v K — Z U {0}
Zaiz" — inf{i € Z;a; # 0}
i>p
PEL
et v (0) = o0

Soit A (z) une matrice & coefficients méromorphes a pole en z = 0 sur un voisinage de
z = 0, la singularité z = 0 du systéme différentiel C%U (2) = A(2)U (2) est

-réguliére §'il existe une matrice méromorphe inversible p (2) telle que la matrice

() TTAR) () + p ()" %p (z) ait au plus un pole simple

- irréguliére dans le cas contraire

10



Chapitre 2

Construction des invariants

Dans ce chapitre nous introduisons les notions d’invariants mesurant lirrégularité de la

singularité et ’ordre de la singularité d’une connexion

2.1 Construction des réseaux F!" (A) et Q" (A)
Lemme 2.1.1 : Pour tout réseau A de V et tout 7 € §)
FHA) =A+V.(N)
est également un réseau de V'
Preuve. : se conférer a [7] =

Corollaire 2.1.1 : Pour tout m >0

Fr(A) = A+ V, (A)+V2(A) 4+ V7 (A)

est un réseau de V et on a :
FAN=ACF N cC...cF"(NC...

Preuve. : se conférer & [7] =

Remarque 2.1.1 F" (A) = F1 (A) pour tout m > 0 et g € A*

11



2.1. Construction des réseaux F™ (A) et Q7 (A)

Théoréme 2.1.1 : Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini n et

M’ un sous-A-module de M. Alors

1. M’ est libre de rang ¢ < n

2. il existe une base (ey, e, ..., €,) de M et des éléments non nuls ay, as, . .., a, de A tels
que (ajes,...,a,e,) soit une base de M’ et a; divise a;41 pour 1 <i <gq

ay, as, . .., aq sont appelés diviseurs élémentaires de I

, . Frt (A)

Lemme 2.1.2 : Pour tout entier m > 0 le A-module quotient Q7' (A) = Fr A

T

longueur finie. De plus V., induit un homomorphisme surjectif V'™ du A-module Q7 (A)

sur le A-module Q™ (A)

est de

Preuve. F" (A) est un réseau pour tout m donc F (A)un sous A- module de rang n

de F™*1 (A) comme A est principal il existe une base (e, es,...,e,) de F™ T (A) et
a,a o, ...,a, eléments de A tel que (ajeq,ases, ..., aze,) base de F™ (A).

éAei
Qr(A) = o
@A(IZBZ'

i=1
no Ae;
=1 Aage;
noA

=1 Aa;

IS

IS

y est fini car a; = ut® avec s € N donc Q7 (A) est de longueur fini
a;

2) On consideére le diagramme suivant

FrA) Y, FrR(A)

dm l l Gm+1

o 1
Qr(n) VI Qrea)
Fm(A) C Ker (q,,,,0v,) en effet

Soit x € FI" (A)
V, (z) € F! donc q,,,,0v, (z) = 0 par suite z € Ker (g,,.,0v,)

12



2.1. Construction des réseaux F™ (A) et Q7 (A)

d’ou Iapplication V" existe

Soient u et v deux éléments F" 1 (A)

Vi(a+0) = VI (gn(u+v)
= Qm+1[v7 (U + U)]
= ¢n+1[Vr (W) +V: (v)]

Soient f € A et v € Q™ (A) donc v € FT(A)

VI(fo) = Viogu(fv)
= gm+1 0 Vr(fv)
= Qs [0-fv+ [V ]
= Orf-tms1 () + foGmi1 [Vr (V)]
= 0. L0+ [.[V] (gm ()] carve FIHA)
= fVI©)
d’ou
VI (f,) = V7 (9)
Montrons que V" est surjectif
Soit (ey ez, ...,e,) base de A donc F* (A) est engendré par
(e1,€2,...,en,Vr(e1),...,Vr(en),...,V"(e1),..., V™ (e,)) pour tout m € N
donc Q™ (A) est engendré par(g, [VZ (€1)], ¢m[VEH (€2)], - -, g [VI T (en)]) pour tout

m e N

Soit © un élément de Q™! (A) donc

13



2.2. Définition des nombres p,. (/)

U= Zl )\iQm+1V:—n+2 (€i)
= Z AiG@m+1Vr (VTH (62‘))
i=1

— 0y AV 0 g (VI (e:)
i—1

= Vv’ i i (quTJr1 (ei))
i=1

>N (g VI (e5)) € Q™ (A) done V. est un homomorphisme surjectif . m
=1

Corollaire 2.1.2 : [l existe un entier mg > 0 tel que pour m > my

VI Qr () — QI (A)

T

soit un isomorphisme

Preuve. : posons f™ =V 1oV 20 0 V) : Q% (A) — Q (A)
f™est surjectif car vi est surjectif Vie {0,1,...,m—1}
Posons N, = K erf?
on aura Ny C N; C ... C N, C ... est une suite de sous module de Q% (A) et Q2 (A) est
un A—module de longueur fini donc la suite (/NV;),.y est stationnaire donc il existe gy € N
tel que Vp € N, p > g9 N, = N,
Soient p € N, p > qo et z € Q7 (A) tel que V2 (2) =0
on a f? est surjectif donc il existe y € Q% (A) tel que = = f? (y)
ona0=Vi(zr)=V[f’(y) = f7 (y) donc y € Npy1 = N, par suite v = f* (y) =0
d’ou V? est injectif Vp > qo. m

2.2 Définition des nombres p_(A)

Désignons par ter (A), ter W) 1) Jes diviseurs élémentaires de Q™0 (A)

On a

14



2.2. Définition des nombres p,. (/)

et on pose
n

o () = 1@ (A) = Db (A)

i=1

ou [ (Q (A)) désigne la longueur du A — module Q7 (A)

d
Proposition 2.2.1 : Si1 = t’”a avec r > 1 alors p, (A) ne dépend pas du choix du réseau

ANdeV

Preuve. : se conférer a [7] =

d
SiT= tT% (t uniformisante arbitraire) avec r > 1, on remplace dans la suite 'indice

t’”a par I'indice 7.
On écrira donc F™ (A), p,, Q™ (A), € (A) et V,. a la place de F™ (A), p., Q™ (A),
€ (A) et V..

Proposition 2.2.2 : Il existe un entier positif r tel que p, =0

et si

[ =inf{r € N*;p, =0}

pr>=py == P >0

(respectivement rien si | = 1)
Preuve. Soit A un réseau de V'
A un réseau de V' alors A + V.4 (A) est un réseau de V'
donc il existe r € N* tel que A + V4 (A) C t7"A, par suite ¢ <A +Va (A)) C A,
par conséquent " V 4 (A) = \ (A) C A, donc F" (A) = A pour tout m > 0
d’ou p, =0
Pour montrer que p; = py = -+ = p,_; = p, = 0, il suffit de montrer p, = 0 entraine
Pp1 = Pp
p, = 1(Qpo (M)) avec M réseau arbitraire on a
Frot (M)
Fp (M)
Fyo (M) +V, (£ (M)
Tt (M)

Q,° (M) =

15



2.2. Définition des nombres p,. (/)

Posons A = FJ"° (M)

pp:Z(AJrzp(A))

Montrons que A + V11 (A) C A+ V, (A) en effet :
Soit v € A + Vp+1 (A)

v € AV, (A)=3FvyeANetvge Ajv=1v;+ Vi1 (v2)
v € A+V,(A)=3vyeNet vy, e Njv=u0,+1tV,(v3)

v € A+V,(A)= vy € Aet vy € Njo=uv,+4+V,(tvg) — O t.vg

t € A donc 0.t.vg € A et tvy € A car A est un réseau, par suite v € A + 'V, (A)
Montrons que A + V1 (A) # A+ V, (A)

Supposons qu’on a :

A+V,(A)=A+V,(A) (2.2.1)

Vo1 (A) =tV, (A) Ct(A+ V,(A)) donc
A+V, (A CA+t(A+V,(A)) (2.2.2)

2.2.1 et 2.2.2 donne
A+V,(A) CA+t(A+V,(A)) (2.2.3)

V, (A) + A est un réseau donc t (A + V, (A)) C A+ V,(A) donc

A+t(V,(A)+A) CA+V,(A) (2.2.4)

223 et224donmne A+t (A+V,(A)=A+V,(A)
D’apres le lemme de Nakayama A + V, (A) = A
par conséquent p, = 0,ce qui contredit p, > 0

AV (A) c A+, (A)

A S A d’ou

donc

Pp+1 = Pp

16



2.3. Ordre de la singularité de la connexion V

2.3 Ordre de la singularité de la connexion V

Définition 2.3.1 : On appelle ordre de la singularité de V entier positif | de la proposition
2.2.2. Les entiers py, ps,...,p;_1 Sont les invariants de V appelés invariants de Gérard-

Levelt de V. L’entier p,est aussi appelé l'invariant de Fuchs de V.

Les nombres €. (A) (r=1,2,...,1—1;i=1,2,...,n) sont appelés les invariants de V

associés a A

17



Chapitre 3

Lien entre invariants de
Gérard-Levelt, le nombre de N.Katz,
Pirrégularité de B.Malgrange et

croissance modérée

Dans ce chapitre nous calculons les invariants de Gérard-Levelt p, avec la méthode d’un
vecteur cyclique, nous introduisons 'irrégularité de 1 opérateur D, i(D) qui est égale au
premier invariant de Gérard- Levelt p; et le nombre  de N.Katz, dont la nullité caractérisent
les points singuliers réguliers, ainsi que le critére de L.Fuchs qui établit 1’équivalence entre
lirrégularité de 1 opérateur D et la croissance modérée de ses solutions multiformes au
voisinage de 0.

En conclusion on fait le lien entre ces différents invariants et la croissance modérée

3.1 Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1)

Théoréme 3.1.1 : Pour tout vecteur cyclique v € V on a :

Pr = Sup([)? VU)

18



3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1)

o
vo= sup (—v(a;))
0<i<<n—1
et les a; les éléments de K donnés par la formule

n—1

n.. X7t
Viv=> a;Viv
i=0
Preuve. : Désignons par A le réseau engendré par v, V,v, Vv, ..., V" 1y

-Sivg <0, —v(a;) <0Vie{0,1,...,n— 1}, par suite v (a;) > 0
Vi € {0,1,...,n — 1} donc a; € A Vi € {0,1,...,n — 1}. on a F!(A) est engendré

i=n—1
par v, V,v,..., V" ', V" comme Vv = Z a;V'v et a; € A donc Vv € A par suite
i=0
FrA) =ANet F(A) = F L (A) + V. (F1) done F™ (A) = A ¥Ym > 0 donc
Q" (A) = {0} Ym > 0 par suite p, =0
d’ou dans ce cas la relation p, = Sup (0, 1) est vrais

- Si vg = 0 on utilise les deux lemmes suivants m

Lemme 3.1.1 : 5%
k= sup{i/0 < i <n—1v(a) = —vo)

alors, pour tout entier m > 0 : il existe

A ) b07b1, cee bk—la bk+1+m7 e bn-‘,—m € A tels que :
Vo = bov 4 ...+ b A V0 4 by V0 b VT (Anp)
avec

vb)=0sii>k+m+1

et
V (bpim) > vo (17égalité n ayant lieu que pour m = 0)
bm) €0y C1y -+ s Cho1y Chrmats - -+ 5 Cnin € A vérifiant :
V’,f+mv =cv+...+ ck,lw_lv + ck+m+1Vf+m+lv + it Coe VI ( Bn)
avec
vie)=0sii>k+m+1
et

4 (Cm+n) =V

Preuve. : se conférer a [7] m
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1)

Lemme 3.1.2 : Pour tout entier m > 0, le réseau F™ (A) est engendré par

k—1 k+m n+m—1
v, Vyu,..., V. v VT, 00 VT v

Preuve. : se conférer a [7] m

On termine la démonstration de Théoréme 3.1.1

- Preuve. -Si vy = 0 Q)(A) est engendré par la classe de Vv et on a t"°V]3v =
Z:anlt”oainnv, v(t"a;) = vo+v(a;)) > 0 car vy > —v(a;) Vi € {0,1,...,n — 1}, donc
t’io:c(zi € A, par suite t"°V7v € A donc la longueur de Q% (A) est au plus v, comme les ho-
momorphismes V| : Q™ (A) — Q™! (A) sont surjectifs [ (Q™ (A)) < vo pour tout m > 0
par suite [ (Q" (A)) = p, < vo pour mg assez grand

Supposons que p, < Vg
pour m assez grand Q™ (A) est engendré par la classe du vecteur V™ (v)

donc t*o V™ (v) € F™ (A) d’apres le lemme 3.1.1 on a :

k k—1 k 1
Vit =cou+ -+ a1 Vi A Cpmad VT 0 e VT

En multipliant par ¢t 'on aura :

—t_lanrmV;”“mv =t"lequ+- - -—i—t_lck,lVf‘lv—t_lVf+mv+t_1ck+m+1vlf+m+1v+- . ~+t_lcn+m,1Vf+m_1v
(3.1.1)
comme
V (Cogm) = Vo, V (=t epmyn) = =1 4+ 19 > 0 donc il existe g € A* tel que
—t7Yepim = gt~ par suite —t ¢, VI € F(A)
la formule 3.1.1 donne une contradiction car le premier membre est un élément de F™ (A)
qui est engendré par v, V,v, Vv, ..., VFly V™ vrrmely
alors que dans le second membre le coefficient de Vf+mv n’est pas un élément de A donc

le second membre n’est pas élément de F,™ (A) contradiction

d’ou p, = vy = Sup (0,vp) car vy > 0. m

Exemple 3.1.1 Soient A =C{z}, K = C{z}[z7'] et la connexion V définit par:

z+1
V=d 72 0 dz: K? Q K2
i S TS B - U
K

22 22
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1)

QK = Kdz
Calculer le premier invariant de Gérard- Levelt p,
Vl = Vz d K 2 K 2

dz

v — Vi(v)=(Vv,zL)

z+1
> 0 d
Vi) = (dv+ 3 1— 5 Udz,z£>
22 22
z+1 0
dv 2 d
= (%dz~l— Zi 1—» vdz,z%>
22 22
z+1
dv ZQ 0
= EL A 11—z |V
22 22
Calcul de p,
Soit v =
0
1
v, (0) d 1 N Z; 0 1
1 v = Z— z _
dz \ o l 1—=z 0
22 22
1
z + 0 ]
- i 1—2z2 0
z z
z+1
= 1
z
1 z+1
et i =—#0
0 -
z

par conséquent la famille {v, V; (v)} est base de K2, c’est-a-dire v est un vecteur cyclique

pour V;
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt p, (r > 1)

z+1 z+1 z+1
— d 22 0
=zl 1 |t 1 1-z 1
z 22 22 z
-z 24+2241
2 - 2
= 2+ %’2
224241
_ 2
- 2Z—z
22
Ao 2 Qo
Trouvons tel que V7 (v) = (v, V1 (v))
a1 a1
24241 241
2 o 2 1 Qo
V2 (v) = (v, V1 (0)) s L7 |- 7
a1 0 — ay
22 z
z+1 1 1
. 1 - i 1 —2z—-1
la matrice inverse f est z z z =
0 — 0 1 0 z
z
donc
224241
Qo 1 —2-—-1 5
= z
- 2—z
ai 0 z
22
2+z4+1 (—2-1)(2-2)
_ ) 22
2—z
24241 22—2-2
_ 2 2
- z 9_, z
z
222 -1
_ 2
- 22—2
z
221 -1
Qo = & =—+2
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3.2. Régularité

v(a,) = —2

2 — 2
a; — ZZ:;—]_
v(ap) =—1

d’ou p; = Sup (0, Sup (1,2)) = 2

3.2 Reégularité

Théoréme 3.2.1 : La connexion V est T-réguliére si et seulement si p, =0
Preuve. : V est 7—réguliere donc il existe une base (e) = (ey, ez, ...,¢,) de V telle que

Mat (V,,(e)) € End(A)
Désignons par A le réseau de V engendré par (¢) on a V., (A) C A donc pour tout m > 0,

Q™ (A) = {0} par suite p, =0

Supposons que p. = 0 donc pour tout réseau A de V, il existe mg € N tel que
Frotl(A) Q™ (A) =0
Fro@) B

donc Fmotl ((A)) = Fmo (A) par suite V, (F™ (A)) € F™o (A)
soit (¢) une base de F™ (A); Mat (V.,(é)) € End(A) d’ou V est T—réguliére. =

Corollaire 3.2.1 : Pour tout entier [ > 0 les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. V est l-réguliére
2. V a une singularité d “ordre inférieur ou égal a 1

3. il existe une base (e) = (e, e2,...,¢,) de V telle que : Mat (V,, (e)) € M, (A)

Preuve. 1= 2

V est l-réguliere, d’apres le théoréme 3.2.1 on a :
p; = 0 donc V a une singularité d “ordre inférieur ou égal a1

2=3

V a une singularité d “ordre inférieur ou égal a1 d ou p; = 0 par suite V est l—réguliere
donc il existe une base (e) = (ey, e9,...,¢€,) de V telle que Mat (V,, (e)) € M, (A)

3= 2
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

il existe une base (e) = (e, ea,...,€,) de V telle que : Mat (V,,(e)) € M, (A) donc V

est l-réguliére. m
Corollaire 3.2.2 : Une connexion V sur V est dite de fuchs si et seulement si elle est
un-réguliére c’est-a-dire son invariant de fuchs p, est nul
Preuve. : d’aprés le théoréme 3.2.1 m
Remarque 3.2.1 : Dans [ ‘exemple 3.1.1 p; # 0 donc la connexion V n’est pas singuliére-

réquliére

3.3 Comparaison de p; au nombre rationnel de N.Katz
et a Pirrégularité de B.Malgrange

3.3.1 Comparaison de p; au nombre rationnel de N.Katz

Soit M un réseau de V' D’application :

vy 2V — Z U {400}

définie par

v (x) = sup{k; k € ZU {+oc0} et z € n* M}

(n idéal de la valuation v)

est une valuation sur I'espace vectoriel V. C’est-a-dire que cette application posséde les
propriétés suivantes :

pourtout r € Viye Vet Ae K

L. vy(z+y) > inf{vym(z),vmu(y)}

2. vayr(A\y) =v(A) +vp(y)
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

3. vy(r) >0<=ze M
4. vy(x)=0<=2=0

De plus si M’ est un autre réseau de V, il existe un entier N tel que

lvpm(x) — vy (x)] < N (3.3.1)

pour tout x € V
Théoréme 3.3.1 : Théoréme de N.Katz. -1l existe un nombre rationnel r > 0 tel que :

Quels que soient le réseau M de V et la base (e) = (ey,es,...,¢,) de V, il existe une

constante C' telle que pour tout ¢ > 0

sup {—va(Viep)} —ril <C
1<k<n
J<i
r est appelé le nombre rationnel de N.Katz
Preuve. : se conférer a [7] =

Soient M et A deux réseaux de V', posons

—vpm(A) = sup (—vm(A\))

1<i<n

ol Aq, Ag, ..., A, sont des vecteurs engendrant le réseau A

va(A) est indépendant du choix de A, Ag, ..., A, car on a vy (A) = )i\nf\(yM()\))
€

Remarque 3.3.1 - Dans le théoréme de Katz on peut se restreindre & un réseau M fizé,

grdce a linégalité 3.3.1
Nous noterons donc simplement v la valuation de V' associée a un tel M fixé

Théoréme 3.3.2 Pour toute connexion V sur V, il existe un entier p; > 0 et un nombre

rationnel r > 0. Vérifiant la propriété suivante :
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

Quel que soit le réseau A de V, il existe deux constantes C7, C5 tels que pour tout ¢ > 0
a) [long(FL(A)A) — pyil < Cy

b) [V(Fi(A)) +ri] < Oy

Preuve. Soient (e) = (e1,ea,...,6,) une base de l'espace vectoriel V et A le réseau

engendré par (e). d’apres le Théoréme de N.Katz on a :

1<k<n 1<k<n
7<t J<i

sup {—vy(Viep)} —ri| < C<—= inf {vy(Viep)} —ri| <C

= lgi%;{l/M(Vjek)}—i—m' <C
J<i

= [W(FiN)+ri|<C

car les vecteurs (Vj er),1 < j<iet1l<k<nsontdes vecteurs engendrant F(A)
D’ou l'inégalité dans b) avec C' = Cy
Montrons 'inégalité dans a)

Pour tout 7 on a

long(Fi(A)IA) = Y long(F (A)LF{(A))

1<j<i

et pour tout j supérieur & un nombre m assez grand

long(F{ (MIF{ (M) = p,
donc il existe une constante C; telle que
|long(ff(A)lA) - P1i| <O
[ ]
Proposition 3.3.1 : &g < py

n

Preuve. Soit A un réseau
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

prenant v = vy et N = Fi(A) et si th t'2, ... t' sont des diviseurs élémentaires de
NIA , ils existent une base (e}, ey, ... e,) de A telle que (t™"1e) ,tH2e, ... ,t7Fne, ) soit

une base de N

—va(A) = sup (—va(te)
= sup (—sup{k € ZU {+oo}lt "ie, € n*A})
1<i<n
= sup (—(—m))
1<i<n
= sup ()
1<i<n

On a

%ng sup (1) < Yy

1<i<n lsisn 1<i<n
1 ) , )
Elong(]:{(/\)l/\) < —vp(A) <long(Fi(A)IA) (3.3.2)

Les inégalités de Théoréeme 3.3.2
[long(F{(A)IA) — pyi| < Cy donne

—Cy < long(Fj(A)IA) — pyi < Cy (3.3.3)
et |v(Fi(N)) + ri| < Cy donne
—Cy < V(FL(A)) +7i < Cy (3.3.4)

pour montrer r < py il suffit de montrer que r — p; <0

Les inégalités 3.3.3 et 3.3.4 donne

—Cy — Cy < long(Fi(A)IA) — pyi + v(Fi(N)) +ri < Cy + Cy done

(r —py)i < Cy + Cy pour tout i > 0 car long(Fi(A)IA) + v(Fi(A)) >0

d’aprées linégalité 3.3.2 par suite
r—p <0 (3.3.5)

Pour montrer P1 < r 4l suffit de montrer que i, <0
n n

L inégalité de Théoréme 3.3.2

[long(Fi(A)IA) — pyi| < Cy donne

—C1 _ long(F(AY) _py, G (3.3.6)
n n n n
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

Les inégalités 3.3.6 et 3.3.4 donne

o, G Long(R W)y W(FI(A) + 18 < Cy + 2
n n n n

donc (r —L£1)i > —Cy — & pour tout i > 0 car tlong(Fi(A)IA) + v(Fi(A)) <0

d’apres linégalité 3.3.2 par suite

L - <0 (3.3.7)
n
Les inégalités 3.3.5 et 3.3.7 donne
A <7r<p
n

Conclusion 3.3.1 p; =0<=1r=0

3.3.2 Comparaison de p; a l'irrégularité de B.Malgrange
Opérateur a indice

Définition 3.3.1 : soient E et ' deux espaces vectoriels sur K. On dit qu’une application
K-linéaire u : E — F est un opérateur a indice si son noyau et son conoyau sont de

dimensions finies.
On appelle indice de u Uentier :
X (u, E, F) = dim Keru — dim coker u
Si E = F on écrit simplement y (u, E)
Proposition 3.3.2 (Lemme du serpent)

Soit le diagramme commutatif
O — M — M — M — 0

fl gl hl

0O — N — N — N — 0
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

ou les lignes sont exactes

Considérons le diagramme suivant :
Kerf w  Kerg vy Kerh
— —

il Jl k|
M u M’ v, M7
fl gl hl
N o« N v N
pl ql rl

coKerf wus coKerg wvy coKerh
— —=

ou i,j,k sont des injections canoniques et p,q,r sont des surjections canoniques alors il
existe une suite exacte longue :
0— Kerf uy Kerg vy, Kerh — coK erf us coKerg vy coKerh — 0
— — — —

Preuve. se conférer a [1] m

Définition 3.3.2 : une suite de A—modules et de A—morphismes de modules

ce hi—2 ]\41.71 hi—l Mz hl Mz hi-i—l N
— N

est dite exacte en M; si imh;_; = ker h;. La suite est dite exacte si elle est exacte en chacun

de ses modules. En particulier une suite exacte de la forme :

0— My— My — My— 0

est appelée suite exacte courte.
Proposition 3.3.3 : Soit K un corps

00— M — My — -+ — M, — 0

une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimensions finies alors :
n

S (=1 dim M; =0

=1

Remarque 3.3.2 : Si E et F' sont de dimensions finies, on a alors :

X (u, E,F)=dim E — dim F’
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

Siu:FEF — Fetov:F — G deux opérateurs a indices alors v o u est aussi opérateur
a indice et
X(wou, E,G)=x(u,E,F)+ x (v, F,G)
Si E et F sont deux espaces de Banach tel que u : E — F est un opérateur a indice et

v: E — F est un opérateur compact alors v + v est a indice et
X(u+v,EF)=x(u,E,F)

Considérons 'opérateur différentiel

n dP
D:pZ:Oade—P avec a, € C{z} (p=0,1,2,...,n) et a, #0

Indice formel d’un opérateur différentiel

Proposition 3.3.4 : L’application D : C[[z]] — C][z]] est un opérateur & indice et

X (D, C[[2]]) = max (p — v (ap))

0<p<n
et x (D, C[[z]]) est appelé indice formel d’un opérateur différentiel D

Preuve. soit k € N* pour p € {0,1,2,...,n}

(ap)+i

a, = ap ™ 2v(a) 4 g ) L avec af est le coefficient de

2V(ap)+i dang a,

et s =k(k—1)---(k—p+1)2F7P par suite
ddzi - p p
p
a, dzzp - ag(ap)k (k—=1)---(k—p+1) 2P + Q avec v (Q) > k — p+ v (a,)

Donc D (Zk) =3 alj{(aj)k(k — 1) (k—j+ 1)Zk—j+u(aj) +R
jeJ
avec J ={j €{0,1,...,n}/k—j+v(a;) :oini {k—p+v(a)}}
<p<n

et v (R) = inf {b=p+v(a)}}
On a

inf {k—p+wv(a)} = k+ inf {~p+rv(a)}

0<p<n 0<p<n
= k+0%g£n{—p+V(ap)}
= k— sup (p—v(a))
0<p<n
= k—m
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

avec m = sup (p—v(ap))
0<p<n

par suite D (2*) = I (k) 2"+ R avec v (R)>k—met I (k) = Z k(k—1)---(k—j+1) a;/(aj)
jeJ
alors [ (k) est un polynome en k de degré sup J il a donc un nombre fini de racines par

suite il existe k, € N tel que Vk > ko 1 (k) #0
Pour k > ko on montre que D induit une bijection D

D - T]k _ nk—m
[ — D(f)
D est injectif en effet
Du = 0 admet au plus n solutions linéairements indépendantes vy, vq, - -+ , v,

soit v; solution de Du = 0 on montre que v; = 0
on Suppose que v; # 0 alors v; ©) £ 0 avec v} @) est le coefficient de

2¥(i) dans v;

D (v;)

0 D <viy(vi)z”(w) +7T > =0 avecv(T)> v(v)
D <Uf(vi)z”(”")> +D(T)=0  avecv(T)> v(v)
v;j(w).l (v (v)) 2™ 4§ =0 avec v (S) > v (v;) —m

o' () =0
[(v(v)) =0

ST R A

contradiction avec [ (v (v;)) # 0 car v; € n* alors v (v;) > k > ko donc [ (v (v;)) # 0
parsuite v; = 0 d"ou D est injectif
D est surjectif en effet

SOIt g = Cpom 2™ + 2T €

avec Cy_m+; € C Vj € N cherchons
f=dp* +dp 22+ €nf oavec dyy; € Ctel que Df =gona:

D (dz*) =1 (k) dyz*~™+ termes de valuation supérieur a k — m

D (dg12"%1) =1 (k 4+ 1) dg12" ™+ termes de valuation supérieur & k —m + 1

D (dy1i2") = 1 (k + i) dy+:2" "™+ termes de valuation supérieur & k — m + i
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

Df = <= Ch_mp = dkl (k)
et chomr1 = dpal(B+1)+ coefficientdezk_m“dansD (dkzk)
et

j=i-1 ‘ ‘
et Chmei = dpsil (K+13)+ Y descoef ficientsdez""" ' dansD (dk+]~zk+3)

7=0
par suite
=1
et o
Ch—mi — ]:fl des coefficients de z*~™+" dans D (dy4;2"17)
djri = 7= 1 Vi 0
d’ou la restriction de D a n*
Dot = est un isomorphisme
[ — D))
On considere 1 application g o D:C[[z]] — S]yj}
avec q :C[[z]] — Ck[[j]n] la surjection canonique et p :C[[z]] — H: J la surjection
canonique ! !
on a n* C ker g o D donc il existe une application D : CT[][:H — S’“[j‘]

On considére le diagramme suivant:

ker D — kerD —  kerD

! | !
o — o — e — S
D| D] D|
0 — o — el — SE
| | |

cokerD — cokerD — cokerD

0 — kerD — ker D —s ker D — coker D — coker D — coker D — 0
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3.3. Comparaison de p,; au nombre rationnel de N.Katz et a l'irrégularité de B.Malgrange

ker D = coker D = 0 car D est un isomorphisme
donc les suites 0 — ker D — ker D — 0 et 0 — coker D — coker D — 0 sont
exactes donc

dim ker D = dimker D et dim coker D = dim coker D

CL[; ) est engendré par les classes de 1, z,... 2"}
Sk[[i]j est engendré par les classes de 1, z,...z¢F™
x (D,C][#]],C][[z]]) = dimker D —dimcoker D
= dimker D — dim coker D
~ Cllz]l CHZH)
- X D7 —’ .
( UM
B ) - £
n U
= k—(k—m)
= m
= Jnax (i—v(a))
CQFD =m

Indice analytique d’un opérateur différentiel

Lemme 3.3.1 : Pour 0 < r < oo et p € N [’espace vectoriel E, (r) muni de la norme

I/l = Z max ‘f(j) (z){ est un espace de Banagh

0<j<p

E, (1) est 'ensemble des fonctions f holomorphes dans la boule B (o, r); ses dérivées fU)
(0 < j < p) ont un prolongement continu dans le disque fermé B (0, )

Preuve. Soit( f;),.y une suite de Cauchy dans F, (1) donc pour tout 0 < k < p < l(k))leN
converge unifomement dans le disque fermé B (0,7) vers la fonction g, € Ey (r) c’est-a-dire
que continue dans le disque fermé B (0, r) et holomorphe dans la boule B (0, 7) en plus pour
z € B(o,7) g, = gr+1 pour 0 < k < p—1donc gy € E, (1)

D’ou f; converge vers go dans E, (r) m
n—1 dP

Lemme 3.3.2 : Soitn>1D"= 3 a,—,
p=0 dz

D':E,(r) — Ey(r)

a, € Ey (r) alors
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est un opérateur compact

Preuve. Pour montrer D' : E, (r) — Ey(r) est un opérateur compact on montre
de toute suite (f;),cy d’éléments de E, (r) tel que || fi|| < 1 ¥l € N on peut extraire une
sous suite ( f‘/’(k))keN telle que D’ ( f‘#’(k))keN convergente dans Ej (r) et d’aprés le théoreme
d’Ascoli-Arzela il suffit de montrer que la famille D' ( f;),. est équicontinue et uniformément

bornée.
Posons g, = D' (f;)

Soient z et & deux éléments de B (0, 7)

0 (=) —a() - <z—§>0flgz<§+t<z—f>>dt
() —a (@) < Mlz—¢

avec M une constante positive indépendante de [ car gll continu dans le disque fermé
B (0,7) donc (g;) est équicontinue en tout points de B (0, 1) et (g;) est uniformément bornée

| ]
Lemme 3.3.3 :

d
1. L’opérateur 7 E,1(r) — E, (r) est un opérateur a indice et
2

(B (). B0) =1

2. L’opérateur a, : Fo(r) — Eg(r) est un opérateur & indice si a, mon nul dans

B(0,r)— {0} et
X (an, Eo (1)) = —v (an)

3. L’opérateur D : E, (r) — Eqy (1) est un opérateur & indice et
X (D, By (r), Eo (r)) = n — v (an)

d _ d
Preuve. 1. ker o= {f, f est constante sur B (0,7)} = C donc dim ker Fei 1

et f— = est surjective car B (0,r) est connexe donc admet une primitive dans £, (r)
z

donc dimcoker — =0
dz
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d

par suite y <—, E;, Eil) =1-0=1
dz

2. Siv(a,) =sou

an: Eo(r) — Eo(r)
o= anf
coker a,, est engendré par les classes de 1,z,...,2°"! donc dimcokera, = v (a,) et a,
est injectif donc dimker a,, = 0 par suite x (a,, Ey () = 0 — v (a,) = —v (a,)
3.
DB, ) Ba(r) = x(ons + DB (1) Ea)

— (g Bnlr) B )

mn

a, € Ey (1) , a,— se factorise comme suite
i i d

E, (r) EEn,l (r) PP %El (r) %Eo (r) i Eo (r) tel que le dernier opérateur est la
haad == = =

multiplication par a,

donc

DB, Ea(r) = x(an Ba(r) + 5 x (B )
= —v(a,)+n-1

= n—v(a,)

C.Q.F.D

Proposition 3.3.5 : L’application D : C{z} — C{z} est un opérateur o indice et
X (D, C{z}) =n—v(an)
et x (D,C{z}) est appelé indice analytique d’un opérateur différentiel D

Preuve. se conférer a [6] m

35
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Irrégularité de B.Malgrange de opérateur D

Définition 3.3.3 : L’irréqularité de D est l’entier
i(D) = x(D,C[[z]]) = x (D,C{z}) = max (p—wv(ap)) — (n—v(an))

0<p<n

Proposition 3.3.6 : Pour tout systéme différentiel

ou A(z) € t79M,(C{z})

on a

Preuve. L’étude du systéme différentiel est équivalent a ’étude de I’équation différen-

d n n—1 d 7
<Za) y=2 b (2@ y

et les b; les éléments de K donnés par la formule:

tielle

n—1 )
V;Q (v)=> bivli (v)
dz i=0 dz

ol v vecteur cyclique

et alors si D = (z4)" — nZ bi (Zi)i
0

i(D) = x(D,Cll]]) = x (D, C{z})

= sgp [p — v (bp)] — (n -V (an))

= Sgp[p — v (by) —nl

= sup [— (v (bp) + 1) + p)]

= sup [— (v (by) +p) + 1

= Sgp[—l/ (bp)]

P = Sup [0, Sup (—v (bp))] = sup (=v (b)) car Sup (=v (b)) =i(D) =20

d'oup, =i(D) m
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Conclusion 3.3.2 p, =0<«<=1i(D) =0

Exemple 3.3.1 : Calculer lirrégularité de B.Malgrange de l’opérateur

224241 d? 2—2d

_ 2
D = R ; dz—l—(z—z)expz
On pose :
Z2+z24+1 1 1
ap="— = -1
2 22 2
2
alz——l
z
0ok
aoz(z—z2)expz:(z—z2)2E,on aura :
k=0 V'
v(ag) =—2=2—-v(ay(z)) =4

viag) =140=1=0—-v(ap(z)) =—-1
i(D)=max (p—wv(ay) — (2—v(a)) =max(4,2,-1)—4=4—-4=0

0<p<2

d'oui(D)=0

Remarque 3.3.3 : i (D) =0 donc lopérateur D est singulier-régulier

3.4 Lien entre l’'irrégularité de Malgrange -croissance

modérée et les p,

3.4.1 Exponentielle d’une matrice carrée

Définition 3.4.1 : Soit A € End(CP) une matrice constante. On définit I’exponentielle de

A (qu’on note exp[A]) par :

e’} An
et = exp[A] = —
n=0 T

oti A° =T (matrice identité) et A" = A... A. n fois pour n > 1

Propriétés
1. Soient A, T' € End(C?), T inversible, on a :

exp[TtAT] = T~ exp[A]T
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A O 0
0 Ao
2. Pour A =
0
0 0 XN
on a:
eM 0 0
0 e
explA] =
0
0 0 e

3 . Soit A une matrice triangulaire en bloc dont les blocs diagonaux sont les matrices (Ay)

alors exp[A] est triangulaire en bloc dont les blocs diagonaux sont les matrices exp (Ag)

dans le méme ordre
4 . Soient A et B deux matrices de méme ordre telles que AB = BA, alors :
exp[A + B| = exp|A] exp|B]
5 . Pour toute matrice carrée A, U'inverse de exp[A] existe et est égal & exp[—A]
6 . Relativement a ’exponentiel d’'une matrice, pour
z e C—{0}

et
A € End(CP)

on définit:

24 = exp[Alog 7]
Cette fonction est définit sur la surface de Riemann Logarithmique

On définit la dérivée de 24 par:

dooay_ qgoa1_ A 4
dz[z]—Az =

Pour toute matrice carrée A, I'inverse de z* existe et est égal a4 =4
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3.4.2 Logarithme d’une matrice carrée
Définition 3.4.2 : Soit B € End(C?), on appelle logarithme d’une matrice B toute ma-
trice C telle que exp[C] = B
Propriétés
1. Tog(A— 1) — ni %A” avec [|A] < 1
2. log(A.B) = log(A) + log(B)

3. Soient A, T € End(CP), T inversible, on a : log[T'AT] = T 'log[A|]T

A O - 0 log A\ 0 0
0 X . : 0 logA
4. Pour A = ? ‘ on a :log[A] = 872
. . 062 it : . 0
o --- 0 Ap 0 0 logA,

5. exp [log[4]] = A

3.4.3 Fonction a croissance modérée

Soit D, = {2 € C/ |z] < €}, D ={ze€C/0=<|z| <€}
et D’ son revétement universel ¢’ est-a-dire la surface de Riemann Logarithmique

Dr ={teC/ || < ¢}
Définition 3.4.3 : On dit qu “une fonction multiforme
f:Df —C
est a croissance modérée si pour tout 01, 05 de R, s7il existe un entier n tel que

lim 2" |f(2)[ =0
argjéTQl,Gg[

1. Si f est méromorphe f est & croissance modérée, en effet f (z) = z27Ph (z) avec h(z)

fonction holomorphe on a

lim £ ()] =0
arg ,2'26]01,02[
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3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

2.

Les fonctions z* et log 2z sont a croissance modérée, en effet on rappelle le corollaire

suivant

Pour |Im (w)| < 7 on a

(ew)a — ewa

Posons w =logz = u+iv et a« = a + b a,b, u,v éléments de R

« wo
| =™

— eRe(wa)

— eau—bv

— eaue—bv

—bv

= € z

‘ a

< elolm ]z\“

log (2)| = |w| = Vu2 + 0% < {/(log |2])* + 72 car " = |2|

3. La fonction matricielle z4 est & croissance modérée en effet
24 = exp[Alog z] = exp[(T"'JT)logz] = T 'exp[Jlogz] T avec J forme réduite de
Jordan de A avec k bloc de la forme J,, = o;1,, + N,,, a; € R et N,,, est une matrice

nulpotente et [,,, est une matrice didentité

alors la matrice exp [J log 2] est une matrice bloc diagonale de la forme
ny—1
exp [J, logz] = 2% LN (log 2)™

m=0
la fonction matricielle exp [Ja, log z] est & croissance modérée car les fonctions z%et log z
1

sont a croissance modérée

donc la fonction matricielle exp [J log 2] est & croissance modérée et comme T etT'sont
deux éléments de GL (n, C{z} [1]) sont & croissance modérée la fonction matricielle

24 est & croissance modérée
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3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

3.4.4 La monodromie

On considére le systéme

U () =AU (2) (3.4.1)

avec A € M, (C{z} [1])
Dans tout secteur S (61, ) ouvert ,de sommet o et d “angle inférieur a 27, les coefficients
de la matrice A sont des fonctions analytiques sur S (61, 65). D “apres Cauchy, il existe pour

tout zg de S (1, 02) une base F' = (Y1,...,Y,) de solutions de systéme

EU

les Y; ont pour composantes sur C{z} B] des fonctions analytiques sur S (61, 6), sat-
isfaisant en zp une condition initial donnée F' (zp) = Fy. On suit les solutions par

continuité : on considére un deuxiéme secteur S’ ayant avec S une intersection non vide
et on prend z; dans cette intersection; on prend ensuite une base de solutions sur S” prenant
en z; la valeur F' (z1). On peut ainsi contourner o

Apreés avoir fait un tour v autour de 0, on obtient une autre base de solutions, notée
F7(z) = F(7(z)) au voisinage de z = 2. D aprés Cauchy il existe donc M, € GL,, (C)
telle que :

dans un voisinage de zo : (Y{',...,Y") = (Y1,...,Y,) .M,

M, s appelle la matrice monodromique du systéme

Proposition 3.4.1 : se conférer a [4]

Tout systéme fondamental de solutions (multiformes) de systéme

est de la forme
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3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

ot W (2) est une matrice avec coefficients holomorphes en dehors de 0, et I' est une matrice
avec les coefficients constants telle que exp (2mil') = C soit la matrice monodromique du

systeme

Corollaire 3.4.1 : Pour toute EDO Pu = 0 d ordre n, il existe une solution de la forme
2%h(2), ot h(z) est holomorphe en dehors de 0, et o € C est tel que e*™ soit une valeur
propre de la monodromie

Preuve. se conférer o [4] =

3.4.5 Systémes équivalents

Soit un systéme différentiel linéaire
o(Y)=Y - AY

avec A € M, (C{z} [1])
Effectuons sur C{z} [1] un changement de base Y = MZ, M désignant la matrice de
passage de la base canonique de (C{z} [%] )n vers la nouvelle base (M a ses coefficients dans

C{z} 1], ce ne sont pas des constantes ). Alors :

oY) = YV - AY
= (MZ) —A(MZ)
= MZ+MZ —AMZ)
= M [Z’ — (MflAM — MM Z}
= Mong(2)
od Py (Z2) = 2" — A Z et Apyp = M—TAM — MM
Dans ces conditions on dira que ® et @[ sont deux systémes différentiels équivalents

sur C{z} [1]

Définition 3.4.4 : (YY) =Y'—AY et ¥ (Y)=Y'— BY sont deuz systémes différentiels
équivalents sur C{z} [2], s il existe une matrice de passage M d “une base de (C{z} [2])"a

une base de (C{z} [1])" telle que
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B=M"1'AM — MM’

Lemme 3.4.1 : (L “inégalité de Gronwall). Soit a € R et b € R tels que a < b et posons
I =1la,b] oul = [a,b].

Soient v, 3, u : I — R fonctions telles que a € L},  ( I,R) et 3,u soient continues.

Supposons que u satisfait 1’inégalité

)+ /B (s)u(s)ds tel (3.4.2)

1. Si 8 est positive, on a

u(t)<a(t)+/a(s)ﬁ(s)exp(/ﬂ(r)dr)ds tel

2. En particulier, si « est constante, on a

t) < avexp (/tﬁ(f)df)

Preuve. 1. Posons v (s) = exp (/ﬁ (r) dr) ./ﬁ (ryu(r)dr sel

o (s) = (/sﬁ(r)dr)/exp(/sﬁ( )/5 dT+eXp( /ﬁ )(/Sﬁ(r)urdr

— 5(3).eXp(/86(r )/6 dr+exp< /ﬁ )5(3)U(3)

= [(s).exp (jﬂ(r)dr) : [u(s)/ﬁ(r)u(r)dr]

< [(s).exp (/6 (r) d?") . (s) caron al’inégalité 3.4.2 et 3 est positive

donc
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/5 exp(/ﬁ ) i @) -0

onav(>exp</5 )/5 r)dr pour s € I, done
/ﬁ drexp(/@ )

par suite

/B(r)u(r)dr = exp /ﬁ(r)dr (1)

a

exp

IA
—
=
=
Y
3
—
=
o
@
”
o
|
—
=
=
&
3
N——
Q
o
-y
Va)

exp

IN
—
=
=
U
3
—
™
o
>
o
|
—
=
=
IS
3
|
—
=
=
U
3
~
Q
=
IS9
VA

exp

tﬁ(s).exp tﬁ(r)dr a(s)ds
Jpoen( fooe)

cette inégalité et 1 inégalité 3.4.2 donne

A
\“
)
=
QU
3
—
)
@
]
o}
|
\“
)
=
oW
3
~
o
S
o}
~
\m
ey
S
QU
3
~—
)
S
QL
V)

IN

t

u(t)<a(t)+/a(s)ﬁ(s)exp(/ﬂ(r)dr)ds tel

a

C.Q.F.D

2. si « est constante, on a
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u@ga(m] exp(/ﬁ ) el
. < M/ exp(/ﬁ ) e
. a_a/ 56 exp(/ﬁ )
< amalon ( [a0 )] /5 ) et 1 prmitive do — 5(5)
Caa exp(/mr)exp (/5 )]
o o)
S a

a exp (/tﬁ (r) dr)

C.Q.F.D
]
Théoréme 3.4.1 : Pour un systéme
d
d_U (2) =A(2)U (2) (3.4.3)
z

ou

A(z) € End (C{z} ED

Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. (3.4.3) est équivalent a un systéme de la forme

45



3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

ou B (z) est une matrice avec les coefficients holomorphes

2. (3.4.3) est équivalent a un systéme de la forme

d T
EV (2) = ;V (2)

ou I' est une matrice avec les coeflicients constants

3. toute solution multiforme U de 3.4.3 est & croissance modérée

Preuve. :

3=2

D’apres la proposition 3.4.1 tout systéme fondamental de solutions ( multifomes ) du
systéme est de la forme S (2) = U (z) exp (I'log 2) est a croissance modérée

donc U (z) = S (z) exp (—T'log z) est a croissance modérée car exp (—I"log z) est a crois-
sance modérée comme ¥ (z) est une matrice avec coefficients holomorphes en dehors de 0,
U (2) € GL (n,C{z} [1])

par suite le systéme 3.4.3 est équivalent au systéme LV (2) = A[q)(z)] (2)V (2)

A, = (U(2) AT (2) = (T (2)) (U (2))
= I (S(2)AS () 2T (S (=) (5’ (2) 2T - &)
L (SE) ST - (S () AS ()2 T et (52 S
= zFEZ’F
= g car ' commute avec z'

2 =1 évident.
1=3

d
Soit V' une solution du systéme d_V (2) = V(2)
z z

Dans un secteur S = {z =7re? /0y <0 <0,0<r< 7“0}, on a

-V (2)

d
dz

< S v e

ot K =sup||B ()]

z€S
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oV _d 0 d o, |oV]_|ld Ly = |2 (e
commea— V= dZVe "87’ = Hdzv , donc dZV(z) = H 5 (re ) ,
. |[ov . . K i
par suite E(Tee) S?HV(TGQ)”
[

§/ dr

r

(re?)

r

on a /88—‘; (re) dr =V (roe”) — V (re) et

—/%—‘; (Tew) dr

donc[V ()| = |V (o) < [ 51V (56 [ ds pax suite [V (re®) | < [V (roc®) | +

r
To

K 0
SV (s s

||V (roew) H est une conststante, d “aprés lemme de 1’inégalité de Gronwall

70
, : K
[V e) | <V e exp [ s

< ||V (roe”) || exp K (logro — log )
< ||V (roe”) | exp K (10g ™)

< IV (roc®)| exp (log (%)K)

< [V (o) ()

. K
< s Ve (2)

00<0<01
d’ou V est a croissance modérée m
Théoréme 3.4.2 : Soit P = Y a; (z) <d—) un opérateur différentiel avec
k=0 <
1
ap (z) € C{z} [—} (k=0,1,2,...,n) et ag (z) # 0. Alors, les solutions multiformes u de
2

1"équation différentielle

Pu=0

S 3 2.2 o . . . , R az
sont & croissance modérée au voisinage de 0 si et seulement si 1 ordre du pole de — en 0
Qg
est au plus i pour i =1,2,--- ,n.

a; . .
Preuve. <)On suppose que 1 “ordre du pole de — en 0 est au plus i pouri = 1,2,--- | n.
a
0 i
——avec oy € Z
dzk g

d - ‘
On introduit 1 “opérateur de dérivation : 6 = o alors, 0" (f) = > ag2*
z

k=0

47
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L “équation différentielle Pu = 0 peut s écrire en fonction de 6 (aprés avoir multiplié par

2"ag (2)7") dans la forme

Qu=0"u+> b;(2)0" "u=0

i=1
2 i1, ‘ i
avee by (2) = B+ zay (2) no1, 202 (2) nea 2 (2) noit1 | 2 (2) ot 5;? c7
ao (2) ao (2) o ao (2) ao (2)
donc la condition de 1’ordre du pole de — en 0 est au plus i pour i = 1,2,--- ,n est
Qo
équivalent a la condition by, ..., b, soient holomorphes donc 1"équation différentielle
Pu=0
est équivalent au systéme différentiel
U 0 1 0 0 U
6 (u) o o0 1 . 6 (u)
0l 0*(u) |= : .10 0% (u)
: 0 0 1 :
0" (u) —by - e Lo =Dy 0" " (u)
de la forme
d B (z)
V()= =2V ()

ou B (z) est une matrice avec les coefficients holomorphes, d “apres le théoréme 3.4.1 toute
solution multiforme U de P est & croissance modérée

=)On suppose que toute solution multiforme u de 1’équation différentielle
Pu=0

est & croissance modérée au voisinage de 0 on montre que 1 ordre du pole de % en 0 est
au plus ¢ pour i = 1,2,---  n pour cela il suffit de montrer que les b; (z) sont hofomorphes
pour i =1,2,---.n

On montre par, récurrence sur 1 “ordre n de 1"équation différentielle que si toute solution
multiforme u de 1"équation différentielle est & croissance modérée les b; (z) sont holomorphes

pour i = 1,2,--- ., n Pu = 0 d’aprés le corollaire 3.4.1 u (z) peut s écrire dans la forme

u(z) = 2%h (z). Soit v tel que vu soit une solution de Qu =0
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(B ()

n—=k

Pour i =n on a Z b (2) (0" *u) = Z Lbg (2) (0" ") = Qu=0
o<k<i \ L= F 0<k<n
ol n—Fk - .
donc Quw = Z Z b (2) (0" ") | 6" "0
i=0 \o<k<i \ ¢—K

On a u(z) = 2%h (2) donc 2® = u (2) h™! (2) et
0" Fu = 0" (2°h) = 2* (0 + )" h (Leibniz)

doncz (nk)bk(z) (0" Fu) = Z (ék)bk(z)z“(ﬁvLa)ikh

0<k<i k 0<k<i i —k

2(7

0<k<i i—k

= ( Z ( 7;__: ) b () b1 (2) (0+oz)ikh>
(h—l 0+ a) " h) by (z))

" be (2)u(z) 7t (2) (0+a) Fh

Quw = nz_lu (bi )+ > ?:: ) (h*l 0+ )" h) br (z)) 6" "y
Qu = u. i ( : g (h—1 6 +a) " h) by (z)) 0"

| ( __: (10 +a) " )b (z)) gn-1)-i
comme ly = 17 = 0"+ (bi )+ > ( . ) (h (0 + ) n) by (z)) g1~

i=1

n—1
R=0""+ Z i (2) 0D et
i=1
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3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

a)=bhx+ S [ "7 g <h‘1 O +a)™* h) by (2)

o<khwi \ ¢ —k
donc Qw = 0 si et seulement si fv est une une solution de R (#v) = 0 d ordre n — 1

comme u et w sont
a croissances modérées, v donc fv 1”est aussi donc les coefficients ¢; (z) sont holomorphes

aIA
par hypothése de récurrence donc b; (2) le sont par suite 1“ordre du péle de — au voisinage

ag
de 0 est au plus ¢ pour i =1,2,--- ,n m
Exemple 3.4.1 : D = 2? & +2_Z d + (2 —2%)exp 2
4.1 0 D =2— — — X
P dz? z dz P
On pose :
ag = 22
2
a) = — — 1
z
as = (z — 2%) exp z, on aura :
2 1
1"ordre du pole de M2 au voisinage de 0 est 3 supérieur & 1 donc les solutions

ay 23 22
de D ne sont pas & croissance modérée au voisinage de 0

Remarque 3.4.1 : Ce théoréme signifie Soit D = »_ b;(z) T un opérateur différentiel
i=0 z
1
avec b; (z) € C{z} {—] et b, (z) # 0 Alors, les solutions multiformes de | équation différen-
z
tielle

Du=20

)

sont & croissance modérée si et seulement si 1”ordre du pole de — au voisinage de 0 est

bn
au plus n — ¢ pour ¢ = 0,1,...,n — lqui est équivalent a i (D) = 0 en effet 1”ordre du péle
bi . : . .
de ™ en 0 est au plus n — i pour i = 0,1,...,n — 1 est équivalent & v (b;) — v (b,) > i —n

n

pour:=0,1,2,... . n—1
On a

v(b)—v(b,) > i—-nsn—v(b) >i—v(ay)
v(b)—v(b,) > i—n@n—y(bn)zorg%};(i—y(ai))
v(b)—v(b,) > i—n<i(D)=
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3.4. Lien entre I'irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les p,

Et enfin on tire
k

Soit D = Zbk( )dk

Alors, les solutlons multiformes u de 1”équation différentielle

1
un un opérateur différentiel avec by, (z) € C{z} [;} et b, (2) # 0.

Du =0
sont & croissance modérée au voisinage de 0 si et seulement si i (D) =0
Conclusion 3.4.1 les assertions suivantes sont équivalentes :

1. D est singulier régulier

2. l'invariant de Fuchs p; =0

3. lirrégularité de B.Malgrange de 'opérateur D : i (D) =0
4. le nombre rationnel de N.Katz r =0

5. les solutions multiformes de 1"équation différentielle Du = 0 sont & croissance modérée
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