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Introduction

Introduction
L�objet de ce mémoire est d�étudier l�irrégularité des systèmes di¤érentiels linéaires

de la forme :

zp
d

dz
Y = A (z)Y (0.0.1)

où A (z) est une matrice à coe¢ cients holomorphes, et de mesurer l�ordre de leurs

singularités .

Tout système di¤érentiel (0:0:1) est équivalent à l´opérateur di¤érentiel de la forme

D =
nP
i=0

ai
di

dzi
avec ai 2 Cfzg (i = 0; 1; 2; : : : ; n) et an 6= 0

Ce travail est réparti en trois chapitres.

Le chapitre I est consacré à quelques rappels qui seront utiles pour notre étude

Dans le chapitre II on introduit les notions d�invariants de Gérard-Levelt �s (1 � s � p)
mesurant l´irrégularité de la singularité du système di¤érentiel (0:0:1); si l est l´ordre de la

singularité on dé�nit une suite de nombres positifs �1 � �2 � � � � � �l�1 � �l = 0
où l = inf fs 2 N�=�s = 0g
Dans le chapitre III le théorème 3.1.1 donne les invariants de Gérard-Levelt à l´aide d´un

vecteur cyclique, ensuite on calcule l´indice formel et l´indice analytique de l´opérateur

di¤érentiel D notés respectivement � (D;C[[z]]) et � (D;Cfzg)
L�irrégularité de l´opérateur D est dé�ni par :

i (D) = � (D;C[[z]])� � (D;Cfzg)

qui est égale au premier invariant de Gérard- Levelt �1 dont la nullité caractérise les points

singuliers réguliers.

Par la suite est introduit le nombre r de N.katz qui véri�e la relation
�1
n
� r � �1 donc

les relations �1 = 0 et r = 0 sont équivalentes

En�n on en déduit à l´aide du critère de L.Fuchs le lien entre l�irrégularité de l´opérateur

D et la croissance modérée de ses solutions au voisinage de 0:

En conclusion on fait le lien entre le premier invariant de Gérard- Levelt �1, le nombre r de

N.Katz, l�irrégularité de l´opérateur D et la croissance modérée des solutions de l´opérateur

D au voisinage de 0
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Chapitre 1

Rappels algébriques

Dans ce chapitre nous donnerons quelques notions et dé�nitions dont nous aurons besoin

1.1 Anneau d�une valuation discrète

1.1.1 Valuation sur un corps

Dé�nition 1.1.1 : Une valuation discrète sur un corps K est une application � de K sur

Z [ f1g ayant les propriétés suivantes :
1. �(xy) = �(x) + �(y) pour tout x 2 K et y 2 K
2. �(x+ y) � inf f�(x); �(y)g pour tout x 2 K et y 2 K
3. �(0) =1 et �(1) = 0

1.1.2 Anneau de la valuation

A = fx 2 K; �(x) � 0g est un sous anneau local de K appelé anneau de la valuation �

�(A) = fx 2 A; �(x) > 0g est l�idéal maximal de A appelé idéal de la valuation
A� = A� �(A) = fx 2 A; �(x) = 0g est l�ensemble des éléments inversibles de A

2



1.2. Réseau

1.1.3 Anneau d�une valuation discrète

Dé�nition 1.1.2 : Un anneau local intègre A distinct de son corps des fractions est un

anneau d�une valuation discrète s�il existe une valuation discrète sur son corps des fractions

tel que A soit l�anneau de cette valuation.

1.1.4 Uniformisante

Dé�nition 1.1.3 : Si A est l�anneau d�une valuation discrète � sur son corps des fractions

K, on appelle uniformisante de �, tout élément t de K tel que � (t) = 1.

Remarque 1.1.1 : Pour tout x 2 K � f0g il existe :

1. un entier n 2 Z

2. un élément u 2 A� tel que x = utn avec �(x) = n

Remarque 1.1.2 : L�anneau A est un anneau principal les idéaux non nuls de A sont de

la forme � (A)n = tnA

1.2 Réseau

Dé�nition 1.2.1 Soient A un anneau de valuation discrète et K son corps des fractions,

V un espace vectoriel de dimension �nie sur K. Un réseau de V est un sous A�module de
type �ni de V engendrant V comme K�espace vectoriel
c�est-à- dire � est un réseau de V si et seulement si, il existe (e1; e2; : : : ; en) base de V

sur K qui engendre �

Remarque 1.2.1 Si M et M 0 sont deux réseaux de V , alors il existe deux entiers q et q0

tel que

M � t�q0M 0 et M 0 � t�qM

3



1.3. Dérivation et connexion linéaire

1.3 Dérivation et connexion linéaire

Soit A un anneau d�une valuation discrète sur son corps des fractions K. Une dérivation

sur A est une application additive d : A ! 
 qui véri�e l�identité de Leibniz : pour

tout f 2 A et g 2 A
d (fg) = fd (g) + gd (f)

où 
 est un A�module libre de rang un engendré par dt, t est une uniformisante de la
valuation �.

d se prolonge en une dérivation sur K

d : K ! 
K

où 
K = K
O
A




Remarque 1.3.1 : �
�
df

dt

�
� � (f)� 1

où f est un élément de K et
df

dt
l�élément de K dé�ni par df =

df

dt
dt

Dé�nition 1.3.1 :Une connexion linéaire sur V est une application additive

r : V ! 
K
O
K

V satisfaisant à l�identité de Leibniz

r (fv) = df 
 v + frv

pour tout f 2 K et v 2 V

Pour tout � 2 �
K = K
O
A

�
 et �
 = Hom(
; A) (dual de 
) on note :

@� : K ! K

f ! @� (f) = hdf; �i
et

r� : V ! V

v ! r� (v) = hrv; �i

4



1.4. Relation entre connexion linéaire et système di¤érentiel

1.3.1 Propriétés

1. @� est une dérivation

2. r� est une application additive

3. r� (fv) = d�f:v + fr� (v) pour tout f 2 K et v 2 V

4. rf� (v) = fr� (v) pour tout f 2 K et v 2 V

1.3.2 Vecteur cyclique

Dé�nition 1.3.2 Un vecteur v de V est dite cyclique pourr� si le système
�
v;r� (v) ; : : : ;rn�1

� (v)
�

est libre sur K

1.3.3 Existence d�un vecteur cyclique

Lemme 1.3.1 : Si K est de caractéristique zéro, il existe pour tout � 6= 0 et tout r un

vecteur cyclique

Preuve. : se conférer à [3]

1.4 Relation entre connexion linéaire et système dif-

férentiel

Soit (e) = (e1; e2; : : : ; en) une base de V alors pour tout i (1 � i � n) on a
r� (ei) =

Pn
j=1 ajiej avec aji 2 K pour tout j (1 � j � n) et pour tout i (1 � i � n)

5



1.4. Relation entre connexion linéaire et système di¤érentiel

Soit v 2 V alors v =
Pn

i=1 viei avec vi 2 K donc

r� (v) = r� (

nX
i=1

viei)

=

nX
i=1

r� (viei)

=

nX
i=1

(@� (vi)ei + vir� (ei))

=

nX
i=1

@� (vi)ei +

nX
i=1

vir� (ei)

=

nX
i=1

@� (vi)ei +

nX
i=1

vi

nX
j=1

ajiej

=
nX
i=1

@� (vi)ei +
X

1�i;j�n
ajiviej

=
i=nX
i=1

@� (vi)ei +
X

1�i;j�n
aijvjei

=
i=nX
i=1

(@� (vi) +

j=nX
j=1

aijvj)ei

Donc avec ce choix de base on identi�e V à Kn et on obtient une application

r� (e) : Kn �! Kn

v =

0BBBBBB@
v1

v2
...

vn

1CCCCCCA 7�! (@� +B)

0BBBBBB@
v1

v2
...

vn

1CCCCCCA
où B 2Mn (K) ( une matrice carrée d�ordre n à coe¢ cient dans le corps K )

B = (aij)1�i�n
1�j�n

où aij donnés par l�équation r� (ei) =
Pn

j=1 ajiej; cette matrice sera

notée Mat(r� ; (e)).
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1.5. Relation entre opérateur di¤érentiel et système di¤érentiel

d�autre part, le choix d�une base (e) dans V identi�e r à une application.

0BBB@
v1
...

vn

1CCCA 7!

0BBB@
dv1
...

dvn

1CCCA+ C
0BBB@
v1
...

vn

1CCCA
où C est une matrice à élément dans 
K . Cette matrice sera notée Mat(r; (e))
Donc à tout système di¤érentiel

df

dt
�Bf = 0 on peut lui associe la connexionr = d�Bdt

et Réciproquement

Remarque 1.4.1 Si (e0) est une autre base de V et S la matrice de passage de la base (e)

à (e0)

(e0) = (e)S

alors :

(r� )(e0) :

0BBB@
v1
...

vn

1CCCA 7! (@� + S
�1BS + S�1@�S)

0BBB@
v1
...

vn

1CCCA
1.5 Relation entre opérateur di¤érentiel et système

di¤érentiel

A une équation di¤érentiel any(n)+an�1y(n�1)+� � �+a0y = 0 tel que ai 2 A (i = 0; 1; 2; : : : ; n)
et an 6= 0 on peut lui associe le système di¤érentiel0BBBBBBBBBBBBBB@

y

y0

...

...

...

...

y(n�1)

1CCCCCCCCCCCCCCA

0

=

0BBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 0 � � � � � � � � � 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � � � � � � � � � � 0 1

� a0
an

� � � � � � � � � � � � � � � �an�1
an

1CCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBB@

y

y0

...

...

...

...

y((n�1))

1CCCCCCCCCCCCCCA
Réciproque : à un système di¤érentiel on peut lui associer un opérateur di¤érentiel, si

K est de caractéristique 0

7



1.5. Relation entre opérateur di¤érentiel et système di¤érentiel

Soit
df

dt
�Bf = 0 un système di¤érentiel, on peut lui associe la connexion

r = d�Bdt
Soient � 2 �
K et v un vecteur cyclique pour r� , avec le choix de la base

(v) =
�
v;r� (v) ; : : : ;rn�1

� (v)
�
en identi�ant V à Kn on déduit une application

(r� )(v) : Kn �! Kn0BBBBBB@
k0

k1
...

kn�1

1CCCCCCA 7�! (@� +N)

0BBBBBB@
k0

k1
...

kn�1

1CCCCCCA

où N =

0BBBBBBBBB@

0 � � � � � � 0 a0

1
. . . 0

... a1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...

0 � � � 0 1 an�1

1CCCCCCCCCA
et les ai les éléments de K données par la formule

rn
r v =

n�1P
i=0

airi
rv

On considère l�espace dual �V de V que l�on munit de la connexion duale �r� der� dé�nie

par le crochet de dualité

hv0; �r� (')i = @� hv0; 'i � hr� (v
0) ; 'i, pour tous v0 2 V , ' 2 �V

Relativement à la base (�v) dual de (v), �V w Kn on aura le produit scalaire dans Kn :

�r� (') � v0 = @� (' � v0)� ' � r� (v
0) , pour tous v0 , ' 2 Kn

avec d�une part

@� (' � v0) = ' � @� (v0) + v0@�'

et

' � r� (v
0) = ' � (@� +N) � v0 = ' � @� (v0) + ' � (N � v0)

ce qui donne

�r� (') � v0 = v0@�'� ' � (N � v0)

8



1.5. Relation entre opérateur di¤érentiel et système di¤érentiel

et d�autre part '�
�
N � v0

�
=
�
'0 '1 � � � 'n�1

�
0BBBBBB@

aokn�1

k0 + a1kn�1
...

kn�2 + an�1kn�1

1CCCCCCA où ' =
�
'0 '1 � � � 'n�1

�

et v0 =
�
k0 � � � � � � � � � kn�1

�

' � (N � v0) =
P

0�i�n�1
'i (ki�1 + aikn�1) ; k�1 = 0

=
P

0�i��n�1
'iki�1 +

� P
0�i�n�1

'iai

�
kn�1; k�1 = 0

=

0BBBBBBBBB@

0 1 0 � � � 0
...

. . . 1
...

...
. . . . . . . . . 0

0 � � � � � � 0 1

a0 a1 � � � � � � an�1

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

'0

'1
...
...

'n�1

1CCCCCCCCCA
�
k0 � � � � � � � � � kn�1

�

=
�
NT'

�
� v0; où NT est la Transposée de N

donc �r� (') � v0 = @�' � v0 � (NT') � v0

d�ou
�r� : kn �! kn

' 7�! @�'�NT � '
pour tout ' 2 Kn

Le noyau ker
�
�r�

�
de cet opérateur est le sous espace vectoriel de Kn des vecteurs '

qui véri�ent l�équation @�' = N
T � '

Ce qui avec ' =

0BBBBBB@
'0

'1
...

'n�1

1CCCCCCA, constituent un système de n équations di¤érentielles8><>:
@�'i = 'i+1 ; 0 � i � n� 1
@n� '0 =

P
0�i�n�1

ai@�'0 ;'0 2 K

en particulier pour � =
d

dz

9



1.6. Dé�nition des di¤érents types de singularité d´une connexion

1.6 Dé�nition des di¤érents types de singularité d´une

connexion

Soit � 2 �
K

1. La connexion linéaire r est dite � -régulière s�il existe une base (e) de V telle que :

Mat(r� ; (e)) 2 End(An)

2. La connexion linéaire r est dite régulière si elle est
d

dt
régulière

3. l a connexion linéaire r est dite de Fuchs ou singulière régulière si elle est t d
dt
régulière

c�est-à-dire il existe une base (e) de V telle que Mat
�
rt d

dt
; (e)

�
2 End(An) .

4. La connexion linéaire r est dite à singularité irrégulière si elle n�est pas régulière et

elle n�est pas singulière régulière

Exemple 1.6.1 : l�anneau des germes de fonctions holomorphes à l�origine A = Cfzg
est un anneau de valuation discrète relativement à la valuation � dé�nie sur son corps des

fractions K = Cfzg [z�1] qui est le corps des germes de fonctions méromorphes à l�origine
par :

� : K �! Z [ f1gX
i�p
p2Z

aiz
i �! inffi 2 Z ; ai 6= 0g

et � (0) =1
Soit A (z) une matrice à coe¢ cients méromorphes à pôle en z = 0 sur un voisinage de

z = 0, la singularité z = 0 du système di¤érentiel
d

dz
U (z) = A (z)U (z) est

-régulière s�il existe une matrice méromorphe inversible } (z) telle que la matrice

} (z)�1A (z)} (z)+ } (z)�1
d

dz
} (z) ait au plus un pôle simple

- irrégulière dans le cas contraire

10



Chapitre 2

Construction des invariants

Dans ce chapitre nous introduisons les notions d�invariants mesurant l�irrégularité de la

singularité et l�ordre de la singularité d�une connexion

2.1 Construction des réseaux Fm� (�) et Qm� (�)

Lemme 2.1.1 : Pour tout réseau � de V et tout � 2 �


F1
� (�) = � +r� (�)

est également un réseau de V

Preuve. : se conférer à [7]

Corollaire 2.1.1 : Pour tout m � 0

Fm
� (�) = � +r� (�) +r2

� (�) + � � �+rm
� (�)

est un réseau de V et on a :

F0
� (�) = � @ F1

� (�) � : : : � Fm
� (�) � : : :

Preuve. : se conférer à [7]

Remarque 2.1.1 Fm
� (�) = Fm

g� (�) pour tout m � 0 et g 2 A�

11



2.1. Construction des réseaux Fm
� (�) et Q

m
� (�)

Théorème 2.1.1 : Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang �ni n et

M 0 un sous-A-module de M . Alors

1. M 0 est libre de rang q � n

2. il existe une base (e1; e2; : : :; en) de M et des éléments non nuls a1; a2; : : : ; aq de A tels

que (a1e1; : : : ; aqeq) soit une base de M 0 et ai divise ai+1 pour 1 � i � q

a1; a2; : : : ; aq sont appelés diviseurs élémentaires de
M

M 0

Lemme 2.1.2 : Pour tout entier m � 0 le A-module quotient Qm� (�) =
Fm+1� (�)

Fm� (�)
est de

longueur �nie. De plus r� induit un homomorphisme surjectif �rm
� du A-module Qm� (�)

sur le A-module Qm+1� (�)

Preuve. Fm
� (�) est un réseau pour tout m donc Fm

� (�)un sous A- module de rang n

de Fm+1
� (�) comme A est principal il existe une base (e1; e2; : : : ; en) de Fm+1

� (�) et

a1; a 2; : : : ; an éléments de A tel que (a1e1; a2e2; : : : ; anen) base de Fm
� (�) :

Qm� (�) =

nL
i=1

Aei

nL
i=1

Aaiei

w
nL
i=1

Aei
Aaiei

w
nL
i=1

A

Aai

A

Aai
est �ni car ai = uts avec s 2 N donc Qm� (�) est de longueur �ni

2) On considère le diagramme suivant

Fm+1
� (�) r��! Fm+2

� (�)

qm # # qm+1

Qm� (�)
�!
�rm
� Qm+1� (�)

Fm
� (�) � Ker

�
qm+1�r�

�
en e¤et

Soit x 2 Fm
� (�)

r� (x) 2 Fm+1
� donc qm+1�r� (x) = 0 par suite x 2 Ker

�
qm+1�r�

�
12



2.1. Construction des réseaux Fm
� (�) et Q

m
� (�)

d�ou l�application �rm
� existe

Soient u et v deux éléments Fm+1
� (�)

�rm
� (�u+ �v) = �rm

� (qm(u+ v)

= qm+1[r� (u+ v)]

= qm+1[r� (u) +r� (v)]

= qm+1[r� (u)] + qm+1 [r� (v)]

= �rm
� (�u) + �rm

� (�v)

Soient f 2 A et �v 2 Qm� (�) donc v 2 Fm+1
� (�)

�rm
� (f�v) = �r� � qm(fv)

= qm+1 � r� (fv)

= qm+1 [@�f:v + f:r�v]

= @�f:qm+1 (v) + f:qm+1 [r� (v)]

= @�f:0 + f:
�
�rm
� (qm (v))

�
car v 2 Fm+1

� (�)

= f �rm
� (�v)

d�ou

�rm
� (f�v; ) = f

�rm
� (�v)

Montrons que �rm
� est surjectif

Soit (e1;e2; : : : ; en) base de � donc Fm
� (�) est engendré par

(e1; e2; : : : ; en;r� (e1) ; : : : ;r� (en) ; : : : ;rm
� (e1) ; : : : ;rm

� (en)) pour tout m 2 N
donc Qm� (�) est engendré par(qm

�
rm+1
� (e1)]; qm[rm+1

� (e2)]; : : : ; qm[rm+1
� (en)

�
) pour tout

m 2 N

Soit �v un élément de Qm+1� (�) donc

13



2.2. Dé�nition des nombres �� (�)

�v =
nP
i=1

�iqm+1rm+2
� (ei)

=
nP
i=1

�iqm+1r�

�
rm+1
� (ei)

�
=

nP
i=1

�i �rm
� � qm

�
rm+1
� (ei)

�
= �rm

�

�
nP
i=1

�i
�
qmrm+1

� (ei)
��

nP
i=1

�i
�
qmrm+1

� (ei)
�
2 Qm� (�) donc �r

m
� est un homomorphisme surjectif .

Corollaire 2.1.2 : Il existe un entier m0 � 0 tel que pour m � m0

�rm
� : Q

m
� (�)! Qm+1� (�)

soit un isomorphisme

Preuve. : posons fm = �rm�1
� � �rm�2

� � � � � � �r0
� : Q

0
� (�)! Qm� (�)

fmest surjectif car �ri
� est surjectif 8i 2 f0; 1; : : : ;m� 1g

Posons Nq = K erf
q

on aura N0 � N1 � : : : � Nq � : : : est une suite de sous module de Q0� (�) et Q0� (�) est
un A�module de longueur �ni donc la suite (Ni)i2N est stationnaire donc il existe q0 2 N
tel que 8p 2 N; p � q0 Np = Nq0
Soient p 2 N; p � q0 et x 2 Q

p

� (�) tel que �r
p
� (x) = 0

on a fp est surjectif donc il existe y 2 Q0� (�) tel que x = fp (y)
on a 0 = �rp

� (x) = �rp
� [f

p (y)] = fp+1 (y) donc y 2 Np+1 = Np par suite x = fp (y) = 0
d´ou �rp

� est injectif 8p � q0.

2.2 Dé�nition des nombres �� (�)

Désignons par t�
1
� (�); t�

2
� (�); : : : ; t�

n
� (�) les diviseurs élémentaires de Qm0

� (�)

On a

o � �1� (�) � �2� (�) � : : : � �n� (�)

14



2.2. Dé�nition des nombres �� (�)

et on pose

�� (�) = l (Q
m0
� (�)) =

nX
i=1

�i� (�)

où l (Qm0
� (�)) désigne la longueur du A�module Qm0

� (�)

Proposition 2.2.1 : Si � = tr
d

dt
avec r � 1 alors �� (�) ne dépend pas du choix du réseau

� de V

Preuve. : se conférer à [7]

Si � = tr
d

dt
(t uniformisante arbitraire) avec r � 1, on remplace dans la suite l�indice

tr
d

dt
par l�indice r:

On écrira donc Fm
r (�) ; �r, Q

m
r (�), �

i
r (�) et rr. à la place de Fm

� (�), �� , Q
m
� (�),

�i� (�) et r� .

Proposition 2.2.2 : Il existe un entier positif r tel que �r = 0

et si

l = inf fr 2 N�; �r = 0g

On a

�1 � �2 � � � � � �l�1 � 0

(respectivement rien si l = 1)

Preuve. Soit � un réseau de V

� un réseau de V alors � +r d
dt
(�) est un réseau de V

donc il existe r 2 N� tel que � +r d
dt
(�) � t�r�, par suite tr

�
� +r d

dt
(�)
�
� �,

par conséquent tr r d
dt
(�) = rtr d

dt
(�) � �, donc Fm

r (�) = � pour tout m � 0
d�ou �r = 0

Pour montrer que �1 � �2 � � � � � �l�1 � �l = 0, il su¢ t de montrer �p � 0 entraine

�p+1 � �p
�p = l

�
Qm0
p (M)

�
avec M réseau arbitraire on a

Qm0
p (M) =

Fm0+1
p (M)

Fm0
p (M)

=
Fm0
p (M) +rp

�
Fm0
p (M)

�
Fm0
p (M)

15



2.2. Dé�nition des nombres �� (�)

Posons � = Fm0
p (M)

�p = l

�
� +rp (�)

�

�
Montrons que � +rp+1 (�) � � +rp (�) en e¤et :

Soit v 2 � +rp+1 (�)

v 2 � +rp+1 (�) =) 9v1 2 � et v2 2 �; v = v1 +rp+1 (v2)

v 2 � +rp+1 (�) =) 9v1 2 � et v2 2 �; v = v1 + trp (v2)

v 2 � +rp+1 (�) =) 9v1 2 � et v2 2 �; v = v1 +rp (tv2)� @� t:v2

t 2 A donc @� t:v2 2 � et tv2 2 � car � est un réseau, par suite v 2 � +rp (�)

Montrons que � +rp+1 (�) 6= �+rp (�)

Supposons qu�on a :

� +rp+1 (�) = � +rp (�) (2.2.1)

rp+1 (�) = trp (�) � t (� +rp (�)) donc

� +rp+1 (�) � � + t (� +rp (�)) (2.2.2)

2.2.1 et 2:2:2 donne

� +rp (�) � � + t (� +rp (�)) (2.2.3)

rp (�) + � est un réseau donc t (� +rp (�)) � � +rp (�) donc

� + t (rp (�) + �) � � +rp (�) (2.2.4)

2:2:3 et 2:2:4 donne � + t (� +rp (�)) = � +rp (�)

D�après le lemme de Nakayama � +rp (�) = �

par conséquent �p = 0;ce qui contredit �p � 0

donc
� +rp+1 (�)

�
$
� +rp (�)

�
d�ou

�p+1 � �p

16



2.3. Ordre de la singularité de la connexion r

2.3 Ordre de la singularité de la connexion r

Dé�nition 2.3.1 : On appelle ordre de la singularité de r l�entier positif l de la proposition
2:2:2. Les entiers �1; �2; : : : ; �l�1 sont les invariants de r appelés invariants de Gérard-

Levelt de r. L�entier �1est aussi appelé l�invariant de Fuchs de r:

Les nombres �ir (�) (r = 1; 2; : : : ; l � 1; i = 1; 2; : : : ; n) sont appelés les invariants de r
associés à �

17



Chapitre 3

Lien entre invariants de

Gérard-Levelt, le nombre de N.Katz,

l�irrégularité de B.Malgrange et

croissance modérée

Dans ce chapitre nous calculons les invariants de Gérard-Levelt �s avec la méthode d�un

vecteur cyclique, nous introduisons l�irrégularité de l´opérateur D, i(D) qui est égale au

premier invariant de Gérard- Levelt �1 et le nombre r de N.Katz, dont la nullité caractérisent

les points singuliers réguliers, ainsi que le critère de L.Fuchs qui établit l�équivalence entre

l�irrégularité de l´opérateur D et la croissance modérée de ses solutions multiformes au

voisinage de 0.

En conclusion on fait le lien entre ces di¤érents invariants et la croissance modérée

3.1 Calcul des invariants de Gérard-Levelt �r (r � 1)

Théorème 3.1.1 : Pour tout vecteur cyclique v 2 V on a :

�r = Sup (0; �0)

18



3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt �r (r � 1)

où

�0 = sup
0�i��n�1

(�� (ai))

et les ai les éléments de K donnés par la formule

rn
r v =

n�1P
i=0

airi
rv

Preuve. : Désignons par � le réseau engendré par v;rrv;r2
rv; : : : ;rn�1

r v

- Si �0 � 0, �� (ai) � 0 8i 2 f0; 1; : : : ; n� 1g, par suite � (ai) � 0
8i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g donc ai 2 A 8i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g. on a F1

r (�) est engendré

par v;rrv; : : : ;rn�1
r v;rn

r v comme rn
r v =

i=n�1X
i=0

airi
rv et ai 2 A donc rn

r v 2 � par suite

F1
r (�) = � et Fm

r (�) = Fm�1
r (�) +rr (Fm�1

r ) donc Fm
r (�) = � 8m � 0 donc

Qmr (�) = f0g 8m � 0 par suite �r = 0
d�ou dans ce cas la relation �r = Sup (0; �0) est vrais

- Si �0 � 0 on utilise les deux lemmes suivants

Lemme 3.1.1 : Si

k = supfi=0 � i � n� 1; � (ai) = ��0g

alors, pour tout entier m � 0 : il existe
am ) b0;b1; : : : ; bk�1; bk+1+m; : : : ; bn+m 2 A tels que :
rk
rv = b0v + : : :+ bk�1rk�1

r v + bk+m+1rk+m+1
r v + : : :+ bn+mrn+m

r v ( Am)

avec

� (bi) � 0 si i � k +m+ 1

et

� (bn+m) � �0 (l´égalité n´ayant lieu que pour m = 0)

bm) c0; c1; : : : ; ck�1; ck+m+1; : : : ; cm+n 2 A véri�ant :
rk+m
r v = c0v+ : : :+ ck�1rk�1

r v+ ck+m+1rk+m+1
r v+ : : :+ cn+mrn+m

r v ( Bm)

avec

� (ci) � 0 si i � k +m+ 1

et

� (cm+n) = �0

Preuve. : se conférer à [7]
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt �r (r � 1)

Lemme 3.1.2 : Pour tout entier m � 0; le réseau Fm
r (�) est engendré par

v;rrv; : : : ;rk�1
r v ;rk+m

r v; : : : ;rn+m�1
r v

Preuve. : se conférer à [7]

On termine la démonstration de Théorème 3.1.1

Preuve. -Si �0 � 0 Q0r (�) est engendré par la classe de rn
r v et on a t

�0rn
r v =

i=n�1P
i=0

t�0airi
rv, � (t

�0ai) = �0 + � (ai) � 0 car �0 � �� (ai) 8i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g, donc
t�0ai 2 A, par suite t�0rn

r v 2 � donc la longueur de Q0r (�) est au plus �0, comme les ho-
momorphismes �rm

r : Q
m
r (�) ! Qm+1r (�) sont surjectifs l (Qmr (�)) � �0 pour tout m � 0

par suite l (Qm0
r (�)) = �r � �0 pour m0 assez grand

Supposons que �r � �0
pour m assez grand Qmr (�) est engendré par la classe du vecteur rn+m

r (v)

donc t�0�1rn+m
r (v) 2 Fm

r (�) d�après le lemme 3.1.1 on a :

rk+m
r v = c0v + � � �+ ck�1rk�1

r v + ck+m+1rk+m+1
r v + � � �+ cn+mrn+m

r v

En multipliant par t�1on aura :

�t�1cn+mrn+m
r v = t�1c0v+� � �+t�1ck�1rk�1

r v�t�1rk+m
r v+t�1ck+m+1rk+m+1

r v+� � �+t�1cn+m�1rn+m�1
r v

(3.1.1)

comme

� (cn+m) = �0, � (�t�1cm+n) = �1 + �0 � 0 donc il existe g 2 A� tel que
�t�1cn+m = gt�1+�0 par suite �t�1cn+mrn+m

r v 2 Fm
r (�)

la formule 3.1.1 donne une contradiction car le premier membre est un élément de Fm
r (�)

qui est engendré par v;rrv;r2
rv; : : : ;rk�1

r v;rk+m
r v; : : : ;rn+m�1

r v

alors que dans le second membre le coe¢ cient de rk+m
r v n�est pas un élément de A donc

le second membre n�est pas élément de Fm
r (�) contradiction

d�ou �r = �0 = Sup (0; �0) car �0 � 0:

Exemple 3.1.1 Soient A = Cfzg, K = Cfzg [z�1] et la connexion r dé�nit par:

r = d+

0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA dz : K2 ! 
K
O
K

K2
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt �r (r � 1)


K = Kdz

Calculer le premier invariant de Gérard- Levelt �1
r1 = rz d

dz
: K2 �! K2

v �! r1 (v) = hrv; z ddz i

r1 (v) = hdv +

0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA vdz; z d
dz
i

= hdv
dz
dz +

0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA vdz; z d
dz
i

= z
dv

dz
+ z

0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA v
Calcul de �1

Soit v =

0@ 1

0

1A

r1 (v) = z
d

dz

0@ 1

0

1A+ z
0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA
0@ 1

0

1A

=

0B@ z + 1

z
0

1

z

1� z
z

1CA
0@ 1

0

1A

=

0B@ z + 1

z
1

z

1CA

et

�������
1
z + 1

z

0
1

z

������� =
1

z
6= 0

par conséquent la famille fv;r1 (v)g est base deK2, c�est-à-dire v est un vecteur cyclique

pour r1
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3.1. Calcul des invariants de Gérard-Levelt �r (r � 1)

r2
1 (v) = r1 (r1 (v))

= z
d

dz

0B@ z + 1

z
1

z

1CA+ z
0B@ z + 1

z2
0

1

z2
1� z
z2

1CA
0B@ z + 1

z
1

z

1CA
=

0@ �z
z2�z
z2

1A+
0B@ z2 + 2z + 1

z2
2

z2

1CA
=

0B@ z2 + z + 1

z2
2� z
z2

1CA

Trouvons

0@ ao

a1

1A tel que r2
1 (v) = (v;r1 (v))

0@ ao

a1

1A
r2
1 (v) = (v;r1 (v))

0@ ao

a1

1A,

0B@ z2 + z + 1

z2
2� z
z2

1CA =

0B@ 1
z + 1

z

0
1

z

1CA
0@ ao

a1

1A

la matrice inverse

0B@ 1
z + 1

z

0
1

z

1CA est z

0@ 1

z
�z + 1

z
0 1

1A =

0@ 1 �z � 1
0 z

1A
donc 0@ ao

a1

1A =

0@ 1 �z � 1
0 z

1A
0B@ z2 + z + 1

z2
2� z
z2

1CA
=

0@ z2 + z + 1

z2
+
(�z � 1) (2� z)

z2
2�z
z

1A
=

0B@ z2 + z + 1

z2
+
z2 � z � 2

z2
2� z
z

1CA
=

0B@ 2z2 � 1
z2
2� z
z

1CA
ao =

2z2 � 1
z2

=
�1
z2
+ 2
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3.2. Régularité

� (ao) = �2
a1 =

2� z
z

=
2

z
� 1

� (a1) = �1
d�ou �1 = Sup (0; Sup (1; 2)) = 2

3.2 Régularité

Théorème 3.2.1 : La connexion r est � -régulière si et seulement si �� = 0

Preuve. : r est ��régulière donc il existe une base (e) = (e1; e2; : : : ; en) de V telle que

Mat (r� ; (e)) 2 End (A)
Désignons par � le réseau de V engendré par (e) on a r� (�) � � donc pour tout m � 0,

Qm� (�) = f0g par suite �� = 0
Supposons que �� = 0 donc pour tout réseau � de V , il existe m0 2 N tel que

Fm0+1
� (�)

Fm0
� (�)

= Qm0
� (�) = 0

donc Fm0+1
� ((�)) = Fm0

� (�) par suite r� (Fm0
� (�)) � Fm0

� (�)

soit (�e) une base de Fm0
� (�); Mat (r� ; (�e)) 2 End (A) d�ou r est ��régulière.

Corollaire 3.2.1 : Pour tout entier l � 0 les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. r est l-régulière

2. r a une singularité d´ordre inférieur ou égal à l

3. il existe une base (e) = (e1; e2; : : : ; en) de V telle que : Mat (rl; (e)) 2 Mn (A)

Preuve. 1) 2

r est l-régulière, d�après le théorème 3.2.1 on a :

�l = 0 donc r a une singularité d´ordre inférieur ou égal à l

2) 3

r a une singularité d´ordre inférieur ou égal à l d´ou �l = 0 par suite r est l�régulière
donc il existe une base (e) = (e1; e2; : : : ; en) de V telle que Mat (rl; (e)) 2Mn (A)

3) 2
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3.3. Comparaison de �1 au nombre rationnel de N.Katz et à l�irrégularité de B.Malgrange

il existe une base (e) = (e1; e2; : : : ; en) de V telle que : Mat (rl; (e)) 2 Mn (A) donc r
est l-régulière.

Corollaire 3.2.2 : Une connexion O sur V est dite de fuchs si et seulement si elle est

un-réguliére c�est-à-dire son invariant de fuchs �1 est nul

Preuve. : d�après le théorème 3.2.1

Remarque 3.2.1 : Dans l´ exemple 3.1.1 �1 6= 0 donc la connexion r n�est pas singulière-

régulière

3.3 Comparaison de �1 au nombre rationnel de N.Katz

et à l�irrégularité de B.Malgrange

3.3.1 Comparaison de �1 au nombre rationnel de N.Katz

Soit M un réseau de V l�application :

�M : V �! Z [ f+1g

dé�nie par

�M(x) = supfk; k 2 Z [ f+1g et x 2 �kMg

(� idéal de la valuation �)

est une valuation sur l�espace vectoriel V . C�est-à-dire que cette application possède les

propriétés suivantes :

pour tout x 2 V; y 2 V et � 2 K

1. �M(x+ y) � inff�M(x); �M(y)g

2. �M(�y) = �(�) + �M(y)
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3.3. Comparaison de �1 au nombre rationnel de N.Katz et à l�irrégularité de B.Malgrange

3. �M(x) � 0() x 2M

4. �M(x) = 0() x = 0

De plus si M 0 est un autre réseau de V , il existe un entier N tel que

j�M(x)� �M 0 (x)j � N (3.3.1)

pour tout x 2 V

Théorème 3.3.1 : Théorème de N.Katz. -Il existe un nombre rationnel r � 0 tel que :

Quels que soient le réseau M de V et la base (e) = (e1; e2; : : : ; en) de V , il existe une

constante C telle que pour tout i � 0������ sup1�k�n
j�i

f��M(rjek)g � ri

������ � C
r est appelé le nombre rationnel de N.Katz

Preuve. : se conférer à [7]

Soient M et � deux réseaux de V , posons

��M(�) = sup
1�i�n

(��M(�i))

où �1; �2; : : : ; �n sont des vecteurs engendrant le réseau �

�M(�) est indépendant du choix de �1; �2; : : : ; �n car on a �M(�) = inf
�2�
(�M(�))

Remarque 3.3.1 - Dans le théorème de Katz on peut se restreindre à un réseau M �xé,

grâce à l�inégalité 3.3.1

Nous noterons donc simplement � la valuation de V associée à un tel M �xé

Théorème 3.3.2 Pour toute connexion r sur V , il existe un entier �1 � 0 et un nombre
rationnel r � 0. Véri�ant la propriété suivante :
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Quel que soit le réseau � de V , il existe deux constantes C1, C2 tels que pour tout i � 0
a) jlong(F i

1(�)l�)� �1ij � C1
b) j�(F i

1(�)) + rij � C2
Preuve. Soient (e) = (e1; e2; : : : ; en) une base de l�espace vectoriel V et � le réseau

engendré par (e). d�après le Théorème de N.Katz on a :

������ sup1�k�n
j�i

f��M(rjek)g � ri

������ � C ()

������� inf
1�k�n
j�i

f�M(rjek)g � ri

������ � C
()

������ inf1�k�n
j�i

f�M(rjek)g+ ri

������ � C
()

���(F i
1(�)) + ri

�� � C
car les vecteurs (rjek); 1 � j � i et 1 � k � n sont des vecteurs engendrant F i

1(�)

D�ou l�inégalité dans b) avec C = C2

Montrons l�inégalité dans a)

Pour tout i on a

long(F i
1(�)l�) =

X
1�j�i

long(F j
1(�)lF

j�1
1 (�))

et pour tout j supérieur à un nombre m0 assez grand

long(F j
1(�)lF

j�1
1 (�)) = �1

donc il existe une constante C1 telle que

��long(F i
1(�)l�)� �1i

�� � C1

Proposition 3.3.1 :
�1
n
� r � �1

Preuve. Soit � un réseau
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prenant � = �� et �0 = F i
1(�) et si t

�1 ; t�2 ; : : : ; t�n sont des diviseurs élémentaires de

�0l� , ils existent une base (e
0
1; e

0
2; : : : ; e

0
n) de � telle que (t

��1e
0
1 ; t

��2e
0
2 ; : : : ; t

��ne
0
n ) soit

une base de �
0

���(�
0
) = sup

1�i�n
(���(t��ie

0

i))

= sup
1�i�n

(� supfk 2 Z [ f+1glt��ie0i 2 �k�g)

= sup
1�i�n

(�(��i))

= sup
1�i�n

(�i)

On a
1

n

X
1�i�n

�i � sup
1�i�n

(�i) �
X
1�i�n

�i

1

n
long(F i

1(�)l�) � ���(�
0
) � long(F i

1(�)l�) (3.3.2)

Les inégalités de Théorème 3.3.2

jlong(F i
1(�)l�)� �1ij � C1 donne

�C1 � long(F i
1(�)l�)� �1i � C1 (3.3.3)

et j�(F i
1(�)) + rij � C2 donne

�C2 � �(F i
1(�)) + ri � C2 (3.3.4)

pour montrer r � �1 il su¢ t de montrer que r � �1 � 0
Les inégalités 3.3.3 et 3.3.4 donne

�C2 � C1 � long(F i
1(�)l�)� �1i+ �(F i

1(�)) + ri � C2 + C1 donc
(r � �1) i � C2 + C1 pour tout i � 0 car long(F i

1(�)l�) + �(F i
1(�)) � 0

d�après l�inégalité 3.3.2 par suite

r � �1 � 0 (3.3.5)

Pour montrer
�1
n
� r il su¢ t de montrer que �1

n
� r � 0

L�inégalité de Théorème 3.3.2

jlong(F i
1(�)l�)� �1ij � C1 donne

�C1
n

� long(F i
1(�)l�)

n
� �1
n
i � C1

n
(3.3.6)

27
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Les inégalités 3.3.6 et 3.3.4 donne

�C2 �
C1
n
� long(F i

1(�)l�)

n
� �1
n
i+ �(F i

1(�)) + ri � C2 +
C1
n

donc
�
r � �1

n

�
i � �C2 � C1

n
pour tout i � 0 car 1

n
long(F i

1(�)l�) + �(F i
1(�)) � 0

d�après l�inégalité 3.3.2 par suite

�1
n
� r � 0 (3.3.7)

Les inégalités 3.3.5 et 3.3.7 donne

�1
n
� r � �1

Conclusion 3.3.1 �1 = 0() r = 0

3.3.2 Comparaison de �1 à l�irrégularité de B.Malgrange

Opérateur à indice

Dé�nition 3.3.1 : soient E et F deux espaces vectoriels sur K. On dit qu�une application

K-linéaire u : E �! F est un opérateur à indice si son noyau et son conoyau sont de

dimensions �nies.

On appelle indice de u l�entier :

� (u;E; F ) = dimKeru� dim co keru

Si E = F on écrit simplement � (u;E)

Proposition 3.3.2 (Lemme du serpent)

Soit le diagramme commutatif

0 �! M 0 �! M �! M" �! 0

f # g # h #
0 �! N 0 �! N �! N" �! 0
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où les lignes sont exactes

Considérons le diagramme suivant :

Kerf u1�! Kerg v1�! Kerh

i # j # k #
M u�! M 0 v�! M"

f # g # h #
N u0�! N 0 v0�! N"

p # q # r #
coKerf u2�! coKerg v2�! coKerh

où i,j,k sont des injections canoniques et p,q,r sont des surjections canoniques alors il

existe une suite exacte longue :

0! Kerf u1�! Kerg v1�!Kerh �! coK erf u2�! coKerg v2�! coKerh �! 0

Preuve. se conférer à [1]

Dé�nition 3.3.2 : une suite de A�modules et de A�morphismes de modules

: : : hi�2��!
M

i�1 hi�1��!
Mi hi�! Mi hi+1��!

: : :

est dite exacte enMi si imhi�1 = kerhi. La suite est dite exacte si elle est exacte en chacun

de ses modules. En particulier une suite exacte de la forme :

0!M0 !M1 !M2 ! 0

est appelée suite exacte courte.

Proposition 3.3.3 : Soit K un corps

0 �!M1 �!M2 �! � � � �!Mn �! 0

une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimensions �nies alors :
nP
i=1

(�1)i dimMi = 0

Remarque 3.3.2 : Si E et F sont de dimensions �nies, on a alors :

� (u;E; F ) = dimE � dimF
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Si u : E �! F et v : F �! G deux opérateurs à indices alors v � u est aussi opérateur
à indice et

� (v � u;E;G) = � (u;E; F ) + � (v; F;G)

Si E et F sont deux espaces de Banach tel que u : E �! F est un opérateur à indice et

v : E �! F est un opérateur compact alors u+ v est à indice et

� (u+ v; E; F ) = � (u;E; F )

Considérons l�opérateur di¤érentiel

D =
nP
p=0

ap
dp

dzP
avec ap 2 Cfzg (p = 0; 1; 2; : : : ; n) et an 6= 0

Indice formel d�un opérateur di¤érentiel

Proposition 3.3.4 : L�application D : C[[z]] �! C[[z]] est un opérateur à indice et

� (D;C[[z]]) = max
0�p�n

(p� � (ap))

et � (D;C[[z]]) est appelé indice formel d�un opérateur di¤érentiel D

Preuve. soit k 2 N� pour p 2 f0; 1; 2; : : : ; ng
ap = a

�(ap)
p z�(ap) + a

�(ap)+1
p z�(ap)+1 + � � � avec a�(ap)+ip est le coe¢ cient de

z�(ap)+i dans ap

et
dpzk

dzp
= k (k � 1) � � � (k � p+ 1) zk�p par suite

ap
dpzk

dzp
= a

�(ap)
p k (k � 1) � � � (k � p+ 1) zk�p+�(ap) +Q avec � (Q)m k � p+ � (ap)

Donc D
�
zk
�
=
P
j2J
a
�(aj)
j k (k � 1) � � � (k � j + 1) zk�j+�(aj) +R

avec J = fj 2 f0; 1; : : : ; ng=k � j + � (aj) = inf
0�p�n

fk � p+ � (ap)gg
et � (R) � inf

0�p�n
fk � p+ � (ap)gg

On a

inf
0�p�n

fk � p+ � (ap)g = k + inf
0�p�n

f�p+ � (ap)g

= k + inf
0�p�n

f�p+ � (ap)g

= k � sup
0�p�n

(p� � (ap))

= k �m
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avec m = sup
0�p�n

(p� � (ap))

par suiteD
�
zk
�
= l (k) zk�m+R avec � (R)mk�m et l (k) =

X
j2J

k (k � 1) � � � (k � j + 1) a�(aj)j

alors l (k) est un polynome en k de degré sup J il a donc un nombre �ni de racines par

suite il existe ko 2 N tel que 8k � k0 l (k) 6= 0
Pour k � k0 on montre que D induit une bijection ~D

~D : �k �! �k�m

f �! D (f)

~D est injectif en e¤et

~Du = 0 admet au plus n solutions linéairements indépendantes v1; v2; � � � ; vn
soit vi solution de ~Du = 0 on montre que vi = 0

on Suppose que vi 6= 0 alors v�(vi)i 6= 0 avec v�(vi)i est le coe¢ cient de

z�(vi) dans vi

~D (vi) = 0, ~D
�
v
�(vi)
i z�(vi) + T

�
= 0 avec � (T )m � (vi)

, ~D
�
v
�(vi)
i z�(vi)

�
+ ~D (T ) = 0 avec � (T )m � (vi)

, v
�(vi)
i :l (� (vi)) z

�(vi)�m + S = 0 avec � (S)m � (vi)�m

) v
�(vi)
i :l (� (vi)) = 0

) l (� (vi)) = 0

contradiction avec l (� (vi)) 6= 0 car vi 2 �k alors � (vi) � k � k0 donc l (� (vi)) 6= 0
parsuite vi = 0 d´ou ~D est injectif

~D est surjectif en e¤et

soit g = ck�mz
k�m + ck�m+1z

k�m+1 + � � � 2 �k�m avec ck�m+j 2 C 8j 2 N cherchons

f = dkz
k + dk+1z

k+1 + � � � 2 �k avec dk+j 2 C tel que ~Df = g on a :
D
�
dkz

k
�
= l (k) dkz

k�m+ termes de valuation supérieur à k �m
D
�
dk+1z

k+1
�
= l (k + 1) dk+1z

k�m+1+ termes de valuation supérieur à k �m+ 1
D
�
dk+iz

k+i
�
= l (k + i) dk+iz

k�m+i+ termes de valuation supérieur à k �m+ i
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Df = g () ck�m = dkl (k)

et ck�m+1 = dk+1l (k + 1) + coefficientdez
k�m+1dansD

�
dkz

k
�

et
...

et ck�m+i = dk+il (k + i) +
j=i�1P
j=0

descoefficientsdezk�m+idansD
�
dk+jz

k+j
�

par suite

dk =
ck�m
l (k)

et

dk+i =

ck�m+i �
j=i�1P
j=0

des coe¢ cients de zk�m+i dans D
�
dk+jz

k+j
�

l (k + i)
8im 0

d´ou la restriction de D à �k

~D : �k �! �k�m

f �! D (f)
est un isomorphisme

On considère l´application q �D:C[[z]] �! C[[z]]
�k�m

avec q :C[[z]] �! C[[z]]
�k�m

la surjection canonique et p :C[[z]] �! C[[z]]
�k

la surjection

canonique

on a �k � ker q �D donc il existe une application �D :
C[[z]]
�k

�! C[[z]]
�k�m

On considère le diagramme suivant:

ker ~D �! kerD �! ker �D

# # #

0 �! �k �! C[[z]] �! C[[z]]
�k

�! 0

~D # D # �D #

0 �! �k�m �! C[[z]] �! C[[z]]
�k�m

�! 0

# # #
co ker ~D �! co kerD �! co ker �D

0 �! ker ~D �! kerD �! ker �D �! co ker ~D �! co kerD �! co ker �D �! 0
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ker ~D = co ker ~D = 0 car ~D est un isomorphisme

donc les suites 0 �! kerD �! ker �D �! 0 et 0 �! co kerD �! co ker �D �! 0 sont

exactes donc

dim kerD = dimker �D et dim co kerD = dim co ker �D
C[[z]]
�k

est engendré par les classes de 1; z; : : : zk�1

C[[z]]
�k�m

est engendré par les classes de 1; z; : : : zk�m

� (D;C[[z]];C[[z]]) = dimkerD � dim co kerD

= dimker �D � dim co ker �D

= �

�
�D;
C[[z]]
�k

;
C[[z]]
�k�m

�
= dim

C[[z]]
�k

� dim C[[z]]
�k�m

= k � (k �m)

= m

= max
0�i�m

(i� � (ai))

C.Q.F.D

Indice analytique d�un opérateur di¤érentiel

Lemme 3.3.1 : Pour 0 � r � 1 et p 2 N l´ espace vectoriel Ep (r) muni de la norme

kfk =
X
0�j�p

max
��f (j) (z)�� est un espace de Banagh

Ep (r) est l�ensemble des fonctions f holomorphes dans la boule B (o; r); ses dérivées f (j)

(0 � j � p) ont un prolongement continu dans le disque fermé �B (0; r)
Preuve. Soit(fl)l2N une suite de Cauchy dans Ep (r) donc pour tout 0 � k � p

�
f
(k)
l

�
l2N

converge unifomement dans le disque fermé �B (0; r) vers la fonction gk 2 E0 (r) c�est-à-dire
que continue dans le disque fermé �B (0; r) et holomorphe dans la boule B (o; r) en plus pour

z 2 B (o; r) g0k = gk+1 pour 0 � k � p� 1 donc g0 2 Ep (r)
D�ou fl converge vers g0 dans Ep (r)

Lemme 3.3.2 : Soit n � 1 D0 =
n�1P
p=0

ap
dp

dzP
, ap 2 E1 (r) alors

D0 : En (r) �! E0 (r)
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est un opérateur compact

Preuve. Pour montrer D0 : En (r) �! E0 (r) est un opérateur compact on montre

de toute suite (fl)l2N d�éléments de En (r) tel que kflk � 1 8l 2 N on peut extraire une
sous suite

�
f'(k)

�
k2N telle que D

0 �f'(k)�k2N convergente dans E0 (r) et d�après le théorème
d�Ascoli-Arzela il su¢ t de montrer que la familleD0 (fl)l2N est équicontinue et uniformément

bornée.

Posons gl = D0 (fl)

Soient z et � deux éléments de �B (0; r)

gl (z)� gl (�) = (z � �)
1R
0

g
0

l (� + t (z � �)) dt

jgl (z)� gl (�)j � M jz � �j

avec M une constante positive indépendante de l car g
0
l continu dans le disque fermé

�B (0; r) donc (gl) est équicontinue en tout points de �B (0; r) et (gl) est uniformément bornée

Lemme 3.3.3 :

1. L�opérateur
d

dz
: Ep+1 (r) �! Ep (r) est un opérateur à indice et

�

�
d

dz
; Ep+1 (r) ; Ep (r)

�
= 1

2. L�opérateur an : E0 (r) �! E0 (r) est un opérateur à indice si an non nul dans

�B (0; r)� f0g et
� (an; E0 (r)) = �� (an)

3. L�opérateur D : En (r) �! E0 (r) est un opérateur à indice et

� (D;En (r) ; E0 (r)) = n� � (an)

Preuve. 1. ker
d

dz
= ff , f est constante sur �B (0; r)g = C donc dimker d

dz
= 1

et f �! df

dz
est surjective car �B (0; r) est connexe donc admet une primitive dans Ep (r)

donc dim co ker
d

dz
= 0
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par suite �
�
d

dz
; Ei; Ei�1

�
= 1� 0 = 1

2. Si �(an) = s où

an : E0 (r) �! E0 (r)

f �! an:f

co ker an est engendré par les classes de 1; z; : : : ; zs�1 donc dim co ker an = � (an) et an

est injectif donc dimker an = 0 par suite � (an; E0 (r)) = 0� � (an) = �� (an)
3.

� (D;En (r) ; E0 (r)) = �

�
an
dn

dzn
+D0; En (r) ; E0 (r)

�
= �

�
an
dn

dzn
; En (r) ; E0 (r)

�

an 2 E0 (r) , an
dn

dzn
se factorise comme suite

En (r)
d

dz�!
En�1 (r)

d

dz�!
: : :

d

dz�!
E1 (r)

d

dz�!
E0 (r) an�!E0 (r) tel que le dernier opérateur est la

multiplication par an

donc

� (D;En (r) ; E0 (r)) = � (an; E0 (r)) +
i=nP
i=1

�

�
d

dz
; Ei; Ei�1

�
= �� (an) + n � 1

= n� � (an)

C:Q:F:D

Proposition 3.3.5 : L�application D : Cfzg �! Cfzg est un opérateur à indice et
� (D;Cfzg) = n� � (an)
et � (D;Cfzg) est appelé indice analytique d�un opérateur di¤érentiel D

Preuve. se conférer à [6]
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Irrégularité de B.Malgrange de l�opérateur D

Dé�nition 3.3.3 : L�irrégularité de D est l�entier

i (D) = � (D;C[[z]])� � (D;Cfzg) = max
0�p�n

(p� � (ap))� (n� � (an))

Proposition 3.3.6 : Pour tout système di¤érentiel

d

dz
y = A (z) y

où A (z) 2 t�qMn(Cfzg)
on a

�1 = i (D)

Preuve. L�étude du système di¤érentiel est équivalent à l�étude de l�équation di¤éren-

tielle �
z
d

dz

�n
y =

n�1P
i=0

bi

�
z
d

dz

�i
y

et les bi les éléments de K donnés par la formule:

rn
z d
dz
(v) =

n�1P
i=0

biri
z d
dz
(v)

où v vecteur cyclique

et alors si D =
�
z d
dz

�n � n�1P
i=0

bi
�
z d
dz

�i

i (D) = � (D;C[[z]])� � (D;Cfzg)

= sup
p
[p� � (bp)]� (n� � (an))

= sup
p
[p� � (bp)� n]

= sup
p
[� (� (bp) + n) + p)]

= sup
p
[� (� (bp) + p) + p]

= sup
p
[�� (bp)]

�1 = sup
p

�
0; sup

p
(�� (bp))

�
= sup

p
(�� (bp)) car sup

p
(�� (bp)) = i (D) � 0

d�ou �1 = i (D)
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Conclusion 3.3.2 �1 = 0() i (D) = 0

Exemple 3.3.1 : Calculer l�irrégularité de B.Malgrange de l�opérateur

D =
z2 + z + 1

z2
d2

dz2
+
2� z
z

d

dz
+ (z � z2) exp z

On pose :

a2 =
z2 + z + 1

z2
=
1

z2
+
1

z
+ 1

a1 =
2

z
� 1

a0 = (z � z2) exp z = (z � z2)
1P
k=0

zk

k!
, on aura :

� (a2) = �2) 2� � (a2 (z)) = 4
� (a1) = �1 =) 1� � (a1 (z)) = 2
� (a0) = 1 + 0 = 1 =) 0� � (a0 (z)) = �1
i (D) = max

0�p�2
(p� � (ap))� (2� � (a2)) = max (4; 2;�1)� 4 = 4� 4 = 0

d�ou i (D) = 0

Remarque 3.3.3 : i (D) = 0 donc l�opérateur D est singulier-régulier

3.4 Lien entre l�irrégularité de Malgrange -croissance

modérée et les �p

3.4.1 Exponentielle d�une matrice carrée

Dé�nition 3.4.1 : Soit A 2 End(Cp) une matrice constante. On dé�nit l�exponentielle de
A (qu�on note exp[A]) par :

eA = exp[A] =
1P
n=0

An

n!
o�u A0 = I (matrice identité) et An = A : : : A: n fois pour n � 1

Propriétés

1. Soient A, T 2 End(Cp), T inversible, on a :

exp[T�1AT ] = T�1 exp[A]T
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2 . Pour A =

0BBBBBB@
�1 0 � � � 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 �p

1CCCCCCA
on a:

exp[A] =

0BBBBBB@
e�1 0 � � � 0

0 e�2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 e�p

1CCCCCCA
3 . Soit A une matrice triangulaire en bloc dont les blocs diagonaux sont les matrices (Ak)

alors exp[A] est triangulaire en bloc dont les blocs diagonaux sont les matrices exp (Ak)

dans le même ordre

4 . Soient A et B deux matrices de même ordre telles que AB = BA, alors :

exp[A+B] = exp[A] exp[B]

5 . Pour toute matrice carrée A, l�inverse de exp[A] existe et est égal à exp[�A]

6 . Relativement à l�exponentiel d�une matrice, pour

z 2 C� f0g

et

A 2 End(Cp)

on dé�nit:

zA = exp[A log z]

Cette fonction est dé�nit sur la surface de Riemann Logarithmique

On dé�nit la dérivée de zA par:

d

dz
[zA] = AzA�I =

A

z
zA

Pour toute matrice carrée A, l�inverse de zA existe et est égal à z�A
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3.4.2 Logarithme d�une matrice carrée

Dé�nition 3.4.2 : Soit B 2 End(Cp), on appelle logarithme d�une matrice B toute ma-

trice C telle que exp[C] = B

Propriétés

1. log(A� I) =
1P
n=1

1

n
An avec kAk � 1

2. log(A:B) = log(A) + log(B)

3. Soient A, T 2 End(Cp), T inversible, on a : log[T�1AT ] = T�1 log[A]T

4. Pour A =

0BBBBBB@
�1 0 � � � 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . . 0e2 �it

0 � � � 0 �p

1CCCCCCA on a :log[A] =

0BBBBBB@
log �1 0 � � � 0

0 log �2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 log �p

1CCCCCCA
5. exp [log[A]] = A

3.4.3 Fonction à croissance modérée

Soit D� = fz 2 C� jzj � �g ; D�
� = fz 2 C�0 � jzj � �g

et ~D�
� son revêtement universel c´est-à-dire la surface de Riemann Logarithmique

~D�
� = ft 2 C� je2 �itj � �g

Dé�nition 3.4.3 : On dit qu´ une fonction multiforme

f : ~D�
� �! C

est à croissance modérée si pour tout �1, �2 de R, s´ il existe un entier n tel que

lim
z!0

arg z2]�1;�2[

zn jf (z)j = 0

1. Si f est méromorphe f est à croissance modérée, en e¤et f (z) = z�ph (z) avec h (z)

fonction holomorphe on a

lim
z!0

arg z2]�1;�2[

zp+1 jf (z)j = 0
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2. Les fonctions z� et log z sont à croissance modérée, en e¤et on rappelle le corollaire

suivant

Pour jIm (w)j � � on a

(ew)� = ew�

Posons w = log z = u+ iv et � = a+ ib a; b; u; v éléments de R

jz�j = jew�j

= eRe(w�)

= eau�bv

= eaue�bv

= e
�bv jzja

� ejbj� jzja

jlog (z)j = jwj = 2
p
u2 + v2 � 2

q
(log jzj)2 + �2 car eu = jzj

3. La fonction matricielle zA est à croissance modérée en e¤et

zA = exp[A log z] = exp[(T�1JT ) log z] = T�1 exp [J log z]T avec J forme réduite de

Jordan de A avec k bloc de la forme J�i = �iIni +Nni �i 2 R et Nni est une matrice
nulpotente et Ini est une matrice didentité

alors la matrice exp [J log z] est une matrice bloc diagonale de la forme

exp
�
J�i log z

�
= z�i

ni�1X
m=0

1
ml
Nm
ni
(log z)m

la fonction matricielle exp
�
J�i log z

�
est à croissance modérée car les fonctions z�et log z

sont à croissance modérée

donc la fonction matricielle exp [J log z] est à croissance modérée et comme T etT�1sont

deux éléments de GL
�
n;Cfzg

�
1
z

��
sont à croissance modérée la fonction matricielle

zA est à croissance modérée
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3.4. Lien entre l�irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les �p

3.4.4 La monodromie

On considère le système
d

dz
U (z) = A (z)U (z) (3.4.1)

avec A 2Mn

�
Cfzg

�
1
z

��
Dans tout secteur S (�1; �2) ouvert ,de sommet o et d´angle inférieur à 2�, les coe¢ cients

de la matrice A sont des fonctions analytiques sur S (�1; �2). D´après Cauchy, il existe pour

tout z0 de S (�1; �2) une base F = (Y1; : : : ; Yn) de solutions de système

d

dz
U (z) = A (z)U (z)

les Yi ont pour composantes sur Cfzg
�
1

z

�
des fonctions analytiques sur S (�1; �2), sat-

isfaisant en z0 une condition initial donnée F (z0) = F0. On suit les solutions par

continuité : on considère un deuxième secteur S 0 ayant avec S une intersection non vide

et on prend z1 dans cette intersection; on prend ensuite une base de solutions sur S 0 prenant

en z1 la valeur F (z1). On peut ainsi contourner o

Après avoir fait un tour 
 autour de 0, on obtient une autre base de solutions, notée

F 
 (z) = F (
 (z)) au voisinage de z = z0. D´après Cauchy il existe donc M
 2 GLn (C)
telle que :

F 
 (z) = F (z)M


dans un voisinage de z0 : (Y


1 ; : : : ; Y



n ) = (Y1; : : : ; Yn) :M


M
 s´appelle la matrice monodromique du système

Proposition 3.4.1 : se conférer à [4]

Tout système fondamental de solutions (multiformes) de système

d

dz
U (z) = A (z)U (z)

est de la forme

S (z) = 	 (z) exp (� log z)
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où 	(z) est une matrice avec coe¢ cients holomorphes en dehors de 0, et � est une matrice

avec les coe¢ cients constants telle que exp (2�i�) = C soit la matrice monodromique du

système

Corollaire 3.4.1 : Pour toute EDO Pu = 0 d´ ordre n, il existe une solution de la forme

z�h (z), où h (z) est holomorphe en dehors de 0, et � 2 C est tel que e2�i� soit une valeur
propre de la monodromie

Preuve. se conférer à [4]

3.4.5 Systèmes équivalents

Soit un système di¤érentiel linéaire

� (Y ) = Y 0 � AY

avec A 2Mn

�
Cfzg

�
1
z

��
E¤ectuons sur Cfzg

�
1
z

�
un changement de base Y = MZ; M désignant la matrice de

passage de la base canonique de
�
Cfzg

�
1
z

��n
vers la nouvelle base (M a ses coe¢ cients dans

Cfzg
�
1
z

�
, ce ne sont pas des constantes ). Alors :

� (Y ) = Y 0 � AY

= (MZ)0 � A (MZ)

= M 0Z +MZ 0 � A (MZ)

= M
�
Z 0 �

�
M�1AM �M�1M 0�Z�

= M�[M ] (Z)

où �[M ] (Z) = Z
0 � A[M ]Z et A[M ] =M

�1AM �M�1M 0

Dans ces conditions on dira que � et �[M ] sont deux systèmes di¤érentiels équivalents

sur Cfzg
�
1
z

�
Dé�nition 3.4.4 : � (Y ) = Y 0�AY et 	(Y ) = Y 0�BY sont deux systèmes di¤érentiels
équivalents sur Cfzg

�
1
z

�
; s´ il existe une matrice de passageM d´ une base de

�
Cfzg

�
1
z

��n
à

une base de
�
Cfzg

�
1
z

��n
telle que
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B =M�1AM �M�1M 0

Lemme 3.4.1 : (L´ inégalité de Grönwall). Soit a 2 R et b 2 �R tels que a � b et posons

I = [a; b[ ou I = [a; b].

Soient �, �; u : I �! R fonctions telles que � 2 L1Loc ( I;R) et �; u soient continues.
Supposons que u satisfait l´inégalité

u (t) � � (t) +
tZ

a

� (s)u (s) ds t 2 I (3.4.2)

1. Si � est positive, on a

u (t) � � (t) +
tZ

a

� (s) � (s) exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A ds t 2 I

2. En particulier, si � est constante, on a

u (t) � � exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A

Preuve. 1. Posons v (s) = exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A : sZ
a

� (r)u (r) dr s 2 I

v0 (s) =

0@� sZ
a

� (r) dr

1A0

exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A sZ
a

� (r)u (r) dr + exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A0@ sZ
a

� (r)u (r) dr

1A0

= �� (s) : exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A : sZ
a

� (r)u (r) dr + exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A :� (s)u (s)
= � (s) : exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A :
24u (s)� sZ

a

� (r)u (r) dr

35
� � (s) : exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A :� (s) car on a l´inégalité 3.4.2 et � est positive

donc
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v (t) �
tZ

a

� (s) : exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A :� (s) ds car v (a) = 0

On a v (s) = exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A : sZ
a

� (r)u (r) dr pour s 2 I, donc

sZ
a

� (r)u (r) dr = exp

0@ sZ
a

� (r) dr

1A :v (s)
par suite

tZ
a

� (r)u (r) dr = exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A :v (t)
� exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A : tZ
a

� (s) : exp

0@� sZ
a

� (r) dr

1A :� (s) ds
� exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A : tZ
a

� (s) : exp

0@� tZ
a

� (r) dr �
sZ
t

� (r) dr

1A :� (s) ds
� exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A : tZ
a

� (s) : exp

0@� tZ
a

� (r) dr

1A : exp
0@� sZ

t

� (r) dr

1A :� (s) ds
�

tZ
a

� (s) : exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A :� (s) ds
cette inégalité et l´inégalité 3.4.2 donne

u (t) � � (t) +
tZ

a

� (s) � (s) exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A ds t 2 I

C:Q:F:D

2. si � est constante, on a
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u (t) � � (t) +

tZ
a

� (s) � (s) exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A ds t 2 I

u (t) � �+ �

tZ
a

� (s) exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A ds t 2 I

� �� �
tZ

a

� � (s) exp

0@ tZ
s

� (r) dr

1A ds
� �� �

24exp
0@ tZ
s

� (r) dr

1A35t
a

car

tZ
s

� (r) dr est la primitive de � � (s)

� �� �

24exp
0@ tZ

t

� (r) dr

1A� exp
0@ tZ
a

� (r) dr

1A35
� �� �+ � exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A
� � exp

0@ tZ
a

� (r) dr

1A
C:Q:F:D

Théorème 3.4.1 : Pour un système

d

dz
U (z) = A (z)U (z) (3.4.3)

où

A (z) 2 End
�
Cfzg

�
1

z

��
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. (3:4:3) est équivalent à un système de la forme

d

dz
V (z) =

B (z)

z
V (z)

45



3.4. Lien entre l�irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les �p

où B (z) est une matrice avec les coe¢ cients holomorphes

2. (3:4:3) est équivalent à un système de la forme

d

dz
V (z) =

�

z
V (z)

où � est une matrice avec les coe¢ cients constants

3. toute solution multiforme U de 3:4:3 est à croissance modérée

Preuve. :

3) 2

D´après la proposition 3.4.1 tout système fondamental de solutions ( multifomes ) du

système est de la forme S (z) = 	 (z) exp (� log z) est à croissance modérée

donc 	(z) = S (z) exp (�� log z) est à croissance modérée car exp (�� log z) est à crois-
sance modérée comme 	(z) est une matrice avec coe¢ cients holomorphes en dehors de 0,

	(z) 2 GL
�
n;Cfzg

�
1
z

��
par suite le système 3:4:3 est équivalent au système d

dz
V (z) = A

[�(z)]
(z)V (z)

A
[	]

= (	 (z))
�1
A	(z)� (	 (z))

�1
(	 (z))0

= z� (S (z))
�1
AS (z) z�� � z� (S (z))

�1
�
S 0 (z) z�� � S (z) �z

��

z

�
= z� (S (z))

�1
AS (z) z�� � z� (S (z))

�1
AS (z) z�� + z� (S (z))

�1
:
S (z) �z��

z

= z�
�

z
z��

=
�

z
car � commute avec z�

2) 1 évident.

1) 3

Soit V une solution du système
d

dz
V (z) =

B (z)

z
V (z)

Dans un secteur S =
�
z = rei�=�0 � � � �1; 0 � r � r0

	
, on a



 ddzV (z)





 � K

r
kV (z)k

où K = sup
z2S

kB (z)k
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comme
@V

@r
=
d

dz
V:
@z

r
=
d

dz
V ei� ,





@V@r




 = 



 ddzV





, donc 



 ddzV (z)




 = 



@V@r �rei��





,
par suite





@V@r �rei��




 � K

r



V �rei��


on a

r0Z
r

@V

@r

�
rei�

�
dr = V

�
r0e

i�
�
� V

�
rei�

�
et







�
r0Z
r

@V

@r

�
rei�

�
dr







 �
r0Z
r





@V@r �rei��




 dr

donc


V �rei��

 � 

V �r0ei��

 � r0Z

r

K

s



V �sei�=�

 ds par suite 

V �rei��

 � 

V �r0ei��

 +
r0Z
r

K

s



V �sei��

 ds

V �r0ei��

 est une conststante, d´après lemme de l´inégalité de Gronwall


V �rei��

 �



V �r0ei��

 exp r0Z
r

K

s
ds

�


V �r0ei��

 expK (log r0 � log r)

�


V �r0ei��

 expK �log r0

r

�
�



V �r0ei��

 exp�log �r0
r

�K�
�



V �r0ei��

�r0
r

�K
� sup

�0����1



V �r0ei��

�r0
r

�K
d´ou V est à croissance modérée

Théorème 3.4.2 : Soit P =
nP
k=0

ak (z)

�
d

dz

�n�k
un opérateur di¤érentiel avec

ak (z) 2 Cfzg
�
1

z

�
(k = 0; 1; 2; : : : ; n) et a0 (z) 6= 0. Alors, les solutions multiformes u de

l´équation di¤érentielle

Pu = 0

sont à croissance modérée au voisinage de 0 si et seulement si l´ordre du pôle de
ai
a0
en 0

est au plus i pour i = 1; 2; � � � ; n:
Preuve. ()On suppose que l´ordre du pôle de ai

a0
en 0 est au plus i pour i = 1; 2; � � � ; n:

On introduit l´opérateur de dérivation : � = z
d

dz
alors, �i (f) =

iP
k=0

�kz
k d

kf

dzk
avec �k 2 Z

47



3.4. Lien entre l�irrégularité de Malgrange -croissance modérée et les �p

L´équation di¤érentielle Pu = 0 peut s´écrire en fonction de � (après avoir multiplié par

zna0 (z)
�1) dans la forme

Qu = �nu+
nP
i=1

bi (z) �
n�iu = 0

avec bi (z) = �
n
n�i+

za1 (z)

a0 (z)
�n�1n�i +

z2a2 (z)

a0 (z)
�n�2n�i + � � �+

zi�1ai�1 (z)

a0 (z)
�n�i+1n�i +

ziai (z)

a0 (z)
et �kj 2 Z

donc la condition de l´ordre du pôle de
ai
a0
en 0 est au plus i pour i = 1; 2; � � � ; n est

équivalent à la condition b1; : : : ; bn soient holomorphes donc l´équation di¤érentielle

Pu = 0

est équivalent au système di¤érentiel

�

0BBBBBBBB@

u

� (u)

�2 (u)
...

�n�1 (u)

1CCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

0 1 0 : : : 0

0 0 1
. . .

...
...

. . . 1 0

0 0 1

�b1 � � � � � � : : : �bn

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBB@

u

� (u)

�2 (u)
...

�n�1 (u)

1CCCCCCCCA
de la forme

d

dz
V (z) =

B (z)

z
V (z)

où B (z) est une matrice avec les coe¢ cients holomorphes, d´après le théorème 3.4.1 toute

solution multiforme U de P est à croissance modérée

))On suppose que toute solution multiforme u de l´équation di¤érentielle

Pu = 0

est à croissance modérée au voisinage de 0 on montre que l´ordre du pôle de
ai
a0
en 0 est

au plus i pour i = 1; 2; � � � ; n pour cela il su¢ t de montrer que les bi (z) sont holomorphes
pour i = 1; 2; � � � ; n
On montre par, récurrence sur l´ordre n de l´équation di¤érentielle que si toute solution

multiforme u de l´équation di¤érentielle est à croissance modérée les bi (z) sont holomorphes

pour i = 1; 2; � � � ; n Pu = 0 d´après le corollaire 3.4.1 u (z) peut s´écrire dans la forme

u (z) = z�h (z). Soit v tel que vu soit une solution de Qw = 0
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Qw =
nX
i=0

0@X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z) ��i�ku�
1A �n�iv

Pour i = n on a
X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z) ��i�ku� = X
0�k�n

1:bk (z)
�
�n�ku

�
= Qu = 0

donc Qw =
n�1X
i=0

0@X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z) ��i�ku�
1A �n�iv

On a u (z) = z�h (z) donc z� = u (z)h�1 (z) et

�i�ku = �i�k (z�h) = z� (� + �)i�k h (Leibniz)

donc
X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z) ��i�ku� = X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z) z� (� + �)i�k h
=
X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z)u (z)h�1 (z) (� + �)i�k h
= u

0@X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A bk (z)h�1 (z) (� + �)i�k h
1A

= u

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A

Qw =
n�1X
i=0

u:

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �n�iv

Qw = u:
n�1X
i=0

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �n�iv

Qw = u

n�1X
i=0

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �n�i�1 (�v)

Qw = u

n�1X
i=0

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �(n�1)�i (�v)

Qw = uR (�v), R =
n�1X
i=0

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �(n�1)�i

comme b0 = 1R = �
n�1+

n�1X
i=1

0@bi (z) + X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
1A �(n�1)�i

R = �n�1 +

n�1X
i=1

ci (z) �
(n�1)�i et
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ci (z) = bi (z) +
X
0�k�i

0@ n� k
i� k

1A�h�1 (� + �)i�k h� bk (z)
donc Qw = 0 si et seulement si �v est une une solution de R (�v) = 0 d´ordre n � 1

comme u et w sont

à croissances modérées, v donc �v l´est aussi donc les coe¢ cients ci (z) sont holomorphes

par hypothèse de récurrence donc bi (z) le sont par suite l´ordre du pôle de
ai
a0
au voisinage

de 0 est au plus i pour i = 1; 2; � � � ; n

Exemple 3.4.1 : D = z2
d2

dz2
+
2� z
z

d

dz
+ (z � z2) exp z

On pose :

a0 = z
2

a1 =
2

z
� 1

a2 = (z � z2) exp z, on aura :
l´ordre du pôle de

a1
a0
=
2

z3
� 1

z2
au voisinage de 0 est 3 supérieur à 1 donc les solutions

de D ne sont pas à croissance modérée au voisinage de 0

Remarque 3.4.1 : Ce théorème signi�e Soit D =
nP
i=0

bi (z)
di

dzi
un opérateur di¤érentiel

avec bi (z) 2 Cfzg
�
1

z

�
et bn (z) 6= 0 Alors, les solutions multiformes de l´ équation di¤éren-

tielle

Du = 0

sont à croissance modérée si et seulement si l´ordre du pôle de
bi
bn
au voisinage de 0 est

au plus n� i pour i = 0; 1; : : : ; n� 1qui est équivalent à i (D) = 0 en e¤et l´ordre du pôle
de

bi
bn
en 0 est au plus n� i pour i = 0; 1; : : : ; n� 1 est équivalent à � (bi)� � (bn) � i� n

pour i = 0; 1; 2; : : : ; n� 1
On a

� (bi)� � (bn) � i� n, n� � (bn) � i� � (ai)

� (bi)� � (bn) � i� n, n� � (bn) = max
0�i�n

(i� � (ai))

� (bi)� � (bn) � i� n, i (D) = 0
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Et en�n on tire

Soit D =
nP
k=0

bk (z)
dk

dzk
un un opérateur di¤érentiel avec bk (z) 2 Cfzg

�
1

z

�
et bn (z) 6= 0.

Alors, les solutions multiformes u de l´équation di¤érentielle

Du = 0

sont à croissance modérée au voisinage de 0 si et seulement si i (D) = 0

Conclusion 3.4.1 les assertions suivantes sont équivalentes :

1. D est singulier régulier

2. l�invariant de Fuchs �1 = 0

3. l�irrégularité de B.Malgrange de l�opérateur D : i (D) = 0

4. le nombre rationnel de N.Katz r = 0

5. les solutions multiformes de l´équation di¤érentielle Du = 0 sont à croissance modérée
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