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Résumé : Nous présentons deux problemes d’ordonnancement de type flow shop dont le but est
la minimisation de la date de fin de traitement des taches (makespan). Le premier probleme est
I’'ordonnancement sur deux machines avec recirculation de taches sur la seconde machine. Nous
montrons que ce probleme est polynomial et nous donnons un algorithme pour sa résolution.
Le second consiste en ordonnancement sur deux étages tels que le premier étage comprend une
seule machine et le second contient deux machines identiques sur lesquelles les taches peuvent
recirculer un nombre fini de fois. Nous montrons que le probleme est NP-difficile. Des heuris-

tiques sont présentées avec des expérimentations numériques.

Mots clés : Ordonnancement, ordonnancement sur deux machines, flowshop hybrid, com-

plexité, recirculation, heuristiques, date de fin de traitement.

Abstract : We present two scheduling problems which the aim is to minimize the makespan.
The first problem is the problem of scheduling on two machines with recirculation of tasks at
the last machine. We prove that the problem is polynomial and we give algorithm for the re-
solution. The second problem consist in the problem of scheduling at two stages such as the
first stage contain one machine and the second one contain two identical machines which tasks
can recirculate a finite number of times. We prove that the problem is NP-hard. Heuristics are

presented with numerical experimentations.

Keywords : Scheduling, two machines scheduling, hybrid flowshop, complexity, recirculation,

heuristics, makespan.
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Introduction générale

Dans le contexte de compétition internationale actuel, 'efficacité, c’est-a-dire la capacité de
produire un maximum de résultats pour un minimum d’efforts fournis, est devenue une donnée
critique de I’évaluation de la ”"santée” d’une entreprise, notamment industrielle. L’organisa-
tion de la production figure incontestablement parmi les parametres les plus importants qui

influencent la performance réalisée.

Actuellement, toute entreprise se doit d’étre plus performante et d’avoir un niveau supérieur,
sur le plan technique et économique, aux entreprises concurrentes. L’amélioration de la gestion
de production est la base de toute recherche dans le domaine de la productivité a accroitre. La

productivité est la clef de la survie et du développement des entreprises industrielles.

Dans un tel contexte, pour réussir I'entreprise doit respecter essentiellement deux dimen-
sions, a savoir une dimension technologique, qui vise a développer les performances intrinseques
des produits mis sur le marché afin de satisfaire aux exigences de qualité et de réduction du
colit de possession des produits. Une dimension organisationnelle, qui vise a développer la per-

formance en termes de durée des cycles de fabrication, respect des dates de livraison prévues.

Pour cela, il faut disposer de méthodes et d’outils de plus en plus performants pour 'orga-
nisation et la conduite de la production. Cette organisation de la production doit étre vue au
niveau de ’entreprise elle-méme, mais aussi au niveau de la chaine logistique dont elle constitue
I'un des maillons. Pour atteindre ces objectifs, 'organisation repose en général sur la mise en
ceuvre d'un certain nombre de fonctions assurées par des méthodes d’autant plus sophistiquées
que les systemes d’information sont de plus en plus fiables et dynamiques. Parmi ces fonctions,

I'ordonnancement joue un role essentiel.

Dans la terminologie de la recherche opérationnelle, un probleme d’ordonnancement désigne
tout probleme dans lequel 1'objectif est I'allocation de ressources au cours du temps, de fagon
a réaliser un ensemble d’activités. Des typologies plus précises complétent cette défnition tres
générale. De fait, la notion de probleme d’ordonnancement regroupe une grande variété de
problemes différents selon la nature des opérations a réaliser (morcelables ou non, répétitives,
...), les caractéristiques des ressources (consommables ou renouvelables, interchangeables; ... ),

les contraintes portant sur les opérations (dates de disponibilité, précédence, ... ) et les critéres
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a optimiser (encours, productivité, retard, ... ).

La théorie de 'ordonnancement est une branche de la recherche opérationnelle. Elle consiste
en la recherche de modeles mathématiques et la mise au point de méthodes de résolution effi-
caces des problemes proposés. L’importance économique considérable de ces problemes a suscité
depuis plusieurs années une recherche scientifique internationale intensive. Les problemes traités
par la théorie de 'ordonnancement sont classés en différentes catégories : les problemes de ma-
chine simple, les problemes de machines en parallele, les problemes de type flow shop, job shop,
open shop et I'ordonnancement de projets. Les criteres a optimiser sont généralement la mini-

misation du temps de terminaison ou celui du retard.

Les travaux qui s’intéressent aux ateliers en ligne et plus précisement a ceux dont la gamme
de fabrication est identique (flowshop) sont particulierement nombreux dans la litérature. Quand
un étage comporte plusieurs machines paralelles, identiques ou non (uniformes ou quelconque),
on parle du flow shop hybride. Ce domaine est largement abordé dans la littérature depuis les
années 1970. La NP-complétude a été prouvé dans [25]. Des méthodes exactes et des méthodes
approchées ont été proposées. Les méthodes exactes sont principalement des procédures par
séparation évaluation [11][35] et la programmation linéaire [1][24]. Les méthodes approchées

sont principalement des heuristiques et des métaheuristiques.

Des métaheuristiques ont été récemment proposées et utilisées pour la résolution des proble-
mes d’ordonnancement dans un flowshop hybride. Les métaheuristiques proposées sont : le recuit
simulé [28][42][22] et la recherche tabou [37][36].

Dans ce travail nous considérons deux problemes d’ordonnancement de type flow shop dont
le but est de minimiser le makespan. Le premier probleme est I’ordonnancement de taches sur
deux machines avec leurs recirculation un nombre fini de fois sur la seconde machine. Le second
consiste en ordonnancement sur deux étages tels que le premier étage comprend une seule ma-
chine et le second contient deux machines identiques sur lesquelles les taches peuvent recirculer
un nombre fini de fois. Le probleme de reciculation de taches a été abordé par Billaut et Bertel
dans [7][8]. Ils ont traité le probléme d’ordonnancement multicritere du flowshop hybrid avec

recirculation, le probleme identifié est NP-difficile.

Le second probleme traité est tiré d'une application réelle. Une série de pieces, avant d’étre
traitées sur un ensemble de machine paralelles subissent un test ou un control de qualité et de

conformité. Les pieces non conformes ou de mauvaise qualité sont rejetées.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier est consacré aux notions générales
sur 'ordonnancement. Le second chapitre est réservé a 1’étude du probleme F2/recr/Ciuy-

On montre que ce probleme est polynomial et on donne un algorithme pour sa résolution. Le
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troisieme chapitre est réservé au probleme FH2(1, P2)/recr/Ciuq. avec recirculation des taches
sur le second étage. Une identification et modélisation du probleme sont effectuées. On montre
que le probleme sans recirculation est NP-difficile pour des durées de traitement des taches
égales a 1 sur le premier étage. Avec recirculation, le probléme est polynomial pour des durées de
traitement des taches égales a 1 sur le premier et le second étage. Nous donnons un algorithme
de résolution dans ce cas. On propose également quatre heuristiques pour la résolution du
probleme considéré, pour lesquels une application informatique sous I’environnement Delphi7
est implémentée pour effectuer des tests. Dans le quatrieme chapitre, on présente les résultats
de ces tests. Pour cela on applique les heuristiques sur des instances de différentes taches (allant
de 10 a 1000 taches) et les durées d’exécution des taches sont générées en suivant les quatres
lois : la loi uniforme, la loi normale, la loi exponentielle et la loi de poisson. On termine par une

conclusion.
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Chapitre 1

Généralités en ordonnancement

Les problemes d’ordonnancement sont présents dans tous les secteurs d’activités de I’économie
depuis 'informatique jusqu’a 'industrie manufacturiere. C’est pour cette raison qu’ils ont fait

et continuent de faire 'objet de nombreux travaux de recherche [41].

Résoudre un probleme d’ordonnancement consiste a ordonnancer c’est-a-dire programmer
ou planifier, dans le temps 'exécution des taches en leur attribuant les ressources nécessaires
matérielles ou humaines de maniere a satisfaire un ou plusieurs criteres préalablement définis,

tout en respectant les contraintes de réalisation.

Un ordonnancement constitue une solution au probleme d’ordonnancement. Il décrit I’exécu-
tion des taches et ’allocation des resources au cours du temps et vise a satisfaire un ou plusieurs
objectifs. Plus précisément, on parle de probleme d’ordonnancement lorsqu’on doit déterminer
dans le temps les dates du début et de fin de traitement des taches, alors qu’on réserve le terme
de probleme de séquencement au cas ou l'on cherche seulement a fixer un ordre d’exécution des
taches qui peuvent étre en conflit pour 1'utilisation des ressources. Un ordonnancement induit
nécessairement un ensemble unique de relations de séquencement. Par contre la détermination

d’un séquencement des taches recouvre toute une famille d’ordonnancements [34].

1.1 Concepts de base en ordonnancement

1.1.1 Les taches

Une tache est une entité élémentaire de travail localisée dans le temps par une date de début

s; et de fin C;, dont la réalisation est caractérisée par une durée p; (on a C; = s; + p;).

1.1.2 Les ressources

Une ressource k est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation d’une tache et

disponible en quantité limitée, de capacité Ay, (supposée constante).

12



Chapitre 1 Généralités en ordonnancement

On distingue plusieurs types de ressources :

— Ressources renouvelables
Une ressource est renouvelable si apres avoir été utilisée par une ou plusieurs taches, elle
est a nouveau disponible en méme quantité (la main d’oeuvre, les machines, 'espace, ... ).

La quantité de ressource utilisée a chaque instant est limitée.

— Ressources consommables
Une ressource est dite consommable si elle n’est plus disponible en méme quantité apres
avoir été utilisée par une ou plusieurs taches (matiére premiere, budget, ... ). La consom-

mation globale (ou cumul) au cours du temps est limitée.

— Ressources doublement contraintes
Une ressource est doublement contrainte lorsque son utilisation instantanée et sa consom-

mation globale sont toutes les deux limitées (source d’énergie, financement, ... ).

— Ressources disjonctifs
Une ressource est dite disjonctive ou (non partageable), si elle ne peut exécuter qu'une

seule tache a la fois (machine-outil, robot manipulateur).

— Ressources cummulatives
Une ressource est dite cumulative ou (partageable), si elle peut étre utilisée par plusieurs

taches simultanément (équipe d’ouvriers).

1.2 Notations et criteres d’optimisation

1.2.1 Notations

Soient T'= {1}, T, ..., T,} 'ensemble des n taches a ordonnancer et
M = {M,, My, ..., M,} ensemble des m machines [43].
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Chapitre 1 Généralités en ordonnancement

nombre de machines

n | nombre de taches

? indice de la tache

J indice de machine

pij | durée de I'opération sur la machine M; de la tache T; (processing time)
r; | date minimale de début de la tache T; (release date)

d; | date d’achévement souhaitée de la tache T; (due date)

w; | poids de la tache T;(weight)

C; | date de fin d’exécution de la tache T; (completion time)

F; | temps de présence dans 'atelier ou durée de flot (flow time) de la tache T; :

Fi=Ci—r
L; | écart par rapport a la fin souhaitée ou retard algébrique (lateness) de la tache T; :

D; | retard vrai de la tache T; (tardiness) : D; = max(C; — d;; 0)
U; | Indicateur de retard de la tache T; : U; = 1 si D; > 0, U; = 0 sinon

Les données d’un probleme d’ordonnancement sont les taches et leurs caractéristiques, les
contraintes potentielles, les ressources et la fonction économique. Souvent une tache T; ne peut
commencer son exécution avant une date de disponibilité notée r; et doit étre achevée avant une
date échue d; . Les dates réelles de début et de fin d’exécution de la tache T} sont respectivement
s; et C;. Les taches sont souvent liées entre eux par des relations d’antérioritée ; si ce n’est pas
le cas, on dit qu’ils sont indépendantes. Dans certains cas, une tache, dite morcelable ou encore

préemptive, peut étre exécutée par morceaux.

1.2.2 Criteres d’optimisation

Trouver un ordonnancement admissible revient a déterminer une séquence de passage des
opérations sur les machines respectant les contraintes du probleme. Les facteurs importants
dans 'évaluation d’un probleme d’ordonnancement sont 1'utilisation efficace des ressources, le
délai global et le respect des contraintes du probleme. Les variables intervenant le plus souvent

dans 'expression de la fonction économique sont [43] :

— la date C; de fin d’exécution de la tache T; ;
— les retards L; = C; — d; et D; = maz(C; — d;; 0) de la tache T;;
— l'indicateur de retard de la tache T; : U; =0 si C; <d;, U; = 1 sinon.

Les criteres, encore appelés fonctions économiques, les plus utilisés font intervenir la durée

totale, le cout des stocks des encours et les retards.
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1.2.3 Les problemes d’ordonnancement

Les problemes d’ordonnancement sont tres différents d’'un atelier a I'autre, et il n’existe pas
de méthode universelle permettant de résoudre efficacement tous les cas. Une classification peut
s’opérer selon le nombre des machines et l'ordre d’utilisation des machines pour fabriquer un
produit qui dépend de la nature de 'atelier. Un atelier se définit par le nombre de machines
qu’il contient et par son type. Les différents types possibles sont les suivants :

— Une machine : chaque tache est constituée d’une seule opération.

— Machines paralleles : elles remplissent, a priori, toutes les mémes fonctions. Selon leur

vitesse d’exécution, on distingue :

1. machines identiques (P) : la vitesse d’exécution est la méme pour toutes les machines

M; et pour toutes les taches T;.

2. machines uniformes (Q) : chaque machine M; a une vitesse d’exécution propre et
constante. La vitesse d’exécution est la méme pour toutes les taches T; d’'une méme

machine M;.

3. machines indépendantes (R) : la vitesse d’exécution est différente pour chaque ma-

chine M; et pour chaque tache T;.

— Machines dédiées : elles sont spécialisées a 1’exécution de certaines opérations. Dans cette
catégorie, chaque tache est constituée de plusieurs opérations. En fonction du mode de pas-
sage des opérations sur les différentes machines, trois ateliers spécialisés sont différenciés,

& savoir :

1. Flow shop (F) : c’est un cas particulier du probleme d’ordonnancement d’atelier pour
lequel le cheminement des taches est unique : les n taches utilisent les m machines
dans le méme ordre. Cet ordre, ou gamme, unique est une donné du probleme. Cette
particularité se rencontre tres fréquemment en pratique, elle correspond par exemple

a une chaine de traitement ou de montage.

— Fow shop de permutation : dans ce cas du flow shop simplifié, la séquence des

taches visitant une machine est la méme pour toutes les machines.

— Flow shop hybride : il s’agit d’une généralisation des problemes de flow shop et de
machines paralleles. L’atelier est constitué d'un certain nombre d’étages en série,

chaque étage est constitué de plusieurs machines en paralleles.

2. Job shop (J) : les n taches doivent étre exécutées sur les m machines, sous des

hypotheses identiques a celles du flow shop, la seule différence est que les séquences
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opératoires relatives aux différentes taches peuvent étre distinctes et sont propres a

chaque tache;

3. Open shop (O) : c’est un modele d’atelier moins contraint que le flow shop et le job

shop, car l'ordre d’exécution des opérations n’est pas fixé.

1.3.3.1 Classification

Il existe une tres grande variétée de problemes d’ordonnancement. Pour leur identifica-
tion et leur classification nous adoptons la notation proposée dans [23]. Cette notation est

constituée de trois champs «/3/7.

Le premier champ « est constitué de deux élements : o« = ajap et décrit I'environnement

des machines utilisées :

— le parametre a; décrit le type des machines utilisées oy € {0, P, Q, R, F, J, O} avec :

a1 = () : une machine;

a1 = P : machines paralleles identiques;

a1 = @ : machines paralleles uniformes;

a1 = R : machines paralleles indépendantes ;
a1 = F' : Flow shop;

ap = J : Job shop;

a1 = O : Open shop.

— le parametre as indique le nombre de machines utilisées. Lorsque as n’est pas précisé,

le nombre de machines est quelconque.

Le deuxieme champ [ = (15205040507 décrit les caractéristiques des taches et des ma-
chines. Il indique si des élements spécifiques sont a prendre en compte telles que des dates

au plus tot, des précédences entre taches.

— le parametre 31 indique la possibilité de préemption ou non des taches 8, € {0, pmtn}
avec :
B1 = 0 : la préemption n’est pas permise : une tache commencée, doit étre exécutée
jusqu’a la fin;
(1 = pmin : la préemption est permise, les taches sont morcelables, elles peuvent étre

interrompues et terminées plus tard sur la méme machine ou sur une autre machine.

— le parametre (5 indique la présence ou non de ressources auxiliaires 35 € {0}, res} avec :
B2 = ) : pas de ressources auxiliaires

By = res : il existe des ressources auxiliaires.
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— le parametre (33 indique la présence ou non de contraintes de précédence 3 €
{0, prec, uan, tree, chain} avec :
B3 = ) : pas de contraintes de précédence, les taches sont indépendantes,
B3 = prec, uan, tree, chain : indique respectivement des contraintes générales de
précédence, des réseaux d’activité uni-connectés, des contraintes de précédence formant

un arbre ou un ensemble de chalnes.

— le parametre (3; décrit les dates de disponibilité des taches 5y € {0, r;} avec :
B4 = 0 : toutes les dates de disponibilité sont nulles;

B4 = 1; @ les dates de disponibilité sont différentes et sont propres a chaque tache.

— le parameétre (5 décrit les durées d’exéeution des taches 85 € {0, pi=p, p < p: <D}
avec :
Bs = 0 : les temps opératoires sont arbitraires et sont propres a chaque tache;
b5 = p; = p : toutes les taches ont une durée d’exécution égale a p;

fs =p < p; <P : toutes les taches ont une durée d’exécution située entre p et p.

— le parametre (¢ décrit les dates de sortie au plus tard des taches G € {0, d;} avec :
B¢ = 0 : pas de date de sortie au plus tard;

B¢ = d; : des dates de sortie au plus tard sont imposées.

— le parametre 3; indique si un temps d’attente entre les différentes opérations d’une tache

est autorisé 7 € {0, no — wait} avec :

B7 = () : un nombre illimité d’opérations peuvent étre en attente devant une machine;
Gz = no-wait : les opérations doivent étre exécutées les unes apres les autres, aucune

durée d’attente devant une machine n’est admise.

Le dernier champ v indique le critere d’optimisation, il peut donc prendre de nombreuses
valeurs et peut étre une combinaison entre plusieurs criteres : > F; (flot total), Cypee (ma-
kespan) .... Par exemple, F2/r;/ > C; représente le probléeme consistant & ordonnancer
n taches dans un atelier de type flow shop, constitué de deux machines avec des dates de

disponibilité, en vue de minimiser la somme des dates de fin d’exécution des taches.

Dans ce qui suit, nous proposons d’enrichir la notation proposée ci-dessus par Graham et al.

l. a= alag((agag))fgl) : décrit 'environnement des machines utilisées.

*0416{@, FH, O, J, F},
— a9 : indique le nombre d’étage lorsqu’il est > 1;
70{36{@7 P7 Q7 R}a
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— oy : indique le nombre de machines M' & 1'étage [ ;

2. B = (1Ps...0, : définit I'ensemble des contraintes prises en compte, aussi bien celles
concernant les travaux que celles concernant le procédé de fabrication.
- B’L € {®7 Ty dia qi, Wy, C’L7 Ev Liapmtna e } 3

3. 7 : indique le critere d’optimisation (Craz, > Ci, Dimazsy - - - )-

1.3 Complexité des problemes d’ordonnancement

L’expérience montre que certains problemes sont plus faciles que d’autres a résoudre. Une
théorie de la complexité a été développée et permet de classer les problemes faciles et difficiles

en plusieurs classes. Parmis celles-ci on cite les classes P et NP [30][44].

1.3.1 Les classes P et NP

Pour pouvoir exposer la notion de classe de problemes, il est tout d’abord nécessaire de
distinguer les problemes de décision des problemes d’optimisation. Un probleme de décision est
un probleme pour lequel la réponse est oui ou non. Il est possible d’associer a chaque probleme
d’optimisation, un probleme de décision en introduisant un seuil k correspondant a la fonction
d’objectif f. Le probleme d’ordonnancement qui vise a minimiser le makespan se transforme en

probleme de décision suivant : existe-t-il un ordonnancement réalisable S tel que Clqp < k7?7

Il est alors possible de définir la classe P regroupant les problemes de décision qui peuvent
étre résolus par des algorithmes polynomiaux. Un algorithme polynomial est défini comme un
algorithme dont le temps d’exécution (temps de calcul ou complexité)est borné par O(p(z)), ou
p est un polynome et z est la longueur d’entrée d’une instance du probleme. Les algorithmes

dont la complexité ne peut étre bornée polynomialement sont qualifiés d’exponentiels.

La classe N P regroupe les problemes qui peuvent étre résolus en un temps polynomial par
un algorithme non déterministe. Ce type d’algorithme ne fournit pas toujours la méme solution
a un méme probleme car ils se reposent sur l'utilisation des nombres (pseudo) aléatoire. C’est

le cas des algorithmes réalisant des choix grace a des heuristiques.

Pour ces algorithmes, si a chaque instruction, le bon choix est effectué, le temps de calcul
est polynomial. Si au contraire tous les choix sont énumérés, ’algorithme devient déterministe

et son temps de calcul devient exponentiel.

Les algorithmes ordinaires sont évidemment des cas particuliers des algorithmes non détermi-
nistes. Aussi tout probleme de décision qui peut étre résolu par un algorithme polynomial, et

qui appartient a la classe P, appartient également a la classe NP. D’ou P C NP.
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Parmi les problemes de la classe NP, une large classe de problemes, les problemes N P-
complets, sont équivalents entre eux quant a 'existence d’un algorithme polynomial pour les
résoudre. C’est-a-dire, s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre un seul de ces problemes,
alors il en existe un pour chaque probleme de la classe NP. Afin de décrire cette classe
d’équivalence, définissons tout d’abord la réduction polynomiale entre deux problemes. Soient
P1 et P2, deux problemes de décision. On dit que P1 se réduit polynomialement & P2 (noté
P1 « P2) sl existe un algorithme de résolution de P1, qui fait appel & un algorithme de
résolution de P2, et qui est polynomial lorsque la résolution de P2 est comptabilisé comme une
opération élementaire [44]. On dit alors d’un probleme de décision qu’il est N P-complet si tout
probleme de la classe NP se réduit polynomialement a lui. Les problemes d’optimisation com-

binatoire dont le probleme de décision associé est N P-complet sont qualifiés de N P-difficiles.

1.3.2 Prouver la NP-complétude d’un probleme

La démonstration d’appartenance d’un probleme de reconnaissance a la classe des problemes
N P-complets est tres importante puisque, une fois cette démonstration faite, on peut considérer
comme peu vraisemblable 'existence d’un algorithme polynomial pour résoudre ce probleme.

Prouver qu’un probleme de décision II est N P-complet consiste en les trois étapes suivantes :

1. Montrer que II est dans N P.
2. Choisir IT', un probleme N P-complet connu.

3. Construire une transformation f de II' — II.

Ainsi, il est nécessaire de connaitre des probléemes classiques, connus pour étre NP-complets.
Le premier probléme qui a été prouvé comme étant NP-complet dans [15], est le probleme de
satisfaisabilité SAT qui peut étre défini comme suit : étant donné une expression booléenne de la
forme d’un produit de sommes (par exemple), le probleme est dit satisfaisable sil existe une af-

fectation en 0 et 1 de ses variables de maniere a ce que I'expression booléenne prenne la valeur 1.

SAT Instance : une expression booléenne E sous forme normale conjonctive

Question : E est-elle satisfaisable ?

1.3.3 Quelques problemes NP-complets

Nous présentons ici quelques autres problemes NP-complets dont la NP-complétude n’a
pu étre démontré que grace a l'existence d’un premier probleme NP-complet. Ce sont les six
problémes de base exposés par Garey et Johnson dans [18], qui détaillent ensuite la littérature

concernant la complexité des problemes.

— 3-satisfaisabilité : étant donné un ensemble de clauses de dimension 3, construites a par-

tir d'un ensemble fini de variables, existe-t-il une affectation de ces variables qui satisfait
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toutes les clauses ?

— Recouvrement : étant donné un graphe G = (V; E) et un entier k, existe-t-il X C V' tel

que | X| < k et toute aréte de G a au moins une de ses extrémités dans X 7

— Clique : étant donné un graphe G = (V; E) et un entier k, existe-t-il X C V tel que

|X| <k et tous les sommets de X sont deux a deux adjacents ?

— Cycle Hamiltonien : étant donné un graphe G = (V; F), existe-t-il un cycle passant

une fois et une seule par chacun des sommets de V' 7

— Partition : étant donné n entiers positifs s;, $9,..., S,, existe-t-il un sous ensemble
JCI=A{1,2,..., n}telque > s, = > s;.
icJ iel\J

Le tableau ci-dessous présente quelques résultats de complexité pour des problemes d’ordon-

nancement :

Probleme Complexité

BCS O(n? log(n))

Machines paralleles NP-difficile

Flow-Shop de permutation O(nlog(n))

Flow-Shop avec délai d’attente || NP-difficile au sens fort
Job-Shop NP-difficile

Job-Shop périodique O(nlog(n))

Open-Shop NP-difficile

TAB. 1.1 — Exemple de complexité pour des problemes d’ordonnancement

1.3.4 Hiérarchie de complexité entre les problemes d’ordonnance-

ment

L’étude des relations existantes entre les différents problemes d’ordonnancement revét un
grand intéret, dans la mesure ou cela permet d’appliquer des algorithmes de résolution connus
pour certaines classes de problemes a d’autres classes qui leurs sont réductibles. Prenons I’'exemple
de 'ordonnancement sur machine paralleles : il est evident que le probleme P//C)q: est un
cas particulier du probléeme @//Cinq: o0 toutes les machines auraient la méme vitesse. Ainsi,
P/ /Cnaz est réductible a Q//Char, qui lui est plus général et tout algorithme développé pour
Q//Crnax Peut étre appliqué au probleme P//C,q.. Nous rappelons que lorsque le nombre de

machines n’est pas précisée, il est considéré comme variable.

Page 20



Chapitre 1

Généralités en ordonnancement

Il est intéressant de voir comment la

modiffication d’un seul éléement de la classification

d’un probléme peut affecter sa complexité. Pour cela, nous exposons, dans la figure (fig 1.1),
certaines hiérarchies existant entre différents problemes. Pour une représentation plus complete

de ces relations, il est possible de se référer a Pinedo dans [39] et Blazewicz dans [10].

| précedence |

a) Enwironnerment des processus

E I:j I—max

C) contraintes sur les durces opératoires

d ) Relation entre les critéres

FiGc. 1.1 — Hiérarchie de complexité entre différents problemes
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Le cas a) indique la hiérarchie de complexité entre des problemes de configurations de ma-
chines différentes, lorsque ’environnement reste identique. Comme nous le montre la figure, le
cas le plus simple est le cas a une machine. Puis le systeme devient plus complexe en considérant
plusieurs machines en parallele( P, @, R) ou en série(F, O). La difficulté augmente encore, si le
nombre de machines est non borné et si 'on considere, non plus des machines identiques(P),

mais des machines uniformes(Q) ou différentes(R).

En ce qui concerne les relations de précédence, le cas b) nous montre clairement les degrés
de complexité. Le cas le plus simple est celui dans lequel il n’existe pas des contraintes de
précédende(0), les taches sont indépendantes. Puis le degré de complexité augmente en considérant
les contraintes de précédence sous forme de chaine et ainsi de suite jusqu’a arriver au probleme

le plus général et le plus complexe, le cas du probleme aux contraintes générales de précédence.

La figure c¢) nous donne l’évolution de la difficulté, en fonction des valeurs des durées
opératoires. Le probleme avec des durées opératoires unitaires est un cas particulier du probleme
ou les durées sont identiques qui lui plus général, et qui est également un cas particulier du
probléeme ou les durées opératoires des taches sont bornées (p; < p < pz). Ce dernier est aussi
un cas particulier du probléme avec des temps opératoires arbitraires (@) des taches qui est le

plus général des problemes cités et le plus complexe.

Enfin, la figure d) donne la relation existant entre les principaux critéres d’optimisation.
En suivant le sens des fleches du schéma, chaque probléeme est un cas particulier d’'un autre
probleme qui est plus complexe. Prenons I'exemple de C,,.., ce probleme est un cas particulier
du probleme L,,q., ainsi C),.; réductible a L,,., qui lui est plus général et tout algorithme

developpé pour L,,.. peut étre appliqué pour C,, ...

Si le probleme le plus général est polynomial, alors le cas particulier l'est aussi et si le

probleme particulier est NP-difficile, donc le probleme général est NP-difficile.

1.4 Etat de ’art du probleme de flow shop

En matiere d’ordonnancement de la production, le probleme F//Ci,q. est le plus étudié
dans la littérture. Johnson dans [30], a établi une regle qui prouve ’aspect polynomial pour un
probleme flow shop de permutation a deux machines. Plusieurs recherches se sont intéressées
depuis a I’étude des flow shops de permutation et flow shops simple tel que les travaux de
Campbell et al [12], Dannenbring [16], Taillard [45], et Widmem et Hertz [48].

Ultérieurement, des contraintes additionnelles ont été introduites, la contrainte sans délai
(no-wait) exprime qu’aucune attente entre deux opérations d’'une méme tache n’est permise.

La contrainte de blocage exprime qu’une tache ne doit libérée une machine que pour passer
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directement sur la machine suivante et la contrainte no-idle exprime le fait qu’aucun temps
mort n’est permis sur une machine entre le début de son activation et la fin de la réalisation

des opérations qui lui sont affectées.

Le probleme F2/no—wait/Cy,q, est résolu en temps polynomial par I’algorithme de Gilmore
et Gomory [20].
Pour le probleme du flow shop de permutation avec contrainte no-idle est peu étudié dans la
littéraure, alors Baptiste et Hguny sont les seuls & avoir traité le probleme F/no — idle/Clyqy
dans [2] et a été mentionné dans [46] comme étant NP-difficile. Le probleme F2/no —idle/Cas

peut étre résolu optimalement en O(nlogn) par 'algorithme de Johnson.

Garey, Johnson et Sethi dans [19], ont prouvé que le probleme F3//Ciq: est NP-complet.
Se basant sur les démonstrations qui y sont fournis, Baptiste et Hguny, dans [2] ont apporté la

preuve que le probleme F'3/no — idle/Cq: est NP-complet au sens fort.

L’un des résultats les plus connus en ordonnancement est I'optimalité de la regle de Johnson
[30] pour le probleme de la minimisation du makespan dans un flow shop & deux machines
(F2//Caz), qui conduit a un algorithme polynomial exact. Cette reégle a servi de base a de
nombreuses méthodes de résolution, qu’il sagissent d’algorithmes exacts pour des problemes

polynomiaux , d’heuristiques ou de bornes inférieures pour des problemes NP-difficiles.

Johnson a montré que toute séquence respectant la regle min(py;, pa;) < min(psj, py) <
(i < j) est optimale et a proposé un algorithme de complexité O(n?) puis un autre algorithme

plus efficace, de complexité O(nlogn) [13]. Cet algorithme est le suivant :

Algorithme. Johnson
début
— Construire l’ensemble des tiches X = {T;/p1i < pa},
— Ordonnancer sur les deur machines les taches de X suivant l'ordre croissant de leurs
temps de traitement sur la premiere machine,
— Ordonnancer sur les deuz machines les taches de T\ X suivant 'ordre décroissant de leurs

fin  temps de traitement sur la deuziéme machine.

Les ordonnancements de permutation sont dominants pour la minimisation de makespan
dans un flow shop a deux machines. Sur la base de résultat de johnson, plusieurs auteurs se sont

intéressés a déterminer un ensemble de solutions optimales pour F2/prmu/Ciuqq-

Dans [4] est par exemple proposé un algorithme permettant d’énumérer toutes les séquences
satisfaisant la régle de Johnson. Dans [6], les auteurs proposent aussi un algorithme qui énumere,

en permutant des taches des séquences optimales de Johnson, I’ensemble complet des séquences
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optimales. Une approche connexe basée sur la notion de séquence maximale est aussi proposée

dans [5].

Les problemes d’ordonnancement de type flow shop hybrid sont largement étudiés depuis
les années 1970. Les premiers travaux s’intéressent aussi bien a des ateliers composés de deux
étages qu’a des atelies composés d’un nombre indéterminé d’étages. Ils fournissent aussi bien
des méthodes approchées que des méthodes exactes. Gupta [25] montre que le probleme a deux
étages, avec pour objectif la minimisation de la plus grande date de fin, est NP-difficile au sens

fort des qu’un étage a plus d’'une machine.

Gupta et Tunc dans [27] proposent une étude du probleme FH2(1, Pm)//Cyq.. Ce probleme
est le probleme inverse de celui abordé dans [25]. Les auteurs montrent que le probléme est
NP-difficile et fournissent deux heuristiques qui seront réutilisées dans une PSE. La premiere
heuristique détermine dans un premier temps une liste de taches ordonnées selon les f(i) crois-
sants [38]. Ensuite, l'affectation des taches sur les machines du deuxieme étage se fait sur la
machine libre le plus tard, permettant a la tache de ne pas attendre et, si ce n’est pas possible,

sur la machine qui minimise le temps d’attente de la tache.

Les valeurs des f(i) se calculent avec la formule suivante :

[ (i) = sign(pi — p2i)/min(pui, p2i)

L, Sl p1; > P2 ;
avec sign(pi; — pi) = -1, sl pri < P2i;
comme on veut, sinon.

Heuristiquel
début

— FEtape 1 : Détermination d’une séquence

Soit S = (T1,Ts, ..., T,) la liste des tiches classées par f(i) croissant.

Sl y’a égalité, favoriser la tache ayant la plus petite durée d’exécution au premier étage

ou la plus grande durée d’exécution au deuxieme étage.

— FEtape 2 : Affectation de la séquence obtenue :

Pourp=1an fa_z're :

— soit 2 l’ensemble des machines du deuxiéme étage dont la date de disponibilité est
inférieure a la date de fin d’exécution de la tache T, au premier étage.

— 51 Q est vide alors affecter la tache T, a la premiére machine libre.
Sinon affecter la tache T, sur la derniére machine libre de €).
FinSt

FinPour

— FEltape 3 : Retourner au probleme initial.
n
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Heuristique2
debut
— FEtape 1 : Détermination d’une séquence
Soit S = (11, Tz, ..., T,) la liste des tiches classées selon LPT.

Sl y’a égalité, favoriser la tache ayant la plus petite durée d’exécution au premier étage.

— Ftape 2 : Affectation de la séquence obtenue :
Pour p=1 an faire :
— soit 2 l’ensemble des machines du deuxiéme étage dont la date de disponibilité est
inférieure a la date de fin d’exécution de la tache T, au premier étage.
— 51 Q est vide alors affecter la tache T, a la premiére machine libre.
Sinon affecter la tache T, sur la derniére machine libre de €).
FinSt
FinPour
— FEltape 3 : Retourner au probleme initial.
fin
La deuxieme heuristique est basée sur [32] : il affirme qu’il est préférable d’ordonnancer les
taches, a ’étape 1, selon la regle LPT, appliquée sur les durées d’exécution du deuxieme étage.
Dans le cas ou le nombre de machines au deuxieme étage est supérieur ou égal au nombre de
taches, il suffit de classer les taches par ordre décroissant de leur durée d’exécution au deuxieme
étage pour minimiser le temps d’achevement total. Gupta et Tunc fournissent ensuite deux
bornes inférieures qu’ils utiliseront dans une amélioration de la PSE de [11]. Ils proposent de
prendre comme borne supérieure, en entrée de la PSE, la meilleure des deux solutions données

par les deux heuristiques.

n
LB, = ZPM + 1rélii<nnp2i
i=1 ==
n
Z P2i
-1

LB2 = mgnnpli + —M(Q)

1<4

Plus le nombre de taches est important, meilleurs semblent étre les résultats des deux heu-

ristiques. Les auteurs soulignent que I'heuristique H2 est meilleure.

1.5 Résolution des problemes d’ordonnancement

Les problemes d’ordonnancement sont de complexité différente. Les problemes appartenant
a la classe P ont des algorithmes polynomiaux permettant de les résoudre. Pour les problemes

appartenant a la classe NP, I'existence d’algorithmes polynomiaux semble peu réaliste. Ainsi,
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Chapitre 1 Généralités en ordonnancement

différentes méthodes de résolution (méthodes exactes ou heuristiques), sont largement utilisées
pour appréhender les problemes N P-difficiles. Nous exposons dans cette partie, les grandes lignes
des méthodes les plus connues classées en trois catégories : les méthodes exactes, les heuristiques
constructives et les méthodes amélioratives. Aucune de ces méthodes n’est appliquée sur le

probleme étudié dans le chapitre 3, mais qui sera I’'un de nos objectifs plus tard.

1.5.1 Méthodes exactes

Dans ce paragraphe, il est question de trois types de méthodes exactes : la programmation
dynamique, la méthode de séparation et évaluation et la résolution a partir d’'une modélisation
analytique. Le temps de calcul de ces méthodes est exponentiel ce qui explique qu’elles ne sont

utilisables que sur des problemes de petites tailles.

1.5.1.1 Programmation dynamique

Introduite par Bellman dans les années 50 [3], la programmation dynamique se compose
d’un probleme de dimension n en n problemes de dimension 1. Le systeme est alors constitué
de n étapes que l'on résout séquentiellement, le passage d’une étape a une autre se faisant a

partir des lois d’évolution du systeme et d’une décision [14].

Le principe est de procéder a une décomposition en étapes du probleme, et de parcourir
a rebours (de la derniére décision aux précédentes) le processus de décision séquentiel associé
au probleme d’ordonnancement. Chaque étape correspond a un sous probleme que 1’on résout
optimalement en tenant compte des informations obtenues lors des étapes précédentes. Ceci
nécessite une formulation du critere sous forme de relation de récurrence liant deux niveaux
successifs. Comme les PSE, la programmation dynamique procede par énumération implicite de
I’ensemble des solutions. C’est une méthode a vocation plus générale que la PSE, mais la taille
des problemes qu’elle permet d’aborder est en revanche plus limitée. La encore, il est possible
d’appliquer des résultats de dominance et pour des problemes NP-difficiles de taille raisonnable,
on peut ainsi construire des algorithmes de programmation dynamique pseudo-polynomiaux
(désigne un algorithme capable de résoudre un probleme NP-complet en un temps polynomial,

moyennant un codage des données du probleme en base 1 ).

1.5.1.2 La méthode de séparation et évaluation

Est basée sur une énumération implicite et intelligente de ’ensemble des solutions réalisables.
Pour cela, la séparation consiste a décomposer le probleme initial en plusieurs sous-problemes
qui sont a leur tour décomposables. Ce processus peut se visualiser sous forme d’un arbre
d’énumération. Pour chaque sous probleme (noeud de I’arbre), la procédure d’évaluation calcule
(dans le cas d’un probléme de minimisation) une borne inférieure de la solution obtenue a partir
de ce sous probleme. Au préalable, une borne supérieure de la solution optimale a été calculée

et est utilisée pour éviter I'exploration de noeuds dont la valeur de la borne inférieure est
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supérieure a la valeur de la borne supérieure. Cette borne supérieure est réactualisée lorsquune
solution réalisable de valeur inférieure est atteinte. Ainsi, I’exploration de certaines branches de
I’arbre est coupée, ce qui permet de ne pas énumérer réellement toutes les solutions. Il faut donc
remarquer que l'efficacité d’un algorithme de séparation et d’évaluation est déterminée par la

qualité des bornes utilisées et par de bonnes conditions de branchement.

1.5.1.3 Modélisation analytique et résolution

La modélisation analytique d’un probleme permet, non seulement de mettre en évidence ’ob-
jectif et les différentes contraintes du probléeme, mais également, parfois de le résoudre. L’idéal
est d’obtenir un programme linéaire dont les variables sont réelles. Dans ce cas, il existe bon
nombre de solveurs pouvant le résoudre. Des que le probleme comporte des cotts fixes, ou des
décisions nécessitant 1'utilisation de variables entieres, les modeles deviennent plus difficiles a
résoudre. Il en est de méme lorsque le modele n’est pas linéaire, mais quadratique par exemple.
Néanmoins, il est parfois surprenant de voir qu'un probleme particulier de taille raisonnable
peut étre appréhendé et résolu par la programmation mathématique. Il est donc justifié de com-

mencer a étudier un probleme en proposant une ou plusieurs modélisations analytiques.

Malheureusement, tous les problemes ne peuvent étre résolus par cette approche car la
résolution de programmes linéaires mixtes, par exemple, demande souvent beaucoup trop de

temps de calcul.

1.5.2 Meéthodes heuristiques constructives

Pour les problemes de grandes tailles, les méthodes exactes ne sont pas envisageables de
par leur temps de calcul. Il est dans ce cas possible d’utiliser des méthodes approximatives qui
donnent des solutions certes sous optimales, mais obtenues rapidement. Ces solutions peuvent
ensuite servir de solution initiale pour les méthodes amélioratrices. La performance de tels al-
gorithmes est généralement calculée par le rapport entre la valeur de la solution calculée par
I'heuristique et la valeur de la solution optimale : R4(I) = A(I)/OPT(I) pour le pire des cas.
D’autres analyses de performances peuvent étre menées. Par exemple, I'analyse en moyenne
regarde le comportement moyen de I’heuristique en calculant R4 (), non pas seulement pour le
pire des cas, mais également pour la moyenne de plusieurs instances. De plus, lorsque la solution
optimale n’est pas calculable (parce que les probléemes sont de trop grande taille, par exemple),
il est également possible d’étudier expérimentalement le comportement de I’heuristique en com-
parant ses performances soit avec les performances d’autres heuristiques, soit avec des bornes

inférieures de la solution optimale.

Les méthodes par construction progressive sont des méthodes itératives ou a chaque itération,
une solution partielle est complétée. La plupart de ces méthodes sont des algorithmes gloutons

car elles considerent les élements dans un certain ordre sans jamais remettre en question un
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choix, une fois qu’il a été effectuée. De principe tres simple, ces algorithmes permettent de trou-

ver une solution tres rapidement. Parmi ces méthodes nous en exposons deux types.

Regardons tout d’abord, les algorithmes de liste. Ces algorithmes consistent, dans une
premiere phase, a calculer une liste qui donnera l'ordre de prise en compte des élements. Cette
liste construite a priori, a partir d’'un critere bien défini, n’est pas remise en cause au cours
de 'ordonnancement. La deuxieme phase de l'algorithme se réduit a considérer les élements

(processeurs ou taches) dans I'ordre de la liste pour construire I'ordonnancement.

Un deuxieme type de méthode par construction progressive, consiste a choisir, au cours de la
construction, I'affectation d’une tache sur une machine en utilisant des regles de prioritée. Ces
méthodes peuvent également étre vues comme des méthodes sérielles dynamiques ou les listes
sont reconstruites a chaque étape, selon un critéere qui peut évoluer dans le temps (le nombre
de taches disponibles, par exemple). Notons que si le choix de la tache a ajouter est guidée
par I'application d’un théoreme de dominance, qui permet d’établir des résultats concernant
'existence de solutions optimales si certaines hypotheses sont vérifiées [30], la méthode peut

donner la solution optimale.

1.5.3 Méthodes amélioratrices

Nous exposons, dans ce paragraphe, les méthodes d’améliorations locales les plus connues.
Ces méthodes sont initialisées par une solution réalisable, calculée soit aléatoirement soit a
I’aide d’une des heuristiques constructives exposées précédemment, et recherchent a chaque
itération une amélioration de la solution courante par des modifications locales. Cet examen se
poursuit jusqu’a ce qu’un critere d’arrét soit satisfait. L’utilisation de ces heuristiques itératives
suppose que 1'on puisse définir pour toute solution S, un voisinage de solution, N(S), contenant
les solutions voisines (proches dans un certain sens). En général, le voisinage d’une solution
est générée en appliquant, plusieurs fois et de facon différente, a cette solution, une petite
transformation (échanges, par exemple). A chaque solution S, nous associons le cott de cette

solution, ¢(S).

1.5.3.1 Méthode de descente

C’est I'une des heuristiques de recherche locale les plus simples. Elle consiste a rechercher
dans le voisinage de la solution courante, une solution de cott plus faible. Elle procede ainsi
jusqu’a arriver a un optimum local. Cette méthode a I'avantage d’étre rapide, mais s’arréte des
qu’un optimum local est atteint, meéme si celui ci n’est pas de bonne qualité.

Parmi ces méthodes, nous décrivons ici les méthodes d’échanges de type r-opt. Ces méthodes
d’optimisation ont été initialement proposées par Lin dans [33] pour résoudre le Probleme du
Voyageur de Commerce (PVC), mais elles s’appliquent également a tout probleme combinatoire

dont la solution consiste en une permutation de » composantes parmi n.
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Le terme r-optimal indique qu’une solution ne peut plus étre améliorée en échangeant r
élements. La méthode consiste donc a sélectionner r composantes et a regarder si en inter-
changeant ces composantes, on obtient une meilleure solution. Nous remarquons donc qu’une
solution n-optimale est une solution optimale (dans le cas d’un probleme de taille n). Ainsi, plus
r augmente, plus on se rapproche de la solution optimale, mais plus les calculs sont difficiles.
En effet, il y a C] facons de choisir r composantes et r! fagons de les échanger. En pratique, on

se limite & r = 2 ou 3.

1.5.3.2 Recherche tabou

La méthode de recherche avec tabous est basée sur des mécanismes inspirés de la mémoire
humaine [17]. Son principe de base est simple : la méthode tabou fonctionne avec une seule
configuration courante a la fois. Au départ une seule solution quelconque qui est actualisée au
cours des itérations successives. A chaque itération, le mécanisme de passage d’une configura-

tion, soit s, a la suivante, soit ¢, comporte deux étapes :

— On construit 'ensemble des voisins de s c¢’est a dire I’'ensemble des configurations acces-
sibles en un seul mouvement élementaire a partir de s. Soit v(s) ’ensemble de ces voisins,

— On évalue la fonction objectif f du probleme en chacune des configurations appartenant
a v(s). La configuration ¢, qui succede a s dans la suite des solutions construites par la
méthode tabou est la configuration de v(s) en laquelle f prend la valeur minimale.
Notons que cette configuration ¢ est adoptée méme si elle est moins bonne que s, c’est a
dire si f(t) > f(s) : c’est grace a cette particularité que la méthode tabou permet d’éviter

les minimums locaux.

Pour éviter de retourner a une configuration déja retenue lors d’une itération précédente, on
tient a jour et on exploite a chaque itération une liste de mouvements interdits, la "liste des

tabous” ou "liste tabou”.

1.5.3.3 Recuit simulé

Elle s’inspire des méthodes de simulation de Metropolis (année 50) en mécanique statistique.
La technique du recuit en métallurgie consiste a porter le matériau a haute température puis
a abaisser lentement celle-ci, ce qui permet d’obtenir un état solide bien ordonné d’énergie
minimale. La méthode du recuit simulé transpose le procédé du recuit a la résolution d’un
probleme d’optimisation : la fonction objectif du probléeme, analogue a 1’énergie d’un matériau,
est alors minimisée, moyennant I'introduction d’une température fictive qui est dans ce cas un

simple parametre de contrdle de 'algorithme [17].
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1.5.3.4 Algorithmes génétiques

Cette classe de méthodes est basée sur une imitation des phénomenes d’adaptation des étres
vivants. L’application de ces méthodes aux problemes d’optimisation a été formalisée par Gold-
berg en 1989 dans [21].

Les algorithmes génétiques fonctionnent sur une analogie avec la reproduction des étres
vivants. On part d’une population (ensemble de solutions) initiale sur laquelle des opérations
de reproduction, de croisement ou de mutation vont étre réalisées dans 1'objectif d’exploiter
au mieux les caractéristiques et propriétés de cette population. Ces opérations doivent mener
a une amélioration (en terme de qualité des solutions) de 1’ensemble de la population puisque
les bonnes solutions sont encouragées a échanger par croisement leurs caractéristiques et a
engendrer des solutions encore meilleures. Toutefois, des solutions de treés mauvaises qualités
peuvent aussi apparaitre et permettent d’éviter de tomber trop rapidement dans un optimum
local. Les difficultés pour appliquer les algorithmes génétiques résident dans le besoin de coder
les solutions, et dans les nombreux parametres a fixer (taille de la population, coefficients de
reproduction, probabilitée de mutation, ...). De plus, ces algorithmes demandent un effort de

calcul tres important.
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Flow shop a deux machines avec

recirculation

Dans ce chapitre, nous proposons une étude du probleme d’ordonnancement F2/recr/Ci,oz.
Ce dernier est de type flowshop sur deux machines avec duplication de taches sur la deuxieme
machine dont 'objectif est la minimisation de la date de fin de traitement de I’ensemble des

taches (makespan).

Nous commencgons par une présentation du probleme ainsi que les différentes notations
nécessaires a sa définition. Un exemple illustratif est aussi donné et un algorithme pour sa

résolution est proposé suivi d’'un exemple d’application.

2.1 Notation et position du probleme

Nous considérons le probleme d’ordonnancement F2/recr/Cy,q, suivant :

Soit T' = {T1,T5,...,T,} 'ensemble de n taches indépendantes & ordonnancer sur un en-
semble de deux machines M = {M;, M,}. L’atelier est de type flow shop. Chaque tache T; doit
étre exécutée une premiere fois sur la machine M; et un nombre fini de fois nb; sur la machine

M tel que :
— chaque opération est exécutée sur une machine sans interruption (la préemption des taches
n’est pas aurorisée),
— une machine ne peut exécuter qu'une seule opération a la fois,

— une opération ne peut étre exécutée par plus d’'une machine.

Le probleme précédent est illustré dans la figure suivante :
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Fi1G. 2.1 — Le probleme a deux machines

Pour un ordonnancement quelconque des taches notons :

— p1; : la durée d’exécution d’une tache 7T; sur la premiere machine;

— D2i1s D2i2s- - -, Painb; - les durées d’exécution d'une tache 7; sur la deuxieme machine pour
la nb; ieme fois ;

— t;x : date de début d’exécution d'une tache T; en position k sur la machine j.

L’objectif est la minimisation de la date de fin de traitement de ’ensemble des taches.

2.2 Exemple illustratif

Pour bien illustrer le probleme, considérons I’exemple suivant :
Nous disposons de 5 taches indépendantes 17,75, T3, T, et T5 a traiter sur deux machines M,
et M5. Les durées de traitement des taches sur les deux machines sont données dans le tableau

suivant :

T |1y |15 | T5 | Ty | T
pui |l 213241
nb; || 2| 1] 2|1 1
bl 11211213
pra || 3|/ |3/ |/

TAB. 2.1 — Durées de traitement des taches

Les ordonnancements sont généralement représentés par des diagrammmes dits de Gantt.
L’exemple donné est représenté ci-dessous. Les taches sont traitées sur deux machines sans
interruption. Chaque tache s’exécute une seule fois sur la premiere machine puis un nombre fini

de fois sur la deuxieme machine.
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My T Ty Tz Ty Ts
0 2 5 7 12 tetmps
g \ Ty \ Ty T; T, Tz Ty Ty
1] 2 3 5 1 8 11 14 la 19 ]

temps

Fi1G. 2.2 — Ordonnancement des taches sur les machines M, et M,

2.3 Algorithme de résolution

L’algorithme F2/recr/Ciua.

début
— Transformer le probleme considéré au probléeme F2//Cpar comme suit :
— Sur la premiére machine, les temps de traitement ne changent pas p\; = p;.

— Sur la deuzieme machine, les différentes opérations d’une méme tache forment une seule
nb;
opération tels que : ph = pag.
=1
— Résoudre le probléme F2//Car avec Ualgorithme de Johnson.

— Construire la solution du probléme initial F2/recr/Cpq. en partageant la durée de traite-
ment de chaque tache sur la deuriéme machine en durées de traitement de ses opérations

élementaires initiales.

Exemple

Considérons 5 taches se traitant sur deux machines M; et M, dont les durées de traitement

sont données dans le tableau suivant :

Lo | Ty | T |13 | Ty | T5
ml23l1]2]4
nhi | 3131211
pn | 1123 11]3
paa | 2 |2 2|/ |/
pas | 3 |4 |/ |/ |/

TAB. 2.2 — Durées de traitement des taches

Le diagramme de Gantt suivant nous donne un ordonnancement des taches sur les deux

machines M; et M, suivant 'ordre des indices.
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I Ty Ty Tz Ty Ts

1 Z 5 B ] 12 tenms
M, ’T_l‘ Ty T; T Ty |Ta| Ta Ty Ts T

0 2 3 5 1 10 12 15 17 13 2l 24 27 g

tetrms

F1G. 2.3 — Ordonnancement des taches sur les machines M; et M,

Pour résoudre le probleme de cet exemple, on applique I'algorithme F2/recr/Cq.. En sui-

vant les étapes de ce dernier on aura :

1. On transforme le probleme F2/recr/Cyhq,: au probleme F2//Cq., on obtient le tableau
des taches ci-dessous en considérant le temps de traitement d’une tache sur la deuxieme

machine comme étant la somme des durées de traitement de ses opérations :

! AR AEAEY

2

P, | 2|3]1]2]4

nb;
Phi=>pur | 6| 8|5 [1]3
=1

TAB. 2.3 — Durées de traitement des taches du nouveau probleme

2. En appliquant 'algorithme de Johnson, on aura 'ordonnancement donné ci-dessous :

Il T T/ Ty Ty Ty

v

1 3 & 10 12 tenps

v

0
. N T3’ T Ty Ts | T4
. tenms

Fi1G. 2.4 — Ordonnancement des taches suivant ’algorithme de Johnson

3. La derniere étape de 'algorithme nous donne le séquencement des opérations des taches
du probleme initial avec C),q, = 24. Ce séquencement est représenté dans le diagramme

suivant :
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o1 4 & 7 g 12 14 18 a0 . a3 tetnps

Fi1G. 2.5 — Séquencement final des opérations sur M,

Théoréme 2.3.1. L’algorithme précédent fournit une solution optimale pour le probleme
F2/recr/Crar en O(nlogn + N) ou N =Y nb;.

=1

Pour démontrer ce théoreme, on essaie de ramener le probleme sur deux machines avec
recirculation a un autre probleme équivalent F'2//C,.. pour lequel on appliquera l'algorithme

de Johnson.

Preuve

Supposons que dans une solution optimale du probleme F2/recr/Cq., nous avons deux
opérations quelconques d'une méme tache qui ne sont pas traitées successivement (voir la figure

2.6).

Mz T Tix Tax:

-
L

ti bt P tae trtiee  Cwee  temps

Fi1G. 2.6 — Un exemple d’ordonnancement des taches

En traitant 'opération T} a la date t;, + p;r, la solution reste réalisable et le (., ne change
pas de valeur car les opérations traitées entre T;; et Tj seront déplacées dans le pire des cas de

pir unités de temps vers la droite, donc traitées avant ;.. + pis .

En répétant cette opération un nombre fini de fois, on obtient une solution ou toutes
les opérations d'une méme tache sont traitées successivement (I'une apres 'autre sans temps
mort). La premiere étape de 'algorithme nécessite O(N) opérations et I’algorithme de Johnson

s’exécute en O(nlogn). A

Nous avons donc un algorithme polynomial. Le probleme F2/recr/Ci,.. est aussi facile a

résoudre.
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Flow shop hybride a deux étages avec

recirculation

Dans ce chapitre, nous proposons une étude du probleme d’ordonnancement F H2(1, P2)/recr
/Cinaz- Ce probleme est de type flow shop hybride a deux étages tel que le premier étage contient
une seule machine et le deuxieme étage comprend deux machines identiques. La duplication de
taches se fait sur le second étage. L’objectif est la minimisation de la date de fin de traitement

de I'ensemble des taches.

Nous commencons par une présentation du probleme ainsi que les différentes notations
nécessaires a sa définition. Un exemple illustratif est aussi donné. Nous proposons également
une modélisation du probleme en programme linéaire en variables réelles et bivalentes et enfin

des heuristiques pour sa résolution sont données.

3.1 Notation et position du probleme

Le probleme considéré est le suivant :

Soit T = {T1,Ts,...,T,} I'ensemble de n taches indépendantes & ordonnancer sur deux
étages. Le premier étage est constitué d’une seule machine M, et le second étage est composé
de deux machines identiques Ms;, Myo. L’atelier est de type flow shop hybride a deux étages.
Chaque tache T; doit étre exécutée une premiere fois sur la machine M;; du premier étage et

un nombre fini de fois nb; sur les deux machines My, My du deuxieme étage tel que :

chaque opération est exécutée sur une machine sans interruption (la préemption des taches
n’est pas aurorisée) ;

— une machine ne peut exécuter qu'une seule opération a la fois;

— une opération ne peut étre exécutée par plus d’une machine;

— deux opérations d’'une méme tache ne peuvent s’exécuter en méme temps.
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Le probleme précédent est illustré dans la figure suivante :

Iz

Idas

Fic. 3.1 — Le probléme a deux étages

Pour un ordonnancement quelconque des taches notons :

— pu1; : la durée d’exécution d'une tache 7T; sur la machine du premier étage ;

— poij : la durée d’exécution de 'opération j d'une tache T; sur le deuxieme étage;

— s; : la date de début d’exécution de la tache T; sur le premier étage;

— 15k la date de début d’exécution de l'opération j de la tache 7T sur la machine £ du

deuxieme étage.

L’objectif est la minimisation de la date de fin de traitement de I’ensemble des taches.

Exemple illustarif

Pour illustrer le probleme, considérons I’exemple suivant :
Nous disposons de 6 taches indépendantes T4, 15, T3, Ty, Ts et T a traiter sur deux étages. Les

durées de traitement de ces taches sur les deux étages sont données dans le tableau suivant :

T |1 | T2 | T3 | Th | T5 | T6
pu |l 21312 4|13
nb; 3| 2 113121 2
put |l 2143|113 | 2
el 112 /2] 2]2
pas | 3|/ |/ [3 ]/ ]/

TAB. 3.1 — Durées de traitement des taches

L’ordonnancement des taches est donné dans le diagramme de Gantt suivant. Les taches
sont éxécutées une seule fois sur le premier étage et un nombre fini de fois sur le second sans

interruption.
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T T, Tz Ty Ts Ts

T T4 T4 Ty T T Ts

T: T: Tz Ts Ty Ts

¥

temps

Fi1G. 3.2 - Exemple d’ordonnancement des taches sur deux étages

3.2 Modélisation mathématique

Les variables

. . . i o )
Soient les variables binaires a;; , Xij, et ;7 définies par :

1, sis;<s;; Vi,j=1n et i#j;
=
Y 0, sinon.

X { 1, sil'opération j de la tache T; est exécutée sur la machine k& du deuxieme étage ;
ijk =

0, sinon.

pouri=1,n; j=1,nb; k=2,3;

1, sila date de début de traitement de 'opération j de la tache T;
6;;] = < ala date de début de traitement de I'opération j’ de la tache Ty ;
0, sinon.

pour iai/ :17_”7 j7j/ = 17nb17

Et soit la variable y qui correspond a la date de fin de traitement de toutes les taches.

Les contraintes liées au premier étage

— Pour tout couple de tache (7;,7}), nous avons :

i +ag; = 1; hLji=1n; i#£7j;

— le traitement d’une tache ne commence que si le traitement de la tache qui la précede

s’acheve :

Si +pui—s; < My- (1 —ayj); Li=1n; i#j;
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sj+piy— s < M-y i,jzl,_n; i

n

ou M; est une trés grande valeur qui peut étre égale a > py;.
i=1

Les contraintes liées au deuxieme étage

— une opération d’une tache n’est affectée qu’a une seule machine :

3 —
k=2

— pour tout couple d’opérations nous avons :
B +8,=1; i, =Tn; j=1Lnb; j =1Lnby; j#j sii=1i;

— sur une méme machine, le traitement d’une opération d'une tache ne commence que si le

traitement de l'opération qui I’a précede est terminée :

Tijk—i‘pzij—?“i/j/kSM2'(1—5f;jl+2—Xijk—Xi/j/k); i, =1,n; j=1,nb;; j = 1,nby;
J#J sioi=i'; k=2,3;

1

-/

Tirjike + Doirgr — Tijk < M2'(ﬁij/+2_Xijk_Xi’j’k); i,i'=1,n; j=1,nb;; j'=1,nby ;
j#£7 st i=id; k=23;

n nb;
ol M est une tres grande valeur qu’on peut considérer égale & > > poj.
i=1j=1
— deux opérations d’'une méme tache ne peuvent pas s’exécuter au meme temps sur deux

machines différentes :

Tijk + D2ij — Tijrer < M, - (1 - ﬂfjj +2— Xijk - Xij’k") ;1= 1,

Tijie + Daijr — Tigr < Mo - (ﬂ;j +2 = Xy — Xigr);  i=1,n; j,j" =1,nb;;

n nbi
ou M est une tres grande valeur qu’on peut considérer égale & > > po;.
i=1j=1
Les contraintes liant les dates de début de traitement des taches du premier étage

avec le deuxieéme étage

— si aucun ordre n’est imposé pour les opérations :
le traitement d’une tache ne peut conmencer sur le deuxieme étage que si son traitement

sur le premier étage est achevé :

S;i +p1i < Tijks i=1n; j=1nb; k=23;
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la date de fin de traitement d’une tache sur le deuxieme étage est inférieure a vy :

Tijk T D2ij S Y i=1,n; j=1,nb; k=23;

si un ordre entre les opérations est imposé :

I'exécution d’une opération d’une tache T; ne peut commencer que si le traitement de
I'opération précédente est achevé :

Si + P1i < Titks i=1n; k=23;

Titk + P2i1 < Tiok; i=1,n; k=23;

Ti(nbi—1)k + D2i(nbi—1) < Tinb;k} i=1,n; k=23;
la date de fin de traitement d’une tache sur le deuxieme étage est inférieure a y :
Pinbsk + D2inb; < Y i=1n; k=2.3;

Nous remarquons que si 'opération j de la tache T; n’est pas traitée sur une machine k, la

variable 75, peut prendre n’importe quelle valeur.

Les contraintes de positivité et de binarité

( R

Xin€{0,1}: i=Tn, j=T1nb, k=23

B € {0,1}; ii'=T,n; j=Tnb; j =1nby; j#5 si i=4i,
si>0;  i=1n;

Tijk > 0; 1=1,n, j=1,nb;, k=23

\
La fonction objectif

Cmax = mln(y) )
Le nombre de variables et le nombre de contraintes d'un modele mathématique linéaire sont
deux indices par lesquels on peut mesurer la dimension et 'efficacité de la modélisation donnée.

Le nombre de variables du modele est donné par (n* + N? + 3N + 1) et et le nombre de
contraintes est égale a 5"("_1)+2N(9N_7) +43 nb? ou N = > nb;. Le but de I'expérience est

i=1 i=1
d’avoir une idée sur la capacité de résoudre le probleme avec le modele. Le jugement final sur

la possibilité d’application de ce modele dépend du logiciel et des équipements informatiques

disponibles.

A titre d’exemple : pour 'exemple précédent nous avons n = 6 et N = 13. Le nombre de
variables est égale a 245 et le nombre de contraintes est égales a 914. Nous remarquons que pour

cet exemple de petite taille, le nombre de variables et de contraintes est tres important.
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3.3 Le modéle final

Crnaz = min(y)

sous les contraintes :

; _

i + o =1 i,j=1,n; 1i#j;

si+pu—s; < M- (1—ay); i,j=1,n; i#j;
8j +pij — si < My - ayy; i,j=1,n; 1#j;

3

S Xg=1i =T j=Tub
k=2

B 159, =1 i =T j=TLnbs j=Tnbs j#j sii=i;

-/ -—

Tijk + D2ij — Tirjre < M2(1 - ﬁ;jjl +2— Xijk - Xi/j/k); i,/ =1,n; j=1,nb;; j =1,nby;

j# 3 pouri=1i; k=2,3;

-/ -—

Pug + Doy — i < Ma(B +2 — Xije — Xojn); i =1n; j=1nb; j =1 nby;
j#£j pouri=1i; k=23;

Tijk + P2ij — Tijier < Mo (1 — 53 +2 = Xijp — Xijw);  i=1n; 4,7 =1nb; j#j
kK =23, k#EK;

Tijrk + Daijr — Tijky < Mg(ﬁfj’ +2 = Xijie — Xijw ) i=1,n; 4,5 =1nb; j#j;
kK =2,3, k#EK;

Si + p1i < Tijk; i=1n; j=1,nb; k y 95
Tig +D2i; <y; i=1,n; j=1nb; k=23;
Si + p1i < T i=1,n; k=23;

Titk + P2i1 < Tioks t=1,n; k=23

Titmbi—1)k + D2inbi—1) < Timpgk; 0= 1,n; k=2,3;

Tinbik + P2inb; < Y5 i=1,n; k=23;
87" € {0,1}; i,i' =Tn, j=1Lnb; j =Lnby; j#j sii=1
5; > 0; i=1,n;
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La modélisation analytique d’un probleme permet, non seulement de mettre en évidence
I'objectif et les différentes contraintes du probleme, mais également, parfois de le résoudre.
Notre modele est un programme linéaire en variables réelles et bivalente. L’idéal est d’obtenir
un programme linéaire dont les variables sont réelles. Dans ce cas, il existe des solveurs efficaces
pour le résoudre. Des que le probleme comporte des variables entieres ou le modele n’est pas

linéaire, il devient plus difficile a résoudre.

Néanmoins, il est parfois surprenant de voir qu'un probleme particulier de taille intéressante
peut étre résolu par la programmation mathématique. Il est donc justifié de commencer a étudier
un probleme en proposant une ou plusieurs modélisations analytiques. De plus, cette démarche
a été simplifiée car il existe, actuellement, des langages de modélisation (comme MPL) permet-
tant d’écrire des programmes linéaires de facon formelle, proche de ’écriture mathématique, et

pouvant étre couplés directement a un solveur comme CPLEX.

3.4 Les bornes inférieures

Dans ce qui suit nous proposons deux bornes inférieures : LBy et LBs.

Proposition 3.4.1. La borne LB, = lrgljn {pui}+

D=

i=1j= 1<i<n

n nb;
{ { > Z D2ij + mln {ph})—‘ max {Z pgw}} est une borne inférieure.

Preuve

n nb;
{ { >0 p?z‘j“ ) max {Z pgw}} est la borne inférieure de la date de fin de traite-

=1 5=
ment des opérations sur le deuxieme étage si leurs traitement débutent a t = 0. Elle est déduite

du probleme P2//Cq.. Et bien sir le traitement des opérations sur le deuxieme étage ne peut

commencer que si au moins une opération de la méme tache est achevée au premier étage. B

1<i<n

nb;
Proposition 3.4.2. La borne LBy = th + min {Z pgi]} est une borne inférieure.

1=

Preuve

n
>~ p1; est la borne inférieure de la date de fin de traitement des taches sur le premier étage.
i=1
Elle est déduite du probleme 1//C},4,. De méme le traitement des opérations sur le deuxieme
étage ne peut commencer que si au moins une opération de la méme tache est achevée au pre-

mier étage. B

Corollaire 3.4.1. LB = max{LBy, LBy} est également une borne inférieure.
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3.5 Etude de quelques cas particuliers

Gupta et Tunc ont montré dans [27] que le probleme FH2(1, Pm)//Cia. est NP-difficile.
Nous présentons une autre preuve ou nous montrons que le probleme reste difficile méme si les

temps de traitement sur la premiere machine sont tous égaux.

Théoréme 3.5.1. Le probléme FH2(1, P2)/p1; = p/Chaz est NP-difficile.

Preuve

Considérons le probleme de décision connu sous le nom de 2-partition.

Etant donné n entiers positifs ay, ag, ..., a,, existe t-il un sous ensemble J C I ={1,2,...,n}/
Y>a;= >, a;? Ce probleme est NP-complet [31].
i€J iel\J

Montrons que ce probleme se réduit polynomialement au probleme de décision 1-2-machines

suivant :

Etant donné n taches indépendantes et non morcelables. Chaque tache a une durée de trai-
1

tement qui est égale a € tel que € < - sur le premier étage, une durée de traitement py; = a;

(une seule opération par tache nb; = 1V i = 1,n) sur le deuxieéme étage et soit un nombre

n
k= % > a;. existe t-il un ordonnancement de durée < k + 2¢?
i=1
I1 est clair que cette réduction est en O(n) et que ce probleme d’ordonnancement appartient
a la classe NP puisqu’on peut vérifier en un temps polynomial qu’un ordonnancement donné
vérifie toutes les contraintes.
Montrons que si le probleme de 2-partition possede une solution, alors le probleme 1-2-

machines possede une solution et vice versa.

Supposons que le probleme de 2-partition a une solution. Les taches du probleme d’ordon-
nancement sont traitées comme le montre la figure (F/G.3.3). Les taches correspondantes a
I'ensemble J sont traitées sur la machine Mpy; et les taches correspondantes a 'ensemble I\ J

sur la machine Ms,.

Le traitement d’une tache sur le deuxieme étage ne doit commencer qu’apres sa fin de trai-

tement sur le premier étage.
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IIIIIII||
M2y J
M 154 :
*
0 e 2 3E 1 k+E  k+7F temps

Fiac. 3.3 — Illustration du probléeme

A partir de 'ordonnancement des taches sur le deuxieme étage, on peut retrouver ’ordon-
nancement des taches sur le premier étage en ordonnangant en premier les taches ayant la plus
petite date de début de traitement sur le deuxieme étage. Et ainsi, on ordonnance toutes les
taches sur le premier étage.

Comme la somme des temps de traitement des taches sur chaqu’une des machines du deuxieme
étage est égale a k, alors C)e < Kk + 2e.

Donc le probleme de 1-2-machines a une solution de durée < k + 2e.

Supposons que le probleme 1-2-machines a une solution de durée < k + 2¢. Donc la somme
des temps de traitement des taches traitées sur la premiere machine du deuxieme étage est égale
a k; de méme la somme des temps de traitement sur la deuxieme machine du méme étage est
égale a k, car les temps de traitement sur les deux machines sont tous > 1. Ainsi le probleme

de 2-partition a une solution. WM

Dans ce qui suit, nous traitons un autre cas particulier du probleme, avec reciculation des

taches sur le second étage et des durées d’exécution des taches égales a 1 sur les deux étages.

Soient : by = n+ min {nb;}, by = [(1 + > nbi)/2—‘ + 1 et by = max {nb;} + 1.
1<i<n i=1 1<i<n

Proposition 3.5.1. C}, . = max {by, by, b3} est une borne inférieure pour le probléme F H2(1, P2)

max

[recr,pri = 1,p2i; = 1/Crraa-

Preuve

C’est une conséquence directe des propositions (3.4.1) et (3.4.2) car avec pq;; = 1 alors le

nb;
temps de traitement global de chaque tache T; sur le deuxieme étage est > po;; = nb;. W
j=1

Considérons I'algorithme suivant :

Algorithme (probleme F'H2(1, P2)/recr,pi; = 1,paij = 1/Crnaz) ;

début
— calculer C*

max ’

-t:=0; s:=0;
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— pour i := 1 haut n faire

— si il est possible de traiter la tache T; sur la premiére machine libre (soit M;)
du deuziéme étage sans dépasser C, ..
alors
— traiter la tache T; sur la machine du premier étage a l'instant t;

— traiter la tache T; sur la machine M; du deuxieme étage sans temps mort;
~t=t+1;
sitnon S =1,
Jsi
M"
- sis #0 alors

— déplacer, d’une unité de temps, toutes les taches du premier étage ;

— déplacer, d’une unité de temps, toutes les taches de la premiére machine du deuxieme
étage ;

— déplacer, jusqu’a C*

 azs toutes les taches de la deuzieme machine du deuzieme étage ;

— ordonnancer la tache Ty sur la machine du premier étage at = 0;

— ordonnancer d’une unité de temps la tache Ty sur la premiere machine du
deuxieme étage at=1;

— ordonnancer le reste de la tache Ts au début de la deuzieme machine (6t = 2) et a la
fin de la premiere machine du deuzieme étage si elle n’est pas entierement traitée sur

la deuxieme machine ;

Théoréme 3.5.2. L’algorithme précédent résout le probléme FH2(1, P2)/recr,p1; = 1,pa;j =
1/Chaz €t en O(n).

Preuve

L’algorithme consiste dans une premiere étape, a prendre les taches, une a une, et a ordon-
nancer chaque tache sans temps mort et sans dépasser C, . sur la machine du premier étage
et sur la premiere machine libre du deuxieme étage; jusqu’a ce que, soit, toutes les taches sont
ordonnancées, soit, il reste une tache a ordonnancer avec préemption. Un tel ordonnancement
est toujours possible avec n — 1 taches car dans le cas de deux machines paralleles identiques, le
nombre de préemptions est au plus égal a 1. Si la n-ieme tache est affectée sans préemption alors
la solution obtenue est optimale. Sinon, cette derniere tache doit étre préemptée et la solution

partielle obtenue se présente sous la forme de la figure suivante :
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My | T, T, T,

0 1 2 Ccr

mae  UEIMPS

F1G. 3.4 — Solution partielle

Le temps de fin de traitement sur la deuxieme machine du deuxieme étage peut étre inférieur,
égal ou supérieur au temps de fin de traitement de la premiere machine du méme étage. Il est

méme possible qu’aucune tache ne soit affectée a la deuxieme machine.

Alors I'ordonnancement optimal est obtenu en déplacant, d’une unité de temps, toutes les
taches du premier étage; en déplacant, d’une unité de temps, toutes les taches de la premiere

machine du deuxieme étage et en déplagant, jusqu’'a C* . toutes les taches de la deuxieme

max?

machine du deuxieme étage. Il est donné a la figure suivante ou la tache T est traitée dans la
partie hachurée.

My, / T, | T, T,

w7 7
w77

0 1 2 c

max

temps

Fi1Gc. 3.5 — Ordonnancement optimal

exemple

Soit a ordonnancer 4 taches de durées unitaires par opération avec les données suivantes :

L || Ty |1y | T3 | 1)

TAB. 3.2 — Données de ’exemple

Nous avons :
-C*  =6et s=4.

max

- La solution optimale donnée par ’algorithme est :
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My | Ty | Ty | 1| T3

Ma, 1y T; 1y

My, Ty T Ty

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fic. 3.6 — Ordonnancement optimal

On remarque que la tache T est interrompue deux fois. Une solution optimale avec un
minimum de préemptions peut étre obtenue en rangeant les taches par ordre décroissant des
nb;. Elle est donnée ci-dessous.

My | Ty Ty| Ty | T3

M. 21 Tl T2

M. 22 T4 TS

0 1 2 3 4 5) 6 temps

FiG. 3.7 — Ordonnancement optimal

3.6 Résolution du probleme FH2(1, P2)/recr/Cu.

Sommer les durées de traitement des opérations d’'une méme tache et les traiter I'une apres
I’autre, sans temps mort, sur la méme machine ne donne pas toujours la meilleure solution. Pour
cela nous donnons un contre exemple. Alors, Considérons un ensemble de trois taches dont les
temps de traitement sont données dans le tableau suivant :

L |n B[
D1 1 1 1
nb; 171211
P2i1 51316
D22 /15 ]/
Ph; = %:bl Paij || O | 8|6
j=1

TAB. 3.3 — Durées de traitement des taches
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la solution optimale est :

i1 Ti1| Ta | Ts

I'u'Igg Tg T3

u] 1 2 3 5 11 t_emps

Fic. 3.8 — Ordonnancement de taches du contre exemple

Nous remarquons que les 2 opérations de la tache T ne sont pas traitées I'une apres 'autre,
sans temps mort, sur une méme machine. La solution obtenue en additionnant les temps de
traitement des opérations de chaque tache pour ne former qu'une seule tache, et ainsi avoir le
probleme FH2(1, P2)//Caz, est de cout strictement supérieur.

3.7 Les heuristiques

La premiere étape de 'heuristique 1 se base sur 'algorithme F2/recr/Cihq. qui détermine
la séquence des taches a ordonnancer sur la machine du premier étage, ensuite les taches sont

affectées sur le second étage suivant la regle FAM.

3.7.1 L’heuristique 1

Heuristique H1
début

— Appliquer lalgorithme F2/recr/Cpa: en ne considérant qu’une seule machine sur le se-

cond étage. On obtient un ordonnancement des taches sur la machine du premier étage.
— Traiter les taches suivant cet ordre sur la premiere machine.
— Affecter les taches sur le deuxieme étage en respectant l’ordre des taches et leurs dates de
fin de traitement sur le premier étage (algorithme de liste).

— Retourner au probléeme initial.

fin

Gupta et Tunc [27] proposent une étude du probleme FH2(1, Pm)//Cpa:. Les auteurs
montrent que le probleme est NP-difficile et fournissent deux heuristiques sur lesquelles on s’est

basé pour donner trois heuristiques pour la résolution du probleme FH2(1, P2)/recr/Cpaz-

Dans la premiere, on additionne dans un premier temps, les durées de traitement des
opérations de chaque tache sur le deuxieme étage sur lesquelles la regle LPT est appliquée.
L’affectation des taches sur le second étage se fait sur la derniere machine libre, permettant a la
tache de ne pas attendre et si ce n’est pas le cas, sur la machine qui minimise le temps d’attente
de la tache.
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3.7.2 L’heuristique 2

Heuristique H2

début
— Transformer le probléme FH2(1, P2)/recr/Cpas au probleme FH2(1, P2)//Cyas en ad-

fin

ditionnant les durées de traitement des opérations sur le second étage de chaque tache.
Détermination d’une séquence :
Soit S = (11, Ty, ..., T,) la liste des taches classées selon la régle LPT suivant leurs durées
de traitement sur le second étage. Sl y a égalité, favoriser la tache ayant la plus petite
durée d’exécution au premier étage.
Affectation de la séquence obtenue :
Pourp=1an fa_z're :
— soit §) l'ensemble des machines du deuxiéme étage dont la date de disponibilité est
inférieure a la date de fin d’exécution de la tache T, au premier étage.
— 81 Q est vide alors affecter la tache T), a la premiére machine libre.
Sinon affecter la tache T, sur la derniére machine libre de €).
FinSi

FinPour

— Retourner au probleme initial.

La deuxieme heuristique se differe de la premiere dans la détermination de la liste des taches

a exécuter sur le premier étage. On détermine une liste des téaches ordonnées selon les f(7)

croissant.

Remarque

f(i) = sign(p; — ph;)/min(pl;, p;)

1, si Py > Phy;

avec sign(py; — ph;) = < —1, si ph; < Pa;;

comme on wveut, sinon.

3.7.3 L’heuristique 3

Heuristique H3

début

— Transformer le probléme FH2(1, P2)/recr/Cia,: au probléme FH2(1, P2)//Cpas en ad-

ditionnant les durées de traitement des opérations sur le second étage de chaque tache.

Calculer ensuite les f(i) avec la formule donné ci-dessus.

— Détermination d’une séquence :

Soit S = (11, Ts,...,T,) la liste des taches classées par f(i) croissant. S’il y a égalité,
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favoriser la tache ayant la plus petite durée d’exécution au premier étage ou la plus grande
durée d’exécution au deuxieme étage.
— Affectation de la séquence obtenue :

Pourp=1 an faire :

— soit ) l'ensemble des machines du deuxiéme étage dont la date de disponibilité est
inférieure a la date de fin d’exécution de la tache T, au premier étage.

— 81 Q est vide alors affecter la tache T, a la premiére machine libre.
Sinon affecter la tache T, sur la derniére machine libre de €.
Finsi

FinPour

— Retourner au probleme initial ;

fin

Dans la troisieme heuristique, la liste des taches a exécuter sur le premier étage est déterminée
en classant les durées de traitement des opérations des taches, sur le deuxieme étage, se-
lon la regle LPT puis on détermine le séquencement des taches sur le premier étage selon

le séquencement de leurs opérations.

3.7.4 L’heuristique 4

Heuristique H4
début

— Donner la liste des opérations des taches a traiter sur le second étage.

— Ordonner cette liste suivant la régle LPT. En cas d’éqgalité favoriser l’opération de la tache
ayant la plus petite durée d’exécution au premier étage.
— Déduire le séquencement des taches sur le premier étage d’apres celui des opérations.

— Affectation de la séquence obtenue :

Pour p=1a Zn: nb; faire :

— soit € l’ensé;iible des machines du deuzieme étage dont la date de disponibilité est
inférieure ou égale a la date de fin d’exécution de la tache de l'opération O, au premier
étage et de la date de fin de l’exécution de son opération sur le second étage.

— 81 Q est vide alors affecter lopération O, a la premiére machine libre.

Sinon affecter Uopération O, sur la derniére machine libre de Q.
Finsi
FinPour

fin
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Exemple

Dans 'exemple qui suit, on applique les trois heuristiques précédentes. Considérons 5 taches
se traitant sur deux étages tel que le premier étage est constitué d’une seule machine M, et
le second étage est constituée de deux machines My, et Mas dont les temps de traitement sont

donnés dans le tableau suivant :

Lo | Ty | T |13 | Ty | T5
mll23l1]2]4
nbi | 3131211
b | 1123 11]3
paa | 2 4| 2|/ |/
pas || 3 |2 /| /) |/

TAB. 3.4 — Durées de traitement des taches

3.8 Application des heuristiques

3.8.1 Application de I’heuristique H1

1. On transforme le probleme FH2(1, P2)/recr/Cpq. au probleme F2//C,q., on obtient le
tableau des taches ci-dessous en considérant le temps de traitement d’une tache sur le

deuxieme étage comme étant la somme des durées de traitement de ses opérations :

1! AR

(]

I EIEAENEIEY

lei
Phi=>paj | 6| 8|5 |13
j=1

TAB. 3.5 — Durées de traitement des taches du nouveau probleme

2. Apres l'application de l'algorithme F2/recr/Ci,q. sur le nouveau probleme, on aura le

séquencement des taches suivant sur le premier étage :

My | T T T’ T's T’

0 3 6 10 12 teraps

Fic. 3.9 - Ordonnancement des taches sur le premier étage
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3. Dans cette étape, on affecte la séquence des taches obtenue sur le second étage, on obtient

le résultat suivant :

M | T3 T T T's Ty
Mz T’ T
Iulgn ™ T T’y
1] 1 3 A 9 12 14 ”

temps

Fi1c. 3.10 — Ordonnancement des taches sur deux étages

4. on retourne au probleme initial en divisant la durée de traitement de chaque tache en

durées de traitement de ses opérations élementaires.

M Ts T T, Ts Ty
M T Ts T T T
Mz / T T T T; Ty
1] 1 3 f 8 10 12 14 i

tetmps

FiG. 3.11 — Ordonnancement des taches et opérations du probleme initial
La solution approchée donne un C,,, = 14.

3.8.2 Application de I’heuristique H2

En suivant les étapes de I’heuristique on aura :

1. On transforme le probleme FH2(1, P2)/recr/Chq. au probleme FH2(1, P2)//Cpaz, o0
obtient le tableau des taches ci-dessous en considérant le temps de traitement d’une tache

sur le deuxieme étage comme étant la somme des durées de traitement de ses opérations :

! EAFAEAEL

7

v 213[1]2]4

nb;
Phi=>puj|l 6 |85 |13
j=1

TaAB. 3.6 — Durées de traitement des taches du nouveau probleme
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2. En appliquant la regle LPT sur les nouvelles taches du deuxieme étage, on aura le

séquencement des taches suivant sur le premier étage :

Mn T; T T, T; Ty

tetups

Fic. 3.12 - Ordonnancement des taches sur le premier étage

3. Dans cette étape, on affecte la séquence des taches obtenue sur le second étage, on obtient

le résultat suivant :

M T’ T T, T T’
My T T
Mz I T’ T’y
0 3 56 10 12 14 16 >

temps

FiGc. 3.13 - Ordonnancement des taches sur deux étages

4. on retourne au probléme initial en divisant la durée de traitement de chaque tache en

durées de traitement de ses opérations élementaires.

My Ts T, T Ts Ty
Iz Ta Ta Ta Ts Tz
laa T T T Ts Ty
1] 3 5 f 8 10 12 14 18 i

termps

FiG. 3.14 — Ordonnancement des taches et opérations du probleme initial

La solution approchée donne un C,,, = 16.

3.8.3 Application de I’heuristique H3

1. On transforme le probleme FH2(1, P2)/recr/Chq. au probleme FH2(1, P2)//Cpaz, o0
obtient le tableau des taches ci-dessous en considérant le temps de traitement d’une tache

sur le deuxieme étage comme étant la somme des durées de traitement de ses opérations :
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! oo o

(3

v, 1213 |1]2] 4

nb;
Phi=Spaj|| 6| 8 | 5] 1] 3
j=1

o) 2 [5/3] 4] 1]1/3

TAB. 3.7 — Durées de traitement des taches et leurs f(i) pour le nouveau probléme

2. En classant les nouvelles taches par I'ordre croissant de leurs f(i), on aura le séquencement

des taches suivant sur le premier étage :

11 T’ T T T | T

terps

Fic. 3.15 - Ordonnancement des taches sur le premier étage

3. Dans cette étape, on affecte la séquence des taches obtenue sur le second étage, on obtient
le résultat suivant :

Mll T:j T,.‘_ T’g T:l T:3
M T's T T
Iulan T’y T
0 4 i 7 9 11 12 17 2 J

tetups

Fi1G. 3.16 - Ordonnancement des taches sur deux étages

4. on retourne au probleme initial en divisant la durée de traitement de chaque tache en

durées de traitement de ses opérations élementaires.
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Iy T Ty T4 T1 |T3
Ilg; Ts T T T3 Ts Ts
Mg T4 Ti Ta T
'
0 4 7 9 12 14 17 20 22
teraps

Fi1c. 3.17 — Ordonnancement des taches et opérations du probléme initial

La solution approchée donne un C,,, = 22.

3.8.4 Application de ’heuristique H4

1. On donne la liste des opérations des taches avec leur durées de traitement :

T‘i Tl 1 Tl 2 Tl 3 T2 1 T2 2 T23 T3 1 T32 T4 1 T5 1
pai | 1| 232423 ]2]1]3

TAB. 3.8 — Durées de traitement des opérations

2. On classe les opérations suivant leurs durées de traitement selon la regle LPT :

Ti || Toe | T30 | Tus | Ts1 | Tso | Tho | Ion | Tos | 111 | T
paij | 4 3 3 3 2 2 2 2 1 1

TAB. 3.9 — Le séquencement des opérations

3. A partir de ce séquencement, on déduit le séquencement des taches sur le premier étage :

A E TN

TaB. 3.10 — Le séquencement des taches sur le premier étage

4. L’ordonnancement des opérations et des taches est représenté dans la figure suivante :
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M Ty T3 T T; Ty
S T Tiz Ta1 / Ty
Mg Tz Tz Ti Tar | Tu| Ta
0 3 § 2 12 16 g

terps

FiG. 3.18 — Ordonnancement des taches et opérations sur deux étages

la solution approchée donne un C,,,, = 16.
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Chapitre 4

Expérimentations et interprétation des

résultats

Ce chapitre est consacré a la partie pratique. Pour la programmation, nous avons utilisé un
micro ordinateur de type Pentium(R)III, de 256 MO de RAM et de fréquence de 1 GHZ.
Nous avons cong¢u une application sous l'environnement Delphi7 sous lequel nous avons pro-
grammeé les heuristiques proposés dans ce mémoire. Nous donnons quelques résultats pour les
différents tests effectués pour les heuristiques du second probleme. Des commentaires et re-

marques suivront les résultats et nous terminons par une conclusion.

4.1 Tests et résultats

Nous avons effectué des tests uniquement sur les 3 heuristiques proposées HI1, H2 et H/.
L’heuristique H3 a donné des résultats médiocres. Pour cela, sur un nombre de taches fixé nous

avons généré les durées de traitement de ces taches et leurs opérations suivant les lois suivantes :

1. La loi uniforme;
2. La loi normale;
3. La loi exponentielle ;

4. La loi de poisson.

Pour un nombre de taches déterminé, nous avons généré 100 instances sur lesquels nous avons
appliqué les heuristiques cités ci-dessus. Pour la partie résultats, nous affichons dans les tableaux
qui suivent et pour chacune des 3 heuristiques, le pourcentage ou la date de fin de traitement
est meilleure, le nombre de fois que I'heuristique fournie une solution optimale (c’est-a-dire que
la solution obtenue coincide avec la borne inférieure LB) et la durée d’exécution moyenne de

chaque heuristique (en milliseconde).
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Ezxpérimentations et interprétation des résultats

4.2 Les résultats

Apres I'exécution des heuristiques, on obtient les résultats présentés dans les tableaux sui-

vants :

4.2.1 Les temps de traitement suivent une loi uniforme

pi € [1,30],nb; € [1,5]

pi € [1,30],nb; € [1,10]

Hl | H2 | H4 | HI | H2 | H4
T =10 Chaz 38 32 30 38 44 18
opt 0 1 0 0 1
durée-moy 0.71 2 1.61 0.9 2.8
T =20 Cinaz 43 40 17 21 57 22
opt 1 1 0 0 0 1
durée-moy 2.6 1.6 2.11 2.6 1.1 4.3
T =50 Cinaz 33 99 12 25 64 11
opt 1 0 1 2 0 0
durée-moy 5.01 2.8 5.71 4.81 2.7 12.82
T =100 Cinaz 31 60 9 10 66 24
opt 3 0 0 1 0 0
durée-moy | 10.43 5.52 12.82 13.82 7.62 41.66
T =250 Cinaz 25 70 5 12 74 17
opt 1 0 0 1 0 0
durée-moy | 50.36 21.83 61.68 96.08 27.97 204.25
T =500 Chaz 27 68 5 10 73 17
opt 0 1 0 0 1 0
durée-moy | 168.66 | 59.39 | 210.12 | 179.26 | 69.24 | 709.01
T = 1000 Chaz 24 66 10 10 66 24
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 585.16 | 173.97 | 748.2 | 630.81 | 210.72 | 2665.44

TAB. 4.1 — Les résultats obtenus avec la loi uniforme
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pi € [1,50],nb; € [1,5]

pi € [1,50],nb; € [1,10]

H1 | H2 | HA | Hl | H2 | H4
T =10 Chaz 40 35 25 33 52 15
opt 0 0 1 0 0 2
durée-moy 1.9 0.9 1.72 2.22 1.1 4.2
T =20 Chaz 43 39 18 30 53 17
opt 0 0 2 1 0 0
durée-moy 2.9 1.5 2.5 2.71 1.6 8.3
T =50 Craz 39 50 11 21 65 14
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy 5.1 3 5.61 6.3 3.5 18.73
T =100 Craz 37 56 7 14 69 17
opt 0 1 0 0 0 0
durée-moy | 4.03 7.52 15.32 | 12.82 | 14.01 77.72
T = 250 Craz 24 73 3 12 75 13
opt 0 1 0 0 0 0
durée-moy | 50.98 | 23.03 | 62.78 | 68.98 | 38.05 | 258.31
T =500 Chaz 18 76 6 10 74 16
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy | 164.64 | 59.98 | 210.64 | 175.07 | 67.6 692.59
T = 1000 Chaz 16 80 4 11 75 14
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 579.87 | 176.16 | 751.57 | 615.76 | 208.31 | 2596.06

TAB. 4.2 — Les résultats obtenus avec la loi uniforme
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4.2.2 Les temps de traitement suivent une loi normale

p; € [1,30],nb; € [1,5] pi € [1,30],nb; € [1,10]
H1 | H2 | H4 | H1 | H2 | H4
T =10 Chaz 48 26 26 32 48 20
opt 1 0 0 1 0 0
durée-moy 14 0.6 2.6 1.4 0.6 2.2
T =20 Chaz 40 33 27 33 63 4
opt 0 1 1 0 1 0
durée-moy 2.3 1.2 2.41 1.9 1.4 4.61
T =50 Chaz 34 55 11 28 71 1
opt 4 0 0 1 1
durée-moy 5.32 2.21 5.9 5.21 3.31 12.3
T =100 Chaz 37 60 3 22 7 1
opt 2 0 0 3 0 0
durée-moy | 11.72 5.9 13.34 11.7 7.21 34.46
T = 250 Chaz 28 71 1 17 83 0
opt 1 1 0 0 0 0
durée-moy | 47.57 | 20.63 | 55.89 | 54.56 | 24.31 | 181.08
T = 500 Chaz 29 69 2 18 81 1
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy | 165.25 | 58.79 | 204.09 | 177.18 | 70.01 | 674.98
T = 1000 Chaz 30 70 0 23 7 0
opt 0 0 0 1 1 0
durée-moy | 582.04 | 177.14 | 789.34 | 625.82 | 215.29 | 2512.5

TAB. 4.3 — Les résultats obtenus avec la loi normale
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pi € [1,50],nb; € [1,5] pi € [1,50],nb; € [1,10]
H1 | H2 | HA | H1 | H2 | H4
T=10 Chaz 44 27 29 30 48 22
opt 1 0 2 1 0 0
durée-moy 2 1 2.4 1.8 0.5 2.5
T =20 Chaz 41 39 20 30 62 8
opt 2 0 0 0 0 1
durée-moy 3 2 3.6 2.32 1.3 4
T =50 Chaz 33 55 12 32 67 1
opt 3 0 0 0 1 1
durée-moy 4.6 2.8 7.53 5.71 2.9 12.82
T =100 Chaz 27 69 4 23 7 0
opt 3 1 0 0 1
durée-moy | 12.02 | 6.32 | 14.31 | 11.42 6.3 33.47
T = 250 Crnaz 25 71 4 23 7 0
opt 1 1 0 0 0 0
durée-moy | 48.7 | 21.95 | 59.11 | 52.98 | 24.64 | 187.57
T =500 Chaz 25 75 0 18 82 0
opt 0 0 0 1 1 0
durée-moy | 166.25 | 60.9 | 207.88 | 174.72 | 68.12 | 670.18
T = 1000 Chaz 24 76 0 16 84 0
opt 3 0 0 0 0 0
durée-moy | 583.82 | 176.1 | 737.95 | 624.56 | 211.48 | 2518.21

TAB. 4.4 — Les résultats obtenus avec la loi normale
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4.2.3 Les temps de traitement suivent une loi exponentielle

i € [1,30],71[)1' S [1,5]

pi € [1,30],nb; € [1,10]

Hl | H2 | HA | HI | H2 | H4
T=10 Cinaz 52 19 29 29 23 48
opt 1 0 1 1 0 0
durée-moy 1.5 0.8 1.3 1.8 0.8 2.68
T=20 Cnaz 56 27 17 19 51 30
opt P 0 0 0 0 0
durée-moy 2.3 1.2 1.71 5.4 2.5 12.93
T =50 Chaz 48 33 19 18 44 38
opt 3 1 0 1 0 0
durée-moy 5 3.6 5.52 5.2 3 12.32
T =100 Cinaz 34 48 18 14 ol 35
opt 0 0 1 0 0 0
durée-moy | 13.12 7.2 16.13 10.72 5.3 32.86
T =250 Cinaz 26 49 25 19 54 27
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy | 48.16 | 22.52 59.2 49.8 21.72 173.38
T =500 Cinaz 28 99 17 15 61 24
opt 1 0 0 0 1 0
durée-moy | 163.12 | 59.31 | 201.69 | 176.54 67.8 660.61
T = 1000 Cinaz 26 62 12 17 71 12
opt 0 1 0 0 1 0
durée-moy | 589.37 | 180.48 | 731.95 | 614.36 | 206.29 | 2510.65

TAB. 4.5 — Les résultats obtenus avec la loi exponentielle A\ = 15
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pi € [1,50],nb; € [1,5] p; € [1,50],nb; € [1,10]
H1 | H2 | HA | Hl | H2 | H4
T =10 Chaz 50 22 28 26 25 49
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy 1.5 0.7 2 3.01 1.7 6.4
T =20 Chaz 47 27 26 18 37 45
opt 0 0 1 0 0 0
durée-moy 2.8 1.7 2.8 3.41 1.8 9.91
T =50 Craz 34 46 20 24 36 40
opt 1 0 0 0 0 1
durée-moy | 4.82 2.9 6.21 8.23 6.01 24.73
T =100 Craz 23 50 27 17 49 34
opt 3 0 0 0 0 0
durée-moy | 10.9 5.8 13.4 20.51 | 14.93 68
T =250 Chaz 18 53 29 11 54 35
opt 0 0 0 2 0 0
durée-moy | 49.2 22.21 58 67.52 | 38.67 | 248.87
T =500 Chaz 22 55 23 13 56 31
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 166.85 | 61.08 | 206.68 | 193.08 | 84.92 | 783.38
T = 1000 Chaz 19 64 17 16 83 1
opt 0 0 1 0 0 0
durée-moy | 591.97 | 178.99 | 728.37 | 629.47 | 212.42 | 2500.54

TAB. 4.6 — Les résultats obtenus avec la loi exponentielle A\ = 25
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4.2.4 Les temps de traitement suivent une loi de poisson

i € [1,30],71[)1' S [1,5]

pi € [1,30],nb; € [1,10]

Hl | H2 | HA | HI | H2 | H4
T =10 Craz 23 70 7 19 81 0
opt 0 0 0 1 0 0
durée-moy 1.5 1.1 1.81 1.9 0.9 3.7
T =20 Chaz 23 73 4 14 84 2
opt 0 1 0 0 0 0
durée-moy 2.2 1.1 2.6 3.5 1.7 6.02
T =50 Chaz 37 63 0 22 78 0
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy | 7.01 3.6 8.2 7.93 3.9 15.82
T =100 Chraz 21 79 0 15 85 0
opt 0 0 0 1 0 0
durée-moy | 19.13 | 10.82 | 22.94 | 15.52 7.7 44.07
T =250 Craz 25 75 0 14 86 0
opt 2 0 0 0 0 0
durée-moy | 56.07 | 24.12 | 67.02 | 56.68 | 26.24 | 192.71
T =500 Craz 30 70 0 18 82 0
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 170.95 | 61.29 | 205.7 | 178.23 | 69.19 | 670.38
T = 1000 Chaz 29 71 0 13 87 0
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 597.56 | 179.17 | 727.71 | 623.96 | 208.75 | 2476.88

TAB. 4.7 — Les résultats obtenus avec la loi poisson m = 15
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pi € [1,50],nb; € [1,5] p; € [1,50],nb; € [1,10]
H1 | H2 | HA | Hl | H2 | H4
T =10 Chaz 18 77 5 19 81 0
opt 1 0 0 1 0 0
durée-moy | 2.51 0.4 2.2 2.4 0.9 3.6
T =20 Chaz 16 80 2 13 87 0
opt 0 0 0 0 0
durée-moy 3.4 1.7 3.4 5.53 1.6 9.21
T =50 Craz 13 87 0 9 91 0
opt 1 0 0 0 0
durée-moy 6.3 3.61 7.91 6.3 2.9 16.7
T =100 Craz 15 85 0 8 92 0
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 14.7 8.21 17.14 15 8.92 43.66
T =250 Craz 16 84 0 8 92 0
opt 1 0 0 0 0 0
durée-moy | 53.68 | 26.64 | 64.18 | 56.47 | 25.14 | 193.56
T =500 Chaz 17 83 0 10 90 0
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 168.97 | 61.19 | 202.99 | 179.62 | 69.89 | 664.88
T = 1000 Chaz 26 74 0 14 86 0
opt 0 0 0 0 0 0
durée-moy | 590.24 | 178.26 | 717.02 | 633.87 | 214.25 | 2491.19

TAB. 4.8 — Les résultats obtenus avec la loi poisson m = 25
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4.3 Commentaires

1. La loi uniforme

e p; €1[1,30] et mb; € [1,5] :

a0 S
70 1
B0 -
w 307
& 40
S 30 4
20 1
10 1
|:| -
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T 1000
tiches

Fi1Gc. 4.1 — Représentation des résultats de la loi uniforme par histogramme

Nous remarquons que ’heuristique H1 donne une meilleure valeur de C,,,, par rapport a
I'heuristique H2 et H4 pour un petit nombre de taches (7' = 10,7 = 20). En augmentant
le nombre de taches, a partir de T" = 50 jusqu’a T' = 1000, I’heuristique H2 fournit la
meilleur valeur de C),,4., puis ’heuristique H1 suivie H4. Nous constatons que la solution
ne coincide que rarement avec la borne inférieure, mais ¢a n’empéche pas de d’obtenir

parfois des solutions optimales sauf pour un trés grand nombre de taches (7" = 1000).

e p; €[1,30] et nb; € [1,10] :

g0 -
70+
60 4
=
E 40 A
S 30
20 4
10
|:| -
T=10 T=2 T=100 T=250 T=300 T=1000
tiches

F1G. 4.2 — Représentation des résultats de la loi uniforme par histogramme

En augmentant le nombre d’opérations des taches (nb; € [1,10]), 'heuristique H2 devient

meilleure. Les bornes inférieures sont rarement atteintes sauf pour le cas ou 7' = 1000, la
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borne inférieure n’est jamais atteinte, ce qui veut dire que les heuristiques ne fournissent

pas de solutions optimales pour un tres grand nombre de taches.

e p; €[1,50] et nb; € [1,5] :

a0 5
80 4
70 1
B0
E a0 4
5 40 4
30 4
20 1
10 1
|:| -4
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T=1000
tiches
OH1 mH2 OH4

F1G. 4.3 — Représentation des résultats de la loi uniforme par histogramme

Nous remarquons que I’heuristique H1 est la mieux classée pour 7' = 10 et T" = 20,
I’heuristique H2 est en deuxieme position suivie de ’heuristique H4. A partir de T" = 50,
H?2 donne la meilleure valeur de C,,,, par rapport a H1 et 'heuristique H4 est en troisieme

position. Nous remarquons également qu’il est rare d’obtenir des solutions optimales.

e p; € [1,50] et nb; € [1,10] :

a0 -
70 1
B0 -
w207
& 40 A
S 30 4
20 1
10 1
|:| -
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T 1000
tiches

FiG. 4.4 — Représentation des résultats de la loi uniforme par histogramme

En augmentant le nombre d’opérations de taches nb; € [1,10], 'heuristique H2 reste
toujours la meilleure calssée, puis H1, ensuite H4 jusqu’a ce qu’a T = 50. A partir de
T = 100, 'heuristique H4 prend la deuxiéme position suivie de H1. Pour nb; € [1,10], les

heuristiques ne fournissent plus des solutions optimales a partir de T' = 50.

Page 67



Chapitre 4 Ezxpérimentations et interprétation des résultats

En ce qui concerne la durée moyenne d’exécution de chaque heuristique, elle varie selon
le nombre de taches. En augmentant le nombre de taches (opérations) et la durée de
traitement, la durée augmente et varie de quelques millisecondes a quelques secondes au
maximum, mais H4 possede toujours la durée d’exécution la plus élevée suivie de H1 et
de H2.

2. La loi normale

e p; €[1,30] et nb; € [1,5] :

80 -
70 4
B0 4
w 907
E 40 4
S 30 4
20
10 4
04
T=10 T=2 T=4 T=100 T=230 T=500 T=1000
tiches

Fi1G. 4.5 — Représentation des résultats de la loi normale par histogramme

I’heuristique H1 donne la meilleure valeur de C,,,, ensuite H2 puis H4 pour un petit
nombre de taches (7= 10 et T' = 20). Dés qu’on augmente le nombre de taches (a partir
de T'=50), H2 est la meilleure classée et H4 est en troisieme position et son pourcentage

devient nul pour 7" = 1000.
e p; € [1,50] et nb; € [1,5] :

g0 -
70 4
B0
w 207
Z 40 A
S 30
20 4
10
|:| -
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T=1000
tiches

Fi1G. 4.6 — Représentation des résultats de la loi normale par histogramme
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En augmentant la durée de traitement des opérations p; € [1,50], le méme raisonnement

est déduit sauf que le pourcentage devient nul a partir de 7' = 500.

® D, E [1,30],711)@ S [1, 10] et p; € [1,50],71[)2 S [1, 10] :

a0 5
g0 4
70+
B0
a0 H
40
304
20 1
10 4

Cmax

T=10 T=20 T=30 T=100 T=250 T=300 T=1000

tiches

OH1 mHZ OH4

Fi1G. 4.7 — Représentation des résultats de la loi normale par histogramme

a0 -
a0
70 A
B0
E a0
5 40 -
30 4
20 4
10 4
|:| -4
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T 1000
tiches
OH1 mHZ2 OH4

Fi1G. 4.8 — Représentation des résultats de la loi normale par histogramme

En augmentant le nombre d’opérations nb; € [1,10] I'heuristique H2 donne la meilleure
valeur de (), pour un petit et un grand nombre de taches. L’heuristique H4 ne donne
pratiquement pas de meilleure valeur de C,,,, a partir de T' = 100. Des cas d’optimalités

sont obtenus dans certains cas.

En augmentant le nombre d’opérations de taches, la durée moyenne d’exécution augmente

pour atteindre quelques secondes et millisecondes pour nb; € [1,10].
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3. La loi exponentielle

® p; € [1,30] et lel S [1,5] :

70
G0
50
5 40 4
& 30
204
10 4
o+ T
T=10 T=2 T=100  T=250 T=500 T=1000
tiches

Fi1Gc. 4.9 — Représentation des résultats de la loi exponentielle par histogramme

Nous remarquons que ’heuristique H1 fournit un meilleur pourcentage de C,,., pour
T =10, T = 20 et T' = 50. L’heuristique H4 est meilleure que H2 pour T" = 10, ce qui
est le contraire dans le cas ou T'= 20, T' = 50. A partir de T" = 100, H2 devient la mieux

classée ensuite H1 et en dernier H4.

e p; € [1,50] et nb; € [1,5] :

70
B0
a0 4
5 40 +
& 30 -
204
10 4
0
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T=1000
tiches

F1G. 4.10 — Représentation des résultats de la loi exponentielle par histogramme

Si on fait varier les durées de traitement des opérations (p; € [1,50]), I'heuristique H1
fournit un meilleur pourcentage de C,,,, pour T = 10, T' = 20. A partir de T" = 50, H2
devient la mieux classée ensuite H4 (pour 7' = 100, T = 250 et 7' = 500 ) et en dernier
H1. Mais pour T" = 1000 I’heuristique H1 est la meilleure classée que H4.
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e p; € [1,30] et nb; € [1,10] :

g0 -
70 4
60
w 207
Z 40 A
S 30 4
20 4
10 4
0
T=10 T=2 T=4 T=100 T=250 T=500 T 1000
tiches

FiG. 4.11 — Représentation des résultats de la loi exponentielle par histogramme

Nous constatons que pour 7' = 10, I'heuristique H4 donne la meilleure valeur de C,,,, mais
en augmentant le nombre de taches (a partir de 7' = 20), H2 est en meilleure position.
L’heuristique H4 est mieux classée que H1 jusqu’a ce que le nombre de taches soit égale
a 1000 ou H1 devient meilleure que H4.

e p; € [1,50] et nb; € [1,10],

ag -
a0
704
B0
E a0
5 40 1
30 4
20 4
10 4
|:| -4
T=10 T=100 T=250 T=500 T 1000
tiches
OH1 mH2 OH4

Fic. 4.12 — Représentation des résultats de la loi exponentielle par histogramme

Dans le cas nous remarquons que ’heuristique H4 fournit la meilleure valeur de C,,,, sui-
vie de H2 et H1, pour T'= 10, T'= 20 et T = 50. A partir de 7" = 100 la meilleure valeur
de Ciuqe est obtenue par I'heuristique H2, puis I'heuristique H4 et en derniere position
c’est 'heuristique H1. L’heuristique H1 est meilleure que H4 pour un nombre de taches
T = 1000.

Les solutions optimales sont rarement obtenues par les heuristiques proposées . La durée

moyenne d’exécution est importante en augmentant le nombre d’opérations. L’heuristique
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H4 possede toujours la durée moyenne d’exécution la plus élevée et ne dépassant pas

quelques secondes.

4. La loi de poisson

e p; €[1,30] et nb; € [1,5] :

a0 5
80 4
70 1
B0 4
E a0 4
5 40 -
30 4
20 1
10 1
|:| i T
T=10 T=2 T=100 T=250 T=500 T=1000
tiches
OH1 mH2 OH4

Fi1G. 4.13 — Représentation des résultats de la loi de poisson par histogramme

On constate que 'heuristique H2 fournit de meilleure valeurs de C,,, allant de T = 10
jusqu'a T = 1000. L’heuristique H1 est mieux classée par rapport a H4. A partir de

T = 50, 'heuristique H4 fournit des valeurs nuls de C, 5.

e p; €[1,30] et nb; € [1,10] :
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tiches
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F1G. 4.14 — Représentation des résultats de la loi de poisson par histogramme

Le méme raisonnement est déduit en augmentant le nombre d’opérations (nb; € [1,10]),
sauf que les valeurs de C),,, s’annulent pratiquement pour toutes les valeurs de nombre

de taches a I'exception de T" = 20.

Page 72



Chapitre 4 Ezxpérimentations et interprétation des résultats

e p; € [1,50] et nb; € [1,5] :
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FiGc. 4.15 — Représentation des résultats de la loi de poisson par histogramme

Un raisonnement similaire a celui du premier cas est déduit pour ce cas.

e p; €[1,50] et nb; € [1,10] :
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F1G. 4.16 — Représentation des résultats de la loi de poisson par histogramme

Un autre raisonnement est également similaire a celui du second cas est déduit pour ce

cas.
On déduit que si on augmente le nombre d’opérations nb; € [1,10], I'heuristique H4 ne

fournit pas de meilleure valeur de C),,, a partir de T' = 20, quelques soient les valeurs de
€ [1,30],p; € [1,50] et H2 reste la meilleure.

Les solutions optimales sont pratiquement rares obtenues. Les durées moyennes de traite-
ment croient en augmentant le nombre d’opérations et H4 est I’heuristique qui possede la

durée d’exécution la plus élevée.
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4.4 Conclusion

Apres la réalisation de plusieurs tests, nous avons constaté que les résultats different d’une
loi & une autre. Nous avons remarqué que ’heuristique H1 s’adapte mieux dans le cas d'un
petit nombre de taches (10, 20 et 50 taches) et au petit nombre d’opérations (nb; € [1,5]) pour
les lois uniforme, normale et exponentielle. En augmentant le nombre d’opérations des taches,
I’heuristique H4 est la mieux appropriée dans le cas de la loi exponentielle et H2 dans les cas
des lois uniforme et normale. Pour un grand nombre de taches, I'heuristique H2 est la mieux
positionnée. En ce qui concerne la loi de poisson, 'heuristique H2 est la mieux appropriée pour

un petit et grand nombre de taches et d’opérations.
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Conclusion générale

La recherche en ordonnancement a beaucoup approffondi ses résultats ces derniéres années.

Les contraintes prises en compte dans les travaux récents sont de plus en plus complexes.

Dans ce mémoire, nous avons présenté deux problemes d’ordonnancement de taches non
préemptifs, de type flow shop dont le but est la minimisation de la date de fin de traitement
des taches. Le premier probleme est I’ordonnancement sur deux machines avec recirculation de
taches sur la seconde machine. Nous avons montré que ce probleme est polynomial et nous avons
donné un algorithme pour sa résolution. Le second probléeme consiste en ordonnancement sur
deux étages, avec une machine sur le premier étage et deux machines identiques sur le second.

Les taches peuvent étre traitées un nombre fini de fois sur le deuxieme étage.

Le second probleme traité est tiré d’une application réelle. Une série de pieces, avant étre
traitées sur un ensemble de machines paralelles subissent un test ou un contrél de qualité et de

conformité. Les pieces non conformes ou de mauvaise qualité sont rejetées.

Nous avons modélisé ce probleme sous forme d'un programme linéaire en variables réelles et

bivalentes. Le nombre de variables et de contraintes de ce modele est tres important.

Nous avons montré que le probleme sans recirculation, pour des durées de traitement des
taches égales a 1 sur le premier étage, est NP-difficille. Nous avons également montré que le
probleme avec recirculation, pour des durées de traitement des taches égales a 1 sur le premier

et le second étage, est polynomial et nous avons proposé un algorithme pour sa résolution.

Nous avons aussi proposé quatre heuristiques pour la résolution du second probleme défini
et chaqu’une des heuristiques differe de 'autre dans la regle utilisée pour déterminer la séquence

des taches sur le premier étage.

Des expérimentations numériques ont été effectuées en réalisant une application informa-
tique implémentée sous délphi7. Ces expérimentations se résument dans ’application des trois
heuristiques (H1, H2 et H4) sur plusieurs instances dont les durées de traitement des taches

sont générées aléatoirement suivant différentes lois de probabilité.
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Conclusion générale

Comme perspectives a notre travail, d’autres méthodes de résolution peuvent prendre part,
en faisant appel aux méthodes exactes (programmation dynamique, procédure par séparation et
évaluation, etc) et aux métaheuristiques (recuit simulé, recherche tabou, algorithmes génétiques,
etc) que nous envisageons d’utiliser pour comparer les résultats de ces méthodes avec ceux que
nous avons déja obtenus. Nous souhaitons également se rapprocher de la réalité par 'illustration
sur un probleme de production concret. C’est-a-dire considérer un vrai probleme industriel d'une

entreprise de production et lui appliquer les différentes méthodes que nous avons développé.
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