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Modélisation d’une station d’épuration des
eaux useées

Résumé

Nous étudions dans ce mémoire un probléme de controle rencontré lors de la modélisation
des stations d’épuration des eaux. Comme dans tous les cas des procédés biochimiques, le
modele est souvent mal connu et il n’est plus possible de construire des observateurs exactes.
Aussi nous avons appliqué un observateur par intervalle et avons adopté la démarche qui
consiste & borner supérieurement et inférieurement l'incertitude sur le modéle, et & déduire
ensuite une estimation supérieure et inférieure des variables d’état a estimer. Nous observons
sur les résultats numériques que cet observateur permettrait de tenir compte des bornes
dynamiques données & priori. De plus cet observateur peut étre réglé et adapté a d’autres
situations.

Mots-clés : Observateur par intervalles, observabilité, modélisation, bioréacteur, station

d’épuration.
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Introduction

Les stations d’épuration essayent de réduire la pollution se trouvant en grande concen-
tration dans les eaux usées avant de les rejeter dans les milieux naturels dont les capacités
auto épuratoires ne peuvent venir & bout d’une telle concentration. L’opération effectuée
par ces stations s’appelle Le traitement des eaux usées.

En tant que mathématiciens nous allons nous intéresser & une étape dans le traitement
des eaux usées qui bénéficie de ’aide apportée par les théories et outils mathématiques, en
loccurrence la théorie du contréle. Cette étape c’est celle du traitement biologique qui a lieu
dans ce que nous appellerons le bioréacteur. Notre but sera d’observer (estimer) certains
composants essentiels du bioréacteur, sous certaines conditions (observabilité, mesures en
ligne...), et ceci pour palier au manque de capteurs capables de fournir ces estimations.
Nous construirons pour cela des observateurs ou capteurs logiciels, nous présenterons aussi
des méthodes pour venir & bout de certains obstacles (erreurs de modélisation, données
incertaines, ... ), I'une d’elle sera la construction d’observateurs par intervalles, qui se base
sur la propriété de coopérativité du modele de bioréacteur.

Notre mémoire est structuré comme suit Chapitre 1: nous décrirons les stations d’épurations
et les différentes étapes dans leur fonctionnement, ainsi que le procédé des boues activées,
et nous exhiberons un modéle de bioréacteur. Chapitre 2 : Nous ferons un rappel concer-
nant certains aspect de la théorie du controle : Controlabilité, Observabilité, Décomposition
canonique, Dualité. Chapitre 3 : Nous introduirons la notion d’observateur et nous don-
nerons quelques exemples. Chapitre 4: Nous exposerons le cas ou les systémes étudiés
sont incertains, et donc les observateurs adéquats. Chapitre 5 : nous afficherons des ré-
sultats numériques de I'implémentation de certains observateurs, et nous finirons par une

conclusion.



Chapitre 1
La Station d’Epuration des Eaux

Usées

1.1 Introduction

Collectées par les réseaux d’assainissement d’une agglomération, les eaux usées urbaines
contiennent de nombreux éléments polluants provenant de la population (eaux ménageres,
rejet de toilettes, etc) et des activités industrielles. Elles sont acheminées vers une station
d’épuration ou elles subissent plusieurs phases de traitement, dont le but est de diminuer

suffisamment la quantité de substances polluantes :
Phase 1 : Les traitements préliminaires ou prétraitements

De nature mécanique : dégrillage (élimination des polluants solides les plus grossiers),

dessablage, dégraissage.
Phase 2 : Le traitement primaire

C’est une décantation” primaire ayant pour but d’éliminer les matiéres organiques sé-

parables par sédimentation.
Phase 3 : Les traitements secondaires

Ce sont des traitements biologiques analogue & ceux qui ont lieu dans les étangs de facon

naturelle, mais & rendement plus élevé.

Phase 4 : Les traitements tertiaires

(Waction de débarrasser un liquide de ses impuretés en les laissant se déposer au fond d’un récipient.



1.1. Introduction

Ils ont pour but de compléter plus ou moins I’épuration selon les normes de qualité
requises.

Vient ensuite le rejet dans les milieux naturels [16].

On s’intéresse o la "Phase 3.

Prétraitement Prétraitement Traitement primaire
Dégrillage Dessablage, déshuilage Décantation

i

Traitement secondaire Traitement secondaire
Clarification Traitement biologique
[Laphase3

Sortie en riviére

Figure 1.1.1 : Les phases de traitement dans une station d’épuration des eaux usées

Dans la grande majorité des cas, I’élimination des polluants carbonés (organiques) et
azotés s’appuie sur des traitements biologiques.

Ces traitements biologiques reproduisent artificiellement les phénomeénes d’auto-épuration
existant dans la nature, et ceci en leur assurant une plus grande vitesse d’exécution.

Ces phénomeénes d’auto-épuration des eaux consistent en la dégradation des éléments pol-
luants sous I’action des micro-organismes (bactéries, protozoaires). Cette dégradation exige,
souvent, une quantité d’oxygene appelée DBO (Demande Biologique en Oxygéne) exprimée
en mg/l, ou bien DCO (Demande Chimique en Oxygéne). On a alors un renseignement sur

la quantité de polluants (substrat) dans ’eau usée.

Micro-Organismes CO,, H,O, NH;
. . (Biomasse) .
Matiére organique + Oq » < Energie
(Substrat)
Multiplication



1.2. L’utilisation des micro-organismes

1.2 L’utilisation des micro-organismes

La fermentation microbienne est un procédé qui consiste & faire croitre une population de
micro-organismes (bactéries, levures, ... ), qu’on appelle biomasse et qu’on note souvent Xi,
au dépend de certains éléments nutritifs, qu’on appelle substrat et qu’on note souvent Si,
sous des conditions environnantes (pH, température, aération, ...) favorables. Il résulte
de cette activité métabolique des produits qu’on note Pi. Ces réactions naturelles, peuvent

étre apprivoisées pour diverses utilisations :

a) Croissance microbienne : I'objectif est la croissance du micro-organisme. Exemple :

fermentation pour produire de la levure de boulanger.

b) Production métabolique : 'objectif est de faire synthétiser par les cellules (biomasse)

un produit favorisé. Exemple : Pénicilline, Ethanol. ...

c) Consommation de substrat : dans ce cas c’est la dégradation du substrat qui est visée.

Exemple : procédé de dépollution.

d) Etude phénoménologique : le but est I’étude du micro-organisme. Exemple : com-

prendre son développement.

La majorité des procédés biotechnologiques développés & I’échelle industrielle utilisent
des cultures bactériennes composées d’une seule espéce de micro-organisme (culture pure),

contrairement aux milieux naturels composés de diverses espéces.

1.3 Les installations a boues activées

Dans les traitements secondaires, il existe plusieurs types de traitements biologiques, I'un

d’entre eux est le procédé des Boues Activées.

C’est le traitement biologique le plus simple, son concept remonte au début du siécle passé
(vers 1914) (voir [14]), son principe de fonctionnement consiste & maintenir une concentra-
tion désirée de culture bactérienne en suspension dans les eaux résiduaires, par des dispositifs
d’aération et de mélange. Il fonctionne selon la technique des cultures libres : les micro-
organismes sont dispersés dans un bassin de sorte que la biomasse ou micro-organismes entre
constamment en contact avec les polluants. Ce procédé a ’avantage d’avoir un traitement
plus homogene et une meilleure maitrise des facteurs d’épuration (apport d’eau résiduaire

(eau usée) et de masse bactérienne) comparé aux techniques a cultures fixes.



1.4. Les types de bioréacteurs

Les installations a boues activées sont des systémes d’épuration aérobie, c’est a dire
nécessitant un apport d’oxygéne. La culture bactérienne est maintenue dans un bassin
(aérateur), alimenté par les eaux usées provenant d’un premier décanteur. Ce bassin est
aéré, par un systéme d’aération, et brassé car le brassage est nécessaire pour homogénéiser

le mélange et éviter les dépots.

L’eau usée aérée, il se forme des flocons, qu’on appelle "boues", constitués des micro-
organismes et de particules colloidales!). Les matiéres organiques, entrant en contact avec
ces flocons (contenant les bactéries), sont alors dégradées pour donner de ’eau, du dioxyde
de carbone et d’autres éléments non organiques.

Aprés un temps de séjour dans ’aérateur, le nouveau fluide mixte formé de boues et
d’eau épurée se dirige vers le clarificateur, qui est un décanteur secondaire, I’eau épurée est

ainsi séparée des boues par décantation.

Les boues constituent a cette étape un déchet encore trés liquide, elles sont alors envoyées
dans une unité de traitement spécifique, en vue de leur épandage agricole ou de leur élimi-
nation, mais une partie de ces boues est réinjectées dans ’aérateur, cette opération s’appelle
"la recirculation des boues", ceci permet de maintenir la masse bactérienne contenue dans

l'aérateur & un niveau compatible avec les performances épuratoires attendues [12].

Eaux usées

Liqueur mixte Eaux épurées
AERATEUR |———» | DECANTEUR [——»

Vidange des boues

Recyclage des boues N
P enexces

Figure 1.3.1 : Schéma fonctionnel du procédé d’épuration par boues activées

1.4 Les types de bioréacteurs

Le bioréacteur est un microcosme controlé et contenant des organismes vivant, dont les
flux de matiére a ’entrée et a la sortie sont maitrisés. L’aérateur, cité ci-dessus, peut alors
étre considéré comme un bioréacteur. Du point de vue de la modélisation mathématique, il

existe deux types de bioréacteurs :

(UParticules organiques ou non de petites dimensions, ne pouvant étre décantées.



1.5. Modélisation du bioréacteur

I) Les réacteurs infiniment mélangés : pour lesquels le milieu réactionnel est homogeéne

et les réactions sont décrites par des équations différentielles ordinaires.

IT) Les réacteurs a gradient spatial de concentration : pour lesquels les réactions sont

décrites par des équations aux dérivées partielles.

Le deuxiéme type de bioréacteurs est plus réaliste, en dépit des efforts d’homogénéisation
par le brassage. Cependant, on se bornera a étudier le premier type dont on présentera un

modele, méme si la tendance actuelle est de construire des modéles faisant intervenir des

EDP.

1.5 Modélisation du bioréacteur

1.5.1 La modélisation des bilans de matiéres

L’informatique, comme outil puissant de modélisation, a participé a I’émergence d’un large
éventail de modeéles pour les systémes biologiques. Cette diversité pourrait nous amener
a croire en une liberté de choix du modeéle a utiliser, or cette diversité est beaucoup plus
un casse-téte qu’'une liberté de choix : les régles de construction et la méthodologie suivie
pour faire ces modéles ne sont pas toujours les mémes, et ceci nous laisse perplexe devant
Iappréciation de leur qualité et le bien fondé de la prétention qu’ils ont de traduire la réalité
biologique.

Les différences entre ces modeles viennent surtout du fait qu’il n’y a pas de régles ou
lois, régissant les phénomeénes biologiques, admises par tous comme en physique. On peut
aussi citer comme autre raison, la complexité de ces phénomenes, cette complexité génére
parfois une mauvaise connaissance des systémes biologiques. On se retrouve ainsi devant des
systémes le plus souvent non-linéaires, certaines parties de ces systémes sont mal connues
ou carrément inconnues, les mesures sur ces systémes sont alors difficiles par manque de
capteurs, et les mesures possibles sont souvent bruitées.

Il reste toute fois les régles physiques auxquels les systémes biologiques obéissent aussi,
comme la conservation de la matiére.

Nous présentons dans cette section une méthode pour construire des modeles biologiques,
et plus précisément des modeles a bilan de matiére, comme décrite dans [6]. Dans cette

méthode pour arriver & notre modeéle, nous devons suivre les étapes suivantes :



1.5. Modélisation du bioréacteur

1. Le schéma réactionnel du procédé biochimique : Il décrit au niveau macroscopique
I’ensemble des réactions biologiques et chimiques, en définissant la transformation de
deux réactifs A et B en un produit C'. On adopte pour ce schéma un formalisme

semblable & celui de la chimie.

¢

kasA+kpB——p /{ZCC+ X

ol ¢ est la vitesse de réaction, correspondant ici & la vitesse de formation de la biomasse
X.
ka et kg : Les rendements de consommation de A et B, et ko le rendement de

production de C.

2. Le choix des réactions et des variables : Le choix des réactions a prendre en compte
ainsi que les composants qui interviennent dans ces réactions, se fera sur la base de la
connaissance dont on dispose sur le procédé et des mesures qui auront pu étre réalisées.
Il faut donc bien choisir le schéma réactionnel en ayant a I’esprit 'objectif du modéle
(observer le systéme, le simuler, recueillir des informations. .. ), et la précision qui en

est attendue.

3. Formulation des comportements dynamiques : En réacteur infiniment mélangé, le
comportement dynamique des différents composants du procédé découle directement
de l'expression du bilan de matiére qui exprime que la variation de la quantité d’un
composé est égale a la somme de ce qui est produit ou apporté, diminué de ce qui est

consommé ou soutiré.

4. Validation du modele : cette derniére étape est la plus importante vu les hypotheses,
souvent invérifiables, qui sont faites. L’objectif général est de vérifier que le modele
répond bien aux objectifs qui lui ont été fixés. La validation doit se faire & partir
d’un jeu de données n’ayant pas servi a construire le modéle, et pour des conditions

expérimentales différentes.

Ainsi construit le modeéle & bilan de matiére peut étre utilisé pour surveiller le procédé
(observateur) ou bien pour le gouverner (controleur). Par contre, si ’objectif de la modélisa-
tion est la simulation, il faudra expliciter les vitesses des réactions en fonction des variables

d’état du systéme et des variables environnementales, ce qui est une étape assez délicate [6].



1.5. Modélisation du bioréacteur

1.5.2 Modéle du bioréacteur

La modélisation du procédé des boues activées en entier nécessite la modélisation de I'aérateur,
du décanteur secondaire et faire le lien entre les deux modéles, un modeéle pour ce procédé est
présenté dans [14], dans notre travail on va se limiter au modeéle du bioréacteur (I’aérateur).

L’aérateur est un bioréacteur alimenté en continu en eau usée. L’objectif du mod-
éle présenté ci-dessous est de décrire de facon générale les dynamiques mises en jeu dans
I’aérateur sans spécifier les processus biochimiques. On fera comme hypothése 'homogénéité
du mélange dans ’aérateur.

Les dynamiques de variation de chaque composant dans le bioréacteur sont régies par

deux phénoménes :
e Le premier est un processus de conversion dii aux réactions chimiques, biologiques et

biochimiques.
e Le second est un processus de transfert de masse dii aux échanges gazeux et liquides

avec le milieu extérieur.
La composition du milieu liquide étant supposée homogene, les dynamiques des deux

processus peuvent étre exprimés par des équations différentielles ordinaires mettant en jeu

les concentrations uniformes des composés dans 1’aérateur.

Aération CO;
Qin ’ gin >
Entrée de | affluent
A Qad ) %ad >
Q gr &_,a v V, Sortie vers le décanteur
Recyclage du décanteur
Figure 1.5.1 : Schéma fonctionnel de I'aérateur
On a alors le modele d’aérateur suivant, qui considére I’existence de n composés (C1, - -+, Cp,)
mettant en jeux m réactions (Ry,--- , R,,) avec m < n, écrit sous forme matricielle :
d
di“ =Ko,(&,) — (1+¢)DE, + ¢.DE, + D, +U (1.5.1)
avec :
§a= &, gm] (1) représente le vecteur des concentrations de chaque composé

dans I'aérateur (c’est 'état du systéme).

(ULe symbole (*) est utilisé pour indiquer la transposée.



1.5. Modélisation du bioréacteur

& = [5 o ,fmq} , représente le vecteur des concentrations de chaque composé
provenant de la recirculation des boues et déversé dans ’aérateur.
Ein = [5 Lin gm.n] , représente le vecteur des concentrations de chaque composé
déversé dans l'aérateur.

ki oo Fim
K= .t |,oulesk; (;:11:;) sont des constantes stcechiométriques.

knl Tt knm

*
D, (&) = |DPra(E,) - @ma(ga)} le vecteur des taux des réactions (Ry, -, R,,)V)
Qin o Qin : Le débit d’eau entrant dans 'aérateur.

D = , est le taux de dilution, avec

a V., : Le volume d’eau dans ’aérateur.
¢, = ——, avec Q,: Le débit d’eau recirculée entrant dans ’aérateur.

in
U= [U1 e un} , Ol U; = Ui — Uis POUr 2 = 1---n, est la différence entre le flux

gazeux par unité de volume a 'entrée (représenté par I'indice e),
et celui a la sortie (représenté par I'indice s), pour un composé C;.
Dans la figure (1.5.1 ) les termes Q,q et £,, représentent respectivement : le débit du
fluide et les concentrations des composants du fluide sortant de I'aérateur et se dirigeant

vers le décanteur.

Remarque 1.5.1 Le terme K®,(£,) décrit les cinétiques des réactions, les autres termes
représentent les dynamiques de transport a travers l’aérateur.

L’inconnue de l’équation (1.5.1) et l'état &,, tous les autres termes sont théoriquement
connus et il ne reste qu’a résoudre l’équation différentielle pour avoir l’état du systéme € ,(t).
Malheureusement, en réalité certaines parties de l’équation (1.5.1) sont mal connues comme
les cinétiques, ou bien les entrées du systéme, et souvent des parties de l’état sont inconnues
car inaccessibles a la mesure et donc la condition initiale £,(0) est inconnue et on ne peut
pas déterminer une solution unique pour [’équation (1.5.1).

Dans la suite de notre mémoire, nous déduirons de cette structure générale du modéle
du bioréacteur (aérateur) un modéle & bilan de matiére, qui ne prendra pas en compte les
cinétiques des réactions, et ceci en raison de l’objectif qui est de construire des observateurs

pour le bioréacteur.

(ULe taux de conversion de chaque composé C; impliqué dans une réaction R; est proportionnel au taux

de réaction @, avec une constante stoeechiométrique k;;.



Chapitre 2

Observabilité des systémes linéaires

On se limite aux systémes linéaires en dimension finie.
Soit donc le systéme linéaire général (2.0.1) constitué des deux équations (2.0.1a) et
(2.0.1b) :(M)

©(t) = Ax(t) + Bu(t) , £(0) =x9 € R" (2.0.1a)
y(t) = Cz(t) , >0 (2.0.1b)
avec:
z(t) € R® est le vecteur d’état.
y(t) e R? est le vecteur des sorties (les observations effectuées).
u(t) € R™ est le Controle ou I’entrée, c¢’est une fonction définie sur [0, 4o00|

localement intégrable.

A€ M,»,(R) est la matrice systéme qui est connue.

B € M,«m(R) représente la fagon dont I’état x(t) est affecté par 'entrée u(t)
c’est aussi une matrice connue.

C € Myy,(R) représente la fagon dont I'état x(t) affecte la sortie y(t), qui est connue.

L’équation différentielle (2.0.1a) est I’équation représentant 1’évolution du systéme étudié.

L’équation (2.0.1b) est I’équation des sorties ou des mesures effectuées sur le systéme étudié.

La solution de ce systéme sera notée z*°*(.), pour mettre en évidence la dépendance par

rapport a la condition initiale x( et ’entrée u. Elle est donnée par :

t
0

On peut consulter pour ce chapitre, par exemple : [21], [20], [15], [2].

d
(U Le point dans 1’écriture : i(t), signifie : d—f

10



2.1. Controlabilité

Dans notre mémoire nous allons nous intéresser en premier lieu a l'observabilité des

systémes du type (2.0.1)

Le probléme est le suivant : étant donné un systéme du type (2.0.1) mais avec une
condition initiale xy inconnue, peut-on déterminer de fagon unique l'état du systéme z(t)
(la solution de I’équation différentielle (2.0.1a)) & chaque instant ¢ 7.Si oui alors le systéme
(2.0.1) est dit observable.

Avec une condition initiale inconnue on ne peut pas déterminer une solution unique pour
I'équation différentielle (2.0.1a). Cependant nous avons 1’équation des sorties (ou mesures)
(2.0.1b) qui va nous fournir a chaque instant ¢ les valeurs de certains composants de 1’état
x(t) mais pas tous, car ¢a dépend de la forme de la matrice C' qui en réalité n’est jamais
égale a l'identité. La forme de cette matrice C' ainsi que la forme de la matrice A peuvent

nous dire si le systéme (2.0.1) est observable ou non (voir théoréme 2.2.1).

Une fois assuré de l'observabilité du systéme (2.0.1) on construira un observateur qui

produira une estimation de I'état x(t).

En fait nous avons besoins de déterminer de facon unique I’état du systéme pour deux
raisons :
1) Avoir des renseignements sur la dynamique du systéme.
2) Appliquer des controles en boucle fermée (qui prennent en compte I’état du systéme x(t)),
c’est a dire appliquer un contréle v qui dépend de ¢t et de z pour amener le systéme vers un

état désiré.

2.1 Controlabilité

Méme si I'estimation des états des systéemes, en elle méme, a un intérét indéniable comme
la détection des perturbations de fonctionnement, un grand intérét réside toute fois dans
I'utilisation de ces estimations pour controler automatiquement le systéme étudié. C’est
pour cette raison qu’on va donner dans cette partie, quelques notions sur la controlabilité

des systémes.

Définition 2.1.1 On dit qu’un contréle u transfert l’état a € R™ wvers l'état b € R™ a

Uinstant T si :
@ (T)=1b

On dit aussi que [’état b est atteignable o partir de l’état a au temps T'.

11



2.1. Controlabilité

Définition 2.1.2 Le systéme (2.0.1) est controlable si n’importe quel état b € R™ peut étre

atteint a partir de n'importe quel état a € R™, a un temps T > 0.

Définition 2.1.3 On appelle Gramian de Controlabilité une application linéaire continue
LE telle que :
Lt :R* — R"
r — Lir= fOT e* BB*e s xds

La matrice L, = fOT e BB*e %ds est dite Matrice de Controlabilité.

Remarque 2.1.1 Le théoréme et les propositions qui vont suivre ne seront pas démontrés,
mais nous démontrerons ceux de la section suivante, on peut retrouver leurs démonstrations

dans la référence [21].

Théoréme 2.1.1 Critére de KALMAN

Le systéeme (2.0.1) est controlable si, et seulement si la matriceC = (B AB A?B ... A" 'B)
est de rang complet par les lignes égal a n (c’est a dire que toutes les n lignes de C sont
linéairement indépendantes).

On dit alors que la paire (A, B) est controlable.

Remarque 2.1.2 La matrice C est obtenue en concaténant B, AB, A’B, ..., A" 'B.
Puisque chaque matrice A*B est de méme dimension que B, soit n x m, la matrice ré-

sultante C est alors de taille n X nm.

Proposition 2.1.1 Le systéme (2.0.1) est controlable si, et seulement si la matrice de

controlabilité Ly est réguliére pour tout T > 0.

Proposition 2.1.2 La matrice de controlabilité L est réguliére si, et seulement si la ma-

trice C est de rang complet n.

Exemple 2.1.1 Soit l’équation différentielle suivante :
d*x
dt?
'I'(()) - 517 61 € R
#(0) =&, &HER

On réécrit ’équation sous la forme d’un systéme du premier ordre, on pose pour cela :

0 (), e
o=50-( 000

12
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2.1. Controlabilité

Le systeme s’écrit alors :
{ 4(t) = Az(t) + BU
2(0) = 20 = (§1,62)"

0 0 10 U
avec : A = , B = et U = .
1 0 0 0 0

On calcule ’exponentiel matriciel :

O AT 1 0 00
At
— = 0
e Z ] <() 1) + (t ()> + Ugyo +

n=0

()

On trouve alors la matrice de controlabilité :

T
LY = / e*BB*e? 0 ds
0
/T 10 1 0 10 1 s
— ds
o \s 1 00 00 01
(1 s
:/ ds
0o \s s2
_ <T %)
o T2 T3
2 3

det(LE) = % > 0, la matrice LL est donc non singuliére et le systéme est alors con-
trolable.

On peut ausst vérifier que la matrice :

1
cz@AB):( 00 0)
0010

est de rang complet n = 2.

Un exemple de contréle est le suivant :
u(t) = —B* e T (L (e Ta—b)  pour t € [0,T)

Ce contréle transfert nimporte quel état a vers n’importe quel état b a l'instant T'.

13



2.1. Controlabilité

En prenant par exemple a = (£,,&,)* et b= (0,0)*, le controle U s’écrit :

o= (9)-6)67E D (G )E-0)
) ‘(3 Y t) (—— B ) (Tfif)

Done, en revenant & notre équation d’origine, le controle u(t) qui transfert ’état initial

(2(0),2(0)) = (&;,&,) vers létat final (0,0) a linstant T est :

12 T2 tr T
u(t) = _T(?fl - 751 + 552 — t&,)
Définition 2.1.4 Un systéme en boucle ouverte est un systéme ow le controle (I’entrée) est

mdépendant de la sortie.

Ce type de controle suppose une connaissance parfaite du systéme, c’est a dire que pour
avoir une sortie ¢, il faut appliquer le "bon" contréle @. C’est le cas du contréle dans
’exemple précédent onl on a pris des conditions initiales (z(0), #(0)) = (&;,&,) et donc qu’on

a supposés connaitre parfaitement, alors qu’en réalité on ne les connait pas aussi bien.

Définition 2.1.5 Un systéme en boucle fermé est un systéme ou le contrdle dépend d’une

fagon ou d’une autre de la sortie. On appelle ce type de contréole "feedback”.
On effectue ainsi, avec ce type de controle, un retour de I'information [19].

Définition 2.1.6 On appelle bouclage d’état linéaire ou réqulateur linéaire ou feedback du

systéme (2.0.1), un contréle du type :
u(t) = Kx(t), t>0 (2.1.1)
ot K € My, (R) est dite matrice de gains de contre réaction.

Un systeme dont le controdle est sous la forme du feedback précédent est donc un systéeme
en boucle fermée, si on suppose bien sir que la sortie du systéme est ’état lui méme c’est
a dire que dans I'équation (2.0.1b) on a C' = I«

Un tel controle est dit stabilisant s’il assure la stabilité asymptotique du point d’équilibre
du systéme (Porigine), c’est a dire que la solution (2.0.2) du systéme (2.0.1) doit vérifier :

() — 0.

t—o00

14



2.2. Observabilité

On dit aussi que le systéme est stabilisable.
A vrai dire tout systéme (2.0.1) controlable est stabilisable par un feedback, voir 2], [21].
11 suffit de voir qu’en remplagant le feedback (2.1.1) dans le systéme (2.0.1), il devient :

(t) = (A+ BK)z, z(0) = x
y=Cx

dont la solution est
ng,u@) _ 6(A+BK)t:L‘0

du coup, en choisissant la matrice K, de telle sorte que A+ BK n’ait que des valeurs propres
a parties réelles strictement négatives,on a :

%t (t) — 0.

t—o0

Pour arriver & ce résultat de stabilisabilité, on a pris un controle qui dépend de la sortie
(un feedback), mais cette sortie n’est pas n’importe laquelle, c’est 1’état lui-méme. Ceci se
traduit en prenant la matrice C' = I,,.,, dans I’équation (2.0.1b).

Ce choix d’une sortie égale a I’état tout entier n’est pas seulement en exigence math-
ématique pour assurer la stabilisabilité du systéme, il a aussi d’autres justificatifs comme
I’étude générale du systéme réel. Par exemple, pour les bioréacteurs, on a besoin de données
sur I’état z(t) pour : les détections de pannes (manque d’oxygéne, mauvais brassage,...), la
détermination des stades d’évolution du systéme (mortalité de la biomasse, saturation en
substrat,...),....

Toute fois, chercher a connaitre tout 1'état x(¢) est une chose qui n’est pas toujours
possible en pratique, car mesurer tout ’état peut étre tres cotiteux, d’un point de vu financier
(le cotit élevé des instruments de mesures), technique (la rareté des capteurs fiables), mais

aussi d’un point de vue du temps).

2.2 Observabilité

Puisqu’on ne peut pas toujours mesurer tout I’état, deux solutions se présentent :

e Adopter une nouvelle approche du probléme qui prendra en compte la connaissance

incompléte de 1’état.

(1) Certaines mesures en biochimie peuvent prendre beaucoup de temps. Exemple : la mesure de la DBOj

prend au moins cinqg jours.

15



2.2. Observabilité

e Essayer de reconstruire cet état a partir des mesures (ou observations) disponibles et

de l'entrée appliquée.

La premieére solution étant difficile, c’est la deuxiéme solution qui est la plus utilisée. Si

cette reconstruction est possible, théoriquement, alors le systéme est dit observable.

Définition 2.2.1 Le systéme (2.0.1), est dit observable si pour tout vecteur xo de R™, il
existe un temps T fini et un contréle u définie sur [0,T) tels que si x(0) = x¢ et qu'on
applique wu, alors la connaissance de la sortie y sur lintervalle [0,T] permet de déterminer

Zo-
Remarque 2.2.1 Pour retrouver [’état x(t), il suffit d’utiliser la formule (2.0.2).

Définition 2.2.2 On appelle Gramian d’observabilité une application linéaire continue LL

telle que :
Lg R* — R»
v — LLr= fDT e sCrCetads
La matrice LL, = [T eA™sC*CeAsds est dite Matrice d’observabilité.

0

Théoréme 2.2.1 Critére de KALMAN
C

CA

Le systeme (2.0.1) est observable si, et seulement si la matrice O = | CA? est de

CAnfl
rang complet n (C’est a dire que les n colonnes de O sont linéairement indépendantes).

On dit alors que la paire (A, C) est observable.
Remarque 2.2.2 La taille de la matrice O est np X n.
Avant de démontrer ce théoréme on va énoncer un lemme et donner sa preuve :

Lemme 2.2.1 Le systéme (2.0.1) est observable si, et seulement si la matrice d’observabilité

LY est définie, ou bien inversible, pour au moins un T > 0.

16



2.2. Observabilité

Preuve. Remarquons d’abord que LL est une matrice symétrique non négative. En

effet soit x,y € R™ alors) :
T *
<L£m,y> = </ e SC*C’eASxds,y>
0
T
— / <eA SC’*C'eAsa:,y> ds
0

T
= / <x,eA*SC'*C’eASy>d8
0

T
= <x,/ eA*sC’*C'eAsyds>
0

= (x,Lty)

donc LY est bien symétrique.
Soit maintenant z € R™, on a donc :

T

(Liz, z) = e C*Ce 2ds, z>

[e=]

T
<CeASz, C’eAsz> ds

I
S—

T 2
HCeASzH ds
0

>

)

Donc L7 est une matrice non négative.
A présent, montrons que LL est inversible.

Soit la solution du systéme (2.0.1) donnée par (2.0.2) :

t
270U (t) = e —|—/ A=) Bu(s)ds
0

En multipliant les deux cotés de I’égalité par la matrice C', on trouve :

t
y(t) = Cetlay +/ Ce =% Bu(s)ds
0

et donc :
t
Ceag = y(t) — / Ce =) Bu(s)ds (2.2.1)
0
On multiplie encore les deux cotés par e C*, et on intégre entre 0 et 7. Ceci nous

donne :

T T
/ eNtCrCeMdt xo—/ O f(t)dt

0 0

(I Le symbole (.,.) représente le produit scalaire dans R” et la norme associée est notée par ||.|.
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2.2. Observabilité

ou f(t) =y(t) — fot Cet=%) Bu(s)ds est une fonction & valeurs dans RP connue, car dépen-

dante seulement de y(t) et de u(t) qui sont connus sur [0,7]. Donc

T
LE 2 = / MO f(t)dt
0

cette écriture nous permet, si LL est inversible pour ce T, de tirer I'état initial o & partir de
y(t) et de u(t) sur [0, T, et donc le systéme est observable. En utilisant (2.0.2) on reconstruit
enfin I'état x(t) pour tout ¢t dans [0, 7.

Inversement, on va supposer que le systéme (2.0.1) est observable et LL n’est inversible

pour aucun 71" > 0.

LE nest pas inversible < Ker Ll # {0}

donc Jv € R™, v # Ogn tel que (LETv,v) = 0.

<Lgv,v> = <v,Lgv> car Lg est symétrique

T

_ / (0, M C"CeM) dt
OT

= / <C’eAtv,CeAtv> dt
oT 2

- / |ceto|® at
0

=0

donc
Cev =0 pp sur [0, 7]

On peut écrire donc :
vt € [0, 7] Cet'(v + 20) = CeMag

donc d’apres (2.2.1) on confond les états g et zg + v, puisque v # Ogn, c’est & dire qu’on a

déterminé deux états initiaux pour la méme sortie y(t) et la méme entrée appliquée au sys-
téme wu(t) sur 'intervalle [0, T]. Donc le systéme (2.0.1) n’est pas observable, contradiction.
[ |

Vient maintenant la démonstration du théoréme :

Démonstration. Nous venons de montrer que le systéme est observable si, et seulement
si LL est inversible pour au moins un 7" > 0.

Nous allons montrer alors :

LE n’est pas inversible < 7¢(O0) < n

18



2.2. Observabilité

LL n’est pas inversible < Jv # Ogn, <Lgv, v> =0

Donc

< Jv # Ogn, <v, Lgv> =0 car LY est symétrique
& Jv # Ogn, fOT (Cetsv, Cet*v)yds =0
< Jv # Ogn, fOT HC’eAsv”st =0
& Ju # Opn, Ce?v =0 pp sur [0, T]
d™(CeA*v)s—g
ds™

analytique sur R, donc c’est un polyndéme infini en s dont
dm(eAs)SZO

m!ds™

< v # Opn, CA™v =0 Vm € N car

< Jv # Ogn, =0 Vm € N car e”* est une fonction

les coeflicients sont

dm(eAs>S:0
dsm

& v # Opn, CA™v = 0 ¥Vm < n — 1 la premiére implication

est évidente, la seconde est un résultat rapporté par

le théoreme de CAYLEY-HAMILTON()

& Ju # Ogn v=20

< rg(0) <n

LL inversible pour un certain 7 > 0 < rg(0) = n

Conclusion :

Le systéme (2.0.1) est observable < rg(O) =n

Exemple 2.2.1 Soit le modéle d’état de ce qu’on appelle communément "Le chariot équilib-

riste" [2]:
£
0
% el 4
0
a,b,ri, 7 € R

& 0010 0
0 00 01 0
.| + Bu avec A= , B=

& 0 a 00 r1
0 0b 00 Ts

& eté’ : sont respectivement la position du chariot et sa vitesse.

0 et : sont respectivement la position de la masse et sa vitesse.

(Dyoir 'annexe A.
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2.2. Observabilité

masse

e

chariot

Posons : © =

mee DI

0

Figure 2.2.1 : Le chariot équilibriste

St on suppose que seules les positions sont mesurées, alors on a le systéme :

avec C' = (Iyxo

obtient la matrice :

02><2)-

En écrivant : A = (

{ i(t) = Az (t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

I 0 0
2 ,ou A = ¢ ,et B= , ol By = n , on
02><2 O b Bl T2
C Iy 0O2x2

O _ CA _ O2><2 [2><2

CA2 Al 02><2

CA3 02><2 A1

dont le rang est : rg(O) = 4. Donc le systéme est observable.

Remarque 2.2.3 1l est claire que la notion d’observabilité ne dépend que de la sortie y(t)
et de l'état x(t) et est complétement indépendante de l’entrée appliquée u(t), dans le sens
ol quelque soit [’entrée appliquée, on peut toujours déterminer si le systéme est observable
ou non. C’est en contraste complet avec la notion de contrélabilité qui est indépendante de

la sortie y(t) et n'est dépendante que de [’état z(t) et de 'entrée u(t).
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2.3. Equivalence des systémes

2.3 Equivalence des systémes

Soit (D) et (> ,) deux systémes linéaires sous forme d’état ayant le méme nombre m

d’entrées et le méme nombre p de sorties :

) { i(t) = Az(t) + Bu(t) E(t) = A¢(t) + BU(t)
' y(t) = Cu(t) C(t) = Ce(1)

Définition 2.3.1 Les systémes (Y_,) et (>_,) sont dits équivalents si, et seulement si on

(222) {

peut passer de l'un a l’autre par un changement de coordonnées inversible, c’est a dire si, et

seulement s’il existe une matrice P € M, ., (R) inversible telle que :

§(t) = Px(t), U(t) =u(t), () =y(t) (2.3.1)

donc:
A=PAP™', B=PB, C=CP!

Remarque 2.3.1 La matrice P peut étre vue comme une matrice de passage de la nouvelle

base vers l'ancienne.

Théoréme 2.3.1 La contrélabilité et l’observabilité sont invariantes par changement de

coordonnées.

Preuve. Remarquons que :

¢ = (B AB - An—lé) — (PB PAB --- PA"™'B)
—P(BAB --- A"'B)

= PC
et que :
C cp-! C
3 CA CAP! CA
0= _ = , = . pt=0p!
ijlnfl CAnflpfl OAnfl

P et P71 étant non singulieres, rg(C) = rg(C) et rg(O) = rg(O) [4].

Donc :

la paire (A, B) est controlable si, et seulement si la paire (A, B) est controlable.

la paire (A, C) est observable si, et seulement si la paire (A, C') est observable.
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2.3. Equivalence des systémes

Proposition 2.3.1 Prenons, dans le systéme (2.0.1), A une matrice nxn et B une matrice

n x 1. On notera :
Xa(s) =det(s] —A) =s"+aus" + -+ ay

le polynoéme caractéristique de A.

Si la paire (A, B) est controlable, il existe une matrice inversible P telle que :
A=PAP', B=PB

avec A et B sous la forme :

1 0 0 0
0 0 0 0
A= et B=
0 0 -0 1 0
-y —Qpp ot —Qp —Og 1

Autrement dit, le systéme (2.0.1) est équivalent au systéme :
¢ = Af + Bu
{ (=Pl
dite forme canonique ou compagnon controlable du systéme (2.0.1).
Preuve. Soit I la derniére ligne de 'inverse de la matrice C :
I=0---01)C'=(0---01)(BAB--- A" 'B)"!
Ainsi définie, I vérifie :
IC=0---01)C'C=(0---01) donc: (IBIAB ---IA"'B)=(0---01)

c’est-a-dire :

IB=IAB=---=1A"?B=0et A" 'B=1 (2.3.2)
l
lA
Montrons que la matrice carrées suivante : P = ) est inversible. Il suffit pour
lAnfl

cela de montrer que PC l'est, car C est carrée et de rang complet égale a n.
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2.3. Equivalence des systémes

La matrice PC est constituée des lignes : IC, lIAC, ..., IA"1C. Or
IC=0---01)
et par (2.3.2) et le théoreme de CAYLEY-HAMILTON

IAC = IA(B AB --- A"'B) = (IAB IA*B --- IA™'B

—lA"'B— - 0, IB)=(0---01 —ay)
IAC =1A*(B AB --- A" 'B) = (IA’B IA’B --- IA"'B — olIA"'B—--- — q,IB
—BUA"'B—- =B IB)=(0---01 —ay —f3y)
Continuant ainsi, on trouve que les lignes : IC, IAC, 1A%C,..., IA"'C sont linéairement

indépendantes et donc PC mais aussi P sont inversibles.
Si x(t) satisfait le systéme (2.0.1), posons {(t) = Px(t), on a donc &; = lx, et d’aprés
(2.3.2), on a:

£ = li=1Avr+1Bu=lAz =&,
£, = 1Az =1A(Ax + Bu) = 1A%z + IABu = 1A%z = &,

£, = IA" Vi = IA" YAz + Bu) = 1Az + IA" ' Bu = IA"z + u

La derniére ligne s’écrit, sachant que A" = —a; A" 1 —- .. —q, et donc lA"x = —a LA™ 12—
=y,
=~ — - —anb +u
ce qui s’écrit sous forme matricielle :
¢ = A¢ + Bu
(=CP

avec A et B comme indiquées dans la proposition.

Proposition 2.3.2 Soient A une matrice n xn et B une matrice n x 1. On notera toujours

xa(s) =det(s] — A) = "+ 18" + -+ + oy

le polynome caractéristique de A.
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2.3. Equivalence des systémes

Si la paire (A, C) est observable, il existe une matrice inversible P telle que :

avec A et C sous la forme :

0 0 0 —a,
1 0 0 —ap_1
A= : eté=<0 0 Q
0 0 0 —ay
00 -+ 1 -y

Autrement dit, le systéme (2.0.1) est équivalent au systéme :

{5_A§+P*Bu
(=C¢

dite forme canonique ou compagnon observable du systéme (2.0.1).

Preuve. Supposons que C' € Mj,,(R) et que le systéme (2.0.1) est observable, alors
la matrice @ est une matrice n X n inversible. Soit h la derniére colonne de l'inverse de la

matrice O, c¢’est-a-dire :

0
0
h=0"
1
Ainsi définie, h est telle que :
0 Ch 0
.10 CAh 0
Oh =00 ] donc : _ =
1 CA" 'h 1
c’est-a-dire que :
Ch=CAh=---=CA"?h=0et CA" *h =1 (2.3.3)

Soit :
P=(h Ah --- A" 'h)
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2.3. Equivalence des systémes

Montrons que P est une matrice n x n inversible, ou encore que ses colonnes sont linéairement

indépendantes, il suffit pour cela de montrer que la matrice OP est inversible.

C 0
. CA 0
OP = (Oh OAh --- OA"'h) avec Oh = . h =
CAn1 1
par (2.3.3) est le théoréme de CAYLEY-HAMILTON on a:
C CAh CAh
CA CA%h CA%h
OAR = o an=| | = : |
CA"—2 CA"1h CA" 1h 1
CcA1! CA"h —a1CA 'h — . —,Ch ——
C CA%h CA?h 0
CA CA3h CA3h 0
OAzhl = ' AQh = ) = ’ = ’
CA"3 CA" 'h CA™ ! 1
C A2 CA"h —a1CA'h — .. —a,Ch —aq
CAn? CA"h —B,CA" *h — ... — 3,.Ch -5

en continuant ainsi, on trouve que les colonnes de OP sont linéairement indépendantes,
donc OP et P sont inversibles.
Posons maintenant x(t) = P&(t), on a alors :

n

=Y AT (2.3.4)

=1

d’autre part, on a :

i=Av+Bu=AY {AT'h+Bu=) ¢Ah+ Bu (2.3.5)

i=1 i=1

de (2.3.4) et (2.3.5), on a :
Eh+ (&~ &)AR+ -+ (6, & DA Th =& AR — Bu=0
en appliquant le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON sur le terme £, A"h, on trouve :

(€4 + & b+ (Ey— &+ an & )AL+ -+ (€, — &, | + &, )A" 'h — Bu =0
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

Les lignes de P étant linéairement indépendantes, elles forment une base dans R™. La matrice
by
(vecteur) B dans cette base s’écrit alors : B = bjh + byAh + -+ b, A" *h = P
bn,
On arrive enfin a ’écriture :
(é1 + aé, —biu)h + (52 =&+ an§, —bu)Ah + -+ (fn —&no1 taa, — bnu>An71h =0

On obtient donc la représentation d’état dans les coordonnées ¢, i = 1..n.

( Sl - _Oéngn + blu
€y =& — an_1&, + bou

\ En =&y — 1€, + byu
et ( = CP¢ =¢, puisque CP = (00 --- 1) d’apres (2.3.3).
Donc le systéme (2.0.1), étant observable, est équivalent & :
{=A¢+ P'Bu
{ ¢=C¢

avec A et C' comme données dans la proposition. m

Remarque 2.3.2 Une méthode plus pratique, qui ne nécessite pas le calcul de l'inverse de

la matrice O (resp. C), pour déterminer la matrice de passage P est présentée dans l’annexe

C.

2.4 Décomposition de KALMAN et Dualité

Maintenant si le systéme n’est pas controlable (resp. observable), on n’est pas pour autant
complétement bloqué, les théorémes suivants vont nous permettre de décomposer notre
systéme non-controlable (resp. non-observable) en deux parties, I'une controlable (resp.

observable) et 'autre non-controlable (resp. non-observable):

Théoréme 2.4.1 Décomposition de KALMAN 1
Supposons que rg(C) =1 < n (ce qui est équivalent & dire que le systéme (2.0.1) n’est

pas controlable), alors il existe une matrice P € M, «,(R) non singuliére telle que :
A, A B
pAp-t— [ S . PB- 1
0 Ay 0
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

ot An € Miu(R), 12122 € My_ixn-i(R), 12112 € Mixna(R), Bl € Mym(R), et la paire
(/111, Bl) est controlable.

Donc d’apres le théoréme, le systéme (2.0.1) est équivalent au systéme :

51 = Apé, + Apé, + B £,(0) e R
€y = Agé, £,(0) € R (2.4.1)
¢ =Ci& + 0o,y

La premiere équation décrit la partie contrélable du systéme, alors que la seconde décrit la
partie non-controlable.
Avant de démontrer le théoréme, montrons que Ey = [C], le sous espace engendré par
les colonnes de C, est stable par A.
Preuve. En effet :
Soit x € Fy < x est engendré par les colonnes de B, AB, ..., A" 'B
Ju P eRpour j=0,...,n—1,et s=1...m tels que:
& @ = piby + pdby - -+ pk by + pEAby + - 4 pZ Aby 4 -+
o AT Dy 4 Ay,
avec A7b; étant la i°™¢ colonne de A’B.

u% T I
sx=B| : |+AB| : |+---+A"'B
i Him i
(51
= Buy+ABuy+- - -+ A" Bu,, qui n’est autre que l'image de u =
Unp

par C. On aurait pu prendre donc Ey = Im (C) .

On obtient ainsi :

Ar = ABuy + A?Buy + - -- + A"Bu,,
— ABu; + A?Buy+ -+ — a1 A" 'Bu,, — - -+ — a,, Buy,
(En utilisant le théoréme de CAYLEY-HAMILTON)

= B, + ABis +---+ A" 'Ba,

Donc Ax € Ey, c’est a dire que Fj est stable par A. m
Démonstration. r¢(C) =1 < n.

Donc Ey = [C] est de dimension .
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

Soit E; un supplémentaire quelconque de Ey dans R"”, et choisissons une nouvelle base

de R™ dont les vecteurs sont tels que : les [ premiers d’entre eux {e;

-----

base de Ey, et les n — [ derniers {e; 1

.....

toujours possible du fait que R” = Ey & Ej;.

Soit P la matrice de passage de la nouvelle base {e;

77777

On a alors les nouvelles matrices:
A=PAP ' ¢t B=PB

qu’on va utiliser pour écrire un systéme équivalent au systéme (2.0.1) non controlable.

Soit x € R", alors z s’écrit dans la nouvelle base :

T = (§1>+<0) avec (61) € Ey et (0) € FEy
0 &, 0 3

= (51) avec &, €R! et & e R™!
3

on écrit donc :
y _ A A . B
Ar— A (fl) _ <~11§1 + ~1252) . Bu= (}“) pour 1 € R™
&o An&y + Axé, Bayu

31
0

I (s) _ <A5>
0 An&y

E, étant stable par A, alors AF € Ey, donc :

<A11§1) _ (1211151)
An&y 0

par conséquent la matrice Ay est nulle.

Donc pour = € Ey, on a & = < > avec &, € R, et :

Pour la matrice é, on déduit de la preuve précédente que : Bu € FEy pour u € R™.

~ Blu
Bu =
0

c’est & dire que la matrice By est nulle.

Donc :
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

L’écriture de la matrice C' dans la nouvelle base étant comme suit :
C=Ccpt= (C’l C’2> avec C) € My(R) et C) € My, i(R)

on retrouve l'écriture (2.4.1), dans la nouvelle base, qui est équivalente a celle du systéme
(2.0.1) non controlable.
Pour montrer la derniére affirmation du théoréme, qui est que la paire (AH,Bl) est

controlable, nous avons signaler dans la preuve du théoréme (2.3.1) que :

rg(C) =rg(C) avec: C= (B AB - A”*B)
~ 31 ~ 12111 /112 ,
or B= et A= - , et on a par récurrence que :
0 0 Ax

~ ok -

5 Ay, A Ay, D

Ak — Ll - , avec D € My, 1(R)
0 A

puisque 7g(C) = [ (systéme non controlable), et sachant que :

rg(C) =rg <Bl AnBy - A?l_lé1) 5
alors :
rg (Bl 1211131 cee A?;1B1> =1
en d’autres termes : la matrice (Bl AnB, - fl’l‘f ! Bl) est de rang complet, donc la

paire (flll B1> est controlable. m
Remarquons enfin que le contréle v n’a aucun effet sur les composantes &, du vecteur

d’état . En plus, pour que cet état soit controlable il faut et il suffit qu’il puisse s’écrire

= (%), c’est a dire & € Ey = [C].

Pareil que dans le cas ou le systéme (2.0.1) est non controlable, si notre systéme est non

observable, on cherchera a distinguer la partie observable de celle qui ne I’est pas :
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

Théoréme 2.4.2 Décomposition de KALMAN 2

Supposons que rg(O) =1 < n (c’est a dire que le systéme (2.0.1) est non observable), il
existe alors une matrice P € M, y,(R) non singuliére telle que :
Ay 0

PAP™!' = ( R
A21 A22

) ., CP'=(C; 0)
ol All € Mlxl(R); AQQ - Mn—l><n—l<R); /121 & Man_l(R>, él € Mpxl(R) et la paire (Alla él)

est observable.

Donc il existe une base dans R" dans laquelle le systéme (2.0.1) s’exprime comme suit :

51 = 1211151 + Biu
€y = Ané, + Aty + Byu (2.4.2)
(=g,

By € Mjym(R), Ba € My,_1xm(R) et ou la paire (Aqq, él) est observable.
Montrons cette fois-ci que ker(O) est stable par A.
Preuve. Soit = € ker(O)
z € ker(0) © Ox =051

C
CA
= . xr = 0np><1
cart
&S Cr=CAr=---=CA" "0 =0,

d’autre part, toujours en utilisant le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a :

C
CA
OAxr = _ Az
OAnfl
CAzx
C A%z
—aCA"r — -+ — ,,Cx

= Oppx1 d’apres I'égalité matricielle précédente.
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

c’est a dire : Ax € ker(O). Donc ker(O) est stable par A. m

Démonstration. La démonstration est quasiment identique a celle de la décomposition
de KALMAN pour un systéme non controlable.

rg(O) =rg(0*) =1 < n.

Soit cette fois-ci F; = ker(Q) le noyau de Papplication linéaire représentée par la ma-
trice O.

Soit Ey un supplémentaire quelconque de E; dans R™, on peut prendre par exemple
Ey = Im(0*)1). Puisque dim(Im(0*)) = dim Ey = rg(O0*) = [, alors dim E; = n — [.

Choisissons une nouvelle base de R™ dont les vecteurs sont tels que : les [ premiers d’entre
eux {ey,..., e} forment la nouvelle base de Ey et les n — [ derniers {ey,...,e,} forment la
nouvelle base de Fj.

Soit P la matrice de passage de la nouvelle base vers I’ancienne, an a alors :
A=PAP' et C=CP!

Soit x € R™, alors x s’écrit dans la nouvelle base :

T = <§1> avec &, € Rl et &, € R

3

_ Apg, + A - .

i <51> _ <~11§1 ~1252) ot (' — <C1 02>

3 An&y + Anb,
. . 0
donc pour = € Fiona: T = (5 ), avec £, € R"7! et :

2

/NL%:A <0> _ (%1252)
52 A22§2

E, étant stable par A, alors A% € E;, donc :

(1) (i)
1212252 142252

on conclut que la matrice Ay est nulle.

on écrit donc :

(U Remarquons que : R” = Im(0*) @ (Im(0*))*+ = Im(0*) & ker(0O).

Le symbole () représentant I’orhogonal.
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

Pour z € ker(O) on a Ox = 0,,x1, et donc en particulier : Cx = 0,41 qui s’écrit dans la

N A 0
<Ol CQ) r = (Cl OQ) ( ) = Opxl
3
donc 6'252 = 0px1, pour & € R, On conclut que la matrice Cy est nulle. Donc

L’écriture de la matrice B dans la nouvelle base étant comme suit :

nouvelle base :

~ Bl ~ ~
B =PB = B avec B; € Mlxm(R) et By € Mn—lxm(R)
2

on retrouve 'écriture d’un systéme équivalent au systéme (2.0.1), dans la nouvelle base sous
la forme (2.4.2).
Pour montrer que la paire (12111, él) est observable, nous avons signaler dans la preuve

du théoréme (2.3.1) que :

- . CA
rg(0) =rg(O) avec: O =

G

W (= - (An 0 ,
or C = (C’l 0) et A= _ |, et on a par récurrence que :

Ay Ay
Ay o\ (A o
A= [T = e ,avec £ € M,,_;(R)
Agl AQQ E A§2
On trouve alors : CAF = (C’lfl’fl 0). Donc :
Ci 0
(7) B élAll 0
C1 A" 0
Cy
~ C1An < :
alors : [ = rg(0) = rg(O) = rg ] , C’est & dire que cette matrice est de rang
CL A

complet, donc la paire ( A C’1> est observable. m
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2.4. Décomposition de KALMAN et Dualité

Pour clore ce chapitre on énonce une propriété qui relie la controlabilité et I’observabilité,

c’est la propriété de dualité.

Proposition 2.4.1 Dwualité
Les propriétés de controlabilité et d’observabilité sont duales :
La paire (A, B) est controlable si, et seulement si la paire (A*, B*) est observable

La paire (A, C) est observable si, et seulement si la paire (A*, C*) est controlable

Preuve. En effet :

(A, B) controlable < rg(C)=rg(B AB--- A" 'B) =n

B*
. B*A*
& rg(BAB~~-A”’1B) =rg , =n
B*A*n—l
& (A", BY) est observable
et aussi :
C
CA
(A, C) observable < rg(O) =rg . =n
CAn—l
C *
CA 1y
&g ' =rg(C* AC* - (A1) C*)=n
CAm1
& (A", C7) est controlable.
u

Le systéme dual au systéme (2.0.1) s’écrit alors :

{ i(t) = A*z(t) + C*u(t)  u(t) € RP
y(t) = B*a(t) y(t) € R™
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Chapitre 3
Observateurs pour les systémes

linéaires

3.1 Introduction

Comme nous ’avons souligné avant, I’automatisation des procédés d’épuration biologique
se heurte a un grand obstacle qui est la difficulté de mesurer les variables chimiques ou bi-
ologiques dans le bioréacteur & cause du manque de capteurs performants, leurs cofits élevés
quand ils existent, et le temps que ¢a prend pour mesurer certaines variables.

Les mesures possibles se résument souvent dans des facteurs physico-chimiques tels que :
température, pression, débit, pH, composition gazeuse,... Tandis que les mesures les plus
difficiles et qui sont aussi les plus intéressantes, se trouvent étre celles des variables biochim-
iques telles que : concentration en biomasse, concentration en substrat,....

Deés lors, nous essayons de développer d’autres capteurs alternatifs pour faire face a
ces difficultés. Des capteurs, dénommés capteurs logiciels ou observateurs, qui utilisent un
compromis entre la connaissance & priori du procédé, transcrite sous forme de modele, et
I'information partielle de I’état réel du systéme, fournie par les mesures disponibles.

Dans le chapitre précédent, on s’est assuré de l'observabilité de notre systéme (2.0.1),
c’est a dire qu’on est stir qu’on peut déterminer 1’état de notre systéme sur un intervalle de
temps a partir de la connaissance de sa sortie et de son entrée sur cet intervalle, on va dans

I’étape suivante, reconstruire concretement cet état.
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3.2. Les observateurs

3.2 Les observateurs

N’ayant acceés a la mesure que d’une partie de ’état, on va essayer d’observer (estimer) cet
état en entier en utilisant un autre systéme dynamique, lié au premier au moyen des sorties
mesurées, et qu’on appelle observateur.

Il tentera de reconstituer la variable d’état x(¢) du premier systéme en fournissant,
comme sortie, une estimation & (t) qui doit vérifier :

lim (i(t) — x(t)) = 0

t—-+o0

U [ SYSTEME y
) b

b  OBSERVATEUR

zZ

~
X
—

L 2

Figure 3.2.1 : Principe de 'observateur

Définition 3.2.1 Considérons un systéeme de la forme (2.0.1).

On appelle observateur pour ce systéeme un systéme auziliaire qui lui est couplé. Il prend la

{ A(t)
&(t)

avec : F € M, (R), K € M, ,(R), D € M, xn(R), V € M p(R), W € M, (R)

et le systéme doit vérifier :

forme suivante:

Fz(t)+ Ky(t) + Du(t) t>0, z(0) = 2

(3.2.1)
Wz(t) + Vy(t) t>0

lim (3(t) — 2(t)) = 0

t—-+o0

c’est o dire que Uerreur d’estimation e(t) = &(t) — xz(t) doit converger vers 0.

La premiére équation différentielle ainsi que le nombre 7 (dimension du vecteur z(t))
sont respectivement 1’ équation et la dimension de ’observateur.
La deuxiéme équation est la sortie de I'observateur qui est l'estimation Z(t) de I’état

x(t), donnée par ’observateur.
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3.2. Les observateurs

La condition initiale de ’observateur zy est choisie au hasard.
On cherche souvent, en plus de la condition précédente, a régler la vitesse de décroissance

de l'erreur d’estimation. Expliquons pourquoi sur un exemple simple :

Exemple 3.2.1 Soit le systéme linéaire :
z(t) = Az(t)

avec A une matrice stable, c’est-a-dire que 'état x(t) tend vers l’état d’équilibre du systéme
qui est l’origine ici. La condition initiale est inconnue.
On peut construire un observateur trivial en recopiant simplement le systéme, on obtient

alors un observateur sous la forme :

Ce qui est équivalent a :

On voit bien que erreur d’estimation e(t) = x(t) — Z(t) suit la méme dynamique, imposée
par la matrice A :

&(t) = Ae(t)

et donc elle tend aussi vers 0.

Dans cet exemple on a utilisé seulement le fait que la dynamique du systéme est stable
pour pouvoir observer I'état d’équilibre final, et seulement lui, car Z(t) n'est une "bonne esti-
mation" (e(t) — 0) de x(t) que quand ce dernier tend vers l’équilibre, puisque [’observateur
et le systéme observé ont méme dynamique.

Donc on aimerait bien pouvoir régler la vitesse de convergence de l’erreur pour recon-

struire (observer) l’état plus rapidement que la dynamique du systéme.

Cet exemple dévoile une notion plus faible que celle de ’observabilité appelée détectabilité

ou observabilité asymptotique (voir définition 3.2.3).

3.2.1 Observateur de LUENBERGER

David LUENBERGER est le premier & avoir introduit cette notion d’observateur en 1964,
ce qui fait que souvent on appelle certains observateurs : "OBSERVATEURS DE LUEN-
BEREGER".
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3.2. Les observateurs

Pour LUENBERGER, tout systéme controlé par les sorties de notre systéme étudié
(2.0.1), c’est a dire un systéme ayant pour contrdle ou entrée les sorties y(t) du systéme
(2.0.1), peut-étre considéré comme un observateur pour ce systéme.

Prenons, dans la définition générale (3.2.1), comme cas particulier :
F=A-KC, D=B,etV =0 W=1d

on a alors ’observateur de dimension n :
2(t) = (A— KC)z(t) + Ky(t) + Bu(t) t>0, 2(0) = 2
2(t) = 2(t) t>0

ce qui nous conduit & 'OBSERVATEUR DE LUENBERGER :

dis(t)
dt

= Ai(t) + Bu(t) — K (Ci(t) — y(t))  2(0) = & (3.2.2)

qui est une copie de I’équation différentielle du systéme initial (2.0.1) avec un terme en plus
(un terme de correction) qui représente la différence entre les mesures estimées C'z(t) et les
mesures réelles y(t), multipliée par une matrice K appelée matrice de gains.

Nous avons un peu précipité les chose en donnant a ’équation (3.2.2) le qualificatif
d’observateur, sans vérifier que I'erreur d’estimation converge bien vers 0. vérifions le main-

tenant :

B(t) —i(t) = A@() - a(t) - K (C2(t) —y(1))
= A#(t) —x(t) = KC(&(t) — =(t))
= (A= KO)(@(1) - 2(1))

La dynamique de l’erreur est décrite donc par I’équation: é(t) = (A — KC)e(t) qui a
pour solution:
e(t) = UKD (0)

avec e(0) 'erreur (normalement inconnue) a l'instant ¢ = 0.

Cette erreur ne tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini, que si, et seulement si les valeurs
propres de A — K C sont & parties réelles strictement négatives (c’est a dire A — KC' est une
matrice stable). C’est justement le role assigné a la matrice de gains K : faire de A — KC'
une matrice stable, puisque les matrices A et C' sont fixées par le systéme initial. Donc, il
nous faut choisir la matrice K appropriée, et ’équation (3.2.2) mérite ainsi son qualificatif

d’observateur.
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3.2. Les observateurs

Théoréme 3.2.1 Si la paire (A,C) est observable, alors on peut choisir une matrice de
gains K pour placer arbitrairement les valeurs propres de A — KC'. En conséquence, tout

systéme (2.0.1) observable admet un observateur du type (3.2.2).

Preuve. Le systéme (2.0.1) étant observable, remplagons-le par son compagnon ob-
servable. En gardant les méme notations que dans la section 2.3 et en se mettant dans les

mémes conditions i.e. un systéme a mono-sortie (B € M, 1), on trouve la dynamique de

I’erreur : }
kn,
é(t):(A_m) &(t), ot K = PIK =
Jor
et avec : .
00 -+ 0 —k,—ay
10 -+ 0 —kpq—ayg
(A—f(é): : : :
00 -+ 0 —ky—oav
00 -+ 1 —k—a

Comme A — KC = P~*(A — KC)P alors A — KC et A — KC ont le méme polynome
caractéristique dont les coefficients sont donnés par la derniére colonne de A — KC (revoir

la section 2.3).

XAJ(G(S) = Xa_ro(s) =det(s] — A+ KC) =s" + <1~61 + 041) R s (ffn + Oén>

Le CRITERE DE ROUTH (Annexe D ainsi que :[21], [2]) est suffisant pour nous permettre
de choisir des k; tels que ce polynome caractéristique ait des racines & parties réelles stricte-
ment négatives, puisque les k; sont présent dans tous les coefficients du polynéme excepté

le premier qui est positif. Donc nous avons :
s" 4 (l%l+a1> s (l%n+an> = (s—=A\1)-(s—An)

avec )\; pour ¢ = 1..n des complexes a parties réelles strictement négatives. En choisissant
les k; a ’aide du CRITERE DE ROUTH on déduira les valeurs propres \;, ou bien en fixant

les valeurs propres \; d’une maniére arbitraire, on déduira la matrice K. m

Remarque 3.2.1 Le théoréme reste valable pour le cas multi-sorties ot B € M,y (R) voir

[2].
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Définition 3.2.2 On dit que (3.2.1) est un observateur exponentiel si, pour tout \ positif,

on peut régler le gain K tel que :
Y (20,20), Vt>0, [|2(t)—z@)| <e |20 — 2(0)| (3.2.3)

Remarque 3.2.2 Du théoréme 3.2.1 I’0OBSERVATEUR DE LUENBERGER est alors un
observateur exponentiel, puisque la liberté de choisir la matrice K nous permet de fixer les
valeurs propres de A — KC' de maniére arbitraire et donc de fixer n’importe quel A > 0 tel
que A < inf{Re(n), p € 0 (A — KC)}, ot o (A — KC) est ’ensemble des valeurs propres de
A— KC, ce \ qui vérifiera (3.2.3).

Définition 3.2.3 On dit que la paire (A,C) ou que le systéme (2.0.1) est détectable s’il
existe une matrice K telle que la matrice A — KC' soit stable. On a le test de détectabilité

suivant [11] :
uwl — A
(A, C) détectable < rg c =n Vu tel que Re () >0

Remarque 3.2.3 Donc si (A, C) est détectable alors le systéme (3.2.2) est bien un obser-
vateur et la réciproque est aussi vraie.

Du théoréeme 3.2.1 on déduit donc que :
(A, C) observable = (A, C) détectable

Vu le théoréme 3.2.1, on serait tenté de fixer les valeurs propres de A — KC' le plus loin
possible du coté gauche du plan complexe pour faire décroitre I'erreur d’estimation le plus
rapidement possible, or ceci conduit & une sensibilité de I'observateur aux perturbations
(les bruit de mesures par exemple). Il faut trouver donc un compromis entre stabilité et

précision [2].

Exemple 3.2.2 Considérons le systéme suivant :

3 = 0 L T 0 U a
#(t) = (_1 _1) (t)+<1> (t) (3.2.4a)
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Un observateur de Luenberger pour ce systéme a la forme suivante :

“ (_01 _11> @<t>+® ut) — 5 (1 0) 40— y). #0) = o

dit) _ (0 1. N AP .
dt _<_1 _1> (t)+<1> (t) <k2)( 1(t) =1 (t)),  #(0) =0 (3.2.5)

kl [L’l(t)
avec K = <k2) , x(t) = (:L’g(t)) et y(t) = <1 0) z(t) = x1(¢).

On a pris £(0) = 0 comme condition initiale mais ce n’est pas restrictif.

La dynamique de [’erreur d’estimation s’écrit alors :

) ey
- (—il/@ —11> 4f)

)
ety = e\ TR U g
1 —ky —

—k1 1
t
. 1 . . —k1 1
lim e = 0 si, et seulement si : YA valeur propre de ,
t——+o00 —-1- k2 —1

alors Re(\) < 0.

Donc, le polynéme caractéristique de A — KC' étant :

qut a pour solution :

Xa_xo(s) =det(s] — A+ KC) = s>+ (k1 + 1)s + k1 + ko + 1
le CRITERE DE ROUTH nous fournit les conditions nécessaires et suffisantes suivantes :

kt+1 > 0
ki+ke+1 > 0
pour que le polyndéme précédent n’ait que des valeurs propres & parties réelles strictement
négatives.

Donc n’importe quels ky, ko, k3 vérifiant ces deux conditions, nous donneront des valeurs

propres a parties réelles strictement négatives, et on a déterminé notre matrice des gains K.
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3.2. Les observateurs

On peut aussi commencer par choisir d’abord les valeurs propres qu’on veut avoir. Prenons

par exemple \y = —1 +1i et Ay = —1 —i. Donc:

Xarxo(s) = 4+ (ki +1)s+k +k+1
= (s+1—=1d)(s+1+19)
= §24+925+2

par identification, on a : k1 = 1 et ke = 0 (‘ils vérifient bien les deux conditions précédentes),

1
et on a notre matrice des gains K = ( > . Notre observateur s’écrit donc :

dfiit) _ <_01 _11> B(t) + (2) u(t) — <(1)> ((1 o) (1) —y(t)), #(0)=0

-1 11\ . 0 1 S0
— (_1 _1> x(t)+(1> u(t)+(0> y(t), #(0)=0

B1(t) = —1(t) + 2(t) + 21(2)
(

ou bien
iﬁg(t) - —il(t) — .?AJQ

L’équation de l’erreur ayant pour solution :

-1 1
)
e(t) = e e(0)

_ it (cos(t) sin(t)) (0)

—sin(t) cos(t)
elle tend vers 0 pour toute condition initiale e(0).

Remarque 3.2.4 Enfin remarquons que si nous initialisons notre observateur avec la vraie

valeur initiale i.e. e(0) = 2(0) — x(0) = 0, alors nous avons pour tout t > 0 &(t) = x(t).

Nous pouvons voir sur les figures qui suivent les courbes solutions du systéme étudié
(3.2.4a), ainsi que les courbes solutions de 'observateur de LUENBERGER (3.2.5) avec
deux matrices de gains différentes pour deux valeurs propres différentes choisies arbitraire-
ment. On a pris comme conditions initiales arbitraires pour I'observateur (3.2.5) : (0) =
(i1(0)> = <0> , et on s’est aussi fixé des conditions initiales pour le systéme (3.2.4a), dont

T(0) 0
les conditions initiales sont en réalité inconnues mais pour tracer les solutions on a besoins
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3.2. Les observateurs

21(0 1
de ces conditions initiales qui sont : z(0) = ( 1E i) = ( ) . On remarque qu’on a pris des
) 0 1

conditions initiales Z(0), =(0) différentes pour rester dans le cas général o on ne connait

pas les vraies conditions initiales.

—— Lescourbes solutions —— Lescourbessolutions

— dusysteme (3249 —— dusyteame (3249
Les courbes solutions Les courbes solutions
del'obsarvateur (3.2.5) —— del'obsavateur (3.25)

12 2] — .
% = - 4+ | g A‘Lz - l+ |
§ g T T T T T 1
0 12 1 0 12 14
Solutions pour valeurs propres :\172 = —4 £ 4. Solutions pour valeurs propres A\;, = —1 £ 1.
. . 1 .
Le gain correspondant aux valeurs propres A\jo = —1 £ 14 vaut : K = , et celui
0
correspondant aux valeurs propres 5\172 = —4+ivaut: K = ( ) . On remarque qu’avec le
9

meilleur gain K, on a une convergence plus rapide des solutions de Pobservateur (3.2.5) (les
courbes en et en bleu) vers les solutions du systéme (3.2.4a) (les courbes en noir et
en rouge) que la convergence avec le gain K. Le gain K est meilleur que le gain K parce

qu’il correspond & des valeurs propres plus négatives.

3.2.2 Systéme linéaire a une injection de sortie preés

Hormis les systémes linéaires pour lesquels on sait construire des observateurs, il existe un cas
particulier de systémes non-linéaires pour lesquels on sait aussi construire des observateurs,

c’est le cas des systémes avec une linéarité qui dépend seulement de la sortie y(t) :

dfl(tt) — Az(t) + (¢, y(t)) + Bu
y(t) = Cx(?)
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3.2. Les observateurs

avec ® une fonction non-linéaire (connue) a valeurs dans R" lipschitzienne par rapport a y.
On peut alors construire pour ce systéme un observateur "de type LUENBERGER" :

(1)

= = AR(1) + D(t,y(1) + Bu — K (Cit) — (1))

L’erreur d’estimation est alors
é(t) = (A— KQO)e(t)

avec une convergence arbitraire si la paire (A, C') est observable.

Ce type de systéme apparait souvent dans les modeles biologiques.

3.2.3 L’observateur réduit

D’apres la définition de I'observateur, le vecteur des états estimées peut étre de dimension
différente de celle du vecteur d’état du systéme initial, I’'observateur réduit est donc un ob-
servateur de dimension inférieur a celle du systéme initial, il exploite les mesures disponibles
mais n’estime que le reste de ’état qui n’est pas mesuré, son intérét est qu’il évite la redon-
dance des mesures.

Soit le systéme (2.0.1) et supposons que rg(C') = p < n. Donc I'équation de la sortie
représente p équations algébriques linéairement indépendantes des n inconnues des variables
d’état z(t). Notre but est de construire un observateur d’ordre réduit n — p pour estimer
les n — p variables restantes.

La méthode pour obtenir cet observateur n’est pas unique, en voici une :

Soit une matrice Cy € M(,_p)xp (R) telle que :

C
rg =n
Ch

h(t) = Cha(t) (3.2.6)

Soit h(t) € RCP) tel que :

sachant que :
y(t) = Cz(t) (3.2.7)

on alors :

(o) ~ (&) 0=0-(e) ()
h(t) e Cy h(t)

si on connait le vecteur h(t), alors on peut déterminer 'état du systéme xz(t).
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On va donc estimer le vecteur h(t) & I'aide d’un observateur de méme dimension c’est &
dire d’ordre n — p.
Soit L; € R?, L, € R(P) telle que :

(g) — (L1 L)

2(t) = Liy(t) + Loh(t) (3.2.8)

donc :

Pour construire un observateur de LUENBERGER pour estimer le vecteur h(t), il nous

faut d’abord son équation dynamique, laquelle est obtenue de (3.2.6), ce qui donne :

h(t) = Cyi(t)
= CAz(t) + CyBu(t)
= CyA(Lsh(t) + Liy(t)) + CLBu(t)
= CLALsh(t) + CLALy(t) + C1 Bu(t)

il nous faut maintenant des sorties (les mesures), or les seules sorties qu’on a sont celles de
I'équation (3.2.7), malheureusement ces sorties ne contiennent aucune information concer-

nant le vecteur h(t), néanmoins en différentiant la formule (3.2.7) on trouve :

yt) = Ci(t)
= CAx(t) + CBu(t)
= CA(Lsh(t) + Liy(t)) + CBu(t)
= CALsh(t) + CALyy(t) + CBu(t)

qui contient bien des informations explicites sur A(t).

Donc un observateur de LUENBERGER pour le systéme suivant :

§(t) = CALsh(t) + CALyy(t) + CBu(t)
s’écrit :

~ ~

h(t) = CLALsh(t) + CLALyy(t) + CLBu(t) — Ky (§(t) — §(t)) (3.2.9)

ol

j = CALyh(t) + CALyy(t) + CBul(t)
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3.2. Les observateurs

et K1 € Muy_p)xp (R) est un gain qu’on peut ajuster pour assurer la convergence de
I’observateur.

Pour éviter d’utiliser la dérivée g(t), on introduit le changement de variables suivant :

A~

g=h—- Ky

on a alors I'observateur d’ordre n — p du vecteur g suivant :

~

i = h—Ky
= CYALyh + CyALy + CiBu — K1 (j — §) — K1y
— C1ALsh + CL ALy + C1Bu — K1j
— C4ALsh + Cy ALy + CyBu — K, (CALQE + CALy + CBu)
= C1ALy (§+ Kyy) + C1ALyy + C1Bu — Ki1CALyy — K1CALs (G + Kyy) — K1CBu
= A0+ Kyy+ Byu
avec :

A, = C{ALy — K\CAL,, B,=CyB— K,CB
K, = CiALyK, + CAL, — K,CAL, — K,CAL,K,

Pour le choix de K, on calcul ’erreur d’estimation :

i) — h+ Ky
Ayg+ Koy + Byu — CyALsh(t) — CyALyy(t) — CyBu(t)

+ Ky (CALy(t) + CALh(t) + CBu(t))
(Y ALy — KiCALy) § + (CLALy Ky — KyCALyKy) y + (K1C ALy — CLAL) b
— (CYALy — KyCALy) § — CLALs (h — Kyy) + KxC AL (h — Kuy)
= (C1 = K1C) ALy (9(t) — 9(t))

g(t) — (1)

La solution de cette équation est :

g(t) = g(t) = e IO (5(0) — 4(0))

qui converge vers 0 si, et seulement si (C; — K;1C') AL, est une matrice stable. Cette stabilité

est garantie sous la condition présentée ci-dessous :
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En effet, reprenons les notations (3.2.6) et (3.2.7) que nous pouvons considérer comme

yn(t> N C "
(h(t)) _<01> "

en utilisant la formule (3.2.8), nous arrivons a la formulation du systéme (2.0.1) dans les

changement de variables ainsi :

nouvelles coordonnées :
[ (&) [Ci(t)\ [CAL CAL:\ (ya(t) (B ”
ey ) \ciw)  \cian, cia) \nw ) " \cB)"”

(O L it
| y(t) _C’<Cl) ) =(1, 0) (h@))

Nous avons alors le lemme suivant :

(3.2.10)

Lemme 3.2.1 Le systéme (3.2.10) est détectable si, et seulement si la paire (C1 ALy, CALy)
est détectable.

Preuve. En utilisant le test de la détectabilité (Voir définition 3.2.3), on a :
Le systéme (3.2.10) est détectable < rg | —CyAL, pul — C1ALy [=n Vi ; Re(pu) >0
I, 0

& —CAL Vs Re(p) >0
rg =n—p Vu; Re(p) >
/.LI - ClALQ

< La paire (C1ALy, CALy) est détectable.

Donc sous la condition de détectabilité du systéme (3.2.10), IK; tel que C1 ALy —

K C AL, est stable, et donc la convergence de 'erreur est assurée.

Remarque 3.2.5 Si nous imposons que le systéme (3.2.10) soit observable, alors nous
pouvons fizer la matrice Ky de maniére arbitraire pour avoir une convergence de l’erreur

plus rapide [18].

Enfin 'estimation de Iétat z(t) se fera a I’aide de la formule (3.2.8) :

~

2(t) = Lyy(t) + Lah(t)
= Liy(t) + L2 (9(t) + K1y(t))
= Log(t) + (L1 + Lo K1) y(2)
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Exemple 3.2.3 Reprenons l'exemple (3.2.2), ou le systéme suivant :

y(t) = (1 o) (t)

avait pour observateur (de dimension compléte) de LUENBERGER :

di -1 1. 0 1 )
W):(_l _1> x<t>+<1> u<t>+<o> y(t). #(0) =0

Construisons un observateur réduit pour ce systéme.

L’équation des sorties a pour matrice C' = (1 O), donc rg(C)

=1 < 2, soit alors

C
une matrice C; € Miys (R) telle que : rg <C’> = 2. La matrice C; = (0 1) convient
1

parfaitement.

Soit un vecteur h € R, tel que :

done :

ce qui s’écrit ausst :

2(t) = Luy(t) + Lah()

- (;) y(e) + (?) ()

Nous allons maintenant estimer le vecteur h(t). Le systéme suivant contient [’équation

différentielle de h(t) et l’équation des mesures:

L’observateur réduit pour ce systéme est :

~ ~

h(t) = CiALsh(t) + CLALy(t) + CLBu(t) — K1 (§(t)
= —h(t) = y(t) +ult) — K ((t) — §(1))
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3.2. Les observateurs

avec K1 € Myy1 (R) donc c’est un scalaire, notons-le a partir de maintenant k.

Apreés le changement de variables :

~

g=h—*ky
on se retrouve avec l'observateur réduit (débarrassé des dérivées) :
§(1) = Ayd (1) + Ky (1) + Byu(t)
avec :
Ayj=—-1—-k, B,=1
K,=-1-k
Pour le choix de k, calculons l’erreur d’estimation :
§(0) = 4(t) = (Cr—kO) AL (9(1) — 9(1)
= —(k+1)(4() —9(t)

La solution de cette équation est :

Donc pour k > —1, par exemple k = 0, nous avons :

9(t) — g(t);=x0

L’observateur de dimension réduite :

9(t) = =g(t) —y(t) +u(t), §(0) =h(0) =0
nous fournira une estimation §(t), qui nous servira & estimer le vecteur d’état complet z(t) :

() = Lag(t) + (Ly+ LaKy) y(t)

_ (2) i) + (;) (1)

Remarque 3.2.6 On s’est limité dans ce chapitre au cas linéaire, ot la théorie de con-
struction d’observateurs est bien développée, contrairement au cas nonlinéaire ot les idées
prédominantes se basent sur ’adaptation des techniques linéaires comme [’observateur de
LUENBERGER étendu et le filtre de KALMAN étendu, ou bien sur des changement de

coordonnées pour ces systéme comme l'observateur a grand gain ou & gain variable [9].
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Chapitre 4
Observateurs pour systémes avec

incertitudes

4.1 Introduction

Les observateurs classiques qu’on a présentés dans le chapitre précédent supposent implicite-
ment que le modéle utilisé est un "bon modele", c’est & dire qu’il traduit assez fidélement la
réalité. Or on a vu a la section 1.5 que dans les procédés biologiques le modéle est souvent
mal connu et peut méme comporter des parties inconnues. On a alors ce qu’on appelle "des
incertitudes". Pour les modeéles biologiques basés sur les bilans de matiére, par exemple, les
incertitudes se situent souvent dans les vitesses des réactions qui sont décrites souvent de
maniére spéculative.

Comment se comporter alors face a ces obstacles?. Plusieurs méthodes ont été dévelop-
pées pour venir & bout de ces incertitudes : certaines éliminent les incertitudes et comptent
sur la stabilité structurel du systéme (Observateur asymptotique), d’autres conservent les
incertitudes et tentent, de diverses fagons, de réduire leurs incidences sur l’estimation (Filtre
de KALMAN [1]).

Une autre voie possible, parmi d’autres, consiste & borner supérieurement et inférieurement
les incertitudes, et a en déduire une estimation supérieure et inférieure des variables a es-
timer, ce sont les observateurs par intervalles qu’on va présenter. Mais d’abord parlons des

incertitudes :
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4.2. Les incertitudes

4.2 Les incertitudes

Les incertitudes sont un probléme inhérent aux bioprocédés en raison entre autre de la com-
plexité spécifique aux aspects biologiques qui les caractérisent, contrairement aux procédés
physiques ou chimiques qui sont assez bien maitrisés. Les incertitudes peuvent apparaitre

a trois niveaux :

1. Des incertitudes sur les entrées : Elles peuvent avoir comme raison d’étre la sensi-
bilité du systéme aux facteurs extérieurs comme les activités humaines, le climat qui,
dans le cas des stations d’épuration des eaux usées, sont sources de perturbations

(incertitudes) sur 'entrée de 'affluent.

2. Des incertitudes sur le modéle lui méme : Celles-ci sont engendrées par la complexité
des bioprocédés et le manque de connaissances les concernant, elles apparaissent au

moment de la modélisation (cinétique mal connue, parameétre indéterminé,. . . )

3. Des incertitudes sur les sorties (les mesures effectuées) : Comme il a été fait mention
avant, une instrumentation faisant défaut ou des capteurs en ligne peu fiables sont

sources de bruit de mesures.

Pour illustrer ces incertitudes, nous allons exposer un exemple typique des incertitudes

affectant le modele. Cet exemple a été rapporté dans [10].

Exemple 4.2.1 Considérons une population de poissons structurée en dge : Larves, Ju-
véniles et Adultes. Le stock de chaque classe suit une dynamique décrite dans le systéme

sutvant : )

Ztl = —Q1Tr] — Mmix1 + T’(t, I’g)
Tg = QT — Qo — Moo

(4.2.1)
.j?g = (9 — M3T3 — C(t):lfg

=z
\y 3

avec : x1: La classe des larves, xo: La classe des juvéniles et x3: La classe des adultes.
a; >0, m; >0 pouri=1...3, sont respectivement : les tauzr de croissance et de mortalité.

Nous supposerons que les naissances dans la classe x1 sont causées par les seuls adultes de
) , a(t)x ]
la classe x3 avec une loi de reproduction : r(t,r3) = b(—i—) > a(t) > 0,b> 0. Le dernier
€3

paramétre c(t) représente un effort de péche sur les adultes.

Enfin la derniére équation indique que les seuls observations possibles en temps réel ne

peuvent étre effectuées que sur le stock des adultes (ce qui est biologiquement raisonnable :
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les adultes, plus grand sont plus facile & observer) y(t) = x3(t) ¥Vt > 0. Ce modéle peut
étre appliqué a l'aquaculture par exemple.

Sachant ’évolution des larves au stade juvénile et ensuite au stade adulte, la connais-
sance des stocks x1 et xo mous permettrait de prédire le futur stock xs, comme une possible
extinction par exemple. Le probléme est donc le suivant :

Comment estimer au temps présent t les stocks x1 et xo a partir des observations
{y(7) = 23(7)},,”

Si les paramétres (o, m;,a(.), b,c(.)) sont connus alors un observateur de type LUEN-
BERGER avec une convergence arbitraire est trés bien adapté pour estimer les stocks x;et
xs.

En effet : Le systéeme (4.2.1) peut s’écrire :

oy —my 0 0 r(t,y(t))
avec : A = (6%} — Qg — My 0 ’ C= <0 0 1)7 et (I)<t7y<t)) = 0
0 a; -y —c(t)y(?)

la nonlinéarité par rapport a la sortie y(t) se trouvant dans l'expression de la loi de repro-
duction r(t,y(t)). Nous avons alors un systéme linéaire & une injection de sortie prés.

Ce systéme est observable puisque :

0 0 1
0= 0 (6%) —Mms

—ajg  —ag(ag +mg +m3z)  m3

est de rang complet 3. Un observateur de type LUENBERGER avec convergence arbitraire

pour ce systéme est donc :

B() = Ad(t) + @(t,y(1) — K (Ca(t) — y(t)

ou K = | ky |, et dans une forme plus explicite :

T1 = —oqZy — a2 + 1t y(t) — k(T3 — y(t))
i‘g = Oéli‘l — Ckgi'g — m2§32 - k‘2(£3 - y(t))

T3 = oy — mals — c(t)y(t) — ks(s — y(1))
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Pour la convergence arbitraire, on remarquera que la dynamique de l’erreur :

—Qp — M 0 —kl
é(t) = Qaq —Qp — My —kz e(t)

0 (0%)] —1msg — ]{73

posséde une matrice dont les valeurs propres peuvent étre fixés arbitrairement pour assurer
la convergence de 'erreur et ceci grace au coefficients ky, ko, ks (revoir Uexemple 3.2.2).
Malheureusement, dans des situations plus réalistes, beaucoup d’incertitudes peuvent ap-

paraitre :

e La fonction de reproduction r(t, x3) n’est pas trés bien connue. Par exemple le paramétre

a(t) est incertain (difficile a obtenir).

o L’effort de péche c(t) est inconnu & cause du manque de données officielles ou bien &

cause d’une péche illégale.

Une méthode pour venir a bout de ces incertitudes consiste a les considérer comme des
variables aléatoires, alors ’état du systéme est ausst une variable aléatoire, et le modéle peut
étre considéré comme un processus stochastique, et le probléme d’observation devient alors
un probléme de filtrage. Malheureusement, a l’exception du cas d’un bruit Gaussien additif
dans les équations dynamiques, la théorie du filtrage est difficile. Plus encore, le fait méme
de supposer lincertitude comme étant aléatoire est souvent injustifiable [9].

Fort heureusement, il existe d’autres méthodes pour neutraliser [’effet des incertitudes.

Pour chaque type d’incertitude on adoptera une méthode adéquate dont nous présentons

quelques unes :

4.3 L’observateur asymptotique

Quand l'incertitude se trouve étre une cinétique de réaction comme dans I’exemple précé-
dent, qui est une incertitude totalement inconnue sur le modele, on peut l'assimiler alors
a une entrée inconnue, du coup on peut utiliser les résultats sur les observateurs a entrées
inconnues [7]. Le principe de ces observateurs est de se dispenser de la partie inconnue du
modele pour construire I'observateur.

Reprenons le modeéle de bilan de masse de I'aérateur (1.5.1). Ce modeéle contient les

cinétiques des différentes réactions K®,(.), il nous faut nous en débarrasser. Pour simplifier
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le modéle nous allons supposer qu’il n’y a pas de recirculation des boues c’est & dire ¢, = 0.

% = K(I)a(ga) _D€a+D€zn+U (431>

rappelons que : K € M, x,,(R), &, € R™.
Supposons qu’une partie £,,, de dimension [, de 1'état &, est mesurée, et notons la
partie de I’état non mesurée par &,,. Elle est de dimension n — [. Nous ordonnerons les

gal

a2
supplémentaires existent, et nous résumons le tout sur le vecteur des mesures disponibles

composants de I’état pour avoir £, = ( ) . Nous supposerons aussi que d’autres mesures

suivant :
Y1
Yy=19
Ys
avec :

e y; : L’ensemble des [ variables d’état mesurées, y; = £,, € R,
e ys : Représente le flux gazeux mesure, yo = U (§) € R™.

e y3 : Représente les autres mesures (pH, Pression,...) pour lesquelles la relation avec

I’état est connue, y3 = h(§) € R".

Remarque 4.3.1 Les mesures ys et ys sont effectuées sur des parties du systéme autres
que les variables d’état, c’est a dire que le flux gazeux et les mesures de pH, pression,... ne

sont pas des composantes du vecteur d’état &, .

Remarque 4.3.2 Nous ne chercherons pas a savoir si le systéme est observable ou non,
car ’étude de l’observabilité repose sur la description du systéme en entier, y compris les
cinétiques, nous allons donc essayer d’exiger qu’une partie du systéme soit au moins dé-

tectable.

Le systeme (4.3.1) peut étre a présent réécrit en séparant la partie mesurée (£,; = y1)

de celle qui ne l'est pas (£,,):

% = Ki1%4(&a) = Doy + D&y + U1(€) (4.3.2a)
dfl? = Ka®4(E,) = DEaz + D& + U2 (€) (4.3.2b)

53



4.3. L’observateur asymptotique

2

K,
avec : K = you : Ky € My (R) et Ky € Mp_pyxm(R)

ginl Ul l 1
£in = ) U= U , avec 52‘1@17 Ul e R’ et fin% U2 € R"
2

in2
Pour construire I'observateur asymptotique nous avons besoin de ’hypothése suivante :

Hypotheése 1
1) 1l y a plus de quantités mesurées que de réactions : | > m.
1) La matrice K, est de plein rang (Les colonnes de K1 sont linéairement indépendantes).

L’hypothese 17i) signifie quun vecteur ® non nul ne peut pas annuler K;® (les réactions
ne peuvent pas se compenser les unes les autres au niveau des variables mesurées).
Sous 'hypothése 1, la matrice K; admet un inverse a gauche (il n’est pas unique). Il

existe donc une matrice G € M, (R) telle que :
GKl == Im

Posons alors :
F=-K,G

et considérons le changement de variables :

G = S (4.3.3)
C2 = F€a1+£a2

les équations (4.3.2a) et (4.3.2b) se transforment en :

% = K19(TC) — Dy + DCyy + U (TC)
% = —D(( = (o) + FUL(TC) + Uz (T€)

avec :

Iiii Oy
T = 7 ) Cm = (F In— n— > fin’ C'm = gin
(—F [nlx”l) 2 Ixn—I 1 1

L’équation de (, peut alors étre réécrite en utilisant la sortie ys :

d¢,

dt =-D (Cz - sz) + Mys (4-3-4)

avec

M = (F In—lxn—l)
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4.3. L’observateur asymptotique

Remarque 4.3.3 Le systéme (4.3.4) est un systéme linéaire a une injection de sortie prés
(sous section 3.2.2), la non-linéarité se trouvant dans l’expression de ys qui est une sortie

mesurée.

Nous allons maintenant construire un observateur asymptotique pour ce systéme, en
recopiant simplement ses équations. Mais d’abord nous devons faire une deuxiéme hypothese
pour garantir la convergence de cet observateur.

Hypotheése 2
Nous supposerons que le taux de dilution D reste constant et positif pour tout ¢ > 0.

Pour le cas ot D est variable, une autre condition peut étre imposée [5].

Remarque 4.3.4 La condition d’observabilité du systéme (4.3.4) n’étant pas possible a
vérifier (aucune mesure n’est disponible), sa détectabilité, garantit par U'hypothése 2, est

suffisante pour assurer la convergence asymptotique de [’observateur.

Lemme 4.3.1 Sous l’hypothése 2, la solution §a2 de l’observateur asymptotique suivant :
d¢ 5
d_t2 = -D <C2 - sz) + My,
5(12 = CZ - Fyl

converge asymptotiquement vers la solution £, du systéme réduit (4.3.2b).

Preuve.
11 est facile de voir que I'erreur d’estimation es(t) = &, (£) — €4y (£) = Cy (£) — C, (£) vérifie
I’équation :
éy (t) = —Dey ()

dont la solution est :
e(t) =e(0)e "

qui, sous ’hypothése 2, converge asymptotiquement vers 0 et ceci sans que ’on puisse ajuster

la vitesse de convergence. m

Remarque 4.3.5 Cet observateur asymptotique est en boucle ouverte c’est a dire qu’il
n'utilise pas de terme de correction entre les estimations et les mesures effectuées comme
dans l'observateur de LUENBERGER, et pour cause il n’y a aucune mesure d’aucun com-
posant du vecteur d’état du systéme réduit (4.3.2b). L’observateur asymptotique suppose
donc que le modéle de bilan de matiére est parfait, or des incertitudes peuvent apparaitre
sur les entrées ou les paramétres, on peut alors améliorer la robustesse de cet observateur

en exploitant les mesures y3 = h(§). Pour plus de détails voir [5].
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4.3. L’observateur asymptotique

Exemple 4.3.1 Prenons l'exemple d’une biomasse bactérienne (X ) consommant du sub-
strat (S) et métabolisant un produit (P) et ceci dans un aérateur. Le tauzx de croissance de
ce micro-organisme ® (§) est mal connu, nous le supposons alors complétement inconnu. Le
modéle décrivant cet exemple est le suivant :

X =0 -DX

S =—k® () — DS+ DS,

P =ky® (£) — DP
avec S;, est l’entrée en substrat, ky et ko les coefficients de rendement.

Ce modéle a la méme forme que (4.3.1) avec :

1 0 0
K = _kl 7€in = Szn ) Q (S) = 0
ko 0 0

Supposons que la partie de l’état qui est mesurée est la biomasse (X ) c¢’est a dire y; = X.
Notre objectif est donc d’estimer le substrat (S) et le produit (P) sans utiliser les cinétiques
inconnues ® ().

Commencgons par décomposer le systéme en partie mesurée et une autre non-mesurée:

X = o -DX

S Iy S S,

= o) —-D +D

P ko P 0
De cette écriture nous déduisons :

Kl = 17 61:X; gmlz()
6= () e (5) e (S
2 — /{52 » 82 — p » Sin2 T 0

k
L’inverse de la matrice K, est G = 1, et nous posons F' = —K,G = ( ; )
)

Le changement de variables (4.3.3) nous conduit au systéme :

d¢y
—= = ®(T()-D
g (T¢) ~ D¢,
dc
d_t2 = —-D (Cz - CmQ)
avec :
1 0 0
T=|-k 1 0
koy 0 1
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4.4. Les observateurs par intervalles

Nous avons enfin [’observateur asymptotique suivant, qui va estimer S et P :

dd_iz = —-D <§2_Cm2>
ég = 62—Fy1

) Z
et plus explicitement, sachant que (45 = < Al) :
Zy

dZz . az X

A G W - e

Z1(0) = S(0) + ky1y1(0) € 2,(0) = P(0) — ky1(0)
S =71k P = Zy+ kan

ot y1(0) = X (0) est la mesure de la biomasse au tempst = 0. Ziny = Si, S(0) et P(0) sont

les concentrations de substrat et de produit au temps t = 0, fixés au hasard.

4.4 Les observateurs par intervalles

Une propriété caractérisant souvent les incertitudes, apparaissant dans les modéles bi-
ologiques, est la possibilité de les borner avec des bornes connues a priori.

Le principe des observateurs par intervalles est d’estimer les bornes dynamiques garan-
tissant les limites de variation des états non mesurées en s’appuyant entre autres sur les
bornes connues des incertitudes. Ces observateurs fourniront a chaque instant une estima-
tion des intervalles contenant avec certitude les valeurs inconnues des états non mesurés, a
défaut de construire leurs valeurs numériques précises.

Bornes a priori sur les incertitudes U = Bornes estimées des états non mesurés X

N
’—\_—},\(_I_

.'-‘s-—-l-'_"-.X
-
-~

U_ \/ﬁ_
~————

Figure 4.4.1 : Principe de I'estimation par intervalles.
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4.4. Les observateurs par intervalles

Considérons le systeme linéaire générale suivant :

dx
(0 = Ax(t) + Bu(t) + Eu(t)

y(t) = Cu(t)

ou A, B, C, z, u, y sont comme dans (2.0.1), £ € M,,«s (R), et v € R® est la grandeur mal

(4.4.1)

connue (I'incertitude), elle est néanmoins caractérisée par ses bornes supérieurs et inférieurs
supposées connues:
Ev=(t) < Bv(t) < BEvt(t) vVt >0

Remarque 4.4.1 Les inéqgalités entre les vecteurs sont des inégalités entre chaque com-

posants correspondants des vecteurs.

Remarque 4.4.2 L’incertitude peut se trouver aussi dans [’équation de la sortie c’est a
dire :
y(t) = Cx(t) + Jw(t)

avec .

w(t) <wt) <wt(t) vVt >0

voir pour cela par exemple [17].

En se référant a la définition (3.2.1) de 'observateur, on construit un systéme auxiliaire

au systéme (4.4.1), mais qui prendra la forme suivante :

(t) = Fz=(t) + Ky(t) + Du(t) + Hv=(t) 27(0) = 25
(t) =Wzm(t) + Vy(t)

( dz
dt
x

(4.4.2)
dz™

o (t) = F2t(t) + Ky(t) + Du(t) + Hv™(t) 21(0) = 2§

zt(t) =Wzt (t) + Vy(t)

\

avec 27, zT € R", H € Muxs(R), et v, 0" € R%. F, K, D, W, V sont comme dans le
systéme (3.2.1).

Définition 4.4.1 Le systéme (4.4.2) est un observateur par intervalles du systéme (4.4.1)
si pour toute paire de conditions initiales vy < xg, il existe des bornes zy, zy telles que le

systéme couplé (4.4.1,4.4.2) vérifie :

r(t) <x(t) <zt (t) vVt >0
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4.4. Les observateurs par intervalles

Remarque 4.4.3 Les conditions initiales x,, xj représentant des bornes supérieure et
inférieure connues de l'état xo (on peut prendre un encadrement [:cg . Ta ] trés large), on
fize les conditions initiales de l'observateur (4.4.2) zy, z3 en utilisant ses deux équations

de sorties o U'instant t = 0.

On a construit ainsi deux observateurs, 'un donnera une sous-estimation z~(¢) et 'autre

une sur-estimation 7 (¢) de 'état du systéme z(t). Le couplage de ces deux observateurs sera
I'observateur par intervalles qui fournira un intervalle (dynamique) [x~(¢), " (¢)] contenant
avec certitude 1'état x(t).
L’erreur d’estimation de cet observateur est la largeur de l'intervalle, plus elle est grande
moins ’estimation est pertinente. On souhaite donc réduire cet intervalle autant que possible
et le plus rapidement possible, sans exiger que ’erreur tende asymptotiquement exactement
vers 0, comme dans un observateur classique, mais plutdt vers une largeur d’intervalle
acceptable.

On peut maintenant ramener l'écriture de I'observateur par intervalles (4.4.2) a une
écriture semblable a celle d’un observateur de LUENBERGER, a savoir :

dx~(t) B 3 B B B
= Ax~(t) + Bu(t) + Ev—(t) — K (Cx=(t) —y(t)) 2 (0) =z,
dﬁ%) (4.4.3a)

——— = Avt(t) + Bu(t) + Bvt (t) — K (Cat(t) —y(t)  2*(0) = g

Calculons maintenant l'erreur inférieure e~ (t), supérieure e (t) et totale e(t) = e (t)+e™ (¢) :

e (t) = (A—KC)e (t)+b (1)
et(t) = (A—KC)et(t) +b"(t)
e(t) = (A—KCQ)e(t)+b(t)

avec :

donc b~ (t), b*(t), b(t) sont forcément positifs. On a alors le lemme suivant :
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4.4. Les observateurs par intervalles

Lemme 4.4.1 Sila matrice A—KC' est coopérative (c’est a dire : les éléments de la matrice

sont positifs en dehors de la diagonale) alors :

e (0) > 0=¢€e(t)>0 Yt >0
et(0) > 0=¢e"(t)>0 vVt >0
e(0) > 0= e(t) >0 vVt >0

Une définition générale de la coopérativité est donnée dans ’annexe E.

On déduit alors le théoréeme sur les observateurs par intervalles suivant :

Théoréme 4.4.1 Si on peut choisir un gain K tel que la matrice A — KC' soit coopérative,

et si on a une estimation initiale :
2 (0) < z(0) < z21(0)
alors (4.4.3a) est un observateur par intervalle pour (4.4.1).
Preuve. Ce théoréme est une conséquence directe du lemme précédent, puisqu’on a :

e (0) =z(0) —2~(0) >0, e"(0)=27(0) —x(0) >0

et donc :

Q\
—~
~+
S~—
I
8

() =2 (t)>0 Vt>0
() —a(t) >0 V>0

} — o (t)<z@t)<z(t) Vt>0

[
+
—~
~
~—

I

8

Théoréme 4.4.2 Si les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées, et si en plus la

matrice A — KC' est stable et ’erreur totale sur lincertitude est bornée c’est a dire :
b(t)= Evt(t)— Ev (t) < B

ot B est un vecteur positif constant, alors Uerreur totale e(t) = x*(t) — x~ (t) reste quand t

tend vers linfini dans un intervalle dont la largeur est plus petite que :
emax = —(A—KC)™'B

en particulier, si des composants de ena sont nuls, alors les composants correspondants de

e(t) convergent vers zéro.
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4.4. Les observateurs par intervalles

Pour la preuve de ce théoréme nous allons utiliser une proposition de comparaison entre
les solutions de deux systémes d’équations différentielles [13] :

Soit, dans le cas général, les deux systémes suivant :

dx

% = f(xat)a Q}(O):Q}O
dy B B
o = 9w, y(0) =y

ou f,g:U x RT — R" sont suffisamment réguliéres sur un domaine convexe U C R".

On a alors le théoreme de comparaison entre x(t) et y(t) :
Proposition 4.4.1 5%

e Vse U, Vt>0, f(s,t)<gl(s,t)

® g est coopérative

® 2o < Yo

Alors z (t) <y (t) pourt > 0.

Preuve. Soit

ety = (A—KQC)e(t)+b(t)
ém(t) = (A—KC)e,(t)+ B

on a :

VseR" ¥Vt >0 (A-—KC)s(t)+b(t) <(A—KC)s(t)+ B
pour des conditions initiales identiques e = e,,0, on a alors d’apres la proposition précédente:
e(t)<emn(t) Yt>0

La largeur de l'intervalle e(t) est donc bornée V¢t > 0 puisque e,,(t) est borné en raison de
Ientrée B fixée (donc bornée) et de la stabilité de la matrice A — KC' (voir La stabilité
Entrée Bornée Etat Borné [2]).
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4.4. Les observateurs par intervalles

D’un autre coté, A — KC étant stable et donc inversible, on a :

t
em (1) = e(AKC)t€m0+/e(AKC)(ts)BdS
0

t
_ e(A—KC’)t <€m0+/€_(A_KC)SBdS)
0
2 3

—t
- e<A—KC>f(em0—/ ([+(A—KC)w+(A—KO)2%+(A—KO)3%+---
] . !

3
(A—KO)3%+--->Bdw>

2 3

= KO (emo — [w +(A-KC) % +(A-KC)? %+

(A—KC)3w—4+~~}_tB>

’)

(A KC) () + (A— Koy T

= eA-KO <em0 —(A—KC)™" o

(A— KC)? (_3?3 e

_ e(A—KC’)t (emO _ (A o KO)fl [6—(A—KC')t . ]] B)
= A EODe o+ WK A _KC)'B—(A-KC)'B
— —(A—KC) "B puisque (A— KC) est stable.

t—-+o00

et donc e(t) est inférieur asymptotiquement (terme a terme ) & epay = — (A — KC) ' B. =

Exemple 4.4.1 Reprenons l'exemple 4.2.1, dans cet exemple nous avions calculé A — KC
qui valait :
—p — My 0 —ky
A—KC = oy —Qig — Mo —ks
0 o7} —ms — ks
afin de vérifier les conditions imposées par le théoréme 4.4.2, et sachant que c; > 0,m; > 0
pour i = 1..3, on peut prendre par exemple ki = ko = 0 et ks > 0. Et on obtient que A— KC

est coopérative et stable.

r(t, x3)
Le terme non-linéaire étant ®(t,xs) = 0 , on peut l’encadrer en utilisant les
—c(t)z3
bornes suivantes :
a~x atx
a- < a(t)<at = So<r(ta) < >
b + T3 b —f- T3

¢ < ct) <= —cTw3 < —c(t)r3 < —Cc 73
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On a alors l'observateur par intervalle pour le systéme étudié suivant :

(. _ _ _+a‘a¢3
T = —o1x; — Mix
1 141 141

b—i—ﬂ?g

T3 = apxy —mgry —ctag — ks(zg —y(t))

atxs

b+$3

b + _ + _ +

it = —aqgz] —myal +

| 3 = aary — mgxy — ¢ w3 — k(xy —y(t))

Si on arrive & borner Uerreur sur lincertitude :

atxs a" T3 (at —a) a3
b + T3 b + x3 b + T3
b(t) = q)Jr(t, ZC3) — ®7<t,$3) = 0 — 0 = 0
—c (t)xs —ct(t)xs (¢t —c) a3
(a* —a”)
< 0

avec 5% une borne supérieur des mesures xs.

Alors nous avons d’aprés le théoréme 4.4.2, en posant B = 0 , que

max

(" =)
lerreur totale d’estimation e(t) (la largeur de l'intervalle [z~ (), 27 (¢)]) est asymptotique-

ment inférieure (terme a terme) A emayx = — (A — KO) ™' B.
Les calculs nous donnent alors :
at —a”
alo@j—lnclz_)
e = (s +my) (az + my) !
ajag (™ —a™) (¢F —c¢7)alox
(a1 + ml) (Oé2 -+ mg) (m3 -+ k’g) ms -+ k?g

donc en choisissant un k3 suffisamment grand, et si I'erreur sur le taux de reproduction
(a™ —a™) est assez petite, alors l'erreur sur 'estimation des variables d’état sera aussi
petite. En d’autre termes, si on connait assez bien la loi de reproduction (I’erreur est assez
petite), alors on peut estimer de fagon correcte les classes des juvéniles et des larves en

mesurant seulement la classe des adultes méme s’il y a un effort de péche inconnu (I’'erreur

est assez grande).
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2

4.4.1 Observateur par intervalles pour un procédé a boues ac-
tivées
Nous allons appliquer les résultats précédents a un modéle de procédé des boues activées

simplifié, s’apparentant au modele général (1.5.1). Nous ferons les hypothéses suivantes :

e [l n'y a qu'une seule population de biomasse x, et une seule population de substrat s,
et aussi une seule réaction de croissance de la biomasse dont découle la dégradation

du substrat.

e Aux équations décrivant I’aérateur, s’ajoute une équation provenant du couplage entre

laérateur et le décanteur [14], décrivant la dynamique de la biomasse recyclée z,.

e Les cinétiques biologiques sont modélisées par p(.)z, ou u(.) est le taux spécifique des

croissance. Il est supposé inconnu.
e Nous ne mesurons que le substrat s, et nous voulons estimer = et x,.

e L’entrée en substrat s;,, fluctue de maniére inconnue mais nous connaissons des bornes

dynamiques sur ces fluctuations :

s (1) < sin(t) < st (1) vt >0

e Des bornes initiales sur = et x, sont connues a priori :

Lo

IA
8
o
IA
S
ot

- +
Lro < xrogmro

Ce modele est présenté dans [14], [10] :

i=p()z—1+q @)Dt z+q (t)D{)z,
)z

§=—tp - (14+¢q () D (t)s+ D(t)sm(t) (4.4.4)
tr=v(1+¢q¢ @)Dtz —v(w(t)+q (t) D)z,
Va Qu , e
avec : v = A w (t) = =—, ou Vj est le volume d’eau dans le décanteur, et @, est le débit

9
s n
d’eau rejetée (non recyclée) depuis le décanteur. Y est un coefficient stoechiométrique.

Remarque 4.4.4 Les deux derniéres hypothéses qu’on a exigé me sont pas irréalistes, en

effet déterminer des bornes pour l’entrée en substrat dans une station d’épuration des eaux
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n’est pas aussi difficile, vu les activités humaines ou méme industrielles qui sont assez prévis-
1bles pendant la journée mais aussi au fil des saisons, ceci nous permet d’exhiber des bornes
sous forme de fonctions périodiques de période journaliére ou saisonniére.

Pour les bornes initiales sur les variables a estimer x et x, la tdche n’est pas plus compliquée,
car les bornes peuvent étre trés grandes et du coup contenir les vraies valeurs initiales xqy et

Tro qui me peuvent dépasser ces bornes pour des raisons biologiques évidentes.

Vu que le taux de croissance p (.) est totalement inconnu, on va s’en débarrasser en
utilisant les techniques de I'observateur asymptotique (section 4.3), et plus précisément on
va utiliser un changement de variables.

On va prendre D, ¢., w comme étant des constantes positives, pour le cas ot elles sont
variables au cours du temps, il nous faut en plus de leurs vraies valeurs pour tous ¢ > 0,
les encadrer par des bornes connues pour des raisons techniques, ces bornes pouvant étre
physiquement justifiées [14].

Réordonnons les équations du systéme (4.4.4) afin de séparer les variables d’état mesurées
de celles qui ne le sont pas, nous obtenons alors :

5= —% — (14 g») Ds + Dsy,(t)
&=p()r—(1+¢)Dzr+qDx, (4.45)
. =v(1+¢q)Dr—v(w+gq) Dz,

en reprenant les méme notations que celles de la section 4.3, on déduit que :
Kl — —?
qui est de plein rang et dont 'inverse & gauche est :
G=-Y
nous prenons alors :
F = —K)G
Y
0
Nous allons donc utiliser le changement de variables suivant :

G = s

@ ()= ()
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On obtient alors I’équation de ¢, (en dimension 2) suivante:

é2 =D (ACz + B (t))

A_(—(lﬂzr) qr ) ot B(t)_< Ysin (1) )
v(l+q) —v(w+g) Yo (l+q)s

Sin (t) n’étant pas connu mais seulement bornée :

avec

s, (1) < sin(t) < st (1) vVt >0

on peut alors borner B () :

avec :

B (1) = Ys; (t) | B* (1) = Ysi (t)
—Yv(l+4gq)s —Yv(l+g¢)s

On explicite ainsi un observateur asymptotique par intervalles fournissant une

sur-estimation et une sous-estimation de x et de z, :
( Y Qj‘_
(; =D (Al + B~ (1), <5(0)=(0>80+(°>

Lo

(4.4.6)

D étant positif et A coopérative (éléments hors-diagonaux positifs), alors DA est encore

coopérative, en plus on a l’estimation initiale :

¢z (0) <2 (0) < ¢G5 (0)

vu la derniére hypothése. Donc d’apres le théoreme 4.4.1, (4.4.6) est un observateur par
intervalles mais asymptotique (on ne peut pas fixer la matrice des gains K') pour le sys-
teme (4.4.5).
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L’équation de la dynamique de ’erreur d’estimation est :

ety = & —Gy
= D(Ae(t)+B*(t) =B~ (1))  e(0)=¢5(0) ¢ (0)

La largeur positive de lintervalle e(t) reste bornée si on suppose que lentrée
D (B* (t) — B~ (t)) est bornée et la matrice DA est stable. L’hypothése sur la bornitude
de 'entrée est réaliste puisque BT (t) — B~ (t) dépend de la différence s;. (t) — s;,. (t) qui
ne va pas diverger dans la réalité. La stabilité de la matrice DA se vérifiera aisément avec
le critére de Routh qui exigera : 14 ¢, +v (w+¢q.) > 0 et vw (1 4+ ¢,) > 0, ce qui est vrai
puisque v, w, ¢, > 0 (dans la réalité).

Bornons maintenant ’entrée :

D (B+ (t)— B~ (t)) _D <Y (Sz—; (t)o— Sip (t))) -D (yéW)

avec s; (t) — s;, (t) < M ¥t >0, on a alors d’aprés la proposition 4.4.1, en posant :

em(t) =D (Aem (t) + (Yéw>>

0<e(t) <en(t) Vit >0

I'inégalité suivante :

Donc d’aprés le théoreme 4.4.2, I'intervalle e(t) est plus petit asymptotiquement (terme

a terme) que le vecteur positif :

Y M
Cmax = —A‘1< . ) (4.4.7)

B 1 v(w+gq) g Y M
vw(l+¢) \v(14q) 1+g¢ 0
(vt Y M
14+¢q ) W (1+4q)
On remarquera alors que la largeur de 'intervalle e,,,, dépend de I’erreur maximale M sur

) 2
I'entrée s;,.
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Chapitre 5

Résultats numériques

Nous avons implémenté I'observateur (4.4.6) en utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 pour la résolution d’un systéme d’équations différentielles ordinaires [8].
Nous nous sommes fixés les valeurs suivantes intervenant dans les équations du systéme

(4.4.6) :

qr = 0.6 M =60
w=02v=1 xo = 200
Y =0.65 0 = 400
D=01 So = 50
Sino | Sino S;;O Ty | To xar Too | Zro xjo

(5.0.1)

220 | 250 | 280 0 | 200 | 1000 0 | 400 | 1400

Sin0s T, Tro SONt en réalité inconnues.

Nous avons alors obtenus les résultats suivants :
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5. Résultats numériques

Résultat 1 :

1600
1000
A R
\ —— Xplus e \ — Xrplus
800 \ xvraie | 1200 Xrvraie |
- Xmoins ... 1000 ——— Xrmoins }—m
800
X w0 X o
200 400
/ Zw /
0 ' 7794 0 8424
0 Lo | w0 e 800 1000 0 a0 | a0 | eo 8o | 10w
Temps (h) Temps (h)
Estimatin des bornes dynamiques de x Estimatin des bornes dynamiques de z,

Remarque 5.0.5 Les fieches a deux sens dans les figures précédentes, ainsi que les points
spécifiés sur les axes des abscisses, indiquent les instants & partir desquels les erreurs to-
tales des estimations de x et de x, (les différences entre les sur-estimations et les sous-

estimations de x et de x,) ne dépassent plus les valeurs mazimales fixées par le vecteurs
Cmax 97.5

€max = =
€max z, 195.0

Nous vérifions bien la convergence de la différence entre les estimations supérieures et
inférieures des x et x, vers des largeurs plus petites, mais qui contiennent vraisemblablement
chacun les vraies valeurs de x et de x,. Nous constatons aussi que cette largeur d’intervalle

limite reste borné par le vecteur ep,.y.

Résultat 2 :

Pour des bornes initiales plus larges :

— + — +
Lo | To | Tg Lro | Tro | Tro

0 | 200 | 2000 0 | 400 | 3000

nous avons les résultats :
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5. Résultats numériques

2000 &
1500 — Xplus [
Xvraie
1000 I
X —— Xmoins
500
0
836.1
0 400 600 800 '
Temps (h)

Estimation des bornes dynamiques de x

3500
3000 0
2500 — Xrplus |
2000 erra!e ,,,,,,,,,,,,,,
—— Xrmoins
1500 f-----cmmmee N
1000
A
500 |
[]
° 899.1
0 200 400 600 800 1000

Temps (h)

Estimation des bornes dynamiques de x,

Nous remarquons que les bornes méme trés large au temps ¢ = 0 n’affectent pas la

convergence asymptotiquement des estimations supérieures et inférieures de = et x,., vers

des intervalles plus petits mais qui contiennent les vraies valeurs de z et x,., les largeurs des

intervalles finales sont fixés par ey = (

emax x

€max z,
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5. Résultats numériques

Résultat 3 :
Si nous nous fixons les mémes conditions initiales pour les estimateurs supérieurs et

inférieurs que les vraies conditions initiales, c’est & dire :

— + - +
Lo | o | To Lro | Tro | Tro

200 | 200 | 200 | | 400 | 400 | 400

alors nous obtenons les schémas suivants :

xplus xrplus
20 Xvraie . Xrvraie
220 Xmoins 650- Xrmoins
300 600 |
280
550
260 i
X 240 500
” o - )
200 // : e 1 -
180 V 0 | Y
160 T T T T T 350 T T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Temps (h) Temps (h)
Estimation des bornes dynamiques de z Estimation des bornes dynamiques de x,

Dans cet exemple, les sur-estimations et les sous-estimations de x et x,,aprés des points
de départ identiques, se différentient des vraies solutions certes, néanmoins les différences

entre elles (les erreurs maximales) restent bornées et ne dépassent jamais les largeurs max-

: Emax z 97.5
imales epax = = .
Emax 195.0
Reésultats 4 :
Dans cet exemple nous allons prendre les mémes conditions initiales (5.0.1), mais nous
changerons la largeur maximale M de l'erreur sur 'entrée en substrat S;,. Nous avons

signalé que l'expression (4.4.7) du vecteur erreur e, dépendait de erreur M, nous allons

alors lui donner des valeurs différentes et voir quelles incidences elles auront sur les résultats.

M =100

- + - + - +
Sino | Sin0 | Sino Ty | To ) Lo | Tro | Tpg

200 | 250 | 300 0 | 200 | 1000 0 | 400 | 1400
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5. Résultats numériques

Si lerreur sur l'entrée change, alors S;, , Si | changent aussi. Nous avons alors les résultats

n0»
suivants :
1600
1000 [\
\ olus 100 \ xrplus |
800 P FE N 1200 DAY [ D e —
Xvraie .
. 1000 xrmoins |
&0 XMOING |-
X 800
0 Xl' 600
/0 S 400
200
0 i /
773.1 o / 8352
0 20 40 60 80 1000 o 20 40 &0 80 100
Temps (h) Temps (h)
Estimation des bornes dynamiques de x Estimation des bornes dynamiques de x,

Nous remarquons qu’il y a toujours convergence des estimations supérieures et inférieures
vers des intervalles plus petits, méme si cette convergence ne se fait pas plus rapidement,
ou bien trés peut, si nous comparons avec le Résultatl, les largeurs des intervalles limites

sont beaucoup plus grands que ceux du Résultatl. En effet nous avons
Cmax z 162.5
€max = -
Emax 325.0

Pour cet exemple, nous allons aussi changer la valeur de M mais nous la prendrons plus

Résultat 5 :

petite :
M =20

- + — + - +
Smo Sin0 Sz’nO Lo Zo ) Lro Tro Tro

240 | 250 | 260 0 | 200 | 1000 0 | 400 | 1400

Nous avons alors les résultats suivants :
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5. Résultats numériques

1600
1000
wol N
xplus \ xrplus
L e R T 1200 P
Xvraie \ Xrvraie
vl I XMOINS |- 1000 Xrmoins | T
X 800
400 \ )(r 600
200 i 400
200
0 f
785.7 0 [ 848.7
0 | 20 | a0 | 0 80 100 0 200 400 600 800 1000
Temps (h) Temps (h)
Estimation des bornes dynamiques de x Estimation des bornes dynamiques de .,

Nous remarquons la aussi qu’il y a toujours convergence des estimations supérieures et
inférieures vers des intervalles plus petits. Nous remarquons toujours que la convergence ne
se fait pas plus rapidement que la convergence du Résultat 1, néanmoins les largeurs des
intervalles vers lesquelles les erreurs maximales convergent sont beaucoup plus petites que

ceux des Résultat 1 et Résultat 4. En effet nous avons :

Crmax 32.5
€max = =
Emaxa. 65.0

Remarque 5.0.6 (sur les résultats 1, 4 et 5) Nous remarquons en comparant ces trois
résultats que le changement de la largeur maximale M de ’erreur sur l’entrée en substrat
Sin, Waffecte en rien la vitesse de convergence des estimations supérieures et inférieures,
et ceci était prévisible puisque nous avons décidé dés le début de construire un observateur
par intervalle asymptotique c’est & dire que la vitesse de convergence ne peut étre réglée et
[’estimation sera toujours asymptotique.

Deuziéme remarque c’est sur les largeurs des intervalles limites :

M 60 100 20

97.5 162.5 32.5
6Il'laX
195.0 325.0 65.0

Nous voyons bien que plus il y a de précision sur l'entrée en substrat S;, (un M plus petit)

plus il y aura de précision sur les estimations (un emax plus petit terme o terme). Ceci aussi

était prévisible vu 'expression (4.4.7) du vecteur en.x dépendante de M.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire une application concréte de certains aspects de la
théorie du controle, en 'occurrence 1’observabilité ainsi que des méthodes pour estimer
les états non mesurés. L’exemple sur lequel nous avons appliqué ces méthodes était la
station d’épuration des eaux usées, dont nous avons donné une esquisse de son mode de
fonctionnement.

Parmi les méthodes d’estimation on a focalisé sur les observateurs par intervalles qui sont
une méthode assez efficace car elle n’est pas trés exigeante en demande de données a priori
(des bornes sur les entrées et les états initiaux méme trés larges), mais aussi sur I’estimation
finale qui se contente de fournir un intervalle, mais qui contient avec certitude la vraie valeur
recherchée. Notons aussi que d’autres méthodes pour venir a bout des incertitudes existent
dans la littérature mais que nous n’avons pas exposée ici.

Ces méthodes d’estimation ne sont pas restreintes a la station d’épuration, bien au
contraire les exemples d’applications se trouvent dans de nombreux domaines, Industries
pharmaceutiques, agro-alimentaires, . .., qui sont des domaines ot les méthodes d’estimation
donnent des résultats beaucoup plus précis, vu les mesures disponibles réalisées avec des
appareils trés sophistiqués et onéreux que les stations d’épuration ne peuvent se permettre
d’acquérir.

Enfin signalons que nous nous sommes limité dans ce mémoire & des systémes linéaires et
parfois a une injection de sortie preés, bien que la réalité veuille que les modeéles biologiques
soient, comme nous ’avons signalé, non-linéaires, et ceci en raison de I’abondance des ob-
servateurs pour les systémes linéaires, et leur rareté pour les systémes non-linéaires, donc

un travail ultérieur pourrait aborder ce coté la.
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Annexe

A

Théoréme A.1 Cayley-Hamilton

Si A est une matrice carrée n x n et
xa(s) =det(sI —A) ="+ 18"+ +ay
sont polynome caractéristique, alors :
A" = — AV — o — a1 A —

et, en particulier, toute matrice A™ pour m > n est combinaison linéaire de I, A, ...,

A
B

Définition B.1 Soit E un sous espace vectoriel de R™.

E est dit stable par la transformation linéaire A si : © € E = Ar € E. [22]

C

La matrice de passage

Pour déterminer la matrice de passage P, qui transforme le systéme initial en son com-
pagnon observable, on utilise la technique suivante :

Pour le cas mono-sortie on a :

00 --- 0 —a,
0 —ap_1
A=plAp = et C=CP=(0 0 1)
0 —ay
1 -y
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Annexe

et, qu’on peut récrire ainsi :
AP'=P7'A ot CP'=C (5.0.2)

P1
Supposons que P~ '= : avec pi,...,pn les lignes de P!, alors des égalités ma-
Pn
tricielles (5.0.2) on obtient les relations de récurrences suivantes :
Pn = C
Pn—1—oapn, = pnA

Pn—2 — Q2pp = pn—lA

P1— Qn1Ppn = p2A
—OnPn = plA
que nous devons résoudre pour trouver les lignes de P~!. De la premiére équation jusqu’a

la niéme nous tirons p,, ensuite p,_1 ... et enfin p;. On se retrouve avec la derniére équation

qui est automatiquement satisfaite en écrivant :

plA + QppPn = p2A2 + CanlpnAA + AnPn
= p3A3 + an—2pnA2 + an—lpnA + appn

= Pn (A” + oA 4, A Oén)

= 0 wvu le théoréme de CAYLEY-HAMILTON

Pour le cas multi-sorties voir [15]
La matrice de passage du systeme initial vers le compagnon controlable est déterminée
par la méme technique, il suffit de prendre & la place de P une matrice T = (t1 e tn>

avec tq,...,t, les colonnes de la matrice T'.

D

Le critére de Routh

Soit P(s) le polynome & coefficients réels :

P(S) — Oé(l)Sn 4 agsnfl + O&Snf2 + (X%Snig + Oé;Sni‘l + Oé%SniE) 4.
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Annexe

On construit la table de Routh :

11 1
Qp Q1 Qg
2 2 2
af o a5
3 .3 .3
Qp Q7 Qg
4 4
Qy Qj
par récurrence selon la formule :
o
i+2 _ i Qi1
;=% 1 Y+l
Qg

tant que c’est possible. On a alors le théoréme suivant, connu sous le nom de critére de
Routh :

Théoréme D.1 Le polynome P(s) a toutes ses racines a partie réelle strictement négative
si, et seulement si tous les coefficients oy de la premiére colonne de la table de Routh sont
non nuls et de méme signe.

Si tous les o sont non nuls, le nombre de coefficients dans la premiére colonne de la
table de Routh n’étant pas du méme signe que o} correspond au nombre de racines de P(s)
ayant une partie réelle positive.

Remraque D.1 Une condition nécessaire, mais non suffisante, pour que P(s) ait toutes
ses racines a partie réelle strictement négative est que tous les coefficients ozé- de P(s) soient

non nuls et de méme signe. Cette condition est connue sous le nom de test de Hurwitz.
E

Définition E.1 On dit qu’un systéme non-linéaire en dimension n est coopératif si sa
matrice Jacobienne est positive en dehors de la diagonale sur un domaine convezxe. C’est a
dire pour la représentation d’état suivante :

dx

— = f(x,¢

= fw)
la coopérativité est satisfaite si :

afi
(93:]-

(x,t) >0 pour i % j
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