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Résumé

L’objet de ce travail est d’étudier I’existence et I'unicité d’une solution pour une certaine
classe de systémes de réaction-diffusion (systémes paraboliques non linéaires) . Plus préci-
sément, on traite l'existence globale, I'unicité ainsi que le comportement asymptotique de

la solution.

Mots clefs:Réaction diffusion, équation parabolique, existence global, comportement asymptotique.

Abstract

This work is devoted to study existence of solutions to some reaction-diffusion systems (
nonlinear parabolic systems) . Specifically, it deals with global existence, uniqueness and

asymptotic behavior of solutions.

Key words:reaction diffusion, parabolic équations, global existence, asymptotic behavior.
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Liste des principales notations

Liste des principales notations

2 : Ouvert de R"

0N : Frontiere réguliére de €.

Qr =0 x]0,T7.

r = (x,,29,...,2,) : Un point de R™.

d/dt : Dérivée par rapport a t .

0., = 0/0x; : Dérivée partielle par rapport & z .

V= (81‘1 s Oy oves Gxn) : Gradient par rapport a x.
8041+O¢2+---+an

- Or{.0xs? ... 0w
LP () : Ensemble des fonctions de puissances p

WeP (Q) : Espace de Sobolev construit sur L” (Q2) et s réel .
H® (Q) =W2(Q).

' : Variété de dimention (n — 1) plongée dans R".

D%y

ieme intégrable sur €.

do : Mesure superficielle sur I'.
v : la normal extrieure & 0f).
0/0v : Dérivée normale .

| o | : La norme de L*(2).

| ® ||as ) : La norme de H*(€2).



Introduction générale

Introduction

L’objet de ce mémoire est I’étude de quelques équations paraboliques non linéaires issues
de la biologie.

Ce mémoire est divisé en deux parties. On trouvera dans la premiére partie une contribu-
tion personnelle a la résolution d’un modele simplifié proposé par M.A.J chaplin et al [1] et
dans lequel nous avons négligé le terme de chemotaxis, nous nous focalisons sur la migration
cellulaire dtie & I’haptotaxie ou encore a I'invasion-dégradation de la matrice extracellulaire
par les cellules tumorales .

On établit pour ce modeéle un résultat d’existence et d’unicité d’une solution locale en
temps, puis en adaptant les idées de [6], on montre que cette solution est en fait globale en
temps avant de nous pencher sur le comportement asymptotique en temps de cette derniere.

La deuxiéme partie est une synthése des travaux de A. Kubo-T.Suzuki [3]. Ce modele
différe du modele précédent par la présence d’un terme de chemotaxis ajoutant une difficulté
supplémentaire au probléme mais il plus simple que le probléme initial proposé par M.A.J
chaplin et al [1] dans la mesure ou l'équation est couplée a des équations différentielles ce
qui a permis & [3] de transformer le modéle parabolique en un modéle hyperbolique dont
I’énergie est controlable.

eeNotons que la deuxiéme partie de ce mémoire correspond & des articles qui ont été
publiés

(1. 2)).

Le phénomeéne biologique décrit la migration des cellules tumorales.

Le phénomeéne se déroule selon un schéma de plusieurs étapes. Chaque étape est décrite
par un systéme d’équations de réaction-diffusion

La migration cellulaire intervient dans d’autres phénomeénes tels que 'invasion et 1’an-
giogénese.

Dans notre travail on a deux modéles, le premier décrit I'invasion tandis que le deuxiéme
I’angiogénése.

— ces deux modeles font partie des divers modeéles proposés par Anderson et Chaplin.
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.. Décrivons briévement le modele d’invasion.

L’invasion du tissu sain par les cellules tumorales se déroulerait selon un schéma classique
en quatre étapes :

1) Détachement des cellules de la masse tumorale,

2) Adhérence des cellules a la matrice extracellulaire (MEC),

3) Dégradation de la MEC,
4) Migration.
Le modeéle est gouverné par deux facteurs : hypoxiques; diffusion. Il est décrit par le

modele suivant [1]

( dif fusion haptotaxie
dn —~ = —
— = DAn — pv.(nVf)
dt
d dégradation
—
d_J; = —ymf dans [0, c0[ x (1)
dm dif fusion production mortalité
T eAm + “an® — vm
\

n = n(t,z) : densité de la cellule tumorale.

m = m(t,z) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE)
f = f(t,z) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).

les solution :n;c; f dépend de deux variables : z, et t.

t > 0,t :le temps.

x € ; Q:domaine borné de R" .

D:; p;v;v; o € @ constantes positives.
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.- Le deuxiéme modele concerne 'angiogeneése [3].
L’angiogénése est un processus biologique qui permet, & partir de vaisseaux sanguins exis-
tants, de créer de nouveau vaisseaux par la migration des cellules endothéliales.

Le modele est gouverné par trois facteurs : hypoxiques; chimiotactique; diffusion.

Le modéle s’écrit :

d dif fusion chemotaxis haptotazxis
A ~ 7\ ™~ ~ -

d_:fl = DAn —V.(x(e)nve)— pv.(nVf)

d production consommation

~~ N —~N=
d—‘i = kn — &nf dans [0, 00[ x (92)
dégradation

dc —~ =

— = —nnc
| dt 1

n = n(t,z) : densité de cellule tumorale.

¢ = ¢(t, ) : concentration du facteur d’ angiogénése tumorale (TAF)
f = f(t,z) : concentration de fibronectine

les solution :n;c; f dépend de deux variables : x et t.

t > 0,t :le temps.

x € Q ; Q:domaine borné de R" .

D; p; & k;n - constants positives.

x(e) =

Nous allons maintenant présenter les différents chapitres de ce mémoire.

. ol X, représente la sensitivité, a est une constante positives.

Les deuxiéme et troisiéme chapitres correspondent & I’étude du premier modéle .

Le quatrieme chapitres est consacrés a 1’étude du deuxiéme modéle.

Dans la premiére partie, nous donnons quelques rappels généraux.

Dans le troisiéme chapitre, nous traitons l’existence locale d’une solution faible pour

(1)

L’outil principal est le théoréme du point fixe de Schauder.
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le théoréme du point fixe de Schauder assure ’existence pas 'unicité, alors on montrera
apres.

Dans le quatrieme chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite
est en fait une solution globale pour (p;)

L’idée est multiplier I’équation satisfaite par n par le terme d’entropie log(n + 1) et
d’utiliser la décroissance exponentielle de f qui découle du fait que m > v, dés que my >
7,- Cette méthode est due & [6] et nous permet de montrer que||n| 2 7;m1 () est bornée
indépendamment de 7" d’ou I'existence d’une solution globale en temps .

En utilisant encore une fois la décroissance exponentielle de f, on aboutit & un résultat
de comportement asymptotique en temps.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étudions 'existence globale d’une solution pour (p2)

En résolvant les équations différentielles satisfaites par ¢ et f et en remplacant dans
I'équation satisfaite par n, on transforme le probléme parabolique (p2) en un probléme
hyperbolique qu’on traitera par la méthode de Galerkin adaptée au probléme non linéaire

L’idée est d’introduire un schéma itératif de telle sorte qu’a chaque étape nous ayons
affaire a un probléme linéaire.

Nous achevons la preuve en montrant que la suite ainsi contruite est une suite de Cauchy
et converge vers une solution classique de notre probléme

La méthode repose sur le controle du terme ||u||2(0 100;2(0)) qui assure la convergence

de la suite.

On achéve le mémoire par un résultat de comportement asymptotique de la solution

de (p2).
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Chapitre 1

Rappels générales

Sommaire
1.1 Définition d’éspace de Sobolev . . . . .. ... ... ....... 7
1.2 Inégalitésde Sobolev . . .. ... ... ... 9
1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles . . . . .. ... ... 11
1.4 Lemmes techniques . ... ... ... ... ... 00000, 13
1.4.1 Inégalité différentielle . . . . . .. . ... ... oL 13
1.4.2 Inégalités incontournables. ... 14

1.5 Existence, unicité et régularité de la solution pour un pro-

bléme parabolique avec condition de Neumann ... ... ... 16
1.5.1 Position du probléeme. . . . . ... ..o Lo Lo 16
1.5.2  Existence et unicité de solution faible du probléme (1.5.1).. . . . . 16
1.5.3 Reégularité de la solution . . . . . . . .. ... L oL 22

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I’essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail, en premier lieu, nous rappelons quelques défnitions et les inégalités sur les
espaces de Sobolev et les espaces LP (0,7; X), et aprés on rappele un cértain nombre d’outils
d’analyse, théoréme de point fixe de Schauder 'inégalité de Gronwall et autres inégalités
qui seront utilisées dans le suite, & la fin de chapitre on étudie I'existence et 'unicité de

solutions de problémes de neumann qui ’on fait la preuve par la méthode de compacité.



1.1. Définition d’éspace de Sobolev

1.1 Définition d’éspace de Sobolev

Q2 : Ouvert borné de R" a frontiére réguliére.

Définition 1.1.1 On définit ’espaces de Sobolev d’ordre m sur LP () que l’'on note W™P (Q)
par

W (Q) = {u, ue L (Q), Du € LP (), |a| < m}

On le munit de la norme

1/p
HUHW"W(Q) = ( > HDQUHIJZJP(Q)> ;1 <p<oo;

0<|al<m

m,o0 = Da 00 .
[ () ogn\ﬁ;{m” ullg Q)

WP (Q) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1 On posera

Wm(Q) = H™ (),

H™ () est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
(UJU)HW(Q) = Z (D%u, DaU)LZ(Q)‘
la<m
Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que S est un ouvert borné.Alors il existe une constante C (dépendant de
Q,p) tel que
HuHLP(Q) <C ||VUHLP(Q) , Yu € WOLP () (1<p<oo) (1.1.1)

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Poincaré- Wirtinger)
Q est un ouvert connexe de classe C' .

Alors il existe une constante C' (dépendant de Q,p) tel que

lu = @l oy < C 19Ul gy Yu € WH(Q) (1< p < o0), (11.2)

il
U= — [ udx
12 Jo

ol
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Théoréme 1.1.3 Soit Q un ouvert borné de R™a frontiere 92 régulicre, tel que n < 3.

Alors, il existe une constante C (), telle que

_ ou
[ =l ooy < C () [Aul| p2q) Yu € H?(Q), = 0 sur OS2 (1.1.3)

Preuve : On applique la formule de Green, on obtient

/Q|V(U(x)—ﬂ)|2dx:/aQ 9 (u—1)
du

ov
si 5, = 0 sur 9§, on a
14

2da—/Q(u—ﬂ)A(u—ﬂ)dac,

IVulls = = [ (u = Auds

on applique I'inégalité de Holder, on obtient

IVallise = = [ (=7 Aude

< =l 2y - AUl 2q) »
d’apres 'inégalité de Poincaré-Wirtinger (1.1.2)

2 _
IVullze@) < llu =1l o) - [Aull 2

< kVaull e 1Aull 2y,

On déduit alors
1Vl < kAU 2 (1.14)

comme n < 3, d’apres (1.2.3), on a H? (2) C L™ ()

o =Tl i) < cllu—Tllzeq,

< clllu =l 20y + VUl g2 + 1Aul 20)),
donc d’apres (1.1.4) et I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (1.1.2), on a

[ =Tl poo () < C(Q) [[Au] 120
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Remarque 1.1.2 On montre que si ) est assez régulier, avec 9 borné, alors la norme

de WP (Q) est équivalente & la norme

Il oy + D 1Dl oy -
|a|=m

Plus précisément, on montre que pour tout multi-indice o avec 0 < |a| < m et tout € > 0

il exist une constante C(dépendant de Q, e, ) tel que

1Dl ey < & 32 D%l + C gy, Y €WPP(©). (1L5)
18]=m

Preuve : Voir Adams.

Théoréme 1.1.4 Soit 2 un ouvert borné de R"™a frontiére 0 réguliére. Si g—;f =0 sur 092,

et Au € H™ (), alors il existe une constante ¢ > 0, telle que

[l p2sm oy < ellll 2 + AUl gmg))- (1.1.6)

Il suffit d’appliquer les résultats de régularité elliptique a 'opérateur A défini sur L* ()
par A =— A+ 1.

Preuve : Cf [06].

Théoréme 1.1.5 Soit s > 1 et s > 5. Soit F: R — R fonction de classe C™, ot m > s.

Siue H* (), on a F(u) € H* (2), de plus

[ (w)] Ho() = p([|ul HS(Q))' (1.1.7)
ot p(.) fonction croissante determinée par F.
Preuve : Cf [06]
1.2 Inégalités de Sobolev
Théoréme 1.2.1 Soit Q un ouvert borné de R™a frontiere 0S) réguliere.
Alors
(1) si 1_m>0 alors  W™P(Q) C L1(R) 01‘41—1—m (1.2.1)
p n ¢ p n o
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(2) si =0, alors W™P(Q)C L7 () Vq € [p,+o0]

S
=3

1
(3) si P % <0, alors W™P(Q)C L*(Q)

Dans le cas (8) : W™P (Q) est une algébre de Banach

i.e) : il existe une constante ¢ (dépendant de (1) telle que
(i.e) (dép q
[wollyymai@) < cllullyma@) [Vlwmnoq), Yu, v € WP ().

Dans ce cas
!

v
qui

i=1

sup
S vl <m

!
< CH ||ui||Wm7P(Q)
i=1

W (Q)

n
De plus sim —— >0, on a
p

C (ﬁ) , Q0 bornée.
WwmP(Q) C
C(R™) ,Q=R"

Théoréme 1.2.2 Soit Q un ouvert borné de R™a frontiére régquliére.
Soient p, q tels que 1 < g < p < 0. Alors
(1) si 1 <p<mn, Alors

WP (Q)N LY (Q) C L™ (Q),

avec l’estimation

a l1-a
lull gy < Cpar ||u||W17P(Q) ||u||Lq(Q) ;ue Wh(Q)N LY (Q).
(@)

g<r< %, le parameétre a est donné par

(2) si. p=mn, Alors

W ( Q)N LI(Q) Cc L™ (),

10

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)

(1.2.7)
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avec l’estimation
|ull ) < Cragr Nulliyrnoy ullof » w € W™ (2) N LY (R). (1.2.8)

q < r < oo, le paramétre a donné par

1 B 1—a
r q
(8) si. n<p<oo, Alors

WP (Q)N LY (Q) C L™ ().
avec 'estimation

el o0y < Cpgor lulliinay lullzagy » w € WH(Q) N L9 (Q). (1.2.9)

q < r < oo, le paramétre a donné par

Preuve : Cf [6], [10].

1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach, on note par C ([0,7]; X) l'espace des fonctions continues

w:[0,T] — X muni de la norme

||U||c(0,T;X) = %gﬁ”“( N x

C ([0,7]; X) est un espace de Banach.
On définit LP (0,7 X) V'espace des fonctions ¢t — f (t) mesurables de [0,7] — X

(pour la mesure dt) de norme

1/p

T /|f O dt| <o,

sip=o00

1S (D poeo.m3) = supess || (1)]] -
t€[0,T]

11



1.3. Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Théoréme 1.3.1 Suppose u € L*(0,T; H**2(Q)) et u; € L*(0,T; H*(Q)), pour k > 0.
Alors u € C(0,T; H*1(Q)).
de plus

o@% ||U||Hk+1(sz) < O(”U||L2(0,T;Hk+2(9)) + ||ut”L2(0,T;H’€(Q))>‘ (1.3.1)

ou C depend de T, €2, et k .
Preuve : Cf [10].

Théoréme 1.3.2 Soit X un espace de Banach, on note par C ([a,b]; X) Uespace des fonc-

tions continues f : [a,b] — X. Alors

‘/abf(t)dt

XS/Hﬂmuﬁ (13.2)

Preuve : Cf [6], [10].

Définition 1.3.1 Soit X ,espace de Banach. On dit que la suite {uy},., C X converge
faiblement vers u € X ,et on note up — u

si (u*,ug) — (u*,u) pour toute forme linéaire u* € X*.
On a deux théorémes importants :

Théoréme 1.3.3 Soit X un espace de Banach réflexif . On suppose que la suite {ug},-, C
X est bornée.

Alors il existe une sous-suite {ukj }jil C{urtie, etueX tqg Up, — U .
Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Aubin) Si la suite {uy},., bornée dans L*(0,T;X) et
{u}.},2, bornée dans L*(0,T;Z) avec les injections X — Y < Z  continues et X — Y

compact. Alors la suite

{up};2, est relativement compacte dans L*(0,T;Y).

Preuve : Cf [10] .

12
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Théoréme 1.3.5 (Théoréme du point fixe de Schauder)
Soit X un espace de Banach, M un sous ensemble non vide de X.
On suppose que
e M est convexe et compact,
e A: M — M , continue.
Alors A admet un point fize dans M.

Preuve : Cf[10].

1.4 Lemmes techniques

1.4.1 Inégalité différentielle

Inégalité différentielle classique

Soit a (t), f(t) deux fonctions continues sur [0,7], et soit u (¢) une fonction dérivable

sur [0, 7] satisfaisant 1’équation différentielle suivante :
u'(t) + a(t)u < f(1),

alors
t

u(t) < e_foa(T)dT {u (0) + /Otefosa(T)de (s) ds] pour t € [0, 7]

Preuve : Cf [10].

Inégalité de Gronwall
Proposition 1.4.1 i) Soit 1 (t) fonction continue positive sur [0,T]. Si
n () <ot)n(t)+1(t) o o(t) et ¥ (t) positives,

alors
n(t) < ef(;¢(5)ds [77 (0) + foab (s) ds} pour t € [0,7T].

ii) En particulier, si

n' < ¢.n dans [0,T] et n(0) =0

13

(1.4.1)

(1.4.2)



1.4. Lemmes techniques

donc

Preuve : Cf [10]

1.4.2 Inégalités incontournables.
Inégalité de Cauchy
Soient a,b > 0,e > 0 alors

2

b
<ea®+ —. 1.4.
ab < ea —|—4€ (1.4.3)

Inégalité de Young

Soient 1 < p,q < oo tels que ]l) + % =1 alors

p q
< ¥ (1.4.4)
P q

Inégalité de Holder
Soient 1 < p,q < oo tels que }D + % =1 alors

/ fut] dz < Jull ey 1] oy - (1.4.5)
Q

Inégalité de Holder dans le cas général

Soient1§p1,...,pn§ootelsquep%—i—p%+~-+pin:1etukELPk(Q).

/|u1 ol dz < T Nuell e - (1.4.6)
Q k=1

14
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Inégalité de Minkowski

Pour p > 1,

lu+ 2l o) <l + 10l 1oq)

Inégalité d’interpolation dans les espaces LP

Soient 1 < s,7,t < 0o tels que % =04 (1;6) alors

S

lull @y < Null

Formule de Green

Soit € un ouvert borné de R” & frontiere 09 de classe C*, alors

fAuda:—faﬂ da s Yu € H*(Q),

JoVu.Vude = — [, Auvdz + faQ vda Yue H*(Q) etve H (Q),

8

Joluv — Avudr = faﬂav — Zudo. Yu € H? (Q) et ve H*(Q)

ov

15

L5(Q) ||u||Lt(Q) , Yue L*(Q)n L*(Q).

(1.4.7)

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)



1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

1.5 Existence, unicité et régularité de la solution pour

un probléme parabolique avec condition de Neu-

mamnn

1.5.1 Position du probléme.

On considére le probléme parabolique suivant

%‘ — @ Au+ au+ V. (uVaz) =b ; t>0,x € Q,
u(0,.) = up dans ) (1.5.1)
d,u =10 sur 0f),
ol ay, az > 0 sont des constantes, az € L>(0,T; H*(Q)), d,a3 = 0 et b(t,z) € L*(0,T; H' (Q))
pour T > 0 fixé,
on se propose de détailler les calculs dans le cas de Neumann homogene (0,u = Vu.v, v :

la normal extérieure a ).

1.5.2 Existence et unicité de solution faible du probléme (1.5.1).

Définition 1.5.1 Soit u € L*(0,T; HY(Q)) tels que u; € L*(Qr) est une solution faible de

la probléme parabolique (1.5.1) s’il vérifie la formulation suivante

(%u(t),v) + (a1Vu, Vo) + (agu,v) — (uVag, Vu) = (b, v),

pour tout v e H' () et 0 <t < T.

Théoréme 1.5.1 Supposons que ug € L*(Q), alors le probléeme (1.5.1) admet une unique

solution

u € L*(0,T; H' (Q)) telle que u; € L*(Qr). (1.5.2)

On utilise la méthode de Galerkin. On va construire une approximation de la solution
dans un espace de dimension finie et conclut par passage a la limite.

1.Approximation de Galerkin

16



1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

Soit {A;},5, la suite des valeurs propres de —A avec condition de Neumann homogene

et wi(x) les fonctions propres associées : \g =0 < A\; < Ay < ... — 400,
{wi(2)};5o orthonormale dans L*(Q), (1.5.3)

avec

{wi(2)};0 orthogonale dans HY(Q), (1.5.4)

et on a
Awg(x) = =Apwg(x)
(1.5.5)
dywg(x) =0 ; sur 09,

on va chercher v/ pour tout j € N* v/ : [0, 7] — H(2) de la forme :
w(t) = dl () wy, (1.5.6)
k=1

les coefficients di (t) (0<t<T ; k=1,...j) vérifient

i, (0) = (ug, wy), (1.5.7)
et satisfont la formulation
du’ . ) ) )
(%7“%) + (a1 V!, V) + (agw!, wy) + (v Vag, Vwy) = (bwy). (0 <t < T,k =1,...,j)
(1.5.8)

Proposition 1.5.1 Pour tout entier j = 1,2, ...il existe une unique solution v’ de la forme

(1.5.6) satisfie (1.5.7),(1.5.8).

Preuve : v/ a la structure (1.5.6), d’aprés (1.5.3) on a

du’ ;
(= we) = &) (t) (1.5.9)
et .
. . . J .
(a1 VU, Vwg) + (agu’ ,wy) — (W Vag, Vwyg) = Y eri(t)d] (t) (1.5.10)
i=1

17



1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

ou

eri(t) = (a1 Vw;, Vwy) + (agw;, wi) — (wiVas, Vwg) (k,i=1,...,7) (1.5.11)

et on écrit

bi(t) = (b,wy) (ki=1,...5). (1.5.12)

Alors de (1.5.9),(1.5.10),(1.5.11),(1.5.12) on obtient un systéme différentielle de la

forme
&l (t) + Ej) eri()d (1) = bp(t) (k=1,...,5) (1.5.13)

le systéme satisfait la condition initiale (1.5.7).

D’apres les résultats généraux sur les systmes d’equations différentielles on est assuré
Péxistence d’une solution d/ (t) = (d? (t)...d? (t)) de (1.5.13),(1.5.7) et donc u/ définie par
(1.5.6).

2.Estimation d’énergie :
Proposition 1.5.2 [] existe C' > 0, depend de 2,T" tel que :

du? ,
12 gy + 1 o < © (T ol Nl Pl - (1514

L2(0,7 ;H3(9))
Preuve : on multiplie 'équation (1.5.8) d’indice k par dJ, (t) et 'on somme en k, il vient
sl I + aul| v || + az |l |* = (b,w') + (& Vas, Vi),
d’aprés 'inégalité de Young dec > 0 tel que
(b.w) < bl + S I, (w'Vas, Ve) < el Vag|]? + [ v P

en appliquant 'inégalité de Holder

(u/vas, vu?) < c||ujVa3||2+%||VujH2

) a )
< [ vas|im I I” + S Ivw |7,

alors

d . aq . as . .
S+ 02+ 920 | < el Tl e 2+ el

18



1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

et comme
||6L3||i3(m <cr,
on a

d ., o i, i, Gy, ,
11 + 51||Vu]||2 + EZIWII2 < erl@?|* + cllb|l?,

d’apres 'inégalité de Gronwall, on a
[w]|* < exp (2Tcr) [IIU%II2 +elblZaor @] » (1.5.15)

on multiplie (1.5.6) par wy avec intégration sur €2 avec I'utilisation de (1.5.7), il vient
pourt =0 :
(ud, wi) = (uo, wy) (1.5.16)

on multiplie (1.5.16) d’indice k par dJ, (0) et ’on somme en k, il vient
(s, ) = (o, up)

d’aprés Holder

lual® < llugllwoll,

donc on a

gl < luoll, (1.5.17)

alors
[/ 1”4+ a1 |V |72, + a2l 72,y < 2Terexp (2Tcr) [IIUoll2 +clbllZ20p | (1.5.18)

On multiplie ’équation (1.5.8) d’indice k par dJ’ (t) et on somme en k, il vient

H H2 + a1 — d Ve ||? + ag=—— d u?||? = (b,u]) — (Vasu’ V@) (1.5.19)

2dt 2dt T Cdt
d’apres la formule de Green, on a
(uJVag, VE a{ZVagquvda — (V (uJVag) ,E),
et comme Vaz = 0 sur 052, (1.5.19) devient
d du’ N du
2 71|12 2 = (p Ty, — 1.5.2
192 a2+ a2 = 0.5 1 ((Ta), B, (120
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

d’apres 'inégalité de Young Jc > 0 tel que

du/ 2 2 j du? M2+ 2
< cjo]* + || || ; (V(asu?), d—) < c||[v(vazw’)|* + || || (1.5.21)

(bv E) =

en appliquant 'inégalité de Holder
cl|v.(Vasuw)|| < ellw? |3 ) (I Vasl[fe ) + [ DasllZe ) (1.5.22)
et comme ) C R", n < 3, d’aprés (1.2.2), (1.2.3), on a
”va3||L°°(Q) + HACL3||L4 < C||a3”H3(Q)7 (1.5.23)

on remlace (1.5.21), (1.5.22), (1.5.23) dans (1.5.20), on obtient

du’ 2 2 2 2
SN+ a1 |90+ asp | < b + el |2, laslsay (15.24)
et comme
lasl?,, < er,
on a
du? 2 Jn2 Jn2 2 j
SN 0y o |90 + a1 < b+ ex ol |2,

en intégrant par rapport au temps

H ||L2(Q y = CTHUOHQT(QCT + 1) exp (2T6T> + CHb”22(Q : + ||Ué||§{1(ﬂ), (1525)

d’aprées (1.5.18), (1.5.25), on a (1.5.14).
3.L’Existence :

On fixe un entier N et on choisit
N
veC' (0, T;H' () et v= Zdé\,wi )

En multipliant I’équation (1.5.1) par v, avec intégration par rapport au ¢, on obtient la

formulation suivante
T 5 . T
/ (di,v)dthB (W, v;t] :/ (b, v)dt,
o dt 0

T T
ou B [uw,v;t] :/ (aguj,v)dt+/ (V! — (W Vaz), Vo)dt ,
0 0
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

D’apres I’éstimation d’énergie (1.5.14) on a :
{w/} bornée dans L? (0,7 ; H' ()) et {u]} bornée dans L?(Qr),
donc on peut extraire une sous-suite j; pour [ — +00 on a :

du’t N du

UleUELQ(OaT;Hl(Q))aW %GLQ(QT)

on remplace j par j; dans donc

T du , r
/ (—,v)dt+ B [u”,v;t] —/ (b, v)dt,
o dt 0
on fait [ — +o0, donc on a

T du T
/ (—,v)dt + B [u,v;t] = (b,v)dt,
o dt 0

d’ou le résultat d’existence pour le probléme (1.5.1).

4.L’Unicité :

Pour montrer I'unicité on suppose qu’il existe deux solutions u;, us dans L? (0,7 ; H* (Q))
de (1.5.1), alors

at (Ul — UQ) — (11A (Ul — Ug) -+ a9 (Ul — UQ) = —V.((u1 — Ug) VCL3>,
on multiplie cette derniére équation par (u; — uz) et on intégre sur (2 :
d
2_dtHu1 — Up||? + a1 ||V (ug — ug) ||* + aaljur — us|* = fQ(ul — ug)VagV (u; — ug) dr
et d’apres I'inégalité de Young et de Holder :
a

ﬁ||u1—u2||2+a1||v (ur — u) [P +asllus —us||* < C||V@3||L°°(Q)||U1—U2||2+31||V(U1—U2)||2

comme ||Vag|| =) < cr, alors

s — wll? < 2er o — ]
7 2||” < 1— Uz
d’apres 'inégalité de Gronwall on a pour ¢t € [0,7 ]
lur = u2||*(t) < [lur — ua[*(0) exp (2ter) ,

comme ||u; — uz||?(0) = 0, alors |Ju; — us|*(t) = 0, donc

Uy = Usg,

d’ou le résultat d’unicité pour le probléeme (1.5.1).
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

1.5.3 Reégularité de la solution

Définition 1.5.2 Siu € L?(0,T; H*(Q)) tels que u; € L*(0,T; H' (Q)) vérifie la formula-

tion forte suivante

%—alAu+a2u+V.(uva3):b ; 0<t<T, ze Q,
u(0,.) = up dans )

du=0 sur 02,

dans ce cas la solution de la probléme parabolique (1.5.1) est une solution forte.
Théoréme 1.5.2 Supposons que ug € H? (), alors le probléme (1.5.1) une unique solution
u € L*0,T; H* (Q)) telle que u, € L*(0,T; H' (Q)). (1.5.26)

On utilise la méthode de Galerkin. On va construire une approximation de la solution dans

un espace de dimension finie et conclut par passage a la limite.

1.Approximation de Galerkin
Pour la régularité on remplace (1.5.6) ans (1.5.8) avec multiplication par A2, alors pour
0<t<T k=1,..j

Xj: d' (t) (Aw;, Awy) + Xj: & (t) (a1 V Aw;, V Awy,) + Xj: & (t) (aslhwy, Awy) — (1.5.27)

i=1 i=1 =1

= id{ (t) (VagAwy, VAwy) + (b, AAwy).
d’apres la formule de GZ;een, on a

(b, AAwy,) :af b0y (Awy)do — (Vb, VAwg),

9)
en utilisant (1.5.5), on a
VAw, = =\, Vw, = 0 sur 052,

donc (1.5.27) devient

Jj . Jj Jj
S dV (t) (Awg, Awy) + Y- d (t) (a1 VAW, VAW + Y- dl () (aghw;, Awy) — (1.5.28)
=1 =1 =1

Jj .
=3 d! (t) (VasAwg, VAw) — (Vb, VAwy,).
i=1

2.Estimation d’énergie :
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

Proposition 1.5.3 [ existe C' > 0, depend de 2, T tel que :

du’
1 Baio ey + N Py < O (T luollieiay, Naslay o Pl

(1.5.29)

Preuve : On multiplie 'équation (1.5.28) d’indice & par di, (t) et 'on somme en F, il

vient
2dt||AuJH2 + ap ||V ]2 + ap|| AW |2 = —(Vb, VAW) + (VazAu?, VAU,
d’aprés 'inégalité de Young dec > 0 tel que

—(Vb, VAU) < || Vb|? —|— HVAuJHQ s (A Vaz, VAW < cHVaz),H%oo HAuJH —i— HVAuJHQ

alors
aj ; (05} . .
2dtIIAu]HQ + S VAP + 1A [P < el VD] + el Vas| o o | A7, (1.5.30)
et comme
lasl,,,, < er.
(1.5.30) devient
. a . .
th”A u[|? + —1||VAU"||2 + 32||Au]||2 < || VO|* + erl| Al |, (1.5.31)
d’aprés 'inegalité de Gronwall, on a
|02 < exp (2Ter) |12 + ellbl s ) - (1.5.32)

en multipliant (1.5.16) par A2, d’aprés (1.5.5) on a

(A, Awy) = (Aug, Awy) (1.5.33)
on multiplie (1.5.33) d’indice & par dJ, (0) et 'on somme en £, il vient

18w ]1* < [ Aol 2oy
donc on a

AU < Nuoll (e (1.5.34)
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un probléme parabolique avec
condition de Neumann

en intégrant (1.5.31) par rapport au temps et d’aprés (1.5.32) ,(1.5.34), on a :
v A ||L2 ) < or(1+exp (2Tcr)) ||U0||§{2(Q) +C||b||%2(O,T HL(Q)) | - (1.5.35)
En multipliant (1.5.8) par —\ et d’aprés (1.5.5) on obtient pour 0 < ¢ < T, k=1,...,j

J . J . J .
> d;] (t) (Vw;, Vwg) + > d (t) (e Aw;, Awy) + > d2 (t) (aeVw;, Vwg) (1.5.36)
i=1 i=1 i=1

=> & () (V.(wgVas), Awy) — (Vb, Vwy,).

=1
On multiplie 'équation (1.5.36) d’indice k par di’ (t) et 'on somme en k, d’aprés I'in-

égalité deYoung avec l'injection de sobolev (1.2.4), il vient

du?
1 2 2 2 2
TN+ a1 | A8 4 e [T < [ THP + el 2, s,
et comme
lasl?, ,, < er,
on a
[PSNe, < or(1+ Texp (2Ten) [lunlley + clblEaor may] . (1537

de (1.5.35), (1.5.37) on a (1.5.29).

3.Passage a la limite :

D’apres 'estimation d’énergie (1.5.29) on a :

{u/} bornée dans L? (0,7 ; H3(Q)) et {dditj} bornée dans L2 (0,7 ; H! (2)),
donc on peut extraire une sous-suite j; pour | — +oo on a :

Wt —ue L2(0,T ; H*(Q)), ul' = u, € L2(0,T ; H (),

d’ou le résultat de régularité pour le probléme (1.5.1).
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Deuxiéme partie

1T . Modéle.
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Chapitre 2

Existence locale en temps et unicité

de la solution

Sommaire

2.1 Introduction

2.2 Existence d’une solutionlocale . . . . ... ... ... ...... 28
2.2.1 L’équation parabolique linéaire satisfaite par MDE . . . . . . . .. 28
2.2.2 L’équation différentielle satisfaite par TECM . . . .. ... .. .. 33
2.2.3 L’équation parabolique satisfaite par la densité de cellule . . . . . 37
2.2.4 Procédure du point fixe . . . . ... ..o 40

Dans ce chapitre, nous traitons ’existence locale pour le modeéle de I'invasion.

On commencera par étudier chaque équation et fixe les autres, ces résultats permettront
de définir pour tout 7' > 0, une application £ continue dans un sous-ensemble convexe
compact qui permette d’utiliser le théoréme du point fixe de Schauder pour établir I’existence
d’une solution locale. Le théoréme du point fixe de Schauder assure ’existence pas I'unicité,

alors on montrera aprés. Pour la régularité en temps, on utilise un théoréme d’Evans.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

On se propose d’étudier le probléme suivant introduit par M.A.J. Chaplain et al [1] et

dont lequel nous avons négligé le terme de chemotaxis, en tenant compte uniquement de

I'invasion.
( d
d—?:DAn— pV.(nvf)
d
d—J;:—’ymf t>0,xe €,
d_m =elAm+an —um S
dt
on =20, 0,f =0 0dm =20 sur Of2
n(0,.) = ng,m(0,.) = mo, f(0,.) = fo dans 2

\

n = n(t,z) : densité de la cellule tumorale.

m = m(t,x) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE)
f = f(t,z) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).

0,u = Vu.v,v : la normal extérieure a 0.

(2 : domaine borné de R" , de frontiére 0€) réguliére.

D; p;v;e; a5 v 1 constantes positives.
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2.2. Existence d’une solution locale .

2.2 Existence d’une solution locale .

Dans toute la suite on supposera que 2 C R™, n < 3. On se propose dans un premier

temps de montrer le résultant d’existence locale suivant

Théoréme 2.2.1 Supposons que (ng, mqg, fo) € H? () x H? () x H?(Q). Alors, il existe

T > 0 tel que le probléme (2.1.1) admette une solution
(n,m, f) € (C([0,T]; H* (2)))°.

La preuve est basée sur le théoréme du point fixe de Schauder et les sections suivantes
sont des étapes préliminaires a ’application de ce dernier.
On commencera par étudier 1’équation parabolique linéaire satisfaite par MDE (Matrix

Degrading Enzyme) .

2.2.1 L’équation parabolique linéaire satisfaite par MDE

Onfixe T > 0,7, >0et n e L%0,T; HY(Q)), n > 0. En vue d’obtenir une solution telle

que m > ~y, pour le probleme

( dm

— =an+eAm —vm dans [0,7] x Q

O,m=0 sur [0,7]x 00 (2.2.1)

| m (0,z) = mp dans )

on supposera que mg > ¥, et on considére le probléme pinalisé suivant pour € > 0

/ d _
M ot eAm — U 7

— d T] x Q
o P———— ans [0,7] x

O,m=0 sur [0,7]x 00 (22.2)

m (0,x) = mp dans €
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2.2. Existence d’une solution locale .

La recherche de solutions m > ~, nous permettra par la suite de montrer que la so-
lution locale ainsi construite est en fait globale et nous permettra également d’étudier le

comportement asymptotique de la solution .

Proposition 2.2.1 Soient n € L*(0,T; H'(Q)) et mg € H*(Q).
Alors, il existe une unique solution de (1) dans L?(0,T; H3(S2)).

De plus, s’il existe v, > 0 tel que mg > y,, on a
m(t,z) > ~,, p-p. dans [0,T] x Q. (2.2.3)
Et on a Uestimation suivante pour t € [0, T

||f0 7- X dTHHk < t C (HmOHHk I(Q)) <‘|n‘|%2(O’T;Hk_2(Q)) + 1> ; k = 27 3 (2.2.4)

ot ¢ (|lmollmr-1(q)) représente une constante qui ne dépend que de ||mq||gr-1(q) et des

constantes intervenant dans [’équation.

Preuve : 1"etape : La preuve de (2.2.3) , supposons qu’il existe v, > 0 tel que mg > ,.

On note

m~ = sup{-m,0} € L*(0,T; H' (Q)),
(m—7.)" = sup{—(m—~,),0} € L*(0,T; H" (Q)).

on comence a montrer la positivité de la solution m pour n > 0, on va multiplie I’équation

(2.2.1) par —m et en intégrant sur €2, on obtient :

d
2dt“m 1?4+ g||vm™ ||2+annm dr = —v||m~||%,

D’apres l'inégalité de Gronwall
[l [J* < {lmo™ ]I

et comme my~ =0 alors m~™ =0 pp.

En multipliant ’équation (1) par —(m — ~,) et en intégrant sur €2, on obtient :

|m - 7*| +e

o =) I el m = 2P+ 0 fyn(m — ) = v, r,
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2.2. Existence d’une solution locale .

pour n > 0 et
/Wmhn—%ﬂm—vﬁzm _ i/wmm—vdTm—vﬁlm
o Im—lte Q m — 7.l +€
< 0

alors

Dm —.) 2 =0,
D’apres I'inégalité de Gronwall

1tm = 7)1 < [I(mo — 7.) " II?

et comme (mgo — 7,)” = 0 alors

(m—7,)" =0 pp. (2.2.5)

2¢meetape : Pour montrer ’éxistence de on utilise la proporieté d’opérateure pseudo-

monotone, on va montrer que ’opérateur

vm(m — v,)
m—y,+e¢€

Bm = —/Am +

pseudomonotone, borné, coércive ; alors on peut conclure diréctement 1’éxistence de solution

B borné :

On note ||Bm||(H1(Q))r la norme de I'espace dual de H! (), pour m € L*(0,T; H'(2))

vm(m —v,)

B ;< —en
1By = H T T e (H(@)'
vm(m —7,)
< I=etmlanay + |15 55 |y
< CHmHHl(Q)a

B monotone :
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2.2. Existence d’une solution locale .

si my,mg € L*(0,T; HY(Q)), my # ma, on a

Bms, — B —m1) = €| Vma—m||] -
(Bmy my, My —my) = €[|Vmy m1||L2(Q)+U/Q<m2 ml)(m1—7*+e

vmy(my —7,) _ vma(ms —7,)
mp — Y, + € mg — Y, + €

myp — Y, + € Mg — 7Y, T+ €

on note I = v [, (mg —my) ( > dx, alors

(V. —€) (m1 — m2)2

dx,
m1_7*+€)(m2_7*+6)

= va(mQ—ml)zdx—l—vefﬂ(
comme €||Vmg — Vm1||%2(9) >0, v, —€ >0 (e trés petit ), alors
(Bmg — Bmy, mg —my) > 0, pour my,my € L*(0,T; H'(2)), my # ma,

B hemicontinue :

pour my,ms, ms € L2(0,T; H'(Q)), on a
A +— (B (my + Amsy) ,m3) continue pour A € [0,1]

en effet

v(my + A ma) (my + A mg —,)mg

Uml(ml - 7*) N Um2<m2 - /7*) dx
Mo — Y, T+ €

(2.2.6)

(2.2.7)

dx

B A = — JAN A
(B (ma + Amz) ,ms) 5/Qm3 (a1 + A ma) + my+Amg —7, +€

pour € >0, A € [0,1] on a

(B (mq + Amgy),mg)| =

8/ VmsVmy + A VmsVmy + U/mgml + A mamadzx
Q Q

< e+ vt mslla@llmilla @ + [[mel @)
B coércive :
el[vml|® + v||m]|2, —Uef —m2 dx
, (Bm,m) , L) Om—, +¢€
lim — L = lim
il gy =0 [|m il 1,y o0 [mll )
min {& ;v} |m|2 ) — Ve, "
. 7 HY() Qm — Vx + €
> lim
m] 1 gy —o0 [m[ 1)
= —i—OO,
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2.2. Existence d’une solution locale .

car
vem?
S =™ v]Q] 72
0< lim * < i — s,
Il g1 gy—oe [l a1 @) ]l 71y =0 ||| 7102
d’ou
B
lim B

Iml—+o0 |||

(2.2.8)

Finalement, d’aprés (2.2.6),(2.2.7)et(2.2.8), on a l'existene et 'unicite de solution m dans

L?(0,T; HY()) pour le probléme (2.2.2), si ¢ — 0 on a l'existence et l'unicite pour le

probleéme (2.2.1) .
3mcetape : on montre que m € L?(0,00; H? (Q)).
On a m > ~,, donc ’équation (2.2.2) devient
om = an + eAm — vm.
On remplace dans le probléme (1.5.1) de section 3.3 :
a; =¢,a3 =v, a3 =0, b(t,x) = an(t, ).
D’apres le théoréeme 3.3.1, on a le résultat d’éxistence.
Estimation d’énergie :
D’apres (1.5.10) 1 existe C' > 0, depend de 2 tel que :
||VAm||%2(QT) + ||Am||%2(QT) + ||m||%2(QT) < Cl“”“%%o,T i) T C2||m0||%12(9)>

avec c1, ¢ deux constantes qui ne dépendent que ¢, a, v.et de €2
Preuve de l’'inégalité (2.2.4) :
Pour ¢t € [0,T], k = 2;3, en utilisant I'inégalité (1.3.2) et celle de Holder

2
t t
lomdrlig < (Jolmllmser)

IN

2
t T
(VT lnr ) < e ol

or d’apres (2.2.9)

11320, ,0c@y < € (lmollssy) (In3aorme-s@y + 1) » k=23,

donc

t
| fymdr| i) < te (Imoll g1 o) (HnH%Z(O,T;H’“*?(Q)) + 1) , k=2;3.
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2.2.2 L’équation différentielle satisfaite par ’ECM .

On fixe T > 0,7, >0et m € L?0,T; H*(Q)) correspondant a la donnée initiale

mg > v, On considére I’équation différentielle suivante

d
d_J; = —ymf dans [0,7] x Q

(2.2.11)
f (0,z) = fo dans Q
Proposition 2.2.2 Soient m € L*(0,T; H*(Q)) wvérifiant les propriétés de la Proposition
5.2.1 et fo € H3(Q). Alors il existe une unique solution de (2.2.11) dans L*(0,T; H3(Q)).

De plus
£z < Il follze@e™™" s VE > 0. (2.2.12)

3
1 1s@(®) < e (lfollm) T (1+ Tl pimsn) exp(-2v1.0), t € [0, 7]

ot ¢ (|| follarz()) représente une constante ne dépendant que de || fol|paq) et des diffé-

rentes constantes intervenant dans l’équation.

Preuve : On fixe m € L*(0,T; H3(Q)) vérifiant les propriétés de la Proposition 5.2.1
et on considére I’équation différentielle
daf

o= m f, f(0) = fo . Le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard assure 'existence et

'unicité dans L?(0,T; H3(Q)) pour fo € H3(Q).

La solution est donnée par la formule explicite suivante
ft
Flt,x) = folz)e JormTaldr (2.2.13)

Comme pour t > 0 et z € (), Vf satisfait ’équation différentielle suivante

L g p)tx) = —A(vm)f(t,2) — m(f)(ta) . TF (0.2) = T fo,

dt
d’apres (2.2.13), on a

L) = ~3(Tm) foe fo o (1.2
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2.2. Existence d’une solution locale .

donc

V(t,x) = (Vfo— 7f0f0 vm(r,z)dr)e 7me(”” g (2.2.14)
De méme, pour t > 0 et x € Q, Af satisfait I’équation différentielle suivante

d

dt(Af)(t £E) = —’}/f(t,l’) Am — Q’va.Vf(t,ﬂ?) —am Af(ta .1') ) Af (07‘1') = Af0>

d’apres (2.2.14), on a

d

¢ ¢
Af)(t, x) = =y folm €7f07m(7’x)d7—’ym AF =2 yYm.(V fo— fo [Tvm(T, z)dr e Jomirayr
dt 0

donc d’apres (1.4.1), on a

Nf = (Ofo—AVfofyvm(r,x)dr +fo [, Am(r,x)dr —

t
vath(T, x)dr(V fo — Wfof(fVm(T, x)dT))e_vfom(T’gs)dT,
en appliquant 'inégalité de Holder, on obtient

IAFI1 < ISl + A1V foll Zay | o Vmir, 2)dr | Faay + Y foll ey fo Am(r, z)dr|?

t
t t — m(T,z)dr
1 fo (7, 2)dr|[7a0) (1Y fol Zaay + VI foll ooyl Jo V(T 2)dr ([ Faoy)lle 1omira) [

or
1A foll? + 1V foll iy + [ follZe oy < CllfollEz @

et comme 2 borné et Q C R", avec n < 3, l'injection de sobolev (1.2.1) donne H'(Q2) C
L4(£2), donc

t
IASIP < e (Ufollm) (1+ Lymr, 2)drlny + (L fam(r, 2)dr3q)?) leom 2,
d’aprés (2.2.10), on a

t t
||f0 de”?{?(Q) < tfo Hm“%ﬂ(m (7, 2)dr,

alors

t
IAFIP < e (Il foll ) 1+ tfél!mllézm)dT)QlleﬂfOdeIIioo(n)- (2.2.15)
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On procéde de méme pour la norme ||[VA f]|?, pour t > 0 et z € Q, on a
VAf =(VAfo— 27Af0f;Vm(T, x)dr — (27 + 1) VfofOtAm(T, x)dT — fngVAm(T, x)dT
RS [T, )+ 2ol i (7, 2)d) (LT, 2)dr) — fo ()
—vath(T, x)dT (A fo — 27Vf0f0th(7', x)dr + fo(vf;Vm(T, x)d7’)2)e_”’f0t”m(“x)d7,

en utilisant I'inégalité (1.3.2) et celle de Holder avec I'injection de Sobolev, 3¢ = ¢ (|| fol| g3 () >
0, tel que
IvAfl?

IN

t
— m(7,z)dr
o1+ || fym(r, 2)dr ||y + | fom(T, 2)d7 |y + | fom (T, 2)dr|§s (o) lle 1otz [
t
— m(T,x)dT
< (U A+ tllmll T2 rmsy) + Elmilizerms@y) + ElmllTzorms@)))lle Wyt 7 (0)

donc

3 t
— mdr
HVAf’P <c (HfOHH?’(Q)) (1 + T\WH%%O,T;H?»(Q))) e vfo H%OO(Q)' (2.2.16)

Pour majorer la norme infinie de f, on a d’aprés (2.2.3) : V¢ > 0
—Joym(r, 2)dr < = [jr7.dT = =378,
alors
1£ |z (1) = Il fo exp(=7 fym(r, @)dr) ||y < | follz=(@) exp (=77.t) ,
donc il découle de (2.2.12), (2.2.16), (1.1.6), pour ¢t € [0,7] on a
||fH§{3(Q)<t) <c (||f0”H3(Q)) T <1 + THmH%?(O,T;H?’(Q)))g exp (—277,t) . (2.2.17)
Ce qui acheéve les estimations de f dans L?(0,T; H*(Q)).

Remarque 2.2.1 Nous aurons besoin pour établir l’existence globale dans la Proposition

6.1.1 de Uestimation

9 t
|AF = foly fywmar| e Jom P <y (14 thnla,)) € Cr = e (Ioli)

(2.2.18)

En effet

2 + t
IAf = fo ‘nythdT‘ e 1o mdT )2 — (A fy — 27Vf0.fOthdT —yfof()tAde)e_wade||%2(Q)
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2.2. Existence d’une solution locale .

en répétant les arguments de la démonstration de(2.2.15) et (2.2.4) :

t
a7 =56 [ vmarflae < clle™ 8™ ey (14 i)

alors

t
HAf - (7/{; de7)2f|’%2(9) <c (HfUHHZ(Q)) e*Z’Y’Y*t <1 +tHnH%2(QT)> )
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2.2.3 L’équation parabolique satisfaite par la densité de cellule

Onfixe T > 0 et soit f € L*(0,T; H3())) définie dans la Proposition 5.2.1. On considére

le probleme parabolique linéaire suivant

( dn*
dt

= DAn* — pv.(n*Vvf) dans [0,7] x Q,

on* = 0 sur [0,7] x 09,

n*(0,2) = ny dans €.

\

(2.2.19)

Proposition 2.2.3 Supposons f € L*(0,T; H3(Q)) et ng € L*(). Alors il existe une

unique solution de (2.2.19) dans L*(0,T; H'(2)).

De plus st ng >0, on a
n* (t,x) >0, Y (t,x) € [0,T] x Q pp.

Preuve : On montre que n* € L?*(0,00; H' (Q2)).

On remplace dans le probléme (1.5.1) de section 3.3 :
a; =D, ay =0, as(t,x) = p.f(t,z), b= 0.

D’apres le théoréme 3.3.1, on a le résultat d’existence.

L’éxistence et ’unicité :

Pour 0 <t <T'; d’apres(2.2.4), (2.2.17) il existe cp > 0 vérifier || f|| g3y < er, ot

3
cr = ([l follms@: Imollare) (1 +T([[n H%Q(O,T;Hl(ﬂ)) + 1)) ;
donc d’apres (1.5.16), (1.5.18),(1.5.25), on a

In*[|* < lIng||* exp (2Tcr) .

D
11" + 5 V07122 < lInglI*T2er exp (2Ter)
2

*
dn*

[l

+ D|[vn*|* < erf|n*|} +[Ing 1l 0y

L2(0,T;H1(Q))
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donc on a

dn*
152 an + I E2zsaiay < € (T Imoll 1ol ooy 120 ) (2.2.24)

Positivité : Cette méthode est due a [6] et nous permet de montrer la positivité de la

solution n*. On note H(s) la fonction de troncature définie sur R par

H(s) = 37 sis <0,
0 si s >0.
Onnote d(t) = [, H ))dz.Onad'(t) = ( H'(n*), nf) = ( H(n*), DAn* — pV.(n*Vf)).

En observant que H’(s)zs si s<0Oet H'(s)=0 si s>0eton H'(s) € H(Q) pour
s € H'(Q), on obtient

( H'(n*), DAnR*) = —D/Q V(H'(n*)).vn*dr = —D||v(H'(n*))||?

0 )
De plus, en supposant @_fo = 0 sur 012, on aura 8_f = 0 sur 0f2 et par suite en utilisant
v v

I’observation précédente
() =909 ) = p [ 079 (H ()9 fda
_ / H'(n n*)).v fdz,
donc gréace a I'inégalité de Holder, on a

(H'(n*), =pv. (0" f)) < pllVH () [IIH ()9 f ]| ow ()

pour 0 <t < T, d’aprés (2.2.16) on a ||V f||r=() < cr, ol
) 3
er = el foll . Imollm @) (14 T ey + 1) -
d’aprés 'inégalité de Young

(H'(n*), =pv.(n"Vf)) < el VH ())IH ()]
gIIV(H’(n*))H2 +or|[H'(n")|*

IA
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2.2. Existence d’une solution locale .

alors on a

V(1) < erp||H' (n%)|)? (2.2.25)

or ||H'(n*)||> = 20(t) donc d’aprés I'inegalité de Gronwall on a ¥(t) < ¥(0)exp (ter) .
Comme ¥(0) = 0 alors ¥(t) = 0 d’ou n* > 0.
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2.2.4 Procédure du point fixe

Nous allons utiliser un théoréeme du point fixe pour établir I’existence et I'unicité d’une

solution locale. On fixe T' > 0 et on définit le sous-ensemble V7 de L?(Qr)

d \
(020, ne 120,750 (@), 5 € 1*(Qr)

Vr = n(0,x) = ng ; (2.2.26)

| Il < R ot 15 e < B
ou R et Ry sont des constantes qui seront convenablement choisis par la suite. On définit
ensuite un opérateur £ de L?(Qr) dans lui-méme comme suit
Pour n € Vr on associe £(n) = n* ou n*est la solution de (2.2.19) donnée par la
Proposition 5.2.3 correspondant & f solution de (2.2.11) donnée par la Proposition 5.2.2

ot m est la solution de (2.2.2) donnée par la Proposition 5.2.1 .

Proposition 2.2.4 L’ensemble Vr est un sous-ensemble compact convexe de L*(Qr).
Preuve : Vi compact :
Vr est un sous-ensemble fermé de L*(Qr), en effet

on prend une suite n; € Vp, converge vers n, et on montre que n € Vrp,

n; € Vr,
dn.;
ny >0, my € 0T (@), 2 € 12(Qr)
nJ(O? x) =N )
dn;
1725207501 ) < R et [ |20 < Ro
on a la convergence de n; vers n dans L*(0,T; H' (Q)) et % vers v dans L*(Qr),
d’apres (1.3.1), on an € C(0,T;H' (Q)) et de (1.2.6) on a H'(0,T) C C[0,T] donc
dn
= c ]2
v dt S (QT)

n; € L*(0,T; H* () et n; > 0 alors n > 0 p.p, et n;j(0,z) = ng, donc n;(0,z) —
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de plus

IN

17| 20,7, 1. (92)) n = |l L2015y + 175 200,712 ()

IA

7 —nj|lL20,1,010)) + R,

donc ||n|r207.m10) < R car ||n —njll 2oz m@) — 0 quand j — +oo,

de méme
dn dn  dn; dn;
||E||L2(QT) S | E - EHL%QT) + ||E“L2(QT)
dn  dn;
< g - d—tJHL?(QT) + R,
dn dn  dn; )
donc ||%||L2(07T’H1(Q)) < R car ||$ — d_thLQ(O’T’Hl(Q)) — 0 quand j — +o0.

Donc Vr est un sous-ensemble fermé de L*(Qr) De plus, d’aprés le lemme de compacité
de Lions-Aubin, il est relativement compact. D’ot V est compact dans L*(Qr) .

V1 convexe :

On va prouver que : Yo € [0,1],Yny,n2 € Vpr on a any + (1 — a)ng € V.

On a

ny € Vr;ny € LA(Qr)/ |lnallrzorm@) < R et [0z < Ro, avec nq(0, ) = ng

ny € Vi ;ng € L*(Qr)/ |Inallr20rm @) < R et [nb|| 120 < Ro, avec na(0,z) = ng

comme nyi,ne € L*(Qr) et L*(Qr) de Banach alors a.ni+ (1 —a)ny € L*(Qr)
;Va € [0,1].

De plus, d’aprés linégalité triangulaire :

IN

allnallzeorm @)y + (1= a@)llnall L2001 @)

< aR+(1-a)R= R,

levr 4+ (1 — a).nal p2(o.7,m1(0)

d’ot |lany + (1 — a)na[z20,rm1(0) < R

On procéde de méme pour la dérivée temporelle :

lani + (1 — a)nsllizer < allnillrz@r + (1 — a)lnyllz@n
< aRo+ (1 —a)Ry = Ry,

d’ot ||an] + (1 — a)ny|| 207,02 < R avec

any(0,2) + (1 = a)nz(0, ) = ang + (1 — a)ng = no,
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d’ot Vp convexe.
Proposition 2.2.5 [l existe T , R, Ry > 0 tels que :
L(Vr) C Vp.

Preuve : D’apreés (2.2.21), (2.2.22) on a :

[n” ”%2(0,T;H1(Q)) < HnOH%ﬂ(Q)T (1 + 2cr)exp (2Tcr) + Hnoufm(ﬂ)

o
. 3
cr = c(|[follmz @y, lImollmr (o)) (1 + T2l 20,7, () + 1))
3
< c(lfollms@, Imollary) (L+T(R*+ 1)),
on note
3
crr = 2¢(|| foll as, [Imoll @) (14 T(R* + 1))
donc

[n* ”%Q(O,T;Hl(ﬂ)) < ||”0||%11(Q)T(1 + crr)exp (Ter,r) + ||”0||%11(Q)

1l s’agit de chercher un réel positif R tel que
170|210y T (1 + er.r) exp (Ter,r) + [n0ll7 @)

On peut d’abord choisir
R
E = HnoHHl(Q);

Puis trouver T' > 0 solution de [’équation :

1
T(1+cgrr)exp(Tcpr) — 5= 0.

(2.2.27)

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)

Cette derniére admet une solution T > 0 en vertu du théoréeme des valeurs intermé-

diaires. Donc la valeur de T' dépend de ol (), || follms@) ainsi que de |[mo|| m (o

D’aprés (2.2.24) on a

2 20w < ol o e
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o
) 3
ér =l follscar- Imollane) (1 TIn [agorn oy + 1)
d’aprés (2.2.29) et (2.2.26), on a

R2

In” || < R nolline = =
2

L2(0,T;HL(Q))

donc
2

) ., R
1271|720y < R+ 5
et
’ 3
cr < (|| follmay, Imollm(@y) (1+ T(R*+ 1)),

il suffit choisir
1
Ro = (| foll sy, Imoll ) R3 (1 + T(R? + 1)) + ) (2:2.31)

on conclut avec (2.2.29), (2.2.30) et (2.2.31) qu’il existe R, Ry, T > 0 tels que L(Vr) C
Vr.

Proposition 2.2.6 L’opérateur L est continu de L*(Qr) dans lui-méme.

Preuve : Soient n; € Vp, nf = L(n;), m; la solution de (2.2.2) correspondant a n; telle
que m; > ,, fi la soluion de (2.2.11) correspond a m;; i =1,2 .

D’aprés 'équation (2.2.2) , on a

dm1

dm2
= any +eAmy —omy, —— = ang + eAmy — vma,

dt

donc

Oy (mp —mg) = e\ (my —mg) — v (my —ma) + a(ny — na).

En multipliant les deux membres de cette derniére par A\ (my — ms) + (my — ms) et en

intégrant par parties sur ) .

sV (1 = ma) [I* + 55 lma = ma|* + el A (my — mo) |

+e[|V (my —ma) |2 + 0|V (m1 — mo) [|* + vljma — ma?

= a [, (my — mg) (ne — ny) dz + o f, (my — mg) (ny — ny) du,
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et d’aprés 'inégalité de Young et de Holder :3c > 0 dépendant uniquement des constantes
g, v, « tel que

d

g (%
dt”ml ma||t ) + §||A (m1 —ma) || + ]|V (m1 — ma) ||* + §||m1 —mol® < cllny —nalf?

(2.2.32)

2

donc

[[m1 — m2H%2(QT) + |V (m1 — mo) ||%2(QT) + |1A (m1 — m2) ||%2(QT) <cllni — n2||%2(QT)'
(2.2.33)

D’autre part, d’aprés l’équation (2.2.11), on a

dfy

d
E = —ymy fi, £ = —yma fa,

donc

d(fr = f2)
dt

En multipliant cette derniére équation par (f1 — f2) et on intégrant sur €, il existe ¢ > 0

= —ymi(f1 — f2) — v fa (M1 —my).

dépendant uniquement de v tel que

szl fr = Fl? < elllmallpoey + DI = 2P + ell fall 7o g lmn — mal . (2.2.34)

En utilisant 'inégalité de Young, linjection (1.2.1) et l'inégalité de Gronwall, on obtient

pour 0 <t < T
11 = foll?(8) < exp(fy(cllmalle) + )dr) [yl fall o o llmi = mo|*dr,
donc d’aprés (2.2.9), (2.2.12), (2.2.33)
1= f201(t) < ell follZoe () explelnl T2z ) T lmolliz@) + D) In —n2ll2q,)- (2:2.35)
Comme d’aprés 'équation (2.2.11), on a
H(AS)(E,x) = =y(Am) f(t, x) = 2yVm.V f(t,2) — ymAf(t, x)

alors

AA - 1)

o = (f1 = fo) Amy — v fo A (my — mg) — 29Vmy.V(f1 — f2)

44
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=29V 2.V (m1 — ma) — ymiA(f1 — fo) — v (m1 —m2) A fe.
En multipliant cette derniére par A(f1 — fo) et en intégrant sur

d
2dt

<Al Amallpa)llfi = falla@ll AU = )+ Al fallzo@ 1D (my — ma) [[[ AL = fo)l
+29([Vmu e @ |V (f1 = PNA = fll + 270V fall oo @ |V (1 — ma) [[|A(f1 = fo)]

+yllmal e @ | A = )12 + YA fallzay lma — mal s | A1 = f2)]l,

IA(fr = f2)?

et par suite, d’aprés linégalité de Young, il existe ¢ > 0 dépendant uniquement des

constantes intervenant dans [’équation telle que

d
2dt

< | Amu|[7a) I = I+ [1fr = fell Loy + el fall ooy 1A (ma — ma) ||
HIAf=F)IP+ellvmill @l A= ) 1P+l foll Lo @17 (m1 = ma) [P+ A(f1 = f2) 1

+cllmalle@ A = )12 + el A fall s llma — mallZagy + 1A = f)I? (2.2.36)

1A = £2)I

donc, en appliquant l’inégalité de Gronwall, on obient pour 0 <t <T
IA(f = f)IIP(t)
< exp(fotcHAm1||%4(Q) + c|| V|| L) + cl|mal| L) + cds)
t
+f00||f2||%w(Q)IIA (my —my) [I* + C||sz||%oo(9)||v (my —my) ||

+el|Afalla@llma — mal[Ls) + i — fal*ds,

d’aprés inégalité de Young et l'injection (1.2.1), on a
t
1A = f)II? < exp(fyell AmallFn ) + cll Vi llzzg) + cllmallzeg) + cds)

t
JoelFallioe @A (ma = ma) [I* + €|V fall ) |V (ma — mo) |*ds

t
+ Jo (el Afallzn ) + )llmr = mallfag) + Lfr = foll*ds,
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2.2. Existence d’une solution locale .

et par conséquent, d’aprés (2.2.33), pour 0 <t <T
IA(f = f)IIP(F)
t t
< exp( fy cllma || s oy +eds). [ o (el foll o) FellV follFr2 ) Hll A foll 7oy o) Ima—mal [z o) 11— fo | *ds],
donc d’aprés (2.2.9), (2.2.17), (2.2.33), (2.2.35), on a

IA(fL = f)I? < Or <||n1||%2(O,T;H1(Q)) + T>)|In1 — n2ll720m) (2.2.37)

3
ol CT =C (HfOHHS(Q)? HmOHHz(Q)) T2 (1 + T + T||n2||%2(O,T;H1(Q))) exp(c (||m0||H2(Q)) .
or, d’apres l’équation (2.2.19)

o = DAn} — pv.(njVfi), Ony = DAny — pV.(n3Vfa),
donc
O (nf —n3) = DA (n — n3) = —pV. (niV f1 = n3V f2)

et en multipliant par (n} —n}) et on intégrant sur € :

d * * * * * * * *
ﬁ”% - n2|]2 + D[V (n] — n3) ||2 = pr (NIVf1 —n5V fy) .V (n] —n3)dx

et d’apreés linégalité de Young et de Hélder :

d * * * * * * D * *
oYL n3||> + DIV (n —n3) |I? < cllnjv fi — n3v fol|> + 5 vy = vns|?
donc
d * * * * * *
oM~ 5|2+ DIV (ny —n3) |* < cl[niv fr — n5 fo|?, (2.2.38)
on a

In3V fr = n39 fol* = [[(n] = n3) V. fu +n3(V i = Vo)1,

d’aprés l'inégalité de Holder
I3V fi — n3V fol > < ||} — n’£||iz(g)\|Vf1||ioo(m + ||n§H%4(Q)||Vf1 - Vf2||%4(9)a

d’aprés Uinjection (1.2.1) et l'inégalité (1.1.4)

IV i = VfalZay < ellVfi = VhallEng < clAG = f)IP
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2.2. Existence d’une solution locale .

alors

In3V fr = 3V fol* < [Inf = n3 PV fill Lo o) + cllnzlZa@) I A = I (2.2.39)

en procédant comme dans (2.2.15), on a

19 f1llZoe @) < el foll ) (1 + Tmal|?

12(0,7;H1(Q))

),

alors

IV fillieqqy < cllfollas@y, Imo [lm@) )1+ T + Tlna ) (2.2.40)

L2(0,T;H1(9)

d’aprés (2.2.37), (2.2.39), (2.2.40), on a

IRV fi — n3v fo* <

2 H*_

c(lfo ey, lmo [l )[(1+T+THnlH%Q(O,T;Hl(ﬂ)))”anLg(O’T;Hl(Q)) ny — n||?

+T2(1+T+TH77’2H%Q(O,T;Hl(ﬂ)))g exp ((C (llmoll @) (Hnl”%2(0,T;H1(Q)) + T)) Hn;H%‘l(Q)Hnl_nQH%Q(QT)]'

on note
(|l foll 3y Imoll mr ) ) = v

<R, g

L2(0,T;H1(Q) —

comme ||nq|| < R dans Vr, en remplagant dans (2.2.38),

L2(0,75H1(2)
pour 0 <t <T
Ot 3l < B (14 T+ TR i —
+e. T2 (14T + TR?) exp(e, (T + B2)) 0330y ln1 = n2ll32(0,
d’apres 'inégalité de Gronwall

In} = n3* <

e (T +T* + T°R?)  exp(c, (1 + T + TR?) TR+ (T + R)) Ji [n312 0y de- s —nz 22,
(2.2.41)
donc
Vni,nge € Vp @ |Inj — nzH%Q(QT) <c(R,T)|ny — ngH%g(QT) (2.2.42)
avec L (n;) =n} eti=1,2;

¢(R.,T)=c,T(T+T?+T2R2)?exp(c, (1 + T + TR?) TR2+(T + R2))).
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2.2. Existence d’une solution locale .

Conclusion :

A travers les Propositions 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6, on a établi que

Vr est une sous-espace compact et convexe de L*(0,7T , L*(Q2)), il existe T , R , Ry > 0
tels que L(Vr) C Vr et L est Lipschitzienne donc continue de Vi dans Vr.

Alors d’aprés le théoréme de poit fixe de Schauder, il existe un point fixe dans V.

Soit n le point fixe de £ dans Vr , alors (n,m, f) la solution de systéme (gp;) telle que

2

(n,m, f) € L*0,T;H' (Q)) x (L*(0,T; H* (Q)))". (2.2.43)

Le théoréme du point fixe de Schauder assure l’existence pas 'unicité, alors on va le

montrer dans ce théoréme.
Théoréme 2.2.2 La solution de (2.1.1) est unique.

Preuve : Pour montrer 'unicité de (2.1.1), on suppose qu'il existe deux solutions dif-
ferentes (n1,ma, f1), (n2, ma, fa).

D’apres (2.2.34),(2.2.36) , (2.2.32), 3¢ > 0 tel que

g v
sallma — m2||%{1(9) + §||A (my —ma) [|* + ]|V (my — ma) ||* + §||m1 — mal* < ¢llny — ny?

(2.2.44)
A f— Foll < ellmallim@ + DIy — foll + el fol By lma — mal®. (2:2.45)
A= pIP (2.2.46)

2t 1z -

< MAmills@llfs = falls@I AU = f2) Il + Al fallLe @A (ma —me) [ A = )l
+29[[Vmal[ e @V (fr = LA = I+ 291V fall e @ |V (ma = ma) [[[[Af = fo)
Hymall =@l A = )17 + AN A fallia@llma = malla@ | A = f2)ll,

En utilisant I'inégalité de Young, U'injection (1.2.1), de (2.2.45), (2.2.46) on a pour 0 <
t<T
d

Szl 1= Fallncy < clllm s )+ il )+l ell 1) (llms = malingey (8) + 11 = ol )

48



2.2. Existence d’une solution locale .

£
+1||A (my —my) ||, (2.2.47)

il reste la solution qui carespendant la premiére équation de (2.1.1) .En la multipliant
par (n; — ng) et on intégrant sur €2, de méme que (2.2.41), il suffit remplacer n* par n, on

a

d
szl = nell” < llm = nallfao IV fillze ) + clinallzae 1 AU = F)I, (2.2.48)

d’aprés l'injection (1.2.1), on a pour 0 < ¢ < T

d

2—dtlln1 —no|* < ellny — nall 22y | fillirs ) + cllnallfng 1A = f2)I1% (2.2.49)

d’aprés (2.2.44),(2.2.47) ,(2.2.49) , on a

s (lInn = mall28) + llma = mallfy ey (8) + 11 = follieey(8)) <
e(llma sy + 1l + 1o laey + Izl + 1)
(lIra = mal2(8) + s = malFfn @y (&) + 11 = Folliey ()
d’apres I'inégalité de Gronwall

Iny = n2*(8) + 1 = mall3 o) () + 1 = follfra) (8) <

(It = ma2(0) + s = ma sy (0) + L1 = follfa(e(0))
- exXp C(Hm1’|%2(0,T;H3(Q)) + H”2H%2(0,T;H3(Q)) + Hf1H%2(O,T;H3(Q)) + Hf2H%2(o,T;H3(Q)) +1),

et comme
(i1 = nall?(0) + llma = mall3s ) (0) + 11 = follfagy(0)) = 0
donc pour ¢t € [0,7T], on a

0.

[y = na| () + lmy = ma||F o) () + /1 = fallfi (1)

Preuve de théoréme 2.2.1 :

Preuve : On montre que n € L*(0,T; H? (Q)) et n, € L*(0,T; H' (Q)).
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2.2. Existence d’une solution locale .

on remplace a; = p, as = 0, ag(t,z) = p.f(t,z), b = 0, dans le probléme (1.5.1) de

section 3.3.
Ce qui achéve la preuve d’aprés le théoréme 1.5.2.

On montre que m € L?(0,T; H? (Q)) et my € L*(0,T; H' (Q2)).

on remplace a; = €, as = v, ag = 0, b = an, dans le probléme (1.5.1) de section 3.3.

d’ou le résultat d’aprés le théoréme 1.5.2.

On montre que f € L*(0,T; H?(Q)) et f; € L*(0,T; H' (Q2)).

d .
D’aprés I’équation (2.2.11), on a d—‘}; = —ymf, on peut approximer f par f’(t) =
71 @5 (8) Wi,
donc, on a
df’ .
H%H%ﬂ(m = HmeJHJ%ﬂ(Q)

< cimlFe@lf 1 F2)

de(2.2.9) et (2.2.15)
dfi

1= 1220 rm 0y < cUllnollz2@, | foll 3y Imoll ), T).

dt
{ f} bornée dans L? (0,7 ; H' ()
donc on peut extraire une sous-suite j; telle que quand [ — +o0o
ona f/' = f, e L*(0,T ; H (Q)), dou
14
dt
Donc

(n,m, f) € (L*(0,T5 H* (),

et
dn dm ﬁ

(Gt a @

D’aprés le théoréme 1.3.1, on a

)€ (L0, T; H' ().

(n,m, f) € (C([0,T]; H* ()))*.
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Chapitre 3

Existence globale et comportement

asymptotique.
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Dans ce présente chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite

est en fait une solution globale pour (1)

L’idée est multiplier I’équation satisfaite par n par le terme d’entropie log(n + 1) et

d’utiliser la décroissance exponentielle de f qui découle du fait que m > v, deés que mgy >

7., Cette méthode est due & [6] et nous permet de montrer que||n||z2(r;H1(q)) est bornée

indépendamment de 7' d’ou l'existence d’une solution globale en temps .

En utilisant encore une fois la décroissance exponentielle de f , on aboutit a un résultat

de comportement asymptotique en temps.
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3.1. Résultats préliminaires

3.1 Reésultats préliminaires

Dans toute la suite on supposera que ) est un ouvert régulier et borné de R?. Avant
d’établir le théoréme d’existence globale en temps, on commencera par prouver les résultats

préliminaires suivants.

Lemme 3.1.1 Supposons ng € L'(Q), mg € L' (), fo € W1 et % = 0. Alors pour
v

toutt > 0 :
||”(t)||L1(Q) = ||n0HL1(Q) (3.1.1)

« (0
Im(®)llz3@ = exp (<v) (Imollzsey = lmollzse) + = lImollzae (3.1.2)

Preuve : Preuve de (3.1.1) :

En intégrant la premiére équation de (gp;) sur € et en appliquant la formule de Green

/&ndm = ,0/ [DAn+ v.(nVf)]de,
Q Q
= p/V.[DVn+an] dz,
Q

= p/ (DVn +nvf).vdo,
o9

on a Vn.v = 0. De plus, en supposant Vfy.r = 0 sur 90 on obtient Vf.v = 0 alors

Jq, Ondz = 0. Comme n > 0,
d

@HWHU(Q) =0,

alors, on a la conservation de masse :

[n(t) @) = lInollzr @)
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3.1. Résultats préliminaires

Preuve de (3.1.2) :
D’apres (2.2.9) on a m; € L*(Qr), donc en intégrant 1'équation d;m = an +eAm —vm

sur ), on aura

imdazz/and&:—i—/&&mdm—/umdm,
o dt Q Q Q

comme m > 0,d’apreés (3.1.1) :
d -
%“mHLI(Q) = o|lnolli —¢ [ Vm.vdo —v|m| 1 q).
o0

Puisque vm.v =0 sur 99 , I’équation devient
d
_HmHLl(Q) = Oé“”OHLl(Q) - VHmHLl(Q)>
dt

aprés résolution de I’équation différentielle, on obtient

(e} (e}
[m| 1) = exp (—vt) |mol[z1) + ;||n0||L1(Q) — P (—vt) [[no]| 1)

Lemme 3.1.2 Supposons ng € L*(Q), alors pour 0 <t<T , on a
1 1 1
2]l < p(lInollf1q)) 1V VR + 11+ (ol @) + 1) pllnollfrg)- (3.1.3)

ot p(.) est un polynome de la forme p(z) = cx®(x+1) et ¢ > 0.est une constante positive

dépendant uniquement de la mesure de €.

Preuve : En utilisant 'inégalité d’interpolation (1.4.8) appliquée pour : s = 1, t = 4,

r=2 0= %, on obtient

1 2
HnHLQ(Q) < HnHzl(Q)HnHz‘l(Q)
1 2

< nllzueylin + Zaq)

1 4
< HnHzl(Q)H vV + 1”28(9)7

or 2 C R?, il ressort de I'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (1.2.7)
appliquée pour p=2,¢g=2,r=8,a = % que

3
IV F T s < cllVa+ 1|5 1Vr + 1 b gy
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3.1. Résultats préliminaires

alors, en remplacant dans I'inégalité précédente, on obtient

1 1
Inll < ellnllzagllvVe+ 1z Iva+ Lime

IA

1 1
clnllzygllve +1E(Iva + 1) + [[VVn + 1)),

Il découle de (3.1.1) que

o=

1
(T4 lInoll i) ® + IVVR+1]]),

72| L2y < C||n0||L1 (1 + [Inoll 1))

ol ¢ est une constante qui dépend de la mesure de ().

=1

1 1
Inll < ellnollF gy (1 + llnollzre) * VvV + 1] + c(lnoll () + 1)? ||n0||L1(Q) (1 + 1[Im0l 1))

< (HnoHLl(g))HV\/n+ |+ (Inollusey +1)*p (HnUHLl(Q))

ou

1 2 1
pllollEs ) = ellnoll s ey (1+ ol ey ) -

Remarque 3.1.1 On peut montrer facilement & partir de (3.1.3) que

1 1
InllZ2(gr) < P*(Ino 122 @)1V VR + 1l Z2(gr) + TIno e + DP*(IIno I71q)- (3-1.4)
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3.2.  Existence globale en temps

3.2 Existence globale en temps

Dans toute la suite on supposera que € est un ouvert régulier et borné de R2.

Et on supposera que les données initiales vérifient la condition suivante

1
4D — ~(1+ i

2 (772)”

C}, la constante qui dépend de la norme de f, dans H3(Q) apparaissant dans (2.2.18).

1
)P*(Ino [11q)) > 0. (3.2.1)

Proposition 3.2.1 Supposons que (ng,mg, fo) € L? () x HY(Q) x H*(Q). Alors sing et

fo satisfont la condition (3.2.1), on a

ne L2, (0,400 ; L*(R)).

loc

Preuve : L’idée est due a [12] et nous permet de montrer que ||n|| 2

loc

(0,400 5 L2(Q)) < OO
En multipliant la premiére équation de (p;) par le terme d’entropie In(n+ 1) et en

intégrant sur (2,on aura

/ln(n—i-l)d—ndx:D/An 1n(n+1)dx—p/ln(n+1)V.(nvf)dx,
Q dt Q Q

or

dln(n +1)

dn d
1 1)—dzx = — 1)1 1)dx — 1)——=d
/Qn(n+ )dt T o Q(n+ YIn(n+1)dz /Q(nJr ) o x

d
= = Q[(n—i—l)ln(n—i—l)—n]dx.

D’autre part

1 2
/ln(n—l—l)Andx——/—|V(n—i—1)|2dm——4/)V\/n—i-l‘ dx.
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De plus

/1n(n+1)v.(nvf)dx = /ln(n—i—l) Vn.Vfda:—i—/nln(n—l—l)Afdx
Q Q

Q

— /v((n+1)ln(n+1)—n).vfd:c—i—/nln(n—l—l)Afdx

— _/((n+1)ln(n+1)—n)Afdx+/nln(n+1)Afdx
0

Q

_ / n—In (n+ 1)] Afd,
0
alors

% Q[(n+1)ln(n+1)—n]d:c—i—élD/Q)V\/n——i-lrdx——p/Q[n—ln(n—i-l)]Afdx.

En posant

go(t):/Q[(n+1)ln(n+1)—n}dx,

2
et en ajoutant aux deux membres le terme positif +p [, [n —In (n 4 1)] f ’7 fg deT’ Ydx

I’équation devient

2
dx

t
¢ (t) +4D[|vv/n +1 ||2+p/ﬂ[n—ln(n—|—1)]f‘7/ vmdr
0

2

_ —p/Q[n—ln(n—i-l)](Af—f"y/othdT )z,

on remarque que ¢ (t) > 0, n —In(n+1) > 0et que |[n—In(n+1)| < |n|, alors

d’aprés 'inégalité de Young, on a pour 0 <t < T

¢ (t) +4D||vy/n + 1|

IA

1 ! 1
167 = 1|y [ omar| 12+ Sl
0
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3.2. Existence globale en temps

Alors, d’apres (2.2.18) et (2.2.4)

¢ (t) +4D||vv/n+ 12

1 _ 1
50 2 (14 tnlEagy ) + 5 lnl1?

ou CY, est une constante positive qui dépend uniquement de la norme de fo dans H*(9).

En vertu de (3.1.3) et (3.1.4)

¢ (t) +4D||vv/n+ 12

t _ 1
< §Cf0€ W*tp2(\|n0HEl(Q))HVV” + 1 Z2ont
L, 5 2, 1o 5
3P ([noll 21 @) 117V + L7+ 5p7(lInoll 21 0) ) (L + lInoll 1 (@)
2 % t2 —277,t Cfo —2797,t
+Cop (!|“0HL1(Q))§(1+ Inollzr(@))e " Tl
puis en intégrant par rapport au temps et en utilsant fOT t2etdt < ﬁ, on obtient
1 1
@ (t)+ (4D — 5192(“"0 2@ IVVR+1 72y
C 1 T
< LU llfiw)(| t TV T i + el o Lo sy, 172) + 2 0).
et comme
T . 1
te M=tdt < 5
0 (77.)
donc

1 1
p () + 4D = p(lno L @)VVn +1 [

C(fo
2 (y7,)?

<

1
P*(Imo I 2 @) IVVn+ T2 + clllno |y, Lfo a2, 7. 7.) +#(0),
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3.2.  Existence globale en temps

alors

1 C 1
v (t)+(4D—§(1+(WTf°)2)p2(||no 12 @V + T 72 < clllno @), [ fo @), v 7:)+¢ (0),
2

et comme (3.2.1) a lieu, on aura l’estimation uniforme par rapport au temps

1VVn+ 1 720, < c(lnollz2@)s 1 foll a2y Mol z2@)), YT > 0,

par suite, compte tenu de (3.1.3)

170|720 < (T + 1)%c([n0ll 2@, | foll a2, lmoll 2e) (3.2.2)

Ce qui nous permettra de conclure que la solution locale précédemment construite est

en fait globale.

Proposition 3.2.2 Supposons (ng, mo, fo) € L* (Q) x H*(Q) x H*(Q);
sing et fo satisfont (3.2.1) , alors il existe une constante c(||nolr2(q), | foll r2(0) [0 H2(0)) >
0 dépendant uniquement des données initiales et des différentes constantes intervenant dans

le systeme telle que

1y, )|z (0,005 (@) x (L (0,002 ) < UInollz2@): Lol 2, Mol 2@))-

Preuve : On montre la proposition dans trois étapes :
1°étape :On montre que f € L>®(0, +o00; H? (2)).
D’apres (2.2.15),(3.2.2) et (2.24), pour 0 <t < T

2
IAF 2y () < e (L follzi) e (1 +t(||nll72(040) + 1)> ,
d’apres (3.2.2), il existe ¢ > 0 tel que

17l Z20p < (& + D)%ellnoll 2, 1 foll 2@, Imoll 2 (@)

ce qui donne

IAF 720y (1) < (84 1) c((Inol 2 (@), 1 foll 2@, 1m0l 51(e)) (3.2.3)
et comme

1
(t+1)%e 27 < (— +1)%; V¢t >0,
Y+
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3.2.  Existence globale en temps

alors il existe ¢ > 0 indépendante du temps telle que

supess|| A f|Z2q) < e(llnollzay. [l foll w2, Imollm @),
0<t<T

donc

supess|| A [z < ellnollzz), [l foll 2@y, Imoll: ).

2'm¢gtape :On montre que n € L2 (0,00; H' (Q2)).

loc

D’aprés (3.2.3), pour 0 <¢ < T

IAFIT2@) (1) < (E+ 1) e(lInoll 2y, [l foll 2@, Imoll )

= (t+1)%e 2l

En multipliant la premiére équation de (p;) par n et on intégrant sur 2, on a

d 2 P
— D|vn|? = -2 A fd
sl + Dival? = <8 [ wafas
P
< Lllaolaf)
<t + 1%

< cul(t+ 1% (|Infl| Vol + [In]?)

d’apres I'inégalité de Young il existe ¢ > 0 dépendant de ||no|| 2y, || foll m2(0), |mo|| m1(0))

tel que
d
2dt
d’apres (3.2.3), on a

nl?,

D
Inl* + 5||Vn||2 < (e +€) T+ 1)2e™ 2

d

D _
Sl + S Ivnl? < ¢+ 1% 2ol lmolln @y, ol

en intégrant par rapport au temps, on a :

D
Inll* + S 1V nliery < ellinol, lImolla ). Il follr2ey)- (3.2.4)
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3.2.  Existence globale en temps

alors il existe ¢ > 0 indépendant du temps tel que

D
Inll + 1970 Z20p) < cllnoll, [ follz@, mollai@))- (3.2.5)

d’apres (3.2.2),(3.2.5), donc

D
Inl + E||”||il2m(o,oo;H1(Q)) < c(llnoll, [l foll 2, [moll mr(e))-

3fmegtape :On montre que m € Li2 (0, 00; H? (Q)).

On note Py(m) = dym — an —eAm +vm ,

en multipliant VP,(m) par VAm et Py(m) par m et en intégrant sur

d €
—||Am||2 + —||VAm||2 + V||Am||2 < c||Vn||2, (3.2.6)
2dt 2
ct
)2 + Egvml? + vlmlP < clnl? (3.2.7)
2dt 2 - ’ -

alors d’apres (3.2.6), (3.2.7), on a
Iml* + [|Am|1* < ellnll Lo 20 (@) + €llmollii o)
de (1.1.6), (3.2.3), (3.2.4), on a :

Il zr2() < (¢ + Delllnoll, [l foll 2, [0l mr(2)- (3.2.8)

on a que m est uniformement borné en ¢ sur chaque intervale borné [0,¢], donc m €

Lz, (10, 00 H2 ().

loc

Théoréme 3.2.1 Supposons que (ng, mo, fo) € H(Q) x H? () x H3(Q),

sing et fo satisfont (3.2.1), on a

(n,m, f) € (L2,.(0, +o0; H* (2)))°

Preuve : D’apreés la proposition précédente (n,m, f) € L2 (0,00; H (Q))x(L?*(0, 00; H? (Q)))?,

loc

donc il reste & montrer que n € L2 (0, 00; H? (Q2)).

Comme n € L2 (0,00; H' (), Vf € L2 (0, 00; H? ()) et puisque H? (Q) C L>®(f2) en

loc loc

dimensions 2 et 3, on en déduit que nV f € L2 (0,00; H' (Q)) et par suite

loc
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3.2.  Existence globale en temps

V.(nVf) € L2 ,.(0,00; L* (). En utilisant les résultats de régularité de la solution d'une
équation parabolique on conclut que n € (L2 (0, 00; H* (Q2)).
Par conséquent n € L7 (0,00; H*(Q)) et Vf € L2 _(0,00; H*(Q)) avec H*(Q) C

L>(Q2) en dimensions 2 et 3 donc nVf € L2 (0,00; H*(Q)) et par suite V.(nVf) €
L2 (0,00, H' (Q)) .

loc

Comme n vérifie une équation parabolique avec second membre V.(nV f) € L2 (0, 00; H' (Q2))

loc

alors n € L? (0, 00; H? (Q)).

loc

On note P, (n) = dm — DAn + pV.(nVf). En multipliant VP, (n) par VAn et en

intégrant sur {2 on obtient en utilisant I'inégalité de Young

d

D
sl Anl + DIvAn|® < cllAmvf)|*+ S IvAnlP,

et comme  C R? d’aprés I'inégalité (1.2.4), il existe une constante ¢ (dépendant de €2)

telle que

d

D
NonlP + SNvAnlE < cllnv fa

< dllnlff@llV 2@,

d’apres l'inégalité (1.1.5), on a Ve; > 0;3c., > 0 tel que
[Vn|* + |An]* < e[ vAR[P + c.y 0],

donc

d
—NAnl® + DIvAn|P < elInl* + el vAn[P) 1P + 1V AFIP),

d’apres (3.2.4)

112 0,010y < t ellinoll, [l foll mracey, moll),
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3.2. Existence globale en temps

et d’apres (2.2.17), (1.1.4) et (2.2.19)

IV ey (t) < el VAFI 2 + 1 £17200

3
< ey, (14t )

L2(0,T;HL(Q))

< e 240 (ol ol Imollney) (142,

HL(Q)

on a
% |An|]? + D||[VAR|?* < C.(1 4 &1||VAR|?)e 277+,
ou
C,=C <||n0||H1(Q)7 | foll 73, ||m0||H1(Q)> (1+¢),
donc

d
| An|? + DIVAR|? < e1e™ G|V AP + Cre™,

D’apres (2.2.19)

alors

d _
Zlanl+ DIvanl? < € (Inoll,ug 7. ) 190] + e+,

D
Il suffit choisir ¢; = 5 , donc
QO(HHOHHl(Q) » Vs 7*)
d D
EHAMP + EHVATLHQ < Cre 21+t (3.2.9)

puis en intégrant (??) par rapport au temps on a :

D
|an]?+ S 1vAnIE e < C (In0lla: Ifollms@: Imollre ) (3.2.10)
de(??), (3.2.10), et d’apres (1.1.6) ,
HnH%lQOC(O,oo;H3(Q)) <C <H"0||H2(Q)a | foll s (e HmOHH2(9)> 5

d’ou le résultat.
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3.2.  Existence globale en temps

Remarque 3.2.1 A ['aide de la méme procédure on peut montrer que
d 2 2 —2yy,t
£|Wn|] + D||An||* < Ce =77+, (3.2.11)

En effet, en multipliant Py (n) = Oy;n — DAn + pV.(nV f) par An et en intégrant sur
Q
2Tl + DI ARI < 9. (17 ) 2+ 2 AP,

et comme Q C R?, d’apres linégalité (1.2.4) , il existe une constante c (dépendant de §2)

tel que

V.V IIF < [InV £l

IN

C||”||§12(Q)||Vf||§12(9)7
d’aprés (1.1.5), Jc > 0 tel que
7l < cllnll® + el Anl?,

d’apres (3.2.10), (3.2.3)

171122 0.00122(0) < ellInoll ). Lfoll ey [Imaoll),

et d’aprés (2.2.16), (1.1.4) et (2.2.19)

||Vf||%12(g) < CHVAfH%Q(Q) + ||f||%2(n)

< 0 (|

L2(0,1;HY())’ t)

< o Prete (|| no|2 ||f0||H3(Q),||m0||H1<Q)»t>7

Hl(Q)’

on a

d
Zlvn |24+ Dl An P < G+,

ol
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3.3. Comportement asymptotique de la solution

3.3 Comportement asymptotique de la solution

Théoréme 3.3.1 Supposons (ng, mg, fo) € H? () x H?(Q) x H3(Q). Sing et fo satisfont

(3.2.1) alors pour 0 < Kk < %, 0<B<vY,,0<d<v,d <k tels que
Timm exp(et) (¢, ) 7ol ey = Jim exp(8t) [m(t, )—27oll (e = lim exp(B)F(t (e = 0.
Preuve : D’apres (3.2.9), (3.2.11), pour (ng, myg, fo) € H*(Q) x H*(Q) x H3>(Q), on a

%anH%Q(Q) + D||An|* < (1 + t)3e 21t

Gl Anlfeg) + ZINTVAR |7 < e(1+ )%,

alors d’apres (1.1.4), pour tout 0 < k < % tel que

D
allvnl* < (| An|?,
donc
d
ai {|vn)? + [|An]?} + & {|[va]? + [|An|?} < (1 + t)3e -t
Comme
Y% 3 3 3
ey = (o2
€YY«
alors

d
= nll? + 120} + 5 {|vnlP + [ An|*} < ce,

comme ) C R? d’aprés (1.1.3), on a
In = TollZ (@) < CllAn|
donc d’aprés (1.4.1), on a

t
2 = o[y < xp () [ (ol + | exp (e =170 9)ds|.
0

on peut choisir Kk — 7y, < 0, donc

t
/ exp ((k —77.)s)ds < t,
0
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3.3. Comportement asymptotique de la solution

donc
Jim 2 — 7o oy < Jim exp () e (o) (141
= tlimG(t)
= 0,
d’ou

Ji (.. 0) = ol 10y = 0.
D’autre part d’apres (3.2.6)
Slaml + vl Am]? < el onlp
donc Vo, ou 0 < § < v tel que

tim [ (t,) ~ 7l @) < JfmCAm]

t—o00

t
< tlime‘”c(HmOHHQ(m,Hn0||H2(Q)> {1+/6“8||Vn||2d3}
—00 0

IN

t
tli,%e_étc <||m0HH2(Q), ||n0HH2(Q)) {1 + /0 (1 + 8)6(5—n)sd8}

= 0,
en utilisant (3.1.2)

. a_ . _ . a_
lim [|[m — =Tz < lm||m — | o) + [0 — —To|| L ()
t—o0 1% t—o0 14

car

lim || — gﬁOH Lo < lime™ (mo — gm)
t—o0 1

t—o0
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3.3. Comportement asymptotique de la solution

d’ou

tlim exp(dt) Hm(t, ) — gﬁgH = 0.
—00 %

Et finalement

Mo [[f(E @ < im [ foll oooye™™

= 0.
sion prend 0 < 3 < ~vv,, on a

Tim exp(B0I1 (@) < Jim [follzoeqapel® 7"

= 0.
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Troisiéme partie

.2€11€ 1modéle.

67



Existence globale en temps

Chapitre 4

Sommaire
4.1 Position du probléme . . ... ... ... . 00000 o e 69
4.2 Modification du probléme . . ... .... ... ... .. ..., 70
4.3 Estimations d’énergie. . ... ... ... .. 000 e e 76
4.4 Existence globale pour le probléme hyperbolique . ... .. .. 88
4.5 Existence globale et unicité de solution pour le probléme pa-

4.6

rabolique . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e e e 101

Comportement asymptotique de solution . . .. ... ... ... 104

Nous étudions dans ce chapitre 'existence globale d’une solution pour (ps2).

On transforme le probléme parabolique (p2) en un probléme hyperbolique qu’on traitera

par la méthode de Galerkin adaptée au probléme non linéaire

L’idée est d’introduire un schéma itératif de telle sorte qu’a chaque étape nous ayons

affaire & un probléme linéaire.

Nous achevons la preuve en montrant que la suite ainsi contruite est une suite de Cauchy

et converge vers une solution classique de notre probléme.

68

et unicité



4.1. Position du probléme

4.1 Position du probléme

On se propose d’étudier le probléme suivant :

Cfl—;l = DAn — V. (x(c)nVe) — pV.(nVf)
%:kn—fnf dans [0, +oo| x
de _ ne

a

d,n = 0 sur 99

n(0,2) = ng, f(0,2)= fo, c¢(0,2) = ¢ dans Q

.
n = n(t,z) : densité de la cellule tumorale.

¢ = ¢(t,x) : concentration de facteur angiogénése tumorale(TAF)
f = f(t,x) : concentration dela fibronectine

0,u = Vu.v,v : la normale extérieure a 0S2.

Q) : domaine borné de R", n < 3; de frontiére 9€) réguliére.

D; p; &; k;m : constantes positives.

Xo PRV ..
c) = sensitivité ou Y,; « : constantes positives.
x(0) =110 Xo p
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4.2. Modification du probléme

4.2 Modification du probléme

En résolvant les équations différentielles satisfaites par f et n et remplacant dans I’équa-

hyperbolique & une inconnue suivant

Proposition 4.2.1 Résoudre le systéme (4.1.1) revient & trouver u tel que :

7

dyu=0 sur [0,+o0[ x 0N

\ w(0,z) = ho(z), w (0,2) = hy (x) sur €,

ol Pv(“) = U — DAUt — V( (ut + 7)14 (U) ef'ytfvvu)

A(u) Xo¢” + pn—lfe—n*&ve*(n‘l&fl)(7t+U).

T 1 devetu

Preuve : D’aprés la deuzriéme équation de (4.1.1), on a

Of =kn—é&nf =—&n(f -k,

donce

fi (f — k),
(f = k) (f = k™)

et d’aprés la troisiéme équation de (4.1.1), on a

— = Oinec

70

P,(u) = uy — DAuy — V. (ug +7)A (u) e """“vu) =0 dans [0, +o0[ X

tion satisfaite par la densité cellulaire, on montre que notre systéme se reméne au probléme

(4.2.1)

(4.2.2)



4.2. Modification du probléme

on note

Inc=1(t,r) donc n(t,r) = -0, (t,z) et c=e" (4.2.3)

donc on peut écrire

In (f (t,:L‘) - kf_l) - 77_15 (7vZ) (t,ZE) - 1/’ (07 J})) + In (f (va} - kf_l) )

ce qui est équivalent a
ft,x) — ket =l 0D g (g) (4.2.4)

U (2) = co(2)™" S (f(0,2) — keh),

en remplagant n par —n "1, (t,z) et f par ké ™+ en ev(te) g (x) ,l’équation parabolique

satisfaite par n s’écrit

Xoew
14+ Ae?

77Z)tt = DA@Z}t_V-( ¢tv¢)

— V(e EOT () V) — V. (o @OV (1)),

Or, d’aprés les hypothéses du théoréme, on a WV (x) = 1, donc l’équation devient

P
Xo€ _ -1 z
Yy = DAY, — V-(l fAe¢wtv¢) - V-(/”? 1&%6” e ’t)v¢)-

En remplacant 1) par — on obtient

Yy = DAY, (4.2.5)

(n—1)¢
_ Xo€ —Lep (b )d(@t) | p—p vlat)
v<<1+)\€_w +,077 56 € ¢tv¢>7

ol

0 < g =min {nflé’, 1}.
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4.2. Modification du probléme

on note ensuite

(n—1)3

Xo€ ~1¢ (n—n1E)¥(t)

0 = + .
() (1 Faev P e )

Pour simplifier les calculs, on suppose =1, donc 0(1)) devient

_ Xo -1 —(n*1§—1>¢(x,t)
0(4) <TIE;E+W756 >,

avec

n 1t —1>0.

En injectant ces notations dans (4.2.5) et en introduisant la nouvelle inconnue u par

W =vp(t) + u, avec p(t) =t+1 (4.2.6)

ety > 0 un paramétre qui sera choisi ultérieurement, [’équation (4.2.5) devient
Uy = DAuy — V.((ug +7)A (u) e " 7Uvu),

ol

)

_ Xo€ " gm0 ey (17 NE-1) ()
Alw) = 14+ Ae7vent-u o ge ¢

qui est exactement la formulation du probléme (4.2.1). (On remarquera que dans la
nouvelle formulation, 'inconnue devient v = In(c) —~y(t +1)).

En intégrant la premiére équation de (4.1.1). On vérifie comme dans le chapitre précédent
que la masse totale est conservée c’est a dire [, ndx = ||ng| 1 On va choisir v de telle
sorte que %fg wdx = 0.

On a

i/utdx = /DAut + V.((us + ) A (u) e " vu)dz

= DvVu.v + (ug + ) A (u) e " Vuvdo
o9

= 0,

72



4.2. Modification du probléme

donc, d’aprés (4.2.3) et la conservation de la masse

/utdx = /h1 (x) dz
Q Q
= n/nda:—/’ydm
Q Q

= nlnollzr — 719

donc il suffit de choisir

Ui
Y= —||n0||L1 Q), (427)
’Q’ ()

Remarque 4.2.1 Récapitulons maintenant le changement de variable qui transforme (4.1.1)
a(4.2.1):
Grace o (4.2.3) et (4.2.6)

n(t,x) = —n W, (o) =n 'y + 0w, (4.2.8)
c(t,z) = e?t®) = gt —u (4.2.9)
de (4.2.4) et (4.2.6)
Ft,x) = ke 4 e EOEDT 0 ()T (f (2,0) — kY. (4.2.10)
Si on ajoute la condition sur les données initiales cg (x)_flg (f (z,0)— k) = 1,
(4.2.10) devient
f(t,x) = ket 4 e 00D (4.2.11)

De méme que (3.1.1), on a conservation de la masse pour n, compte tenu de (4.2.8), il

est légitime d’imposer des conditions pour que la masse soit conservée pour uy.
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4.2. Modification du probléme

Définition 4.2.1 Soient {\i};5q; la suite dénombrable des wvaleurs propres de —/A avec
condition de Neumann homogene , et ¢; = goj(x) les fonctions propres associées, : Ao
=0< A < A < ... — +o00. telles que (goj)jZ
{gpj(x)}jzo orthogonale dans H*(2).

, Soit une base hilbertiene dans L*(S), et

On note
Jr

‘Q/s(Q) == Z:l)\?sff < +OO} .

Vi@ = {imj £ R

Lemme 4.2.1 Pour ¢ € V5 (Q), ona Vs >0:V*(Q) C H*(Q).
De plus, dans l’ensemble {(b eVs(Q), [¢dx = 0} , les nomes ||.|
Q

ve@) et .|l son

équivalentes.

+o00
Preuve : Soit ¢ € V* (1), alors il existe {f;},., tel que ¢ =} fp;.
> p=t

Il existe ¢ > 0 tel que
2 = 2
H¢HH2S(Q) - ||Zlfj90jHH2s(Q)
J:

—+00

> (el fs %" + [l fie501%)

J=1

IN

+o00

Y (efFlA% 11 + £llesl),

=1

IN

S _ S
comme A*p; = Ajp;, on a

2 ™= 2s p2 2
1015720 ) = Zl(C)‘j Si+ 1)
j=

25

w 2s 2 )\J 2
Z(CA]' 'fj + )\stj )
J=1 1

IN

IN

iy 1 2s p2
jz::l c—i—/\%s AP

1
(c+ r) 6
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4.2. Modification du probléme

si [¢dz =0, on a léquivalence de ||@]| s et [| A%
Q

vs(q), donc on peut conclure directement I'équivalence de

+00
Or A%] = L7 = 9
j=

vs() dans ce cas.

|- [[ 2 (et |-

Notation 4.2.1 On note :

Elu] = [ul®* +7lIvVA @) e ull?,

et

By [u] = | & wel* + 41|V A (w) e 7 Aul]*,

()



4.3. Estimations d’énergie.

4.3 Estimations d’énergie.
On suppose que
||| 20,4002 (02)) < N, et supess||ug| g2y (1) < L, (4.3.1)
0<t<T

soit

k=max{Cq ; 1},

ou Cg la constante (depend de 2) définie dans (1.2.3), et

e = max{ e gy (0) 51" ey (0) 5 lle ey (0) ez (0) 5 1}

cy = max {k’n_lfN ; 1} ,
on note (4.3.2) la condition suivante
Y=, (4.3.2)

ol v* une constante depend de ||uo||g2(q), N et L,

~v* donnée comme suivant :

2
9 . 4 5ek10c2et® (xo+p(n 1) )2 (14+))?
2002 3 T]Tﬁl—l 3 ln( Dxo ) ;
7" = max
54ck100/2,18 —1£)%)2(140)2
L In(224 (X°E’;<O" SREULIS R T

On verra plus tard que si u; satisfait (4.3.1), et vy satisfait (4.3.2), alors
N2+ DL? < || & wl]? (0) + 2.
Lemme 4.3.1 Si u; satisfait (4.3.1), alors
le ™l m2) < eV, (4.3.3)

Preuve : On a

d

Tl ey (8) < 2kl 2oy le™ gy (1)
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4.3. Estimations d’énergie.

donc d’apres 'inégalité de Gronwall

t
le™ a2 (1) < lle”* |2 (0) exp(k/ [t 12y () di'),
0

et en appliquant I'inégalité de Holder

H ||H2(Q)( ) < ||6 ”H2 eXp k\/_\// ||Ut||H2 Q) t/ dt/)

cela implique

e |2 (1) < eV,

Lemme 4.3.2 Si ||u||12(0,400;13(0)) < N, alors il éxiste ¢} > 0 dépendant de |ug| sy tel
que

e/l sy < che2Vr. (4.3.4)

Preuve : On a

d —u —u
e B (8) < 2l e ey (0)

d’apres I'inégalité de Gronwall

t
le™ [ () (1) < lle”* || 3o (0) eXp(k‘/0 e mr2(0) (¢) dt'), (4.3.5)

et en appliquant 'inégalité de Holder

le™ |3 (t) < lle™[|m3@) (0) exp( k\f\// 35 0y () ),

si on pose

! —n~len —ley —u u
& = masx { [l gy (0) 5 € "Il (0) 5 lle™ e (0) 3 lle“lligey (0) 5 1},

cela implique

le™ sy () < eV,
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4.3. Estimations d’énergie.

Remarque 4.3.1 D’aprés (1.1.7), la constante ¢ dépend de ||uol| m3(q) -

Lemme 4.3.3 Si u; € L?*(0,+o0; H*(Q)), alors

Y ec2Vt
lle™ a2 > P (4.3.6)

Preuve : On a

d —u
e iz () = 2(-we

e ") )

> =2k |ullz2(ey lle™ 2o (1)

alors
t
le™ ||z () = lle || m2(y (0) exp(—/f/o Juel | 2(q) (') dt’),

en appliquant I'inégalité de Holder

t
le™ 20y () = lle™ || a2 (0) eXP(—k\/E\//O [tz gy () di'),

cela implique
B ec2Vt
le™ || z2) = :
C1

Lemme 4.3.4 Si u; satisfait (4.3.1), pour p.p z € , on a

A —yt—u > Xo -y —'yt—cm/f. 4.3.
(u)e Z R+ +)\)2e e (4.3.7)

Preuve : D’apres (4.2.2)

Xoe Te

e " A(u) = TRy p—— + oy i e Ot
on a
pn—lge—nﬂfve—n’lf(vﬁru) > 0,
donc o
e Ve Y
e*’yt*uA(u) > 1>—<|—0)\6_76_'Yt—“’
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4.3. Estimations d’énergie.

mais
e" < |le“ll (), vt >0, x € Q pp,

d’apres (4.3.3), on a

1 + A@V“Gi’ytiuHLoo(Q) S 1 + )\keVHe’“’“HHz(m

< k(14 M)%e2VE

donc d’apres (4.3.6), on a

XOe_We_A/t_u Z Xo e—'ye—'yt—ch\/f‘
1+ deve vt = k(14 N)2

Lemme 4.3.5 Si u,; satisfait (4.3.1), on a
11+ Du + D?ul| (t) < k2e®2V?, et || D3ul| (t) < ket . (4.3.8)
Preuve : On a d’apres (1.2.3), (1.2.4)

|D?*u+ Du+1]| (t) < |le“e (D*u+ Du +1)]

IA

e || ooy lle™ | zr2(0)

IA

Kl z2@lle™ |z

d’apres (4.3.3)
| D?*u + Du + 1| (t) < k:c%ezcm/i,

de méme que précident,

ID%ull (t) < [le"e ™D

< el ze@lle™ a3

IN

klle“]| z2@lle ™ |l m3 @)
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4.3. Estimations d’énergie.

d’apres (4.3.4), (?77?)
D%l (1) < kehere™Y"

Lemme 4.3.6 Si u; satisfait (4.3.1) ,on a
||677t7uA(U)||H2(Q) < (xoe " + pnflgeﬂy—l{’Y)k2ci,677t+3c2\/5 . (4.3.9)

Preuve : D’aprés (4.2.2)

X e 7 _ -1 =1y
||A(u)||H2(Q) = ||1+>\€0_76_7t_u + o~ leem §ye—(n7¢ 1)(~yt+u)||H2(Q)
—y B )
< | Xo€ HHz(Q)er?flf@w 1@H67(n 15*1)(’7t+u)”H2(Q)’

A+ e et

d’aprés (4.3.3), on a

le™ @ 2y < ke |zl |2 (4.3.10)

< k;cfe%z‘/'E

d’autre part

Xo€
| 1+ devert-u 229
Xo€ Xo€ ' 2 Xo€ !
< D D
< DG ) I )
< | Xo€” I+ Xo€ 'Ae Ve (D% + 2Du) I+ Xoe”()\e”eﬂt—“Duy)”
— 14 e e vtu (1 4+ de7vert—u)2 (1 4+ Aevert—u)3
Xo€ ! Xoe (D?*u + 2Du) Xoe Y (Du)?
< | gl |l — I+ ==l
1+ e Ve 14+ Xe e 1+ de7 Ve
en appliquant I'inégalité de Holder
Xo€ ' Xo€ ' 2
< o2||1 + D D
H1+)\€_76_w_u“H2(m < ”1+Ae—ve—'¥t—uHL @2[|1 + Du + D7ul],
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4.3. Estimations d’énergie.

et d’aprés (4.3.8), (??7), on a
1Al 2(0) < xoe 7 ede*=Y! + py ke e eIt
donc d’aprés (4.3.3), on a

le " Al g2y < Elle  lm @l Aw) |l a2@

< (xoe T+ py e A e eV

Lemme 4.3.7 Si u; satisfait (4.3.1) et «y satisfait (4.3.2), on a
1 1 1
[0:A(u) A~ () || Lo ) < gHUtHLOO(Q) + 3 (4.3.11)

Preuve : D’apres (4.2.2)

_ Xo¢ “lge—n v (71 1) (ttu)
Alw) = T e TG e

donc

XoAe He Tt

(14 Ae=vert—v)

0 A(u) = (v + w) { 3= &y (- 1) e"‘lfve—(ﬂ1€—1)<vt+u>]

alors

Xole ZTe iU

(1 + he—re—rt—v)

10 A(u)[ L) = HW+%@{ Q—pnlﬁ%n15—1%2”%%7@1&0”“@hhwm

< |y 4 el o) e 2 e ooy + o6 (0716 = 1)y e (DOt o),

mais 16 — 1 > 0, donc pour v > 0 on a

sy < #,
Te(mtE—1)

et comme Q C R", n < 3, d’aprés I'injection de sobolev (1.2.3), on a H*(Q) C L*>(Q),

ve~
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4.3. Estimations d’énergie.

donc

_ i 1. _l(p-1 (e —u
100 A () | oy < 2k w0y +7) (Xoe 2 €7 a2y +om~ e 20 64| (076 )Gty oy

(4.3.12)
et d’aprés (4.3.8) pour p.p z € 2, on a
Xo€¢
Alu) >
( ) -1 + )\6_76_’%”6_““[/00(9)
> Xo€
T 1+ Aejke e vttevi
> Xo¢ ! ,
= 14 Aegke
donc
14+ Ak
A ) < =298 (4.3.13)
Xo

d’apres (4.3.10), (4.3.12) et (4.3.13) on peut concleure que

AT (W)O A(u) o) < AT (W) 2@ 10:A W) | L (@)

S 1+/\Cl

([l oo (@) +1)
0

-21@2()‘XO€_’Y||e_7t_u||H2(Q) +pn—lge—%(nflg—l)w||e*(n—1571)(7t+u)||H2(Q))’
donc d’apres (4.3.3),(4.3.11) ¥Vt > 0, on a

10:A () A~ (u) [ (o)

(1+MN)?

0

(el ooy + DR (xoe e+ 2e2VE 4 pryigem s et (17 et ats2en ),
si 7 satisfait (4.3.2), on a

_ 1 1
10, A(u)A 1(U)HLOO(Q) < gHUtHLOO(Q) + 3
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4.3. Estimations d’énergie.

Proposition 4.3.1 Si u; satisfait (4.3.1), et v satisfait (4.3.2), alors

¢ 2
supessE [u] (t) + / D||vu||* + %H VA)e vy ul|®ds < E [u] (0) . (4.3.14)
>0 0
Preuve : En multipliant P,(u) par u; et en integrant sur 2
Ohlluel|? = 2 (g, uy) = —2D||Vuy ||* — 2/(ut + ) A (u) e "V uVude (4.3.15)
Q

et comme

VA g ul|? = —y(A(u) e "y, Vu) + (A (u), — wA (u))e " Vu, Vu)

+2(A (u) e "V, Vuy),
donc (4.3.15) devient

0, (all® + 1A= 7 ull?) + 2D Ve[ + 42 |y Al 7 ul4.3.16)

= —2(wA (u) e """ Vu, V) + (A (u), — wA (u))e """ Vu, Vu)

en utilisant I'inégalité de Young et celle de Holder, et d’aprés (4.3.4), (4.3.9) et (4.3.11),
on a

2 | (us A (u) e """V, Vuy) |

1
2 [Juel| ooy 1A () e ™ F oo g [l Vel | A )™= 7 |

IN

IN

D [ e O o P
S 7w + =2 IVAwe = 7 uf?

D _ ~
< 5||Vut”2 4 Llotpn ;f)k%le Ve*’yt+c2\/zH /A(u>e—’7t—u V% UH2>

si 7y satisfait (4.3.2), on a

D 2
2| (A (w) "0, V) |< 5[Vl + 2 VA@e T vl
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4.3. Estimations d’énergie.

en utilisant 'inégalité de Holder, d’aprés (?7), et pour v satisfait (4.3.2), on a

71 ((Aw), = wA (u)e" ™" Vu, Vu) |

IN

YA (W), A (@)™ |z + [luellz=@) |V A(w)e = 7
< 7 Qlluellze @ + 1) [VA@e " 7 ul?

,)/2
< ZIVAe =l

alors (4.3.16) devient

O.F [u] (t) + 2D 7w || + 7* [V A(w)e =" 7 ul|?

2 2
g g
< Dl + LA vl + Ll /Al v

donc
2
OB u] (t) + DIl v ui|* + -V Aw)e = v uf* < 0. (4.3.17)

puis en intégrant (4.3.17) par rapport a ¢, on trouve

Bl )+ [ (v ull+ S IVAWeT 7 ul)ds < Blul (0).

Proposition 4.3.2 Si u; satisfait (4.3.1), et v satisfait (4.3.2), alors ez > 0 tel que

¢ 2
supessFEs [u] (t) +/ DI 7 Auy|)* + %H VA)e vy AullPds < By [u] (0) + c3. (4.3.18)
0

>0

Preuve : On va calculer AP,(u), on a
0=AP,(u) =Auy— V.((us +7)A(w) e """V Au) — A ANu + R(u),
ou

R(u) = v [A((ur +7)A @) e ") Vu+ 7. ((u +7)A(u) e ") Auf,
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4.3. Estimations d’énergie.

on note v = Auw, alors par multiplication de AP, (u) par v, et integration sur 2

0.E [v] (t) + D|| 7 ve|* + 77|l A(w)e = 7 vl |? (4.3.19)

= =2(wA(u) e "o, ) + V(A (v), — wA (u)e " Vo, Vo) + 2 (R (u) ,vy)

d’aprés (4.3.4), (4.3.9) et (4.3.11) ,avec (R (u),v;) est borné si ~ satisfait (4.3.2), car
(R (u),vr)

soit de la forme

(0°11,;0%2 A (u) 0% 405470, yuy),

tel que
4
doIBil=2 et] By I< L,
i=1
si non
(075 A (u) 0% e " 0P v, ),
tel que

7
Z|ﬁz|:27 et|67|§17
=5

On montre que
D
(0P11,0%2 A (1) 0%3e 11 DPa v, o) < e~ 2tV EHVU?&H, (4.3.20)
d’aprés (1.2.5),(4.3.1),(4.3.3),(4.3.4),(4.3.9) , et pour 7 satisfait (4.3.2), on a

| (0P, 072 A () 9% 0P v, ) |

< Kl gz | A@) |2y lle™" ™ | r2@)l| Vull 2 | Vv
< (Xo + PR Te eV gy, |2
D
< Z|lvull?
< Slvul
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4.3. Estimations d’énergie.

maintenant on montre que
D
( aB5A (U) 8666_7t—u867 vu7 Vvt) S 6—2’Yt+602\/i + EvatHz; (4321)
d’aprés (1.2.5),(4.3.1),(4.3.3),(4.3.4) , (4.3.9) , et pour ~ satisfait (4.3.2), on a

| ( 865A(u) Qe tudfryy, V) |

IN

El A 2@ lle™ 2@l Vel z2 | 70|

i

Xt o 122 _onii6eavi | D 2

S (xo ) 14 e i+ cm[—f——HVUtH
2D 2

D
—2vt+6cv/1 2
< eV L o
2
on va montrer maintenant que

D 2
2] (wA (u) e V0, Yu) [< [ Vo]” + %H VAu)e =7 0%, (4.3.22)

en utilisant I'inégalité de Young et celle de Holder, et d’aprés (43) , (45) et (48) , et pour 7y
satisfait (4.3.2), on a
2 [(wA (u) eV, Vuy))|

1
< 2 fluell zoe@ A | oo o I Vel Aluw)e = 7 o
D Ut||? soron [[A () e 7| oo (2

D 2
< Slvel? + L IVA@e = v o,

il reste & montrer que

Y (A (u), — wA (w)e " Vo, vo)| < 7Z2||\/A(u)e—7t—“ v vl?, (4.3.23)
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4.3. Estimations d’énergie.

d’aprés l'inégalité de Holder, et d’aprés (??),(4.3.1), pour v satisfait (4.3.2), on a

y ‘((A (u), — wA (u))e """V, Vv)}

IN

V(1A () A ), [l + el 2@ [V A(w)e 0 7 0]

2
< LIVAwe T g ol

on remplace les inégalités (4.3.20) , (4.3.21), (4.3.22) , (4.3.23) dans (4.3.19) , qui devient :

OE [v] (t) + 2D 7 vf | + 7|V A(w)et = 7 v||”
< Q 2 7_2 A —yt—u 2
< Slvedlzae + v A(e v ol

2 D
+ VAT g ol + e 4 v,

donc on a
2
O 1] (0)+ DIl 7 o] + LA o < e,
si 7y satisfait (4.3.2), Jez > 0 tel que
t
/ e PtV s < 5, pour t > 0. (4.3.24)
0

En effet

Premiér cas :sit > 1

t 1 t
/ e 2rstbeVs g — / e 2vstbeVsge / 672”8+6C2*/§d8,
0

0 1

t t - 1 1
67275+602\/§d5 S 672’ys+6025d8 _ 672’yt+602t + 672’y+602 7
1 1 2y — 6co 2y — 6co

et comme v satisfait (4.3.2), on a

1
/ 672'ys+662\/§d8 + 1 672'y+602 =c3 < 1.
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

Deuxiéme cas :si0 <t <1

t 1
/ ce2rstbesge < / ce 25t g
0 0

S C3,

puis en intégrant par rapport a t, on trouve

Ev](t) — Ev] (0) +/0 DIl 7 vl® + %H\/A(U)eﬂt*“ voultds < e,

d’ou
¢ 2
supessFs [u] (t) + / DI 7 Aw|]* + %H\/A(u)e—ﬁ—“ v AullPds < By [u] (0) + c3.
>0 0

Remarque importante : d’aprés ces deux lemmes, on a
t
|8l +D [ 17 ul? < Bau) 0) +es
0

si ~ satisfait (4.3.2), on peut prendre

N*+DL* < || Aw]?(0) +9VAwe™ v Aul* (0) + e

IN

1A gl (0) + Y[ A(w)e™ || zo(e) (0) | 7 Aul* (0) + e

< A (0) + e (xo + MOk + e
donc si + satisfait (4.3.2), on a

N?+ DL < || A uy?(0) + 2. (4.3.25)

4.4 Existence globale pour le probléme hyperbolique

Théoréme 4.4.1 (hg (z),hy (z)) € V2 (Q) x VI(Q), si ~y satisfait (4.3.2),

alors le systéme (4.2.1) admet une seule solution
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

1
u(t,z) € N C*0,4o00; H¥*(Q)).

Preuve : Le probléme approché :

Pour preuver ce théoréme on utilise I’approximation de Galerkin avec résultat d’estima
-tion d’energie.

On va construire une solution de certain approximation de demention finie et aprés on
passe a la limite, il s’appelle méthode de Galerkin.

on pricise la fonction ¢, donné dans la définition 7.3.1

or = @)k =1,2,..),

on va definir Q; pour teut j € N, la projection sur X; = (¢, ;j = 1,2, ...,), définie par :

Qiu (t) = Z dy (1) pr; Qiue (t) = Z di (t) ¢y

k=1 k=1

et les coefficients df (¢) , definie par : df (t) = (u(t), p,) et d¥ (t) = (us(t), ) ; (0 <t < T, k=1, ...

on construit le probléme approché suivant :

( QP [ul] = ui, — DAU — V.((ul + ) A (w=1) e vui) = 0 dans Q x [0, +oo]

tq d,u’ =0 sur 9Q x [0, +oo|

\ u' (2,0) = Qiho (z), ul(x,0) = Q;h; (x) dans .

On prend v° =0

Avec

By [u] = || AwlP + 11/ A (w1 e 7 A
|7 AQuho (@) 2+ | & Qi (2) | <

ou
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

En effet

|7 AQiho (2) |2+ | A Qiha (2) |17 < [|Qiho () |30y + [1Qiha () 17120

IA

1ho () 7 4

2 —
2 sy 11 @) [y = 5.

passage a la limite :

On établit la convergence de {u’},, pour cela on pose w' = u'— u~! € X;,
on remarque que Yz > 0, on a

vuw' = Aw' =0 sur 09,

et
fgwidx = d;-k (t) fﬂgoi(x)dx =0,
donc
lw'|| < Blvw'|l < B[ Aw']). (4.4.1)
On a

AQ;Pyi-1 [u'] = Aujy — DA Auj — v.((uf +7) A (u) e AU + R (v') =0,

R(u') =A [V((Ui +7)A (u' ) e‘”t—ui’l)vuz} ’

on multiplie Q; P,i—1 [u']—Q; Pyi-2 [u'~'] par Aw} et on intégre sur 2, on a

(Aw, dwy) = =((uf + A (W) e v AW, v Aw;)
+H((ut 4+ 9)A (ui*Z) e*7t*“i_2vAui71, vAw!)

—D||vuwi|* +2 (R (v') — R (u'7"), Aw}),



4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

alors on deduit

OE [Aw'] (1) + 2D VAW!|? + (A (uh) e T v Aw, VAW (4.4.2)

i1

= — {A (W e — A(u'?) e’”t’“i%] VAU, VAW
—(A (ui_l) e‘”t_“i_luivﬁui_l —A (ui_Q) e‘”t_"i_Qui_IVAui_2, vAw!)

+y(e™ [A (ui_l) e_“HL VAW, VAW + 2 (R (uz) - R (ui_l) ,Awi) ,

ou

E' [Aw'] = [[Awj]]? 4+ (A (u' 1) e TV AW, VAW,

on va montrer que
; . . 2 . 17 . .
(e [A (u'1) e_“%l] vVAw', VAw') < %(A (v ) e VAW vAw')  (4.4.3)
t
d’apres (?7),(4.3.1), et pour ~y satisfait (4.3.2), on a

(e 7 [A (u'1) e‘“iil]t VAW, v Aw)

< A(JA () AT (W) ey 4wyl poe()) (A (u'1) e Y AW, v Aw)
< ([JugHpeo ) + 1)(A (u' 1) e Ty Awd, v Aw)

72 ; i-1 . .
< ?(A (W) e " VAW, VAW
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

on remplace (4.4.3) dans (4.4.2) , qui devient
OHE" [Aw'] (t) + 2DV Aw||* + %(A (') e Y Aw, VAW (4.4.4)
< - [A (1) e A (u'?) e’”t’“iﬁ] VAU v AwY)

—(A (v e v AT — A (u'7?) eI A2 v Awl)

+2 (R (u') = R (u'), Awy) ,

d’apres (4.3.8) on a la minoration suivante

2
2 Xo —v —t—2c2V/t vA 2|2 < l A i—1 —'yt—ui_lvA % VA i 4.4.5
7—01/6(1—1—)\)26 e |VAw||* < 2( (u )e w', w'), (4.4.5)

pour la deuxiéme mémbre on a la majoration suivante

—( [A (u'1) e A (u'=?) e‘”t_“ifz] VAU v AW (4.4.6)
—(A (v e iV AYT - A (u'7?) eI Y AW v A
+2 (R (u') = R ('), Awy})

3k96/1C§67’yt+881\/26011\/E(Xoef’y + p (77715)2 677]_167)

IA

[y {lvaw T + VAW + [[Awl] [V Aw],
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

en effet, on montre que

—( [A (') et A (u'?) e_”’t_”i_Q} VAU, v Aw) (4.4.7)

< Bk e MOVt (e 4 p (7€) e ) y { ||V AW T} || v A,

on a

6_7t_ui71 _ e—Vt—uFQ

i—1\ —yt—ui=! -2\ —yt—ui2 -
A (u' ™) e —A(u?) e lLe) < (xoe™ || | oo ()

(1+ Xeve7t=u"1)(1 4+ e Ve rt—u"?)

e e S0 BT )

Q C R", n < 3, d’aprés l'injection de sobolev (1.2.3), on a H%(Q2) C L>(2), donc

HA (uifl) ef'ytfui_l A (uifQ) ef'ytfui |Loo(9)

i—1

< (e e e = e

ke e I T e ),

d’apres (4.4.1),(1.1.1)

i—1

_ 2 1 _ i—2__(1_ i—1 S .
e —e™ H?{z(g) = Hfoe fu (O dQHH?’(Q)HUZ 2 - l”H3(Q)

IN

f01|‘€_QUi_2_(1_9)Ui_l HHS(Q)dQHUi—Q . Ui_1||H3(Q)

i— i— i— i— wi—2 i1
< BIVA@T =TI+ A2+ A e [

d’aprés (4.3.4)
i—1

U iy < Kle™ mz@lle” |z

e

< kc%emﬁ,
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

donc

i72_ui71 2 2¢ \/Z
||Loo(Q) S kcle 2 5

e

d’apres (4.4.1),(1.1.1)

i—1

le™ ™ — ™ i) < BAetet V[T AW — u' )

de méme
e el ) — e O g < Bl VA ),
donc

1A (uifl) e Ut g (ui72) ei’ytiui72”Loo(Q)

< BRI (e 4 p (7)) T A — )|
alors, on a

(A @) e T - A W) e vaud, vAw)
< A @) e = A (U ) e o | T A |7 A

< Bk e HOVIeEVE (v e p (5716) e ) Ay (| Aw T } |V Aw],
et maintenant on va monterer que

(A (u') e v AU — A (u'?) eI AU v Al (4.4.8)

< AR e VIt (e 4 p (7€) e ) (| A + LI v Aw' [ v A,
on a

(A (u) eIV AW — A (u'~?) eI A2 v A
= (A e T g Ay [uj — ui™'] , VAw)
+( [A (u'1) ey AU — A (u'=?) e Ty AT i v AW
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

d’aprés 'inégalité de Holder et comme 2 C R™, n < 4, avec I'injection de sobolev (1.2.3) ,
on a H*(Q) C L*(Q),
et d’aprés (4.3.9) et (4.3.11), Vi > 0 on a

(A (u') ey Ayt [uj — ui™'], VAWY)
i—1) —yt—ui? i— i i
< A @) e e VAW [Jwh ]l oo |V Awy|

< B cde I (xoe T 4 p () e | Ay ]| A
en appliquant I'inégalité de Holder, on a

([A (u' ) eI AT — A (u'?) e_“’t_“FZVAui_Q] u VAW

< A () e T AT = A (u2) e g ooy | 9 A
de méme d’aprés I'inégalité de Holder, on a

| A (ui_l) e M T g Ayt — A (ui_Z) e_7t_“i_2VAui_2||
< ||A (ui_l) e~ t—u T ‘|Loo(Q)||VAui_1 — VAU

HIA (1) e = A () e L |V AU
d’aprés (4.3.4), (77)

| A (ui_l) e T g Ayt — A (ui_Q) e‘”t_“FQVAui_QH

< Ak SV (e 1 p (726) e [V AW,
donc

([A (') ey AT - A (u'?) e_”’t_“FQVAui_Q] ult vAw))

< AR S VL (e T+ p (7€) e ) [V Aw |V A
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

alors, si v satisfait (4.3.2)

(A () e T v AT - A (u'?) eI A2 v Al

< PGS (e 4 p (n716) e ) (| Awi]| + LIV Aw |V A,

et maintenant on va montrer que

(R (') — R (u1), Aui) (4.4.9)

—7t+8c - —1¢\2 7! i i i i
< B (e 1 (571)7 e [(2L £ ) (I Aw ] + [V Au]) + [ Aull] |9 Au)

de méme que précédent, on a

V(A (W) e v = (W ) A () e v
= v(VuA (v ) e it A (u'7?) e v

+v (Vv [(ui_l +7)A (u'?) e‘”t_uﬂ} [vut — vu1)

d’aprés 'inégalité de Holder et comme Q2 C R™, n < 3, avec I'injection de sobolev (1.2.3) ,

on a H*(Q) C L>(9), et d’aprés (4.3.9) et (4.3.11), Vi >0 on a

17 (9 [ + A @) ] [ - v )|

< K A W) e v AW

i— i— —yt—ui—2 i
< K (Ellug @ + DA (@2) e @)l vAw'|
< ARV 4 ) (Xoe‘7 + ,077‘156‘”715”’) IvAw',
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

d’aprés (1.2.5), (1.1.1) on a

|7 (V[uiA (u =) e —uiT A (u'72) e v |
= || v (VuA (v ) i uy A (W) e’”t’“ifz].v [u' — uz‘aﬂ])H
< KA e = AT e gyl 2o | A

i i— i— —yt—uiT2 i
R g — w2 A (@ 72) e [ A0
d’apres (4.4.1),(1.1.1),Vi > 0 on a
1A (uifl) P | (ui72) ef'ytfui_QHHQ(Q)

i—1 )

e U —e U
(1 + Ae =0 (1 4 he—rt—u?)

< Xoe_ve_VtH

1
(1 4+ Ne—rt—wi=2)(1Hrev—w

i—1

7’[1172
—e " moll )HH2(9)

< Expe e e

_i_m]—lé%e—n‘l&ve—wt”e—n‘lﬁu"‘l e teu? 20

< B e+ (716) T VAW — )|

donc

|7 (VA (u =) e — ™ A (u2) e vl
S 3]{390?6_%4—862\/%[/()(06_7 + 0 (7]—15)2 e_n—l&,)HVA(ui_2 B ui_l)H

i i— i—2\ —yt—ui=? i
RN Ay = w DA () e 2o | A
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

d’apres (4.3.9) et (4.3.11), on a

| (VufA (u'™1) e A (u'?) e v

< B (e 4 p (7€) e ) (| Auf]| + LT A,
donc

2(R (') — R (uY) , Au)

—t+8es - —1e)2 gt i i i i
< GRGeH (e 4 p (7€) e 0) L+ ) (178w + [T A ) + 1w v ou,

Donc d’aprés (4.4.7), (4.4.8), (4.4.9), on obtient (4.4.6),
On remplace les inégalités (4.4.5),(4.4.6) dans (4.4.4), on a

i i i X —y —~Nt—2c i
(9tE [Aw} (t) +2DHVAU}7&H2+72W:—)\)2€ Te vt=2 2\/Z||VAU} H2

- c - —1\2 —p1! i— i i i
< 6k eV (e p (7€) e [y {IVAWTY 4+ [V AW} + [[Awil] ||V A

QTIPS (g + p (17 1€) e D D15t

< D|vaullP + 5

{VIIvAw T + %[ vAw'|* + [[Awi ]}
si y satisfait (4.3.2), on a

C1a2\2 2y . 12\ —
27K S (xo + p (n71€)")2e He i 18t o RGN+ P (1T aiiiseav

D - D
— 2 _
27]{90&6? (XO + 1% (77 16) )26 ve—ve—wt—i—lﬁcz\/fe—'yt—Zcz\/i
- D
Xo 677677t7202\/z

201]{3(1 + )\)2
si ~y satisfait (4.3.2), dcg > 0 tel que

OE' [Aw] (t) + D||vAw! 2+’}/2C4677677t762\/g vAw|? — ||[vAwT|?
t

< 04672'yt+602\/fEi [Awi] (1),
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

d’aprés (1.4.5) , on résoudre I'inégation différentielle par rapport a ¢

. . t t — 2~ T46Ber/T .
B [Aw] (t) + D / eJaeae TN G 2
0
¢ —2y7+6¢/T : :
+72046—76—7t—02\/26fsc4e 2y +6eVT g7 {||vszH2 - Hvsz—IHQ} ds

< E'[Aw'] (0),

et pour ~ satisfait (4.3.2), alors d’apres (4.3.24) 3D’ > 0 tel que

e—fstc4e*2w+6cﬁd7 e—f(fcw*%f*ﬁcﬁd‘r

> 6—6463

donc

. . ¢ . t — 2~ T46er/T . .
E [sz] (t)—i—Dl/ HvAw;”2+,Y2C4€7'yeffyt7c2\/fefsc4e 297 +6eVT g r {”VA'leQ _ Hvszle2} ds
0

< E'[Aw'] (0),

pourt € [0,7],eti=1,2,...

o0 T
Z{ sup [|[Aw!||? (t) + / ||VAw§||2ds} (4.4.10)
0

T lo<i<T
< KO A{llAw (L0 P+ [vAw' (,0)]} < oo,
=1

on va montrer que la suite {u}},; est de cauchy

Vpj tq pjy1 > pj > ... =2 po=0.

o) T 0 T
Z/ |V AU — v AU |Pds < Z/ |V Awi]|2ds (4.4.11)
j=10 i=1 70
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4.4. Existence globale pour le probléme hyperbolique

T
Z{ sup [[Bu” (o) + | ||vszszs}

i—1 0<t<
<I§’Z{\|Awt P+ vaw' (0,7},

de méme que (4.4.11)

o o0
Z sup ||Aul — Aud||? < Z sup ||Aw!|? (4.4.12)
o<i<r — o<i<T

T
Z{ sup [[Bui” o) + | vazwczs}

0<t<

<zaz{||mt P+ vaw' (0,7},

pour preuver que

Z{HAwt )2+ |vAw (.,0) I} < +o0, (4.4.13)
on a
[Aw; (,0) > = [|Au(,0) —Auy=" (., 0) |
= || (h1, ;) Dgi]?
= (h17()0i)2)\?7
alors

ZHAU}? (7O> ||2 Z hla% )‘12
i=1 =1

= th\\%ﬂ(g) <+,
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le probléme parabolique

et on a
[vAw (LO) [P = (VAU (,0) - vAu(,0) |
= || (ho, ;) VOG|?
= )\? (h0790i>2a
donc

o0

STIvaw (o) 1P = SN (ko))
=1 i=1

_ 2
= Hho”v%(g) < +OO,

d’aprés la condition nécissaire de convrgence des séries, on a
Ve > 0;3Ng > 0,Vp,q tqp > q > Ny, on a:

T
sup ||Auf — Aud|? +/ VAU — v Aul||?ds < e,
0<t<T 0

on a finalement que la suite u! soit de cauchy, alors u} converge dans L*(0,T; H? (Q2))N
C(0,T; H*(Q)), et comme T arbitraire,
on conclut que

uy € L*(0, +o0; H? (Q)) N C(0, +-o00; H* (Q)).

4.5 Existence globale et unicité de solution pour le

Théoréme 4.5.1 ny € H* (),

probléme parabolique
Pour l'existence globale et unicité de la solution de (4.1.1) on a le théoréme suivant.

ol satisfait (4.3.2), ot ¢y, fo € H?(Q),

co () >0 et co(x)™ ¢ (fo(z)— k&) =1,
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le probléme parabolique

et
e fo (2) = k¢ Mz ;6‘"71&”;_1”1{3(9) ;
fo(x) — k¢
C1 — Inax ,
e'llco (z) 2y 5 € lco (@)™ [ 5 1
Cco = max{k:n_lﬁN ; 1},
ol
N2+ DL? < || & nol|® + 2,
alors

(n, ¢, f) € C(0,00; H* () x (C(0,00; H* (2)))*.
Preuve : D’aprés (4.2.8), (4.2.9), (4.2.11)

n(t,z) =n"'y +n
c (t, .T) — 677(t+1)7u7

f(tz)= k;f_l + efn‘li(v(tH)JrU)’

si ~y satisfait (4.3.2), et comme

er = mac {7z (0) ¢ 1" ey (0) 5 e ey 0) e lmmcay (0) : 1}

donc

e = max {[le iz (0) 5 e ey (0) 5 e laaqey (0) 3 lle” |l macey (0) 5 1}

( en‘lﬁv||€fn‘1£ufn‘1£v||H3(Q) ;efn‘lév||€n‘1£u+n‘1§v||H3(Q) ;
= max
e ms) 5 e e a5 1
( 1

e fo () — k¢ e ;6_"1&HWHH3(Q) )

= maXx 9

e'l|co () 3oy 5 € leo ()™ sy 3 1
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le probléme parabolique

d’apres (4.3.25)

N2+ DL* < || Awl?(0)+2

= || &nol*(0) +2,
donc si «y satisfait (4.3.2), on a
n=n""y+n""u € C(0, +00; H (Q)),

en effet : on a ng € H? () donc ng — n~ty € H? (),
d’apres (?7?) et le lemme (??) on a , ng —n~ 'y = n~tuy (0) =n~thy € V() .

Ce qui preuve si ng € H?(2) alors
n € C(0,+oo; H* (Q)).
D’apres (4.3.4) et comme u; € L?(0,+o0; H3(2)), on a : Vt > 0
||€n‘1§(—7(t+1)—U)||H3(Q) < C/le—w‘lftﬂz\/i

et

—y(t+1 —yt+ca/t
)

le™ D7 sy < cpe

d’aprés (4.2.9), et (4.2.11) on a

ko i .
1t a3y = Hg+€" ST sy, et [le(t, )l as@) = e gs o
alors Vi > 0
ko i
1£ Gt My = Hngen At o

< k Q| + C’le—nflsvtﬁtcg\/i,
S
et Vi >0

le(t, Mlmey = e use
—ttca/t

’
< ¢e

103



4.6. Comportement asymptotique de solution

et comme 7 satisfait (4.3.2), donc

(f,¢) € (C(0, +o00; H* ().

Remarque 4.5.1 ||co (z) " | 3 () depend de ||co () || 3.

1
on peut appliquer (1.1.7) pour la fonction w, ot . (§) est la fonction de cutoff définit
Xe
Xe(§)=¢ e<¢
bar )
X:(€)=¢e, e€2>¢
1
\ — . - < )
o = mineo 2). done | ——=—slley < p (o0 () )

4.6 Comportement asymptotique de solution

Théoréme 4.6.1 ny € H?(Q), v = %Hnoﬂy(g) satisfait (4.3.2), ou co, fo € H?(Q),

co(z) >0 et ¢ (w)ﬂr15 (fo(z)— k&) =1,
et

er = max {7 fo (&) — K€ ey 5 @lleo (@) ey 3 1}, e = max (k€N 5 1},

ol
N2+ DL* < || A ngl)? (0) + 2,
alors
Jim It ) = Toll @) = Hm Lf (£ 2) = Zllioe) 5 Jim fleft, 2l = 0

Preuve : D’apres (4.2.8), (4.2.9), (4.2.11),0n a

n(t,z) =n"v+n 'u

c (t, I) _ 6—’y(t+1)—u

fta) =k + e~ Ot D)
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4.6. Comportement asymptotique de solution

si 7 satisfait (4.3.2), on a
tim [ (1) [l = 0.
en effet : si vy satisfait (4.3.2), on a

2
O [u] (t) + Dl v u|* + %H\/A(U)e’”t’“ vul® <0,

et
2
0B ] (1) + DIl 7wl + TIVA@e T 7 o < et

ou v = Au,

u; € H%(Q), d’aprés I'inégélité Poicaré-Wirtinger
lur = || <[] 7 wll],

d’aprés (4.2.7) on a
el < [} <7 el

on remplace dans (4.3.14)

2
OB [u] (t) + Dlludl* + LI/ Aw)e ™+ 7 ul]* < 0,
donc

OE [u] (t) + Dllus|® + L||/Aw)e o g ul]> <0
(4.6.1)

O E [v] (t) + D|| 7 ve||? + %\IJW v |2 < o~ 2it+6eaVi

on fait la somme pour les deux mémbre de (4.6.1) , alors

0 (B 0] () + B [u) (1)) + 5 (1'% wll + ) + 5

2
+ % (HWV o|? + ||\/W V. u||2> < 6—27t+602\/7§7

de meme que l'inégélité (1.1.5), on a 30% >0

D
collbul < Sl v Dl + luel],
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4.6. Comportement asymptotique de solution

donc

O (B [Au] (t) + E[u] (1) + epl| Aw| + gHutH2

2
+ % (”\/WV Awg||® + H\/WV u||2) < 6—27t+662\/Z7

on peut prender p < min {CD; %} , et satisfait la condition p < =, alors

O (B [Au] (t) + E [u] () + oll Auelliz) + of|ue|*

+o <H\/A(u)e*vt7u 7 Aug|)? + ||/ Aw)e v 7 u|]2> < 672'yt+602\/i7
donc on peut écrire
Oy (E [l (8) + E[u] (£) + o (B [Au] (t) + Eu] (1) < e 02V
d’apres (77)
B (8] (0 + E[u] () < (B 180 0) + Blu] 0) e+ cent [ emsressoonsi

mais 7 satisfait (4.3.2), d’apres (4.3.24) on a

E[Au] (t) + Eu] (t) < (E[Au] (0) + E[u] (0)) e + ce™, (4.6.2)
et comme

lim [n(t,2) =57 lpwi@) = lim [l e ()

< lmE [Aw] (t) + E [u] (t) =0,
alors
lim [ (t, 2) = 7o L (@) = 0,
et
. k : —n~Yeyt—n~1¢u
Jim (5. 7) — Elliwey = Jim]le o)

< limee eVt =

=~ )
t—o00

106



4.6. Comportement asymptotique de solution

de méme, on a

T e(t, o)l ~@ = Jim e e

< lim cleﬂt*”\/’E =0.
t—oo
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