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Résumé

L�objet de ce travail est d�étudier l�existence et l�unicité d�une solution pour une certaine

classe de systèmes de réaction-di¤usion (systèmes paraboliques non linéaires) . Plus préci-

sément, on traite l�existence globale, l�unicité ainsi que le comportement asymptotique de

la solution.

Mots clefs:Réaction di¤usion, équation parabolique, existence global, comportement asymptotique.

Abstract

This work is devoted to study existence of solutions to some reaction-di¤usion systems (

nonlinear parabolic systems) . Speci�cally, it deals with global existence, uniqueness and

asymptotic behavior of solutions.
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Liste des principales notations

Liste des principales notations


 : Ouvert de Rn

@
 : Frontière régulière de 
:

QT = 
� ]0; T [ :
x = (x1 ; x2; :::; xn) : Un point de Rn:

d=dt : Dérivée par rapport à t .

@xi = @=@xi : Dérivée partielle par rapport à x .

r =
�
@x1 ; @x2 ; :::; @xn

�
: Gradient par rapport à x:

D�u =
@�1+�2+:::+�n

@x�11 :@x
�2
2 :::@x

�n
n

:

Lp (
) : Ensemble des fonctions de puissances pi�eme intégrable sur 
:

W s;p (
) : Espace de Sobolev construit sur Lp (
) et s réel .

Hs (
) =W s;2 (
) :

� : Variété de dimention (n� 1) plongée dans Rn:
d� : Mesure super�cielle sur �:

� : la normal extrieure à @
:

@=@� : Dérivée normale .

k � k : La norme de L2(
):
k � kHs(
) : La norme de Hs(
):
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Introduction générale

Introduction

L�objet de ce mémoire est l�étude de quelques équations paraboliques non linéaires issues

de la biologie.

Ce mémoire est divisé en deux parties. On trouvera dans la première partie une contribu-

tion personnelle à la résolution d�un modèle simpli�é proposé par M.A.J chaplin et al [1] et

dans lequel nous avons négligé le terme de chemotaxis, nous nous focalisons sur la migration

cellulaire dûe à l�haptotaxie ou encore à l�invasion-dégradation de la matrice extracellulaire

par les cellules tumorales .

On établit pour ce modèle un résultat d�existence et d�unicité d�une solution locale en

temps, puis en adaptant les idées de [6], on montre que cette solution est en fait globale en

temps avant de nous pencher sur le comportement asymptotique en temps de cette dernière.

La deuxième partie est une synthèse des travaux de A. Kubo-T.Suzuki [3]. Ce modèle

di¤ère du modèle précédent par la présence d�un terme de chemotaxis ajoutant une di¢ culté

supplémentaire au problème mais il plus simple que le problème initial proposé par M.A.J

chaplin et al [1] dans la mesure où l�équation est couplée à des équations di¤érentielles ce

qui a permis à [3] de transformer le modèle parabolique en un modèle hyperbolique dont

l�énergie est contrôlable.

��Notons que la deuxième partie de ce mémoire correspond à des articles qui ont été
publiés

( [1, 2]).

Le phénomène biologique décrit la migration des cellules tumorales.

Le phénomène se déroule selon un schéma de plusieurs étapes. Chaque étape est décrite

par un système d�équations de réaction-di¤usion

La migration cellulaire intervient dans d�autres phénomènes tels que l�invasion et l�an-

giogénèse.

Dans notre travail on a deux modèles, le premier décrit l�invasion tandis que le deuxième

l�angiogénèse.

� ces deux modèles font partie des divers modèles proposés par Anderson et Chaplin.
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Introduction générale

) Décrivons brièvement le modèle d�invasion.
L�invasion du tissu sain par les cellules tumorales se déroulerait selon un schéma classique

en quatre étapes :

1) Détachement des cellules de la masse tumorale,

2) Adhérence des cellules à la matrice extracellulaire (MEC),

3) Dégradation de la MEC,

4) Migration.

Le modèle est gouverné par deux facteurs : hypoxiques ; di¤usion. Il est décrit par le

modèle suivant [1]

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dn

dt
=

diffusionz }| {
D4n �

haptotaxiez }| {
�O: (nOf )

df

dt
=

d�egradationz }| {
�
mf dans [0;1[� 


dm

dt
=

diffusionz }| {
"4m +

productionz}|{
�n �

mortalit�ez}|{
�m

(}1)

n = n(t; x) : densité de la cellule tumorale.

m = m(t; x) : concentration de matrice dégradative d�enzyme (MDE)

f = f(t; x) : concentration de matrice extracellulaire (ECM):

les solution :n; c; f dépend de deux variables : x; et t:

t � 0; t :le temps.
x 2 
 ; 
 : domaine borné de Rn .

D; �; 
; �;�; " : constantes positives.
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Introduction générale

)Le deuxième modèle concerne l�angiogenèse [3].
L�angiogénèse est un processus biologique qui permet, à partir de vaisseaux sanguins exis-

tants, de créer de nouveau vaisseaux par la migration des cellules endothéliales.

Le modèle est gouverné par trois facteurs : hypoxiques ; chimiotactique ; di¤usion.

Le modèle s�écrit :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dn

dt
=

diffusionz }| {
D4n �

chemotaxisz }| {
O: (�(c)nOc)�

haptotaxisz }| {
�O: (nOf )

df

dt
=

productionz}|{
kn �

consommationz }| {
�nf dans [0;1[� 


dc

dt
=

d�egradationz }| {
��nc

(}2)

n = n(t; x) : densité de cellule tumorale.

c = c(t; x) : concentration du facteur d�angiogénèse tumorale (TAF)

f = f(t; x) : concentration de �bronectine

les solution :n; c; f dépend de deux variables : x et t:

t � 0; t :le temps.
x 2 
 ; 
 : domaine borné de Rn .

D; �; �; k; � : constants positives.

�(c) =
�0

1 + �c
: où �0 représente la sensitivité, � est une constante positives.

Nous allons maintenant présenter les di¤érents chapitres de ce mémoire.

Les deuxième et troisième chapitres correspondent à l�étude du premier modèle .

Le quatrième chapitres est consacrés à l�étude du deuxième modèle.

Dans la première partie, nous donnons quelques rappels généraux.

Dans le troisième chapitre, nous traitons l�existence locale d�une solution faible pour

(}1):

L�outil principal est le théorème du point �xe de Schauder.
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Introduction générale

le théorème du point �xe de Schauder assure l�existence pas l�unicité, alors on montrera

après.

Dans le quatrième chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite

est en fait une solution globale pour (}1)

L�idée est multiplier l�équation satisfaite par n par le terme d�entropie log(n + 1) et

d�utiliser la décroissance exponentielle de f qui découle du fait que m � 
� dès que m0 �

�. Cette méthode est due à [6] et nous permet de montrer queknkL2(0;T ;H1(
)) est bornée

indépendamment de T d�où l�existence d�une solution globale en temps .

En utilisant encore une fois la décroissance exponentielle de f , on aboutit à un résultat

de comportement asymptotique en temps.

Dans le cinquième chapitre, nous étudions l�existence globale d�une solution pour (}2)

En résolvant les équations di¤érentielles satisfaites par c et f et en remplaçant dans

l�équation satisfaite par n; on transforme le problème parabolique (}2) en un problème

hyperbolique qu�on traitera par la méthode de Galerkin adaptée au problème non linéaire

L�idée est d�introduire un schéma itératif de telle sorte qu�à chaque étape nous ayons

a¤aire à un problème linéaire.

Nous achevons la preuve en montrant que la suite ainsi contruite est une suite de Cauchy

et converge vers une solution classique de notre problème

La méthode repose sur le contrôle du terme kutkL2(0;+1;H2(
)) qui assure la convergence

de la suite.

On achève le mémoire par un résultat de comportement asymptotique de la solution

de (}2):

4
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Rappels
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Rappels générales
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1.4 Lemmes techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1.4.2 Inégalités incontournables. . . . . 14

1.5 Existence, unicité et régularité de la solution pour un pro-

blème parabolique avec condition de Neumann . . . . . . . . . 16

1.5.1 Position du problème. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5.2 Existence et unicité de solution faible du problème (1:5:1). . . . . . 16

1.5.3 Régularité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

L�objectif de ce chapitre est de rappeler l�essentiel des notions et résultats utilisés tout au

long de ce travail, en premier lieu, nous rappelons quelques défnitions et les inégalités sur les

espaces de Sobolev et les espaces Lp (0; T ;X), et après on rappele un cértain nombre d�outils

d�analyse, théorème de point �xe de Schauder l�inégalité de Gronwall et autres inégalités

qui seront utilisées dans le suite, à la �n de chapitre on étudie l�existence et l�unicité de

solutions de problèmes de neumann qui l�on fait la preuve par la méthode de compacité.
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1.1. Dé�nition d�éspace de Sobolev

1.1 Dé�nition d�éspace de Sobolev


 : Ouvert borné de Rn à frontière régulière.

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit l�espaces de Sobolev d�ordrem sur Lp (
) que l�on noteWm;p (
)

par

Wm;p (
) = fu; u 2 Lp (
) , D�u 2 Lp (
) , j�j � mg

On le munit de la norme

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
, 1 � p <1 ;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) .

Wm;p (
) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1 On posera

Wm;2 (
) = Hm (
) ;

Hm (
) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u; v)Hm(
) =
X
j�j�m

(D�u;D�v)L2(
) :

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Poincaré)

On suppose que 
 est un ouvert borné.Alors il existe une constante C (dépendant de


; p) tel que

kukLp(
) � C kOukLp(
) ; 8u 2 W
1;p
0 (
) (1 � p <1) (1.1.1)

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)


 est un ouvert connexe de classe C1 .

Alors il existe une constante C (dépendant de 
; p) tel que

ku� ukLp(
) � C kOukLp(
) ; 8u 2 W 1;p (
) (1 � p <1); (1.1.2)

où

u =
1

j
j

Z



udx
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1.1. Dé�nition d�éspace de Sobolev

Théorème 1.1.3 Soit 
 un ouvert borné de Rnà frontière @
 régulière; tel que n � 3:
Alors, il existe une constante C (
) ; telle que

ku� ukL1(
) � C (
) k�ukL2(
) 8u 2 H2 (
) ;
@u

@�
= 0 sur @
 (1.1.3)

Preuve : On applique la formule de Green, on obtientZ



jr (u(x)� u)j2 dx =
Z
@


����@ (u� u)

@�

����2 d� � Z



(u� u)� (u� u) dx;

si @u
@�
= 0 sur @
; on a

kruk2L2(
) = �
Z



(u� u)�udx

on applique l�inégalité de Hölder, on obtient

kruk2L2(
) = �
Z



(u� u)�udx

� ku� ukL2(
) : k�ukL2(
) ,

d�après l�inégalité de Poincaré-Wirtinger (1:1:2)

kruk2L2(
) � ku� ukL2(
) : k�ukL2(
)

� k krukL2(
) k�ukL2(
) ;

On déduit alors

krukL2(
) � k k�ukL2(
) : (1.1.4)

comme n � 3; d�après (1:2:3) ; on a H2 (
) � L1 (
)

ku� ukL1(
) � c ku� ukH2(
)

� c(ku� ukL2(
) + krukL2(
) + k�ukL2(
));

donc d�après (1:1:4) et l�inégalité de Poincaré-Wirtinger (1:1:2) ; on a

ku� ukL1(
) � C (
) k�ukL2(
)

8



1.2. Inégalités de Sobolev

Remarque 1.1.2 On montre que si 
 est assez régulier, avec @
 borné, alors la norme

de Wm;p (
) est équivalente à la norme

kukLp(
) +
X
j�j=m

kD�ukLp(
) :

Plus précisément, on montre que pour tout multi-indice � avec 0 < j�j < m et tout " > 0

il exist une constante C(dépendant de 
; "; �) tel que

kD�ukLp(
) � "
X
j�j=m



D�u



Lp(
)

+ C kukLp(
) ; 8u 2 Wm;p (
) : (1.1.5)

Preuve : Voir Adams.

Théorème 1.1.4 Soit 
 un ouvert borné de Rnà frontière @
 régulière: Si @u
@�
= 0 sur @
;

et �u 2 Hm (
) ; alors il existe une constante c > 0; telle que

kukH2+m(
) � c(kukL2(
) + k�ukHm(
)): (1.1.6)

Il su¢ t d�appliquer les résultats de régularité elliptique à l�opérateur A dé�ni sur L2 (
)
par A =�4+ 1:

Preuve : Cf [06] :

Théorème 1.1.5 Soit s � 1 et s > n
2
: Soit F : R! R fonction de classe Cm; où m � s:

Si u 2 Hs (
) ; on a F (u) 2 Hs (
) ; de plus

kF (u)kHs(
) � p(kukHs(
)): (1.1.7)

où p(:) fonction croissante determinèe par F:

Preuve : Cf [06]

1.2 Inégalités de Sobolev

Théorème 1.2.1 Soit 
 un ouvert borné de Rnà frontière @
 régulière.

Alors

(1) si
1

p
� m

n
> 0; alors Wm;p (
) � Lq (
) où

1

q
=
1

p
� m

n
: (1.2.1)

9



1.2. Inégalités de Sobolev

(2) si
1

p
� m

n
= 0; alors Wm;p (
) � Lq (
) 8q 2 [p;+1[ : (1.2.2)

�

(3) si
1

p
� m

n
< 0; alors Wm;p (
) � L1 (
) : (1.2.3)

Dans le cas (3) : Wm;p (
) est une algèbre de Banach

(i.e) : il existe une constante c (dépendant de 
) telle que

kuvkWm;p(
) � c kukWm;p(
) kvkWm;p(
) ;8u; v 2 Wm;p (
) : (1.2.4)

Dans ce cas

supPl
i=1jvij�m







lY

i=1

@vix ui







Wm;p(
)

� c
lY

i=1

kuikWm;p(
) (1.2.5)

De plus si m� n

p
> 0 , on a

Wm;p (
) �

8>>><>>>:
C
�


�

, 
 bornée.

C (Rn) , 
 = Rn:

(1.2.6)

Théorème 1.2.2 Soit 
 un ouvert borné de Rnà frontière régulière.

Soient p; q tels que 1 � q � p � 1: Alors

(1) si 1 � p < n; Alors

W 1;p (
) \ Lq (
) � Lr (
) ;

avec l�estimation

kukLr(
) � Cp;q;r kukaW 1;p(
) kuk
1�a
Lq(
) , u 2 W 1;p (
) \ Lq (
) : (1.2.7)

q � r � np
n�p , le paramètre a est donné par

1

r
= a

�
1

p
� 1

n

�
+
1� a

q

(2) si p = n; Alors

W 1;n (
) \ Lq (
) � Lr (
) ;

10



1.3. Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

avec l�estimation

kukLr(
) � Cp;q;r kukaW 1;n(
) kuk
1�a
Lq(
) , u 2 W 1;n (
) \ Lq (
) : (1.2.8)

q � r <1, le paramètre a donné par

1

r
=
1� a

q

(3) si n < p � 1; Alors

W 1;p (
) \ Lq (
) � Lr (
) :

avec l�estimation

kukLr(
) � Cp;q;r kukaW 1;p(
) kuk
1�a
Lq(
) , u 2 W 1;p (
) \ Lq (
) : (1.2.9)

q � r � 1, le paramètre a donné par

1

r
= a

�
1

p
� 1

n

�
+
1� a

q

Preuve : Cf [6] ; [10] :

1.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach, on note par C ([0; T ] ;X) l�espace des fonctions continues

u : [0; T ] 7�! X muni de la norme

kukC(0;T ;X) = Max
0�t�T

ku (t)kX

C ([0; T ] ;X) est un espace de Banach.

On dé�nit Lp (0; T ;X) l�espace des fonctions t �! f (t) mesurables de [0; T ] �! X

(pour la mesure dt) de norme

kfkLp(0;T ;X) =

0@ TZ
0

jf (t)jpX dt

1A1=p

<1 ,

si p =1
kf (t)kL1(0;T ;X) = supess

t2[0;T ]
kf (t)kX .

11



1.3. Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Théorème 1.3.1 Suppose u 2 L2(0; T ;Hk+2(
)) et ut 2 L2(0; T ;Hk(
)); pour k � 0:
Alors u 2 C(0; T ;Hk+1(
)):

de plus

max
0�t�T

kukHk+1(
) � C(kukL2(0;T ;Hk+2(
)) + kutkL2(0;T ;Hk(
))): (1.3.1)

où C depend de T; 
; et k .

Preuve : Cf [10] :

Théorème 1.3.2 Soit X un espace de Banach, on note par C ([a; b] ;X) l�espace des fonc-

tions continues f : [a; b] 7�! X: Alors



Z b

a

f (t) dt






X

�
Z b

a

kf (t)kX dt (1.3.2)

Preuve : Cf [6] ; [10] :

Dé�nition 1.3.1 Soit X ,espace de Banach. On dit que la suite fukg1k=1 � X converge

faiblement vers u 2 X ,et on note uk * u

si hu�; uki ! hu�; ui pour toute forme linéaire u� 2 X�:

On a deux théorèmes importants :

Théorème 1.3.3 Soit X un espace de Banach ré�exif . On suppose que la suite fukg1k=1 �
X est bornée.

Alors il existe une sous-suite
�
ukj
	1
j=1

� fukg1k=1 et u 2 X tq ukj * u .

Théorème 1.3.4 (Théorème de Aubin) Si la suite fukg1k=1 bornée dans L2(0; T ;X) et
fu0kg

1
k=1 bornée dans L2(0; T ;Z) avec les injections X ,! Y ,! Z continues et X ,! Y

compact. Alors la suite

fukg1k=1 est relativement compacte dans L2(0; T ;Y ):

Preuve : Cf [10] :

12



1.4. Lemmes techniques

Théorème 1.3.5 (Théorème du point �xe de Schauder)

Soit X un espace de Banach, M un sous ensemble non vide de X:

On suppose que

� M est convexe et compact,

� A :M !M , continue.

Alors A admet un point �xe dans M .

Preuve :Cf [10].

1.4 Lemmes techniques

1.4.1 Inégalité di¤érentielle

Inégalité di¤érentielle classique

Soit a (t) ; f(t) deux fonctions continues sur [0; T ] ; et soit u (t) une fonction dérivable

sur [0; T ] satisfaisant l�équation di¤érentielle suivante :

u0(t) + a(t)u � f(t);

alors

u (t) � e�
R t
0
a(�)d�

�
u (0) +

Z t

0

e

R s
0
a(�)d�f (s) ds

�
pour t 2 [0; T ] (1.4.1)

Preuve : Cf [10] :

Inégalité de Gronwall

Proposition 1.4.1 i) Soit � (t) fonction continue positive sur [0; T ] : Si

�0 (t) � � (t) � (t) +  (t) où � (t) et  (t) positives,

alors

� (t) � e

R t
0
�(s)ds

h
� (0) +

R t
0
 (s) ds

i
pour t 2 [0; T ] : (1.4.2)

ii) En particulier, si

�0 � �:� dans [0; T ] et � (0) = 0

13



1.4. Lemmes techniques

donc

� � 0:

Preuve : Cf [10]

1.4.2 Inégalités incontournables.

Inégalité de Cauchy

Soient a; b > 0; " > 0 alors

ab � "a2 +
b2

4"
: (1.4.3)

Inégalité de Young

Soient 1 � p; q � 1 tels que 1
p
+ 1

q
= 1 alors

ab � ap

p
+
bq

q
: (1.4.4)

Inégalité de Hölder

Soient 1 � p; q � 1 tels que 1
p
+ 1

q
= 1 alors

Z



juvj dx � kukLp(
) kvkLq(
) : (1.4.5)

Inégalité de Hölder dans le cas général

Soient 1 � p1; : : : ; pn � 1 tels que 1
p1
+ 1

p2
+ � � �+ 1

pn
= 1 et uk 2 Lpk (
) :

Z



ju1 : : : unj dx �
nY
k=1

kukkLpk (
) : (1.4.6)
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1.4. Lemmes techniques

Inégalité de Minkowski

Pour p � 1,

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
) : (1.4.7)

Inégalité d�interpolation dans les espaces Lp

Soient 1 � s; r; t � 1 tels que 1
r
= �

s
+ (1��)

t
alors

kukLr(
) � kuk
�
Ls(
) kuk

1��
Lt(
) ; 8u 2 Ls(
) \ Ls(
): (1.4.8)

Formule de Green

Soit 
 un ouvert borné de Rn à frontière @
 de classe C1; alors

R


4udx =

R
@


@u

@�
d� ; 8u 2 H2 (
) , (1.4.9)

R


Ou:O�dx = �

R


4u�dx+

R
@


@u

@�
�d� ; 8u 2 H2 (
) et � 2 H1 (
) ; (1.4.10)

R


4u� �4�udx =

R
@


@u

@�
� � @�

@�
ud�: 8u 2 H2 (
) et � 2 H2 (
) (1.4.11)
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

1.5 Existence, unicité et régularité de la solution pour

un problème parabolique avec condition de Neu-

mann

1.5.1 Position du problème.

On considére le problème parabolique suivant8>>><>>>:
du
dt
� a14u+ a2u+ O:(uOa3) = b ; t � 0; x 2 
;

u (0; :) = u0 dans 


@�u = 0 sur @
;

(1.5.1)

où a1; a2 > 0 sont des constantes, a3 2 L1(0; T ;H3(
)); @�a3 = 0 et b(t; x) 2 L2(0; T ;H1 (
))

pour T > 0 �xé,

on se propose de détailler les calculs dans le cas de Neumann homogène (@�u = Ou:�; � :
la normal extérieure à @
).

1.5.2 Existence et unicité de solution faible du problème (1:5:1).

Dé�nition 1.5.1 Soit u 2 L2(0; T ;H1(
)) tels que ut 2 L2(QT ) est une solution faible de

la problème parabolique (1:5:1) s�il véri�e la formulation suivante

( d
dt
u(t); �) + (a1Ou;O�) + (a2u; �)� (uOa3;O�) = (b; �);

pour tout � 2 H1 (
) et 0 � t � T:

Théorème 1.5.1 Supposons que u0 2 L2 (
) ; alors le problème (1:5:1) admet une unique

solution

u 2 L2(0; T ;H1 (
)) telle que ut 2 L2(QT ): (1.5.2)

On utilise la méthode de Galerkin. On va construire une approximation de la solution

dans un espace de dimension �nie et conclut par passage à la limite.

1.Approximation de Galerkin
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

Soit f�igi�0 la suite des valeurs propres de �4 avec condition de Neumann homogène

et wk(x) les fonctions propres associées : �0 = 0 < �1 � �2 � :::! +1;

fwk(x)gk�0 orthonormale dans L2(
); (1.5.3)

avec

fwk(x)gk�0 orthogonale dans H1(
); (1.5.4)

et on a 8>>><>>>:
4wk(x) = ��kwk(x)

@�wk(x) = 0 ; sur @
;

(1.5.5)

on va chercher uj pour tout j 2 N� uj : [0; T ]! H1(
) de la forme :

uj (t) =

jX
k=1

djk (t)wk; (1.5.6)

les coe¢ cients djk (t) (0 � t � T ; k = 1; :::; j) véri�ent

djk (0) = (u0; wk); (1.5.7)

et satisfont la formulation

(
duj

dt
; wk) + (a1Ouj;Owk) + (a2uj; wk) + (ujOa3;Owk) = (b; wk): (0 � t � T; k = 1; :::; j)

(1.5.8)

Proposition 1.5.1 Pour tout entier j = 1; 2; :::il existe une unique solution uj de la forme

(1:5:6) satis�e (1:5:7) ; (1:5:8) :

Preuve : uj a la structure (1:5:6) ; d�après (1:5:3) on a

(
duj

dt
; wk) = dj0k (t) (1.5.9)

et

(a1Ouj;Owk) + (a2uj; wk)� (ujOa3;Owk) =
jP
i=1

ek;i(t)d
j
i (t) (1.5.10)
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

où

ek;i(t) = (a1Owi;Owk) + (a2wi; wk)� (wkOa3;Owk) (k; i = 1; :::; j) (1.5.11)

et on écrit

bk(t) = (b; wk) (k; i = 1; :::; j) : (1.5.12)

Alors de (1:5:9) ; (1:5:10) ; (1:5:11) ; (1:5:12) on obtient un système di¤érentielle de la

forme

dj0k (t) +
jP
i=1

ek;i(t)d
j
i (t) = bk(t) (k = 1; :::; j) (1.5.13)

le système satisfait la condition initiale (1:5:7) :

D�après les résultats généraux sur les systmès d�equations di¤érentielles on est assuré

l�éxistence d�une solution dj (t) = (d1i (t) :::d
j
i (t)) de (1:5:13) ; (1:5:7) et donc u

j dé�nie par

(1:5:6) :

2.Estimation d�énergie :

Proposition 1.5.2 Il existe C > 0, depend de 
; T tel que :

kdu
j

dt
k2L2(QT ) + ku

jk2L2(0;T ;H1(
)) � C
�
T; ku0kH2(
); ka3k2

L2(0;T ;H3(
))
; kbk2L2(QT )

�
; (1.5.14)

Preuve : on multiplie l�équation (1:5:8) d�indice k par djk (t) et l�on somme en k, il vient

d
2dt
kujk2 + a1kOujk2 + a2kujk2 = (b; uj) + (ujOa3;Ouj);

d�aprés l�inégalité de Young 9c > 0 tel que

(b; uj) � ckbk2 + a1
2
kujk2; (ujOa3;Ouj) � ckujOa3k2 +

a1
2
kOujk2

en appliquant l�inégalité de H
..
older

(ujOa3;Ouj) � ckujOa3k2 +
a1
2
kOujk2

� ckOa3k2L1(
)kujk2 +
a1
2
kOujk2;

alors
d

2dt
kujk2 + a1

2
kOujk2 + a2

2
kujk2 � ckOa3k2L1(
)kujk2 + ckbk2;
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

et comme

ka3k2
H3(
)

� cT ;

on a
d

2dt
kujk2 + a1

2
kOujk2 + a2

2
kujk2 � cTkujk2 + ckbk2;

d�après l�inégalité de Gronwall, on a

kujk2 � exp (2TcT )
h
kuj0k2 + ckbk2L2(0;T ;
)

i
; (1.5.15)

on multiplie (1:5:6) par wk avec intégration sur 
 avec l�utilisation de (1:5:7), il vient

pour t = 0 :

(uj0; wk) = (u0; wk) (1.5.16)

on multiplie (1:5:16) d�indice k par djk (0) et l�on somme en k, il vient

(uj0; u
j
0) =

�
u0; u

j
0

�
d�après H

..
older

kuj0k2 � ku
j
0kku0k;

donc on a

kuj0k � ku0k; (1.5.17)

alors

kujk2 + a1kOujk2L2(QT ) + a2kujk2L2(QT ) � 2TcT exp (2TcT )
h
ku0k2 + ckbk2L2(QT )

i
; (1.5.18)

On multiplie l�équation (1:5:8) d�indice k par dj0k (t) et l�on somme en k, il vient

kdu
j

dt
k2 + a1

d

2dt
kOujk2 + a2

d

2dt
kujk2 = (b; ujt)� (Oa3uj;O

duj

dt
); (1.5.19)

d�après la formule de Green, on a

(ujOa3;O
duj

dt
) =

R
@


Oa3uj
duj

dt
vd� � (O

�
ujOa3

�
;
duj

dt
);

et comme Oa3 = 0 sur @
; (1:5:19) devient

kdu
j

dt
k2 + a1

d

2dt
kOujk2 + a2

d

2dt
kujk2 = (b; du

j

dt
) + (O(Oa3uj);

duj

dt
); (1.5.20)
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

d�après l�inégalité de Young 9c > 0 tel que

(b;
duj

dt
) � ckbk2 + a1

4
kdu

j

dt
k2 ; (O(a3uj);

duj

dt
) � ckO(Oa3uj)k2 +

a1
4
kdu

j

dt
k2; (1.5.21)

en appliquant l�inégalité de H
..
older

ckO:(Oa3uj)k � ckujk2H1(
)(kOa3k2L1(
) + k4a3k2L4(
)) (1.5.22)

et comme 
 � Rn; n � 3; d�après (1:2:2) ; (1:2:3) ; on a

kOa3k2L1(
) + k4a3k2L4(
) � cka3k2H3(
); (1.5.23)

on remlace (1:5:21) ; (1:5:22) ; (1:5:23) dans (1:5:20) ; on obtient

1
2
kdu

j

dt
k2 + a1

d

2dt
kOujk2 + a2

d

2dt
kujk2 � ckbk2 + ckujk2

H1(
)
ka3k2H3(
); (1.5.24)

et comme

ka3k2
H3(
)

� cT ;

on a
1
2
kdu

j

dt
k2 + a1

d

2dt
kOujk2 + a2

d

2dt
kujk2 � ckbk2 + cTkujk2

H1(
)
;

en intégrant par rapport au temps

kdu
j

dt
k2
L2(QT )

� cTku0k2T (2cT + 1) exp (2TcT ) + ckbk2
L2(QT )

+ kuj0k2H1(
); (1.5.25)

d�après (1:5:18) ; (1:5:25) ; on a (1:5:14).

3.L�Existence :

On �xe un entier N et on choisit

v 2 C1
�
0; T ;H1 (
)

�
et v =

NX
i=1

diNwi ;

En multipliant l�équation (1:5:1) par v, avec intégration par rapport au t; on obtient la

formulation suivante Z T

0

(
duj

dt
; v)dt+B

�
uj; v; t

�
=

Z T

0

(b; v)dt;

où B
�
uj; v; t

�
=

Z T

0

(a2u
j; v)dt+

Z T

0

(a1Ouj � (ujOa3);Ov)dt ,
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

D�après l�éstimation d�énergie (1:5:14) on a :

fujg bornée dans L2 (0; T ;H1 (
)) et
�
ujt
	
bornée dans L2 (QT ) ;

donc on peut extraire une sous-suite jl pour l! +1 on a :

ujl * u 2 L2 (0; T ;H1 (
)) ;
dujl

dt
*

du

dt
2 L2 (QT )

on remplace j par jl dans doncZ T

0

(
dujl

dt
; v)dt+B

�
ujl ; v; t

�
=

Z T

0

(b; v)dt;

on fait l! +1, donc on aZ T

0

(
du

dt
; v)dt+B [u; v; t] =

Z T

0

(b; v)dt;

d�où le résultat d�existence pour le problème (1:5:1).

4.L�Unicité :

Pour montrer l�unicité on suppose qu�il existe deux solutions u1; u2 dans L2 (0; T ;H1 (
))

de (1:5:1), alors

@t (u1 � u2)� a14 (u1 � u2) + a2 (u1 � u2) = �O:((u1 � u2)Oa3);

on multiplie cette dernière équation par (u1 � u2) et on intégre sur 
 :

d

2dt
ku1 � u2k2 + a1kO (u1 � u2) k2 + a2ku1 � u2k2 =

R


(u1 � u2)Oa3O (u1 � u2) dx

et d�après l�inégalité de Young et de H
..
older :

d

2dt
ku1�u2k2+a1kO (u1 � u2) k2+a2ku1�u2k2 � ckOa3kL1(
)ku1�u2k2+

a1
2
kO(u1�u2)k2

comme kOa3kL1(
) � cT ; alors

d

dt
ku1 � u2k2 � 2cTku1 � u2k2

d�après l�inégalité de Gronwall on a pour t 2 [0; T ]

ku1 � u2k2(t) � ku1 � u2k2(0) exp (2tcT ) ;

comme ku1 � u2k2(0) = 0; alors ku1 � u2k2(t) = 0, donc

u1 = u2;

d�où le résultat d�unicité pour le problème (1:5:1).
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

1.5.3 Régularité de la solution

Dé�nition 1.5.2 Si u 2 L2(0; T ;H3(
)) tels que ut 2 L2(0; T ;H1 (
)) véri�e la formula-

tion forte suivante8>>><>>>:
du
dt
� a14u+ a2u+ O:(uOa3) = b ; 0 � t � T; x 2 
;

u (0; :) = u0 dans 


@�u = 0 sur @
;

dans ce cas la solution de la problème parabolique (1:5:1) est une solution forte.

Théorème 1.5.2 Supposons que u0 2 H2 (
) ; alors le problème (1:5:1) une unique solution

u 2 L2(0; T ;H3 (
)) telle que ut 2 L2(0; T ;H1 (
)): (1.5.26)

On utilise la méthode de Galerkin. On va construire une approximation de la solution dans

un espace de dimension �nie et conclut par passage à la limite.

1.Approximation de Galerkin

Pour la régularité on remplace (1:5:6) ans (1:5:8) avec multiplication par �2k, alors pour

0 � t � T; k = 1; :::; j

jP
i=1

dj0i (t) (4wi;4wk) +
jP
i=1

dji (t) (a1O4wi;O4wk) +
jP
i=1

dji (t) (a24wi;4wk) (1.5.27)

=
jP
i=1

dji (t) (Oa34wk;O4wk) + (b;44wk):

d�après la formule de Green, on a

(b;44wk) =
R
@


b@v(4wk)d� � (Ob;O4wk);

en utilisant (1:5:5) ; on a

O4wk = ��kOwk = 0 sur @
;

donc (1:5:27) devient

jP
i=1

dj0i (t) (4wi;4wk) +
jP
i=1

dji (t) (a1O4wi;O4wk) +
jP
i=1

dji (t) (a24wi;4wk) (1.5.28)

=
jP
i=1

dji (t) (Oa34wk;O4wk)� (Ob;O4wk):

2.Estimation d�énergie :
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1.5. Existence, unicité et régularité de la solution pour un problème parabolique avec
condition de Neumann

Proposition 1.5.3 Il existe C > 0, depend de 
; T tel que :

kdu
j

dt
k2L2(0;T ;H1(
)) + kujk2L2(0;T ;H3(
)) � C

�
T; ku0kH2(
); ka3k2

L2(0;T ;H3(
))
; kbk2L2(QT )

�
;

(1.5.29)

Preuve : On multiplie l�équation (1:5:28) d�indice k par djk (t) et l�on somme en k, il

vient

d

2dt
k4ujk2 + a1kO4ujk2 + a2k4ujk2 = �(Ob;O4uj) + (Oa34uj;O4uj);

d�après l�inégalité de Young 9c > 0 tel que

�(Ob;O4uj) � ckObk2+a1
4
kO4ujk2 ; (4ujOa3;O4uj) � ckOa3k2L1(
)k4ujk2+

a1
4
kO4ujk2;

alors

d

2dt
k4ujk2 + a1

2
kO4ujk2 + a2

2
k4ujk2 � ckObk2 + ckOa3k2L1(
)k4ujk2; (1.5.30)

et comme

ka3k2
H3(
)

� cT ;

(1:5:30) devient

d

2dt
k4ujk2 + a1

2
kO4ujk2 + a2

2
k4ujk2 � ckObk2 + cTk4ujk2; (1.5.31)

d�aprés l�inegalité de Gronwall, on a

k4ujk2 � exp (2TcT )
h
k4uj0k2 + ckbk2L2(0;T ;H1(
))

i
; (1.5.32)

en multipliant (1:5:16) par �2k; d�après (1:5:5) on a

(4uj0;4wk) = (4u0;4wk) (1.5.33)

on multiplie (1:5:33) d�indice k par djk (0) et l�on somme en k, il vient

k4uj0k2 � k4u
j
0kku0kH2(
)

donc on a

k4uj0k � ku0kH2(
); (1.5.34)
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condition de Neumann

en intégrant (1:5:31) par rapport au temps et d�après (1:5:32) ;(1:5:34), on a :

kO4ujk2L2(QT ) � cT (1 + exp (2TcT ))
h
ku0k2H2(
) + ckbk2L2(0;T ;H1(
))

i
: (1.5.35)

En multipliant (1:5:8) par ��k et d�après (1:5:5) on obtient pour 0 � t � T; k = 1; :::; j

jP
i=1

d0ji (t) (Owi;Owk) +
jP
i=1

dji (t) (a14wi;4wk) +
jP
i=1

dji (t) (a2Owi;Owk) (1.5.36)

=
jP
i=1

dji (t) (O:(wkOa3);4wk)� (Ob;Owk):

On multiplie l�équation (1:5:36) d�indice k par dk0j (t) et l�on somme en k, d�après l�in-

égalité deYoung avec l�injection de sobolev (1:2:4); il vient

1
2
kOdu

j

dt
k2 + a1

d

2dt
k4ujk2 + a2

d

2dt
kOujk2 � ckObk2 + ckujk2

H2(
)
ka3kH3(
);

et comme

ka 3k2
H3(
)

� cT ;

on a

kOdu
j

dt
k2
L2(QT )

� cT (1 + T exp (2TcT ))
h
ku0k2H2(
) + ckbk2L2(0;T ;H1(
))

i
; (1.5.37)

de (1:5:35) ; (1:5:37) on a (1:5:29).

3.Passage à la limite :

D�après l�estimation d�énergie (1:5:29) on a :

fujg bornée dans L2 (0; T ;H3 (
)) et
n
duj

dt

o
bornée dans L2 (0; T ;H1 (
)) ;

donc on peut extraire une sous-suite jl pour l! +1 on a :

ujl * u 2 L2 (0; T ;H3 (
)) ; ujlt * ut 2 L2 (0; T ;H1 (
)) ;

d�où le résultat de régularitè pour le problème (1:5:1).

24



Deuxième partie

.1er.Modèle.

25



Chapitre 2

Existence locale en temps et unicité

de la solution

Sommaire

2.1 Introduction 27
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2.2.2 L�équation di¤érentielle satisfaite par l�ECM . . . . . . . . . . . . 33

2.2.3 L�équation parabolique satisfaite par la densité de cellule . . . . . 37

2.2.4 Procédure du point �xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Dans ce chapitre, nous traitons l�existence locale pour le modèle de l�invasion.

On commencera par étudier chaque équation et �xe les autres, ces résultats permettront

de dé�nir pour tout T > 0, une application L continue dans un sous-ensemble convexe

compact qui permette d�utiliser le théorème du point �xe de Schauder pour établir l�existence

d�une solution locale. Le théorème du point �xe de Schauder assure l�existence pas l�unicité,

alors on montrera après. Pour la régularité en temps, on utilise un théorème d�Evans.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

On se propose d�étudier le problème suivant introduit par M.A.J. Chaplain et al [1] et

dont lequel nous avons négligé le terme de chemotaxis, en tenant compte uniquement de

l�invasion. 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dn

dt
= D4n� �O: (nOf )

df

dt
= �
mf t � 0; x 2 
;

dm

dt
= "4m+ �n� �m

8<: @�n = 0; @�f0 = 0; @�m = 0 sur @


n (0; :) = n0 , m (0; :) = m0, f (0; :) = f0 dans 


(2.1.1)

n = n(t; x) : densité de la cellule tumorale.

m = m(t; x) : concentration de matrice dégradative d�enzyme (MDE)

f = f(t; x) : concentration de matrice extracellulaire (ECM):

@�u = Ou:�; � : la normal extérieure à @
:

 : domaine borné de Rn , de frontière @
 régulière.

D; �; 
; ";�; � : constantes positives.
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2.2. Existence d�une solution locale .

2.2 Existence d�une solution locale .

Dans toute la suite on supposera que 
 � Rn; n � 3: On se propose dans un premier

temps de montrer le résultant d�existence locale suivant

Théorème 2.2.1 Supposons que (n0;m0; f0) 2 H2 (
)�H2 (
)�H3 (
) : Alors, il existe

T > 0 tel que le problème (2:1:1) admette une solution

(n;m; f) 2 (C([0; T ] ;H2 (
)))3:

La preuve est basée sur le théorème du point �xe de Schauder et les sections suivantes

sont des étapes préliminaires à l�application de ce dernier.

On commencera par étudier l�équation parabolique linéaire satisfaite par MDE (Matrix

Degrading Enzyme) .

2.2.1 L�équation parabolique linéaire satisfaite par MDE

On �xe T > 0; 
� > 0 et n 2 L2(0; T ;H1(
)); n � 0: En vue d�obtenir une solution telle
que m � 
� pour le problème8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dm

dt
= �n+ "4m� �m dans [0; T ]� 


@�m = 0 sur [0; T ]� @


m (0; x) = m0 dans 


(2.2.1)

on supposera que m0 � 
� et on considère le problème pinalisé suivant pour � > 0

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dm

dt
= �n+ "4m� vm(m� 
�)

jm� 
�j+ �
dans [0; T ]� 


@�m = 0 sur [0; T ]� @


m (0; x) = m0 dans 


(2.2.2)
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2.2. Existence d�une solution locale .

La recherche de solutions m � 
� nous permettra par la suite de montrer que la so-

lution locale ainsi construite est en fait globale et nous permettra également d�étudier le

comportement asymptotique de la solution .

Proposition 2.2.1 Soient n 2 L2(0; T ;H1(
)) et m0 2 H2(
).

Alors, il existe une unique solution de (1) dans L2(0; T ;H3(
)):

De plus, s�il existe 
� > 0 tel que m0 � 
�, on a

m (t; x) � 
�; p:p: dans [0; T ]� 
: (2.2.3)

Et on a l�estimation suivante pour t 2 [0; T ]

k
R t
0
m (� ; x) d�k2Hk(
) � t c

�
km0kHk�1(
)

� �
knk2L2(0;T ;Hk�2(
)) + 1

�
; k = 2; 3: (2.2.4)

où c
�
km0kHk�1(
)

�
représente une constante qui ne dépend que de km0kHk�1(
) et des

constantes intervenant dans l�équation.

Preuve : 1èretape : La preuve de (2:2:3) ; supposons qu�il existe 
� > 0 tel quem0 � 
�.

On note

m� = sup f�m; 0g 2 L2(0; T ;H1 (
));

(m� 
�)
� = sup f�(m� 
�); 0g 2 L2(0; T ;H1 (
)):

on comence à montrer la positivité de la solutionm pour n � 0; on va multiplie l�équation
(2:2:1) par �m�et en intégrant sur 
, on obtient :

d

2dt
km�k2 + "kOm�k2 + �

R


nm�dx = ��km�k2;

D�après l�inégalité de Gronwall

km�k2 � km0
�k2

et comme m0
� = 0 alors m� = 0 pp:

En multipliant l�équation (1) par �(m� 
�)
�et en intégrant sur 
, on obtient :

d

2dt
k(m� 
�)

�k2 + "kO(m� 
�)
�k2 + �

R


n(m� 
�)

�dx = �
R



m(m� 
�)(m� 
�)
�

jm� 
�j+ �
dx;
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2.2. Existence d�une solution locale .

pour n � 0 etZ



vm(m� 
�)(m� 
�)
�

jm� 
�j+ �
dx = �

Z



vm(m� 
�)
�(m� 
�)

�

jm� 
�j+ �
dx

� 0;

alors
d

dt
k(m� 
�)

�k2 = 0:

D�après l�inégalité de Gronwall

k(m� 
�)
�k2 � k(m0 � 
�)

�k2

et comme (m0 � 
�)
� = 0 alors

(m� 
�)
� = 0 pp: (2.2.5)

2èmeetape : Pour montrer l�éxistence de on utilise la proporieté d�opérateure pseudo-

monotone, on va montrer que l�opérateur

Bm = �"4m+ vm(m� 
�)

m� 
� + �

pseudomonotone, borné, coércive ; alors on peut conclure diréctement l�éxistence de solution

:

B borné :

On note kBmk
(H1(
))

0 la norme de l�espace dual de H1 (
) ; pour m 2 L2(0; T ;H1(
))

kBmk
(H1(
))

0 �




�"4m+ vm(m� 
�)

m� 
� + �






(H1(
))

0

� k�"4mk
(H1(
))

0 +





vm(m� 
�)

m� 
� + �






L2(
)

� c kmkH1(
) ;

B monotone :
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2.2. Existence d�une solution locale .

si m1;m2 2 L2(0; T ;H1(
)); m1 6= m2; on a

hBm2 �Bm1;m2 �m1i = "kOm2�Om1k2L2(
)+v
Z



(m2 �m1)

�
vm1(m1 � 
�)

m1 � 
� + �
� vm2(m2 � 
�)

m2 � 
� + �

�
dx

on note I = v
R


(m2 �m1)

�
vm1(m1 � 
�)

m1 � 
� + �
� vm2(m2 � 
�)

m2 � 
� + �

�
dx; alors

I = v
R


(m2 �m1)

�
vm1(m1 � 
�)

m1 � 
� + �
� vm2(m2 � 
�)

m2 � 
� + �

�
dx

= v
R


(m2 �m1)

2 dx+ v�
R



(
� � �) (m1 �m2)
2

(m1 � 
� + �) (m2 � 
� + �)
dx;

comme "kOm2 � Om1k2L2(
) > 0; 
� � � > 0 ( � très petit ), alors

hBm2 �Bm1;m2 �m1i > 0, pour m2;m1 2 L2(0; T ;H1(
)); m1 6= m2: (2.2.6)

B hemicontinue :

pour m1;m2;m3 2 L2(0; T ;H1(
)), on a

� 7! hB (m1 + �m2) ;m3i continue pour � 2 [0; 1] (2.2.7)

en e¤et

hB (m1 + �m2) ;m3i = �"
Z



m34 (m1 + � m2) +
v (m1 + � m2) (m1 + � m2 � 
�)m3

m1 + � m2 � 
� + �
dx

pour � > 0; � 2 [0; 1] on a

jhB (m1 + �m2) ;m3ij =
����"Z




Om3Om1 + � Om3Om2 + v

Z



m3m1 + � m3m2dx

����
� f"+ vg km3kH1(
)(km1kH1(
) + km2kH1(
)):

B coércive :

lim
kmkH1(
)!1

hBm;mi
kmk = lim

kmkH1(
)!1

"kOmk2 + vkmk2L2(
) � v�
R



m2

m� 
� + �
dx

kmkH1(
)

� lim
kmkH1(
)!1

min f" ; vg kmk2H1(
) � v�
R



m2

m� 
� + �
dx

kmkH1(
)

= +1;
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2.2. Existence d�une solution locale .

car

0 � lim
kmkH1(
)!1

R



v�m2

m� 
� + �
dx

kmkH1(
)

� lim
kmkH1(
)!1

v j
j 
2�
kmkH1(
)

= 0;

d�où

lim
kmk!+1

hBm;mi
kmk = +1: (2.2.8)

Finalement, d�aprés (2:2:6),(2:2:7)et(2:2:8), on a l�existene et l�unicite de solution m dans

L2(0; T ;H1(
)) pour le problème (2:2:2) ; si � ! 0 on a l�existence et l�unicite pour le

problème (2:2:1) .

3èmeetape : on montre que m 2 L2(0;1;H3 (
)):

On a m � 
�, donc l�équation (2.2.2) devient

@tm = �n+ "4m� �m:

On remplace dans le problème (1:5:1) de section 3.3 :

a1 = "; a2 = �; a3 = 0; b(t; x) = �n(t; x):

D�après le théorème 3:3:1, on a le résultat d�éxistence.

Estimation d�énergie :

D�après (1:5:10) Il existe C > 0, depend de 
 tel que :

kO4mk2L2(QT ) + k4mk
2
L2(QT )

+ kmk2L2(QT ) � c1knk2L2(0;T ;H1(
)) + c2km0k2H2(
); (2.2.9)

avec c1; c2 deux constantes qui ne dépendent que "; �; �:et de 


Preuve de l�inégalité (2:2:4) :

Pour t 2 [0; T ] ; k = 2; 3; en utilisant l�inégalité (1:3:2) et celle de Hölder

k
R t
0
md�k2Hk(
) �

�R t
0
kmkHk(
)d�

�2
(2.2.10)

�
�p

t
qR t

0
kmk2

Hk(
)
d�

�2
� t
R T
0
kmk2Hk(
)d� ;

or d�après (2:2:9)

kmk2L2(0;T ;Hk(
)) � c
�
km0kHk�1(
)

� �
knk2L2(0;T ;Hk�2(
)) + 1

�
; k = 2; 3,

donc

k
R t
0
md�k2Hk(
) � tc

�
km0kHk�1(
)

� �
knk2L2(0;T ;Hk�2(
)) + 1

�
; k = 2; 3:
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2.2. Existence d�une solution locale .

2.2.2 L�équation di¤érentielle satisfaite par l�ECM .

On �xe T > 0, 
� > 0 et m 2 L2(0; T ;H3(
)) correspondant à la donnée initiale

m0 � 
�: On considère l�équation di¤érentielle suivante8>>><>>>:
df

dt
= �
mf dans [0; T ]� 


f (0; x) = f0 dans 


(2.2.11)

Proposition 2.2.2 Soient m 2 L2(0; T ;H3(
)) véri�ant les propriétés de la Proposition

5.2.1 et f0 2 H3(
): Alors il existe une unique solution de (2:2:11) dans L2(0; T ;H3(
)):

De plus

kfkL1(
) � kf0kL1(
)e�

�t ; 8t � 0: (2.2.12)

kfk2H3(
)(t) � c
�
kf0kH3(
)

�
T
�
1 + Tkmk2L2(0;T ;H3(
))

�3
exp(�2

�t); t 2 [0; T ]:

où c
�
kf0kH3(
)

�
représente une constante ne dépendant que de kf0kH3(
) et des di¤é-

rentes constantes intervenant dans l�équation.

Preuve : On �xe m 2 L2(0; T ;H3(
)) véri�ant les propriétés de la Proposition 5.2.1

et on considère l�équation di¤érentielle
df

dt
= �
mf; f(0) = f0 . Le théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard assure l�existence et

l�unicité dans L2(0; T ;H3(
)) pour f0 2 H3(
):

La solution est donnée par la formule explicite suivante

f(t; x) = f0(x)e
�
R t
0

m(�;x)d� : (2.2.13)

Comme pour t � 0 et x 2 
; Of satisfait l�équation di¤érentielle suivante

d

dt
(Of)(t; x) = �
(Om)f(t; x)� 
m(Of)(t; x) ; Of (0; x) = Of0;

d�après (2:2:13), on a

d

dt
(Of) = �
(Om)f0e�

R t
0

m(�;x)d� � 
mOf(t; x) ;
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2.2. Existence d�une solution locale .

donc

Of(t; x) = (Of0 � 
f0
R t
0
Om(� ; x)d�)e�


R t
0
m(�;x)d� : (2.2.14)

De même, pour t � 0 et x 2 
; 4f satisfait l�équation di¤érentielle suivante

d

dt
(4f)(t; x) = �
f(t; x) 4m� 2
Om:Of(t; x)� 
m 4f(t; x) ; 4f (0; x) = 4f0;

d�après (2:2:14), on a

d

dt
(4f)(t; x) = �
f04m e�

R t
0

m(�;x)d��
m 4f �2 
Om:(Of0�
f0

R t
0
Om(� ; x)d�)e�


R t
0
m(�;x)d� ;

donc d�après (1:4:1) ; on a

4f = (4f0 � 
Of0
R t
0
Om(� ; x)d� + 
f0

R t
0
4m(� ; x)d� �



R t
0
Om(� ; x)d�(Of0 � 
f0

R t
0
Om(� ; x)d�))e�


R t
0
m(�;x)d� ;

en appliquant l�inégalité de Hölder; on obtient

k4fk2 � k4f0k2 + 
kOf0k2L4(
)k
R t
0
Om(� ; x)d�k2L4(
) + 
kf0k2L1(
)k

R t
0
4m(� ; x)d�k2

+
k
R t
0
Om(� ; x)d�k2L4(
)(kOf0k2L4(
) + 
kf0k2L1(
)k

R t
0
Om(� ; x)d�k2L4(
))ke�


R t
0
m(�;x)d�k2L1(
);

or

k4f0k2 + kOf0k2L4(
) + kf0k2L1(
) � Ckf0k2H2(
);

et comme 
 borné et 
 � Rn; avec n � 3; l�injection de sobolev (1:2:1) donne H1(
) �
L4(
); donc

k4fk2 � c
�
kf0kH2(
)

� �
1 + k

R t
0
m(� ; x)d�k2H2(
) + (k

R t
0
m(� ; x)d�k2H2(
))

2
�
ke�


R t
0
md�k2L1(
);

d�après (2:2:10) ; on a

k
R t
0
md�k2H2(
) � t

R t
0
kmk2H2(
)(� ; x)d� ;

alors

k4fk2 � c
�
kf0kH2(
)

�
(1 + t

R t
0
kmk2H2(
)d�)

2ke�

R t
0
md�k2L1(
): (2.2.15)
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2.2. Existence d�une solution locale .

On procède de même pour la norme kO4fk2, pour t � 0 et x 2 
; on a

O4f = (O4f0 � 2
4f0
R t
0
Om(� ; x)d� � (2
 + 1)Of0

R t
0
4m(� ; x)d� � f0

R t
0
O4m(� ; x)d�

+Of0(

R t
0
Om(� ; x)d�)2 + 2f0(


R t
0
4m(� ; x)d�)(


R t
0
Om(� ; x)d�)� f0

R t
0
4m(� ; x)d�

�

R t
0
Om(� ; x)d�(4f0 � 2
Of0

R t
0
Om(� ; x)d� + f0(


R t
0
Om(� ; x)d�)2)e�


R t
0

m(�;x)d� ;

en utilisant l�inégalité (1:3:2) et celle de H
..
older avec l�injection de Sobolev, 9c = c

�
kf0kH3(
)

�
>

0, tel que

kO4fk2

� c(1 + k
R t
0
m(� ; x)d�k2H3(
) + k

R t
0
m(� ; x)d�k4H3(
) + k

R t
0
m(� ; x)d�k6H3(
))ke

�

R t
0
m(�;x)d�k2L1(
)

� c(1 + tkmk2L2(0;T ;H3(
)) + (tkmk2L2(0;T ;H3(
)))
2 + (tkmk2L2(0;T ;H3(
)))

3)ke�

R t
0
m(�;x)d�k2L1(
);

donc

kO4fk2 � c
�
kf0kH3(
)

� �
1 + Tkmk2L2(0;T ;H3(
))

�3
ke�


R t
0
md�k2L1(
): (2.2.16)

Pour majorer la norme in�nie de f , on a d�après (2:2:3) : 8t � 0

�
R t
0

m(� ; x)d� � �

R t
0


�d� = �

�t;

alors

kfkL1(
)(t) = kf0 exp(�

R t
0
m(� ; x)d�)kL1(
) � kf0kL1(
) exp (�

�t) ;

donc il découle de (2:2:12) ; (2:2:16) ; (1:1:6) ; pour t 2 [0; T ] on a

kfk2H3(
)(t) � c
�
kf0kH3(
)

�
T
�
1 + Tkmk2L2(0;T ;H3(
))

�3
exp (�2

�t) : (2.2.17)

Ce qui achève les estimations de f dans L2(0; T ;H3(
)).

Remarque 2.2.1 Nous aurons besoin pour établir l�existence globale dans la Proposition

6.1.1 de l�estimation

k4f � f0

���
R t0Omd� ���2 e�
R t0md�k2 � Cf0

�
1 + tknk2L2(QT )

�
e�

�t; Cf0 = c

�
kf0kH2(
)

�
:

(2.2.18)

En e¤et

k4f � f0
���
R t0Omd� ���2 e�
 R t0 md�k2 = k(4f0�2
Of0:R t0Omd� �
f0R t04md�)e�
R t0md�k2L2(
);
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2.2. Existence d�une solution locale .

en répétant les arguments de la démonstration de(2:2:15) et (2:2:4) :

k4f � f(


Z t

0

Omd�)2k2L2(
) � cke�

R t
0 md�k2L1(
)

�
1 + tknk2L2(QT )

�
;

alors

k4f � (

Z t

0

Omd�)2fk2L2(
) � c
�
kf0kH2(
)

�
e�2

�t

�
1 + tknk2L2(QT )

�
:
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2.2. Existence d�une solution locale .

2.2.3 L�équation parabolique satisfaite par la densité de cellule

On �xe T > 0 et soit f 2 L2(0; T ;H3(
)) dé�nie dans la Proposition 5.2.1. On considère

le problème parabolique linéaire suivant

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dn�

dt
= D4n� � �O: (n�Of) dans [0; T ]� 
;

@�n
� = 0 sur [0; T ]� @
;

n� (0; x) = n0 dans 
:

(2.2.19)

Proposition 2.2.3 Supposons f 2 L2(0; T ;H3(
)) et n0 2 L2(
): Alors il existe une

unique solution de (2:2:19) dans L2(0; T ;H1(
)):

De plus si n0 � 0, on a

n� (t; x) � 0; 8 (t; x) 2 [0; T ]� 
 pp:

Preuve : On montre que n� 2 L2(0;1;H1 (
)):

On remplace dans le problème (1:5:1) de section 3.3 :

a1 = D; a2 = 0; a3(t; x) = �:f(t; x); b = 0:

D�après le théorème 3:3:1, on a le résultat d�existence.

L�éxistence et l�unicité :

Pour 0 � t � T ; d�après(2.2.4), (2.2.17) il existe cT > 0 véri�er kfkH3(
) � cT ; où

cT = c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (kn k2L2(0;T ;H1(
)) + 1)

�3
; (2.2.20)

donc d�après (1:5:16) ; (1:5:18) ; (1:5:25), on a

kn�k2 � kn�0k2 exp (2TcT ) : (2.2.21)

kn�k2 + D

2
kOn�k2L2(QT ) � kn

�
0k2T2cT exp (2TcT ) ; (2.2.22)

kdn
�

dt
k2
L2(QT )

+DkOn�k2 � cTkn�k2
L2(0;T ;H1(
))

+ kn�0k2H1(
); (2.2.23)
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2.2. Existence d�une solution locale .

donc on a

kdn
�

dt
k2L2(QT ) + kn

�k2L2(0;T ;H1(
)) � C
�
T; kn0k; kf0kH3(
) ; knk

2
L2(QT )

�
; (2.2.24)

Positivité : Cette méthode est due à [6] et nous permet de montrer la positivité de la

solution n�: On note H(s) la fonction de troncature dé�nie sur R par

H(s) =

8<: 1
2
s2 si s < 0;

0 si s � 0:

On note #(t) =
R


H(n�(t; x))dx:On a #0(t) = ( H 0(n�); n�t ) = ( H

0(n�); D4n� � �O: (n�Of)) :
En observant que H 0(s) = s si s < 0 et H 0(s) = 0 si s � 0 et on H 0(s) 2 H1(
) pour

s 2 H1(
), on obtient

( H 0(n�); D4n�) = �D
Z



O(H 0(n�)):On�dx = �DkO(H 0(n�))k2

De plus, en supposant
@f0
@�

= 0 sur @
; on aura
@f

@�
= 0 sur @
 et par suite en utilisant

l�observation précédente

( H 0(n�);��O: (n�Of)) = �

Z



n�O(H 0(n�)):Ofdx

= �

Z



H 0(n�)O(H 0(n�)):Ofdx;

donc grâce à l�inégalité de Hölder, on a

( H 0(n�);��O: (n�Of)) � �kO(H 0(n�))kkH 0(n�)kkOfkL1(
)

pour 0 � t � T , d�après (2:2:16) on a kOfkL1(
) � cT ; où

cT = c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (kn k2L2(0;T ;H1(
)) + 1)

�3
;

d�aprés l�inégalité de Young

( H 0(n�);��O: (n�Of)) � cTkO(H 0(n�))kkH 0(n�)k

� D

2
kO(H 0(n�))k2 + cTkH 0(n�)k2 ;
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2.2. Existence d�une solution locale .

alors on a

#0(t) � cTkH 0(n�)k2 (2.2.25)

or kH 0(n�)k2 = 2#(t) donc d�aprés l�inegalité de Gronwall on a #(t) � #(0) exp (tcT ) :

Comme #(0) = 0 alors #(t) = 0 d�où n� � 0:
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2.2. Existence d�une solution locale .

2.2.4 Procédure du point �xe

Nous allons utiliser un théorème du point �xe pour établir l�existence et l�unicité d�une

solution locale. On �xe T > 0 et on dé�nit le sous-ensemble VT de L2(QT )

VT =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

n � 0; n 2 L2(0; T ;H1 (
));
dn

dt
2 L2(QT )

n(0; x) = n0

knkL2(0;T ;H1(
)) � R et kdn
dt
kL2(QT ) � R0

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
; (2.2.26)

où R et R0 sont des constantes qui seront convenablement choisis par la suite. On dé�nit

ensuite un opérateur L de L2(QT ) dans lui-même comme suit

Pour n 2 VT on associe L(n) = n� où n�est la solution de (2:2:19) donnée par la

Proposition 5.2.3 correspondant à f solution de (2:2:11) donnée par la Proposition 5.2.2

où m est la solution de (2:2:2) donnée par la Proposition 5.2.1 .

Proposition 2.2.4 L�ensemble VT est un sous-ensemble compact convexe de L2(QT ).

Preuve : VT compact :

VT est un sous-ensemble fermé de L2(QT ); en e¤et

on prend une suite nj 2 VT ; converge vers n; et on montre que n 2 VT ;

nj 2 VT ; 8>>><>>>:
nj � 0; nj 2 L2(0; T ;H1 (
));

dnj
dt

2 L2(QT )

nj(0; x) = n0

knjkL2(0;T ;H1(
)) � R et kdnj
dt
kL2(QT ) � R0

9>>>=>>>; ;

on a la convergence de nj vers n dans L2(0; T ;H1 (
)) et
dnj
dt

vers v dans L2(QT );

d�après (1:3:1) ; on a n 2 C(0; T ;H1 (
)) et de (1:2:6) on a H1 (0; T ) � C [0; T ] donc

v =
dn

dt
2 L2(QT )

nj 2 L2(0; T ;H1 (
)) et nj � 0 alors n � 0 p.p, et nj(0; x) = n0; donc nj(0; x) !
n(0; x) = n0
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2.2. Existence d�une solution locale .

de plus

knkL2(0;T;H1(
)) � kn� njkL2(0;T;H1(
)) + knjkL2(0;T;H1(
))

� kn� njkL2(0;T;H1(
)) +R;

donc knkL2(0;T;H1(
)) � R car kn� njkL2(0;T;H1(
)) ! 0 quand j ! +1;

de même

kdn
dt
kL2(QT ) � kdn

dt
� dnj

dt
kL2(QT ) + k

dnj
dt
kL2(QT )

� kdn
dt
� dnj

dt
kL2(QT ) +R;

donc kdn
dt
kL2(0;T;H1(
)) � R car kdn

dt
� dnj

dt
kL2(0;T;H1(
)) ! 0 quand j ! +1:

Donc VT est un sous-ensemble fermé de L2(QT ) De plus, d�après le lemme de compacité

de Lions-Aubin, il est relativement compact. D�où VT est compact dans L2(QT ) .

VT convexe :

On va prouver que : 8� 2 [0; 1] ;8n1; n2 2 VT on a �n1 + (1� �)n2 2 VT :
On a8<: n1 2 VT ; n1 2 L2(QT )= kn1kL2(0;T ;H1(
)) � R et kn01kL2(QT ) � R0, avec n1(0; x) = n0

n2 2 VT ; n2 2 L2(QT )= kn2kL2(0;T ;H1(
)) � R et kn02kL2(QT ) � R0, avec n2(0; x) = n0

comme n1; n2 2 L2(QT ) et L2(QT ) de Banach alors �:n1 + (1� �):n2 2 L2(QT )

;8� 2 [0; 1] :
De plus, d�après l�inégalité triangulaire :

k�:n1 + (1� �):n2kL2(0;T;H1(
)) � �kn1kL2(0;T ;H1(
)) + (1� �)kn2kL2(0;T ;H1(
))

� �R + (1� �)R = R ;

d�où k�n1 + (1� �)n2kL2(0;T;H1(
)) � R

On procède de même pour la dérivée temporelle :

k�n01 + (1� �)n02kL2(QT ) � �kn01kL2(QT ) + (1� �)kn02kL2(QT )

� �R0 + (1� �)R0 = R0;

d�où k�n01 + (1� �)n02kL2(0;T;L2(
)) � R avec

�n1(0; x) + (1� �)n2(0; x) = �n0 + (1� �)n0 = n0;
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2.2. Existence d�une solution locale .

d�où VT convexe.

Proposition 2.2.5 Il existe T ; R ; R0 > 0 tels que :

L(VT ) � VT : (2.2.27)

Preuve : D�après (2:2:21) ; (2:2:22) on a :

kn� k2L2(0;T ;H1(
)) � kn0k2H1(
)T (1 + 2cT ) exp (2TcT ) + kn0k2H1(
)

où

cT = c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (knk2L2(0;T ;H1(
)) + 1)

�3
� c(kf0kH3(
); km0kH1(
))

�
1 + T (R2 + 1)

�3
;

on note

cT;R = 2c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (R2 + 1)

�3
donc

kn� k2L2(0;T ;H1(
)) � kn0k2H1(
)T (1 + cT;R) exp (TcT;R) + kn0k2H1(
) (2.2.28)

Il s�agit de chercher un réel positif R tel que

kn0k2H1(
)T (1 + cT;R) exp (TcT;R) + kn0k2H1(
) � R2;

On peut d�abord choisir
Rp
2
= kn0kH1(
), (2.2.29)

Puis trouver T > 0 solution de l�équation :

T (1 + cR;T ) exp (TcR;T )�
1

2
= 0: (2.2.30)

Cette dernière admet une solution T > 0 en vertu du théorème des valeurs intermé-

diaires. Donc la valeur de T dépend de kn0kH1(
), kf0kH3(
) ainsi que de km0kH1(
):

D�après (2:2:24) on a

kn�tk2L2(0;T:
) � c
0

Tkn� k2L2(0;T ;H1(
)) + kn0k
2
H1(
);
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2.2. Existence d�une solution locale .

où

c
0

T = c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (kn k2L2(0;T ;H1(
)) + 1)

�3
d�après (2:2:29) et (2:2:26) ; on a

kn� k2
L2(0;T ;H1(
))

� R2, kn0k2H1(
) =
R2

2
;

donc

kn�tk2L2(QT ) � c
0

TR
2 +

R2

2
;

et

c
0

T � c(kf0kH3(
); km0kH1(
))
�
1 + T (R2 + 1)

�3
;

il su¢ t choisir

R0 = c(kf0kH3(
); km0kH1(
))R
2(
�
1 + T (R2 + 1)

�3
+
1

2
); (2.2.31)

on conclut avec (2:2:29) ; (2:2:30) et (2:2:31) qu�il existe R; R0; T > 0 tels que L(VT ) �
VT :

Proposition 2.2.6 L�opérateur L est continu de L2(QT ) dans lui-même.

Preuve : Soient ni 2 VT ; n�i = L(ni), mi la solution de (2:2:2) correspondant à ni telle

que mi � 
�; fi la soluion de (2:2:11) correspond à mi; i = 1; 2 .

D�après l�équation (2:2:2) ; on a

dm1

dt
= �n1 + "4m1 � vm1;

dm2

dt
= �n2 + "4m2 � vm2;

donc

@t (m1 �m2) = "4 (m1 �m2)� v (m1 �m2) + �(n1 � n2).

En multipliant les deux membres de cette dernière par 4 (m1 �m2) + (m1 �m2) et en

intégrant par parties sur 
 .

d

2dt
kO (m1 �m2) k2 + d

2dt
km1 �m2k2 + "k4 (m1 �m2) k2

+"kO (m1 �m2) k2 + vkO (m1 �m2) k2 + vkm1 �m2k2

= �
R


4 (m1 �m2) (n2 � n1) dx+ �

R


(m1 �m2) (n1 � n2) dx;
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et d�après l�inégalité de Young et de Hölder :9c > 0 dépendant uniquement des constantes
"; �; � tel que

d

2dt
km1�m2k2H1(
)+

"

2
k4 (m1 �m2) k2+ vkO (m1 �m2) k2+

v

2
km1�m2k2 � ckn1� n2k2

(2.2.32)

donc

km1 �m2k2L2(QT ) + kO (m1 �m2) k2L2(QT ) + k4 (m1 �m2) k2L2(QT ) � ckn1 � n2k2L2(QT ):
(2.2.33)

D�autre part, d�après l�équation (2:2:11) ; on a

df1
dt
= �
m1f1;

df1
dt
= �
m2f2;

donc
d(f1 � f2)

dt
= �
m1(f1 � f2)� 
f2 (m1 �m2) :

En multipliant cette dernière équation par (f1 � f2) et on intégrant sur 
; il existe c > 0

dépendant uniquement de 
 tel que

d
2dt
kf1 � f2k2 � c(km1kL1(
) + 1)kf1 � f2k2 + ckf2k2L1(
)km1 �m2k2: (2.2.34)

En utilisant l�inégalité de Young, l�injection (1:2:1) et l�inégalité de Gronwall, on obtient

pour 0 � t � T

kf1 � f2k2(t) � exp(
R t
0
(ckm1k2H2(
) + c)d�)

R t
0
ckf2k2L1(
)km1 �m2k2d� ;

donc d�après (2:2:9) ; (2:2:12) ; (2:2:33)

kf1�f2k2(t) � ckf0k2L1(
) exp(cknk2L2(0;T ;H1(
))+ckm0k2H2(
)+cT )kn1�n2k2L2(QT ): (2.2.35)

Comme d�après l�équation (2:2:11) ; on a

@t(4f)(t; x) = �
(4m)f(t; x)� 2
Om:Of(t; x)� 
m4f(t; x) ;

alors

d(4(f1 � f2))

dt
= �
(f1 � f2)4m1 � 
f24 (m1 �m2)� 2
Om1:O(f1 � f2)
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�2
Of2:O (m1 �m2)� 
m14(f1 � f2)� 
 (m1 �m2)4f2:

En multipliant cette dernière par 4(f1 � f2) et en intégrant sur 


d

2dt
k4(f1 � f2)k2

� 
k4m1kL4(
)kf1 � f2kL4(
)k4(f1 � f2)k+ 
kf2kL1(
)k4 (m1 �m2) kk4(f1 � f2)k

+2
kOm1kL1(
)kO(f1 � f2)kk4(f1 � f2)k+ 2
kOf2kL1(
)kO (m1 �m2) kk4(f1 � f2)k

+
km1kL1(
)k4(f1 � f2)k2 + 
k4f2kL4(
)km1 �m2kL4(
)k4(f1 � f2)k;

et par suite, d�après l�inégalité de Young, il existe c > 0 dépendant uniquement des

constantes intervenant dans l�équation telle que

d

2dt
k4(f1 � f2)k2

� ck4m1k2L4(
)k4(f1 � f2)k2 + kf1 � f2k2L4(
) + ckf2k2L1(
)k4 (m1 �m2) k2

+k4(f1�f2)k2+ckOm1kL1(
)k4(f1�f2)k2+ckOf2k2L1(
)kO (m1 �m2) k2+k4(f1�f2)k2

+ckm1kL1(
)k4(f1 � f2)k2 + ck4f2kL4(
)km1 �m2k2L4(
) + k4(f1 � f2)k2; (2.2.36)

donc, en appliquant l�inégalité de Gronwall, on obient pour 0 � t � T

k4(f1 � f2)k2(t)

� exp(
R t
0
ck4m1k2L4(
) + ckOm1kL1(
) + ckm1kL1(
) + cds)

+
R t
0
ckf2k2L1(
)k4 (m1 �m2) k2 + ckOf2k2L1(
)kO (m1 �m2) k2

+ck4f2kL4(
)km1 �m2k2L4(
) + kf1 � f2k2ds;

d�aprés l�inégalité de Young et l�injection (1:2:1) ; on a

k4(f1 � f2)k2 � exp(
R t
0
ck4m1k2H1(
) + ckOm1k2H2(
) + ckm1k2H2(
) + cds)

:
R t
0
ckf2k2L1(
)k4 (m1 �m2) k2 + ckOf2k2H2(
)kO (m1 �m2) k2ds

+
R t
0
(ck4f2k2H1(
) + c)km1 �m2k2L4(
) + kf1 � f2k2ds;
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et par conséquent, d�après (2:2:33) ; pour 0 � t � T

k4(f1 � f2)k2(t)

� exp(
R t
0
ckm1k2H3(
)+cds):[

R t
0
(ckf2k2L1(
)+ckOf2k2H2(
)+ck4f2k2H1(
)+c)km1�m2k2H2(
)+kf1�f2k2ds];

donc d�après (2:2:9) ; (2:2:17) ; (2:2:33) ; (2:2:35) ; on a

k4(f1 � f2)k2 � CT

�
kn1k2L2(0;T ;H1(
)) + T

�
)kn1 � n2k2L2(QT ) (2.2.37)

où CT = c
�
kf0kH3(
); km0kH2(
)

�
T 2
�
1 + T + Tkn2k2L2(0;T ;H1(
))

�3
exp(c

�
km0kH2(
)

�
:

or, d�après l�équation (2:2:19)

@tn
�
1 = D4n�1 � �O: (n�1Of1) ; @tn�2 = D4n�2 � �O: (n�2Of2) ;

donc

@t (n
�
1 � n�2)�D4 (n�1 � n�2) = ��O: (n�1Of1 � n�2Of2)

et en multipliant par (n�1 � n�2) et on intégrant sur 
 :

d

2dt
kn�1 � n�2k2 +DkO (n�1 � n�2) k2 = �

R


(n�1Of1 � n�2Of2) :O (n�1 � n�2) dx

et d�après l�inégalité de Young et de Hölder :

d

2dt
kn�1 � n�2k2 +DkO (n�1 � n�2) k2 � ckn�1Of1 � n�2Of2k2 +

D

2
kOn�1 � On�2k2

donc
d

2dt
kn�1 � n�2k2 +DkO (n�1 � n�2) k2 � ckn�1Of1 � n�2Of2k2; (2.2.38)

on a

kn�1Of1 � n�2Of2k2 = k(n�1 � n�2)Of1 + n�2(Of1 � Of2)k2;

d�après l�inégalité de Hölder

kn�1Of1 � n�2Of2k2 � kn�1 � n�2k2L2(
)kOf1k2L1(
) + kn�2k2L4(
)kOf1 � Of2k2L4(
);

d�après l�injection (1:2:1) et l�inégalité (1:1:4)

kOf1 � Of2k2L4(
) � ckOf1 � Of2k2H1(
) � ck4(f1 � f2)k2;
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alors

kn�1Of1 � n�2Of2k2 � kn�1 � n�2k2kOf1k2L1(
) + ckn�2k2L4(
)k4(f1 � f2)k2 (2.2.39)

en procédant comme dans (2:2:15), on a

kOf1k2L1(
) � c(kf0kH3(
))(1 + Tkm1k2
L2(0;T ;H1(
))

);

alors

kOf1k2L1(
) � c(kf0kH3(
); km0 kH1(
) )(1 + T + Tkn1k2
L2(0;T ;H1(
))

); (2.2.40)

d�après (2:2:37) ; (2:2:39) ; (2:2:40) ; on a

kn�1Of1 � n�2Of2k2 �

c(kf0 kH3(
); km0 kH1(
) )[(1 + T + Tkn1k2L2(0;T ;H1(
)))kn1k2L2(0;T ;H1(
))kn
�
1 � n�2k2

+T 2(1+T+Tkn2k2L2(0;T ;H1(
)))
3 exp

�
(c
�
km0kH2(
)

�
(kn1k2L2(0;T ;H1(
)) + T )

�
kn�2k2L4(
)kn1�n2k2L2(QT )]:

on note

c(kf0kH3(
); km0kH1(
) ) = c�;

comme kn1kL2(0;T ;H1(
)) � R; kn2kL2(0;T ;H1(
)) � R dans VT , en remplaçant dans (2:2:38) ;

pour 0 � t � T
d

2dt
kn�1 � n�2k2 � c�R

2
�
1 + T + TR2

�
kn�1 � n�2k2

+c�T
2
�
1 + T + TR2

�3
exp(c�

�
T +R2

�
)kn�2k2H1(
)kn1 � n2k2L2(QT )

d�après l�inégalité de Gronwall

kn�1 � n�2k2 �

c�
�
T + T 2 + T 2R2

�3
exp(c�

�
(1 + T + TR2

�
TR2+

�
T +R2)

�
)
R T
0
kn�2k2H1(
)d�:kn1�n2k2L2(QT )

(2.2.41)

donc

8n1; n2 2 VT : kn�1 � n�2k2L2(QT ) � c (R ; T ) kn1 � n2k2L2(QT ) (2.2.42)

avec L (ni) = n�i et i = 1; 2 ;

c (R ; T ) = c�T (T + T 2 + T 2R2)
3
exp(c� ((1 + T + TR2)TR2+(T +R2))):
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Conclusion :

A travers les Propositions 2:2:4; 2:2:5; 2:2:6; on a établi que

VT est une sous-espace compact et convexe de L2(0; T , L2(
)), il existe T ;R ;R0 > 0

tels que L(VT ) � VT et L est Lipschitzienne donc continue de VT dans VT .
Alors d�après le théoréme de poit �xe de Schauder, il existe un point �xe dans VT .

Soit n le point �xe de L dans VT , alors (n;m; f) la solution de système (}1) telle que

(n;m; f) 2 L2(0; T ;H1 (
))�
�
L2(0; T ;H3 (
))

�2
: (2.2.43)

Le théorème du point �xe de Schauder assure l�existence pas l�unicité, alors on va le

montrer dans ce théorème.

Théorème 2.2.2 La solution de (2:1:1) est unique.

Preuve : Pour montrer l�unicité de (2:1:1) ; on suppose qu�il existe deux solutions dif-

férentes (n1;m1; f1); (n2;m2; f2).

D�après (2:2:34) ; (2:2:36) ; (2:2:32) ; 9c > 0 tel que

d
2dt
km1 �m2k2H1(
) +

"

2
k4 (m1 �m2) k2 + vkO (m1 �m2) k2 +

v

2
km1 �m2k2 � ckn1 � n2k2

(2.2.44)

d
2dt
kf1 � f2k2 � c(km1kL1(
) + 1)kf1 � f2k2 + ckf2k2L1(
)km1 �m2k2: (2.2.45)

d

2dt
k4(f1 � f2)k2 (2.2.46)

� 
k4m1kL4(
)kf1 � f2kL4(
)k4(f1 � f2)k+ 
kf2kL1(
)k4 (m1 �m2) kk4(f1 � f2)k

+2
kOm1kL1(
)kO(f1 � f2)kk4(f1 � f2)k+ 2
kOf2kL1(
)kO (m1 �m2) kk4(f1 � f2)k

+
km1kL1(
)k4(f1 � f2)k2 + 
k4f2kL4(
)km1 �m2kL4(
)k4(f1 � f2)k;

En utilisant l�inégalité de Young, l�injection (1:2:1), de (2:2:45), (2:2:46) on a pour 0 �
t � T

d

2dt
kf1�f2k2H2(
) � c(km1k2H3(
)+kf1k2H3(
)+kf2k2H3(
)+1)

�
km1 �m2k2H1(
)(t) + kf1 � f2k2H2(
)(t)

�
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2.2. Existence d�une solution locale .

+
"

4
k4 (m1 �m2) k2; (2.2.47)

il reste la solution qui carespendant la première équation de (2:1:1) :En la multipliant

par (n1 � n2) et on intégrant sur 
; de même que (2:2:41) ; il su¢ t remplacer n� par n; on

a

d

2dt
kn1 � n2k2 � kn1 � n2k2L2(
)kOf1k2L1(
) + ckn2k2L4(
)k4(f1 � f2)k2; (2.2.48)

d�aprés l�injection (1:2:1), on a pour 0 � t � T

d

2dt
kn1 � n2k2 � ckn1 � n2k2L2(
)kf1k2H3(
) + ckn2k2H1(
)k4(f1 � f2)k2; (2.2.49)

d�aprés (2:2:44) ; (2:2:47) ; (2:2:49) ; on a

d

2dt

�
kn1 � n2k2(t) + km1 �m2k2H1(
)(t) + kf1 � f2k2H2(
)(t)

�
�

c(km1k2H3(
) + kf1k2H3(
) + kf2k2H3(
) + kn2k2H3(
) + 1)�
kn1 � n2k2(t) + km1 �m2k2H1(
)(t) + kf1 � f2k2H2(
)(t)

�
;

d�après l�inégalité de Gronwall

kn1 � n2k2(t) + km1 �m2k2H1(
)(t) + kf1 � f2k2H2(
)(t) ��
kn1 � n2k2(0) + km1 �m2k2H1(
)(0) + kf1 � f2k2H2(
)(0)

�
: exp c(km1k2L2(0;T ;H3(
)) + kn2k2L2(0;T ;H3(
)) + kf1k2L2(0;T ;H3(
)) + kf2k2L2(0;T ;H3(
)) + t) ;

et comme �
kn1 � n2k2(0) + km1 �m2k2H1(
)(0) + kf1 � f2k2H2(
)(0)

�
= 0

donc pour t 2 [0; T ], on a

kn1 � n2k2(t) + km1 �m2k2H1(
)(t) + kf1 � f2k2H2(
)(t) � 0:

Preuve de théorème 2.2.1 :

Preuve : On montre que n 2 L2(0; T ;H3 (
)) et nt 2 L2(0; T ;H1 (
)):
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2.2. Existence d�une solution locale .

on remplace a1 = �; a2 = 0; a3(t; x) = �:f(t; x); b = 0; dans le problème (1:5:1) de

section 3.3.

Ce qui achève la preuve d�après le théorème 1.5.2.

On montre que m 2 L2(0; T ;H3 (
)) et mt 2 L2(0; T ;H1 (
)):

on remplace a1 = "; a2 = �; a3 = 0; b = �n; dans le problème (1:5:1) de section 3.3.

d�où le résultat d�après le théorème 1.5.2.

On montre que f 2 L2(0; T ;H3 (
)) et ft 2 L2(0; T ;H1 (
)):

D�après l�équation (2:2:11) ; on a
df

dt
= �
mf , on peut approximer f par f j (t) =Pj

k=1 d
k
j (t)wk;

donc, on a

kdf
j

dt
k2H1(
) = k
mf jk2H1(
)

� ckmk2H2(
)kf jk2H2(
)

de(2:2:9) et (2:2:15)

kdf
j

dt
k2L2(0;T ;H1(
)) � c(kn0kL2(
); kf0kH3(
); km0kH1(
); T ):�

f jt
	
bornée dans L2 (0; T ;H1 (
))

donc on peut extraire une sous-suite jl telle que quand l! +1
on a f jlt * ft 2 L2 (0; T ;H1 (
)) ; d�où

kdf
dt
k2L2(0;T ;H1(
)) � c(kn0kL2(
); kf0kH3(
); km0kH1(
); T ): (2.2.50)

Donc

(n;m; f) 2 (L2(0; T ;H3 (
)))3;

et

(
dn

dt
;
dm

dt
;
df

dt
) 2 (L2(0; T ;H1 (
)))3:

D�après le théorème 1:3:1, on a

(n;m; f) 2 (C([0; T ] ;H2 (
)))3:
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Chapitre 3

Existence globale et comportement

asymptotique.

Sommaire
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3.2 Existence globale en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.3 Comportement asymptotique de la solution . . . . . . . . . . . 64

Dans ce présente chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite

est en fait une solution globale pour (}1)

L�idée est multiplier l�équation satisfaite par n par le terme d�entropie log(n + 1) et

d�utiliser la décroissance exponentielle de f qui découle du fait que m � 
� dès que m0 �

�, Cette méthode est due à [6] et nous permet de montrer queknkL2(0;T ;H1(
)) est bornée

indépendamment de T d�où l�existence d�une solution globale en temps .

En utilisant encore une fois la décroissance exponentielle de f , on aboutit à un résultat

de comportement asymptotique en temps.
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3.1. Résultats préliminaires

3.1 Résultats préliminaires

Dans toute la suite on supposera que 
 est un ouvert régulier et borné de R2: Avant

d�établir le théorème d�existence globale en temps, on commencera par prouver les résultats

préliminaires suivants.

Lemme 3.1.1 Supposons n0 2 L1(
), m0 2 L1(
); f0 2 W 2;1 et
@f0
@�

= 0: Alors pour

tout t � 0 :
kn(t)kL1(
) = kn0kL1(
) (3.1.1)

km(t)kL1(
) = exp (��t)
�
km0kL1(
) �

�

�
kn0kL1(
)

�
+

�

�
kn0kL1(
) (3.1.2)

Preuve : Preuve de (3:1:1) :

En intégrant la première équation de (}1) sur 
 et en appliquant la formule de Green

Z



@tndx = �

Z



[D4n+ O: (nOf)] dx;

= �

Z



O: [DOn+ nOf ] dx;

= �

Z
@


(DOn+ nOf) :!�d�;

on a On:!� = 0: De plus, en supposant Of0:
!
� = 0 sur @
 on obtient Of:!� = 0 alorsR



@tndx = 0: Comme n � 0;

d

dt
knkL1(
) = 0;

alors, on a la conservation de masse :

kn(t)kL1(
) = kn0kL1(
):
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3.1. Résultats préliminaires

Preuve de (3:1:2) :

D�après (2:2:9) on a mt 2 L2(QT ); donc en intégrant l�équation @tm = �n+ "4m� vm
sur 
 , on aura Z




d

dt
mdx =

Z



�ndx+

Z



"4mdx�
Z



�mdx;

comme m � 0;d�après (3:1:1) :
d

dt
kmkL1(
) = �kn0kL1(
) � "

Z
@


Om:!�d� � �kmkL1(
):

Puisque Om:!� = 0 sur @
 , l�équation devient
d

dt
kmkL1(
) = �kn0kL1(
) � �kmkL1(
);

après résolution de l�équation di¤érentielle, on obtient

kmkL1(
) = exp (��t) km0kL1(
) +
�

�
kn0kL1(
) �

�

�
exp (��t) kn0kL1(
):

Lemme 3.1.2 Supposons n0 2 L2 (
), alors pour 0 � t � T , on a

knk � p(kn0k
1
6

L1(
)) kO
p
n+ 1k+ (kn0kL1(
) + 1)

1
2 p(kn0k

1
6

L1(
)): (3.1.3)

où p(:) est un polynôme de la forme p(x) = cx2(x+1) et c > 0:est une constante positive

dépendant uniquement de la mesure de 
:

Preuve : En utilisant l�inégalité d�interpolation (1:4:8) appliquée pour : s = 1; t = 4;

r = 2; � = 1
3
; on obtient

knkL2(
) � knk
1
3

L1(
)knk
2
3

L4(
)

� knk
1
3

L1(
)kn+ 1k
2
3

L4(
)

� knk
1
3

L1(
)k
p
n+ 1k

4
3

L8(
);

or 
 � R2; il ressort de l�inégalité d�interpolation de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (1:2:7)
appliquée pour p = 2, q = 2, r = 8, a = 3

4
que

k
p
n+ 1 kL8(
) � ck

p
n+ 1k 14k

p
n+ 1k

3
4

H1(
);
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3.1. Résultats préliminaires

alors, en remplaçant dans l�inégalité précédente, on obtient

knk � cknk
1
3

L1(
)k
p
n+ 1k 13k

p
n+ 1kH1(
)

� cknk
1
3

L1(
)k
p
n+ 1k 13 (k

p
n+ 1k+ kr

p
n+ 1k);

Il découle de (3:1:1) que

knkL2(
) � ckn0k
1
3

L1(
)

�
1 + kn0kL1(
)

� 1
6 (
�
1 + kn0kL1(
)

� 1
2 + kr

p
n+ 1k);

où c est une constante qui dépend de la mesure de 
:

knk � ckn0k
1
3

L1(
)

�
1 + kn0kL1(
)

� 1
6 kO

p
n+ 1k+ c(kn0kL1(
) + 1)

1
2kn0k

1
3

L1(
)

�
1 + kn0kL1(
)

� 1
6

� p(kn0k
1
6

L1(
))kO
p
n+ 1k+ (kn0kL1(
) + 1)

1
2 p(kn0k

1
6

L1(
));

où

p(kn0k
1
6

L1(
)) = ckn0k
2
6

L1(
)

�
1 + kn0k

1
6

L1(
)

�
:

Remarque 3.1.1 On peut montrer facilement à partir de (3:1:3) que

knk2L2(QT ) � p2(kn0 k
1
6

L1(
))kO
p
n+ 1 k2L2(QT ) + T (kn0 kL1(
) + 1)p2(kn0 k

1
6

L1(
)): (3.1.4)

54



3.2. Existence globale en temps

3.2 Existence globale en temps

Dans toute la suite on supposera que 
 est un ouvert régulier et borné de R2:

Et on supposera que les données initiales véri�ent la condition suivante

4D � 1
2
(1 +

Cf0
(

2)

2 )p
2(kn0 k

1
6

L1(
)) > 0: (3.2.1)

Cf0 la constante qui dépend de la norme de f0 dans H3(
) apparaissant dans (2:2:18) :

Proposition 3.2.1 Supposons que (n0;m0; f0) 2 L2 (
)�H1(
)�H2 (
). Alors si n0 et

f0 satisfont la condition (3:2:1) ; on a

n 2 L2loc(0;+1 ; L2(
)):

Preuve : L�idée est due à [12] et nous permet de montrer que knkL2loc(0;+1 ; L2(
)) <1.
En multipliant la première équation de (}1) par le terme d�entropie ln (n+ 1) et en

intégrant sur 
;on aura

Z



ln (n+ 1)
dn

dt
dx = D

Z



4n ln (n+ 1) dx� �

Z



ln (n+ 1)O: (nOf) dx;

or Z



ln (n+ 1)
dn

dt
dx =

d

dt

Z



(n+ 1) ln (n+ 1) dx�
Z



(n+ 1)
d ln(n+ 1)

dt
dx

=
d

dt

Z



[(n+ 1) ln (n+ 1)� n] dx:

D�autre partZ



ln (n+ 1)4ndx = �
Z



1

n+ 1
jO (n+ 1)j2 dx = �4

Z



���Opn+ 1���2 dx:
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De plusZ



ln (n+ 1)O: (nOf) dx =

Z



ln (n+ 1) On:Ofdx+
Z



n ln (n+ 1)4fdx

=

Z



O ((n+ 1) ln (n+ 1)� n) :Ofdx+
Z



n ln (n+ 1)4fdx

= �
Z



((n+ 1) ln (n+ 1)� n)4fdx+
Z



n ln (n+ 1)4fdx

=

Z



[n� ln (n+ 1)]4fdx;

alors

d

dt

Z



[(n+ 1) ln (n+ 1)� n] dx+ 4D

Z



���Opn+ 1���2 dx = ��Z



[n� ln (n+ 1)]4fdx:

En posant

' (t) =

Z



[(n+ 1) ln (n+ 1)� n] dx;

et en ajoutant aux deux membres le terme positif+�
R


[n� ln (n+ 1)] f

���
 R t0 Omd� ���2)dx
l�équation devient

'0 (t) + 4DkO
p
n+ 1 k2 + �

Z



[n� ln (n+ 1)] f
����
 Z t

0

Omd�
����2 dx

= ��
Z



[n� ln (n+ 1)] (4f � f

����
 Z t

0

Omd�
����2)dx;

on remarque que ' (t) � 0; n � ln (n+ 1) � 0 et que kn � ln (n+ 1) k � knk, alors
d�après l�inégalité de Young, on a pour 0 � t � T

'0 (t) + 4DkO
p
n+ 1 k2

� 1

2
k4f � f

����
 Z t

0

Omd�
���� k2 + 12knk2:
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Alors, d�après (2:2:18) et (2:2:4)

'0 (t) + 4DkO
p
n+ 1 k2

� 1

2
Cf0 e

�2

�t
�
1 + tknk2L2(QT )

�
+
1

2
knk2

où Cf0 est une constante positive qui dépend uniquement de la norme de f0 dans H
3(
).

En vertu de (3:1:3) et (3:1:4)

'0 (t) + 4DkO
p
n+ 1 k2

� t

2
Cf0e

�

�tp2(kn0k
1
6

L1(
))kO
p
n+ 1 k2L2(QT )+

1

2
p2(kn0k

1
6

L1(
))kO
p
n+ 1 k2 + 1

2
p2(kn0k

1
6

L1(
))(1 + kn0kL1(
))

+Cf0p
2(kn0k

1
6

L1(
))
t2

2
(1 + kn0kL1(
))e�2

�t +

Cf0
2
e�2

�t ;

puis en intégrant par rapport au temps et en utilsant
R T
0
t2e�

�:tdt � 2

(

�)
3 ; on obtient

' (t) + (4D � 1
2
p2(kn0 k

1
6

L1(
)))kO
p
n+ 1 k2L2(QT )

� Cf0
2

p2(kn0 k
1
6

L1(
))(

Z T

0

te�2

2:tdt)kO
p
n+ 1 k2L2(QT ) + c(kn0 kL1(
); kf0 kH3(
); 
; 
2) + ' (0) ;

et comme Z T

0

te�

�:tdt � 1

(

�)
2

donc

' (t) + (4D � 1
2
p(kn0 k

1
6

L1(
)))kO
p
n+ 1 k2L2(QT )

� Cf0
2 (

�)

2p
2(kn0 k

1
6

L1(
))kO
p
n+ 1 k2L2(QT ) + c(kn0 kL1(
); kf0 kH2(
); 
; 
�) + ' (0) ;
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alors

' (t)+(4D�1
2
(1+

Cf0
(

2)

2 )p
2(kn0 k

1
6

L1(
)))kO
p
n+ 1 k2L2(QT ) � c(kn0 kL1(
); kf0 kH2(
); 
; 
�)+' (0) ;

et comme (3:2:1) a lieu, on aura l�estimation uniforme par rapport au temps

kO
p
n+ 1 k2L2(QT ) � c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kL2(
)); 8T > 0;

par suite, compte tenu de (3:1:3)

knk2L2(QT ) � (T + 1)
2c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kL2(
)) (3.2.2)

Ce qui nous permettra de conclure que la solution locale précédemment construite est

en fait globale.

Proposition 3.2.2 Supposons (n0;m0; f0) 2 L2 (
)�H2(
)�H2 (
) ;

si n0 et f0 satisfont (3:2:1) ; alors il existe une constante c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH2(
)) >

0 dépendant uniquement des données initiales et des di¤érentes constantes intervenant dans

le système telle que

k(n;m; f)kL2loc(0;1;H1(
))�(L1(0;1;H2(
)))2 � c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH2(
)):

Preuve : On montre la proposition dans trois étapes :

1éreétape :On montre que f 2 L1(0;+1;H2 (
)):

D�après (2:2:15) ; (3:2:2) et (2:2:4) ; pour 0 � t � T

k4fk2L2(
)(t) � c
�
kf0kH2(
)

�
e�2

�t

�
1 + t(knk2L2(0;t;
) + 1)

�2
;

d�après (3:2:2) ; il existe c > 0 tel que

knk2L2(QT ) � (t+ 1)
2c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kL2(
));

ce qui donne

k4fk2L2(
)(t) � (t+ 1)2e�2

�tc(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH1(
)); (3.2.3)

et comme

(t+ 1)2e�2

�t � ( 1


�

+ 1)2 ; 8t � 0;
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alors il existe c > 0 indépendante du temps telle que

supess
0�t�T

k4fk2L2(
) � c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH1(
));

donc

supess
t�0

k4fk2L2(
) � c(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH1(
)):

2èmeétape :On montre que n 2 L2loc(0;1;H1 (
)):

D�après (3:2:3) ; pour 0 � t � T

k4fk2L2(
)(t) � (t+ 1)2e�2

�tc(kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH1(
))

= (t+ 1)2e�2

�tc��:

En multipliant la première équation de (}1) par n et on intégrant sur 
; on a

d

2dt
knk2 +DkOnk2 = ��

2

Z



n24fdx

� �

2
knk2L4(
)k4fk

� c��(t+ 1)
2e�2

�tknkH1(
)knk

� c��(t+ 1)
2e�2

�t

�
knkkOnk+ knk2

�
d�après l�inégalité de Young il existe c > 0 dépendant de kn0kL2(
); kf0kH2(
); km0kH1(
))

tel que
d

2dt
knk2 + D

2
kOnk2 � (c�� + c) (t+ 1)4e�2

�tknk2;

d�après (3:2:3) ; on a

d

2dt
knk2 + D

2
kOnk2 � (t+ 1)5e�2

�tc(kn0k; km0kH1(
); kf0kH2(
));

en intégrant par rapport au temps, on a :

knk2 + D

2
kOnk2L2(QT ) � c(kn0k; km0kH1(
); kf0kH2(
)); (3.2.4)
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alors il existe c > 0 indépendant du temps tel que

knk+ D

2
kOnk2L2(QT ) � c(kn0k; kf0kH2(
); km0kH1(
)): (3.2.5)

d�après (3:2:2) ; (3:2:5) ; donc

knk+ D

2
knk2L2loc(0;1;H1(
)) � c(kn0k; kf0kH2(
); km0kH1(
)):

3èmeétape :On montre que m 2 L1loc(0;1;H2 (
)):

On note P2(m) = @tm� �n� "4m+ �m ;

en multipliant OP2(m) par O4m et P2(m) par m et en intégrant sur 


d

2dt
k4mk2 + "

2
kO4mk2 + �k4mk2 � ckOnk2; (3.2.6)

et
d

2dt
kmk2 + "

2
kOmk2 + �kmk2 � cknk2; (3.2.7)

alors d�après (3:2:6) ; (3:2:7) ; on a

kmk2 + k4mk2 � cknk2L2(0;T ;H1(
)) + ckm0k2H2(
)

de (1:1:6) ; (3:2:3) ; (3:2:4), on a :

kmkH2(
) � (t+ 1)c(kn0k; kf0kH2(
); km0kH1(
)): (3.2.8)

on a que m est uniformement borné en t sur chaque intervale borné [0; t] ; donc m 2
L1loc([0;1[ ;H2 (
)):

Théorème 3.2.1 Supposons que (n0;m0; f0) 2 H2 (
)�H2 (
)�H3(
),

si n0 et f0 satisfont (3:2:1) ; on a

(n;m; f) 2
�
L2loc(0;+1;H3 (
))

�3
Preuve :D�après la proposition précédente (n;m; f) 2 L2loc(0;1;H1 (
))�(L2(0;1;H3 (
)))2;

donc il reste à montrer que n 2 L2loc(0;1;H3 (
)):

Comme n 2 L2loc(0;1;H1 (
)), rf 2 L2loc(0;1;H2 (
)) et puisque H2 (
) � L1(
) en

dimensions 2 et 3; on en déduit que nrf 2 L2loc(0;1;H1 (
)) et par suite
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3.2. Existence globale en temps

r:(nrf) 2 L2loc(0;1;L2 (
). En utilisant les résultats de régularité de la solution d�une
équation parabolique on conclut que n 2 (L2loc(0;1;H2 (
)):

Par conséquent n 2 L2loc(0;1;H2 (
)) et rf 2 L2loc(0;1;H2 (
)) avec H2 (
) �
L1(
) en dimensions 2 et 3 donc nrf 2 L2loc(0;1;H2 (
)) et par suite r:(nrf) 2
L2loc(0;1;H1 (
)) .

Comme n véri�e une équation parabolique avec second membrer:(nrf) 2 L2loc(0;1;H1 (
))

alors n 2 L2loc(0;1;H3 (
)):

On note P2 (n) = @tn � D4n + �O: (nOf ) : En multipliant OP2 (n) par O4n et en

intégrant sur 
 on obtient en utilisant l�inégalité de Young

d

2dt
k4nk2 +DkO4nk2 � ck4 (nOf) k2 + D

2
kO4nk2;

et comme 
 � R2;d�après l�inégalité (1:2:4) ; il existe une constante c (dépendant de 
)
telle que

d

2dt
k4nk2 + D

2
kO4nk2 � cknOfk2H2(
)

� cknk2H2(
)kOfk2H2(
);

d�après l�inégalité (1:1:5) ; on a 8"1 > 0;9c"1 > 0 tel que

kOnk2 + k4nk2 � "1kO4nk2 + c"1knk2;

donc
d

dt
k4nk2 +DkO4nk2 � c(knk2 + "1kO4nk2)(kfk2 + kO4fk2);

d�après (3:2:4) ;

knk2L2(0;t;H1(
)) � t c(kn0k; kf0kH3(
); km0k);
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3.2. Existence globale en temps

et d�après (2:2:17), (1:1:4) et (2:2:19)

kOfk2H2(
)(t) � ckO4fk2L2(
) + kfk2L2(
)

� e�2

�:tCf0

�
1 + tknk2

L2(0;T ;H1(
))

�3

� e�2

�:tC
�
kn0k2

H1(
)
; kf0kH3(
); km0kH1(
)

�
(1 + t)3;

on a
d

dt
k4nk2 +DkO4nk2 � Ct:(1 + "1kO4nk2)e�2

�t;

où

Ct = C
�
kn0kH1(
) ; kf0kH3(
); km0kH1(
)

�
(1 + t )3 ;

donc
d

dt
k4nk2 +DkO4nk2 � "1e

�2

�tCtkO4nk2 + Cte
�2

�t;

D�après (2:2:19)

Cte
�2

2t � C

�
kn0kH1(
) ; 
; 
2

�
;

alors

d

dt
k4nk2 +DkO4nk2 � "1C

�
kn0kH1(
) ; 
; 
�

�
kO4nk2 + Cte

�2

�t;

Il su¢ t choisir "1 =
D

2C(kn0k2
H1(
)

; 
; 
�)
; donc

d

dt
k4nk2 + D

2
kO4nk2 � Cte

�2

�t; (3.2.9)

puis en intégrant (??) par rapport au temps on a :

k4nk2 + D

2
kO4nk2L2(0;T ;:
) � C

�
kn0kH2(
) ; kf0kH3(
); km0kH2(
)

�
; (3.2.10)

de(??) ; (3:2:10), et d�après (1:1:6) ;

knk2L2loc(0;1;H3(
)) � C
�
kn0kH2(
) ; kf0kH3(
); km0kH2(
)

�
;

d�où le résultat.
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3.2. Existence globale en temps

Remarque 3.2.1 A l�aide de la même procédure on peut montrer que

d

dt
kOnk2 +Dk4nk2 � Cte

�2

�t: (3.2.11)

En e¤et, en multipliant P2 (n) = @tn �D4n + �O: (nOf ) par 4n et en intégrant sur



d

2dt
kOnk2 +Dk4nk2 � ckO: (nOf) k2 + D

2
k4nk2;

et comme 
 � R2; d�après l�inégalité (1:2:4) ; il existe une constante c (dépendant de 
)
tel que

kO: (nOf) k2 � knOfk2H2(
)

� cknk2H2(
)kOfk2H2(
);

d�après (1:1:5) ; 9c > 0 tel que

knk2H2(
) � cknk2 + ck4nk2;

d�après (3:2:10) ; (3:2:3)

knk2L2(0;1;H2(
)) � c(kn0kH1(
); kf0kH3(
); km0k);

et d�après (2:2:16), (1:1:4) et (2:2:19)

kOfk2H2(
) � ckO4fk2L2(
) + kfk2L2(
)

� e�2

�:tC
�
knk2

L2(0;T ;H1(
))
; t
�

� e�2

�:tC
�
kn0k2

H1(
)
; kf0kH3(
); km0kH1(
); t

�
;

on a
d

dt
kOn k2 +Dk4n k2 � Cte

�2

�t;

où

Ct = C
�
kn0kH1(
) ; kf0kH3(
); km0kH1(
)

�
(1 + t)3 :
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3.3. Comportement asymptotique de la solution

3.3 Comportement asymptotique de la solution

Théorème 3.3.1 Supposons (n0;m0; f0) 2 H2 (
)�H2 (
)�H3(
). Si n0 et f0 satisfont

(3:2:1) alors pour 0 < � < D
2
; 0 < � < 

�; 0 < � < �; � < � tels que

lim
t!1

exp(�t)kn(t; :)�n0kL1(
) = lim
t!1

exp(�t)km(t; :)��
�
n0kL1(
) = lim

t!1
exp(�t)kf(t; :)kL1(
) = 0:

Preuve : D�après (3:2:9) ; (3:2:11) ; pour (n0;m0; f0) 2 H2 (
)�H2(
)�H3(
); on a8>>><>>>:
d
dt
kOnk2L2(
) +Dk4nk2 � c(1 + t)3e�2

�:t;

d
dt
k4nk2L2(
) + D

2
kO4n k2 � c(1 + t)3e�2

�:t;

alors d�après (1:1:4) ; pour tout 0 < � < D
2
tel que

�kOnk2 � D

2
k4nk2;

donc
d

dt

�
kOnk2 + k4nk2

	
+ �

�
kOnk2 + k4nk2

	
� c(1 + t)3e�2

�t

Comme �
(1 + t)e�



�
3
t
�3
�
�
1 +

3

e

�

�3
;

alors
d

dt

�
kOnk2 + k4nk2

	
+ �

�
kOnk2 + k4nk2

	
� ce�

�t;

comme 
 � R2;d�après (1:1:3) ; on a

kn� n0k2L1(
) � Ck4nk2

donc d�après (1:4:1), on a

kn� n0k2L1(
) � exp (��t)
�
c
�
kn0k2H2(
)

�
+

Z t

0

exp ((�� 

�) s) ds

�
;

on peut choisir �� 

� < 0; doncZ t

0

exp ((�� 

�) s) ds � t;
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3.3. Comportement asymptotique de la solution

donc

lim
t!1

kn� n0k2L1(
) � lim
t!1

exp (��t) c
�
kn0kH2(
)

�
(1 + t)

= lim
t!1

G(t)

= 0;

d�où

lim
t!1

kn(:; t)� n0kL1(
) = 0:

D�autre part d�après (3:2:6)

d

dt
k4mk2 + vk4mk2 � ckOnk2;

donc 8�; où 0 < � < � tel que

lim
t!1

km(t; :)�mkL1(
) � lim
t!1

Ck4mk

� lim
t!1

e�vtc
�
km0kH2(
) ; kn0kH2(
)

��
1 +

Z t

0

evskOnk2ds
�

� lim
t!1

e��tc
�
km0kH2(
) ; kn0kH2(
)

��
1 +

Z t

0

(1 + s)e(���)sds

�

= 0;

en utilisant (3:1:2)

lim
t!1

km� �

�
n0kL1(
) � lim

t!1
km�mkL1(
) + km�

�

�
n0kL1(
)

= 0;

car

lim
t!1

km� �

�
n0kL1(
) � lim

t!1
e�vt

�
m0 �

�

�
n0

�

= 0;

65



3.3. Comportement asymptotique de la solution

d�où

lim
t!1

exp(�t)



m(t; :)� �

�
n0




 = 0:
Et �nalement

lim
t!1

kf(t; :)kL1(
) � lim
t!1

kf0kL1(
)e�

�t

= 0:

si on prend 0 < � < 

�; on a

lim
t!1

exp(�t)kf(t; :)kL1(
) � lim
t!1

kf0kL1(
)e(��

�)t

= 0:
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Troisième partie
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Chapitre 4

Existence globale en temps et unicité

Sommaire
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4.6 Comportement asymptotique de solution . . . . . . . . . . . . . 104

Nous étudions dans ce chapitre l�existence globale d�une solution pour (}2):

On transforme le problème parabolique (}2) en un problème hyperbolique qu�on traitera

par la méthode de Galerkin adaptée au problème non linéaire

L�idée est d�introduire un schéma itératif de telle sorte qu�à chaque étape nous ayons

a¤aire à un problème linéaire.

Nous achevons la preuve en montrant que la suite ainsi contruite est une suite de Cauchy

et converge vers une solution classique de notre problème.
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4.1. Position du problème

4.1 Position du problème

On se propose d�étudier le problème suivant :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dn

dt
= D4n� O: (�(c)nOc)� �O: (nOf )

df

dt
= kn� �nf dans [0;+1[� 


dc

dt
= ��nc

8>>><>>>:
@�n = 0 sur @


n (0; x) = n0, f (0; x) = f0, c (0; x) = c0 dans 


(4.1.1)

n = n(t; x) : densité de la cellule tumorale.

c = c(t; x) : concentration de facteur angiogénèse tumorale(TAF)

f = f(t; x) : concentration dela �bronectine

@�u = Ou:�; � : la normale extérieure à @
:

 : domaine borné de Rn, n � 3 ; de frontière @
 régulière.
D; �; �; k; � : constantes positives.

�(c) =
�0

1 + �c
; sensitivité où �0;� : constantes positives.
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4.2. Modi�cation du problème

4.2 Modi�cation du problème

En résolvant les équations di¤érentielles satisfaites par f et n et remplaçant dans l�équa-

tion satisfaite par la densité cellulaire, on montre que notre système se remène au problème

hyperbolique à une inconnue suivant

Proposition 4.2.1 Résoudre le système (4:1:1) revient à trouver u tel que :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Pu(u) = utt �D4ut � O:( (ut + 
)A (u) e�
t�uOu) = 0 dans [0;+1[� 


@�u = 0 sur [0;+1[� @


u (0; x) = h0 (x) ; ut (0; x) = h1 (x) sur 
;

(4.2.1)

où Pv(u) = utt �D4ut � O:( (ut + 
)A (v) e�
t�vOu)

A(u) =
�0e

�


1 + �e�
e�
t�u
+ ���1�e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u): (4.2.2)

Preuve : D�après la deuxième équation de (4:1:1) ; on a

@tf = kn� �nf = ��n
�
f � k��1

�
;

donc

ft�
f � k��1

� =

�
f � k��1

�
t�

f � k��1
�

= @t ln
�
f � k��1

�
= ��n;

et d�après la troisième équation de (4:1:1) ; on a

ct
c

= @t ln c

= ��n;
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4.2. Modi�cation du problème

on note

ln c =  (t; x) donc n (t; x) = ���1 t (t; x) et c = e (4.2.3)

donc on peut écrire

ln
�
f (t; x)� k��1

�
= ��1� ( (t; x)�  (0; x)) + ln

�
f (0; x)� k��1

�
;

ce qui est équivalent à

f (t; x)� k��1 = e�
�1� (t;x) 	(x) (4.2.4)

où

	(x) = c0 (x)
���1� �f (0; x)� k��1

�
;

en remplaçant n par ���1 t (t; x) et f par k��1+ e�
�1� (t;x) 	(x) ;l�équation parabolique

satisfaite par n s�écrit

 tt = D4 t � O:(
�0e

 

1 + �e 
 tO )

�O:(���1� te�
�1� (x;t)	(x)O )� O:(� te�

�1� (x;t)O	(x)):

Or, d�après les hypothèses du théorème, on a 	(x) � 1, donc l�équation devient

 tt = D4 t � O:(
�0e

 

1 + �e 
 tO )� O:(���1� te�

�1� (x;t)O ):

En remplacant  par � on obtient

 tt = D4 t (4.2.5)

�O:(
�
�0e

(��1) 

1 + �e� 
+ ���1�e(���

�1
) (x;t)
�
e��  (x;t) tO );

où

0 < � = min
�
��1�; 1

	
:
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4.2. Modi�cation du problème

on note ensuite

�( ) =

�
�0e

(��1) 

1 + �e� 
+ ���1�e(���

�1�) (x;t)
�
:

Pour simpli�er les calculs, on suppose � = 1; donc �( ) devient

�( ) =

�
�0

1 + �e� 
+ ���1�e�(�

�1��1) (x;t)
�
;

avec

��1� � 1 � 0:

En injectant ces notations dans (4:2:5) et en introduisant la nouvelle inconnue u par

 = 
�(t) + u; avec �(t) = t+ 1 (4.2.6)

et 
 > 0 un paramètre qui sera choisi ultérieurement, l�équation (4:2:5) devient

utt = D4ut � O:((ut + 
)A (u) e�
t�uOu);

où

A(u) =
�0e

�


1 + �e�
e�
t�u
+ ���1�e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u);

qui est exactement la formulation du problème (4:2:1). (On remarquera que dans la

nouvelle formulation, l�inconnue devient u = ln(c)� 
(t+ 1)).

En intégrant la première équation de (4:1:1). On véri�e comme dans le chapitre précédent

que la masse totale est conservée c�est à dire
R


ndx = kn0kL1(
) On va choisir 
 de telle

sorte que
d

dt

R


utdx = 0:

On a

d

dt

Z



utdx =

Z



D4ut + O:((ut + 
)A (u) e�
t�uOu)dx

=

Z
@


DOut:� + (ut + 
)A (u) e�
t�uOu:�d�

= 0;

72



4.2. Modi�cation du problème

donc, d�après (4:2:3) et la conservation de la masseZ



utdx =

Z



h1 (x) dx

= �

Z



ndx�
Z




dx

= �kn0kL1(
) � 
 j
j

donc il su¢ t de choisir


 =
�

j
jkn0kL
1(
); (4.2.7)

Remarque 4.2.1 Récapitulons maintenant le changement de variable qui transforme (4:1:1)

à (4:2:1) :

Grâce à (4:2:3) et (4:2:6)

n(t; x) = ���1 t (t; x) = ��1
 + ��1ut; (4.2.8)

c (t; x) = e (t;x) = e�
(t+1)�u; (4.2.9)

de (4:2:4) et (4:2:6)

f (t; x) = k��1 + e��
�1�(
(t+1)+u)c0 (x)

���1� �f (x; 0)� k��1
�
: (4.2.10)

Si on ajoute la condition sur les données initiales c0 (x)
���1� �f (x; 0)� k��1

�
= 1;

(4:2:10) devient

f (t; x) = k��1 + e��
�1�(
(t+1)+u): (4.2.11)

De même que (3:1:1) ; on a conservation de la masse pour n; compte tenu de (4:2:8) ; il

est légitime d�imposer des conditions pour que la masse soit conservée pour ut.
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4.2. Modi�cation du problème

Dé�nition 4.2.1 Soient f�igi�0 ; la suite dénombrable des valeurs propres de �4 avec

condition de Neumann homogène , et 'j = 'j(x) les fonctions propres associées, : �0

= 0 < �1 � �2 � ::: ! +1: telles que
�
'j
�
j�0 soit une base hilbertiene dans L

2(
); et�
'j(x)

	
j�0 orthogonale dans H

1(
):

On note

V s (
) =

(
+1P
j=1

fj'j : fj 2 R; kuk2V s(
) =
+1P
j=1

�2sj f
2
j < +1

)
:

Lemme 4.2.1 Pour � 2 V s (
), on a 8s � 0 : V s (
) � H2s (
) :

De plus, dans l�ensemble
�
� 2 V s (
) ;

R



�dx = 0

�
; les nomes k:kV s(
) et k:kH2s(
) son

équivalentes.

Preuve : Soit � 2 V s (
) ; alors il existe ffjgj�1 tel que � =
+1P
j=1

fj'j.

Il existe c > 0 tel que

k�k2H2s(
) = k
+1P
j=1

fj'jk2H2s(
)

�
+1P
j=1

(ckfj4s'jk2 + kfj'jk2)

�
+1P
j=1

(cf 2j k4s'jk2 + f 2j k'jk2);

comme 4s'j = �sj'j, on a

k�k2H2s(
) =
+1P
j=1

(c�2sj :f
2
j + f 2j )

�
+1P
j=1

(c�2sj :f
2
j +

�2sj

�2s1
f 2j )

�
+1P
j=1

�
c+

1

�2s1

�
�2sj :f

2
j :

�
�
c+

1

�2s1

�
k�k2V s(
),
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4.2. Modi�cation du problème

si
R



�dx = 0, on a l�équivalence de k�kH2s(
)et k4s�k.

Or k4s�k =
+1P
j=1

�2sj f
2
j = k�kV s(
); donc on peut conclure directement l�équivalence de

k:kH2s(
)et k:kV s(
) dans ce cas.

Notation 4.2.1 On note :

E [u] = kutk2 + 
k
p
A (u) e�
t�u5 uk2;

et

E2 [u] = k 4 utk2 + 
k
p
A (u) e�
t�u54uk2:
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4.3. Estimations d�énergie.

4.3 Estimations d�énergie.

On suppose que

kutkL2(0;+1;H2(
)) � N; et supess
0�t�T

kutkH2(
) (t) � L; (4.3.1)

soit

k = max fC
 ; 1g ;

où C
 la constante (depend de 
) dé�nie dans (1:2:3) ; et

c1 = max
n
ke���1�ukH2(
) (0) ; ke�

�1�ukH2(
) (0) ; ke�ukH2(
) (0) ; keukH2(
) (0) ; 1
o
;

c2 = max
�
k��1�N ; 1

	
;

on note (4:3:2) la condition suivante


 � 
�; (4.3.2)

où 
� une constante depend de ku0kH2(
); N et L;


� donnée comme suivant :


� = max

8>>><>>>:
20c22 ;

4c21
��1��1 ; ln(

5ek10c021 c
18
1 (�0+�(��1�)

2
)2(1+�)2

D�0
) ;

1
��1��1 ln(

54ek10c021 c
18
1 (�0+�(��1�)

2
)2(1+�)2

D�0
) ; 2kL+ 1

9>>>=>>>; :

On verra plus tard que si ut satisfait (4:3:1) ; et 
 satisfait (4:3:2) ; alors

N2 +DL2 � k4 utk2 (0) + 2:

Lemme 4.3.1 Si ut satisfait (4:3:1) ; alors

ke�ukH2(
) � c1e
c2
p
t: (4.3.3)

Preuve : On a

d

dt
ke�uk2H2(
) (t) � 2kkutkH2(
)ke�uk2H2(
) (t) ;

76



4.3. Estimations d�énergie.

donc d�après l�inégalité de Gronwall

ke�ukH2(
) (t) � ke�ukH2(
) (0) exp(k

Z t

0

kutkH2(
) (t
0) dt0);

et en appliquant l�inégalité de H
..
older

ke�ukH2(
) (t) � ke�ukH2(
) (0) exp(k
p
t

sZ t

0

kutk2H2(
) (t
0) dt0);

cela implique

ke�ukH2(
) (t) � c1e
c2
p
t:

Lemme 4.3.2 Si kutkL2(0;+1;H3(
)) � N; alors il éxiste c01 > 0 dépendant de ku0kH3(
) tel

que

ke�ukH3(
) � c01e
c2
p
t: (4.3.4)

Preuve : On a

d

dt
ke�uk2H3(
) (t) � 2kkutkH3(
)ke�uk2H3(
) (t) ;

d�après l�inégalité de Gronwall

ke�ukH3(
) (t) � ke�ukH3(
) (0) exp(k

Z t

0

kutkH3(
) (t
0) dt0); (4.3.5)

et en appliquant l�inégalité de H
..
older

ke�ukH3(
) (t) � ke�ukH3(
) (0) exp(k
p
t

sZ t

0

kutk2H3(
) (t
0) dt0);

si on pose

c
0

1 = max
n
ke���1�ukH3(
) (0) ; ke�

�1�ukH3(
) (0) ; ke�ukH3(
) (0) ; keukH3(
) (0) ; 1
o
;

cela implique

ke�ukH3(
) (t) � c01e
c2
p
t:
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4.3. Estimations d�énergie.

Remarque 4.3.1 D�après (1:1:7) ; la constante c01 dépend de ku0kH3(
) :

Lemme 4.3.3 Si ut 2 L2(0;+1;H2 (
)); alors

ke�ukH2(
) �
ec2

p
t

c1
: (4.3.6)

Preuve : On a

d

dt
ke�uk2H2(
) (t) = 2(�ute�u; e�u)H2(
)

� �2kkutkH2(
)ke�uk2H2(
) (t) ;

alors

ke�ukH2(
) (t) � ke�ukH2(
) (0) exp(�k
Z t

0

kutkH2(
) (t
0) dt0);

en appliquant l�inégalité de H
..
older

ke�ukH2(
) (t) � ke�ukH2(
) (0) exp(�k
p
t

sZ t

0

kutk2H2(
) (t
0) dt0);

cela implique

ke�ukH2(
) �
ec2

p
t

c1
:

Lemme 4.3.4 Si ut satisfait (4:3:1) ; pour p:p x 2 
; on a

A(u)e�
t�u � �0
c1k(1 + �)2

e�
e�
t�c2
p
t: (4.3.7)

Preuve : D�après (4:2:2)

e�
t�uA(u) =
�0e

�
e�
t�u

1 + �e�
e�
t�u
+ ���1�e��

�1�
e��
�1�(
t+u);

on a

���1�e��
�1�
e��

�1�(
t+u) > 0;

donc

e�
t�uA(u) >
�0e

�
e�
t�u

1 + �e�
e�
t�u
;

78



4.3. Estimations d�énergie.

mais

eu � keukL1(
);8t � 0; x 2 
 p:p;

d�après (4:3:3) ; on a

1 + �e
ke�
t�ukL1(
) � 1 + �ke
ke�
t�ukH2(
)

� c1k(1 + �)
2ec2

p
t;

donc d�après (4:3:6) ; on a

�0e
�
e�
t�u

1 + �e�
e�
t�u
� �0
c1k(1 + �)2

e�
e�
t�2c2
p
t:

Lemme 4.3.5 Si ut satisfait (4:3:1) ; on a

k1 +Du+D2uk (t) � kc21e
2c2

p
t; et kD3uk (t) � kc01c1e

2c2
p
t : (4.3.8)

Preuve : On a d�après (1:2:3) ; (1:2:4)

kD2u+Du+ 1k (t) � keue�u(D2u+Du+ 1)k

� keukL1(
)ke�ukH2(
)

� kkeukH2(
)ke�ukH2(
)

d�après (4:3:3)

kD2u+Du+ 1k (t) � kc21e
2c2

p
t;

de même que précident,

kD3uk (t) � keue�uD3uk

� keukL1(
)ke�ukH3(
)

� kkeukH2(
)ke�ukH3(
)
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4.3. Estimations d�énergie.

d�après (4:3:4), (??)

kD3uk (t) � kc01c1e
2c2

p
t;

Lemme 4.3.6 Si ut satisfait (4:3:1) ;on a

ke�
t�uA(u)kH2(
) � (�0e�
 + ���1�e��
�1�
)k2c31e

�
t+3c2
p
t : (4.3.9)

Preuve : D�aprés (4:2:2)

kA(u)kH2(
) = k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
+ ���1�e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u)kH2(
)

� k �0e
�


�+ e�
e�
t�u
kH2(
) + ���1�e��

�1�
ke�(��1��1)(
t+u)kH2(
);

d�aprés (4:3:3) ; on a

ke�(��1��1)ukH2(
) � kke���1�ukH2(
)keukH2(
) (4.3.10)

� kc21e
2c2

p
t

d�autre part

k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
kH2(
)

� k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
k+ kD( �0e

�


1 + �e�
e�
t�u
)k+ kD2(

�0e
�


1 + �e�
e�
t�u
)k

� k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
k+ k�0e

�
�e�
e�
t�u(D2u+ 2Du)

(1 + �e�
e�
t�u)2
k+ k�0e

�
(�e�
e�
t�uDu)2

(1 + �e�
e�
t�u)3
)k

� k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
k+ k�0e

�
(D2u+ 2Du)

1 + �e�
e�
t�u
k+ k �0e

�
(Du)2

1 + �e�
e�
t�u
k

en appliquant l�inégalité de H
..
older

k �0e
�


1 + �e�
e�
t�u
kH2(
) � k

�0e
�


1 + �e�
e�
t�u
kL1(
)2k1 +Du+D2uk;
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4.3. Estimations d�énergie.

et d�aprés (4:3:8) ; (??), on a

kA(u)kH2(
) � �0e
�
c21e

2c2
p
t + ���1�kc21e

���1�
e�(�
�1��1)
t+2c2

p
t;

donc d�aprés (4:3:3), on a

ke�
t�uA(u)kH2(
) � kke�
t�ukH2(
)kA(u)kH2(
)

� (�0e
�
 + ���1�e��

�1�
)k2c31e
�
t+3c2

p
t:

Lemme 4.3.7 Si ut satisfait (4:3:1) et 
 satisfait (4:3:2), on a

k@tA(u)A�1(u)kL1(
) �
1

8
kutkL1(
) +

1

8
: (4.3.11)

Preuve : D�après (4:2:2)

A(u) =
�0e

�


1 + �e�
e�
t�u
+ ���1�e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u)

donc

@tA(u) = (
 + ut)

�
�0�e

�2
e�
t�u

(1 + �e�
e�
t�u)2
� ���1�


�
��1� � 1

�
e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u)

�
alors

k@tA(u)kL1(
) = k (
 + ut)

�
�0�e

�2
e�
t�u

(1 + �e�
e�
t�u)2
� ���1�


�
��1� � 1

�
e��

�1�
e�(�
�1��1)(
t+u)

�
kL1(
)

� k
 + utkL1(
)(�0�e�2
ke�
t�ukL1(
)+ ���1�
�
��1� � 1

�

e��

�1�
ke�(��1��1)(
t+u)kL1(
));

mais ��1� � 1 > 0; donc pour 
 � 0 on a


e�
1
2
(��1��1)
 � 4

e (��1� � 1) ;

et comme 
 � Rn, n � 3; d�aprés l�injection de sobolev (1:2:3) ; on a H2(
) � L1(
);
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4.3. Estimations d�énergie.

donc

k@tA(u)kL1(
) � 2k(kutkL1(
)+
)(�0e�2
ke�
t�ukH2(
)+��
�1�e�

1
2
(��1�+1)
ke�(��1��1)(
t�u)kH2(
));

(4.3.12)

et d�après (4:3:8) pour p:p x 2 
; on a

A(u) � �0e
�


1 + �e�
e�
tke�ukL1(
)

� �0e
�


1 + �c1ke�
e�
t+c2
p
t

� �0e
�


1 + �c1ke�

;

donc

A�1(u) � 1 + �c1k

�0
e
; (4.3.13)

d�après (4:3:10) ; (4:3:12) et (4:3:13) on peut concleure que

kA�1(u)@tA(u)kL1(
) � kA�1(u)kL1(
)k@tA(u)kL1(
)

� 1 + �c1
�0

(kutkL1(
) + 1)

:2k2(��0e
�
ke�
t�ukH2(
) + ���1�e�

1
2
(��1��1)
ke�(��1��1)(
t+u)kH2(
));

donc d�après (4:3:3) ; (4:3:11) 8t > 0; on a

k@tA(u)A�1(u)kL1(
)

� (1 + �)2

�0
(kutkL1(
) + 1)k2c21(�0e�
e�
t+2c2

p
t + ���1�e�

1
2
(��1��1)
e�(�

�1��1)
t+2c2
p
t);

si 
 satisfait (4:3:2), on a

k@tA(u)A�1(u)kL1(
) �
1

8
kutkL1(
) +

1

8
:
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4.3. Estimations d�énergie.

Proposition 4.3.1 Si ut satisfait (4:3:1), et 
 satisfait (4:3:2), alors

supess
t�0

E [u] (t) +

Z t

0

DkOutk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2ds � E [u] (0) : (4.3.14)

Preuve : En multipliant Pu(u) par ut et en integrant sur 


@tkutk2 = 2 (utt; ut) = �2DkOut k2 � 2
Z



(ut + 
)A (u) e�
t�uOuOutdx (4.3.15)

et comme

@tk
p
A(u)e�
t�u5 uk2 = �
(A (u) e�
t�uOu;Ou) + ((A (u)t � utA (u))e

�
t�uOu;Ou)

+2(A (u) e�
t�uOu;Out);

donc (4:3:15) devient

@t

�
kutk2 + k

p
A(u)e�
t�u5 uk2

�
+ 2DkOutk2 + 
2k

p
A(u)e�
t�u5 uk2(4.3.16)

= �2(utA (u) e�
t�uOu;Out) + 
((A (u)t � utA (u))e
�
t�uOu;Ou)

en utilisant l�inégalité de Young et celle de H
..
older, et d�aprés (4:3:4) ; (4:3:9) et (4:3:11),

on a

2 j (utA (u) e�
t�uOu;Out) j

� 2 kutkL1(
)kA(u)e�
t�uk
1
2

L1(
)kOutkk
p
A(u)e�
t�u5 uk

� D

2
kOutk2 +

kutk2L1(
)kA(u)e�
t�ukL1(
)
D

k
p
A(u)e�
t�u5 uk2

� D

2
kOutk2 + L(�0+��

�1�)k2c1e�


D
e�
t+c2

p
tk
p
A(u)e�
t�u5 uk2;

si 
 satisfait (4:3:2), on a

2 j (utA (u) e�
t�uOu;Out) j�
D

2
kOutk2 +


2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2;
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4.3. Estimations d�énergie.

en utilisant l�inégalité de H
..
older, d�aprés (??) ; et pour 
 satisfait (4:3:2), on a


 j ((A (u)t � utA (u))e
�
t�uOu;Ou) j

� 
(kA (u)tA (u)
�1 kL1(
) + kutkL1(
))k

p
A(u)e�
t�u5 uk2

� 

�
2kutkL1(
) + 1

�
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2

� 
2

4
k
p
A(u)e�
t�uOuk2;

alors (4:3:16) devient

@tE [u] (t) + 2Dk 5 u2tk+ 
2k
p
A(u)e�
t�u5 uk2

� DkOutk2 +

2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2 + 
2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2:

donc

@tE [u] (t) +Dk 5 utk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2 � 0: (4.3.17)

puis en intégrant (4:3:17) par rapport a t; on trouve

E [u] (t) +

Z t

0

(Dk 5 utk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2)ds � E [u] (0) :

Proposition 4.3.2 Si ut satisfait (4:3:1), et 
 satisfait (4:3:2), alors 9c3 > 0 tel que

supess
t�0

E2 [u] (t) +

Z t

0

Dk54utk2+

2

2
k
p
A(u)e�
t�u54uk2ds � E2 [u] (0) + c3: (4.3.18)

Preuve : On va calculer 4Pu(u), on a

0 = 4Pu(u) = 4utt � O:((ut + 
)A (u) e�
t�uO4 u)�44 ut +R (u) ;

où

R (u) = O
�
4((ut + 
)A (u) e�
t�u)Ou+5:((ut + 
)A (u) e�
t�u)4 u

�
;
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4.3. Estimations d�énergie.

on note v = 4u, alors par multiplication de 4Pu(u) par vt; et integration sur 


@tE [v] (t) +Dk 5 vtk2 + 
2k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 (4.3.19)

= �2(utA (u) e�
t�uOv;5vt) + 
((A (u)t � utA (u))e
�
t�uOv;Ov) + 2 (R (u) ; vt) ;

d�aprés (4:3:4) ; (4:3:9) et (4:3:11) ;avec (R (u) ; vt) est borné si 
 satisfait (4:3:2), car

(R (u) ; vt)

soit de la forme

(@�1ut@
�2A (u) @�3e�
t�u@�4Ou;5vt);

tel que
4X
i=1

j �i j= 2; et j �4 j� 1;

si non

(@�5A (u) @�6e�
t�u@�7Ou;5vt);

tel que
7X
i=5

j �i j= 2; et j �7 j� 1;

On montre que

(@�1ut@
�2A (u) @�3e�
t�u@�4Ou;5vt) � e�2
t+2c2

p
t +

D

2
kOvtk; (4.3.20)

d�aprés (1:2:5) ; (4:3:1) ; (4:3:3) ; (4:3:4) ; (4:3:9) ; et pour 
 satisfait (4:3:2), on a

j (@�1ut@
�2A (u) @�3e�
t�u@�4Ou;5vt) j

� kkutkH2(
)kA(u)kH2(
)ke�
t�ukH2(
)kOukH2(
)kOvtk:

� (�0 + ���1�)k2c
04
1 c

6
1e
�
e�
t+3c2

p
tkOvtk2

� D

2
kOvtk2
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4.3. Estimations d�énergie.

maintenant on montre que

( @�5A (u) @�6e�
t�u@�7Ou;5vt) � e�2
t+6c2
p
t +

D

2
kOvtk2; (4.3.21)

d�aprés (1:2:5) ; (4:3:1) ; (4:3:3) ; (4:3:4) ; (4:3:9) ; et pour 
 satisfait (4:3:2), on a

j ( @�5A (u) @�6e�
t�u@�7Ou;5vt) j

� kkA(u)kH2(
)ke�
t�ukH2(
)kOukH2(
)kOvtk

� (�0+��
�1�)2k2c

04
1 c

6
1e
�2


2D
e�2
t+6c2

p
t +

D

2
kOvtk2

� e�2
t+6c
p
t +

D

2
kOvtk2;

on va montrer maintenant que

2 j (utA (u) e�
t�uOv;Ovt) j�
D

2
kOvtk2 +


2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2; (4.3.22)

en utilisant l�inégalité de Young et celle de H
..
older, et d�aprés (43) ; (45) et (48) ; et pour 


satisfait (4:3:2), on a

2
��(utA (u) e�
t�uOv;Ovt)��

� 2 kutkL1(
)kA(u)e�
t�uk
1
2

L1(
)kOvtkk
p
A(u)e�
t�u5 vk

� D

2
kOvtk2 +

kutk2L1(
)kA(u)e�
t�ukL1(
)
D

k
p
A(u)e�
t�u5 vk2

� D

2
kOvtk2 +


2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2;

il reste à montrer que



��((A (u)t � utA (u))e

�
t�uOv;Ov)
�� � 
2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2; (4.3.23)
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4.3. Estimations d�énergie.

d�aprés l�inégalité de H
..
older, et d�aprés (??) ; (4:3:1), pour 
 satisfait (4:3:2), on a



��((A (u)t � utA (u))e

�
t�uOv;Ov)
��

� 
(kA (u)�1A (u)t kL1(
) + kutkL1(
))k
p
A(u)e�
t�u5 vk2

� 
2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2;

on remplace les inégalités (4:3:20) ; (4:3:21) ; (4:3:22) ; (4:3:23) dans (4:3:19) ; qui devient :

@tE [v] (t) + 2Dk 5 v2t k+ 
2k
p
A(u)e�
t�u5 vk2

� D

2
kOvtk2L2(
) +


2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2

+

2

4
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 + e�2
t+2c2

p
t +

D

2
kOvtk2L2(
);

donc on a

@tE [v] (t) +Dk 5 v2t k+

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 � e�2
t+6c2

p
t;

si 
 satisfait (4:3:2), 9c3 > 0 tel queZ t

0

e�2
s+6c
p
sds � c3; pour t � 0: (4.3.24)

En e¤et

Premièr cas : si t � 1Z t

0

e�2
s+6c2
p
sds =

Z 1

0

e�2
s+6c2
p
sds +

Z t

1

e�2
s+6c2
p
sds ;

Z t

1

e�2
s+6c2
p
sds �

Z t

1

e�2
s+6c2sds =
�1

2
 � 6c2
e�2
t+6c2t +

1

2
 � 6c2
e�2
+6c2 ;

et comme 
 satisfait (4:3:2), on aZ 1

0

e�2
s+6c2
p
sds +

1

2
 � 6c2
e�2
+6c2 = c3 � 1:
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

Deuxième cas : si 0 < t � 1Z t

0

ce�2
s+6c2
p
sds �

Z 1

0

ce�2
s+6c2
p
sds

� c3;

puis en intégrant par rapport a t, on trouve

E [v] (t)� E [v] (0) +

Z t

0

Dk 5 vtk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2ds � c3;

d�où

supess
t�0

E2 [u] (t) +

Z t

0

Dk 54utk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u54uk2ds � E2 [u] (0) + c3:

Remarque importante : d�aprés ces deux lemmes, on a

k 4 utk2 +D

Z t

0

k 54utk2 � E2 [u] (0) + c3;

si 
 satisfait (4:3:2), on peut prendre

N2 +DL2 � k4 utk2 (0) + 
k
p
A(u)e�u54uk2 (0) + c3

� k4 utk2 (0) + 
kA(u)e�ukL1(
) (0) k 54uk2 (0) + c3

� k4 utk2 (0) + 
e�
(�0 + ���1�)kc41c
02
1 + c3

donc si 
 satisfait (4:3:2), on a

N2 +DL2 � k4 utk2 (0) + 2: (4.3.25)

4.4 Existence globale pour le problème hyperbolique

Théorème 4.4.1 (h0 (x) ; h1 (x)) 2 V
3
2 (
)� V 1 (
) ; si 
 satisfait (4:3:2),

alors le systéme (4:2:1) admet une seule solution
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

u(t; x) 2
1
\
k=0

Ck(0;+1;H3�k (
)):

Preuve : Le probléme approché :

Pour preuver ce théorème on utilise l�approximation de Galerkin avec résultat d�estima

-tion d�energie.

On va construire une solution de certain approximation de demention �nie et aprés on

passe à la limite, il s�appelle méthode de Galerkin.

on pricise la fonction 'k donné dans la dé�nition 7:3:1

'k = 'k(x)(k = 1; 2; :::);

on va de�nir Qi pour teut j 2 N, la projection sur Xi = h'j ; j = 1; 2; :::; ii, dé�nie par :

Qiu (t) =

jX
k=1

dk0 (t)'k; Qiut (t) =

jX
k=1

dk1 (t)'k ,

et les coe¢ cients dk0 (t) ; de�nie par : d
k
0 (t) = (u(t); 'k) et d

k
1 (t) = (ut(t); 'k) ; (0 � t � T; k = 1; :::; j) :

on construit le probléme approché suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

QiPui�1 [u
i] = uitt �D4uit � O:((uit + 
)A (ui�1) e�
t�u

i�1Oui) = 0 dans 
� [0;+1[

tq @�u
i = 0 sur @
� [0;+1[

ui (x; 0) = Qih0 (x) ; u
i
t (x; 0) = Qih1 (x) dans 
:

(}i)

On prend u0 = 0

Avec

Ei
2 [u] = k 4 utk2 + 
k

q
A (ui�1) e�
t�ui�1 54uk2

k 54Qih0 (x) k2 + k 4Qih1 (x) k2 � �

où

� = kh0 (x) k2
V
3
2 (
)

+ kh1 (x) k2V 1(
):
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

En e¤et

k 54Qih0 (x) k2 + k 4Qih1 (x) k2 � kQih0 (x) k2H3(
) + kQih1 (x) k2H2(
)

� kh0 (x) k2
V
3
2 (
)

+ kh1 (x) k2V 1(
) = �:

passage à la limite :

On établit la convergence de fuigi, pour cela on pose wi = ui� ui�1 2 Xi,

on remarque que 8i � 0; on a

5wi = 54 wi = 0 sur @
;

et R


witdx = d0kj (t)

R


'i(x)dx = 0;

donc

kwik � kkOwik � k2k4wik: (4.4.1)

On a

4QiPui�1
�
ui
�
= 4uitt �D44 uit � O:((uit + 
)A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4 ui) +R
�
ui
�
= 0;

où

R
�
ui
�
= 4

h
O((uit + 
)A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
)Oui

i
;

on multiplieQiPui�1 [u
i]�QiPui�2 [u

i�1] par4wit et on intégre sur 
, on a�
4witt;4wit

�
= �((uit + 
)A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui;O4wit)

+((ui�1t + 
)A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�1;O4wit)

�DkOwitk2 + 2
�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�
;

où�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�
= (5:((uit+
)A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1Oui�(ui�1t +
)A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2Oui�1);O4wit)
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

alors on deduit

@tE
i
�
4wi

�
(t) + 2DkO4witk2 + 
2(A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi) (4.4.2)

= �
(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
O4ui;O4wit)

�(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit)

+
(e�
t
h
A
�
ui�1

�
e�u

i�1
i
t
O4wi;O4wi) + 2

�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�
;

où

Ei
�
4wi

�
= k4witk2 + 
2(A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi);

on va montrer que


(e�
t
h
A
�
ui�1

�
e�u

i�1
i
t
O4wi;O4wi) � 
2

2
(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi) (4.4.3)

d�après (??) ; (4:3:1) ; et pour 
 satisfait (4:3:2), on a


(e�
t
h
A
�
ui�1

�
e�u

i�1
i
t
O4wi;O4wi)

� 
(kAt
�
ui�1

�
A�1

�
ui�1

�
kL1(
) + kui�1t kL1(
))(A

�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi)

� 
(kui�1t kL1(
) + 1)(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi)

� 
2

2
(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi)
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

on remplace (4:4:3) dans (4:4:2) ; qui devient

@tE
i
�
4wi

�
(t) + 2DkO4witk2 +


2

2
(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi) (4.4.4)

� �
(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
O4ui�1;O4wit)

�(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit)

+2
�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�
;

d�après (4:3:8) on a la minoration suivante


2
�0

c1k(1 + �)2
e�
e�
t�2c2

p
tkO4wik2 � 
2

2
(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4wi;O4wi); (4.4.5)

pour la deuxiéme mémbre on a la majoration suivante

�
(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
O4ui�1;O4wit) (4.4.6)

�(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit)

+2
�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�

� 3k9c01c
8
1e
�
t+8c1

p
tec

0
1

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)

:
�


�
kO4wi�1k+ kO4wik

	
+ k4witk

�
kO4witk;
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en e¤et, on montre que

�
(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
O4ui;O4wit) (4.4.7)

� 3k4c01c
6
1e
�
t+6c1

p
tec

0
1

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
) 

�
kO4wi�1k

	
kO4witk;

on a

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kL1(
) � (�0e
�
k e�
t�u

i�1 � e�
t�u
i�2

(1 + �e�
e�
t�ui�1)(1 + �e�
e�
t�ui�2)
kL1(
)

+���1�e��
�1�
ke���1�(
t+ui�1) � e��

�1�(
t+ui�2)kL1(
))


 � Rn, n � 3; d�aprés l�injection de sobolev (1:2:3) ; on a H2(
) � L1(
), donc

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kL1(
)

� (k�0e
�
e�
tke�ui�1 � e�u

i�2kH2(
)

+�k��1�e��
�1�
e��

�1�
tke���1�ui�1 � e��
�1�ui�2kH2(
));

d�après (4:4:1) ; (1:1:1)

ke�ui�1 � e�u
i�2k2H2(
) = k

R 1
0
e��u

i�2�(1��)ui�1d�kH3(
)kui�2 � ui�1kH3(
)

�
R 1
0
ke��ui�2�(1��)ui�1kH3(
)d�kui�2 � ui�1kH3(
)

� k3kO4(ui�2 � ui�1)k(1 + k4ui�2k+ k4ui�1k)keui�2�ui�1kL1(
);

d�aprés (4:3:4)

keui�2�ui�1kL1(
) � kke�ui�1kH2(
)keu
i�2kH2(
)

� kc21e
2c2

p
t;
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

donc

keui�2�ui�1kL1(
) � kc21e
2c2

p
t;

d�après (4:4:1) ; (1:1:1)

ke�ui�1 � e�u
i�2kH2(
) � 3k4c41e4c2

p
tkO4(ui�2 � ui�1)k;

de même

ke���1�(
t+ui�1) � e��
�1�(
t+ui�2)kH2(
) � 3k4c41(��1�)2e4c2

p
tkO4(ui�2 � ui�1)k;

donc

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kL1(
)

� 3k4c51e
�
t+5c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)kO4(ui�2 � ui�1)k;

alors, on a

�
(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
O4ui;O4wit)

� 
 kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kL1(
)kO4uikkO4witk

� 3k4c01c
6
1e
�
t+6c2

p
tec

0
2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
) 

�
kO4wi�1k

	
kO4witk;

et maintenant on va monterer que

(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit) (4.4.8)

� 4k5c01c
6
1e
�
t+5c2

p
tec

0
2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)(k4witk+ LkO4wi�1k)kO4witk;

on a

(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit)

= (A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1
�
uit � ui�1t

�
;O4wit)

+(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2
i
ui�1t ;O4wit)
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

d�aprés l�inégalité de H
..
older et comme 
 � Rn; n < 4; avec l�injection de sobolev (1:2:3) ;

on a H2(
) � L1(
);

et d�aprés (4:3:9) et (4:3:11) ; 8i � 0 on a

(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1
�
uit � ui�1t

�
;O4wit)

� kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1kL1(
)kO4ui�1kkwitkL1(
)kO4witk

� k4c01c
4
1e
�
t+5c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)k4witkkO4witk

en appliquant l�inégalité de H
..
older, on a

(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2
i
ui�1t ;O4wit)

� kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2kkui�1t kL1(
)kO4witk

de même d�aprés l�inégalité de H
..
older, on a

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2k

� kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1kL1(
)kO4ui�1 � O4ui�2k

+kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kL1(
)kO4ui�2k

d�aprés (4:3:4) ; (??)

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2k

� 4k4c01c
6
1e
�
t+6c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)kO4wi�1k;

donc

(
h
A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1O4ui�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2O4ui�2
i
ui�1t ;O4wit)

� 4k5c01c
6
1e
�
t+6c2

p
tL(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)kO4wi�1kkO4witk;
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alors, si 
 satisfait (4:3:2)

(A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1
uitO4ui�1 � A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
ui�1t O4ui�2;O4wit)

� 4k5c01c
6
1e
�
t+6c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)(k4witk+ LkO4wi�1k)kO4witk;

et maintenant on va montrer que

�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�
(4.4.9)

� 3k9c81e
�
t+8c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)
�
(2L+ 
)(kO4wi�1k+ kO4wik) + k4witk

�
kO4witk

de même que précédent, on a

5:((uit + 
)A
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1Oui � (ui�1t + 
)A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2Oui�1)

= 5(5[uitA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � ui�1t A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
]:Oui)

+5 (5
h
(ui�1t + 
)A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
:[Oui � Oui�1])

d�aprés l�inégalité de H
..
older et comme 
 � Rn, n � 3; avec l�injection de sobolev (1:2:3) ;

on a H2(
) � L1(
); et d�aprés (4:3:9) et (4:3:11) ; 8i � 0 on a

k 5 (5
h
(ui�1t + 
)A

�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
i
:[Oui � Oui�1])k

� k3k(ui�1t + 
)A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)kO4wik

� k4(kkui�1t kH2(
) + 
)kA
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)kO4wik

� c31k
5e�
t+3c2

p
t(L+ 
)

�
�0e

�
 + ���1�e��
�1�


�
kO4wik;
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d�aprés (1:2:5) ; (1:1:1) on a

k 5 (5[uitA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � ui�1t A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
]:Oui)k

= k 5 (5[uitA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � ui�1t A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
]:O
�
ui � ui

��
@


�
)k

� k2kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)kuitkH2(
)k4uik

+k2kuit � ui�1t kH2(
)kA
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)k4uik;

d�après (4:4:1) ; (1:1:1) ; 8i � 0 on a

kA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)

� �0e
�
e�
tk e�u

i�1 � e�u
i�2

(1 + �e�
t�ui�1)(1 + �e�
t�ui�2)
kH2(
) + ���1�e��

�1�
e�
tke���1�ui�1 � e��
�1�ui�2kH2(
)

� k2�0e
�
e�
tke�ui�1 � e�u

i�2kH2(
)k
1

(1 + �e�
t�ui�2)(1+�e�
t�u
i�1 )

kH2(
)

+���1�e��
�1�
e�
tke���1�ui�1 � e��

�1�ui�2kH2(
)

� 3k6c61e
�
t+6c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)kO4(ui�2 � ui�1)k;

donc

k 5 (5[uitA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � ui�1t A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
]:Oui)k

� 3k9c81e
�
t+8c2

p
tL(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)kO4(ui�2 � ui�1)k

+k2k4(uit � ui�1t )kkA
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2kH2(
)k4uik
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d�après (4:3:9) et (4:3:11) ; on a

k 5 (5[uitA
�
ui�1

�
e�
t�u

i�1 � ui�1t A
�
ui�2

�
e�
t�u

i�2
]:Oui)k

� 3k9c81e
�
t+8c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)(k4witk+ LkO4wi�1k);

donc

2
�
R
�
ui
�
�R

�
ui�1

�
;4wit

�

� 6k9c81e
�
t+8c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)
�
(2L+ 
)(kO4wi�1k+ kO4wik) + k4witk

�
kO4witk:

Donc d�aprés (4:4:7) ; (4:4:8) ; (4:4:9) ; on obtient (4:4:6) ;

On remplace les inégalités (4:4:5) ; (4:4:6) dans (4:4:4) ; on a

@tE
i
�
4wi

�
(t) + 2DkO4witk2 + 
2

�0
c1k(1 + �)2

e�
e�
t�2c2
p
tkO4wik2

� 6k9c01c
8
1e
�
t+9c2

p
t(�0e

�
 + �
�
��1�

�2
e��

�1�
)
�


�
kO4wi�1k+ kO4wik

	
+ k4witk

�
kO4witk

� DkO4witk2 +
27k9c021 c

16
1 (�0 + � (��1�)

2
)2e�2
e�2
t+18c2

p
t

D

�

2kO4wi�1k2 + 
2kO4wik2 + k4witk2

	
;

si 
 satisfait (4:3:2), on a

27k9c01c
8
1(�0 + � (��1�)

2
)2e�2
e�2
t+18c2

p
t

D
� 27k9c01c

8
1(�0 + � (��1�)

2
)2e�2


D
e�2
t+18c2

p
t

� 27k9c01c
8
1(�0 + � (��1�)

2
)2e�


D
e�
e�
t+16c2

p
te�
t�2c2

p
t

� �0
2c1k(1 + �)2

e�
e�
t�2c2
p
t;

si 
 satisfait (4:3:2), 9c4 > 0 tel que

@tE
i
�
4wi

�
(t) +DkO4witk2 + 
2c4e

�
e�
t�c2
p
t
�
kO4wik2 � kO4wi�1k2

	

� c4e
�2
t+6c2

p
tEi
�
4wi

�
(t) ;
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

d�après (1:4:5) ; on résoudre l�inégation di¤érentielle par rapport à t

Ei
�
4wi

�
(t) +D

Z t

0

e

R t
s
c4e�2
�+6c

p
�d�kO4witk2

+
2c4e
�
e�
t�c2

p
te

R t
s
c4e�2
�+6c

p
�d�
�
kO4wik2 � kO4wi�1k2

	
ds

� Ei
�
4wi

�
(0) ;

et pour 
 satisfait (4:3:2), alors d�après (4:3:24) 9D0 > 0 tel que

e�
R t
s
c4e�2
�+6c

p
�d� � e�

R t
0
c4e�2
�+6c

p
�d�

� e�c4c3

= D0;

donc

Ei
�
4wi

�
(t)+D0

Z t

0

kO4witk2+
2c4e�
e�
t�c2
p
te

R t
s
c4e�2
�+6c

p
�d�
�
kO4wik2 � kO4wi�1k2

	
ds

� Ei
�
4wi

�
(0) ;

pour t 2 [0; T ] ; et i = 1; 2; ::::
1X
i=1

�
sup
0�t�T

k4witk2 (t) +
Z T

0

kO4witk2ds
�

(4.4.10)

� k0
1X
i=1

�
k4wit (:; 0) k2 + kO4wi (:; 0) k2

	
<1;

on va montrer que la suite fuitgi est de cauchy
8pj tq pj+1 � pj � ::: � p0 = 0:

1X
j=1

Z T

0

kO4upj+1t � O4upjt k2ds �
1X
i=1

Z T

0

kO4witk2ds (4.4.11)
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4.4. Existence globale pour le problème hyperbolique

�
1X
i=1

�
sup
0�t�T

k4witk2 (t) +
Z T

0

kO4witk2ds
�

� k0
1X
i=1

�
k4wit (0; :) k2 + kO4wi (0; :) k2

	
;

de même que (4:4:11)

1X
j=1

sup
0�t�T

k4upj+1t �4upjt k2 �
1X
i=1

sup
0�t�T

k4witk2 (4.4.12)

�
1X
i=1

�
sup
0�t�T

k4witk2 (t) +
Z T

0

kO4witk2ds
�

� k0
1X
i=1

�
k4wit (0; :) k2 + kO4wi (0; :) k2

	
;

pour preuver que

1X
i=1

�
k4wit (:; 0) k2 + kO4wi (:; 0) k2

	
< +1; (4.4.13)

on a

k4wit (:; 0) k2 = k4uit (:; 0)�4ui�1t (:; 0) k2

= k (h1; 'i)4'ik2

= (h1; 'i)
2 �2i ;

alors

1X
i=1

k4wjt (:; 0) k2 =
1X
i=1

(h1; 'i)
2 �2i

= kh1k2V 1(
) < +1;
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le problème parabolique

et on a

kO4wi (:; 0) k2 = kO4ui (:; 0)� O4ui�1 (:; 0) k2

= k (h0; 'i)O4'ik2

= �3i (h0; 'i)
2 ;

donc

1X
i=1

kO4wi (:; 0) k2 =

1X
i=1

�3j
�
h0; 'j

�2
= kh0k2

V
3
2 (
)

< +1;

d�aprés la condition nécissaire de convrgence des séries, on a

8" > 0;9N0 � 0;8p; q tq p � q � N0; on a :

sup
0�t�T

k4upt �4uqtk2 +
Z T

0

kO4upt � O4uqtk2ds � ";

on a �nalement que la suite uit soit de cauchy, alors u
i
t converge dans L

2(0; T ;H3 (
))\
C(0; T ;H2 (
)); et comme T arbitraire,

on conclut que

ut 2 L2(0;+1;H3 (
)) \ C(0;+1;H2 (
)):

4.5 Existence globale et unicité de solution pour le

problème parabolique

Pour l�existence globale et unicité de la solution de (4:1:1) on a le théorème suivant.

Théorème 4.5.1 n0 2 H2 (
) ; 
 =
�

j
jkn0kL
1(
) satisfait (4:3:2) ; où c0; f0 2 H3 (
) ;

c0 (x) > 0 et c0 (x)
���1� �f0 (x)� k��1

�
= 1;
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le problème parabolique

et

c1 = max

8>>>><>>>>:
e�

�1�
kf0 (x)� k��1kH3(
) ; e
���1�
k 1

f0 (x)� k��1
kH3(
) ;

e
kc0 (x) kH3(
) ; e
�
kc0 (x)�1 kH3(
) ; 1

9>>>>=>>>>; ;

c2 = max
�
k��1�N ; 1

	
;

où

N2 +DL2 � k4 n0k2 + 2;

alors

(n; c; f) 2 C(0;1;H2 (
))� (C(0;1;H3 (
)))2:

Preuve : D�après (4:2:8) ; (4:2:9) ; (4:2:11)

n(t; x) = ��1
 + ��1ut;

c (t; x) = e�
(t+1)�u;

f (t; x) = k��1 + e��
�1�(
(t+1)+u);

si 
 satisfait (4:3:2), et comme

c1 = max
n
ke���1�ukH2(
) (0) ; ke�

�1�ukH2(
) (0) ; ke�ukH2(
) (0) ; keukH2(
) (0) ; 1
o
;

donc

c1 = max
n
ke���1�ukH2(
) (0) ; ke�

�1�ukH2(
) (0) ; ke�ukH2(
) (0) ; keukH2(
) (0) ; 1
o

= max

8>>><>>>:
e�

�1�
ke���1�u���1�
kH3(
) ; e
���1�
ke��1�u+��1�
kH3(
) ;

e
ke�
�ukH3(
) ; e
�
ke
+ukH3(
) ; 1

9>>>=>>>;

= max

8>>>><>>>>:
e�

�1�
kf0 (x)� k��1kH3(
) ; e
���1�
k 1

f0 (x)� k��1
kH3(
) ;

e
kc0 (x) kH3(
) ; e
�
kc0 (x)�1 kH3(
) ; 1

9>>>>=>>>>; ;
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4.5. Existence globale et unicité de solution pour le problème parabolique

d�après (4:3:25)

N2 +DL2 � k4 utk2 (0) + 2

= k 4 n0k2 (0) + 2;

donc si 
 satisfait (4:3:2), on a

n = ��1
 + ��1ut 2 C(0;+1;H2 (
));

en e¤et : on a n0 2 H2 (
) donc n0 � ��1
 2 H2 (
) ;

d�après (??) et le lemme (??) on a ; n0 � ��1
 = ��1ut (0) = ��1h1 2 V 1(
) :

Ce qui preuve si n0 2 H2(
) alors

n 2 C(0;+1;H2 (
)):

D�après (4:3:4) et comme ut 2 L2(0;+1;H3 (
)); on a : 8t � 0

ke��1�(�
(t+1)�u)kH3(
) � c
0

1e
�
��1�t+c2

p
t

et

ke�
(t+1)�ukH3(
) � c
0

1e
�
t+c2

p
t;

d�aprés (4:2:9) ; et (4:2:11) on a

kf(t; :)kH3(
) = k
k

�
+ e�

�1�(�
(t+1)�u)kH3(
); et kc(t; :)kH3(
) = ke�
(t+1)�ukH3(
)

alors 8t � 0

kf(t; :)kH3(
) = kk
�
+ e�

�1�(�
(t+1)�u)kH3(
)

� k

�
j
j+ c

0

1e
���1�
t+c2

p
t;

et 8t � 0

kc(t; :)kH3(
) = ke�
(t+1)�ukH3(
)

� c
0

1e
�
t+c2

p
t;
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4.6. Comportement asymptotique de solution

et comme 
 satisfait (4:3:2), donc

(f; c) 2
�
C(0;+1;H3 (
))

�2
:

Remarque 4.5.1 kc0 (x)�1 kH3(
) depend de kc0 (x) kH3(
):

on peut appliquer (1:1:7) pour la fonction
1

�" (�)
; où �" (�) est la fonction de cuto¤ dè�nit

par

8<: �" (�) = �; " � �

�" (�) = "; " � �
;

où " = min
x2


c0 (x) ; donc k
1

�"(c0 (x))
kH3(
) � p

�
kc0 (x) kH3(
)

�
:

4.6 Comportement asymptotique de solution

Théorème 4.6.1 n0 2 H2 (
) ; 
 =
�

j
jkn0kL
1(
) satisfait (4:3:2) ; où c0; f0 2 H3 (
) ;

c0 (x) > 0 et c0 (x)
���1� �f0 (x)� k��1

�
= 1;

et

c1 = max
n
e�

�1�
kf0 (x)� k��1kH3(
) ; e

kc0 (x) kH3(
) ; 1

o
; c2 = max

�
k��1�N ; 1

	
;

où

N2 +DL2 � k4 n0k2 (0) + 2;

alors

lim
t!1

kn(t; x)� n0kL1(
) = lim
t!1

kf(t; x)� k

�
kL1(
) = lim

t!1
kc(t; x)kL1(
) = 0:

Preuve : D�après (4:2:8) ; (4:2:9) ; (4:2:11) ; on a

n(t; x) = ��1
 + ��1ut

c (t; x) = e�
(t+1)�u

f (t; x) = k��1 + e��
�1�(
(t+1)+u);

104



4.6. Comportement asymptotique de solution

si 
 satisfait (4:3:2), on a

lim
t!1

kut (t; :) kL1(
) = 0;

en e¤et : si 
 satisfait (4:3:2), on a

@tE [u] (t) +Dk 5 utk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2 � 0;

et

@tE [v] (t) +Dk 5 vtk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 � e�2
t+6c2

p
t;

où v = 4u,
ut 2 H2 (
) ; d�aprés l�inégélité Poicaré-Wirtinger

kut � utk � k 5 utk;

d�après (4:2:7) on a

kutk � k 5 utk;

on remplace dans (4:3:14)

@tE [u] (t) +Dkutk2 +

2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2 � 0;

donc8>>><>>>:
@tE [u] (t) +Dkutk2 + 
2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 uk2 � 0

@tE [v] (t) +Dk 5 vtk2 + 
2

2
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 � e�2
t+6c2

p
t;

(4.6.1)

on fait la somme pour les deux mémbre de (4:6:1) ; alors

@t (E [v] (t) + E [u] (t)) +
D

2

�
k 5 vtk2 + kutk2

�
+
D

2
kutk2

+

2

2

�
k
p
A(u)e�
t�u5 vk2 + k

p
A(u)e�
t�u5 uk2

�
� e�2
t+6c2

p
t;

de meme que l�inégélité (1:1:5) ; on a 9cD
2
> 0

cDk4utk �
D

2
k 54utk+ kutk,
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4.6. Comportement asymptotique de solution

donc

@t (E [4u] (t) + E [u] (t)) + cDk4utk+
D

2
kutk2

+

2

2

�
k
p
A(u)e�
t�u54utk2 + k

p
A(u)e�
t�u5 uk2

�
� e�2
t+6c2

p
t;

on peut prender % � min
�
cD;

D
2

	
; et satisfait la condition % < 
; alors

@t (E [4u] (t) + E [u] (t)) + %k4utkl2(
) + %kutk2

+ %
�
k
p
A(u)e�
t�u54utk2 + k

p
A(u)e�
t�u5 uk2

�
� e�2
t+6c2

p
t;

donc on peut écrire

@t (E [4u] (t) + E [u] (t)) + % (E [4u] (t) + E [u] (t)) � e�2
t+6c2
p
t;

d�après (??)

E [4u] (t) + E [u] (t) � (E [4u] (0) + E [u] (0)) e�%t + ce�%t
Z t

0

e�2
s+%s+6c2
p
sds;

mais 
 satisfait (4:3:2), d�après (4:3:24) on a

E [4ut] (t) + E [u] (t) � (E [4ut] (0) + E [u] (0)) e�%t + ce�%t; (4.6.2)

et comme

lim
t!1

kn(t; x)� ��1
kL1(
) = lim
t!1

k��1utkL1(
)

� lim
t!1

E [4ut] (t) + E [u] (t) = 0;

alors

lim
t!1

kn(t; x)� n0kL1(
) = 0;

et

lim
t!1

kf(t; x)� k

�
kL1(
) = lim

t!1
ke���1�
t���1�ukL1(
)

� lim
t!1

c1e
�
t+c2

p
t = 0;
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4.6. Comportement asymptotique de solution

de même, on a

lim
t!1

kc(t; x)kL1(
) = lim
t!1

ke�
t�ukL1(
)

� lim
t!1

c1e
�
t+c2

p
t = 0:
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