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Résumé : 
    Dans le cadre de cette thèse de Magister, nous nous sommes intéressé à la Contrôlabilité et à 
la Stabilisation de l'équation des ondes avec des conditions au bord de Ventcel. Après avoir 
consacré un premier chapitre aux rappels de l'essentiel des outils mathématiques nécessaires, 
nous avons commencé par montrer que le feedback naturel ne suffit pas pour assurer une 
décroissance exponentielle de l'énergie. Nous avons repris pour cela un exemple étudié par A. 
HEMINNA dans [7]. Nous avons ensuite étudié deux problèmes de Ventcel avec des contrôles 
internes. Chacun d'eux faisant l'objet d'un chapitre, nous avons montré dans chaque chapitre que 
les contrôles internes introduits assuraient une décroissance exponentielle de l'énergie. 
 
 
(1) : Directeur de mémoire : M. Amar HEMINNA, Professeur à l’ USTHB. 
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Contrôlabilité et Stabilisation de l�Equation des ondes

avec des conditions au bord de Ventcel

I. Introduction :

Dans cette thèse, on s�intéresse à la contrôlabilité et à la stabilisation de l�équation

des ondes avec des conditions au bord de Ventcel. Les problèmes de Ventcel qui servent

à modéliser des phénomènes physiques comme les processus de di¤usion et la propagation

d�ondes mais aussi des problèmes de mécanique comme l�élasticité imposent des conditions

au bord qui se caractérisent par la présence d�opérateurs tangentiels de même ordre que

l�opérateur principal et qu�on justi�e par des méthodes asymptotiques. C�est Ventcel qui,

pour modéliser les processus de di¤usion, a introduit la condition au bord :

@�u��Tu = g sur � = @
 pour l�équation des ondes ��u+ u = f dans 


qui modélise l�échange thermique du corps avec le milieu ambiant en présence d�une couche

trés mince mais de très grande conductibilité thermique sur la surface du corps. Dans l�étude

de certains problèmes modélisant des phénomènes physiques ou mécaniques, ces conditions

au bord dites de Ventcel ont une grande importance. Quand une dynamique évoluant dans

le temps est régie par une équation de la forme
�
du

dt

�
= Au où u : R+ �! H est une

fonction de la variable t (représentant le temps) à valeurs dans un espace de Hilbert H et

A un opérateur de domaine D(A) dans H et quand on note E(u; t) l�énergie associée, la

problématique de la stabilisation consiste à trouver des fonctions F appelées Contrôles,
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qui assurent une décroissance vers zéro de l�énergie E(u; t) de la solutions de l�équation :

du

dt
= Au+ F (u)

Stabilisation de l�équation des ondes :

Soient 
 un ouvert borné de Rn dont la frontière @
 = � est de classe C2 et �

la normale unitaire à � extérieure à 
 et @� l�opérateur de dérivation dans la direction

normale. Soit (u0; u1) 2 V �W où V et W sont deux espaces fonctionnels de Hilbert et

u : R+ �! V la solution du problème de l�équation des ondes :8>><>>:
u00 ��u = 0 dans R+ � 
�
u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>=>>;
La stabilisation interne consiste à trouver un contrôle F : V �W �! K où K = R (ou C )

tel que l�énergie E(u; t) associée à la solution du problème :8>><>>:
u00 ��u+ F (u; u0) = 0 dans R+ � 
�
u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>=>>;
dé�nie par :

E(u; t) =
1

2

�u(t)u0(t)

�2
V�W

8t � 0

décroisse vers zéro quand le temps tend vers l�in�ni. F est alors dit contrôle interne.

On parlera de Stabilisation forte lorsque lim
t!1

E(u; t) = 0 pour tout (u0; u1) 2 V �W .

La stabilisation est dite exponentielle s�il existe deux constantes C > 0 et ! > 0 telles

que l�énergie E(t) du système véri�e, indépendamment des condition initiales, l�inégalité :

E(u; t) � C:exp(�!t) pour tout t � 0. Si f�0;�1g est une partition de la frontière @
 = �,
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une stabilisation frontière du problème de l�équation des ondes :8>><>>:
u00 ��u = 0 dans R+ � 
�
u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>=>>;
consiste à se donner un opérateur appelé contrôle frontière G : V@
 �W@
 �! R (C)

où V@
 et W@
 sont des espaces de Hilbert tel que l�énergie de la solution du problème :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

u00 ��u = 0 dans R+ � 


u = 0 dans R+ � �0

@�u = G(u; u
0) dans R+ � �1�

u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
décroisse vers zéro quand le temps tend vers l�in�ni. On remarquera que la stabilité ex-

ponentielle entraîne nécessairement la stabilité forte mais que la réciproque est fausse.

Equation des ondes avec des conditions au bord de Ventcel

Soit 
 un ouvert borné et connexe de R2 ou R3 dont la frontière @
 = � est de

classe Ck; (k � 2) au moins par morceaux, � la normale unitaire à � extérieure à 
 et @�

l�opérateur de dérivation dans la direction normale. Stabiliser l�équation des ondes avec

des conditions au bord de Ventcel revient à chercher un contrôle frontière noté G et/ou

un contrôle interne F , qui assure une stabilisation de l�énergie associée à la solution du

problème qui consiste à trouver une fonction (u; u0) : R+ �! V �W véri�ant :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

u00 ��u+ F (u; u0) = 0 dans R+ � 


u = 0 dans R+ � �0

@�u��Tu = G(u; u0) dans R+ � �1�
u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
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où �T désigne le Laplacien tangentiel sur � et (u0; u1) 2 V �W est la conditions initiale

du problème. Pour établir la stabilité forte, on cherchera à montrer que la solution u du

problème (0.4.1) véri�e : lim
t�!1

�u(t)u0(t)

�
V�W

= 0 indépendamment de la condition initiale

(u0; u1). Quant à la stabilisation exponentielle, il s�agira de trouver deux constantes M > 0

et ! > 0 telle que :

�u(t)u0(t)

�
V�W

�M
�u0u1

�
V�W

:e�!t 8t � 0 et 8(u0; u1) 2 V �W

Dans ce travail, nons étudié la stabilisation de l�équation des ondes dans trois problèmes de

Ventcel. Dans le premier problème on montre que le feedback naturel u0 ne su¢ t pas pour

obtenir une décroissance exponentielle de l�énergie mais qu�il peut assurer une stabilisation

forte de l�équation des ondes. Le second montre qu�avec un contrôle interne on peut obtenir

une stabilisation forte et une stabilisation exponentielle. Dans le troisième problème, on

aboutit aux mêmes résultats avec un contrôle interne convectif. Le premier chapitre a été

consacré aux rappels de l�essentiel des outils mathémayiques indispensables pour l�étude des

problèmes envisagés. ........................................................................................................................................................................................................

Chapitre II. Insu¢ sance du feedback naturel

Dans le chapitre II de ce mémoire, nous avons repris un exemple étudié par A.

HEMINNA dans [7] où l�on montre que dans un domaine polygonal 
 plan on peut obtenir

sans contrôle interne une stabilisation forte de l�équation de ondes :8>><>>:
u00 ��u = 0 dans R+ � 
�
u(0; x)

u0(0; x)

�
=

�
u0

u1

�
dans 


9>>=>>;
avec la condition au bord de Ventcel : @�u��Tu+u0 = 0 dans R+��1. Le feedback naturel

assure la stabilisation forte mais en revanche il ne su¢ t pas pour obtenir une décroissance
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exponentielle de l�énergie. Dans ce chapitre où 
 =]0; �[2� R2; f�0;�1g une partition de

@
 avec mes(�0) > 0 et V =
�
v 2 H1(
) : vj�0 = 0 et vj�1 2 H1(�1)

	
, on démontre que

la solution u du problème :

P0 :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 ��u = 0 dans 
� R+

u = 0 sur �0 � R+

@�u��Tu+ u0 = 0 sur �1 � R+

u(0) = u0 et u0(0) = u1 dans 


9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
véri�e :

lim
t�!1

�u(t)u0(t)

�
V�L2(
)

= 0 8(u0; u1) 2 V � L2(
)

On écrit P0 sous forme de problème de Cauchy en considérant l�opérateur C0 sur le domaine

D(C0) =
�
(v; z) 2 V � V : �v 2 L2(
) et @�v ��Tv + z = 0 dans H�1(�1)

	
par :�

v

z

�
7�! C0

�
v

z

�
=

�
z

�v

�

On montre que C0 est m-dissipatif en prouvant que la quantité
�
C0
�
v

z

�
;

�
v

z

��
V�L2(
)

est

négative ou nulle pour tout (v; z) 2 D(C0) et que l�opérateur I � C0 : D(C0) �! V � L2(
)

est surjectif. Ce qui revient à résoudre pour tout (u;w) 2 V �L2(
) le problème �(u;w) qui

consiste à trouver v 2 V telle que

�(u;w) :

8>><>>:
��v = u+ w dans 


@�v ��Tv + v = u dans H�1(�1)

9>>=>>;
On donne une formulation variationelle du problème et on applique le Théorème de Lax-

Milgram. Et on montre pour conclure que (v; v � u) 2 D(C0). On applique ensuite le

Théorème de Hille Yosida selon lequel le problème P0 admet une solution unique. On

démontre que l�injection D(C0) �! V � L2(
) est compacte et on applique le Principe
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d�invariance de LaSalle au semi-groupe (S0(t)t�0) engendré par C0 pour en déduire la sta-

bilité forte. Quant à la stabilisation exponentielle, on utilise le fait qu�un semi-groupe est

exponentiellement stable si, et seulement si, son type est strictement négatif. On montr-

era que les valeurs propres de C0 sont aussi proches que l�on veut de l�axe imaginaire. On

considère l�opérateur C0 comme une perturbation de l�opérateur C dé�ni sur le domaine�
D(C) = (v; z) 2 V � V : �v 2 L2(
) et @�v ��Tv = 0 dans H�1(�1)

	
par : C(v; z) =

(z;�v). On montre ensuite que C possède une famille de valeurs propres, imaginaires pures

et solutions de l�équation : e��
p
2 =

�
�+

p
2
�
(
�
��

p
2
��1

et que C0 possède une famille de

valeurs propres, solutions de l�équation : e��
p
2 =

�
�+

p
2� 2

� �
��

p
2� 2

��1
. A l�aide

du Théorème de Rouché, on montre que les valeurs propres de C0 sont aussi proches que

l�on veut des valeurs propres de C. Ce qui montre que les valeurs propres de C0 (à par-

ties réelles négatives) sont aussi proches que l�on veut de l�axe imaginaire pur et par con-

séquant le semi-groupe engendré par C0 sur V � L2(
) n�est pas exponentiellement stable.

III. Problème de Ventcel avec contrôle interne


 désigne un ouvert borné et connexe de R3, dont la frontière @
 = � est de classe

C2 et V est le sous-espace de H1(
) des fonctions v 2 H1(
) telles que vj� 2 H1(�). On mu-

nit l�espace V du produit scalaire (u; v) �! hu; viV =
R



rurvdx +
R
�1

(rTurTv + uv) d�.

Dans le chapitre III, on introduit le contrôle interne u0 et on étudie le problème

P1 :

8>>>>>><>>>>>>:

u00 ��u+ u0 = 0 dans 
� R+

@�u��Tu+ u+ u0 = 0 sur �� R+

u(0) = u0 et u0(0) = u1 dans 


9>>>>>>=>>>>>>;
On le formule sous forme de problème de Cauchy en considérant l�opérateur linéaire C1 dé�ni

sur le domaineD(C1) =
�
(v; z) 2 V � V : �v 2 L2(
) et @�v ��Tv + u+ z = 0 dans L2(�)
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par : (v; z) 7�! C1(v; z) = (z;�v � z) et on montre qu�il est m-dissipatif. On sait alors

d�après le Théorème de Hille-Yosida que P1 admet une solution unique u 2 C1(R+; V ) \

C2(R+; L2(
) \ C0(R+;H2(
) qui dépend continûment de la condition initiale. Ces pro-

priétés su¢ ront en appliquant le Principe d�invariance de LaSalle pour montrer la stabilité

forte c�est à dire :

lim
t�!1

�u(t)u0(t)

�
V�L2(
)

= 0 8(u0; u1) 2 V � L2(
)

Pour la Stabilisation exponentielle, on prend la fonction � : (R+ �D(C1))2 �! R telle que

�(u(t); u0(t)) =
R



u(t)u0(t)dx+
1

2

R
�

ju(t)j2 d�

et pour tout " > 0 on posera E"(u; t) = E(u; t)+"�(u(t); u0(t)). Puis on montre qu�il existe

�1 > 0 tel que pour un certain " > 0 on ait : jE"(u; t)� E(u; t)j � "�1E(u; t) pour tout t �

0. On montre ensuite que :

"2E"(u; t) +
dE"(u; t)

dt
� 0 8t � 0

Et ceci permettra d�établir la stabilité exponentielle. ...............................................................................................

IV. Problème de Ventcel avec contrôle interne convectif

Dans le chapitre IV, 
 est un ouvert borné et connexe de R3, dont la frontière est

C2 et f�0;�1g est une partition de la frontière � telle que mes(�0) > 0 et �0 \ �1 = ?.

On désigne par V le sous-espace de H1(
) des fonctions v 2 H1(
) telles que vj�0 = 0

et vj�1 2 H1(�) qu�on munit du produit scalaire hu; viV =
R



rurvdx+
R
�1

(rTurTv) d�1.

On s�intéresse à un problème de Ventcel avec contrôle interne dit convectif. On introduit

le terme d:ru0 qui désigne le produit scalaire dans R3 d�une fonction d 2 C1(R3;R3) et du
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champ gradient ru0. On suppose que d véri�e les conditions :

H1 : �div(d) > C0 > 0 dans 
 et H2 : d:� � �2 sur �1

où �(x) = (�1(x); �2(x); �3(x)) est la normale unitaire extérieure à 
 en x 2 @
 et on se

propose d�étudier le problème P2 :

P2 :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u00 ��u = �d:ru0 dans 
� R+ (4:0:1)

u = 0 sur �0 � R+ (4:0:2)

@�u��Tu+ u0 = 0 sur �1 � R+ (4:0:3)

u(0) = u0 et u0(0) = u1 dans 
 (4:0:4)

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
On démontre qu�on obtient avec le feedback interne d:ru0 une stabilisation forte et qu�en

introduisant la fonction : �(u(t); u0(t)) =
R



[u(t)(d:ru(t)) + u(t)u0(t)] dx + 1
2

R
�1

juj2 d�1 on

obtient une décroisance exponentielle de l�énérgie en utilisant une démarche analogue à celle

adoptée dans le chapitre III.

Conclusion :

Finalement, le feedback naturel est insu¢ sant pour assurer une décroissance ex-

ponentielle de l�énergie même s�il permet, au moins dans l�exemple étudié, une stabilisation

forte de l�équation des ondes. L�étude d�un premier problème de Ventcel montre qu�on

peut obtenir une stabilisation exponentielle par un contrôle interne. Et l�étude d�un second

problème montre qu�on peut aussi obtenir une stabilisation exponentielle avec un contrôle

interne convectif.
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