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Table des notations :
x = (x1, ..., Tj, ...xy) € R™: point générique de R™.
x; : i-éme coordonnée cartésienne de x ou i-éme composante de la variable .
Q) : désigne en général un ouvert de R".
09 : Bord de l'ouvert €.
dx : Mesure de Lebesgue sur R".
dl' : Mesure superficielle sur I’hypersurface I'.
1
Lr(Q) = { f:Q—C, f mesurable et [f ‘f(x)’pdx] " < 4o }
Q
D(Q2) : Ensemble des fonctions f € C*°(£2) a support compact dans €2.
D(Q) = {fio avec f e DER")}

a%i : Dérivée partielle par rapport a la i-éme composante de la variable x.

% : Dérivée suivant la direction d’un vecteur v.
_ (9 ) 9 V. ;
V= (g2 9070 3,) + Gradient.

A : Laplacien.

0, : Dérivée normale.

Vr : Gradient tangentiel.

At : Laplacien tangentiel.

H*(Q) : Espace de Sobolev d’ordre s € R sur L%(Q).
H§(S2) : Fermeture de D(Q2) dans H*().

H~%(Q) : Espace dual de H{ ().

HY(A,Q) = {u e H'(Q) telles que Au € L*()}.






Introduction

0.1 - Préambule

Dans cette thése, on s’intéresse a la controlabilité et & la stabilisation de I’équation
des ondes avec des conditions au bord de Ventcel. Les problémes de Ventcel servent a mod-
éliser bon nombre de phénomeénes physiques comme les processus de diffusion et la propa-
gation d’ondes mais aussi des problémes de mécanique comme 1’élasticité. Les conditions
au bord de Ventcel se caractérisent par la présence d’opérateurs tangentiels de méme ordre
que l'opérateur principal et sont justifiées par des méthodes asymptotiques comme, par
exemple, dans [13]. C’est Ventcel qui, pour modéliser les processus de diffusion, a introduit

la condition au bord :

Ou—Aru=g¢g sur I' =00

pour I'équation :

—Au+u=f dans Q

qui modélise ’échange thermique du corps avec le milieu ambiant en présence d’une péllicule
trés mince et de conductibilité thermique trés grande sur la surface du corps. Dans I’étude de
certains problémes, qui modélisent des phénoménes physiques ou mécaniques, ces conditions
au bord dites de Ventcel ont une grande importance. Ces problémes sont alors appelés

"Problémes de Ventcel".



0.2 - La notion de stabilisation

De fagon générale, lorsqu’une dynamique évoluant dans le temps est régie par une
équation de la forme :
du
— = Au
dt
ou u: Ry — H est une fonction de la variable ¢ (représentant le temps) a valeurs dans un
espace de Hilbert H et A un opérateur de domaine D(A) dans H et quand on note E(u)(t)

I’énergie associée, la problématique de la stabilisation consiste a trouver des fonctions F' qui

feront tendre ’énergie F(u,t) des solutions de 1’équation :

du
— = Au+ F
7 u+ F(u)

vers zéro quand le temps tend vers l'infini. On dira dans ce cas que la fonction F' as-
sure une stabilisation du systéme. En introduisant la fonction F' on exerce un contréle
qui assure une décroissance vers zéro de l’énergie. La fonction F' est alors appeleé un
controle puisqu’il permet de controler I'issue de ’énergie dans le temps. On distinguera
différentes stabilisations : stabilisation interne ou frontiére, stabilisation forte ou exponen-
tielle, etc...

0.3 - Stabilisation de I’équation des ondes

Soient © un ouvert borné de R™ dont la frontiere 9Q = I est de classe C2. Soit
v la normale unitaire a I' extérieure a Q et 0, 'opérateur de dérivation dans la direction
0

normale. On considére pour (u’, u') appartenant & des espaces convenables, le probléme de

I’équation des ondes suivant

u' —Au=0 dans Ry x Q

(L0 () e [



0.3.1 - Stabilisation interne

La stabilisation interne consiste & trouver un controle F': V. x W — K (ou V,W

et K sont des espaces fonctionnels) tel que ’énergie associée a la solution du probléme :

u'(t) — Au(t) + F(u,u')(t) =0 dans Ry x Q

(o) =(a) e

décroisse vers 0 quand ¢ tend vers Uinfini. Le controle w = F(u,u’) est alors dit interne.

(0.3.2)

0.3.2 - Stabilisation frontiére

Soit {T'p,I'1} une partition de la frontiere 9Q = I'. On considére pour (u®,u')

appartenant & un espace fonctionnel convenable, le probléme de I’équation des ondes suivant

u' —Au=0 dans Ry x Q

(o) = (1) e

La stabilisation frontiére du probléme (0.3.1) consiste & se donner un opérateur appelé

(0.3.1)

controle frontiére G : Vyn x Wog — R (ou C) (ou Vg et Wy sont des espaces fonc-

tionnels) tel que I'énergie associée a la solution du probléeme :

)
u' —Au=0 dans Ry x Q
u=0 dans Ry x I'g
(0.3.3)

dyu = G(u,u’) dans Ry x T’y

0
w0, ) = (" dans Q

L\ (0,2) ul

décroisse vers zéro quand t tend vers I'infini.
Remarque : Le controle F'(u,u') qui dépend de la fonction d’état s’appelle feedback ou

encore retroaction.



0.3.3 - Stabilisation forte

On parle de stabiliation forte lorsque quelle que soit la condition initiale (u°,u!)

ona: lim E(u,t)=0.

t—o0

0.3.4 - Stabilisation exponentielle :

La stabilisation est dite exponentielle lorsqu’il existe deux constantes positives C

et w telles que Pénergie E(u,t) du systeme (0.3.1) vérifie I'inégalité :
B(u,t) < C.e ™, ¥t>0

0.4 - Equation des ondes avec des conditions au bord de Ventcel

On se place dans les hypothéses suivantes : 2 étant un ouvert borné et connexe
de R”, n € {2,3} dont la frontiére 92 = T est de classe C¥, (k > 2) au moins par morceaux.
On note par v la normale unitaire a I' extérieure a ) et 9, 'opérateur de dérivation dans
la direction normale. On cherche a stabiliser, par un controle frontiére noté G et / ou un
controle interne F', ’énergie associée a la solution du probléme suivant :

u' —Au+ F(u,u’) =0 dans Ry x Q
u=0 dans Ry x I'g

(0.4.1)
dyu — Aru = G(u,u')  dans Ry x Ty

(wtom) = () amen

ot Ar désigne le Laplacien tangentiel sur I' et le couple (u®,u') qui décrit les conditions

initiales du probléme appartient & un espace fonctionnel convenable H. Pour établir la

stabilité forte, on cherchera a montrer que la solution u du probléme (0.4.1) vérifie :

lim H <;‘,((t)> HH =0 VYl u)eH

t—s00 t)



Pour la stabilisation exponentielle, il s’agira de montrer qu’il existe deux constantes M > 0

et w > 0 telles que :

|G, =

Dans le cadre de I’étude de la controlabilité et de la stabilisation de 1’équation des

0
<u1) H et vt>0 et V(i u')eH
u
H

ondes avec des conditions au bord de Ventcel, nous avons étudié les trois problémes suivants

0.4.1 - Insuffisance du feedback naturel

Dans le chapitre II de ce mémoire, nous avons repris un exemple étudié par A.
HEMINNA dans [9] ot 'on montre que dans un domaine polygonal plan 2 on peut obtenir

sans controle interne une stabilisation forte de I’équation des ondes :

W —Au=0 dans Ry x Q
u(0,x) u®
= dans §2
(vio) = ()
avec la condition au bord de Ventcel : 9, u—Aru+u" = 0 dans Ry xI'; mais qu’en revanche,
le feedback naturel ' ne suffit pas pour obtenir une décroissance exponentielle de 1’énergie.

Dans le chapitre IT ou Q =0, 7[2C R?, {T'g,T1} une partition de 99 avec mes(Ig) > 0 et

V={veH(Q):vr, =0 et vp, € H(I'1)}, on démontre que la solution u du probléme

u'—Au=0 dans Q xRy

u=20 sur T'ox Ry
Po :

ou—Aru+u =0 sur T'p x Ry

u(0)=u® et W'(0)=u' dans Q

vérifie :

2 (o)

VxL2(Q)



10

Pour la stabilisation exponentielle, on écrit Py sous forme de probléme de Cauchy :

d (v v(t)
— t) = C Vit >0
a0 = () e
v(0)  [u°
200 \u!
ott Cy est I'opérateur m-disipatif sur V' x L?(£2) défini sur le domaine :

{D(Cy) = (v,2) € V x V tels que: Av e L*(Q) et Oyv—Arv+2=0 dans H '(T1)}

par :

Co (Z) - < AZU> Y(v, 2)D(Co)

et on démontre & l'issue d’une étude spectrale que le semi-groupe engendré par Cy n’est pas

exponentiellement stable.

2. Probléme de Ventcel avec contrdle interne

Soient 2 un ouvert borné et connexe de R3 dont la frontiére I' est de classe C? et
V le sous-espace de H'(Q) des fonctions v € H(Q) telles vr € H LT). Le probléme de
Ventcel étudié dans le chapitre III consiste & introduire le controle interne ' : [0, +oo[— V/

dans I’étude de I’équation des ondes avec la condition au bord de ventcel :
Oyu— Aru+u+u =0dans Ry x T
On munit P'espace V' du produit scalaire (.,.);, qu’on définit par :

(u,v)y, = [ VuVvdz + [ (VouVro + wv)dly V(u,v) e VxV
Q I'h
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On montre, et c’est 'objet du chapitre III, que le controle interne introduit assure, non
seulement une stabilisation forte mais aussi une stabilisation exponentielle du probléme.

On prouvera & cet effet que la solution u du probléme :

;

v —Au+u =0 dans Q xRy
P : ou—Aru+u+u =0 sur T'x Ry
u(0) =u® et ' (0)=ul dans Q

vérifie pour tout (u®,ul) € V x L3(Q) :

AL H (i)

et pour M7 > 0 et w; > 0 convenablement choisis :

(o)

=0 VYl u') eV x L3Q)

VxL2($)

< Me @t vt>0

VxL2($)

3. Probléme de Ventcel avec controle interne convectif

Soient © un ouvert borné et connexe de R?® dont la frontiére I' est de classe C2,
{T,T'1} une partition de T telle que To NT; = @ et mes(I'g) > 0 et V le sous-espace de

H'(Q) défini par :
V={ve H(Q): vr, =0 et oy, € HY(T4)}

Dans le chapitre IV, on étudie un probléme de Ventcel avec controle interne convectif. On
introduit le terme d.Vu’ qui désigne le produit scalaire dans R? d'une fonction d € C*(R3, R3)

et du champ gradient Vu'. En imposant & d les conditions :

Hy: —div(d) > Cp > 0dans Q et Ho: dov>0sur Iy



12

ouv(z) = (vi(x),va(x),v3(z)) est la normale unitaire extérieure a Q2 en z € 92, on démon-
tre qu’on obtient avec le controle interne d.Vu' une stabilisation forte et une décroisance

exponentielle de I’énérgie. On prouvera pour cela que la solution v du probléme

;

= Au+dVu =0 dans QxR
u =0 sur T'g x Ry
Po
Ou—Aru+u =0 sur T1 x Ry
u(0) =u’ et ' (0)=ul dans §

vérifie pour tout (u®,ul) € V x L3(Q) :

(5'((?)> V><L2(Q):0 . H(Z((tt)))

o My > 0 et wy > 0 sont des constantes indépendantes des conditions initiales.

< Mye it Yt >0

lim
t—00

VxL2($)

Avant d’aborder ces problémes, nous avons pris le soin de consacrer le premier chapitre de
ce mémoire aux rappels des notions fondamentales d’analyse fonctionnelle et de géométrie

différentielle indispensables a la compréhension des énoncés et des démonstrations.
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Chapitre I : Rappels

Dans ce premier chapitre consacré aux rappels, nous avons regroupé et exposé les
notions fondamentales d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle nécessaires a la
compréhension des énoncés et des démonstrations des problémes qui forment le théme de ce
mémoire. Nous y avons inséré pour cela I’ensemble des outils mathématiques nécessaires.
Sans reprendre généralement les démonstrations de ces résultats, nous nous sommes con-
tentés de renvoyer le lecteur & des références bibliographiques qu’il pourra consulter pour
plus d’explications et preuves détailées. Le chapitre comporte quatres parties. La premiére
est consacrée aux rappels d’analyse fonctionnelle. Dans la seconde, que nous avons con-
sacré aux espaces de Sobolev, nous avons évoqué les espaces de Hilbert intermédiaires et la
transformation de Fourrier, pour montrer comment on peut donner un sens aux espaces de
Sobolev d’ordre réel sur R™, sur un ouvert de R” et sur le bord d’un ouvert borné de R™.
Nous avons repris ’essentiel des résultats relatifs aux espaces de Sobolev importants pour
I’étude des problémes envisagés. Nous avons rappelé dans la troisiéme partie le principe
d’invariance de LaSalle en exposant au préalable les notions nécessaires a son énoncé. Nous
avons enfin consacré une derniére partie aux notions fondamentales de géométrie différen-

tielle dont la connaissance est incontournable pour les problémes que nous traiterons.
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I.1 - Quelques rappels d’Analyse fonctionnelle

I.1.1 - Espaces de Lebesgue

Soit € un ouvert non vide de R™. On désignera par L'(2) 'ensemble des (classes
de ) fonctions intégrables sur 2. A une fonction fe L?(9) s’identifient toutes les fonctions

égales a fpresque partout sur 2. On pose, pour tout p € [1,+o0[ :

1

LP(Q) = { f:Q—C, f mesurable et [f ‘f(m)‘pd:c] " <400 }
Q
On notera par L*°(2) I'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur €2 :
L*(Q)={ f:Q—=C, f mesurable et 3C >0 telle que |f(z)|<C pp sur Q}

Proposition 1.1 :

Pour tout entier p > 1, 'application de LP(Q2) dans R, définie par :

F— 1l = [é \f(x)yp.dx} »

est une norme sur LP(2) et pour laquelle LP(£2) est un espace de Banach. Et ’espace L>°(Q2)

est un espace de Banach pour la norme ||.|| o () définie de L>°(£2) dans R par :

F= Ml = Inf { C>0, [f@)]<C pp sur ©}=Supess |f|

Preuve : Voir la preuve dans [3] de H. BREZIS.
Théoréme 1.1 : ( Inégalité de Holder ) :
+

Si (p,q) € [1,+00[%x[1, +00] sont deux nombres tels que : =1, Alors :

1,1
P g

fgeL'(Q) et gf(w)-g(fc)-dﬂf <A llzo) N19llLay  V(fr9) € LP() x LU(Q)

Preuve : Voir la preuve dans [3] de H.BREZIS.
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Théoréme 1.2 : Représentation de ’espace (LP(Q2))' dual de LP(2) :

Soient p et q deux réels supérieurs a 1 tels que : £ + 1 =1 et ¢ € (LP(Q)) on

141
P g

(LP(2))" désigne I'espace dual au sens topologique de 1’espace de Banach (LP(Q)). Alors il

existe une seule classe u € L1() telle que :

p(f) = éﬂ(fﬂ)f(l‘)dﬂf v fell(Q)

Preuve : Le théoréme est prouvé dans [3] de H.BREZIS en page 61.

1.1.2 - Notions de base sur les distributions

On appelle support d’une fonction ¢ : 2 — R le plus petit fermé¢ K, C ) en
dehors duquel la fonction ¢ est nulle presque partout. Une fonction ¢ : 2 — R est dite
a support compact dans §2 si son support est un compact contenu dans 2. On notera par
D(Q) I'espace des fonctions ¢ définies et indéfiniment dérivables sur 2 et & support compact
contenu dans Q. On désigne par D(Q) I'espace des restrictions a 2 des fonctions de D(R™).
La longueur d’un multi-indice o = (a1, ..., a4, ...ctr,) € N™ est 'entier noté |« et défini par :
la] = a1 + ... + @; + ... + a,. Pour tout multi-indice o = (v, ..., @i, ..., ) € N™, on définit

Popérateur de dérivation 9% : D(Q2) — D(2) par :

o 0% gon 9l
Yo = il IO = _ 1.2
v T <8:c‘111> <8x?2> (ax%")(("’) Ox{*...0x" .. .0xp" (12.0)

Proposition 1.2 :
Vp > 1, 'ensemble D(Q?) est dense dans LP(S).

Preuve : Vo-KHAC KHOAN en donne une démonstration dans [11] en page 148.
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Définition 1.1 : Convergence dans D((Q2) :
On dit qu’une suite {¢,,, n € N} C D(§2) converge vers une fonction ¢ € D(2) s’il

existe un compact K contenu dans € tel que :

i) supp(p,) C K, Vn €N
i) 0%p,) converge uniformément vers 0%, Va = (ai,..,q;,...an) € N?
Définition 1.2 : Espace des distributions D'(Q2) :
On appelle espace des distributions sur €, ’ensemble D’(£2) des applications linéaires

T :D(Q) — R telles que pour toute suite {90]-, je N} C D(2), on a:
(%‘)jeN — ¢ dans D() = T(goj) — T(p) dans R

On notera (T, p) = T'(¢) la dualité entre D'(2) et D(Q2). Et on dira, que deux distributions

T et Ty sur Q sont égales si elles le sont en tant qu’applications de D(Q2) dans R :
(Th, ) = (T2, ) Ve € D(Q)

Remarque 1.1 : Les distributions généralisent la notion de fonction puisque a toute classe
de fonctions fe L?(£2) on peut associer de facon canonique et biunivoque une distribution
notée T’ 7 et définie par :

<T?7 (‘0>D’(Q),D(Q) = (Tf7‘10>L2(Q) = /f($)90($)dx VSD € D(Q) et Vf = .]? p.p sur Q
Q

On dira qu'une distribution 7' € D’'(Q) appartient a L?(Q) s’il existe une classe de fonctions

f € L2(Q) telle que :

Tolapm = [ f@e@ds,  VoeD@)
Q
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Définition 1.3 : Convergence dans D'(QQ) :
On dit qu’une suite de distributions {7,,, n € N} C D'(Q) converge vers T" dans
D'(Q) si:

Vo eD(Q) : lim [(T,¢) — (T, )| =0

Remarque 1.2 : D’aprés le théoréme 1.2, on peut identifier L2(Q) & son dual. Comme

D(R) est dense dans L?(Q2), on obtient les inclusions :
D(Q) C L*(Q) = (LA(Q)) c D'(Q)

Définition 1.4 : Dérivation dans D'() :

Pour toute distribution 7' € D'(2), on définit pour tout indice i € {1,...,n}

Popérateur de dérivation % : D'(Q) — D'(Q) par :

i

vp € D(), <§i>¢> =1 <T’ gf)

Et en général, pour tout multi-indice @ = (aq,...,ap,) € N, on définit Popérateur de

dérivation 8% : D'(Q) — D'(Q) par : ¢ — (9T, ) = (=D)IN(T,0%) Ve e D(Q) ie:

o —  (_1)\ld
(0°T, ) (=1) <T’ Oz {*...0xs" ..8$%”> Vi € D(Q)

Définition 1.5 : Continuité dans D'(0) :
On dit qu’une application linéiaire A : D'(Q) — D'(Q2) est continue si pour toute

suite de distributions {7,,, n € N} C D'(Q) I'implication suivante est vérifiée :

T, converge dans D'(Q) vers T = A(T,) converge dans D' () vers A(T)
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Proposition 1.3 :
Pour toute distribution 7" € D'(2) et pour tout multi-indice o = (ay, ..., ) € N

lopérateur de dérivation 9% : D'(Q) — D'(2) est continu au sens de la définition 1.5 et
T e D'(Q) VT € D'(Q)

Preuve : Voir en page 183 dans [11] de Vo-Khac Khoan.

Définition 1.6 : (de I’Espace S(R™) des fonctions indéfiniment différentiables sur R™ &

décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées) :

Pour tout multi-indice a = (ayq,...,ap,) € N" et pour tout x € R™, on pose :

z® = (21, ...x?j, ..zgm). Et on définit S(R™) par :
S(R"™) = {u € C®(R™C) tel que: z*.D’u € LQ(R")} V(a,B) € N" x N"

On dira qu’une suite {¢,,, m € N} C S(R") converge vers ¢ dans S(R") si ¢ € S(R") et
si la suite {zDP(¢,,), m € N} converge uniformément dans R" vers z*D"(¢) pour tout

couple de multi-indice (o, 5) € N® x N™. C’est a dire :

Lim < Sup |zDP(¢,,) — xo‘Dﬁ(go)D =0, V(a, 8) € N x N"
m——00 \zeR"
Proposition 1.4 : Densité de L’espace D((R") dans S(R").
D((R™) est un sous-espace de S(R™) partout dense dans S(R"). C’est a dire que
pour tout («, 5) € N x N pour tout € > 0 et pour toute fonction u € S(R™) il existe une

suite {¢p,,, m € N} C D(R") telle que :

Lim < Sup

z*DP(p,,) — xO‘DﬁuD =0

Preuve : Voir en page 7 dans [12] de Vo-Khac Khoan.
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Définition 1.7 : L’espace S'(R") des distributions tempérées sur R".

On appelle espace des distributions tempérées sur R™ I'espace noté S'(R™) des
formes linéaires T continues sur D((R™) pour la topologie induite par celle de S(R™).
Conséquence : Si T € D'(R"), est tempérée, la densité de D((R™) dans S(R™) mon-
tre que T' se prolonge de fagon unique en un élément du dual S’'(R™) de S(R™). Autrement
dit, T € S'(R™) si, et seulement si la suite {T'¢,,, m € N} converge vers T'(¢) pour toute

suite {¢p,,, m € N} C S(R™) qui converge vers ¢ € S(R") au sens de la définition 1.6 i.e:

Lim | Sup

m—00 <$€Rn m—00

2*D%(p,,) an%o)D = 0 V(a,B) € N"xN" = Lim [T(p,,) - T(¢)] = 0

Définition 1.8 : Transformée de Fourrier d’une fonction.

Soit f € L?(R™). On notera, pour tout (z,£) € R x R™ par z.£ le produit scalaire

n
usuel sur R™ défini par : . = ) x;§,. On appelle transformée de Fourrier de f la fonction
i=1

notée F(f) (ou encore f) : R" — C définie par

E— F(f)E) = i f(:v).e_igx.d:p

Et on appelle co-transformation de Fourrier de f la fonction F(f) : R® — C définie par

_ 1 .
— F = z).e % dx
3 (£)€) ) | f(@)

Rn

|3

Définition 1.9 : Transformée de Fourrier d’une distribution tempérée.
On remarquera d’abord que : ¢ € S(R") = ¢ € S(R™). Soit T € S'(R™) une
distribution tempérée sur R™. On appelle transformation de Fourrier de T' la distribution

notée T € S'(R™) définie par :
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[.1.3 - Opérateurs sur un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe, on se contentera de rappeler quelques résultats importants
concernant les opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert H. On note par (, )y le

produit scalaire défini sur H et par ||.||; la norme induite sur H par ce produit scalaire :
lull g = {/(u,u)y YueH
Comme tout produit scalaire, elle vérifie I’Inégalité de Cauchy-Schwarz, c’est a dire :
[Cu,v ) gl < ullg-llvllg - Y(u,v) e HxH

Un exemple fondamental :
L’espace L2(2) muni du produit scalaire défini par ([,9) 1200 = [ f(z).9(z).dx
Q

est un espace de Hilbert complexe dont la norme induite par (., .) 2 () est définie par

1F oy = M—W—(guwdm)%

Définition 1.10 :
Soit F : H x H — R une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert H. On dit que

F est continue sur H §’il existe une constante C' > 0 telle que :
Fluw)] < Cllully ol Vuw) € Hx H
Et on dira que F est coercive s’il exite une constante o > 0 telle que :

|F(o,0)] > a.|v|lf; YweH
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Théoréme 1.3 : Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet.
Soient H un espace de Hilbert et ¢ € H' on H' désigne I’espace dual de H. Alors

il existe f € H unique tel que :

<¢7U>H’,H:<f7U>H Yve H

Preuve : On trouvera une preuve dans [3] de H.BREZIS en page 81.
Théoréme 1.4 : Théoréme de Lax-Milgram

Soit a : H x H — C une forme bilinéaire continue et coercive sur un espace de
Hilbert H. Alors pour toute forme linéaire continue ¢ € H’ il existe un élément unique
u € H tel que :

a(u,v) = (p,v) YveH

Et si, de plus, la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

ue H et %a(u,u) — (p,u) = %%{;a(v,v) — ((p,v)}

Preuve : Le théoréme de Lax Milgram est prouvé par H.BREZIS dans [3] en page 84.
Définition 1.11 : Ensemble résolvant d’un opérateur linéaire non borné :

Soit H un espace de Hilbert complexe et A un opérateur linéaire non borné défini
sur un domaine D(A) C H. Soient I l'identité dans H et R(A) l’ensemble des images
{Au, uw € D(A)}. Pour tout A € C, 'opérateur A — I est défini de D(A — A\I) = D(A)
dans R(A — X) = {Au— M, u € D(A)}. L'opérateur A — AT : D(A) — R(A — AI) est
donc par construction surjectif. Lorsque A — I est de plus injective, son inverse (4 — \I)~1
existe. On appelle ensemble résolvant de 'opérateur A, ’ensemble noté p(A) des nombres

complexes A € C tels que (A — A\I)~! existe, est bornée et est & domaine dense dans H. Si
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A € p(A) Vopérateur Ry(A) = (A — AI)~! est appellé résolvante de I'opérateur A.

i) A— X :D(A) — R(A — ) est injective
p(A) = qAreCtlel que: i) 3C >0 tel que: vl < cl|Av —Xv||y Vv € D(A)
\ 1i1) R(A — \I) dense dans H

Définition 1.12 : Spectre et valeurs propres d’un opérateur linéaire non borné.

On appelle spectre de opérateur A, 'ensemble noté o(A) et défini par :

o(A) = C — p(A)

L’ensemble des valeurs A € C vérifiant les condition i) et iii) de la définition 1.11 sans
vérifier la condition ii) est appellé spectre continu de 'opérateur A. On le notera o.(A).
L’ensemble des valeurs A € C pour lesquelles Ry (A) existe mais n’est pas & domaine dense
est appellé spectre résiduel de 'opérateur A et on le notera : o,(A). Lorsque lopérateur
A— Xl : D(A) — R(A— \I) n’est pas injectif, on dira que A est une valeur propre de A et
on écrira A € VP(A). 1l existe alors u € D(A) tel que : u # 0 et A(u) = Au. Et on apellera

espace propre associé a A, l'espace défini par N(A — AI) = {u € A tel que Au — Au = 0}.

Définition 1.13 : Opérateur compact :
Soint E et F deux espaces de Hilbert. On dit qu'un opérateur linéaire borné
A € L(E,F) est compact si 'image A(Bg) de la boule unité By = {u € E, |lulz <1} est

relativement compacte pour la topologie forte de I'espace F.

{Au e E, |ju|lp <1} compact dans (F,|.||p)



23

Proposition 1.5 : Critére de compacité des opérateurs bornés :

Un opérateur A € L(E, F') est compact si, et seulement si, pour toute suite () pen
bornée dans FE, la suite (Au,)n,en admet une sous-suite qui converge dans F'
Preuve : Voir [2] de N. BOCCARA en page 267.
Proposition 1.6 : Une propriété spectrale des opérateur compacts :

Soit A un opérateur compact sur un espace de Hilbert H de dimension infinie. Si
le spectre o(A) n’est pas un ensemble fini alors ses élements non nuls forment une suite qui

tend vers zéro. C’est a dire :
Cardinal (6(A)) =00 = 0(A) — {0} ={\,, neN} et X\, — 0 dans C

Preuve : Voir en page 95 la preuve de H. BREZIS dans [3].
Définition 1.14 : Rayon spectral d’un opérateur borné :

Soit A € L(H) un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert H. On

appelle rayon spectral de A le nombre fini noté r(A) et défini par :

r(A) = Sup [A|
A€o (A)

Définition 1.15 : Semi-groupes fortement continus sur un espace de Hilbert.
On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Hilbert H, toute famille
a un parameétre positif, S(¢):>0 d’opérateurs bornés sur H vérifiant :
1°) S(t) € L(H) vVt >0
2°) S(t+s)=S(t)oS(s) Vt>0 et Vs>0
3°) S(0)=1Iy

4°) 2ltiﬂrrtl)HkS’(t)z—ZHH:0 Vze H
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Et on appellera type du semi-groupe fortement continue S(t);>0, le nombre fini :
inf - Log |15(0)]
wo = inf—Lo
0 t>01 g

Définition 1.16 : Générateur infinitésimal d’un semi-groupe.
Soit S(t)t>p un semi-groupe fortement continu sur un espace de Hilbert H. On

appelle générateur infinitésimal du semi-groupe S(t);>o l'opérateur linéaire A défini par :

i) D(A) = {z € H tel que lim SW2=2 cqiste }

t—0t t

i) A(z) = lim 20z Vz € D(A)

t—0t

Proposition 1.7 : Propriété d’un générateur infinitésimal.
Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe fortement continu S(t);>0 sur un
espace de Hilbert H est un opérateur fermé & domaine dense dans H et qui vérifie pour

tout zp € D(A) :

S(t)z € D(A) et %5@)(%) — AS()z0 = S(t)Az V>0

Preuve : On se donne ¢ > 0 fixé. Pour tout s >0 on a :

S(S)S(f)ZO — S(t)ZO _

Et par continuité on a :

Ce qui donne en vertu de la définition 1.16 :

S(t)zo € D(A) et AS(t)zg = S(t)Azg Vt>0
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Or par définition de semi-groupes on a aussi :

S(S)S(t)z() — S(t)Z() S(t + S)Zo — S(t)Z()

t - t

D’ou :

5(1)(z0) = AS(1)20 = S(1) Azt 0

Proposition 1.8 :
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu S(t)¢>o sur

un espace de Hilbert H et wq le type du semi-groupe. Alors :
{A € C, tel que Re(\) > wp} C p(A)

Définition 1.17 : Semi-groupes de contractions.
Un semi-groupe fortement continu S(¢);>0 sur un espaces de Hilbert H est dit de

contractions si :

SOl gy < 1, V=0

Définition 1.18 : Opérateur dissipatif.
On dit qu'un opérateur non borné A : D(A) C H — H sur un espace de Hilbert

H | considéré comme espace de Banach, est dit dissipatif si :
lull 7 < [(u— XAu)||; Yue D(A) et YA>0

Proposition 1.9 : Une caractérisation des opérateurs dissipatifs.

Soit H un espace de Hilbert réel et A : D(A) — H un opérateur linéaire. Alors :

A est dissipatif <= (Au,u)y <0, Vu € D(A)
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Preuve : Si A est dissipatif alors pour tout u € D(A) et pour tout A >0 on a :
2 2 2
[ullzr < lullz + N [ Aullgy = 2X (u, Au)

Donc :

(Au,u) ;; < = ||Aul% YA >0

N >

Et a la limite : (Au,u); < 0. Réciproquement, la quantité ||(u — AAw)||3; vaut :
1w = AAu) |7 = l[ullF; + N || Aull7; — 27 (u, Au) 7
ce qui, compte tenu de I'hypothése (Au,u); < 0, donne :
1w = AW | > [lull;

Définition 1.19 : Opérateur m-dissipatif.
Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur dissipatif sur H. On
dit que A est m-dissipatif (respectivement que (—A) est maximal monotone ) si pour tout

A > 0 lopérateur I — AA : D(A) — H est surjectif. Autrement dit :
Yo € H, il existe uw € D(A) tel que: (I —XA)u=v

Théoréme 1.5 : Caractérisation des opérateurs m-dissipatifs.

Soit A un opérateur dissipatif sur un espace de Hilbert H. Alors 'opérateur A
est m—dissipatif si, et seulement s’il existe A\g > 0 tel que l'opérateur I — \gA : D(A) —
H est surjectif c’est a dire : Vv € H, il existe u € D(A) tel que : (I — AA)u = v.
Remarque 1.3 : Si A est un opérateur m—dissipatif sur un espace de Hilbert H, alors son

domaine D(A) est dense dans H.
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Théoréme 1.6 :
Un opérateur A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

de contractions S(t);>0 sur un espace de Hilbert H si, et seulement s’il est m-dissipatif.

Théoréme 1.7 : ( de Hille-Yosida )

Soit A un opérateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert H. On définit sur D(A) la

norme ||.[| 4 dite du graphe par: u+— |ull p(4) = </||u||?{ + || Aull3;, Yu € D(A). Alors
pour tout ug € D(A) il existe une fonction unique u € C1([0, +oc[; H) N C([0, +o00[; D(A))

solution du probléme :

P:{Z:Au et u(O):uo} vVt >0

qui, de plus, pour tout ¢ > 0 vérifie les inégalités :

du

2| = Aully < [lAuoll

H

lu®)l < ol et \

Preuve : On trouvera une démonstration détaillée en pages 105-110 dans [3] de H. Brezis.
Théoréme 1.8 :
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction S(t);>o sur un
espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) le probléme
‘C%‘ = Au
u(0) = ug

admet une solution unique u € C1([0, +oc[; H) N C([0, +o0[; D(A)) donnée par :

u(t) =St)ug V=0 et wvérifiant ||l peoms pmy < lluolly
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Proposition 1.10 :

Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t);>¢ fortement continu
sur un espace de Hilbert H. Si A est une valeur propre de A et u un vecteur propre de A
associé a X. Alors \; = e est une valeur propre de S(t) et u est un vecteur propre de S(t)

associé & A;. En d’autres termes on a I'implication :

A€ VP(A) M e VP(S(1))
—
Au = lu S(t)u = eM.u
Preuve : Soit u un vecteur propre de A associé a la la valeur propre A. Pour tout z € D(A)
ona: 4(S(t)z) = A.S(t)z = S(t).Az. Donc : L(S(t)u) = A.S(t)u = S(t).Au = \.S(t)u.

Et par définition des semi-groupes, on a : S(0)u = w. En posant v(t) = S(t)u pour tout

t > 0, on sait que v est la solution unique dans H du probléme de Cauchy P, :

dv
Py - {dt =Av et v(0)= u}

L’opérateur linéaire A = A\I € L(H) étant borné sur H, le semi-groupe fortement continu

U(s)s>0 qu'il engendre est défini par :

U(s)o = et = s"A™(v)
|
= on!
c’est a dire :
s
U(s).v = ‘ v=eu
=t

La solution v s’écrit, d’aprés le théoréme 1.8 : v(t) = U(t)u = eM.u V¢t > 0. Mais v est

d’autre part définie par : v(t) = S(t)u V¥Vt > 0. D’ou :

S(tyu=eru Vt>0
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Proposition 1.11 :
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu de contrac-

tions S(t);>0 sur un espace de Hilbert H. Si (Au,u), =0 Vu € D(A) alors
| S(t) |lg=1 Vt>0 etles valeurs propres de A sont imaginaires pures

Preuve : Pour tout u € D(A) et pour tout ¢ >0 on a: S(t)u € D(A). Soit s > 0. A

l'aide du produit scalaire sur H, 'écart &(s) =|| S(t + s)u |3 — || S(t)u || s'écrit :
IS+ s)u |7 = | SE)u llF= (St + s)u, St + s)u)yy — (S(t)u, S(t)u)y
D’apreés les propriétés du produit scalaire, on a alors :
3(s) = (S(t+ s)u— S(t)u, St + s)u)y + (S(t)u, S(t+ s)u)y — (S(t)u, S(t)u) 5
Et donc :
| S(t+s)u |3 — || S(t)u ||3= (St + s)u — S(t)u, S(t + s)u) y+(S(E)u, S(t + s)u — S(t)u) 5
En passant a la limite quand s — 0, on obtient :

lim 26(s) = lim — (S(t + s)u — S(E)u, S(t + s)u) 7 + lim = (S(E)u, S(E+ 8)u— S(E)u)

s—0 s s—0 s s—0 8
Par continuité du produit scalaire et par définition de la dérivée, on obtient alors :

d

SO B = (SO0 Sthn) + (St GSO0,) 1L

H

mais comme :

d

7 5 (O)u)i—yy = AS(to)u

et par hypothese : (Au,u), = (u, Au), = 0 pour tout u € D(A), I'égalité (1.11.1) implique

d
SISl ) =0 w20
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La quantité ||S(t)ul|3; est donc une constante par rapport a la variable ¢. Ce qui signifie
pour tout ¢ > 0 que [|S(t)ul[; = [[S(0)ull g = [lul| 5. Dot : [|S(¢)|| 2y = 1 pour tout t > 0.

Soit A € C une valeur propre de A. D’aprés la proposition 1.10 établie en page 28,
le nombre \; = eM est, pour tout ¢ > 0, une valeur propre de S(t) et tout vecteur propre de
A associé a \ reste un vecteur vecteur propre de S(t) associé a A;. Tout vecteur propre u de
A associé a A vérifie donc : S(t)u = eMu Vt > 0. Or, on sait que ||S(t)ul|; = ||ull; ¥t > 0.
Donc He’\tuHH = ||ull; V¢t >0. On en déduit I'égalité }e’\t‘ =1 Vt>0. Et en posant
A = a)\+ Bi avec (o, 3) € R on obtient : e® =1 V¢t > 0. Cest a dire a = 0 et A = i3. Et

cela prouve que les valeurs propres de A sont imaginaires pures.

[.1.4 - Espaces de Hilbert intérmédiaires

Soient H et K deux espaces de Hilbert, tels que K C H. Notons par (,); et (,)x
les produits scalaires respectivement définis sur H et K. On suppose que le sous-espace
K est dense dans H et que l'injection K — K C H est continue. C’est a dire qu’il existe
une consante positive cx > 0 telle que U'inégalité : ||u||; < ¢k [Ju||; soit vérifiée pour tout
u € K. Selon un résultat classique (voir [19] de Riesz-Nagy), l'espace K peut étre défini
comme le domaine d’un opérateur linéaire A non borné, positif et auto-adjoint défini sur
H. L’opérateur A n’est pas nécéssairement unique mais la norme ||.||; induite sur K par le

produit scalaire (, ), est équivalente a la norme du graphe de A définie par :
1
2
lully = (Il + 1Aul})® vue D) =K

Notons par L I’ensemble des éléments de u € D(A) = K tels que la forme anti-linéiare :

Fu: K — C avec v+— Fyu(v) = (u,v),
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soit continue pour la topologie de H. On montre que L est un sous-espace dense dans H,
et est le domaine d’un opérateur linéaire S non borné, auto-adjoint, strictement positif et
qui vérifie :

(Su,u)y = llull% , Vue D(A) = K

En utilisant la décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoint, on pourra donner un
sens aux puissances S?, pout tout # € R et définir le domaine de ces opérateurs. On
pourra consulter entre autres Riesz-Nagy [19] pour les principales notions relatives a la
théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints et la procédure de définition de ces puissances
d’opérateurs. Dans cet exemple introductif, en prenant 6 = % onaA =53 1 est auto-
adjoint, positif et son domaine D(A) = K est dense dans H. Il s’injecte continument dans

H et vérifie :

(u,v) g = (Au, Av); , Yue DA) =K

On a les inclusions : L = D(S) C D(S%) = K C H. L’espace de Hilbert K intermédiaire

entre L et H est le domaine de I'opérateur S et est noté [L,H]1 = D(S%). C’est a partir

1
2

des notions décrites dans cette introduction qu’on peut définir pour tout # € R les espaces

de Hilbert intermédiaires comme domaine de puissances d’opérateurs et on écrira :
[H,K]p=D(A*™?)  0<6<1

On trouvera les démonstrations des résultats exposés dans ce paragraphe consacré aux

espaces de Hilbert intermédiaires dans [14] de J.L.Lions et E.Magenes.
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Définition 1.20 :
Soient H et K deux espaces de Hilbert, tels que K C H. Notons par (,) et (,)x
les produits scalaires respectivement définis sur H et K. On suppose que le sous-espace K

est dense dans H et que l'injection K C H — K est continue i.e :
deg >0 ullp < ek |ully Yue K

On appelle espace intermédiaire entre d’ordre 0 < 6 < 1 entre H et K, I'espace de Hilbert

noté [H, K]y et défini par :

[H,Klg = D(A'™) et (u,0) 7.4, = <A1—9u,A1—%>H Y(u,v) € D(A*?)

et dont la norme ||.[[{y x), induite est équivalente & la norme du graphe de A9 deéfinie par
2\ 2
Jullys-o = (nunz + 1\A1—"-uHH> . Vue D) = [H, K]y

Remarque 1.4 : L’espace [H, K]y n’est pas intrinséquement lié aux espaces H et K,
il dépend des topologies respectives induites par les produits scalaires respectifs. Mais
si A1 et Ay sont deux opérateurs auto-adjoints sur H définis sur un domaine commun
D(A1) = D(A2) alors pour tout 0 < 6 < 1 les domaines D(A}™%) = D(AL~?) sont munis de

normes équivalentes. Et en particulier on a :
[H Klo=Ket[H, K|y =H

Théoréme 1.9 : Dual d’un espace intermédiaire.
Soient H un espace de Hilbert, K C H un sous-espace dense dans H tel que
I'injection K — H soit continue et 6 €]0, 1. Notons par H', K', [H, K] les espaces duals

respectivement de H, K, [H, K]p. Alors on a :

[Hv K]é = [KlaHl]lfe
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Théoréme 1.10 : Densité entre espaces intermédiaires.
Soient #; et 63 deux nombres réels tels que 0 < #; < 65 et H un espace de Hilbert.

Soit K C H un sous-espace dense dans H tel que l'injection K <— H soit continue. Alors

les normes H.||[[H7K]917[H7K]92]9 et ||.||[HJ(](170)9#901 sont équivalentes et :
l) [HvK]91 - [H’K]92
i) [H, K]p, est dense dans [H, K]g,

i) [[H,Klg,, [H, Klo,]g = [H, K](1-0)0,+00, V0 €]0,1]

Théoréme 1.11 : Inégalité d’interpolation.
Soient H un espace de Hilbert, K C H un sous-espace dense dans H tel que

I'injection K — H soit continue et 6 €]0, 1[. Alors il existe une constante C >0 telle que :

1-6 0
lulligm, < Cllullx” lullz  YeeK

[.1.5 - Distributions a valeurs dans un espace de Hilbert

Ce paragraphe traite la notion de distribution a valeurs dans un espace de Hilbert
en s’'intéressant a des espaces fonctionnels de la variable réelle & valeurs dans un espace de
Hilbert. L’étude de ces espaces est essentielle pour une connaisance suffisante des espaces de
Sobolev, de leurs proriétés et de leur importance dans les équations aux dérivées partielles.
On commencera par donner un sens a ’espace de "Lebesgues" des fonctions de la variable

réelle & valeurs dans un espace de Hilbert H de carré intégrable qu’on notera L?(a, b; H).
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Définition 1.21 : L’espace L%(a,b; H) :
Soient H un espace de Hilbert et a, b deux nombres réels distincts tels que : a < b.

On désigne par L?(a,b; H) I’ensemble des (classes de ) fonctions définie par :

b
L(a,b;H) = {f:la,b] — Htq: t— ||f@)|?% est mesurable et £ )13 dt < 400
H H

Proposition 1.12 : Structure Hilbertienne de I’espace L?(a,b, H) :

Muni du produit scalaire :

b

) 20y = [ (50900

a

I'espace L?(a,b, H) est un espace de Hilbert dont la norme induite par ce produit scalaire

b :
11l o) = < [ s, dt)

Preuve : On en trouvera une dans [14] de J.L.Lions et E.Magenes.

est définie par :

Définition 1.22 : Définition et convergence dans ’espace D(]a,b[; H)

Soient ]a,b[ un invervalle ouvert de R et H un espace de Hilbert. On notera par
D(]a,b[; H) ensemble des fonctions de classe C* sur |a, b| a valeurs dans H et & support
compact contenu dans |a,b[. Et on dira qu’une suite (¢,,)neny C D(]a, b[; H) converge vers

une fonction ¢ € D(]a, b[; H) s'il existe un compact K Cla, b[ tel que :

dm
supp(p,) C K VYneN et Lim [Sup <H (P = )H

)]:O Ym e N
H
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Définition 1.23 : Définition et convergence dans ’espace D'(Ja,b[; H) :
On appelle espace des distributions sur l'intervalle ]a, b[ & valeurs dans I’espace de
Hilbert H l’ensemble noté D'(Ja,b[; H) des applications linéaires T' : D(Ja,b[; H) — R qui

pour toute suite (¢;)jen C D(]a, b[; H) vérifie 'implication :
(#5)jen — @ dans D(Ja,b[; H) = T(p;) — T(p) dans R

La valeur T'(¢) € R sera notée (T',¢). Par le crochet (T’ ) ps (jq,p: 1) D(Ja,p;r) O DOtera la
dualité entre D' (Ja, b[; H) et D(]a, b[; H). 1l est clair que deux distributions T3 et T3 sur |a, b|

a valeurs dans H sont égales si elles le sont en tant qu’applications de D(Ja,b[; H) dans R :
(T, ) = (T, ) Vo € D(]a,b;2)

Convergence dans ’espace des distributions D’'(Ja,b[; H) :

On dira qu’une suite {7}, n € N} C D'(Ja,b[; H) de distributions sur Uintervalle

la,b[ & valeurs dans H converge dans D’(|a, b[; H) vers une distribution 7" si on a :

(Tu¢) — (T.¢) dansR V€ D(a,b[; H)

Remarque 1.5 : Notons que toute classe de fonctions f € L%*(a,b, H) définit canon-
iquement une distribution sur lintervalle a,b] a valeurs dans H. En effet, pour tout

]?6 L?(a,b, H), Papplication linéaire :
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satisfait la définition 1.23 des distributions sur l'intervalle ]a,b[ & valeurs dans l’espace
de Hilbert H c’est a dire Tf € D'(Ja,b[; H). D’ou linclusion L?(a,b, H) C D'(Ja,b[; H).
Mais l'inclusion est stricte L(a,b, H) ¢ D'(Ja,b[; H) car pour qu'une distribution 7" €
D'(Ja, b[; H) soit élément de L?(]a, b[; H) il est nécessaire et suffisant qu’il existe une fonction

e L2%(Ja, b[; H) telle que :
f (Ja,b[; H) q

b
(T, ) D1 (1a,b: 1) Db H) = / (f(t)0)ydt Vo € D(a,bl; H)

Les notions de distributions & valeurs dans un espace vectoriel sont amplement détaillées

par Laurent Schwartz dans [18].

Définition 1.24 : Dérivation dans D'(]a,b[; H) :

On définit pour toute distribution 7' € D'(]a, b[; H), la dérivée % par :

<dT,go> S <T, d“0> Vi € D(Ja, bf; H)
At "/ pr(1a,b 1) D(abH) At/ pr(1a bl 1), D(ab;H)

Plus généralement, pour tout ordre entier m € N la dérivée d’ordre m est définie par :

dmT d
(Gs) ~ (.5 Vi € Dlla,bf H)
¢ D' (Ja,b[;H),D(Ja,b;H) t / D/ ((abl; ), D(a b H)

Et application :

dm
T D'(Ja,b[; H) — D'(Ja, b[; H)
dmT )
T +— est continue.

dtm
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1.1.6 - Une introduction aux espaces de Sobolev

Soit H un espace de Hilbert et K C H un sous-espace dense dans H. Chacun
étant muni d’un produit scalaire, on suppose que l'injection K <— H est continue c’est a
dire qu’il existe cx > 0 telle que : ||u|y < ¢k |lullx Vu € K. Soient m > 1 un entier

naturel et a < b deux nombres réels finis. On pose alors :

m

d
Wi (a,b) = {u € L*(a,b; K) tels que : Wrg € L*(a,b; H)}

olt les dérivations 4% sont prises au sens des distributions dans D'(Ja,b[; H). On définit

ensuite sur 'espace W,,(a,b) le produit scalaire :

b d™u d™v

o = [ i [ (S0 S20)

Muni de ce produit scalaire, W,,(a,b) est un espace de Hilbert dont la norme induite par

a

le produit scalaire est définie par :

2
dmuy

_ 2
oy = \/ ol + |

L2(a,b;H)

Les proriétés de ces espaces permettent de déduire I'essentiel des résultats concernant les
espaces de Sobolev. L’espace D([a,b]; K) étant celui des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur [a,b] a valeurs dans K et a support compact contenu dans [a, b], on définit de
méme les espaces D'(]—o0, a]; H), D'([a, +oo[; H) et D'(]—o0, +o0[; H).
Théoréme 1.12 : Pour tout m >1on a:

D([a,b]; K) est dense dans W, (a,b), D(] — 00, al; K) est dense dans W, (—o0, a)

D([a, +o0; K) est dense dans Wy, (a, +00) et D(R; K) est dense dans W, (—o0, +00)

Preuve : Une démonstration détaillée est exposée dans [14] de J.L.Lions et E.Magenes.
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Théoréme 1.13 : Opérateur de prolongement.
On suppose qu’au moins I'un des nombres a < b est fini. Alors il existe un opérateur

linéaire continu :

P : u+— Pu deW,,(a,b) dansW,,(—oo, +0)

tel que :

Pu = u presque partout sur |a,b|

Preuve : Le théoréme est démontré dans [14] de J.L.LIONS - EEMAGENES.

Théoréme 1.14 : Un théoréme des traces.
Vu € Wi, (0,400) et V5 € {0,1,2,....,m — 1} on a :

di

W(O) € [H, K] 1,1y

Et ’application :

m—1

J=0 est surjective
j m—1
u— (u(O), o B (0), .. %m,m))

Preuve : Le théoréme est démontré dans [14] de de J.L.LIONS - EMAGENES.
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[.2 - Espaces de Sobolev

1.2.1 - Epaces de obolev d’ordre entier

Définition 1.25 : Espaces de Sobolev d’ordre entier sur un ouvert () C R”
Soit €2 un ouvert de R™ et m € N. On apelle espace de Sobolev d’ordre m sur €2,

Pensemble noté H™ (Q2), et défini par :
H™(Q) = {f e L*(Q), telle que : D°f € L*(Q) Y aeN" et |af <m}

et muni du produit scalaire (, >Hm(9) Cf — <f’9>Hm(Q) = [ fgdz+ > [oD*f.D%.dx
Q

1<]|al<m

et dont la norme induite est définie par : ||f|]§{m(9) = f|f|2dm+ > Jq |Df|*de  (1.25.1)
Q 1<]a|<m

Et on conviendra de noter : H%(Q) = L?(Q) (1.25.2)

Théoréme 1.15 :

Soient §2 un ouvert quelconque de R™ et m un entier naturel. L’espace de Sobolev

H™ () d’ordre m sur € muni de la norme définie dans (1.25.1), est un espace de Hilbert dont
1

2
la norme induite est définie par : f — || f{| gm(q) = ( > HDO‘fH%Q(Q)>
la|<m

Preuve : Consulter par exemple [14] de J.L. LIONS et EEMAGENES.
Théoréme 1.16 : Densité de D (R") dans H™ (R").

L’espace D (R™), considéré comme un sous-espace de H™ (R™) est partout dense
dans H™ (R™). Plus pécisemment, ¥ u € H™ (R") et V ¢ > 0 il existe p. € D (R") telle
que supp(p.) C (supp(u)). et | — ullgmmny < € o (supp(u)). désigne le voisinage

fermé d’ordre ¢ de supp(u), défini par : (supp(u)), = {x € R" tel que : d(z, supp(u)) < €}

Preuve : Voir [11] de Vo-Khac Khoan en page 170.
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Définition 1.26 :
Soit © un ouvert de R™. On désigne par Hj" (2) 'adhérance de D (2) dans H™ (£2)

et on notera H~" () le dual topologique de H" ().

Théoréme 1.17 : Densité de D (©2) dans H™ (Q).
Si © est ouvert borné dont la frontiere 9Q = I' est une variété de classe C*, telle

que €2 soit localement d’un seul coté de I'. Alors pour tout entier 0 < m < k :
D () est dense dans H™ (Q)

Preuve : Voir en page 32 dans [15] de P.A. RAVIART et de J. M.THOMAS.
Théoréme 1.18 : Inégalité de Poincaré :
Si 2 est un ouvert de R™ borné dans une direction alors il existe une constante

cq > 0 telle que

n

ull 20y < ca (Z

=1

ou
ox;

2 2

Yu € H}(Q)
L2(Q)
Preuve : P.A. RAVIART et de J M. THOMAS en donnent une démonstration dans [15]
en pages 18-19. On précise cependant que ce que signifie "borné dans une direction”. En
notant © = (..., x4, ...), ¥y = (..., yi, ...) les coordonnées cartésiennes du point (z, y) € R" x R"

on dira que € est borné dans une direction si :

Mm( Sup |wi—yi]> < 00
(

I<isn \ (z,)eQxQ
Remarque 1.6 : On en déduit que si {2 C R” est un ouvert borné dans une direction alors

Iapplication v — [|[Vvl| 2 est une norme équivalente sur H{ (9) ala norme de H(1Q).
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1.2.2 - Espaces de Sobolev d’ordre réel

Définition 1.27 : Espaces de Sobolev d’ordre réel sur R”

Soit s € R. On appelle espace de Sobolev d’ordre s sur R™ I’ensemble H?*(R"™)

défini par
H*(R") = {u € §'(R™) telles que : / a(6)? (1 + |§\2)Sd§ < oo}
Rn

et muni du produit scalaire :

o)y = [ GOTE. (1+168)" de

dont la norme induite est définie par :

ol = ([ 10O (1+167) de)

Théoréme 1.19 :
Pour tout entier m € N les définitions suivantes sont équivalentes :
H™(R™) = {f € L*(Q), telle que : D*f € L*(R") VaeN" et |a|<m} (1.19.1)
H™(R") = {u e S’ (R") tels que : & +— (1 + ]§\2>% ueL? (R")} (1.19.2)

H™(R") = [H°(R"),H* (R")], wm Vk>m, keN* (1.19.3)

=3

et les normes suivantes sont équivalentes :

[NIES

Mot S DUl

la|<m
./\/2 DU ||u||[Hk(]Rn),HO(R”)]1 m
Tk
Ns @ uw— H(l—i—\§]2>2ﬁ
L2(R™)

Preuve : Les équivalences entre les définitions (1.19.1) et (1.19.2) et entre les normes N7 et

N sont établies dans [14] de J.L. Lions et E.Magenes (Theorem 1.2) p5. Et les équivalences
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entre les définitions (1.19.2) et (1.19.3) sont établies dans le méme ouvrage en page 30-31.
En fait un résultat plus général est établi en page 30 dans [14]. C’est le "Theorem 7.1"

selon lequel pour tout 0 < 6 < 1 et pour tout entier m > 1 on a :
[H® (R™), H™ (R™)],, = HO=O™ (R™) (1.19.4)

Théoréme 1.20 :
Soit H*® (R™) I'espace dual de H* (R"). En identifiant 'espace L? (R") avec son

dual et sachant que H° (R") = L2 (R"), on a :
(H*(R™)) = H *R") Vs>0

Preuve : Consulter la preuve de J.L. Lions et E.Magenes dans [14] en page 31.

Proposition 1.13 : Densité.
D (R"™) est dense dans H® (R") VseR

Preuve : Soit m > s > 0 deux nombres réels positifs tel que m € N. Posons :

Ko=D(@®R") , K=H"(R") et H=L*R") (1.13.1)

D’apres le théoreme 1.17, Ky = D (R"™) est dense dans K = H™ (R"). K est dense dans
H = L?(R"). Or, d’aprés le résultat ii) du théoréme 1.10, pour tout 0 < 6 < 1 I’espace
K est dense dans [H, K]y et de 'inclusion Ky C K on déduit que 'espace K est dense

dans [L? (R"), H™ (R")]g. En appliquant le résultat (1.19.4) :

[H° (R™),H™(R™)], = HZO™(R")  v9,0<60<1
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cité en marge du théoréme 1.19 pour ¢ = (1—-) on obtient la densité de D (R") dans H* (R")

pour tout s > 0. Pour le cas négatif on raisonnera par dualité en prenant comme espaces :
H=H"R") et K=L*(R")

Notations : On note par Co(R™) ’ensemble des fonctions continues sur R™ nulles a l'infini

Co(R™) = {f € CO(R™) / Ve > 0, IK. C R" compact tel que: | f(z)| <e Vz e R"—K.}.

Muni de la norme | f|,, = Sz]fgp |f(x)|, Pespace Co(R™) est un espace de Banach et la
z€R"

topologie induite par cette norme est appellée topologie de la convergence uniforme. On

rappelle que pour tout k& € N l'espace noté C*(R") est 'ensemble des fonctions définies et

continues sur R" et telles que pour tout multi-indice a € N, |a| < k, la dérivée D f est

définie et continue. On désigne par Blg (R™) I'espace des fonctions de classe C¥ sur R™ dont

les dérivées de tout ordre inférieur ou égal a k sont continues et nulles & I'infini sur R” :
BE(R™) = {f e CH(R) telles que : DVf € Co(R") Ya e N" et |a| < k:}
On munit Bf(R") de la norme :

/1l 35y = Sup ( Sup \Daf(f’«")|>

la|<k \z€(R")
Théoréme 1.21 : Théoréme d’injection de Sobolev sur R”
Soient k € N et s € Ravec s > 2 +k alors H%(R") C BE(R") et linjection

H*(R™) «— BE(R™) est continue, c’est & dire qu'il existe § > 0 tel que :

sup (supIDu(a)l) < ([ 1o (14 \fF)sdsf Vu € H'(RY)

la|<k \z€Rn

Preuve : Voir la preuve dans [12] de VO-KHAC KHOAN en page 180.
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Théoréme 1.22 : Théoréme d’injection de Sobolev pour un ouvert quelconque

Soient €2 un ouvert de R" et (k,m) € N x N tels que : m > § + k. Alors :
H™(Q) c C*(Q)

Preuve : Voir la preuve dans [12] de VO-KHAC KHOAN en page 181.

Théoréme 1.23 : Théoréme de Rellich-Kondrashov.

Soient €2 un ouvert relativement compact de R™. Alors, pour tout entier m > 1
Vinjection : HJ'(Q) — H{" 1(Q) est compacte. Et si de plus la frontiére 9Q = I est une
variété différentiable de classe C* et que Q est localement d’un seul coté de I alors 'injection :
H™(Q) — H™ Q) est compacte.

: Consulter la page 184 de [12] de Vo-Khac Khoan.

Théoréme 1.24 : Opérateur de prolongement.
Soient 2 un ouvert borné de R™ dont la frontiére 9€2 = I' est une variété différen-
tiable de classe C* telle que § est localement d’un seul coté de I'. Alors pour tout entier

m < k, il existe un opérateur linéaire continue Py, : H™(Q2) — H™(R") tel que :

P,.(u) = u presque partout dans Q  YucL?() (1.24.1)

Preuve : Avec des hypothéses beaucoup plus fortes (992 = I' de classe C*° ) le résultat est
prouvé dans [14] (Theorem 8.1 - page 38). Lorsque la régularité du bord de 'ouvert permet

I’existence de 'opérateur on dira que 'ouvert posséde la proriété de m-prolongement.
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1.2.3 - Espaces de Sobolev d’ordre réel sur un ouvert de R"

Soient 2 un ouvert de R™. Sans conditions de régularité sur la frontiére OS2,
on peut définir des espaces de Sobolev d’ordre non entier en utilisant la notion d’espaces
intermédiaires. Soient s > 0 un nombre non entier et m > s un entier naturel. On appelle

espace de Sobolev d’ordre s > 0 sur 2 , 'espace noté H*(2) et défini par :

H(Q) = [H(Q), H" ()] (=) (1.25.0)

m

Théoréme 1.25 :
Soient © un ouvert borné de R"™ dont la fronticre Q) = T' est une variété C* telle

que 2 est localement d’un seul coté de I'. Alors pour tout s < k on a :
H(Q) = {ujq, uve H(R")} (1.25.1)
et I’équivalence entre les normes :
||'||[Hm(R"),H0(Rn)}17% et No :ur— Inf {HUHHS(R,L) :U =u p.partout sur Q} (1.25.2)

Preuve : Consulter [14] de J.L. Lions et E.Magenes.

Théoréme 1.26 : Densité de D (2) dans H* () :
Si Q est ouvert borné de R™ dont la frontiere 9Q = T est une variété de classe C¥,

telle que €2 est localement d’un seul coté de I' alors pour tout réél positif 0 < s <k on a:
D (Q) dense dans H* ()

Preuve : Résultat montré dans [14] de J.L. Lions et E.Magenes (Theorem 9.3 - page 41)

avec des hypothéses de régularité plus fortes sur la frontiére.
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Théoréme 1.27 : Prolongement par 0 en dehors de 'ouvert.
Si 2 est un ouvert borné dont la frontiere 9€) = I' est une variété de classe C*° et
s > 0 un nombre réel strictement positif. Alors, 'opérateur linéaire Py : H* () — H* (R")

de prolongement par 0 défini par :

u  presque partout dans )
P,(u) = Vu € H* (Q)
0 dans R"™ —Q
Preuve : La démonstration est établie dans [14] de J.L. Lions et E.Magenes en page 60.
Théoréme 1.28 : Propriétés de régularité des éléments de H?® () :
Soit © un ouvert borné de R dont la frontiere 9Q = T est une variété de classe C¥,
telle que  est localement d’un seul coté de I'. On note par C*(Q) 'espace des fonctions k
fois contintiment différentiables sur  muni a la norme ||U||ck(§) = 2 |al<k max |DYv(x)|.

Si s > 2+ k alors H*(Q) C C*(Q) ou et l'injection H* () — C*(Q) est continue.

Preuve : Elle est établie par J.L. Lions et E.Magenes en page 46 dans [14].

1.2.4 - Espaces de Sobolev sur le bord d’un ouvert 2 borné de R”

Soit  un ouvert borné de R™ dont la frontiére 92 = I' est une variété de classe
C* de dimension n — 1. Soit (U;)icr un recouvrement ouvert de . On appelle partition
de l'unité de classe C*° subordonnée au recouvrement (U;);cr, une famille de fonctions de

classe C*(Q2) a valeurs positives ou nullles (a;);e; indexée par le méme ensemble d’indices
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1, et vérifiant les conditions suivantes :

Supp(ay) CU; , Viel (1.2.4.1)
VK compact, K C Q, il existe Jx = {ix1,....ikm} CI fini tel que:
(1.2.4.2)
(ai)|KEO, Viel —Jg
Yai(x) =1, Vr e (1.2.4.3)

icl
On montre que pour tout ouvert O C R™ il existe pour chaque recouvrement ouvert (Oy)xea
une partition de l'unité (gy)rea subordonnée a ce recouvrement. Vo-Khac Khoan en donne
une preuve dans [11] en page 155. L’ouvert € étant borné, I'ensemble Q = QU T' est une
partie compacte de R™. De tout recouvrement ouvert (U4;);er , on peut alors en extraire un
sous-recouvrement fini (U, )xeq1,....my- Soit (Of)jeqi,... py une famille finie d’ouverts de R”
recouvrant en particulier la frontiere I' = 0 et telle que pour tout j € {1,...,p} il existe

une application ¢, de classe C* :

1

n—1 2
p; Oj—>U:{y€R":(Z|yi|2> <1 et —1<yn<1}
i=1 (1.2.4.4)

zr—g;(r) =y

dont I’application réciproque :

@;1 : U— Oj
(1.2.4.5)
y— ;' (y) ==
est aussi de classe C*® et vérifie :
;i (0;NQ)={y €U :tel que:y, >0} =Uy (1.2.4.6)

pi(0;NT)={yeR":yeU:telque:y, =0} =Up ([.2.4.7)

e, (O;NR"-Q)) ={y e U :tel que: y, <0} =U_ (1.2.4.8)
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De plus, si O; N O; # @ il existe un homéomorphisme J; ; indéfiniment différentiable a

jacobien positif tel que :

Jij ¢i(0iN0O;) — ¢;(0;N0O;y)
’ ’ ’ ! (1.2.4.9)
Jij(pi(@)) = pj(z) Ve O;NO;
En associant au recouvrement fini de I' par les ouverts (O;);eq1,..py de R", la famille finie

des traces (O; N F)j€{17..,,p} sur I' on obtient un recouvrement de I' par des ouverts de I'

auquel on peut subordonner une partition de I'unité (a;);eqi,... py sur I' vérifiant :

Supp(aj) CO;NT et «o; € DI) Vje{l,..,p} ((1.2.4.10)
P
Y.aj(z)=1 Vzel ((1.2.4.11)
j=1
ou D(I") désigne l'espace des fonctions de I' — R indéfiniment différentiables a support

compact contenu dans I'. (Voir les rappels de la géométrie différentielle). Ainsi, toute

fonction u : I' — R définie (p.p) sur I' se décompose d’aprés (1.2.4.11) comme suit :
p
u(x) = Zaj(x).u(x) presque partout sur I’ ((1.2.4.12)
j=1

La fonction (aj.u)ogaj_l est & support compact contenu dans ¢;(O;NI') = {y € U : tel que : y,, = 0}.
Elle se prolonge par 0 en une fonction définie sur RZ,_l = R"! x {0}. On défini alors
'application continue notée @7 : LY(T) — LY(R"1) qui & tout élément u € L(T) associe

I'élément de @7 (u) € LY(R"1) défini de R"! dans R par :

n—1
(@s0) 057 e 0) st (5 ) <1
1=

n—1
0 (z w) 1
=1
(1.2.4.13)

(Y15 Yn—1) — @5 (w) (Y1, s Yn—1) =
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L’application : @7 : D(I') — D(R™1) est lindaire continue et de plus :

n—1
v € DR et Supp(v) C {y cR"L: (Z |y1|2> < 1} =3 we D) tg: Pj(u) =v
i=1

(I1.2.4.14)

Ou encore :

Signalons enfin la continuité de ’application :
®%: D'(T) — D'(R™ 1)

Définition 1.28 : L’espace H*(I') :
Soit s € R. On appellera espace de Sobolev d’ordre s sur I' I'espace noté H*(T")
et défini par H*(T') = {u € L2(T) tel que : Pr(u) € H3 (R 1) vje {1, ...,p}} (1.28.1)

muni de la norme :

» p
lall ey = Z |25y |+ Ve HI@)  (1282)
Remarque 1.7 : La définition (1.28.1) ne dépend pas, d’un point de vue algébrique, du
choix des cartes locales (Oj, ;) jeq(1,... p} et de la partition de 'unité (o) ;eq1,... py- La norme
||.||HS(F), par contre dépend du choix du systeme (Oj, ¢;, @j)jeq1,... py mais les différentes
normes sont équivalentes. On vérifie que muni de chacune des normes définie par un sys-
teeme (Oj, 0, @j)jeq1,...p}» I'espace H*(I') est un espace de Hilbert. En identifiant HO(T)
avec son dual, on montre (Voir [14] de J.L. LIONS et EEMAGENES (Theorem 7.6 - page

36) que I'espace dual (H*(I"))’ n’est autre que I’espace de Sobolev d’ordre —s sur I :

(H5(T)) =H 5T) VscR (1.28.3)
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Théoréme 1.29 : Densité de D(I') dans H*(T") :
D(T) est partout dense dans H5(I") Vs > 0.
Preuve : Selon la proposition 1.13 de la page 42, I'espace D(R™ 1) est dense dans H*(R"~1).
I existe donc pour tout j € {1,...,p} une suite {¥;x, k € N} C D(R"!) a support compact
contenu dans la boule ouverte {y = (Y1, .oy Yn_1) E R <n211 yiQ) < 1} qui converge
i=
vers ®%(u) € H(R™1). 11 existe donc une suite {v; 5, k € N} C D(T') définie par :

Vjk = (@;)71(\1{7’7;{) Vk e N

2
qui vérifie ®7(vjx) = V;, Vk € N. Et donc : klirgo“q);(vj,k)—@j(u)HHS(Rn_l) =0
L’égalité étant valable pour tout j € {1,,...,p}, on obtient :

2

p
lim ZH‘Iﬁ(vj,k)—¢§(U)’\25(Rn—l) =0
=1

k—o0

P
Donc la suite {uk = > v avec k € N} converge vers u dans H*(I'). D’ou la densité.
j=1

Théoréme 1.30 : Théoréme des traces pour espaces de Sobolev d’ordre entier.

Soit © un ouvert borné de R™ dont la frontiere 9Q = T est de classe C* et m < k
un entier naturel. On désignera pour tout j € {0,...,m — 1} par gj—;j la dérivée normale
d’ordre j sur I orientée vers l'interieur de 2. Alors I’application :

D(Q) — D((I)"™

du du 8m’1u)

U= (u|F7 QU gud st gpm—1

se prolonge en une application linéaire continue et surjective :
m—1

H™(Q) — [[ H™73(D)
L

ou A om—ly )

U — <U|F7 v Gud ot gym—1
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qui admet une application linéaire inverse & droite continue, notée R :
m—1 L1
R : [[ H" 77 2() — H™(Q)
§=0

g = (gla ---7gj7---7gm—1) — R(g)

telle que :

PR(g)
ovJ — 9

vV jed{0,..m—1}

Preuve : Si la frontiére est une variété indéfiniment différentiable et si I'ouvert 2 est

localement d’un seul coté de sa frontiere, la preuve est établie dans [14] en page 39.

Théoréme 1.31 : Généralisation aux espaces de Sobolev d’ordres réels

Soit 2 un ouvert borné de R™ dont la frontiere 92 = I' est une variété de classe
C*™ telle que € est localement d’un seul coté de I'. Soient s un nombre réel positif ou
nul et m le plus grand entier naturel strictement plus petit que s — % Alors ’application

D(Q) — D((D)™ :

( ou A, 8mu)

U By ua T Gym

se prolonge par continuité en une application linéaire continue et surjective :

HYQ) — ﬁo H7-}(I)

A Bmu)

ceey W, ceey W

0
U (u‘l—V 3737

qui admet une application inverse & droite linéaire et continue, notée R :
" 1
R:[[H 7 2() — H*(Q)
j=0

Preuve : Voir la démonstration de J.L. LIONS et EMAGENES dans [14] en page 41.
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Théoréme 1.32 : Caractérisation des espaces H(2)
Si Q est un ouvert borné de R™ et 9N est de classe C¥. Alor pour tout % <s<k

HE(Q) = Q) el que: Y =0 Vi 0< i L
Q) =<ue ()eque.w— 7, _]<s—§

Preuve : Pour I de classe C* Voir [14] de J.L. Lions et E.Magenes (Theorem 11.5 - p 62).
Théoréme 1.33 : Un résultat de compacité.
Soit  un ouvert borné de R™ dont la frontiere 9€2 = I' est de classe C*° telle que

Q soit localement d’un seul coté de I'. Soit s un nombre réel quelconque. Alors :
l'injection H®(2) — H* ¢(Q) est compacte Ve >0

Preuve : Etablie dans [14] de J.L. Lions et E.Magenes (Theorem 16.1 - page 99).
Proposition 1.14 : Formule de green.

Soient © un ouvert borné de R™ dont la frontiére I est de classe C! par morceaux
et v = (v1,...,v,...ty) la normale extérieure & Q en x € I'. On notera par 9, 'opérateur

de dérivation suivant v. Alors :

n 2u n w .

Qi=1 9622 i=1Q
Preuve : Voir [15] de P.A. RAVIART et de J.M.THOMAS.
Proposition 1.15 : Une variante de I’inégalité de Poincaré.
Soient €2 un ouvert borné et connexe de R™ dont la frontiere I' = 0f2 est de classe

C' par morceaux et I'; une partie de la frontiére non négligeable pour la mesure superficielle.

n 2 2
Alors la semi-norme v — ||V 2(q) = [Z < fa % dm)} définie sur le sous-espace
i=1 ‘

W = {v € HY(Q) telle que v=0 sur Fl} est une norme équivalente a la norme induite
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sur W par ||.|[ g1 (q)- Et il existe une constante c1(£2) > 0 telle que :

[0l L2y < (D) Vol 2y YoeW

2 3
dx) ] est

une norme sur W. Si, pour un élément v € W on avait |v|; o = 0, cela donnerait :
b

n
Preuve : Vérifions d’abord que la semi-norme v +— |v|; o = [E (fQ %
’ 7::1 2

Ov
=0 Vie{l,..,n
a’lfi { T }
L’ouvert 2 étant connexe, v serait nécessairement constante sur 2. Or, U, = 0 par

définition de W. D’ott v = 0 sur (2. Ce qui vérifie I'axiome qui fait d’une semi-norme
une norme. Il s’agit maintenant de montrer I'équivalence sur W entre les normes |v]; ¢, et
[l 71 (- Ce qui revient & prouver lexistence de deux constantes positives a1(Q2) < az(£2)
vérifiant a1(Q). [[v][ g1 ) < vl < a2(Q). vl Vv € W. Par définition de la norme
de I'espace H'(€), on a : ||UH§{1(Q) = Hv||%2(m + |v|?Q Donc pour az(€2) = 1, on a bien :
vl 0 < a2(Q). [vllgrq) Vv € W. Ils’agit donc de montrer 'autre inégalité. On raisonnera

par ’absurde en supposant que :
Va >0, il existe une fonction ve € W telle que o ||valgiq) > |vali o (1.15.1)

I existerait alors une suite {v;,, m € N*} C W telle que : + lvmllgr ) > lvmly - Soit

Um
I ()

{wp, m € N*} la suite définie par w,, = Tom . Elle vérifie :

1
me”Hl(Q) =1 et ’wm‘l’g < m VYm € N*

L’hypotheése |[wp || g1y =1 Vm € N* fait de {wy,, m € N*} une suite bornée dans I pour
la norme ||.|| g1 (qy. L'inclusion W C H(Q) et la compacité de I'injection H!(Q) — L?(Q)

montrent que la suite {w,,, m € N*} admet une sous-suite {wu(m), meN } qui converge
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dans L?(2) vers une fonction qu'on notera w. La suite {w m € N*} est donc de

n(m)s

Cauchy dans L?(2). Et I'hypothese : [wmlyq < L ¥m € N* entraine la convergence :

lim  |wm|; g = 0. Il s’en suit que :

m—0o0
P 2
lim Uml — 0 Vie{l,..n}
m—oo ¢ | 0x;
X T . . 0w, * ,
c’est a dire que pour tout ¢ € {1,...,n}, la suite D ) m € N* 5 converge vers zéro
Ti
ov
dans L?(£2). Donc {((;(m)) m € N*} est, pour tout ¢ € {1,...,n}, une suite de Cauchy
T

dans L2(2). Ce qui implique que {wu(m), m € N*} est une suite de Cauchy dans W pour
la norme de H!(Q2). Elle converge donc vers w € H(Q). Et par continuité de la norme on

obtient : ||w\|12ql(9) = 1. On a d’autre part,

ow
= ) 1,... Q
(8%) 0, Vie{l,..,n} dans

La fonction w est donc nécessairement constante par connexité de 'ouvert §2. Elle est,
d’aprés la premiére partie de la preuve une fonction identiquement nulle. Ce qui est incom-
patible avec le fait que Hw”?{l(m = 1. Finalement, 'assertion (1.15.1) est nécessairement

fausse. Ce qui prouve qu’il existe une constante a;(2) > 0 telle que :
ar [[ollgr) < vl YveW

Proposition 1.16 :

Soient € un ouvert borné de frontiere T' de classe C! et
H' (A, Q) = {ve HY(Q), tel que : Av € LQ(Q)}

muni de la norme HUH%H(A.Q) = HUH%H(Q) + HAvH%z(Q). L’application D () — L?(I),

qui & tout v € D (ﬁ) associe Jyvr se prolonge en une application continue de H LA, Q)
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dans H~2 (T) et qui, a tout v € H' (A.Q) associe la forme 8,vr € H 2 (T") deéfinie pour

veH (A Q) par:
<8VU\F,w>H,%(Q)’H%(Q) = /Q (wAv + VwVv) dx Vw € H' (Q)

Preuve : Voir la remarque 2.1 faite par A. HEMINNA dans [9] en page 8.

Proposition 1.17 :
Soit © C R™ un ouvert borné de frontiere I' de classe C? . 1l existe alors une

constante ng > 0 telle que pour tout v € H' () on ait :

Av e L% (Q) )
3 — v e H2(Q) et ol < mo- [0 = Al + lor s )
’U|F € H2 (F)

Proposition 1.18 :
Soit T une variété différentiable de classe C! de R™ et de dimension n — 1 avec

n € {2,3}. L'opérateur I — Ay : Hg(F) — Hf%(lj) défini par :
(I —Ar) (w) =w— Aqw

est un isomorphisme.



56

[.3 - Principe d’invariance de LaSalle et Stabilisation

1.3.1 - Introduction

On appelle systéme dynamique sur un espace métrique Z toute famille (S(¢):>0) d’applications

continues de Z dans Z vérifiant les conditions suivantes :

1) S(0) =1dy
2) S(t+s)=5(t)oS(s) V>0 et Vs >0
uz : [0,+o0[— Z
3) lapplication est continue Vz € Z
t— S(t)z

Tout semi-groupe (S(t))s>o fortement continu sur un espace de Hilbert H est un systéme
dynamique sur H, considéré comme espace métrique complet muni de la distance induite
par sa norme hilbertienne. Par définition, la trajectoire issue d’un élément z € H pour un
semi-groupe (S(t))>0, considéré comme systéme dynamique est ensemble {S(t)z, ¢ > 0}.

On appellera ensemble w—limite de z pour (S(t):>0), 'ensemble noté w(z) et défini par

w(z)={ye€Z3t, — +oo tel que S(t,)z — y quand n — +oo }

Théoréme 1.34 : On a :
i) w(S(t)z) =w(z) Vze H et V>0
i) S(t)(w(z)) Cw(z) Ve H et Vt >0
i) Si, de plus, la trajectoire {S(t)z, t > 0} est relativement compacte dans H alors :
i3
w(z) # 2 et S(t)(w(z)) =w(z) Ve H et Vt>0

Preuve : Voir Alain HARAUX dans [6].
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Définition 1.29 : Fonction de Liapounov
Soient (Z,d) un espace métique complet et (S(t),;>0 ) un systéme dynamique sur
Z. On dit qu’une fonction continue ® de Z dans R est une fonction de Liapounov pour le

systéme dynamique (S(t),:>0) si :

O(S(t)z) < ®(z), VzeZ et V>0

Proposition 1.19 :
Soit (S(t),t>0 ) un systéme dynamique sur un espace métrique Z et ® une fonction

de Liapounov pour (S(t),;>0 ). Pour tout z € Z :

t— ®(S(t)z) est continue et décroissante

Preuve : Par définition d’un systéme dynamique, la fonction de [0, +o0o[ dans Z définie
par t — S(t)z est continue. La fonction de Liapounov ® est, par définition, continue.
Donc la fonction [0, +00[— R qui a ¢ associe ®(S(t)z) est continue. Montrons qu’elle est

décroissante. Soient t1 >ty > 0et z € Z. En posant § =11 —t9, on a :

D(S(t1)z) = D(S(ta +0)z) = ®(S(0)(S(t2)z))

On obtient alors, par définition d’une fonction de Liapounov, I'inégalité :

D(5(0)(S(t2)2)) < ®(S(t2)2))

C’est a dire : ®(S(t1)z)) < ®(S(t2)z)). D’ou I'implication :

t1 >ty >0— <I>(S(t1)z)) < (I)(S(tz)z))
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Proposition 1.20 :

Soit (S(t))t>0 un semi-groupe de contractions sur un espace de Hilbert H. Alors :

®: H—R
est une fonction de Liapounov pour (S(t))i>0
vis @(v) = ||olF

Preuve : La continuite de la norme : H — Ry : v —— ||lv||y entraine la continuité de

®: v |v]|%. La famille (S(t)):>0 étant un semi-groupe de contractions, on a :
IS@vlla < vlla Voe H

Ce qui entraine : [|S(t)v||% < ||v]|3, Vv € H c'est adire: ®(S(t)v < ®(v) Yo € H. D'ou

v ®(v) = ||v]|% est une fonction de Liapounov pour (S(t))io.

1.3.2 - Principe d’invariance de LaSalle et Stabilité

Théoréme 1.35 : Principe d’invariance de LaSalle

Soient ® une fonction de Liapounov pour un systéme dynamique (S(¢))¢>0 sur un
espace métrique complet Z et z € Z. Si la trajectoire issue de z est relativement compacte
dans Z alors :

i) Il existe une constante finie c € R telle que tlir})lofb(S(t)z)) =c
ii) P(y)=c VYyew(z)
i1i) En particulier on a: ®(S(t)y) = P(y) =c Yy cw(z) et Vt>0

Preuve : Se reporter a [6] de A. HARAUX. Masson (Paris, Bonn, Milan 1991) en page 18
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Définition 1.30 : Stabilité forte d’un semi-groupe :
On dit qu’il y a stabilité forte d’un semi-groupe fortement continu 7'(t);>¢ sur un
espace de Hilbert H si :

tiriloo |T(t)z]|; =0 Vze H

Commentaire : Dans I’énnoncé du Principe d’invariance de LaSalle, la constante ¢ dépend
de T'élement z € Z. On se place dans le cas o A est un opérateur m-dissipatif sur un
espace de Hilbert H et (S(t)):>0 est le semi-groupe qu’il engendre sur H. L’intérét du
Principe d’Invariance de LaSalle réside dans le fait que si pour tout u € D(A) la trajectoire
{S(t)u, t > 0} est relativement compacte dans H, alors il suffira de prendre pour fonction
de Liapounov le carré de la norme et de montrer que ¢(u) est nulle pour conclure la stabilité

forte du semi-groupe (S(t))¢>o0-

Proposition 1.21 : Condition nécessaire et suffisante de stabilité forte.

Soient A un opérateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert H et (S(t))>0 le semi-
groupe de contractions engendré par A sur H. Si tlirgo |S(t)ul|; = 0 pour tout u € D(A)
alors

ltlim |St)ull; =0 Vue H

Preuve : Soit u € H et ¢ > 0. D’apreés la remarque 1.3 de la page 26, D(A) est dense dans
H. 1l existe donc une suite {u,,, m € N} C D(A) qui converge dans H vers u. Il existe

donc un entier mg tel que :

m > mo = |lu— | <% (1.21.1)
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S(t) étant pour tout ¢ > 0, une contraction, I'inégalité triangulaire :
1S@ullg < [15@)u = S @) timoll g + 15 () timo ||

implique alors pour tout ¢t > 0, Iinégalité ||[S(t)ully < [ — wmelly + [[SE)wmelly qui

entraine d’apres (1.29.1) :
€
IS@ullg < 5+ 1S@umelly — VE20  (1.21.2)

Or, par hypothese, on a : tlim 1S (t)myll 7 = 0 c’est & dire qu’il existe ¢y > 0 tel que :
—00

t>to = ||S(t)umoll gy < §- On en déduit d’apres (1.21.2) : t > tg = ||S(t)ul z < e. D’ou
tlirgo |S(t)ull ;=0 Vue H

Proposition 1.22 : Critére de stabilité forte d’un semi-groupe.
Soient A un opérateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert H et (S(t))i>0 le
semi-groupe de contractions engendré par A sur H. Si pour tout u € D(A), la trajectoire

{S(t)u, t> 0} est relativement compacte dans H. Alors :

oe| ) ww]|= Jdim Szl =0,  VzeH
ueD(A)

Preuve : D’aprés la proposition précédante, il suffit de montrer pour tout u € D(A)
I'implication :

0€w(u) — lm |S(E)uly =0
Soit u € D(A). La trajectoire {S(t)u, t > 0} étant, par hypothese, relativement compacte
dans H, il existe par application du Principe d’invariance de LaSalle, une constante réelle
c(u) telle que :

Jim (1S@ully = c(w) = vy Yo e w(u)
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ot w(u) désigne 'ensemble w-limite de u qui est défini par :
w(u) ={ v e H, 3, — +oo tel que S(ty)u — v dans H quand n — +oo }
Or, par hypothése, on a 0 € w(z). Donc ¢(u) = 0. D’ou :
i [S()ully =0, Vue D(A)

Définition 1.31 : Stabilité exponentielle d’un semi-groupe :
On dit qu’'un semi-groupe fortement continu de contractions 7'(¢);>o sur un espace
de Hilbert H est exponentiellement stable sur H s’il existe deux constantes positives :

M >0 et w>0 telles que :
1Tl gy < M Ve>0

Proposition 1.23 : Critére de stabilité exponentielle d’un semi-groupe.
Un semi-groupe de contractions (S(t))s>o sur un espace de Hilbert H est exponen-

tiellement stable si, et seulement si son type est strictement négatif. C’est & dire :
i fl Log||S(t 0
inf— Log [|S(t)ll £z <

Preuve : Si S(t);>0 est exponentiellement stable, il existe deux constantes strictement
positives M et w vérifiant pour tout ¢ > 0 I'inégalité : [|S(¢)]| ;) < M.e %' Ce qui est
équivalent a : Log ||S(¢)|| gy < —wt + Log(M) vVt > 0. On en déduit alors :

Log(M)

1
7 Log SOy < —w + Ve >0

D’ou :

.1
inf- Log |S(t)]ly <0



62

Réciproquement, on raionne par l’absurde en supposant que pour tout w > 0 il existe
t(w) > 0 tel que : e ¥ < 1S(tw)ll ey < 1. Alors pour tout w > 0 il existe t(w) > 0 tel
que :

—wty < Log [|S(t)ll gy <0

Or t — ||S(t)ul|; est pour tout u € H une fonction de Liapounov donc décroissante.
Donc :
1
Yw >0, Jt(w) >0 tel que ZLog SOl gy > —w Yt = H(w)

Comme :

Log |S()| 2y
= t

t—o0

1
= inf—Log [IS(t)]| ()

On en déduit alors I’équivalence :

—w o1
1Sl gy < Mee P vt>0 — g%;LogHS(t)HHZO
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[.4 - Eléments de géométrie différentielle

1.4.1 - Quelques généralités

Soit X un espace topologique et m un entier naturel non nul. On dit que X est une
variété topologique de dimension m si pour tout z € X il existe un voisinage ouvert de x
homéomorphe & un ouvert de R™. On dit qu’un sous-ensemble A C X partage la variété X
en k régions (k étant un entier éventuellement infini) si son complémentaire X — A posséde
k composantes connexes. Une carte de X est un triplet (U, ¢, V) ou U et V sont des ouverts
respectivement de X et R™ et ¢ : U — V un homéomorphisme de U dans V. Un atlas
d’une variété topologique X de dimension m est une famille {(Uy, ¢y, Vi), A € A} de cartes
de X telle que {Uy,, A € A} forme un recouvrement ouvert de X. Deux cartes (U1, ¢, V1)
et (Ua, g, V2) seront dites compatibles si U3 N Uy = () ou si les deux homéomorphismes

(réciproques 1'un de Pautre) :

P10 (p2_1 : QOQ(Ul NU) CR™ — g01<U1 NUy) CR™
> (p10957) ()
et pyoprt: @1 (U1NUz) CR™ — ,(U; NU) C R™
x> (py 007 ")(2)
sont indéfiniment différentiables. On notera [901 oy 1]1‘ la i — eme composante de ¢q 0 5 !
qui est une foncrion a variable dans R et & valeurs réeelles. On dira que deux cartes
(U1, 91, V1) et (Uz, pq, Vo) sont co-orientables ou bien si U3 NUs = ) ou bien si le détérminant
L . dprovy '], . . .
de la matrice jacobienne | | ——5.—* est strictement positif en tout point de
T g)e{1..m)?

U;NUs,. On dit qu’une variété X de dimension m est de classe CF, ou k est un entier naturel,

s’il existe un atlas {(Uy, ¢y, Vi), A € A} de X tel que pour tout A € A, ’homéomorphisme
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dleal;

@, est de classe C* et le déterminant de la matrice jacobienne [(895] ne

)(i,j)e{l,..‘,m}Q]
s’annule en aucun point de Uy. Une variété de classe C! est dite orientable si elle posséde
un altas formé de cartes deux & deux co-orientables.

On appelle sous-variété de R de dimension m € {1,...,n} toute partie de R"
munie d’une structure de variété topologique de dimension m. On appelle hypersurface de
R™ toute sous-variété > C R™ de dimension n — 1. On ne s’intéressera dans cette partie

qu’aux sous-variétés de R™ de dimension n — 1 avec n = 2 ou n = 3. On pourra consulter

[5] pour plus de détails.

Théoréme 1.36 : Caractérisation des hypersurfaces de classe C* :

Une hypersurface ¥ C R" est de classe C* si, et seulement si, pour tout zy € ¥, il
existe un voisinage ouvert Uz, de zg dans R" et une fonction ¢, : Uy, — R de classe ck

telle que :

I,

o (o) #0 Vje{l,..,n} et TNUy = {z € Uy tel que: ¢, (x) =0}
J

Preuve : Voir [11] de VO-KHAC KHOAN en page 108.

Définition 1.32 : Ouvert & bord de classe C* :
Un ouvert Q C R” est dit & bord de classe C* si, et seulement si, il est égal a
o
lintérieur de son adhérence (2 = Q) et sa frontiere ¥ est une hypersurface de R" de classe

C*. On dira alors que ¥ est le bord de 'ouvert Q et on écrira : 9Q = X.
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Paramétrisation d’une hypersurface

Définition 1.33 : Paramétrage d’une courbe plane

On appelle paramétrage d’une courbe plane I' C R? de classe C* la donnée d’un
o o

intervalle I de R et d’une application ¢ : I — R? telle que @I; : I — ¢(I) soit un

homéomorphisme de classe C* vérifiant :
o(I)=T et O(t)#£0 Vtel

Lorsque I est une courbe de classe C* par morceaux, il existe un recouvrement fini {T1,.... T}
de I par des arcs de courbe de classe C* dont les intérieurs sont deux a deux disjoints. Dans
ce cas un paramétrage de la courbe I' est la donnée de m intervalles Iy, ..., I,, d’intérieurs
deux & deux disjoints dont la réunion est un intervalle I de R, et de m applications

o o
@;: Ij — R?, j € {1,...,m} telles que ¢(I;) =T et (¢;) o : I; — T'; soit un homéomor-

o
|15

phisme de classe C* avec ©’5(t) # 0 pour tout ¢ € I; et :

Piinng = $jinntg lorsque I N 1; # &

Définition 1.34 : Paramétrage d’une surface de R3.
On appelle paramétrage d’une surface ¥ C R3 de clase C* la donnée de deux

intervalles I et J de R et d’une application ¢ : I x J — R3 telle que :

soit un homéomorphisme de classe C* vérifiant :

eI xJ) = X et <g§1/\g§2>(a,ﬁ)7§0 V(a,8) € I x J
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Espace tangent et vecteurs tangents a une courbe en un de ses points :

Soient I' une courbe de R? de classe C! et (¢, ) un paramétrage de classe C! de

I'. En chaque point My = ¢(tg) € I' on définit le vecteur T'(Mp) par :
T(Mo) = ¢'(to)

On appelle vecteur tangent a I au point My tout vecteur colinéaire a T'(My). Et on appelle
espace tangent a I' au point My, Pensemble noté Thy, ('), des vecteurs tangents a I' au point
My. En notant par ||.||g2 la norme euclidienne dans R?, le vecteur unitaire tangent a I' au
point My est défini par :

__#(to)
TMy = 17/ (o) e (1.4.1.1)

Remarque 1.8 : Le vecteur unitaire tangent en un point d’une courbe I' de classe C! ne
dépend pas, au signe pres, du paramétrage choisi. En effet, si on désigne par (J, ¥) un autre
paramétrage de I', Papplication o = U1 o ¢ définie de I dans J est bijective et de classe
Cl. Elle est donc strictement monotone. Il s’en suit que o/(t) # 0 Vt € J. On obtient par

composition : ¢'(0) = ¥ (ty).a/(0) avec tg = a(0) et ¢(0) = ¥(ty) = z. Donc :

W) (dO) SO . S0
b = 1) e (|a'<o>|> OO

Espace tangent et vecteurs tangents & une surface en un de ses points :

Soient ¥ une surface de R? de classe C! et (I x J, ) un paramétrage de classe C!

de . En tout point My = ¢(ao, By) € £ on définit les vecteurs 17 (My) et To(Mp) par :

T;(Mo) = (g?(ao,ﬁo), g?(ao,ﬁo% aa?”(ao,ﬁo)> je{1,2} (1412
J J J

Les vecteurs T1(My) et To(My) sont linéairement indépendants en tout point My de 3. On

appellera vecteur tangent & 3 au point My toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs
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et on appelle plan tangent & > au point My, ’espace qu’ils engendrent et qu’on notera

T, (X)), c’est & dire pour tout My = ¢(ap, By) € X on a :

To(®) = {(AGE+ gl ) (@a s, () €2}

Vecteurs unitaires tangents en un point d’une surface :

En désignant par ||.||ps la norme euclidienne dans R? on définit 4 partir des vecteurs

tangents T7(My) et To(Mp) les vecteurs unitaires {71(My) , 72(Mp)} tangents suivants :

TJ(MO) — a@ (a0, Bo) <Ha€ (v, Bo)
J

-1
¢ R3> Vi e {1,2} (1.4.1.3)

La normale unitaire extérieure & un ouvert :

On définira dans ce paragraphe les notions de vecteur normal, de normale unitaire
en un point d’une hypersurface de R" et enfin la normale unitaire extérieure & un ouvert de
R™ en un point de son bord. Soient I une courbe plane de classe C! et (I, ) un paramétrage
de classe C! de T', My = ¢(to) un point de ' et 7(Mp) le vecteur unitaire tangent a I' au

point My défini par :

T<MO) _ (‘pll(t0)7<p/2(t0))
VG t) + [ph(to)?

Définition 1.35 : La normale unitaire en un point d’une courbe plane :
On appelle la normale unitaire au point Mj le vecteur unitaire orthogonal a 7(Mj)

et défini par :




68

Définition 1.36 : La normale unitaire en un point d’une surface de R3.

Soient ¥ C R? une surface de classe C! et My € 3. Soient T1(My) et To(Mp) les
vecteurs tangents & ¥ au point My tels que définis par (1.4.1.2). On désigne 17 (Mo) AT2(Mp)
le produit vectoriel des deux vecteurs T4 (Mp) et To(Mp) et par ||.||gs la norme euclidienne

sur R3. On définit alors en tout point My € ¥ la normale unitaire par :

. Ty (Mo) A TQ(M())
M) = 00 A O 0

Définition 1.37 : La normale unitaire extérieure & un ouvert de R".

Soient €2 un ouvert de R™ (n € {2,3}) dont la frontiére 02 est une hypersurface de
classe C', My € 9 et n(Mp) la normale unitaire au point My. On appelle normale unitaire
extérieure & © au point My, le vecteur (—1)".n(Mp) avec i € {1,2} tel que pour tout € > 0
assez petit, on ait :

My — E(—l)i.n(M()) e

Et on appellera normale unitaire intérieure &  au point My le vecteur unitaire (—1)%.n (M)

avec i € {1,2} tel que pour tout £ > 0 assez petit, on ait :

My +e(—1)".n(Mp) € Q

[.4.2 - Calcul différentiel sur les hypersurfaces

On munit 'espace vectoriel R™ de la topologie induite par sa norme euclidienne
usuelle. Soit © un ouvert borné de R™. On appelle champ de vecteurs sur €2, toute appli-
cation f : Q@ — R™. Le champ de vecteurs f est alors dit de classe C* si f I’est en tant
qu’application. On appelle champ de vecteurs sur une variété M de classe C*, k > 1 toute

application £ qui & tout point x € M associe un vecteur tangent &(x) € T, M. Le champ &
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est dit de classe C* si I'application :

& M —TM= { T.M
zeM

v — &)

est de classe C¥. De méme si V est une sous-variété de R™ de classe C* et de dimension

d < n, un champ de vecteur sur V ( considérée comme variété de dimension d) n’est

qu’une application £ : V — TV = UV T,V qui a tout z € V associe un vecteur tangent
z€

£(x) € T,V. Pour tout z € V, on peut alors se donner un ouvert @ C R?, voisinage d'un

point t = (t1,...,tq) € R et un homéomorphisme ¢ : O — V N U définie par :
(Uny eeey Uy o tg) — @(UT, ey Uy . UQ)

de classe C* ou U C R™, tel que ¢(ty,...,tq) = x et tel que 'application linéaire ¢'(t) :

R? — R™ soit de rang d. La famille {<g¢
U;

>(t) , 1< < d} est une base de l'espace
tangent T3 V. Et alors, tout champ de vecteurs sur V' s’écrit alors sous la forme :

E(r) = &(p(te, ...t )):i quf (t) avec a; e C*F1O) Vi, 1<i<d

Champs tangentiels sur une hypersurface

Soient T' une courbe de R? de classe C¥,k > 1 et (I,¢) un paramétrage de I'. On

appelle champ tangentiel sur I' toute application

f: r—-17mT=(J 7.l
z€l vtel

z = @(t) — f(z) = h(t).£'(t)

ot : h € C*1(I,R) qui & tout point 2 = () € I associe le vecteur tangent

F(2) = h(D)-'(t) € T,T
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Soient maintenant ¥ une surface de R? de classe C*, k > 1 et (¢, I x J) un paramétrage de

classe C! de ¥. On appelle champ tangentiel sur X toute application

f: r-7¥=\y 7%
€L V(ul,UQ) elxJ

z— (&) = hi(u1, u2). 22 (u1, uz) + ha(ur, up). 52 (u1, up)

U

ott (h1,hg) € CF=1(I,R) x CkF=1(J,R) qui & tout point x = ¢(uy,u2) € ¥ associe le vecteur

tangent & ¥ au point z = ¢(u1, ug).

0 0
f(z) = ha(us, Uz)-aTi(ul, uz) + h2(U1,U2)-aTZ(U1,U2)

Champ normal de vecteurs sur une hypersurface :

Si T est une courbe de R? de classe C*,k > 1 et (I,¢) un paramétrage de I'. On

rappelle qu’en tout point & = (¢, (1), ps(t)) = ¢(t) € I' on définit la normale unitaire par :

(—oh(0), 24 (1)
VI O + [ph(0))

Si ¥ est une surface de R? de classe C¥,k > 1 et (p, I x J) un paramétrage de classe C' de

n(x) =

Y, on rappelle qu’en tout point z = ¢(t) € X la normale unitaire est définie par :

Tl(M()) AN TQ(M()) o
|71 (Mo) A To(Mo)||gs

W Ty(Mo) = 22 (0) i € {1,2}

n(My) = %,

On appelle champ normal de vecteurs sur la courbe I' toute application

7 I'— U {A(=#1(0). 95(t), A € R}
- Lo (¢ Viel
2 = p(t) — g(@) = h(t).n(z) = h(t). f—%( )41(0)

[0} ()] +[e5 ()]

ott h € CK~1(I,R) qui & tout point x = ¢(t) € I associe le vecteur normal




71

On appelle champ normal de vecteurs sur X toute application

g: X — U {An(p(u1,u2), X€R}
(uq,ug)eIxJ V(’UL’UQ) clxJ

z — g(x) = ¢(ur, ug) . n(p(ur, uz)
ot ¢ € C* (I x J,R) qui a tout point z = @(ui,uz) € ¥ associe le vecteur normal

9(w) = ¢(u1, u2).n(p(u1,uz).

Composante tangentielle et composante normale d’un champ de vecteurs sur Q :

Soient Q un ouvert borné de R? dont la frontiere 9Q = I' est une courbe de classe
C*¥,k > 1. paramétrée par (¢, I). L'espace T,I" tangent & I' en un point = = ¢(t) € T' étant
de dimension 1, est engendré par le vecteur unitaire tangent : 7(z) = ¢'(t). [|¢'(t)]"*. La

normale unitaire au point z est défini par :

-1
) = (=0, 610) (Vi OF + [0

Les deux vecteurs {7(z),n(z)} forment une base orthonormée du plan. Tout champ de
vecteurs w sur  s’écrit alors de fagon unique sous la forme : w(z) = a1(x)7(2) + az(z)n(x)
ou (a1, az2) sont deux fonctions scalaires de classe CF k > 1 deéfinies graces aux proporiétés

d’orthogonalité par :

Définition 1.38 :
On appelle composante tangentielle (en un point z¢p = ¢(typ) du bord d’un ouvert

Q du plan) d’un champ de vecteur w sur €, le champ tangentiel noté wr défini sur Q qui a
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tout x €  associe le vecteur tangent (w(z),7(xo)) .7(xg). Si ' est paramétrée par (¢, 1) ,

la composante tangentielle est définie par :
Q—Tr'= | T,(00)

wr €N

plt) = — wy(z) = el @00) (4 (1) o (1))
VIg o +Hebto)]

Et on appelle composante normale du champ w le champ normal wy défini sur €2 et qui a

tout = €  associe le vecteur normal (w(x),n(xg)) .n(xg). Et on a :

Q — n(x).R
wN -

plt) = = — wx (o) = PAW BB (1) ] (10))
\/[‘Pll(to)] +[<Pl2(t0)]

Définition 1.39 :
Soit Q2 est un ouvert borné de R? dont le bord ¥ est une surface de classe C*, ’espace

T, tangent a 3 en x € X, de dimension 2, est engendré par deux vecteurs tangents :

9 -3
7;(Mo) = 82(040750)

8790(%750)

avec j € {1,2
%, jeA{1,2}

RB

On appelle composante tangentielle en un point My de la frontiére ¥ = 02 d’un ouvert

Q C R? d’un champ de vecteurs w :  — R3, le champ tangentiel noté wr et définie par :

wr(x) = Pr,s(w(z)) = (w(z), 71(Mo)) .71 (Mo) + (w(z), 72(Mo)) .72(Mo)

ot Pr,»(w(z)) désigne la projection orthogonale de w(x) sur Pespace tangent Tz, X. Donc

wr@) = EQ:Z w;() (g?j (Mo)) <8g01’ 33027 6<p3> (o)
j=1 i=1 \/(%)2(]\40)4_ (%)2(M0)+ (%)2(]\40) 0¢; " 085 0¢;



73

Définition 1.40 : Gradient d’une fonction scalaire.
Soit f € C1(2,R) o1l Q est ouvert borné de R”. On appelle gradient de la fonction

f le champ de vecteurs noté V f (ou encore grad(f)) et défini par :

Vf(xl,...,xn):(af of 8f>

Ox1’ 7 0z Oz

Application : composante tangentielle du champ gradient :

Soient f € CK(Q,R), k> 1 ol Q est ouvert borné de R™ dont la frontiere 9Q = T
est une hypersurface de classe C¥, k > 1 paramétrée par (I; x ... x I,,_1) et une fonction
© = (@1, 0,) de classe C*, k > 1 et My = (t1,...t,_1) un point de T'. Les vecteurs
unitaires {71, ..., 7p,—1} tangents au point M, forment une base de l'espace Ts,I" tangent a

I'" au point My et sont définis par :

(SIS

0
Tj(Mo) = 90(751,. -tn—l)

3 (t1,.tn1)

avec j€{l,..,n—1}

5
9¢;

RS

Définition 1.41 : Gradient tangentiel d’une fonction.
On appelle gradient tangentiel de la fonction f € C¥(Q,R), k > 1 au point My € T

le champ de vecteur tangentiel noté Vr f défini sur la frontiere I' = 952 par :

(Vof) « I' —1T'= | TwmT
MeT

M o= @(tl,...,tn_l)»—>(VTf)(M):ni:1<<af Lo 8f> (M),Tj(M)> (M)

Oxy’ 7 0x; 7 Oxyy Rn
ou plus explicitement pour t = (t1,...t5—1) et M = p(t1,...tn—1) :

senon=S[3: (s igin)] (S () o) (G2t 52) o

J=1
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Dérivées tangentielles et dérivée normale :

Soit (0, e1,...,ep,) le repére orthonormé usuel de R™ ou (ey, ..., e,) représente sa
base canonique. Soit {2 un ouvert borné de R™. On rappelle que la dérivée d’une fonction
f € CF(QR), k> 1 en un point z € Q, notée f'(x) est la forme linéaire f'(z) € L(R™,R)

définie par :

/ _ )
fi(@)(h1,...,hy) = 2 o (x).h;
ol : of (T1y ey Tiy opy) = lim F@1, s @it 0 n) = f@1 0 By Tn)
Oz; n—0 n

est appellée dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a la variable x;. Formellement, on peut

écrire :

= i ﬁdafi

=1 0x;
ou dx; désigne la forme différentielle dz; € L(R™,R) définie par : dz;(hy,...,h,) = h;. La

dérivée f’ est donc lapplication f': Q — L(R™ R) définie par :

R® — R
[ @o— f'(o) :

(B oo T} > £ (20) (s ooy o) = ég; (w0)-hs

Cette écriture liée au repére orthonormé, % en dépend et on remarquera que :
K2

OF (1) _ i £ 160) = £(2)

ox; t—0 t
Définition 1.42 : Dérivée suivant un vecteur.
Soit f : © — R une application dérivable sur un ouvert {2 de R”. On appelle,
lorsqu’elle existe, dérivée de f au point x € Q suivant le vecteur v = (vy,...,v,) € R" la
quantité réelle notée 9, f(x) ou encore g—{ et définie par :

0uf(e) = 2 (@) = i T+ 1) = /(@)

N 01} t—0 t
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Proposition 1.24 : Dérivée suivant un vecteur et dérivées parielles.
Soient f € C1(,R) et v € R™ un vecteur dont les composantes dans la base
canonique {ei,...,e,} sont {vi,..,v,} Alors:

of noof
%(33):2

i=1 8@

(z).v;

Preuve : On pose ¢(t) = z +tv et U = ¢ (). L’application composée g = f o ¢ est

dérivable en 0 et on a :

q(0) = %E%g(t);‘q(o) = 0, f(x)

Mais on a aussi : ¢'(0) = f/(x) (¢'(0)) et comme : ¢’'(0) = v et f' € L(R™,R) avec :

F@) (b, ooy ) = é g:fihi
donc :
F@) (#0) = @) = 3 5o,
d’ou :
0,f(x) = 3= 5L = (Y f 0}

Définition 1.43 : La dérivée normale.

Soit © un ouvert borné de R™ et f € C'(Q,R). On suppose que la frontiére 92 est
de classe C!. Soient x € 99 et n(x) = (n1(z), ..., n,(v)) la normale unitaire éxtérieure a
en x. On appelle dérivée normale de la fonction f au point x, la dérivée de f suivant le

vecteur normal n(z) . On la note d, f (ou encore % et on a alors :

LN
av(ac)f = l; ainz(‘r) = <vf7n>R2
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Définition 1.44 : Dérivées tangentielles sur une hypersurface :
Soient f € C1(Q,R) ot Q est un ouvert borné dans R™, et ' une partie connexe de
sa frontiere 9. Soit (I X ... X I,_1,¢) un paramétrage de I" et x = ¢(t1,...,tn—1) € I'. On

rappelle que I'espace tangent est engendré par les vecteurs unitaires tangents définis par :

0 0
(5280 58) (b1, ta)

1
n Ly 2 2
<Zi:1 ‘ 8?; > (tl, ey tnfl)

La dérivée tangentielle de f en x suivant le vecteur unitaire tangent 7;(x) est alors définie

7i(x) = Vjie{l,..,n}

par :

of ~ Of O - 9p; ? -1 : _
7j(x) “ L 8g( (@'(; (8@) (¢ (:E)> Vi€ {l,on—1} (1.44.1)

Remarque 1.8 : Si f € C1(©,R) ol Q est un ouvert borné de R” dont la frontiere 9 est

N

de classe C! et 2 € 90 =T d’aprés 1.44.1 et la définition 1.41 du gradient tangentiel on a :

of of )
T1(2)" " Tho1(2)

Et la dérivée 0, f normale n’est autre que la composante normale du champ de vecteurs

@ =

V f. L’ensemble {71(z), ..., Tn—1(z)} U{r} est donc une base de R"”. D’ou :
Vu(z) = Vru(x) + dyu(z)v

Définition 1.45 : Dérivabilité et différentiabilité sur une hypersurface.

Soit T' une courbe plane (de R?) de classe C!, paramétrée par (I,¢) ot I est un
intervalle I C R et ¢ une application ¢ : I — R? de classe C!. On dit qu’une fonction
f: ' — R est différentiable en un point m = ¢(tg) € I" si 'application fop : I — R est

différentiable au point tg. Sa dérivée 5—11: est un champ tangentiel de I' dans TT' défini par

(z0,Y0) = p(to) — gl“ (w0, 90) = c;lt(f o ¢)(to)
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Soit ¥ une surface de R? de classe C!, paramétrée par la donnée de deux intervalles (I, .J) de
R et d’une application. ¢ : I x J — R3 de classe C'. On dit qu’une fonction f: ¥ — R
est différentiable en un point (xo,y0,20) = ¢(, ) € X si Papplication l'application
fogp:IxJ— Rest differentiable au point (g, 8). Et sa dérivée notée % I — T est

un champ tangentiel sur > défini par :

gé(ﬂcoyyo,zo) = T?(J;)ﬁ(fc) +

T1(x) représentent les dérivées tangentielles telles que définies dans (1..44.1) :

[NIES

n 2 n .
féf(z@?) “"‘1@ S LS @) e {ln =1} (Lé5)
J i—1 J = L

Remarque 1.9 : Cette définition a un sens et ne dépend pas du paramétrage. Et on vérifie
aisément que :
daf

d
surFona:VTf:% et sur X on a :VTf:E

Définition 1.46 : Matrice jacobienne et divergence d’un champ de vecteurs.

Soit sur un ouvert Q C R" une application f € C1(,R") :

fr—x= (21, Tiy oy xp) — f(2) = [f1(2), ..., fi(T), ... fu(T)]

On appelle matrice jacobienne de f la matrice définie par :

M(f) = (ai;) = <8mj (x)>(i,j)€{1,...7n}2

Et on appelle divergence de f sa trace. Notée par div(f) la divergence de f est définie par :

aw@ = > (2w

=1
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Application : Définition du Laplacien d’une fonction de classe C? :

Soit sur un ouvert 2 C R™ une application f : Q@ — R de classe C2. Selon la

définition 1.40, le gradient de f est le champ de vecteurs Vf de classe C! défini par

of . of of
B B B

V@1, ..., n) = (

Ses composantes sont pour tout ¢ € {1,...,n} définies par [V f(z1,...,xy)], = % ce qui

donne par définition de la divergence : div(V f)(x 8% ( aml> . Le Laplacien défini

comme divergence du champ gradient est donné par la formule :

-3 (@)
— Ox?

div(Vf)(x) =
(]
Définition 1.47 : Laplacien d’une fonction de classe C?2.
Soit © un ouvert de R™. On appelle Laplacien I'opérateur noté A qui a toute
fonction f € C2(£2,R) associe la fonction scalaire notée Af € C°(Q, R) et définie par :

A@ =321
P 8:6?

(z)
Définition 1.48 : Laplacien tangentiel d’un champ de vecteurs de classe C?.
On appelle Laplacien tangentiel sur une hypersurface > de R™ I'opérateur noté

At qui & toute fonction u : ¥ — R de classe C? associe la divergence du champ tangentiel

Vru défini par le gradient tangentiel de la fonction u. C’est & dire :
(Atu) (z) = div(Vru)(z)

Remarque 1.10 : En utilisant la définition des dérivées tangentielles, la définition 1.48

équivaut aussi a :

(Aru) (@) = (@) (1481)
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1.4.3 Espaces fonctionnels et intégration sur une hypersurface

Soit I une courbe plane, paramétréé par la donnée d’un intervalle I C R et d’une
application continue ¢ : I — R2. On appelle espace de Lebesgue des fonctions de carré
intégrable sur I' 'espace noté L(T') et défini par : L2T) ={ f:T — R, fop e L?*(I)}.
On définira alors sur cet espace fonctionnel le produit scalaire < .,. >y2(r) par :

(f, 9)par = /F fg.dr = / (Fo)lao o)/ X I e

1

On montre que L2(T") est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire qui y induit une

normé définie par :

1

ey = [ oo)OF (£ Ie0f) " at

I

Définition 1.49 : Espace de Lebesgue sur hypersurface

Soit ¥ une hypersurface de R et ¢ : (I3 X ... X I,,_1) — R™ un paramétrage de X.
On appelle espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur X I'espace noté L2(X)
et défini par :

L2E)={f:S—>R, (fop)e L1 X..xI1)}

On définira alors sur cet espace fonctionnel le produit scalaire < .,. >y2(x) par :

Z(F):/ng.dz: / (fop)(goyp) H

]1 ><~~-><]n71

3907,

dty...dtn—1

On montre que L2(X) est un espace de Hilbert pour la norme induite définie par :

0%
atj

Il = [ 1foul H

I x..xIp_1

‘ dty...dtn—1
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Définition 1.50 : L’espace L2(X,T(X))

Soient ¥ une hypersurface de R™ et pour tout € ¥ une base {7} (z), ..., Th—1(z)}
de lespace tangent a ¥ en . Pour tout j € {1,...,n—1}, on associe a tout champ tangentiel

wy; : ¥ — T(X) Papplication f; : ¥ — R"~! définie par :
1) = (w3 Ty @)hgos oo (w0, Ty (@ s)  Vw €S

Définition 1.51 : Espace de Sobolev d’ordre un sur une hypersurface

Soit ¥ une hypersurface de R”. On définit 'espace L2(X, T(2)) par :
L3S, 7(2)={f: £ = T% tels que f; € L3(X) Vje{l,..,n—1}}

On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur ¥ I'espace noté H'(X) et défini par :

of
1 _ . . 2 ; _
H (X)) = {f : 3 — R, tel que : o7, (@) ceL*(X,T(X)) Vie{l, ..,n 1}}
On munit 'espace H(Z) de la norme :
%
n—1 2
of
ullg sy = | lullizs) +
HL(%) L2(%) ; 0T;(x) L2(S7(5))

Note : Les rappels insérés dans le paragraphe 1.4.3 sont inspirés du chapitre intitulé "Elé-

ments de géométrie differntielle intrinséque pour les surfaces" dans [13] de K. LEMRABET.
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CHAPITRE 1I : Insuffisance du feedback naturel

II.1- Introduction au probléme :

i=1,j=2__
Soit dans R? l'ouvert € =]0, 7[> dont la frontiére I' = U I/ est de classe C*
‘ i=0,j=1
par morceaux. Les segments ouverts I'/ étant, comme Dillustre la figure II.1, définis par :

1_% :]O,W[X{O} ) F%:{O}X]O’ﬂ-[ ) F% :]O’ﬂ-[x{ﬂ-} ) F%:{T{'}X]O,T{'[

I
(0.m) + (m,m)
2 I
"] Q !
(0,0) T, (m.0)
FIGURE 1I.1

La frontiére I' est orientée suivant le paramétrage défini par lintervalle I =]0,27[ et la

fonction ¢ de classe C*° par morceaux définie par :

(2t,0)

(m,2t — )

(3w —2t,7) pour te€ ]7r,3—7r[

2(0,2r —t) pour te€ |3, 27|

pour te](),g[

pour te]g,ﬁ[

2

(2.0.0)



et qui se prolonge par continuité aux valeurs {0, 55T, 2 } dont les images {(p (g) yo(m), @ (

forment les quatres sommets de I'ouvert 2. On pose :

et :

To=ThUT2 et Ty =TIUT?

Soit V' le sous-espace de H'(2) des fonctions v € H' () vérifiant les conditions suivantes :

Uy = 0 vie{1,2} (2.0.1)

U € HY(TY) vje {1,2} (2.0.2)

lim v(x,0) = lim v(m,y) =0 (2.0.3)
T—T y—0

lim v(0,y) = lim v(z,7) =0 (2.0.4)
Yy—T r—0

On définit alors sur V' le produit scalaire :

(v1,v2)y = fVvagd:Cdy + Z i VTmVTvng (2.0.5)
j IFJ

qui induit sur V' la norme || v ||y définie par :

N

lv llv={1Il Vv 720y + Z | Vo |2
J_

ey (2.0.6)

V est un espace de Hilbert pour la norme (2.0.6). Dans le chapitre II on s’intéresse au
probléme Py qui consiste & trouver, pour tout (u’,u') € V x L2?(2), une fonction u :

Rt — V vérifiant :

( )
v —Au=0 dans Q xRy  (2.0.7)
u=0 sur To x Ry (2.0.47)
Po :
Ou—Aru+u =0 sur T'y x Ry (2.0.474)
w0)=u® et W(0)=u' dans Q (2.0.1v)
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Le but du chapitre consiste & montrer que pour tout (u® u') € V x L?(Q), le probléme
Py admet une solution unique qui converge fortement vers zéro quand ¢ — oo mais
qui n’assure pas une décroissance exponentielle de ’énergie. En écrivant Py sous forme de
probléme de Cauchy :
v v
4 <Z) (t) =Co <z) (t) Vt>0
Pe, :
v(0) =ulet 2(0) =u' avec (u0,ul) € D(Co)
ot Cg est un opérateur m-dissipatif sur V' x L?(12), il s’agira de montrer que :
u(t)
w'(t)

mais que le semi-groupe engendrépar Co n’est pas exponentiellement stablesur V' x L2(Q).

=0

lim '
t— o0

VxL2(£2)
Dans le théoréme 2.1 on établira 'existence et 'unicité de la solution. Le théoréme 2.2

établira la stabilité forte du probléme et dans le théoréme 2.3, on montrera grace a I’étude

spectrale de 'opérateur Cy qu’il n’y a pas de stabilité exponentielle.

Proposition 2.1 : Inégalité de Poincaré sur le bord de (2.

On a:

(/ ‘|v2d1*{> < 72 (/ _|vTv|2dr{> Yo e Vet Vje{l,2}
Iy Iy

Preuve : Soit T{ I" I'espace tangent a la courbe I' au point (zg,yo) € Fji cTI. Le

Z0,40)

paramétrage (2.0.0) permet de déduire immédiatement 'expression du vecteur unitaire

T tangent a F{ au point (xg,yo) € F{ et on a :

70,%0)

(—1,0) pour (zo,y0) € I'l
- (2.1.1)

(07 1) pbour (3:0’ yO) € F%

T

70,Y0)



Ce qui implique pour tout v € V' que :
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/:\v(m,w)Ide— (/F% \deF%> ot /:\v(ﬂ,y)IQdy— (/F \deF%> (2.1.2)

Le gradient tangentiel Vv s’exprime alors d’apres (2.1.1) par :

Vv =-2.(1,0) surll (2.1.3)

Vv =92.(0,1) surl} (2.14)

Les inclusions Hl(F{) C CO(I‘{) Vj € {1,2} et les conditions (2.0.1) , (2.0.3) et (2.0.4) de

la page 82 impliquent :

v(0,0) =v(m,0) =v(0,7) =0 YveV (2.1.5)

Ce qui donne pour tout zg €]0, 7 :

0 Ju
v(xo, ) = v(z0, ™) —0(0,7) = —(x, m)dz
0 ox
Donc :
(s, )| < / O m)de Vo €0, 7]
0 ox
En prenant le Sup sur |0, 7[ on obtient I'inégalité :
T ov
ol < | |Gt do

Grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz et a la majoration |v(z,7)| < Supess|v(z,7)| on a

z€]0,7|
aussi :
[ e mide <a ey et [ || do< VA (/0 2 (zm)
On en déduit la triple inégalité :
T T ov 2 | ov
2 2 2
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Donc :

/Z o (, )| dz < 72 (/Z 9v

Ce qui d’apres (2.1.2) et (2.1.3) s’écrit :

(/ m%zr%) < 72 (/ |VTv]2dF}> Yo eV (2.1.6)
r! r!

On fait un raisonnement analogue sur le segment I'?. D’aprés (2.4.5) on a :

Yo Ou
U(WJJO) - ’U(ﬂ-a 0) = U(ﬂ-a y) = 0 @(Wa y)dy Vyo 6]077T[

v

car v(m,0) = 0. Ce qui donne |v(m,y)| < / a—y(ﬂ,y)‘ dy Yy €]0,7[. On en déduit en
0

g—Z(w,y)‘ dy. D’apres I'inégalité de

2 2
dy)

2
dx)

™
prenant le Sup sur |0, 7] : l'inégalité HUHDX,(F%) < /
0

Cauchy-Schwarz et la majoration |v(7,y)| < Supess |v(m,y)| on a :
y€l0,m|

-

™

T ™| ov v
2 0 < 2 / ov < / ov
[ nlar<aloliagy e [ mla<va( [ | Emy

0

Ce qui implique la triple inégalité :

/0 |U(7ray)|2dy <7 ||U||%°°(F%) <7 (/0

2 ™
dy> < /
0
dont on déduit 'inégalité :
[ waay<at( |
0 0

2
dl‘)
qui s’écrit d’apres (2.1.2) et (2.1.4) :

/ lv|?dl? | <72 / Vrol?dl? | YweV (2.1.7)
ri ri

Finalement, les inégalités (2.1.6) et (2.1.7) prouvent que :

</ ,|v|2dr§‘> < 7 (/ ‘|VTU|2dF{) YoeV et Vje{l,2}
i i

ov

i 4
dy

dy

ov

dy
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Remarque 2.1 : Une équivalence de normes sur V :

La norme induite par le produit scalaire (2.0.5) sur V est définie par :

o llv=

2
I Vo 17202 +Z I Vro |7, F]]
Jj=

est équivalente a la norme N : V — [0, 400 définie par :

2

v N(v) = (u v 30 + z o 12 )
Proposition 2.2 : Laplacien tangentiel des éléments de V :

Pour tout v € V on a, au sens des distributions,

2 2

v v
Aty = — Ii et — I
TO= o surly e 0 sur ']
t (Apv) € Hfl(Fjll) YoeV, Vje{l,2}avec:
<ATU’w>H*1(F{),Hé(F{) = - VTU.VTw.dF{ Yw € H&(F{) vy e {1,2}

Iy
Preuve : Par définition et en utilisant I'expression du vecteur unitaire tangent a I’} en un

point (o, o) € T on a :

2

Arv = 2;2) sur I'} (2.2.1)
2

Aty = gyg sur I'? (2.2.2)

Ce qui donne au sens des distributions pour tout v € V :

&%v _ v Oy d Il

<3$2’¢>D' M), pri) <3x’ oz >D’ riypriy T

Ao, Dy papy =P (F-PED (223)
v — _ [ aj> d I
<0y2’¢>D'<rz>,D(rZ> (5% piomy

D’apres les formules (2.1.3) et (2.1.4) qui expriment le gradient tangentiel Vv , on peut

alors écrire :

<ATU’¢>D/(F{),D(F{) =— . VTU.VTgo.dI‘{ YoeV (224)
1
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Soient v € V et D, : H} (F]l) — R la forme linéaire définie par :

Dy(w) = — N Vro.Vrw.dl) Yw e HY(TY) et Vi € {1,2}
1

On a par inégalité de Cauchy-Schwarz :

1Dy (w)| = ' VroVrw.dld
ri

< V10l ey IVl ey Vi € {12}
Cela implique que :
|Dv(w)| < ||VTU||L2(FJI') Hva”L%F{) < HVTUH[}(F{) ”wHHé(I‘JI) Vj € {172}

La forme linéaire D, est donc continue sur H& (F{) C'est a dire : D,e H! (Fjl)
L’espace D(F{) étant dense dans H[% (F{), il existe pour tout w € H& (F]l) une suite
{¢, ,neN} C D <I’]1> qui converge dans H& (F{) vers w. La continuité de D, implique
que la suite {D,(g,,) ,n € N} converge par continuité dans R vers D,(w). Autrement dit,
la suite {Atyp,, ,n € N} converge dans R vers D,(w). On définit ainsi par prolongement la

forme Apv € H™1 (F{) par

(Arv,w) = — VTU.VTw.dF{ Yw € Hol (FJI)

ay(rd)a ) =7

Proposition 2.3 :

Soit HY(A, Q) = {v € H(Q) telles que : Av € L*(Q)} muni de la norme :

1
lollan s = (Il + 18013q))* Vo€ BY(A,9)

L’espace D(2) est dense dans H'(A,) et Iapplication D(Q) — D (Fjl) définie par :

v — (61,1))‘F{ avec j € {1,2} se prolonge par continuité en une application (&,v)m- :
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HY(A,Q) — H > (Ff) qui & tout v € HY(A, Q) associe la forme (a,jv)uﬂl- définie pour

tout w € V par :

j=2
ng <(8u(v))|pa1' ’w>H—%(F{),H%(F{) = /Q(VwVv + wAv)dzdy

Preuve : (2 étant un carré donc un polygone, en prenant p = 2 la proposition devient une
application d’un résultat cité en pages 30 et 31 par K. LEMRABET dans [13] et qui renvoie
vers le théoréme 1.5.3.4 dans "Elliptics problems in non smooth domains. Monographs and
Studies in Mathematics”, 24, Pitman 1985.

Remarque 2.2 : Les inclusions H} (F{) C HI(F{) C H%(I’{) et égalité H%(F{) = HO%(I‘{)

entrainent Iinclusion : H~2 (I‘{) cH! <FJ1> Ce qui implique d’aprés la proposition 2.3
(D (v))yy € H! (r{) Yoe HYA, Q)  (2.24)

L’opérateur ¢, et son domaine :

Soit D(Cp) le sous-ensemble de V' x V' des éléments (v, z) € V x V vérifiant :

Av € L(Q) (2.0.7)
Vi€ {1,2}
Ov — Arv+2=0 dans H YY) (2.0.8)
La condition (2.0.7) entraine I'inclusion D(Cy) C H'(A, Q) et selon la proposition 2.3 et la

remarque 2.2 la condition de Ventcel (2.0.8) reste valable dans H~1(I'}) et équivaut a :
(Opv — Apv + z,w}H,l(F{)’Hé(FJI') =0 Ywe H} (Ff) et Vj{1,2}

Soit Cy I'opérateur linéaire défini sur H = V x L2(2), de domaine D(Cy) :

Co: D(Co) CVxV —V xL3Q)

(—el)-(a)  omm
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Proposition 2.4 :

L’opérateur Cy est m — dissipatif

Preuve : On comencera par montrer que I'opérateur I — Co : D(Co) — V x L?(Q) est
surjectif. Ce qui équivaut a résopudre pour tout (u,w) € V x L?(2) le probléme T (u,w) QUi

consiste a trouver v € V vérifiant :

v—Av=u+w dans Q (2.4.7)
T (ww)

Ov—Atv+v=u dans H*I(F{) Vie{1,2} (2.4.i)

On multiplie la premiere équation (2.4.1) par ¥ € V' puis on intégre dans 2 et on obtient :

fv\IJda:dy+f VoV¥dzdy+ Z [ Vo UVrvdlddedy = f\ll u+w)dzdy + Z [ U(u—v)dlY
1 1

On vérifie facilement que la forme bilinéaire Fy définie sur V par :

Jj=2 .
Ul, vg f V102 + Vv1Vv2).dxdy + Z f (’011)2 + VTvlvTUQ) dFJl
) =11y

est continue et coercive sur V et que la forme linéaire £y définie sur V par :

= [(u+w).vy dzdy —I—quvldfj Yo €V
Q ] 11’1]

est continue. On applique ensuite Théoréme de Lax-Milgram dont on déduit qu’il existe un

seul élément v € V' vérifiant pour tout vy € V I'égalité : Lo(v1) = Fo(v,v1). Donc :

Jj=2 .
f(u—l—w)vldxdzﬁ—z J uvldF = [(viv+VuiVo)dzdy+ > [(viv+VouiVoo)dly Yoy € V
Q J=lrJ Q 7=1rs

Et en particulier :

J(pv+VeVu)de = [(u+w)pde  VYeeDQ)CV
Q Q
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L’égalité v — Av = u + w est donc vérifiee dans D'(2). L’équation (2.4.i) du probléme
T(uw) st vérifice. Il reste & prouver que (v,v —u) € D(Cp). On a : Av € L*(Q) puisque
v—Av=u+4wet (v—u—w)€ L*(N). On sait alors d’aprés la proposition 2.3 ( page 87)
que : (8V(U))‘F{ cH 2 (F{) Cc H! (I‘jl) ot j € {1,2} avec :

Jj=2

/QVva.dxdy => <(8l,(v))|lﬁl- ,v1>

_— Av.vi.dxd Vv eV
& (r) /Q 1 Y 1

H=d(ry).mt

car (vl)m- c H! (F{) Cc H2 (Fjl) = H¢ (Fjl) Et selon 'équation (2.4.i) :

Jj=2 L =2 Jj=2 )
uvdl? = 0y (V)i , V1 _ o+ v1v 4+ Vv Vro)dlY
ngrf{ 1 7;1 <( ( ))\1”1 >H—%(F{),H%(F{) ngrf{( )Ty

Et d’apres la proposition 2.2 (page 86), on a Vv € H 1 (F]l) avec :

_ VTU.VTvl.dFJi = (—Atv,v1)
ry

) yry) VU EV

Et d’apres la remarque 2.2 (page 88) cela implique :

<(8”(v))lfi ’Ul>H‘5(F{),H5(F{) - <(a,,(v))|w1- 7v1>H1(F§)ﬂHé(F{)

' Yo eV
R A . .
et Ffj(vl)m .U|F;1.dfi = <U|rg ) (Ul)F§>H1(FJi')7Hé(Fg)
On en déduit pour tout v1 € V que :
1 ) K2
wvrdl'y + [ wvdls = <8v —A v+v,v>
Juodit Lundli =3 (G = A Y b (o) ()

En particulier si ¢ € D (F}) il existe alors une fonction v1(¢) € V' qui vérifie les conditions
v1(p)rz = 0 et vi(p)jr1 = ¢. On résoud ensuite le probléme qui consiste & trouver vy € V
telle que :

1) 1}1—A’U1:0

2) Ul(@)\(r(l)urgul“f) =0

3) i@ =

\
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On obtient : [ updl'} = <(8V(v))m —Atv+v, g0> Vo € D(I'1). Doy,
Iy

dans D’ (T'}), Dégalité : d,(v) — Apv+v=u dans H'(I'!). On établitde facon analogue

1 (0. (1)

la méme égalité dans H~1(I'?) . L’équation (2.4.ii) est alors satisfaite et le probléme T (u,w)
résolu c’est & dire que opérateur I — Co : D(Co) — V x L%(Q) est surjectif.

Montrons & présent que Cy est dissipatif en évaluant pour tout (v, z) € D(Cp) la

quantité <C0 (v) , <U> > . Par définition de Cg et du produit scalaire dans V x L?(Q)
z 2/ [ vxr2(e)

Jj=2 )
on a : <Cg (1))’ <v>> = [VuVzdzdy + Y [ Vru.Vrzdly + [ zAv.dzdy. Ce
z 2/ v Q 7=17j Q

qui, d’apres les proposition 2.2 (page 86) et 2.3, et la remarque 2.2 (page 88) implique :

jéj <(a”(v))ll“’i ’ Z|F3>H—§(r{),H5(FJ’) +ji2 f VTU'VTZ'dF{ B <CO <Z>7 <Z> >V><L2(Q)

Sachant que (%)IF{ cH> (F{) et 2rd c H 3 (F{), la condition de Ventcel (équation

2.4.i1) reste valable dans H3 (F{) et implique que : (—ATU)|FJ‘ cH > (I‘{) Donc :
1

(o(2)-(2) >Mz<m - ; (O = Arohuy 20 oy

La condition de Ventcel (2.4.ii) implique aussi que d,v — Atv = —z dans H -3 (F{)

e Teis v v - i=2
L’égalite <C’o (z)’ <Z>>V><L2(Q) = 321 <(8,,(1}))|FJ1 - (ATU)M ,Z|FJI>H%(F{)’H%(F{) est

équivalente a :

v v =2 =2
<C” <) <) >W(m = (=2 ’ZF1>H-%<rz>,H%<r{> -

La quantité <C0 <v)’ (U>> est donc pour tout (v,z) € D(Cp) négative ou nule.
z V xL2(Q)

2
iy Y02 € D)

o
Iat

z

D’out Cy est dissipatif. Or, I — Cy : D(Co) — V x L*(Q) est surjectif, donc Cy est m-

dissipatif.
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I1.2 - Existence, unicité et régularité de la solution

Etant donné (u®,u!) € V x L?(Q), le probléme Py consiste & trouver une fonction

(u,u’) € CHR,,V x L2(2)) NCO(R,, D(Cp)) qui vérifie les équation suivantes :

.
v —Au=0 dans Q xRy  (2.0.4)
u=0 sur To x Ry (2.0.47)
Po :
Ou—Aru+u =0 sur T'y x Ry (2.0.474)
w0)=u’ et W(0)=u! dans (2.0.1v)

Commentaire : Par définition de D(Cp) et pour tout ¢ > 0, une telle fonction vérifie
donc (u(t),u'(t)) € D(Cy). Et en particulier (u(0),u'(0)) € D(Cp). La formulation forte
du probléme impose donc I’hypothése (u’,u') € D(Cp). Quant & la premiére équation, elle

équivaut, pour tout ¢t € R4 et pour tout (z,y) € Q, a:

£ G)o-o(:)e

Pour (u®,u') € D(Cp), la formulation forte du probléme est donc équivalente au probléme

de Cauchy Pc, qui consiste & trouver une fonction (v, z) € CY(R*,V x L*(Q)) vérifiant :

Z(z) (t) = Co (Z) () Vi=0 et <ZESD N (i)

0

dont la solution est la fonction : ¢ — <v> (t) = So(t) (u1> ot (So(t))e>0 désigne le semi-
z u =

groupe de contractions engendré par 'opérateur Cy. En effet, d’aprés les propriétés des

ud

1

" > € D(Cp). Ce qui, par

semi-groupes fortement continus, pour tout ¢t > 0 on a : S’o(t)<
définition de D(Cyp), réalise les équations (2.0.i7) et (2.0.i7¢) et en prenant ¢ = 0 on vérifie

Rl W (69

vt > 0.

'

I’équation (2.0.7v). Et on a l'inégalité

V xL2(Q) VxL2(Q)
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Théoréme 2.1 : ( Théoréme d’existence de la solution )

Pour tout (u’,u!) € V x L?(Q) il existe une fonction unique v € C°(R,, V),

solution faible du probléme :

\
u —Au=0 sur Q xRy (2.0.4)
u=0 sur Tox Ry (2.0.47)
Po -
ou—Aru+u =0 sur T'y x Ry (2.0.147)
u(0)=u’ et W(0)=u' dans Q (2.0.9v)

telle que v’ € CO(Ry, L2(Q)) et vérifie I'inégalité :

|’uHLOO(R+7V) + Hu/HLOO(RJ,_,LQ(Q)) < \/5 (HUOHV + HUIHLQ(Q)> (20’0)
Et si de plus (u°,u') € D(Cp), alors la solution vérifie :
(u,u’,u") € COR,, (VN HY (A, Q) xV x L*(Q)) (2.0.v1)

et pour K > 0 assez grand la solution vérifie la propriété de continuité :

IN

K ([l + 120 ey + [l )

(2.0.vi7)

[ull ooy vy + 1AUl| oo (r, r2(0)) + ”u,”LOO(R+,V)

Démonstration :

On commence par supposer que (u’,u') € D(Cy) et on montre I'existence d’une
solution forte. L’opérateur Cy est m-dissipatif sur I'espace de Hilbert V' x L2(£2). 1l existe

par application du théoréme de Hille Yosida une fonction unique :

(v,2) € C* [Ry,V x L*(Q)] NC R4, D(Co)] (2.1.a)
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solution du probléme de Cauchy :

qui vérifie de plus, pour tout ¢ > 0 les inégalités :

’(ZEZ;) - = H(Z?) v VE>0  (2.1.b)
z Ul
H(ASZQ vxz@ H(Au0> VxL2(0) R

La fonction (u,u’) = (v,v") = (v, 2) est, d’aprés le commentaire de la page 92, la solution

forte unique du probléme Py et vérifie :
(u,u') € C' [Ry,V x L*(Q)] NC [Ry, D(Co)] (2.1.d)

et les équations (2.0.1), (2.0.ii), (2.0.iii) et (2.0.iv). Les inégalités (2.1.b) et (2.1.c) s’écrivent

lu@®IF + Il Ol 2@ < [0y + [0} [fag  YE20  (210)
[/ @) + 1" ()72 < [Ju]3 + HAUO\\;(Q) VE>0  (21.0)

La premiére inégalité entraine 1’'inégalité :
@l + [0/ @l 20 < V2 ([l + [0 o) V220

Donc (2.0.v) est vérifiée. La fonction :
Ry — D(Co)
t— (u,u')(t) VE>0
étant continue pour la norme du graphe définie sur D(Cp) par :

oo = | (1) ;Lz o ()

2

VxL2()
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Il s’en suit que la fonction de Ry dans L2(9) et qui & tout ¢ > 0 associe Au(t) est continue.

R, — L}(Q) R, — VNHYA,Q)
Autrement dit les fonctions : et sont

t— () t— u(t)

continues. Dot : (u,u,u") € CO(Ry, VN HYA,Q) x V x L?(2)). Cest a dire que (2.0.vi)
est prouvée. Quant a 'estimation (2.0.vii), on additionne membre & membre (2.1.b’) et

(2.1.¢’) et par inégalité de Poincaré on obtient :

(O -+ 1) gy )+ O < (10 + 1 gy )+ (02 1) 2 vt > 0
Donc :
(W1 + + 18U s )+ O < (I + A gy )+ er 7 + 1) w7 e > 0
Dot pour K > 34/(c1(Q)2 +1) :

(IOl + 1800y + [0 ) <K (1l + 18000 gy + ) ¥ >0
En conclusion, si (u%,u') € D(Cp) il existe une fonction unique

(u,u’,u") € CORy, VN HYA, Q) x V x L))

solution forte du probléme :

\
u —Au=0 sur Q xRy (2.0.4)
u=0 sur Tox Ry (2.0.47)
Po -
ou—Aru+u =0 sur 'y x Ry (2.0.747)
u(0)=u’ et W(0)=u' dans Q (2.0.9v)

\

et vérifiant 'estimation :

Sup (lu®lly + 18u) @) + [ Oll) < K ([e0lly + 180y + ']l )
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La solution faible : Soit (u?,u') dans V x L?(Q). La solution faible du probléme Py pour

la donnée initiale Soit (u®,u') est définie par :

R, — V x L%(Q)
u : 0

v () = 50 ()
(s ()

cest a dire : [[u(®)[[} + 1w/ (8) |72 < [[«0]F + Hul}};(m vt > 0. Donc :

Ce qui donne :

vVt >0

VXI2(Q) ‘ VxL2(Q)

IN

lu®IF + [0/ @2 < 1l + ] 7eq

IN

et 2fu®)ly o Ol 2@ < el + o720

D’ou

()l Loo vy + H“,(t)HLoo(R+,L2(Q) <V2 (H“OHV + Hulum(g))
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I1.3 - Stabilisation forte du problemeP,

Proposition 2.5 : Compacité de la trajectoire de la solution.

0
L’ensemble {So(t) <u1>’ t> 0} est pour tout (u’,u') € D(Cp), relativement
u

compact dans V x L%(Q)

Preuve : D(Cp) est muni de la norme du graphe, définie grace a I'expression de Cy par :

O =1L 1O 1)

Montrons d’abord que l'injection D(Cp) — V x L?(Q) est compacte c’est a dire que toute

2
Y(v,2) € D(Co)

VxL2(Q)

suite bornée dans D(Cp) admet une sous-suite qui converge dans V' x L?(£2). Soit
{(vn, zn) € D(Cg), n € N} C V x L*(Q)

une suite bornée dans D(Cp). Clest a dire Av,, € L*(Q) et d,v, — Atv, + 2, = 0 dans
Hil(I‘{‘) et ce qui signifie que pour tout n € N, la quantité :

2

12(r})

=2 2 ,
I90al2@ 2 [[(Frvn)ey AT +|Avn |2
j=1

j=2
J 2 _
12(r9) dFlJr”z””Hl(m*; H(VTZ”)M

est bornée. D’apres le résultat qu’est la proposition 2.1, établie en page 83, on sait que :

(772) Z H Un)irg

Et d’apres 'inégalité de Poincaré (proposition 1.15 de la page 52), on obtient pour ¢ > 0

J

L2 FJ - ZH VTUTL ‘F]

dr’
()

convenablement choisi, et pour tout entier n € N la majoration :

2 2

H1<ri)> =¢

L’injection H'(Q) — L2(Q) est compacte, la suite {z,, n € N} bornée dans H'(), ad-

=2
loallri @) + 20l 0y + 14072 + 3 (H(U”)W + ey
j=1

H1 FJ

met une sous-suite, encore notée {2,, n € N}, qui converge dans L?(Q) vers un élément 2.
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Evaluons pour tout couple d’entiers p > ¢ > 0 la quantité

j=2
Vo, — vvq”%%g) + 21 Vv, — VT”q”iz(F{)
‘7:

Ona: v, € HY(A,Q) Vn € N puisque v, € H'(Q) et ||A’L)7LH%2(Q) < ¢ pour tout

n € N. On peut donc définir pour tout j € {1,2} et pour tout n € N, Papplication

(aézn)u—\j cH> (Fjl) définie pour tout w € V par :
1

J=2 vy,
<3> LW = / (VwVo, + wAvy,)dzdy
SN ey

Etona:

9(vp — vg)

j=2
|V, — vqu%Q(Q) =2 <<81/> 5 (vp — Uq)> — [ (vp—vq)-A(vp—vq)dzdy
=1 vy m2(rd),H2 (1Y)

D’autre part, d’apres la définition de D(Cp), on obtient :

j=2 =2/ /0(v, —v
Z Vv, — VT”q”iQ(FJI') = - Z <<(pal/q) + (2p — Zq)) (o — Uq)>
j=1 J=1 T H—%(F{),H%(r{)

Les quantités ||z, — ZQHH*% et [[Av, — AUQHL2(Q) étant bornées, il en résulte par addition

(r1)

membre & membre pour k£ > 0 convenable que :

j=2
195, = Vol + 5 19505 = VeealZagesy <5 (oo = ull 3 g + 100 = vl
]:

Les injections H'(Q) — L2?(Q) et H! (F{) — H3 (F{) sont compactes. Les suites
{vn, n € N} et {(vn)m, n € N} sont respectivement bornées dans H'(Q) et H! (I‘Jl) On
peut de {v,, n € N} extraire une sous-suite qu’on notera encore {v,, n € N} qui converge

dans L?(Q) et dont la suite des traces {(Un) n € N} converge dans H: (F{) La sous-

Ixg

suite {vy, n € N} est, selon l'inégalité :

j=2
1950 = Tl + T 1V = Vr0aeyy < b (I = vl gy + 5 = vl
J:



99

une suite de Cauchy dans V. Elle y converge. Donc : (vn)‘rgl- — Y dans H! (F{)
Finalement, dés que la suite {(vy, z,), n € N} est bornée dans D(Cp) elle admet une sous-
suite qui converge dans V x L?(Q). Ce qui prouve que I'injection D(Cy) — V x L?(Q) est

compacte.

0
Soit maintenant (u®,ul) € D(Cp). L’ensemble {So(t) <Zl>, t> O} C D(Co)

désigne la trajectoire de la solution (u,u’) € C([0,+oo[,V x L2(Q2)) N C([0, +oo[, D(Cy))

du probléme Py. On a :

La solution vérifie, par ailleurs, les inégalités :

1), = LGl L (S50)

On en déduit que :
u? u?
[0, = )
0

L’ensemble {So(t) <u1>’ t> 0} C D(Co) est donc borné dans D(Cp) pour la norme ||.|| pc,)-
u

Vi >0

<[ (o)
vxrz@)  I\AU /|l r2q)

vt >0

:

D(Co) D(Co)

0
Or, l'injection D(Cy) — V x L?(2) est compacte, donc la trajectoire {Sg(t) <u1>’ t> 0}
u

est relativement compacte dans V' x L%(Q). Ce qui achéve la preuve.

Théoréme 2.2 : (Stabilité forte)

Le semi-groupe de contractions Sy (t):>0 engendré par 'opérateur Co sur V x L%(Q),

est fortement stable. C’est & dire :

Eh(t)(Z)

=0  VY(v,2) €V xL*Q)
VX L2(Q))

t—00

lim ‘
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Preuve : La fonction V x L*(Q) — R définie par :

e ()=,

est une fonction de Liapounov pour le semi-groupe de contractions Sy(¢):>0 engendré par

VxL2(Q

u? u?
Popérateur Cp. Soit <u1> un élément de D(Cp). La trajectoire {Sg(t) (ul)’ t> 0} est
d’aprés la proposition précédante relativement compacte dans V' x L2(Q). A toute suite
croissante de nombre positifs qui tend vers 400, on peut donc associer une suite croissante de
nombre positifs (¢, )nen qui tend vers 400 telle que la suite {So(tn) <Z(1)> , mE N} converge

0
v
dans V x L2(£2) vers un élément < 1> . Par application du principe d’invariance de LaSalle,
v

0
U

il existe une constante C ( 1) > 0 telle que :
U

S B (] B Y I

0
) étant la solution faible du probléme :

lim
t—o0

L’application t — Sy(t) <U1
v

.

w”(t) — Aw(t) =0 sur QxR
w(t) =0 sur To x Ry
(PO)(UO,Ul) :
Ow(t) — Arw(t) +w'(t) =0  sur T'1 xRy

w(0) =0 et w'(0) =t dans

\

il existe une fonction (w,w’) € CO(R,,V x L%(Q)) telle que :

(5&2) — So(t) (Z?) VE> 0

Soit{t,, n € N} une suite positive qui tend vers l'infini +o00. L’égalité :

<u(t | tn)) = So(t +tn) <Z(1J) = So(t) [So(tn) <u?>] VneN et Vt>0

w(t+tp) u
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implique par continuité du semi-groupe Sp(t):>0 la convergence dans V' x L%(Q) :

(1) = m (i) -s0()) e

s - (w(t) . )
On en déduit alors que la fonction ) est constante par rapport a t et par conséquant
w

<Z’((tt))) N (Zj'((%))) = (Z?) Wt >0

Donc : w”(t) = w'(t) =v! =0 ¥Vt > 0. Et pour t = 0 le probléme (Po) (0 1) s'¢€crit :

( 3\
Av? =0 dans QxR
(PO)(UO,Ul) 'y =0 sur T'g x Ry
oY —Ar® =0 sur T3 xRy
\

En multipliant la premiére équation par v? et en intégrant sur § on obtient :

2 =2
f ’VUO‘ dedy = <(8y(v))‘rj ,Uo‘l—\j
Q =1 1 1

Nl

>H—%(F{),H ()

Avec la condition de Ventcel, I’égalité précédante donne :

- '
f‘VUO}2d$dy+]Z S }VTUO}ZdI‘{ =0
Q j=1ps

0

c’est a dire : HUOHV = 0. Donc v =0. Or

()

= v} = 0. D’ou légalité : ‘
VxL2(Q)
d’apres (2.2.a), cela signifie :

So(?) <Z?>

Comme D(Cp) est dense dans V x L%() on a d’aprés la proposition 1.21 (voir la page 59) :

So(t) (Z?)

2 0

~0 v<“1> e D(Co)
() u

lim ‘
t— 00

Vx L2

lim ‘

t—00

2 UO
=0 v( 1>6V><L2(Q)
V xL2(Q) u
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I1.4 - Stabilisation exponentielle :

On montrera dans ce paragraphe que le semi-groupe fortement continu de con-
tractions Sp(t);>0 engendré par Cp n’est pas exponentiellement stable sur V' x L?(Q). La
démonstration consiste & montrer que les valeurs propres de Cy sont & parties réelles néga-
tives et aussi proches que 'on veut de I’axe imaginaire. Ce dont on déduira que le rayon
spectral de Cy est positif ou nul. Mais on montrera, entre temps, qu’il est inférieure au type
du semi-groupe engendré par Cy. Or, un semi-groupe est exponentiellement stable si, et
seulement si, son type est strictement négatif. Et ceci permettra de conclure. Une étude

spectrale de 'opérateur Cy est donc nécessaire pour établir ces résultats intermédiaires.

Etude spectrale de 1'opérateur C,

Proposition 2.6 :

Co est un opérateur a résolvante compacte

Preuve : On rappelle que selon la définition 1.11, ’ensemble résolvant de 'opérateur Co

est ’ensemble noté p(Cp) des nombres complexes A tels que I'application :
(M —Co) ™1V x L2(Q) — D(Cy) C V x L*(Q)

existe, est bornée et est & domaine dense dans V' x L%(Q). Notée R (Co), elle est appelée
résolvante de l'opérateur Cp. Soit A € p(Cp). On cherche a montrer que la résolvante R (Co)
est compacte c’est a dire que pour toute suite {(u,,wy), n € N} bornée dans V x L%(Q),
la suite des images {R\(Co)(un,wy), n € N} C D(Cp) notée {(vn, 2,), n € N} admet une

sous-suite qui converge dans V' x L?(Q). Et il suffira pour cela de montrer que la suite
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{(vn, 2n), n € N} est bornée dans D(Cy) puisque l'injection D(Co) — V x L?(£2) compacte.

On a:

Up = A\Up — Zp
R)\(CO)(un7wn) = (vna Zn) — Vn € N

Wy, = A\zp, — Avy,

La résolvante Ry (Co) : V x L2(Q) — V x L%(Q) est un opérateur linéaire borné et la suite
{(un,wy), n € N} est bornée dans V x L2(€). 1l s’en suit que la suite {(vy, 2,), n € N} est
bornée dans V x L?(2). Ce qui implique que la suite {v,, n € N} est bornée dans V et que
la suite {z,, n € N} est bornée dans L?(2). Mais pour tout n € N, on a 2, = A\, — uy,. La
suite {z, = \v, — u,, n € N} est donc bornée dans V et la suite {Av,, = Az, — w,, n € N}
est bornée dans L?(2). D’oit {(vn,2n), n € N} est bornée dans D(Cp). Ce qui achéve la

preuve.

Proposition 2.7 :

Les valeurs propres de Cy sont & partie réelle négative et forment un ensemble noté

VP(Cp) discret sans autre point d’accumulation que oco. C’est a dire VP (Cp) est fini ou :
Vm > 0, il existe A € VP(Cp) telle que : |\ > m

Preuve : Remarquons d’abord que zéro et un ne sont pas des valeurs propres de Cy. En

effet, si 0 € VP(Cp) il existerait un vecteur non nul (vg, 29) € D(Cp) tel que Cy <UO> =0
Z0

c’est a dire : zg = 0 et Avg = 0. La condition de Ventcel 2.0.8 de la page 88 donne alors :
20 :0:>8,, (U0)|F31' —AT (Uo)uﬂl' =0 VJ c {1,2}

Cela implique :

j=2
(8, (w0 = A (1) gy ) —0

j=1 "2 (r]),H2 (1))
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Et en appliquant les propositions 2.2 et 2.3 établies en pages 86 et 87, on obtient :

Jj=2 .
[ |Vuol? dedy + [ voA (vo) dady + 21 [ |Vrve?dlY) =0
0 Q J=1 1y

1

Comme A (vg) = 0 on en déduit que HVUOH%Q(Q) + HVTUOH%F(FQ = 0 donc vy = 0 car vy
ne peut pas étre une constante non nulle. D’oul (vg, z9) = 0. Ce qui contredit I’hypothése

(vo,20) # 0. Quant & 1, s’il était une valeur propre de Cy, il existerait un vecteur non nul

(v1,21) € D(Cp) tel que Cy <U1> = <U1>. Ce qui donnerait z; = v; = Avy. Le couple
Z1 Z1

(v1,21) € D(Cp) veérifie par définition de D(Cy) la condition de Ventcel (2.0.8). Donc :
0y ('Ul)‘l—\jl' — Ar (vl)uﬁl' + (vl)\l‘{ =0 Vi e {1,2}
Comme v; = Awy, en appliquant les propositions 2.2 et 2.3 (pages 86-87) a I'égalité :

j=2
ng <8y ('Ul)‘l"z — At (Ul)‘pg + (Ul)lrg , (vl)>H_

Nl
—
!
S
S~—
[N
—~
=
s
N—

on obtient :

j=2 =2
[ Vo Pdedy + [ o1 dedy + Y. [ |Vroi[2dl) + 30 =0
Q Q ]

2
g=lrJ j=1 I HH%(F{)
Et en particulier ||Vu; H%/ +|IVrur H%, = 0 donc v1 = 0 car v ne peut pas étre une constante
non nulle. D’ou (z1,v1) = 0. Ce qui est contraire a 'hypothése (z1,v1) # (0,0). Finalement
0¢ VP(Cy) et 1 ¢ VP(Cp).
Soit R1(Co) : V x L2(Q) — D(Cp) définie par R1(Co) = (I — Co)~! la résolvante
de Cyp et A € VP(Cp). Alors A # 1 et pour tout vecteur propre u associé & A on a: Cou = Au.

Donc :

(I —-Cou=(1—-ANu
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On applique (I — Cp)~! aux deux membres de cette égalité et on obtient :
u=(I—-Co) '(1-Nu

Donc :

D’ou I’équivalence :

VA € VP((y) —

(1 i A) S VP(Rl (Co)) (2.7.1)

avec (1 — A)~! # 1 puisque zéro n’est pas valeur propre de Cy. La résolvante R1(Co) est
compacte d’aprés la proposition 2.6 de la page 102. Et par conséquant, d’aprés une propriété
spectrale des opérateurs compacts (voir proposition 1.6 en page 23), il ne reste pour tout
¢ > 0 dans le plan complexe qu'un nombre fini de valeurs propres de R1(Cp) en dehors du
disque ouvert {(:L‘,y) eR?, 22 +9% < 5}. Les valeurs propres de R1(Cp) forment donc un
ensemble discret au plus dénombrable. S’il n’est pas fini, son seul point d’accumulation est
zéro. Il en résulte d’aprés 1’équivalence (2.7.1) que les valeurs propres de Cp forment un
ensemble discret dont le seul point d’accumulation éventuel est 'infini.

Montrons & présent que la partie rélle de toute valeur propre A € VP(Cp) est
négative. Soit u un vecteur propre de Cy associé a A. Selon la proposition 1.10 établie en
page 28, le nombre complexe \; = e est une valeur propre de So(t) et u est un vecteur

propre de So(t) associé & \; c’est a dire Sp(t)u = eMu pour tout ¢ > 0. Il en résulte que :

ISl ey = || lully sy V£ 20

Comme Sp(t)¢>0 est un semi-groupe de contractions, on en déduit que :

leM <1 Vt>0
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En posant A = a + i3 avec (af3) € R? on écrit : !e)‘t‘ =| et ImX) | gRe(M) ot on a alors :
R <1 vt >0

Le logarithme étant une fonction croissante, on obtient :
Re(At) <0 Vvt >0
Ce qui, en particulier pour ¢t = 1, entraine que Re(\) < 0 et prouve bien que :
Re(N\) <0 VA € VP(Cy)

Remarque 2.3 : On rappelle que le type du semi-groupe (So(t))s>0 est défini par :

o1
wo = lim = Log || So(t) llcqvxr2()

et que son rayon spectral est défini par : w = Sup{Re(X\), A € 0(Cp)} ou o(Cy) désigne le
spectre de 'opérateur Cp. On remarquera que le type du semi-groupe Sy(t)¢>0 est supérieur

ou égal a son rayon spectral :

o1
Jim 2Log || So(t) [le(vxr2@)2 Sup{Re(A), A € 0(Co)}

Afin de prouver cette assertion, onn raisonnera par I’absurde en supposant que wg < w c’est
a dire qu’il existe € > 0 tel que wy < w — e < w . Par définition du Sup, il existe alors
A € 0(Cp) vérifiant : w —e < Re(A) < w. Et dans ce cas wp < w — ¢ et w — e < Re(A). Or,
on sait que pour tout a > wp on a l'inclusion {\ € C, Re(\) > a} C p(Cp) qui implique
linclusion {\ € C, Re(\) > w—e} C p(Cp) et donc A € p(Cp). D’ou la contradiction puisque

a(Co) = C — p(Co)-
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Etude spectrale de 'opérateur ¢ :

Co est une perturbation d’un opérateur linéaire C défini sur le domaine D(C) :
D(C) = {(U,Z) eV xV :Ave L*Q) et d,v — Apv = 0 dans H_l(l“{)} Vi e {1,2} (2.8.0.0)

et par :

C: D(C)CVxV—VxLXQ)

()—e()-(s)  eoon

On se propose d’étudier les propriétés des valeurs propres de C car elles permettront d’en
déduire les propriétés des valeurs propres de Cy. Ce qui est important pour la suite. La
condition Av € L?(f2) entraine I'inclusion D(C) C H'(A, Q) x V qui donne, selon la propo-
sition 2.2 et la remarque 2.2 (pages 86-88), un sens a la condition d,v — Arv = 0 qui devient

équivalente a : (9,v — ATv,w>H_1(F31-),H6(F{') = 0 pour tout w € H} (F{) et j € {1,2}.

Proposition 2.8 : Equation aux valeurs propres de C

L’opérateur C posséde une famille de valeurs propres vérifiant dans C I’équation :

e)‘ﬂ-ﬁ:A—’_\/i
A=V2

Preuve : Soit A une valeur propre de C et (v,z) € D(C) une fonction propre associée a A.

(2.8.0)

Par définition de C on a alors z = Av et Av = Az. La fonction v donc les équations :

(

Av =\ dans (2.8.7)

v=0 sur T Vje{1,2} (2.8.i)

v —Apv=0 surT] Vje{l,2} (2.8.ii)
Par définition du Laplacien on a :

v %

Av(z,y) = 92 + EIe

(2.8.1)
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A Taide du paramétrage (2.0.0) défini en page 81, de Pexpression 2.1.1 de la page 83 et
de la définition du Laplacien tangentiel explicitée par la formule (1.48.1) de la page 78 on
obtient :

2 82

3}
Atv = 8—;; surT] et Apv= 8—;; sur T2 (2.8.2)

L’expression de la dérivée normale est donnée par les formules :

0
dyv = sur 1 et Oyv= 8—v sur T'? (2.8.3)
x

puisque vecteur n(z,y) normal unitaire extérieure a {2 s’exprime par :
n(z,y) = (0,1) sur T et n(z,y) = (1,0) sur '}

Quant au gradient tangentiel V il est donné par les formules :

Vv = —21(1,0) sur T} et Vpv= gZ(o, 1) surT? (2.84)

On réécrit les équations (2.8.1),(2.8.ii) et (2.8.iii) & l'aide des formules (2.8.1), (2.8.2) et

(2.8.3)
2
% + g—yé’ =\ Y(z,y) €Q (2.8.1)
v=0 sur IT[l) UITg (2.8.17)

v v _ 1 Ov v _ 2
G o =0 surT et Z%— o = 0 surIy (2.8.i4)

On cherchera ensuite des fonctions propres de la forme v(z,y) = f(x)f(y). Et dans ce cas,

un simple calcul donne :

Y v 20 2,
% = f'(2) f(y), gy = f(2)f'(y), % @) ) et ng )
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Et les équations précédantes s’écrivent alors :

\

Fr@)f) + f" () f(x) = Nf(2)fly) V(z,y) €Q (2.84)

F(O)f(z)=0 Vzel0,7] (2.8.44)

\ f@)f'(m) = f"(z)f(x) =0 Vzx €]0,n| (2.8.7i1)

L’équation (2.8.ii) donne f(0) = 0. Et lorsque f(m) # 0, I'équation (2.8.iii) équivaut a :

f(x) _ f(m)

f@) ~ fm oo
et par conséquant :
@) _ f'y) _ f'(7) .
f@)  fw) ) Yy e e
Et I’équation (2.8.1) devient donc :
@)L ey
o) T g N TeweEd
D’ou les conditions :
P& I e o .
25 =N €0, | (2.8.a)
f(0)=0 (2.8.b)

En posant o? = J}I((;r)) il s’agira de trouver une fonction vérifiant :

[@) _ ST _ 2y €lo,m[ et f(0) =0

en notant que a? = %)\2. Autrement dit, la fonction f est solution de I’équation différentielle

) f"—a?f=0 (2.8.a)

2) f(0)=0 (2.8.b)
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On fait un changement de variable en posant v = f' — «af et on obtient en u 1’équation
u' + au = 0 dont la solution s’écrit sous la forme u(z) = Cy.e”** ou Cj est une constante.

Il s’agira alors de résoudre le systéme :

1) ff—af=u
2) v+aou=0
On cherche une solution particuliére de I'équation f' —af = wu sous la forme fo(z) = fe~**.

—Cy

On trouve fo(z) = 52.e”**. Si f est solution de I'équation f’ — af = u, alors f — fo est

solution de ’équation homogene [ — af = 0 qui d’autre part s’écrit sous la forme C1e**.
Donc : f — fo = Cie®®. Dou f(z) = C1.e** — =% g=ar  Bp posant Cy = —=S2, on

2c 2c0 7

trouve deux constantes Cp, Cy telles que : f(z) = C1.e*® + Ca.e”**. La condition initiale

0) = 0 implique C7 — ~Co — ) et 1a condition o2 = L) entraine :
2a f(m)

aCh.e®™ — aCy.e™ 2™ 9
=«
Ch.e2™ + Cy.e— o7

c’est a dire :

(= 1)C1.e"" + (a+1)C2.e7") =0

Pour C # 0 on a alors e*™(a—1) —e™*"(a+1) = 0 et en remplagant o par %, on obtient

une équation en A\ :

c’est a dire :

e v d :/%/5) _ A j:ﬁﬂ

Donc l'opérateur C posséde une famille de valeurs propres vérifiant dans C ’équation :

)| =0

ATV3 A+2
e =
A—2
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Proposition 2.9 :
L’opérateur C a toutes ses valeurs propres imaginaire pures et il engendre sur

'espace V x L%(Q) un semi-groupe Sc(t)i>0 de contractions tel que :

HSC(t)HL(VXL2(Q)) =1 Vi >0

Preuve : Pour tout (v,z) € D(C), la quantité (C(v, z), (v,z))VXLz(Q) définie par :

iy =) () = 0w+ 209

vaut par définition des produits scalaires (, )y, et () 2(q)

<C <v)’ <U>> = [VoVzdzdy + [ VooVez dly + [ zAv.dzdy
< 2/ v @ IV Q

En appliquant la proposition 2.3 citée en page 87 on a :

j=2
j;l <8u (U)|FJ1‘ ) Z>H%(P{)H%(F{) = /Q(VZV’U + zAv)dzdy (2.9.1)

L’égalité 0,v — Atv = 0 dans H_I(F{) entraine donc Arv € Hfé(lj{) Vi € {1,2} avec :

Jj=2 =2
j;lpfj VroVrzdl'y = —ng <ATU’Z>H‘%(F{))xH%(F{) Vi e {1,2}
1

Donc :

(e()-(¢) >mz<m - : (2 @y Z>H%<ra>ﬂ%<ra‘>_jij R P

D’ou, pour tout (v, z) € D(C), l'égaliteé :

O I S R T 292
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Et par conséquant C est dissipatif. Pour montrer qu’il est m-dissipatif, il suffira de prouver

que lopérateur I — C est surjectif. C’est a dire :

V—2=1U

Y(u,w) € V x L*(Q), 3 (v,2) € D(C) tel que :

z—Av=w

Ce qui revient & résoudre le probléme suivant :

v—Av=u+w dans §} (2.9.7)
me(u,w) :

v —Apv=0 dans H- () V,j€{0,1} x {1,2} (2.9.i)
On multiplie ’équation (2.9.i)) membre & membre par une fonction arbitraire f € V' et on

intégre sur 2 :

[ flv—=Av)dady = [ f(u+w)dzdy VfeV
Q Q

ce qui donne pour f € V quelconque :

j=2

éf (v — Av) dzdy = Sf)(vf + VoVy) d:cdy—ygl <8y(v)‘rjl- ’f>H%(1“J) wh(rd) g; (utw)dxdy

Mais d’apres I’équation (2.9.ii) on a :

j=2 j=2 i
50 e s oy b (et) = Py (AT b oy b ety = =% [ (Vrov)ar]

—
St

Et donc :

[ (vf + VoV f)daedy + Z [ VroVrwdl = [ flu+w)dzdy YfeV
Q FJ Q

On donne alors une formulation variationnelle du probléme en considérant la forme bilinéaire

Fo:V xV — R définie par :

Jj=2 .
.7: 1)1,1)2 f 1)1’1)2 +V1)1Vv2)dwdy+ Z f VTvlvTvg.dF{
Q jzlpfl'
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et la forme linéaire Ly : V — C définie par :
Lo(v1) = [(u+w)ndady Yo, €V
Q

On vérifie aisément que la forme bilinéaire Fy est continue et coercive et que la forme linéaire

Ly l'est aussi puisque :
[Lo(v)| Sllu+w 2@l v1 llz2@@ Vi€V
Il existe alors par application du Théoréme de Lax-Milgram un seul élément v € V tel que :
£0(Ul) = fo(v,vl) Yo eV
C’est a dire :
Jj=2 )

[(u+w)videdy = [(viv + Vo Vo)dzdy + > [ Voo Vro)dD) Yu, eV (2.9.3)
Q Q i=11
Cette égalité équivaut, en particulier pour tout ¢ € D(Q) C V a:

[(pv+ VeVu)dz = [(u+w)p dz Ve € D(Q)

Q Q
D’on, dans D'(2), l'égalité : v — Av = u + w. L’équation (2.9.i) du probléme 7¢(u, w) est
donc satisfaite et entraine que Av € L%(Q) puisque (v — u — w) € L?(Q). On sait alors

d’apres la proposition 2.3 (page 87) que :
(D) py € H 3 (F{) c H™ (F{) vj € {1,2}
Comme 1’égalité (2.9.3) implique :

Jj=2 )
/ Vo Vodzdy = [(u+ w)nidedy — >, [ (Ve Vo) dly — / viv.dzdy Yo €V
Q Q G=1pg Q
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et puisque —Av = u + w — v, on obtient :

Jj=2 )
/ Vo Vou.dzdy = — flev.dmdy - > f (Vrv1 Vo) .dFjl Yo €V
Q Q j

Jj=1 rJ
ou encore :
j=2 j=2
<6,, (U)u—g ,U1> 1, = Z <(AT’U)‘F] ,U1> _ Yo €V
j=1 H™2(T]),H2(T) =1 H~2(Iq),Hz(T})

<81/ (U)|r91' - (AT'U)lpjl' ) ,U1>H* ( =0 VYvyueV

2(19),H2 (19)
Ce qui satisfait équation (2.9.ii) et montre que 'opérateur I —C : D(Co) — V x L%*(Q) est
surjectif. D’ou C est m-dissipatif. Et d’apres le Théoréme 1.6 cité en page 27, 'opérateur C
engendre un semi-groupe de contractions S¢(t);>0. Or d’aprés le résultat (2.9.3) établi en

page 113, on sait que :

)y om0

On peut donc appliquer la proposition 1.11 de la page 29 et en déduire que les valeurs

propres de C sont imaginaires pures et que :

”SC(t)”L(VXLz(Q)) =1 Yt >0
Proposition 2.10 : Il existe une suite infinie (p,,)neny de nombres réels vérifiant :

Ao =i, Y2 € VP(C) VneN (2.10.0)

lim | p, |= 400 (2.10.77)
lim | p, —2n|=0 (2.10.731)

n—oo
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Preuve : Les valeurs propres de C sont imaginaires pures et forment une suite infinie avec
comme seul point d’accumulation +oo. Pour établir (2.10.1) il suffira de considérer la suite

réelle {yu,,, n € N} C R définie pour tout n € N par :
fty, = —iV2X\, ot A\, € VP(C) YneN

Preuve de (2.10.11) : Les valeurs propres de C vérifient I’équation :

)\W\/E_A_‘_\/i
e - "
A—V2

Soit A une valeurs propre de C et y = —iAv/2. L’équation en A devient :

_pE—4—dip

LT
e 14

= cos(pum) + i sin(pm)

En identifiant les parties réelle et imaginaire dans I’égalité on a :

2
pe—4 . 4p
cos(um) = Ty et sin(ur) = I
Donc :
4p
t = 2.10.1

Soit maintenant, pour tout entier m € Z, l'intervalle I,,, =|2m — %, 2m + %[ On considére

alors la fonction de la variable réelle :

4z

h: xw— h(z)=tg(rz) + 1.2

Elle est définie, continue et strictement croissante sur tout I,,, pour tout m > 2. Le calcul

des limites donne :

lim h(zx)=—-o00 et lim h(x)=+oc0 Ym e N* — {1}

T—2m— % x—>2m+%
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Il existe selon le théoréme des valeurs intermédiaires un seul nombre réel x,, > 0 tel que

1 1
meIm:]2m—§,2m+§[ et h(zm,)=0 vm e N — {1}

Autrement dit, il existe une suite de nombres positifs (2, )menn>2 telle que :

1 1 4
Tm €2m——2m+ [ VYmeN, m>2 et tg(ney)= Lm YmeN, m>2
2 2 z2 —4

Les nombres z,, forment une suite positive de solutions de 1’¢quation (2.10.1). On montre
de facon analogue qu’il existe suite de nombres négatifs (zy)reni>2 tels que :

1 1 4
Tk €| =2k— 5, -2k+ 5[ VEEN, k>2 et tg(wmk):#
X

. VEEN, k> 2

k

qui forment une suite négative de solutions de 1’équation (2.10.1). Or, les nombres p,, définis
dans (2.10.1) sont, par définition, solutions de cette équation. Et comme chaque intervalle
I, =]2m — 3,2m + 3| (vesp I =] — 2k — 3, —2k + 3[) ne contient qu’une seule solution de

cette équation et que les nombres p,, forment une suite infinie, on en déduit que pour tout

m € N il existe un entier unique n tel que pu,, € I,,. Dol
i | =420

Preuve de (2.10.73) : 1l reste a prouver que nh_)Holo |, — 2n| = 0. L’équation (2.10.1) n’admet
pas de solution dans N* car tg(nm) = 0 pour tout n € N. Donc p,, ¢ N. On sait par ailleurs
que p,, > 2n puisque h(2n) < 0. On applique alors le théoréme des accroissements finis a
la fonction z +— tg(z) sur lintervalle |2nm, wp,,[ et on a : tg(u,.m) = 7(p, — 2n) cos?(0,)
avec O, €]2nm, p,,7[ car tg(2n) = 0. Comme tg(p,m) = 4p, (4 — p2) ™ et |cos?(0,)] < 1,
on en déduit I'inégalité 7 |u,, — 2n| < |4p,,(4 — p2)~t|. Comme |u,| — co quand n — +oo0,

on en déduit que lim |u,, — 2n| = 0.
n—oo



Equation aux valeurs propres de C

Proposition 2.11 :
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L’opérateur Cy posséde une famille Ag de valeurs propres qui vérifient I’équation :

ATV2

A+vV2 -2

V22

Preuve

répondre aux deux conditions :

(2.11.0)

: Soit A € VP(Cp) et (v,2) € V x L?(Q) un vecteur propre associé¢ a A. Il doit

(v,2) € D(Co) et <sz> - )‘(Z)

C’est & dire :

Av = N0

v=20

O, — Arv+ v =0

\

dans €
sur I'g

sur I'q

\

(2.11.1)

D’apres les formules (2.8.1), (2.8.2) et (2.8.3) établies en page 108, le probléeme s’écrit :

( 2 2
(g;;) + (gyg) =X2v dans Q

v=0 sur [fUT}

N

(2.11.2)

) 2
<gZ) — <gg> +Av=0sur T{ et (?) - (gg) +Av=0 sur T}
\ x v 4 ’

On cherchera des fonctions propres de la forme v(z,y) = f(x)f(y) telles que :

dans 2.11.2.1

F) (@) + f2) " (y) = N f(2)f(y)
f0)f(z) =0

F@)f'(7) — Fm) (@) + M (2) f(m) =0 Va €]0,7] 2.11.2.3

vz €]0, 7] 2.11.2.2

=1
Ce qui implique d’apres (2.11.2.1) que si f(z)f(y) #0 V(z,y) € @ — > ') alors :

Jj=0

f'(m)
f(x)

fx) _ ")

@)~ i) 4

= = V(z,y) € Q (2.11.3)

1
22
2
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Et en divisant (2.11.2.1) par f(z)f(y), on obtient I’équation différentielle :

f(x) - (f'(”) +A) F(@)=0 dansQ 211

Jim) (2.11.4)
FO)=0 2.11.1i
On pose ensuite : a? = J}/((:)) + A et on notera que d’apres (2.11.3) on a :
/
o _ f'(7) Lo
a” = +A=2-A 2.11.5
fy TN B

et donc : A = av/2 ou A = —a/2. Les solutions de I'équation f”(x) — a?f(z) = 0 sont de
la forme : f(z) = a (e —e ") avec a € C—{0} car f(0) = 0. L’expression de la dérivée

1’ est donné par : f'(z) = aa (e + e~ **) avec a € C — {0}. Il s’en suit que le quotient

LM Gaut d’aprés (2.11.3) et (2.11.5) :

P _ 02 a3 = afa— v3) = A7+

60671' —_ e—onr

c’est a dire :

am —am
(a— V3) = (e + e 7)
QedT — qe—oT _ \/iecm 4 \@e—aw

ou encore : ae®™ — /2T — 9T = — /27T 4 qe~ T 4 ¢~ On divise ensuite par e~ 7

eZonr (1 ta— \/i)

T a-1-v2)

On remplace « par sa valeur en fonction de A et on obtient :

ezﬁw—(l—i_%_ﬁ)
C(5-1-V2)
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Théoréme de Rouché :

Soit 7 > 0 et U un ouvert de C, et a € U tel que :
D(a,r)={ z€C, |z—a|]<r }CU
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur U vérifiant la condition :
Ve Ci |z—al=r = |f(z)-g(2) <l ()]

Alors f et g ont le méme nombre de zéros dans D(a,r) chaque zéro compté autant de fois que
son ordre de multiplicité.

Preuve : Voir dans [16] de W. RUDIN

Théoréme 2.3 : (Stabilisation exponentielle)

Le semi-groupe fortement continu de contractions Sp(t):>0 engendré par Cp n’est
pas exponentiellement stable sur V x L?(€2).

Démonstration : On sait d’apres la proposition 2.9 prouvée en page 111 qu'il existe

une suite {\,, n € N} de valeurs propres de 'opérateur C, imaginaires pures, et qui, selon
la proposition 2.10 établie en page 114, vérifie lim ‘)\n —inV2 ‘ = 0. D’apres la proposition
n—oo

2.8 de la page 107, les termes de la suite {)\,, n € N} vérifient dans C 1’équation :

em\/ﬁ: w—l-\@
T —/2
On pose :
g1(\) :e)\fr\/i_ A+ V2 et ga(N) :e)‘”\/i— w

A—=V2
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On se propose de montrer que les valeurs propres de Cy sont aussi proches que 'on veut de
I’axe imaginaire en montrant que les zéros de g sont aussi proches que ’on veut des zéros

de g1. Un calcul algébrique simple donne :

42
(V22 (VD)

91(A) = g2(A) =
On définit pour tout p > 0 assez petit et pour tout n € N le contour =, (p) par :
Ynlp) ={ 2 €C, ‘z—m\@‘ =p }

Et on définit son intérieur par : D,(p) ={ z € C, ’z - m\/i} < p }. Ll est clair alors pour
tout entier n € N on a : in\/2 € D, (p) et pour tout p < @ ona: Dp(p) NDn(p) = @ quels
que soient le couple (n,m) d’entiers distincts. En effet, si pour (m,n) € N x (N —{n}) on

avait D, (p) N Dy (p) = @, il existerait un nombre complexe z € D, (p) N Dy, (p) tel que :
‘z—m\@‘ <p et ‘z—zm\/ﬁ‘ <p
ce qui impliquerait :
V2<|m—n|Vv2< ‘z—in\/ﬁ‘%-‘z—im\@‘ <2p<V2

D’ott Pabsurde concluion : v/2 < v/2 puisque p < ? Les disques distincts Dg(p), k € N

sont donc deux a deux disjoints. La convergence lim |/\n —inyv?2 ‘ = 0, s’intérpréte par :
n—oo

2
i, dNo(p) € N tel que:n > No(p) = ‘)\n - m\/ﬁ) <p

A
<

Donc A, € Dy(p), pour tout n > Ny(p). Or, les disques Dy(p)ren sont deux a deux
disjoints, on en déduit alors que Dy, (p) contient un seul zéro de g; et c’est A, et contient un

seul nombre de la forme ikv/2 et c’est inv/2. On peut donc choisir p assez petit pour que :

ikV2€D(p)| ©k=n e [ (N =0 et A€D,(p) | &A=\,
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Et d’apreés le Théoréme de Rouché, il suffira de montrer, pour n assez grand, 1'inégalité :

[91(A) = g2(N)] <|gr(N)] YA €,(p)

pour conclure que la fonction go posséde exactement une seule racine dans le disque ouvert

Dy (p). En effet, les fonctions g; et ga sont holomorphes sur un ouvert U,(p) contenant

Dn(p). Montrer que :
91(A) — 2N < |lg1 (M VA €r,(p)  pour n assez grand

équivaut a montrer que les fonctions g1 et go ont le méme nombre de zéros dans D, (p).Or,
on a déja montré que pour p assez petit, D, (p) contient un seul zéro de g; et c’est A\, et
contient un seul nombre de la forme ikv/2 et c’est iny/2. Il en résulte que go admet un zéro

et un seul dans D, (p). Et ce zéro est une valeur propre de Cy. On aura ainsi prouvé que :
Vp>0, d3ngeNet 3N e VP(Cy) tels que: ’)\ — m\@‘ <p Vn>ng (2.12.1)
Montrons donc que :
lg1(A) — g2(N)| < g1 (V)] VYA€, (p) pour n assez grand
Soit A € v,,(p) alors |/\ - m\/ﬂ = p. On a par inégalité traingulaire :

An — A <

Mo —inV2| + |\ = i3] = A = A = A —inv2| <

Ap — m\@)
Donc [\, — A| = p < | A, — inv/2|. Et I'implication :

’/\—in\/i‘ <A = A+

Mo = inv/2] = A= inv/2] = A= Al <

A — m\/i’

donne :

P_|/\_)‘n’§

An — m\/ﬁ‘ VA € v,(p)
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On a donc :
A= el =p < A= inv2] et p— A= Aol <A —inv2] YA€)

D’ou 'inégalité :

A=l = pl < An—im@( VA € 7,(p)
qui, avec la convergence lim |)\n —m\/ﬁ‘ = 0 implique lim |\, — A| = p. D’apres le
n—oo n—oo

théoréeme des accroissements finis, il existe un nombre complexe 6,, € D, (p) tel que :
V2 AnmVE _ n 2efn V(N ) (2.12.2)

En appliquant I’équation aux valeurs propres a la suite {\,,, » € N} on obtient :

e)\nﬂ—\/ﬁ _ An + \/§

Vn €N
)\n_\/§ "

Pégalité (2.12.2) équivaut alors a :

e>\7ﬁ/§: An"‘ﬂ

st (A= A)mV2e™2  ¥neN

et I'expression de g; devient :

C V2 A+V2
)\n_\/§ )\_\/§

g\ + A= A)TV2em ™2y e N

Un simple calcule donne :

V2 AEV2Z 220 = ))

V2 A2 - m—vy ER

et entraine :

2

melnmV2 n
(A—\/i)(An—\/i)Jr Vn e N

g1(\) = (A= An)v2
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ou encore :

B 20X — A)V?2 iy RN n
L Y TE WSV Sl GO vn €N

ce qui entraine par inégalité triangulaire :

_ OnmV/2 2(>‘ B )\n)\@
)(A An)V2me 2‘ < (V)] + o 7| meN
D’ou I'inégalité :
‘(A B )\n)\@memﬁ‘ |5 E(%—)(A;)\_/?ﬁ) <lg(N)|  VneN (2.12.3)

Or, pour tout A € v,,(p) on a: lim |\, — A| = p. Et on sait d’aprés la proposition 2.10 de
n—oo

la page 114 que lim |\, | = +o00. Donc :
n—oo

lim ’ (A= An)
e | (V= V20w = V)

‘:O Vn € N

Et selon Iégalité (2.12.2) on a :

0. 7m/3 1 eATr\/i _ e>\n,7rﬂ
e = Vn € N
7T\/§ A — )\n

La quantité ‘66"“\@‘ est minorée car 0, € D,(p) pour n assez grand. Il existe donc une
constante 5 > 0 telle que ‘66"7”/5) > [ pour n € N assez grand et l'inégalité (2.12.3)

implique par conséquant :

2()‘ — )\n)\/ﬁ
(A= V2 (M —V2)

BrV2|(A = An)| — <lgt(\)]  VYneN  (2124)

La convergence :

2()‘ — )\n)\/§

()\_ﬂ)()\n_\/i) =0 Vn €N

lim
n—oo
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équivaut a :

2(A — A\p)V2

Vn>0 dN; € N tel que —
1 A= VD) —V3)

> —n VneN e n>N;

Et la convergence lim |\, — A| = p équivaut a :
n—oo
Vn>0 dAN, €N telque p—n<|A\,—A<p+n VneN et n> N

et donne, en multipliant par /27, I'inégalité : 3v/271(p—n) < BV2m | A, — A|. Par addition
membre & membre des inégalités (2.12.4) et Smv2(p — 1) < B7V/2. |\, — A| on montre que

pour tout 7 > 0 il existe un entier N() tel que :

2\ — A\p)V2
5120 (B2 1) < SrVEIO = M)l = | USRS )] e N
BrvV2p

On applique ensuite ce résultat en particulier pour ny = et on en déduit que pour

2(8V2r+1)

n € N assez grand, on a :

BrV2,

V20 < BrvE|(A— M) - | A=)V

(A= V2)(An = V2)

<lgr(N)|  Vn> N(ng)

D’ou pour n assez grand :

B ) Y Aemlp) (2125

0<

La quantité |g1(\)| est donc minorée par un nombre strictement positif. Par contre :

. . 42
Jim[g1(A) = g2(M)] = lim_ O VA —va_2) =0 Aeylp) (2126

car la définition : A € 7,(p) & |A—inv2| = p implique que lim [A| = +oo. Donc
n—oo

lim |[A\| = 4+o00. Finalement, de (2.12.6) et de (2.12.5) on déduit que pour n € N assez

n—oo

grand, on a :

191(A) —2(V)| < lar(N)] YA € 7,(p)
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Ce qui signifie que pour tout € > 0 il existe une valeur propre A(¢) de l'opérateur Cy et un
entier n(e) € N tels que |[A(e) —in(e)v2| < e. Donc |ReA(e) +i (ImA(e) — n(e)v2)| < e
ou encore [Re A(e)]* + (Im A(e) — n(s)ﬁ)2 < €2, En particulier [Re A(¢)| < e. Mais d’aprés
la proposition 2.7 de la page 103, les valeurs propres de Cy sont & parties réelles négatives
et donc Sup{ReA, A € VP(Cy)} = 0. Et par conséquant Sup{Re\, A € 0(Cp)} > 0. Le

rayon spectral de 'opérateur Cy est donc positif ou nul alors que selon la remarque 2.3 faite

en page 106, il est inférieur au type wo du semi-groupe Sy (t):>0 engendré par Co. D’ou :

1
Inf—Log || So(t) [l c(vx2()> 0
t>0

Or, d’apres la proposition 1.23 (voir page 61), un semi-groupe est exponentiellement stable
si, et seulement si, son type est strictement négatif. D’ou la conclusion : le semi-groupe

engendré par Cp sur V x L%(Q) n’est pas exponentiellement stable.
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Chapitre III : Probléeme de Ventcel avec contole interne

III.1 - Introduction au probléme :

On se propose d’étudier la stabilisation forte et la stabilisation exponentielle d’un
probléme de Ventcel avec controle interne. Dans le théoréme 3.1 on établira 'existence et
I'unicité de la solution et on étudiera ses propriétés de régularité. Le théoréme 3.2 établira

la stabilité forte du probléme et dans le théoréme 3.3, on montrera la stabilité exponentielle.

On se donne un ouvert € borné et connexe de R? dont la frontiere T' = 9 est de

classe C2. L’application || . ||;: HY(Q)) — R, définie par :
1
2
v —] v |1= (f \Vol*dz + [ yu|2dr> (3.0.0)
Q r
est une norme sur H'(Q) équivalente a la norme ||.|| Hi(n)- Soit V lespace défini par :
V={ve HY(Q) tels que : v € Hl(F)} (3.0.1)
Il est muni du produit scalaire (.,.);, défini par :
(u,v)y, = [VuVuvdz + [ (VouVrv +uwv)dl  Y(u,v) €V x V (3.0.2)
Q r
qui en fait un espace de Hilbert dont la norme induite notée || . ||y est définie par :

1

2
v |lv= [f|Vv\2dm+f (vav|2+ W) dl“] YoeV  (3.0.3)
Q r
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On consideére le probléme P; suivant :

.
FEtant donné <u0> €V x L%(Q), Trouver une fonction v: Ry, — V vérifiant :
Ul
v —Au+u =0 dans Q xRy (3.0.7)
P :
v —Atut+u+u =0 sur T'x Ry (3.0.47)
w(0) =u et u/(0)=u' dans Q (3.0.474)

\

Notons pour tout u € V par Aju la forme linéaire continue qui a tout v € V' associe (u,v),,
et par Ay : V. — V/ Dapplication qui a tout u € V associe Aju. On vérifie aisément que

Popérateur linéiare Ay est borné. En effet, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :
[(w, o)y | < lully -llolly,  VoeV

Donc : Sup |(u, v)y,| < ||ul|, pour tout v € V. Ce qui signifie pour tout v € V' et
veV et [vfl, <1

par définition de la norme duale dans V' que : ||[Ajul|y, < |Jul|,, et confirme que I'opérateur

linéaire :

A S VA v

V —R
u — Aju:
v (A1u, V) = (U, v)y,

est borné. On définit ensuite 'opérateur linéaire By : V — V' qui a tout u € V associe la

forme linéaire notée Biu et définie par :

V—R
Biu :
v+— Biu(v) = [wvdz + [ uvdl
Q r

Proposition 3.1 :

B est un opérateur linéaire borné de V dans V'
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Preuve : Bj est linéaire. Vérifions d’abord que I'image Bju de tout élément v € V
appartient a 'espace dual V’. Soit ug € V. La forme Bjug est évidemment linéaire. On

applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient par définition de Bj :
|Biuo(v)| < HUUHLQ(Q) HU”LQ(Q) + HUUHLQ(F) HUHLz(r)
Par définition de la norme ||.||; on a :
[Bruo(v)| < (e1 [luolly) [loll, — YveV
Par définition de la norme ||.||;, on a :
[Bruo(v)| < ¢ Juolly - vl VoeV

ou ¢ est une constante positive. D’ou : Biug € V'. Donc Sup |Biug(v)| < c.||uolly,. Et
l[olly <1

cela montre que l'opérateur By : V — V' est continu puisque qu’il existe ¢ > 0 tel que :

|Brully, < cllully, YueV

L’opérateur ¢, et son domaine :

On considére maintenant I'espace V x L?(Q). En identifiant L2(£2) a son dual, on

a I'inclusion V C L?(Q2) C V'. Soit C; I'opérateur linéaire, non borné, défini sur le domaine
D(C1) = {(v,2) €V x V tel que : Ajv+ Byz € L*(Q)} (3.0.4)

par :

Ci: D(C) CV x L*Q) — V x L3(Q)

(£ —el)=(a )
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Proposition 3.2 : Caractérisation et régularité des éléments de D(C;).
Le domaine D(C;) est ’ensemble des couples (v, z) € V x V vérifiant :
1) ve H*Q)

2) 0, (U)\p - (ATU)‘F + (v)|r + (z:)|F —0 dans Hz (T) (3.2.a)

3) (v) € H3(I)

Et l'opérateur C; est explicitement défini par :

Ci: D(C1) CV x L2(Q) — V x L*(9)

(£)—a()- ()

Preuve : 1l va de soi que tout élément (v,z) € V x V vérifiant les conditions (3.2.a) est

(3.2.h)

élement de D(Cy). 11 suffira pour le voir de revenir a la définition des opérateurs A; et Bj.
Soit (v,2) € D(C1). On montre d’abord que Av € L?() pour tout (v,2) € D(C1). La
deéfinition (3.0.4) exposée en page 128 signifie que pour tout (v, z) € D(Cy), il existe une

fonction f € L%(Q) telle que :
(A1v + Biz,9)yi = [ fodz Vo € D(Q) CV
Q
Autrement dit f = Ajv + Byz dans V’. Ce qui donne par définition de A et de By :
[ VeVudz + [VreVrv+ave)dl + [ze.de+ [bze.dl = [ fo.dx (3.2.1)
Q r Q r Q
pour tout ¢ € V' et pour tout (v,z) € D(Cy). Et en particulier :
[ VeVude + [zp.de = [ fe.dr Yo e D(Q) et V(v,z) € D(Cr)
Q Q Q

cest & dire : (—Av+z— f,0)pa)p) =0 Ve € D(Q) et V(v,z) € D(Cy). D’ou dans

D'(Q) l'égalité Av =z — f avec f € L*(Q) et z € V C L*(Q). Ce qui prouve :

AveL*(Q) et Ajv+ Biz=z—Av Y(v,2) € D(C1) (3.2.2)
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Ce qui montre (3.2.b). Montrons maintenant que tout (v, z) € D(Cy) vérifie dans H ()
légalité :

ov—Arv+v+2=0
Soit (v, z) € D(C1). On sait alors d’apres (3.2.1) et (3.2.2) que :
fVuVUd:B+ fVTuVTv + uv)dl + fzud:n + fzudf‘ = fzud:n - quvda: YVueV
Q r Q r Q Q
Donc :
J(VuVv + uAv)dz + [ VruVro +wo)dl + [zudl =0 (3.2.3)
Q T T

Comme v € H' () et Av € L? (Q), on définit 9, (V)r € H 2 (T") par :
<8”U|F’w>H*%(F),H%(r) = /Q (wAv + VwVv) dz vw € H' (Q)

1
Les inclusions H?2 () = HE (T) c L2(I) = L2 (T) C H 2 (") permettent alors d’écrire

légalité (3.2.3) sous la forme :

<al/ (U)‘F + (U)H‘ + (Z)|P ’u>H7%(I‘) H%(I‘) + { (VTUVTU) dT = 0 (324)

Comme v € HY(T), Popérateur (A7v)p est un élément de H~1(T") défini par :

_ 1
<(ATU)|F ,w>H71(F)7H&(F) - {VTUVdeP Vw € H} (T)

Pour tout ¢ € D(T') C H} (T) il existe u € V' qui vérifie : (Wir=¢, (Wp,=0et

— <(AT’U)|1—\,QO>H71 =0 Yu eV

<(8VU+U+Z)‘F7<P>H71 (T),HL(T)

(1), Hg (T)

D’ou I'égalité :

o —Atv+v+2=0 dans H YI) (3.2.5)
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On montre que v € H2(Q). L’élément (v,z) € D(Cy) vérifie les conditions :
(v,2) EV XV, AveL*Q) et Ov—Atv+v+z=0 dans H ()

Donc 9y, (v)p € Hz (T") et par conséquant ’égalité (3.2.5) qui reste valable dans H2 (I)

implique que (Aqv) € H 2 (T"). Et comme l'opérateur :

H? (D) — H™3(T)
I —Ar:
w— w — Aqw

est un isomorphisme, on en déduit que (v)r € H%(F) Mais vp, = 0 puisque v € V. Donc

(v)r € H%(F) Or, selon la proposition 1.17 de la page 55 on a :

Av e L2(Q)
— v e H?(Q)
vr € H (T)
Et la fonction v vérifie les conditions Av € L* () et (v)r € H2 (T'). Donc v € H?(Q).
Ce qui satisfait la condition 1) de (2.3.a). Mais v € H? () implique selon le Théoréme
des traces que 9, (v)p € H%(F) Comme (v)p € H%(F) et (2)r € H%(F), I'égalité (3.2.5)

reste encore valable dans H %(F) ce qui réalise la condition 2) de (3.2.a) et entraine que

(Aqv)p € H%(F) D’ou la propriété de régularité au bord (v)r € Hg(I‘)

Proposition 3.3 :

L'opérateur C; est m — dissipatif

Preuve : Evaluons pour tout (v,z) € D(Cy) la quantité <C1 <v>’ <U>> . Par
< ) I vxL2(Q)

définition de D(Cy) et pour tout élément (v, z) € D(Cy) on a :

CTREG T R Yy e
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Ce qui donne par définition des produits scalaires (.,.) et (.,.) 2(q) c'est a dire :

<cl (”) : (”) > = [ (VoVz+ 2Av)da + [(VroVrz + z0)dl — [ |2 do
z 2) [ vxL2@) Q T 0
En tenant compte de la condition de Ventcel
Ov—Arv+v+2=0 V(v,2) € D(C1)

on obtient :

<C1 <U> (v)> = — |zl 72y — [ |21 de  V¥(v,2) € D(Cy)
2} N2/ [vxrx o) a

Q) o e

Pour montrer que C; est m-dissipatif, on prouvera que I —Cy : D(C1) — V x L?(Q)

D’ou :

Donc C; est dissipatif.

est surjectif. Ce qui revient & prouver que pour tout (w, f) € V x L?(Q), il existe (v,z) €

D(Cy) tel que : (I —C1)(v,2) = (w, f). Cest adire: v—2z=w et 2z—Av = f. En

remplacant v — z = w par z = v — w, cela revient & résoudre le probléme 71 suivant :

Etant donné (w, f) € V x L3(Q), trouver v € V vérifiant :
20— Av=f+2w dans Q (3.3.7)

T

Av € L() dans (3.3.i7)

Ov—Arv+2v=bw sur L?>(T) (3.3.ii1)

La condition (3.3.ii) est automatiquement vérifice pour toute solution de I’équation (3.3.1)
puisque les fonctions v, f et w appartiennent toutes a I'espace L?(£2). Et on définit, d’apres

la proposition 1.16 de la page 54, I'application d, (v)p € H (T") par :

<(0yv)‘r ) (u)|F>H% . = g;Vqu.dx + g;uAv.dx Yu eV

(1), H™ 2 (
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Donc :

<(0yv)\r ) (U)|F>H%(F),H’%(1") — g;uAv.dx = g;Vqu.dx VueV

L’équation (3.3.1) donne alors pour tout u € V' par intégration sur € :

2£uvdz - <(8,/U)|F , (u)|F>H_%(F)7H%(F) + E[;Vqud:c = éu(f + 2w)dx (3.3.1)

D’apres la condition de Ventcel (3.3.iii) on a pour tout u € V :

<<*8””)IF ’“>H%(r),HO% o <(7ATU +2v-wpr, U>H‘%(F),H%(F)

c’est a dire :

<(—8,,v)|F ,u> = [ (VroVru+ 2uw) dl — [wu.dl YueV
r r

1 1
H~2(I),Hg (T)

L’égalité (3.3.1) s’écrit alors pour tout u € V sous la forme :
2 [uvdz + [ VuVvdz + [ (VroVru+ 2uw)dl = [u(f + 2w)dz + [ wudl
Q Q r Q r

C’est a partir de cette relation qu’on peut donner une formulation variationelle du probléme

71 en considérant la forme bilinéaire :

Fi :VxV-=R

(u,v) — Fi(u,v) =2 [uvdz + [ VuVodz + [ VouVrodD + 2 [uv.dD
Q Q r r

On montre qu’elle est continue. Par définition de la forme on a :

(u,v) — Fi(u,v) =2 [wvdz + (u,v)y + [wodl  Y(u,v) €V xV (3.3.2)
o) T

Ce qui s’écrit d’aprés la définition des normes ||.|| g1y, [|[ly et |||, (voir page 126) :

11,0 < 2 (Il sy Wollan oy + ully o) V(u,0) €V x v
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Les normes ||.|[; et [|.|| g1 (o) étant équivalentes, il existe alors ¢; > 0 tel que :
[Fi(u, )| < e flully Jolly + 2 [ully llolly, - Y(u,0) € VXV
Et par définition de la norme de V' cela donne :
[Fi(u,0)] < (e1 +2) [lully flvlly V(w0) e VXV
D’ou la continuité de F;. Pour la coercivité, 'expression (3.3.2) de F; donne :
Filu,u) = 2£ lu|® dz + |Jull} + [|u*dl  YueV
r
D’ou :
Fi(uu) > |ull},  VueV
On rappelle que d’aprés 1'égalité (3.3.1) on a pour tout (u,v) € V x V :
2 [uwvdz + [ VuVudz + [ (VooVou+ 2uww)dl = [u(f + 2w)dz + [ wudl
Q Q r Q r
On considére alors la forme linéaire : £1 : V — R définie par :
Li(u) = [(2w+ flude + [wudl  VYueV
Q r
L’équivalence des normes ||.||; et ||.|| 1 (o) donne pour ¢z > 0 convenable :
[La(w)] < (ez[l2w + flly lully + [wll)) [Jul,  YueV
Et par définition des normes ||ul|; et ||ul|;, on obtient pour K > (c1 ||2w + f||; + ||w|;) :

L) < K. llully  VueV

La forme linéaire £ est donc continue. On applique le théoréme de Lax-Milgram et on en

déduit qu’il existe un seul élement v € V' tel que :

Fi(u,v) = L1(u) VueV (3.3.3)
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Ce qui est équivalent par définition de F; et par définition de £ a :

[ Quv + VuVv)dz + [ (VruVro + 2uwv)dl = [(2w + fludz + [wu.dl YueV
Q T Q T

En particulier dans D(2) on a :

2 [vpdz + [ VeVudr = [(2w + f)edz Vo € D(Q)
Q Q Q

ce qui signifie, en termes de distributions sur {2 :

(20 = Av, Q)pr oy ) = Cu+ f9)ppe Ve €DQ)

D’ou Iégalité dans D'(R2) : 2v — Av = 2w + f. Ce qui prouve que 'équation (3.3.1) admet
une solution v € V' et par conséquant la condition (3.3.ii) est vérifiée pour la solution v € V/
puisque : v € V C L?(Q), w € V C L3(Q) et f € L?(Q). Dou : Av € L*(Q). 1l reste a

montrer que v vérifie la condition de Ventcel (3.3.iii). L’égalité (3.3.3) équivaut a :

2 [uvdz + [ VuVvdz + [ (VroVru + 2uw)dl = [u(f + 2w)dz + [wudl Yu eV
) Q T Q T

On ajoute et on retranche a gauche de l'égalité la quantité [ uAvdz et on obtient :
Q

J(VuVv + uAv)dz + [ (VroVru+ 2uv)dl + [(2v — Vo)udz = [u(f + 2w)dx + [ wudl
Q T Q Q T

Puisque léquation (3.3.1) est vérifiée, on a [(2v — Vo)udzr = [u(f + 2w)dz. Donc
Q Q

<f(Vqu + uAv)dx) + [ (VroVru+ 2uw)dl = [wudl' Yu eV (3.3.4)
) T T

D’autre part d,vp € Hz (T') car Av € L*(Q) et v € V C HY(Q). Et les inclusions
1
HY(T) c H2(T') = H2(T') C L(T') entrainent Vinclusion duale L*(T") ¢ H~3(T). L'égalité

(3.3.4) s’écrit alors :

((Ov(v)r + 20) ,u>H_%(F)7HS12(F) + i£ (VroVru)dl = <(w)|p,u>H_%(F)7H%(P) YueV
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et montre que (Arv)r € H~Y(T) avec :

<&L@0w__ATU+QU)JOH;WDJ%UV::<OMHWU>H_%@%H%@) ey

D’ou I'égalité dans H (T : 0,0 — Arv +2v = w. Ce qui entraine Arv = v +2v —w
avec 0, ur € H 2 (I), u)r € Hz (I), et (w)p € Hz (I'). Donc : (Arv)p € H™z (T).
H3(T) — H 2(T)

Comme Vopérateur : I — Ar : est, d’apres la proposition 1.18

w— w— Atw
citée en page 55, un isomorphisme, donc (v)p € H%(F) Or d’apres la proposition 1.17,
citée en page 55, on sait que :
Av e L% (Q)

— v e H*(Q)
vr € Hz (T)

Et selon le Théoréme des traces on a :
dur € H2 (T) € L2(T) et (20— w))p € H2 (T) € L2(T)
Donc la condition de Ventcel :
Oy(v) — Arv+2v=w dans H_%(F)
est encore vérifiée dans L2(T") c’est & dire que v vérifie 'équation (3.3.iii). Et 1’égalité :
(@)~ (Arv)p +2 (W) = (w)p dans H3(I) € LA(T)

montre aussi que : (Apv) € Hfé(l“) C L?(T") dont on déduit que (W)r € H%(F) Il suffira

ensuite de prendre z = v — w pour constater que d’aprés la proposition 3.2 (page 130) qui

caractérise le domaine D(C;) on a bien (v,2) € D(C1) et (I —Cy) <v) = (?) L’opérateur
z

linéaire I —Cy : D(C1) — V x L*(Q) est donc surjectif et par conséquent C; est m-dissipatif.
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Proposition 3.4 :

Il existe une constante cq > 0 telle que :
ol 20y < e (o = Avllpaoy + 0+ 2l o) Y(v,2) € D(C1) (3:40)
Preuve : On raisonne par ’absurde en supposant que :
VA >0, 3(vr, 22) € D(Cr) tel que : [[oall () > A (HU/\ — Avll o) + lloa + Z)\HL?(F))
Il existe en particulier une suite {(vg, z;), k € N} € D(C;) vérifiant I'inégalité :
okl ey > & (Ilon = Akl ey + 100(0) = Azvill o) VEEN  (341)

On pose ensuite :

Uk

W = 77— Vk e N
[0kl 72 ()
la suite {wy, k € N} vérifie alors :
1) ||wkHH2(Q) =1 Vk e N
2)  Jlwk — Awgllppy <5 VEEN (3.4.2)
3) ”auwk - ATU)kHLZ(F) < % Vk e N )

On en déduit les convergences :

wi, — Aw, — 0 dans L% (Q) (3.4.3)

Oywy — Arwy, — 0 dans  L?(T) (3.4.4)

Donc :

klim (w, — Awg)u.dz + /((%wk — Arwp)udl =0 YueV (3.4.5)

On peut appliquer ici la formule de Green car {wy, k€ N} C H? () et on obtient :

Jim /(|wkl2+!Vwk|2)dx+/|Vka|2dF:0
0 JQ T
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On en déduit les convergences suivantes :

wy, — 0 dans H* () (3.4.6)
Awp — 0 dans L* () (3.4.7)
(wi)jp — 0 dans H' (T) (3.4.8)

D’aprés le Théoréme 1.33 cité en page 52, I'injection H? (Q) — H?7* () est compacte

pour tout 0 < s < % La suite {wy, k € N} qui est, par hypothése, bornée dans H? (£2)

admet donc une sous-suite, encore notée {wy,, k € N}, qui converge fortement dans H2~* ()
1

vers zéro par unicité de la limite. Donc : (w;) — 0 dans H*~*(€2). Pour tout s € ]0, [ on

a d’apres le théoréme des traces :
Oy (wg) — 0 dans H%_S(I‘)

Ce qui implique d’apres (3.4.4) et (3.4.8) et I'inclusion H%_S(P) C L3(T') que :
(wp — Apwy,) — 0 dans L*(T)

Mais comme :

HE() — H™2()
I—Ar:
w— w— Atw

est un isomorphisme (d’apres la proposition 1.18 citée en page 55) on en déduit que dans
H%(F) la suite {(wk)|p, k€ N} converge vers zéro. Et d’aprés la proposition 1.17 citée
dans la page 55 on obtient :

1) (wp — Awg)geny — 0 dans L*(Q)
— (wi)pey — 0 dans H?*(Q)

2) {(wp)r, ke N} — 0 dans H%(F)

Ce qui contredit la condition 1) de (3.4.2) et montre que I'assertion (3.4.1) est érronée.
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II1.2 - Existence, unicité et régularité des solutions

On suppose que (u’,u') € D(C;). Une solution forte du probléme P; est une

fonction qui vérifie les équations du probléme et les propriété de régularité :

uweCHRy,V)NC R, L2(Q) NCORy, HE(Q) N V)

Théoréme 3.1 : ( Existence et unicité de la solution )
V(ul, ut) € V x L2(9) il existe une fonction unique u € CO(Ry, V)NCH (R x L2(2)),

solution faible du probléme :

u—Au+u =0 sur QxR (3.0.7)
Py du—Aru+u+u =0 sur T'x Ry (3.0.7)
u(0) =u’ et /' (0)=ut sur € (3.0.77)

qui vérifie :

el ooy + 1| o, 22y < V2 (HUOHV + HU1HL2(Q)) (3.0.iv)

Et si de plus (u®,u') € D(Cy), alors le probléme admet une solution forte qui vérifie les

propriétés de régularité :
u e CORy, HX(Q))NCHR,, V) NC*(Ry, LA(Q).  (3.00)
et, pour Kq > 0 assez grand, l'inégalité :

HU||LOO(R+7H2(Q)) + HUIHLOO(R+,V) < Kq (HUOHHQ(Q) + HUIHV) (30’02)

Démonstration :
Soit (u®, ul) € D(Cy). L’opérateur C; est m-dissipatif sur V x L2(Q2) et V x L%(Q)

est un espace de Hilbert. On applique le théoréme de Hille Yosida, selon lequel il existe une
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fonction unique (u,v) : Ry — V x L2(Q) telle que :
(u,v) € CY(Ry,V x L2(Q))NC(Ry,D(C1))  (3.1.a)

solution du probleme Fg, :

A () = ¢ (Zgg) = <Au(:)(t_) v(t)) VE>0 (3.1.b)

Cfg(o);) N <Z[1)) (3.1.c)

Et vérifiant de plus les inégalités :
0
ul

)
VxL2(Q)

VxL2(Q) -

<

VxL2(Q) VxL?(Q)

o) (%)

La fonction u est la solution forte du probléme P; :

52

é ‘

VxL2(§)

(3.1.b) implique que : v(t) = u/(t) V¢ > 0. Il en résulte que (3.1.a) implique que :
we CHRy, V), o eCHRL, L)) et v’ e CORy, L2(Q))  (3.1.f)

Donc :

c’est a dire :
u"(t,x) — Au(t,z) +u' (b, ) =0 V>0 et Ve

Ce qui satisfait Péquation (3.0.i). Soit S1(t)¢>0 le semi-groupe engendré sur V x L?(2) par

Popérateur C;. On sait, d’aprés la Théorie des semi-groupes que :

<§,((?>) — S (t) (Z?) et Si(t) <Z?) eDE)  viso



142

ce qui implique d’aprés la proposition 3.2 qui caractérise le domaine D(Cy) (page 130) :

(Ovv);p = (Aru(®));p + ul)r + o (t)r=0 Vt >0 dans L*(T)

L’équation (3.0.ii) est donc vérifiée et on vérifie (3.0.iii) en prenant ¢ = 0 dans

(5((?) =510) Cj?) vt > 0

Régularité de la solution forte u du probléme P; :

t
L’inclusion { (u/( )>, t> O} C D(C;) montre, grace aux propriétes de régularité
U

()

du domaine D(C;), que la solution u vérifie les propriétés suivantes de régularité :

u(t) € HX(Q) , ult)r € H3(L) , w/(t)e H(Q) et u/(t)pe H'(I) V>0

Et d’apres (3.1.a) du probléme de Cauchy P, on a :

;

1) uwelCYRy,V)NC*R,,L%(Q))

(3) €C' R+, VX L*(Q) = { 2) o € CORy,V)NCY Ry, L2(Q))

3) u’ € CORy, L2())

Continuité de la solution u relativement a la norme de H?() :

u(t)

t
Pour tout ¢t > 0 on a <u( )> € D(Cy). La fonction t — <u’(t)

u'(t)

pour la norme du graphe de D(Cy) ce qui implique :
. o ' . _
},li% | Au(t +n) =o' (t+n) + u'(t) Au(t)|]L2(Q) 0
Comme u et u' sont continues pour la norme ||| ;2(q) on en déduit que :

lim Au -+ 1) = e+ 1) + u(t) — Au(t) |30 = 0

)

) est continue
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La continuité de la fonction u pour la norme de V équivaut a :
lim [Va(t + 1) — Va(t) 32 + [Vru(t +0) = Vaul®)a) + (e + 1) = w3 = 0
Et (u)p est continue pour la norme de L?(T). Ce qui donne :
%ig% [|lw(t +mn) —ul(t) +u/'(t+n) - u’(t)||L2(F) =0

Comme ’ensemble D(C;) est muni d’une structure d’espace vectoriel, on remarquera que :

KZ’((?>> e D(Cy) et (3/((112))) c D(Cl)} — (;fg 1 Z; B Zf&) € D(C1) Yt >0, ¥y >0

u(t+n) — u(t) )

On peut alors appliquer I'estimation (3.4.0) de la proposition 3.4 (page 138) & <u’(t L) — w(t)

et en déduire que la quantité [|u(t +n) — u(t)|| y2(q) est pour tout n > 0 et pour tout ¢ >0

majorée par la quantité :
ca (Ilu(t +1m) = u(t) = Au(t +1) + Au®)l| oy + [t +n) = u(t) + (¢ + 1) =4/ O] 2 o))
qui tend vers zéro quand tend 7 vers zéro. D’otu :

u e CO(Ry, H*(Q))

Estimation de la norme de la solution forte du probléeme P; :

On se propose de montrer que tout (u®,u') € D(C;) la solution vérifie :

[ll oo 2 (02)) T HU/HL“’(R_,_,V) <C (HUOHH2(Q) + H“Wv)

Dapres (3.1.¢) on a [[u/(t)[|} + [ Au(t) — v/ ()] 720y < [ul || + (| Au® —u vt > 0.

1112
22

On utilise I'inégalité triangulaire :

[u(®) = Au(t)|[ 20y < |u(t) — u'(t)HL2(Q) + || Au(t) — u'(t)HL2(Q) pour tout t > 0
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dans la majoration (3.4.0) de la proposition 3.4 (page 138) et on obtient :
Hu(t)HH2(Q) < cq (”u(t) - ul(t)HLQ(Q) + HAu(t) - U,(t)Hm(Q) + H“(t) + ul<t)HL2(F)>

On en déduit par continuité des traces et des injections V C H! () — H2 (') — L2 (1)

et par équivalence de normes que pour une constancte positive kg > 0 convenable, on aura

[6(®) 720y < o (@)l + [#@ ]y + 16 O] 2y + 800 = /(1) 2qy) >0

En appliquant les inégalités (3.1.d) et (3.1.e) de la page 141 a l'inégalité précédante on

obtient :
el ey < ke ([l + 1800 = !y + V2 ([0l + [0 2y ) Ve 20
D’ot pour C > 0 assez grand :

)y < © ([0 gy + [utl,) ¥ =0

La solution faible : Pour tout (u’,u!) € V x L?() la solution faible du probléme est

(1) =si0(2h) o

La fonction (u,u’) € CO(Ry,V x L%(Q)) vérifie I'inégalité :

() ()

Ce qui, pour tout ¢ > 0 équivaut a \/||u(t)u2v + [l ()72 () < \/Hu0||2v + [|ul|72 (g D'ou :

définie par :

Vit >0
VXxL2(Q)

S ‘
VXL2(Q)

[ ull poo (me vy + H“/HLOO(R+,L2(Q)) <V2 (H“OHV + H“1HL2(Q)>



IT1.3 - Stabilisation forte du probléme P,

Soit (u®,ul) € V x L2(Q) et (u,u’) la solution faible du probléme P;. Alors :

() -s(f) e

On définit ’énergie de la solution par :

(o)

2 _1' 2

VxI2(Q) 2

Si(t). <Z?>

VxL2(£2)

Remarque 3.1 : Lorsque (u°,u!) € D(C;), la fonction :

E(u,.): [0,400] — [0,4o00]

(v

2

t— E(u,t) = =

|

VxL2($)

est partout dérivable sur [0, +oo[ et on a :

dE(u,t)
dt

=~ [l dz — [/ @)] ar
Q r
En effet, on a :

dE(u,t)
dt

- g)“ [Vu(t). V! (t) + o' (6)u" (t)]dz + % { (Vru(t).Vou' () + w(t)u' (t)) dT

car u € C2(Ry, L2(Q) NCYRy, V) NCO(Ry, H*(Q) N V). Donc :

dEC(l;ht) — /Vu(t)vul(t)d$+/(VTU(t)VTu/(t) +u(t)u'(t)) dr+/ull(t)u/<t)d:1:
Q

r Q

Ce qui, d’apres le Théoréme 3.1 donne :

dB(u,t) _ /|u’(t)\2dr/\u'(t)12dx
N Q

dt

145
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Proposition 3.5 :
0
ul

Pour tout (u?,u') € D(C), la trajectoire {Sl(t) <u >, t> 0} issue de (u®, u') est
relativement compacte dans V x L2(€2).

Preuve : On commence par montrer que l'injection H2(Q) x V < V x L?() est compacte.
Soit {(vg, 2z) Kk € N} une suite bornée dans H? () x V. L’ injection H?(Q)) — H'(Q) étant
compacte, la suite {vg, k € N} admet une sous-suite {U(I)(k), ke N} qui converge dans
H'(Q). La suite des traces {(vap))r, k €N} est bornée dans H2 (") car 'application
trace v, : H%*(Q) — H (T') est continue. L’injection H%(F) — HY(T') étant com-
pacte, la sous-suite {(vew))r, k €N} C H? (I') admet donc sous-suite encore notée
{(ve@))r, k €N} qui converge dans H' (T'). Notons par v la limite dans H'(Q) de la
sous-suite {(’Uq)(k)) k € N} a traces bornée dans H 3 (T"). Par continuité de 'application
trace, on a alors vg() — v dans HY(Q) et (vak))r — (v)r dans H'(T). Ce qui
prouve que la suite {vy, k € N} C H?(Q) admet une sous suite qui converge dans V. Quant
a la suite {(z;) k € N}, bornée dans V, elle est, d’aprés I’équivalence des normes ||.||; et
|-l 71 () €voquée dans la page 126, bornée dans H'(Q). Comme l'injection H(Q) — L2(£2)
est compacte, elle admet une sous-suite qui converge dans L?(£2). En conclusion : toute
suite {(vg, zx) k € N}, bornée dans H? () x V admet une sous-suite qui converge dans
Vx L% (Q) c’est a dire que I'injection H?(Q) x V < V x L?() est compacte.

0
u

La trajectoire {Sl(t)< 1>, t> ()} est, pour tout (u®,ul) € D(Cy), relativement
u

0

compacte dans V' x L?(2) car 'ensemble {S1 (t) <u

u1>’ t> 0} C D(Cy) C H*(Q) x V est

d’apreés (3.0.vi) borné dans H?(2) x V et I'injection H2(Q) x V — V x L?(Q) est compacte.
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Théoréme 3.2 : (Stabilité forte)

Le semi-groupe de contractions S;(t);>0 engendré par C; est fortement stable.
C’est & dire :

=0 VYl u') eV x L*Q)
VxL2($)

Si(t) <Zi)

lim '
t—o0

Démonstration :

D’aprés la proposition 1.21 de la page 59, il suffira de prouver que

S1(t) (Z?)

puisque D(Cy) est dense dans V x L2(€2). Les hypothéses du Principe d’invariance de LaSalle

=0 VY ul)e D)
VxL2(£2)

lim
t—o0

sont réunies puisque la trajectoire issue de tout élément (u’,ul) € D(C;) est relaivement
compacte selon la proposition 3.5 (voir page 145) et 'application ® : V x L*(Q) — R, qui
a tout élément de V' x L?(f2) associe le carré de sa norme dans V' x L?(2), est une fonction

de Liapounov pour le semi-groupe S1(¢)):>0. Il existe par conséquant une constante | € R

telle que :
2 0 2
lim ‘ (“@) = lim ’Sl(t) (“1) -y (3.2.a)
t—00 U )/ lvxr2@) ;—’°° u )y sz
0 0 0 0
w fsol) . =IE ) o) s
=7/ lvxr2(@) =7/ lvxr2(@) < u

0

0
U U
ol w< 1> désigne ’ensemble w—limite de < 1) qui, rapellons-le, est défini par :
U U

0 0 0 0
"Newl(” ) = A(tn)nen — +oo tel que [|S(tn) “ (7 —0
Ch ul ut v vz

De toute suite {t,, n € N} C R, infinie, on peut extraire une sous suite encore notée

0
u

(tn)nen strictement croissante vers +oo telle que la suite {Sl(tn)< 1), n e N} C D(Cy)

u
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0
v

converge dans V' x L2(Q). Sa limite ( 1) appartient par définition a ’ensemble w—limite
v

0
w<u1>. Ce qui implique d’aprés (3.2.b) que :
u

()l = 1C,

Par continuité du semi-groupe S1(t)¢>0, la convergence

0 0
u v
s (o) = ()
entraine la convergence :
—0 quand n — 00 et Vt>0

u® v?
’ Si(t+tn) <u1> — S1(t) (vl> Yz

0 t+tn
Et la suite ¢ S1(t + t,) “ , neNy= u(t +tn) ., mn € N3 n’est autre que la suite
ul w(t+ty,)

=1 Vt>0 (3.2.)
VxL2(2)

— 0 quand n — o0
VxL2(8)

des solutions fortes du probléme P; lorsque la donnée initiale parcourt la suite

= u(ty,
oo - wiin), <)
'(0) = v'(tn)
Elle converge nécessairement, par unicité de la limite, vers la solution faible du probléme

v(0) = 2°

P1 avec la condition initiale , définie par :
v'(0) = vl

e u(t+t,) — 2(t) dans V
( ) avec

' (t+t,) — 2/(t) dans L*Q)

0
et vérifiant Z € CL(R,V) x CO(R,, L%(R)). Et pour tout ¢t > 0 on a : Z(t) = S1(t) <21>

Donc :

o |G 10

C’est a dire : lim E(u,t+1t,) = lim E(u,s)=1. Etona:

n—--auoo S§—00

=1
VxL2(Q)

= lim

2
vxL2(Q) 7 ’

Syt + tn) <Z?>

= lim '
vxL2(Q) e
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i G0) - () - () e

z(t) .
) est constante par rapport a t. Donc :

Ce qui montre que la fonction ¢t — Z(t) = ( (
z

2(t) = 2(0) =20 et Z(t)=2(0)=0=0 vVt >0

ou encore :

Donc :

A0 =0 dans QxR

0,0 — At¥ +ar® =0 sur T xR,

0

On multiplie la premiére équation par v, on intégre et on obtient :

2
/NUO‘ 4z = {0 0") oy 1y ey =
Q

et en tenant compte de la deuxiéme équation :

/ Vo) de + / (|9r0° + a0 ) dr = 0

= 0. Donc : (v°,v!) = 0. Et finalement :

i G = 1C0)

'LLO 2
o)

On généralise le résultat par densité en appliquant proposition 1.21 de la page 59. D’ou :

. u®
)

C’est a dire : HUOHV
2

=0
VxL2(£2)

D’ou :

=0 V(' u') € D)
VxL?(Q)

2
=0 V(ul,ul) € V x L3(Q)
VxL2($)
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IT1.4 - Stabilisation exponentielle du probleme P,

On se propose dans ce paragraphe de montrer que le semi-groupe Si(t);>0 engendré
par lopérateur Cp sur V x L?(Q) est exponentiellement stable. C’est a dire qu'il existe

deux constantes My > 1 et wy > 0 telles que :
IS1() | 2y w2 () < Mie”" vt >0
L’énergie E(u,t) de la solution étant définie par :

sofs)

On posera, pour tout € >0 :

Bu, 1) :;' 2

1 2 712 1 9 9

E.(u,t) = E(u,t) + ¢ [uu'dx + %f |u|? dT
Q T
c’est & dire :
1 1
= (V lul® + ‘u"2> de+ = [ (|VTu|2 - |u\2) dl + ¢ [uu'dz + Ef |u|? dT
20 27 Q 27

Remarque 3.2 : Pour tout v > 0 et pour tout £ > 0 on a d’aprés 'inégalité de Young :

[ u(t).u (t)dz
Q

<2 [u(t)do + f\u O de
Q

Proposition 3.6 :

Il existe a; > 0 tel que pour tout (ug,u;) € V x L?(2) on ait :
(1 —ca1)E(u,t) < E-(u,t) < (1+ea1)E(u,t) VE>0 e Ve>0
Preuve : Pour tout v > 0, on a d’aprés la remarque précédante :

2 1 1 2
—1/2£|u(t)| dw—mgﬂu ‘ dm<f )dx<1/2f|u ) dz + V2Sf)}u'(t)‘ dx
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Cela entraine par définition de E(u,t) et de E.(u,t) et pour tout v > 0 les deux inégalités :
E(u,t) - 5y2f lu(t)|? dz — ; £ |/ (t) | dae + % { lu?dl < E.(u,t)  (3.6.1)
et :
E.(u,t) < E(u,t) + e f u(t)]? dz + ; £ /()| da + %{Wdr (3.6.2)
I existe d’aprés I'équivalence des normes ||.|[; et [|.|| ;1) une constante c(€2) > 0 telle que
—¢(Q) (£|Vu(t)|2dx—|—f|u|2df> < — f|u )P dx < f|u ) da < ¢(Q )<£|Vu(t)|2dx+{|u|2df‘>
T
On en déduit que les inégalités (3.6.1) et (3.6.2) impliquent pour tout v > 0 les inégalités :
E(u,t)—e¢ {1/ c(Q )f \Vu(t)|? de + <1/20(Q) + ;) {; |u|? dl" + 411/2£|u/(t)‘2d4 < E.(u,t) (3.6.3)
Et:
E.(u,t) < E(u,t)+e [V c(9 f |Vu(t)|? de + (V2e(Q) + ;){]u2df + ﬁ £ |u'(t)‘2dx} (3.6.4)
Mais selon la définition de F(u,t), exposée en page, on a pour tout v > 0 :
Q) £ \Vul? do+ (VQC(Q > [ |ul? dF+ f |/ ‘ dr < Max {(QVQC(Q) +1), 1} E(u,t)

2v

ce qui, en prenant v = i, implique en particulier I'inégalité :
V2

1
0<5 <c(n) [Vul?dz + (c(Q) 4+ 1) [|u>dl + [ \U’Fdx) < (e(Q) +1).E(u,t)  (3.6.5)
Q r Q
Les inégalités (3.6.3) et (3.6.4) deviennent alors respectivement :

E(u,t)—%(c(sz <j|vu P d o d o \%m«) < B.(u,t)
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Et :
E.(u,t) < E(u,t) + %e(c(Q) +1) (g; IVu(t)|? dz + { lu|? dT + £ | (t)|? d:):)
Ce qui signifie d’apres (3.6.5) :
(1 —e(c(2) +1)E(u,t) < Ee(u,t) < (14+¢e(c(Q) +1))E(u,t) Ve>0 et V&> 0
11 suffira alors de poser a; = ¢(2) + 1 pour avoir :
(1 —age) .E(u,t) < Ec(u,t) < (1 + aq€) .E(u,t) Ve>0 et VE>0

Proposition 3.7 :
Si (u%,ul) € D(Cy) alors la fonction : t — E.(u,t) est dérivable et vérifie pour
un certain dg > 0 indépendant de (ug,u1), 'inégalité :

dE.(u,t

2B (u,t) + o ) <—J \u’(t)\zdr Vt > 0 et Ve €0, o]
T

Preuve : Par définition de E(u,t), on a :
1 1
E(u,t) = 3 i (]Vu|2 + ‘u’f) dx + 3 / (|VTu|2 + |u]2) arr vt>0
Q r

D’apres la remarque 3.1, faite en page 145, la fonction ¢ — E(u,t) est dérivable et :

dE(u,t)
dt

= —f‘u"zdf—f‘u'lzdm Vt>0
T Q

On rappelle que E.(u,t) = E(u,t) +¢ [wu/dz + § [|ul*dl" ¥t > 0 et Ve > 0. Et on sait
Q T
que la solution u vérifie : u € CL(R4, V), o € CL(R4, L?(Q)) et u” € CO(R4, L*(2)). La

fonction t — [ wu'dz + % / \u|2 dI" est donc dérivable et apres calcul on trouve :
Q r

4 <fuu'dx+1f |u|2dI‘> = |u’}2d:v—|—fuu”dx+fuu'df V>0
dt \g 27 0 Q T
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On en déduit alors que :

dE.(u,1)

= —f |u"2dl“—f ’u'|2d:p—|—sf {u'}2d$+5fuu"dm+efuu'dl“ Vt>0etVe>0
dt T Q Q Q T

Le calcul de la somme e?E.(u,t) + 4 (E.(u,t)) donne :

1 (52 [|Vul? dz + &2 [ |/ dx + €2 [ |[Vpu> dl + €2 [ |u)? dF)
Q Q r r
+ 83fuu’dx—|— 153f |u\2d1“
dE.(u,t 2
2B, (u, 1)+ ) : r
+ ef W )Pde — [|/)?dl — [|u)? dx
Q r Q
+ e fuu'dz +¢e [ud/dl
Q r
C’est a dire :

\

2B (u,t) + ——17 = (3.7.1)
+ & fu/dr + 1€ [ |uf? dT
Q T

+ e [uu'dz+ e [uu'dl — f|u’\2df
Q T r

Or, pour tout ¢ > 0, la fonction u vérifie I’équation (3.0.1). Donc u”(t) = Au(t) —u/(t). On

multiplie par u(t) puis on integre sur 2. On applique la formule de Green ( proposition 1.14

de la page 52) puisque, pour tout ¢ > 0, on a u(t) € H?(Q) et v/(t) € H*() et on obtient :
" u 2 /
e [uu'de =€ [ ——udl — ¢ [ |Vu|"dz — ¢ [uu'dz
Q T v Q Q

Mais d’apres la condition de Ventcel d,u — Aru +u + v’ =0 sur T, on a aussi :

ef gzu.df = —¢ [|Voul?dl' — ¢ [ |u*dl — ¢ [wu/dD
T T T T

Donc :

e fuude = —¢ [ |Vpu|*dl — ef lu[?dl’ — e fuu'dl —¢ [ |Vu|? do — e [uu'dx (3.7.2)
Q T r r Q Q




154

En utilisant le résultat (3.7.2) dans (3.7.1), on obtient :

(3e?—¢ f]Vu\ do + (12 —1+4¢) [ |/ da
0

dE.(u,t
€2E€(U,t>+M — + (

o 1?2 —¢ f [Vru>dl + (363 + 462 — &) [ |u?dD (3.7.3)
T

+ (63—5)fuu’dx—f|u’|2df
Q r

\

En prenant % au lieu v dans la remarque 3.2, la quantité (€3 — ¢) [ wu'dzx vérifie :
Q

—fVQf\u ) dx——f|u ‘Qdmg—lfu(t)u’tdx
Q

< [u)d'(t)dz Vv >0
Q
et on multiplie, pour 0 < € < 1, les deux membres de I'inégalité par le réel négatif €3 — ¢

(e® —¢) [u(t) ()dm<;y5(1—62)f|()| dw—l—( )f\u |2dx Vt>0 (3.7.4)
Q Q

< P02 [ vulo dos 512 [l a0 (375)

Par équivalence des normes ||.||; et .|| 1(q) il existe une constante ¢(£2) > 0 telle que :
L 2 2

—ve(1—¢%) [|u(t)|* dz <

2 Q T

On applique ensuite les résultats (3.7.4) et (3.7.5) a Pégalité (3.7.3) et on obtient :

( 3

(e + 21— £2)e(Q) — 2) ‘é Vul? da

1 2 3 2
dE. (u, 1) 3 + 5(5 +25+j2—§2—2)£|u/‘ dx

e2E.(u,t) + o < (3.7.6)
+ 21— +e—2+€2) [|u@) dr
T
+ 2e-2) (\vwﬁ) dr — [ || dr
Tr r

1
c(92)

Comme 0 < ¢ < 1, on remarquera que pour tout v € ]0, [ on a les inégalités :

%a(s + 121 = H)e(Q) = 2) [ |Vul d < g (e—€*—1) [|Vul*dz <0 (3.7.7)
Q Q

Et :

(e (1 —e?) +e—2+£) [|u(t)?dl < g (e—1) [|u(®)PdT <0  (3.7.8)
T T

| ™



155

En tenant compte des résultats (3.7.7) et (3.7.8), 'inégalité (3.7.6) entraine pour tout

1 .
UE:|O,W|:

dE t 1
52Ea(u,t)+M < = (52 F2e 4+ S (1—e?) - 2) [P de—f |o/|?dr Ve €]0,1]  (3.7.9)
dt 2 v? Q T
Pour tout v € } 2i((2)’ \/cl(iﬂ) [ et pour tout € €]0,1[ on a : He(1 —&2) < 2¢(Q)e. Donc :

% (52 + 2+ %(1 e 2) [ || da < % (€2 + 2e(1 + ¢(Q) - 2) [ |/ da
Q Q

Il est clair alors que :

% (52 2+ %(1 — ey 2) £ W[ de <0 Vee }0, VO+e@)2+2-(1+ c(Q))[ (3.7.10)

Pour terminer, on se donne une constante dg strictement positive telle que dg < 1 et dg <

V(1 + ()2 42— (14 ¢(2)) et on applique le résultat (3.7.10) a I'inégalité (3.7.9). D’ou
la conclusion :

dE.(u,t

e2E.(u,t) + = ) < —f}u’(t)fdr <0 Vt>0 et Ve€]0,dg]
I

Théoréme 3.3 : ( Stabilité exponentielle )

Le semi-groupe de contractions S1(t)¢>o engendré par 'opérateur C; est exponen-
tiellement stable. C’est & dire qu’il existe deux constantes positives Mjp > 1 et wy > 0
telles que :

HSl(t)H[,(VXL2(Q)) < Ml-e_wlt Vt>0

Démonstration : Soit (u°,u') € D(C;) et u la solution forte du probléme P; pour la

donnée initiale u(0) = u® et (u/(0) = u'. 1l existe d’aprés la proposition 3.7 de la page 152
une constante dp > 0 telle que

dE.(u,t
e? B (u,t) + “‘d(f’) < [lW@fdr <0 vE>0et Ve €0, ]
I
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Donc :

1 dE.(u,t) 2
< Vt >0 et Ve €]0.6
E-(u, 1) < dt > =¢ > 0 et Ve €]0, 6]

En intégrant entre 0 et ¢ > 0 on a : Log(Ee(u,t)) — Log(Ee(u,0)) < —¢%t V¥t > 0. Ce

qui implique que :
Ee(u,t) < Ee(u,0).e < Vt >0 et Ve €]0,00]  (3.3.0)
On a montré dans la proposition 3.6 de la page 150 qu’il existe a; > 0 tel que :
(1 —ea1)E(u,t) < E-(u,t) < (14+ea1)E(u,t) Vt>0et Ve >0
En prenant ¢ < Min {50, a%}, et en utilisant (3.3.a) on obtient :
(1 —ea1)E(u,t) < Eg(u,t) < Ee(u, 0).e_€2t < (14 ea1)E(u, 0)6_8% vt >0

Ce qui, en particulier, donne : (1 — e0a1)E(u,t) < (14 1) E(u, 0)e ="t pour tout ¢ > 0 et

pour tout € € ]O,Mm {50, i} [ D’ou :

1+60¢1
E(u,t) <
(u )_l—eal

1
E(u,O).e_€2t Vt >0 et Ve € ]O,Min {50, a} [

1

Finalement, quel que soit (u°, ul) € D(Cy), le semi-groupe S (t)s>o vérifie :

0 0
' S1(t) <u1> < 1+ea (u1>
u V><L2(Q) 1-— EQ] u

et le résultat reste valable pour tout (u®, ul) € V x L3(Q) car D(C1) est dense dans V x L?((2).

_e2t
2

€
VxL2(£2)

Vvt >0

D’ou pour My > \/(1 + gal)(l — 5041)71 et 0 <wy < %€2 .
1S1 O 2v w20y < My.e ™" vt >0

Ce qui démonstre le Théoréme 3.3 et établit la stabilité exponentielle du probléme P;.
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Chapitre IV

Probléme de Ventcel avec feedback interne convectif

IV.1 - Introduction :

Soient Q un ouvert borné et connexe de R3 dont la frontiere T' = 99 est de classe
C? et { Tp, I'1} une partition de I telle que T1NTy = & et mes(T'1) > 0 et v(z) = (v1,v2,v3)

la normale unitaire extérieure 4 Q en = € T et d € C}(Q,R?) une fonction telle que :

Hi : 3Co > 0tel que — div(d) > Cy Vo e Q

Ho : dwv>-2 Ve e Ty

C’est a dire :

d d d.
H1 : dCy > 0tel que CO+<61+82 9ds

Ern 8132—’_8563)(:1:)<0 Va € Q)

He : di(z)vi(z) + do(x)ve(x) + d3(z)vs(z) > —2 Ve e I'y
Notations : On note par |.|gs la norme euclidienne de R? induite par le produit scalaire

usuel (, )ps de R3. 1l existe une constante §(d, Q) > 0 telle que |d(x)|gs < 6(d,Q), Vz € Q.

On posera Vv € H(1Q) :

=3 v
(d.Vv)(z) = X dz(a:)a—x(x)
i=1 2

Remarque 4.1 : On remarquera que pour tout v € H(Q2) on a (d.Vv) € L?(Q) et :
1AVl 12y < 0(d, Q). [[VO]| 12

En effet, d’apres 'inégalité de Cauchy-Scwartz on a : |(d.Vv)(z)|gs < |d(x)|gs - |Vv|gs. Et

en intégrant sur €2, le produit |d(z)|gs . [Vv|gs on obtient : [ |d.VU|]§3 de < [ |d(1‘)|]§3 |VU|]§3 dz
Q Q
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ce qui, par définition de §(d, 2) implique :
(d-Vo) € L2(Q) et [[d-Vo| 2y < 8(d,Q).[[Voll 2 Vo€ HY(Q)

On se propose dans ce chapitre d’étudier le probléme suivant :

/

W — Au = —d.Vu' dans QxRi (4.0.1)

u=20 sur To xRy (4.0.2)
Ps -
Ou—Aru+u =0 sur Ty xRy (4.0.3)

uw(0)=u’ et u(0)=u! dans (4.0.4)

7

Dans le théoréme 4.1, on étudiera 'existence, I'unicité et la régularité des solutions. On
montrera ensuite dans le théoréme 4.2 la stabilité forte du probléme. Et le théoréme 4.3
établira la stabilité exponentielle.
On se place dans I'espace défini par : V = {v € H'(Q), vr, = 0 et v, € H'(T1)}
muni du produit scalaire : (u,v) — (u,v)y, = [VuVodz + [ (VruVrv)dl; qui en fait
Q

1N}

un espace de Hilbert dont la norme induite | . ||y est définie par

2

lvlly = | [ Vv dz + [ |Vooul?dTy YoeV
Q 4

Pour écrire le probléme P5 sous forme de probléme de Cauchy, on va définir deux opérateurs
linéaires. On définit 'opérateur As : V. — V’ par :
V —R

ur— Asu :

v — (Azu) (v) = (u,v)y

Il est clair que Ay est un opérateur borné. Soit Bs I'application linéaire qui a tout u € V
associe la forme linéaire notée Bou et définie par :
Bou : V —R

v +— Bou(v) = [(d.Vu)vdz + [ uvdly
Q N1
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Proposition 4.1 :
By est un opérateur linéaire borné de V dans V'
Preuve : On a selon l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la remarque 4.1 faite en page 157 :

£(d.Vu)v.d:c < 0(d, ) [Vl 2y - [0l 20 YoeV

On sait grace a l'inégalité de poincaré de la proposition 1.15 (voir la page 52) et a la
continuité de I'application trace vy, : H'(2) — L2(I';) qu'il existe deux constantes Cr > 0

et c1(2) > 0 telles que
[ll2ry) < Crllvllm@y e lolge) < Val@?+1(Vollpg — VeV
1l en résulte que pour C > CZ (c1(2)% + 1) + ¢1(2)5(d, ) on a :

+ f uvdly

I8

J(d.Vu)v.dz
Q

< ClIVull 20 VYl £2(q)
Et par définition de I'opérateur By et du produit scalaire dans V' cela implique :
Bau(v) < Cllully [[vlly  Y(u,v) €V xV
Ce qui prouve pour tout v € V que Bau € V'. Or, la norme duale |.||;, est définie par

. || Baully, = Sllp |Bau(v)|. D’ou : ||Baully, < Clluly, VYu € V. D’ou By est

veV, vy <1

continue.

L’opérateur Cs et son domaine :

En identifiant L?(Q2) a son dual, on a Iinclusion : V' C L?(Q) C V'. Soit :

D(Co)={ (v,2) eV XV | Ayv+ Byz € L*(Q) }
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On définit 'opérateur Co : D(C2) C V x L*(Q) — V x L*(Q) par :

= @ N (—Agvz— B22>

Proposition 4.2 : Caractérisation et propriétés de régularité des élements D(Cs)

Les éléements de D(Cz) sont caractérisés par I’équivalence :

p

1) (v,2) eV XV et ve H?Q)

(v,2) € D(C2) <= ¢ 2) () € Hg(F) (4.2.a)

3) (81/1})|1"1 - (AT'U)|F1 + Ar, = 0 dans H% (Fl)

\

Et Uopérateur Cs est explicitement défini par :

CQ : D(Cg) CcV x L2(Q) — V x LQ(Q)

(£} =) =)~ (an-fav)

Preuve : Soit (v,2) € D(C2). 1l existe par définition de D(Cz), une fonction f € L2(Q)

(4.2.)

telle que Aov + Boz = f. C’est a dire :

[VuVudz + [ VouVrvdly + [(d.V2)udz + [ zudly = [ fudz Yu eV (4.2.1)
Q r 0 I 0

En particulier :
[VeVudz + [(d.Vz)p.dz = [ fe.dx Yo € D(Q)
Q Q Q

On en déduit dans D’'(R2) 'égalité dans —Av + (d.Vz) = f. Donc :

z

Av e LX(Q) et Co <Z) = < Ao — d.Vz)) Y(v,2) € D(Cs) (4.2.2)

car f € L}(Q) et (d.Vz) € L3(€). De (4.2.2) on a Ayv + Bz = —Av + (d.V)z et ceci

prouve (4.2.b). On peut, ensuite, d’apres la proposition 1.16 citée dans la page 54, définir
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Papplication d,v € H_%(Fl) Cc HY(I'y) par :

(Oyv,w)

_ 1
H-b o Ek ) = g;Vw.Vv.dx - éw.Av.dm Vw € H* ()

Sachant que f = (d.Vz) — Awv, on réécrit I’égalité (4.2.1) et on obtient :
D’ou l'inclusion :
D(Co) C{(v,2) €V XV :AveL*(Q) et dv— Arv+z=0dans H ' (I'1)}

L’égalité d,v — Arv + z = 0 reste, en fait, encore valable dans H™3 (T'1) puisque

1

dve H 2 (1), z€ H2 (1) et H2 (I;) = HO% (Iy) c H 2 (Ty) € H1(Ty)
Il s’en suit que : —Arv € H_%(Fl). Cela implique que v, € H%(I‘l) car l'opérateur
I—Ar: H3([y) — Hz(IY)
w — w— Aqw
est un isomorphisme. Les hypotheses v € HY(Q), Av € L*(Q) et v, € H%(Fl) de la
proposition 1.17, évoquée en page 55, sont donc satisfaites. On en déduit que v € H?(Q),

ce qui implique d’aprés le Théoréme des traces que d,v € H > (T'1). La condition de Ventcel

reste par conséquant encore valable dans H?2 (I'1) puisque zr, € H 3 (I'1). D’ou l'inclusion :
D(Cy) C {(v,z) e[Vn H2(Q)] x V' tel que : Oyv — Atv+ 2 =0 dans H? (Fl)}

L’inclusion inverse étant évidente, on a 1’égalité :

8y (v)p, — (A0)p, + 2r, =0 dans H? (T'y)
D(C2) =X (v,2) € V x V tel que : T [T'y 181

veEVNH?Q)
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Légalité 0,v — Arv+2 =0 dans Hz (T'1) montre aussi que Apv € H%(I‘l). On en déduit,

et cela achéve la preuve de (4.2.a), la propriété de régularité au bord :
5
(V)ir, € H2(I'1)

Proposition 4.3 :

Il existe une constante positive C > 0 telle que :
0]l g2y < C |llv = Av| 12y + 12l 220y V(v,z) € D(C2)

Preuve : D’aprés les propriétés de régularité établies dans la proposition précédante, tout
élément (v, z) € D(Cy) répond aux hypothéses de la proposition 1.17 (page 55) selon laquelle

il existe une constante 7 > 0 telle que :

Iollz2(ey < ma ([0 = Aollzaay + oy )

On raisonnera par 'absurde en supposant qu’il existe une suite {(vy, z,), 7 € N} C D(Ca)

qui vérifie :
”UnHH?(Q) >N [an - Avn”m(ﬂ) + Hzn”L2(1‘1)} Vn e N (4.3.1)

La suite {v,, n € N} définie par :

~ Un
Un

= VneN
lonll 2@

est bornée dans H2(Q) car elle vérifie par définition :

[Gall gy =1  VneN

Elle admet donc une sous-suite encore notée {v,, n € N} qui converge pour tout 0 < s < %

dans H27(2) vers un élément o € V car la suite des traces {(%)IFI , nE N} converge
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dans H2737%(F1) par continuité vers vjp, et {(5”)|F0 , mE N} converge dans H(I';) vers
0. La sous-suite {v, — Av,, n € N} converge, d’aprés 'hypothese (4.3.1), vers zéro dans

L%(9). Et la suite {Z,, n € N} définie par :

~ Zn
Zn —

_ vYn € N
lvnll g2(q)

converge d’aprés ’hypothése (4.3.1) vers zéro dans L2(Ty). Or (v, 2,) € D(C2) donc :

OyUy, — A7y, + 2, =0 dans L2(F1) Vn eN

Up — AT, — 0 dans L3*(Q)
On a donc les convergences : et en multipliant par

Oy — A1, =0 dans L*(Ty)

u € V quelconque on obtient :

/u('ﬁn — A%,) dx + /u(&,i?n — A,)dl1 =0 YueV
Q Ty

ce qui donne en particulier pour u = v, :

/ B (T — AT da + / B (BT — ArB) ATy =0 Vn €N
Q 1N

Comme {v,, n € N} C H?(f2), on obtient en appliquant la formule de Green :

/ (m\? + \va;n\?) dz + / Vi3,2dli =0  YueV
Q 'y

et on en déduit que v, — 0 dans H'(Q) et donc A%, — 0 dans L?(2). Ce qui entraine
la convergence 0,v, — 0 dans Hfé(I‘l) et par conséquant Atv, — 0 dans Hfé(I’l).

De l'isomorphisme [ — Ay : H3 (1) — Hz (I'1), vient la convergence (v,)r, — 0 dans

5 Up — AV, — 0 dans L*(Q)
H:2 (T';). Or, les deux convergences : impliquent selon

(Un)jr; — 0 dans L*(T'y)
la proposition 1.17 de la page 55 que la suite {,,, n € N} converge vers 0 dans H2(2). Ce qui
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est incompatible avec le fait qu’elle vérifie pour tout entier n € N I'égalité ||v,,| Q) = 1
L’hypothese (4.3.1) émise au début de la preuve est donc nécessairement érronée. D’ou

I’existence d’une constante C > 0 telle que :
[0l 20y < C [llv = Avll 2y + 2]l L2y V(v,2) € D(C2)
Proposition 4.4 :
Co est un opérateur m-dissipatif sur V x L?()
Preuve : D’aprés la définition de Cs, on a :

<C2 (Z>’ <Z> >V><L2(Q) N <<AU —?d.Vz))’ <Z> >V><L2(Q) vlv.z) € DCa)

Selon le produit scalaire de V et la condition de Ventcel le calcul donne :

<c2 (Z) (Z) >VXL2(Q) — é(d.Vz)z.d:c - lf 22dD; V(v 2) € D(Cs)

Or d’apres une formule de Green, on a :

J Ou vde = — [ Ov udzr + [wwv;dly  Y(u,v) € HY(Q) (4.4.1)

2

oll v; représente la ¢ — eme composante du vecteur normale unitaire v extérieur a 2. La

formule de dérivation du produit donne :

0z 8d1 0 (Zdl)

dz@ + zal'z - 8271

Vi€ {1,2,3}

En appliquant la formule (4.4.1) a (vd;) et & u on obtient :

a(vdi)u.da: _ _f ou

£ o ) o (vd;) dx—i—fflu(vdz) v;.dl'y V(u,v) € HY(Q)
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c’est a dire :

v od; B ou

vdr + [wv.div;.dly  Y(u,v) € HY(Q)
1N}
Et par définition de div(d) et en sommant sur i € {1,2,3} on a :

3
> dl udx——fdw uvdm—Zfd Udm+fuv (d.v).dl' V(u,v) € HY(Q)
i=1Q 8.7}1 1=1Q xl Iy

d’oul en général :

[ u(d.Vv)dz = — fdw yuvdz — [v(d.Vu)dz + [(d.v)uww.dly Y(u,v) € H(Q) (4.4.2)
Q Q Iy

et en particulier :

[ 2(d.Vz).dx = —fdw |2 do + = f d,v.|z]*dly  Vze HY(Q) (4.4.3)
Q

Donc :

<CQ(Z>,(”>>VXL2(Q) ;{g ). |22 dx—f|z Bd.qH—l} dly  Y(v,z) € D(Cy)

Comme d.v > —2 et div(v) < 0, on obtient :

OO vo9e00

L’opérateur Co est donc dissipatif. Il reste & montrer qu’il est m-dissipatif en montrant que
I'opérateur I — Co : D(Co) — V x L2(€) est surjectif. Ce qui revient & montrer que pour

tout (w, f) € V x L?(Q) il existe (v, z) € D(Cq) vérifiant :

V—Z=w

z24+ A+ Boz = f
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Soit (w,f) € V x L*Q). 1 s’agira de résoudre le probléme 72 qui consiste & trouver

v €V N H*Q) vérifiant :

( 3
Av € L?() dans (4.4.7)
™'y v-Av+dVv=f+w+dVw dans € (4.4.97)
Ao — Vv +v=w dans H2(Ty) (4.4.i)

W

On donne une formulation variationelle du probléme mwo. On écrit d’abord :

Ju(d.Vv)de = [ [u(d.Vv) — v(d.Vu)] dz + f (d.Vu)dx
Q Q

on obtient, pour tout (u,v) € V x V, d’apres la formule (4.4.2) :

[ u(d.Vov)dz = [ [u(d.Vv) — v(d.Vu)] dz— [ div(d)uvdz— [ w(d.Vv)dz+ [ (d.v).uwvdly  (4.4.4)
Q Q Q Q 'y

Donc pour tout (u,v) € V x V, on a d’aprés (4.4.4) :
1 1
Ju(d.Vv)d f (d.Vv) —v(d.Vu)|dz — = [ div(d)uwv.dz + = [(d.v).uv.dly
Q Q 2 Q 2 Iy
L’équation (4.4.ii) dans D’'(Q) équivaut a :
[ (v—=Av+dVv)pdr= [(w+ f+dVw)ude Vo eD(Q)
Q Q
Et I'équation (4.4.iii) équivaut dans L?(I'1) &
(Opv = Arv+ v, u) p2p)y = [ wudly Vu € D(I'y)
I

On consideére, a partir de 1a, la forme bilinéaire continue F5 : V' x V — R définie par :

Fo(v,u) =

[ <2—div@l)uv L VoVau i+ u(d.Vov) — U(d.Vu))
Q

2 )
5 > dxr + f <VTuVTU + —I_édy)uv> dl’y

Iy
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Elle est continue car I'application trace v, : H(Q) — L2?(I'1) est continue et d’aprés
I'inégalité de Poincaré telle que formulée dans la proposition 1.15 en page 52 et la remarque

4.1 faite en page 157 il existe une constante positive ¢ > 0 telle que :
| Fo(v,u)| < c? <f VuVu.dz + fVTuVTU.dF1> V(u,v) e VxV
Q Q

Ce qui implique par définition de la norme ||, que : |Fo(v,u)| < & ||ully ||v]ly,  V(u,v) €

V x V. C’est a dire que F» est continue. Elle est coercivité car pour tout u € V on a :

2 — div(d)

1
Fo(u,u) = |[|Vull72g) + [ Vrull7zr, t— HUH%2(9)+5 2+ d] |[ullfzry) > llully

On considére ensuite la forme linéaire continue : Lo : V — R définie par :

= [(w+ f+ (d.Vw))udz + [ wudly
Q I

Et on applique le théoréme de Lax-Milgram. Il existe alors un seul élément v € V' vérifiant
Fo(u,v) = La(u) YueV (4.4.5)

Avec égalité (4.4.4), et par définition de F» et de Lo, la conclusion (4.4.5) équivaut a :

[ (v = Av+d.Vv)u.dz+{d,v — Apv + v, u)
Q

= [(w+f+(d.Vw))udz+ [ wudly

H™3(Ty),H3 (T o P,

Et en particulier :

J(v—=~Av+dVv)pde = [(w+ f+dVw)ude YeeD(Q)CV
) Q

On en déduit dans D'(Q2) Pégalité : v — Av + (d.Vv) = w + f + (d.Vw). Autrement dit
I'équation (4.4.ii) est satisfaite. Et comme (d.Vv) € L*(Q) et (d.Vw) € L?(Q) d’aprés la

remarque 4.1 de la page 157, on en déduit donc que Av € L2(€2). C’est a dire que 1’équation
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(4.3.1) est vérifiee. Et en en tenant compte, ’égalité :

[ (v = Av+d.Vv)u.dz+{(d,v — Arv + v, u)
Q

w+f+d.Vw)udz+ [ wudly
'

-ty = )
implique pour tout v € V immédiatement que d,v — Arv +v = w dans L*(T). Pour
terminer, notons que la condition de Ventcel donne Atrv € H _%(I‘l) ce qui entraine que
v E H%(Fl) et comme Av € L2(Q) et v € V C HY(Q) on en déduit que v € H*(Q2). Par
conséquant, d,v € H > (T'1) ce qui signifie que 1’égalité d,v — Arv + z = 0 reste valable dans

H%(I‘l) donc Apv € H%(I‘l). Dot (v)r, € H%(Fl) c’est a dire que (v,v —w) € D(Cs). En

conclusion : le probléme w9 est résolu et ceci prouve que 'opérateur Co est m-dissipatif.

IV.2 - Existence, unicité et régularité des solutions du Probléme P, :

Théoreme 4.1 : Existence, unicité et régularité de la solution

V(ul, ult) € V x L2(Q) il existe une fonction u € C°(R, V)NCL(Ry, L?(Q2)) solution

faible unique du probléme Ps qui vérifie les équations :

' — Au = —(d.Vu') dans Q xR; (4.0.1)
u=0 sur To xRy (4.0.2)
Pa
Oyu—Aru+u =0 sur T1 xRy (4.0.3)
u(0) =u’ et u/(0) =ul dans € (4.0.4)
et 'inégalité :

0 1 ~
il ooy + 190 e s oy < V2 (160 + 0] 2y ) (4.0.9)

Si, de plus, (u®,u') € D(Cy), le probléme P, admet une solution forte unique telle que

(u,u’,u") € CORy, HX(Q)) NCHR,, V) NC2(R, LA(Q)  (4.0.i0)
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qui vérifie pour I > 0 assez grand :

lull ooy 2y + 19 oo, 3y < K (HUOHHQ(Q) + Huluv) (4.0.47)

Démonstration : Soit (u°,u') € D(Cz). La norme Il p(c,) etant d’apres (4.2.b) ex-

plicitement définie par :

N

10, ez = (1113 + 2132y + 12115 + 140 = (d.92)[22q))

L’opérateur Co est m-dissipatif sur I’espace de Hilbert V x L2(€2). Il existe selon le théoréme
de Hille Yosida une fonction (v,z) € C' [Ry,V x L*(Q)] N C° [R4, D(C2)] solution unique

du probléme de Cauchy Fe, :

(D)o = ) w=o
(o) = ()
qui vérifie de plus, pour tout t > 0 les inégalités :
1)
2(t)

H <Av(t) - (d-VZ)(t)>

=

(i)

(s )
<
vxrz@  II\Au — (d.Vul)

<
VxL2(2)

VxL2(£2)

VxL2()

En posant u = v on a z = v’ et donc 2’ = u”. La fonction u € C}(Ry,V) NCY (R4, D(C2))
est alors la solution forte unique du probléme Ps. Elle vérifie donc les équations (4.0.2),
(4.0.3) et (4.0.4) et d’apres (4.2.b) elle vérifie I’équation (4.0.1). La solution vérifie d’autre

part les inégalités :

IN

@3 + [0 @ eg < N9l + 6| Faq  ¥E>0

IN

W@+ @ < ]+ a0 - a2, w20
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Donc :

lu®lly + 14Ol 2oy < V2 ([Wlly + [0 20) V220

L’inégalité (4.0.1) est donc vérifiee. Montron les propriétés (4.0.ii) de continuité. On a :
(u,u') € C' [Ry,V x L*(Q)] = (u,v/,u") € C° [Ry,V x V x L*(Q)]

Il reste & montrer que la solution est continue pour la norme ||.[| 2(q)- 1l suffira pour cela de

1

2

montrer que dans D(Cs) les normes : (v,2) — <||v||%]2(9) + ||z||%/) et [[(v, 2)[| p(c,) sont

équivalentes puisque (u,u') € C(R4, D(C3)). On a par inégalité triangulaire :

lo — Av]l 2 gy < <||Av —(d-V2)| p2) + 1(d-V2) | 2(q) + HvHLz(m)

Ce qui implique, d’aprés la remarque 4.1 faite en page 157, et I'inégalité de Poincaré de la
proposition 1.15 de la page 52 qu’il existe deux constantes positives ¢1(2) > 0 et §(d,Q) > 0

telles qu’en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
v = AvlFa() < 2 (|Av = (d.V2)[F2(0) + 20(d, 02 [ V2llfa(q) + (@ [Volfag))  (41.0)

On montre, d’autre part, grace a la continuité de I’application trace, & de I'inégalité de
Poincaré de la proposition 1.15 et a la remarque 4.1, qu’il exite deux constantes ¢1(£2) > 0

et y7q > 0 telles que :
||Z||%2(r1) <@’ + 1) Va2 (4.1.0)

On additionne membre & membre (4.1.a) et (4.1.b) et on obtient pour K; > 0 assez grand :

1 2
5 (I = Avllag) + 12l 2y < K (180 = (@ V22 + V0l 72y + 1921320
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ce qui signifie, d’apreés la proposition 4.3 établie en page 162 et par définition de la norme

de D(C3) qu’il existe une constante poitive 5 > 0 telle :

2 2
[vllr2() + 12[l7 < B 110, 2)ll pe,)
Réciprouement, par définition de la norme de D(C3) on a :
2 2 2 2 2
1,2y = (102 + 12220y + 2l + 180 = dV2) 22(q, )
Donc (selon Iinégalité de cauchy-Schwarz) on obtient par définition de la norme de V' :
2 2 2 2 2
10, sy < (V1032w + V02 + 2 1801320y ) + (e () +20(d, )2 +1) 21
L’application trace H?(Q) — H%(Fl) et l'injection H%(Fl) — HY(T'y) étant continues,
il existe nécésairement une constante positive assez grande « > 0 telle que :
2 2 2
10,2 ey < @ (ol + 1213

D’ou ’équivalence des normes :

12y < (I0lz@y + 1203 < 81 2) e

dont découle la continuité :

u e C (Ry, H*())
On montre pour terminer 'inégalité :

(el ooy + 10 Ol e, 1)) <K ([0l r2gey + 1l

2 R N
Pour tout ¢t > 0, on a : ||u(t),u’(t)||2D(C2) < H(uo,ul)HD(c2) Vt > 0. Ce qui implique d’apres

I’éuivalence des normes établie plus haut que :

a8 e+l DI < o @), o' ) [y < @ @0 [,y < @B (602 + ' [}) =0
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D’ou pour K > /2af I'inégalité :

<‘|u(t>HL°°(R+,H2(Q)) + H“’(t)HLoo(R+,V)) <K (HUOHHQ(Q) + H“le)

La solution faible du probléme

t 0
Elle est définie par (Z((t))> = So(t) (Zl) ot (S2(t))t>0 est le semi-groupe de

contractions engendré par Cy sur V x L2(Q). Elle vérifie :
ueC®(Ry,V)NC (Ry, L*())

et :

| ()

(v0)

S ‘

VxL2(Q) VxL2(Q)

C’est & dire :

e @y vy + 14 Oll oo, 2y < V2 (H“OHV + H“1HL2(Q))

IV.3 - Stabilisation forte du probléme P,

Soit (u®,u') € D(C2) et u la solution forte du probléme Py. On définit I'énergie

de la solution par :

2 2

1

Sa(t). <Z?>

(o)

VxL2(Q) VX L2(Q)

C’est a dire :

1 1
Blut) = 2£<\Vu|2+ \u’F) dz + Epf Vru?.dDy  (4.5.0)
1
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Proposition 4.5 :
Si (u%,ul) € D(Cy), alors la fonction E(u,.) est partout dérivable sur [0, +oo et

dE(u,t)
dt

(t) = ;Sj;dz'v(d) /()2 dw — | [1 +o i v>} [/ (0)]* dI'y

IR}

Preuve : On sait d’aprés le Théoréme 4.1 que la fonction (u,u’) : Ry — V x L2(f),
solution du probléme Ps, est contintiment dérivable sur [0, +oo[ et que sa dérivée est définie

par :

Par définition de F(u,t) on a :

(;‘}(?)) ixw(n) B <

Zar = ((0) (oo @wwon)

On développe selon la définition du produit scalaire de V' x L?(£2) et on obtient :

dE(u,t) 1d
dt 2 dt

Donc :

dE(u,t)
dt

= /Vu(t)Vu’(t)da:—i—/ VTu(t)VTu'(t)dF1+/u’(t)(Au(t)—(d.Vu')(t))d:Jc YVt >0
Q I Q

On utilise la formule de green et la condition de Ventcel 9, u — Atu + v’ = 0 et on obtient

dEC(;Z’t) == / |/ (t)]* dTy — / (A V) () de V>0
N1

Q

Or, en appliquant a u/(¢) la formule (4.4.3) établie en page 166 on obtient :

J{dVU () (1)) g - = -1 [ div(d) [/ (t)|? da + L [ (d,nygs |/ (8)|” dTy
Q 2 Q 2 Iy
D’ou :

dE(u,t) 1
i M= 3

[ div(d) |/ ()| de — [ [1+ % (d,n>R2] |/ (t)| dry
Q

1
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Théoréme 4.2 : (Stabilité forte)

Le semi-groupe Sa(t)¢>0 engendré par Cy est fortement stable :

[y Y016

0
Démonstration : Soit (u®,u') € D(Cs). La trajectoire {Sg(t) (u1>7 t> 0} est, d’apres
u

=0 VY u') eV xL3Q)
VxL2(Q)

le théoréme 4.1, bornée dans H%(Q) x V. L’injection : H?(Q2) — V est compacte car les
injections H%(Q) — HY(Q) et H%(Fl) < H'(T';) sont compactes et I'application trace
H?(Q) — H% (T'1) est continue. L’injection V «— L?(Q) est compacte, car H(2) — L?(Q)
I’est. L’ensemble {Sz(t) <ZS>, t> 0} est donc relativement compact dans V' x L?(£2). On
applique le Principe d’invariance de LaSalle & la fonction de Liapounov @ : V x L?(2) —
R qui a tout (v,z) associe ®(v,z) = ||(v,z)||%/xL2(Q) et on en déduit qu'il existe une

constante réelle [ € R telle que :

0
& U™/ lvxL2(Q)

lim'

t—
w\ ||? w\ ||? w u?

o) [ =t () o) avizo o
2/ lvxr2(o) 2/ lvxr2(Q) z u

0
u

La trajectoire {Sg(t)< 1), t> 0} étant relativement compacte dans V' x L?(€2), il existe
u

=1 (4.2.a)

une suite {t,, n € N} C R, strictement croissante qui tend vers +oco et telle que la suite

0
{Sg(tn) le), neN } converge dans V x L2(2). Soit (v°,v') sa limite. Elle appartient

=1 vVt >0 (4.2.¢)

0
par définition a l’ensemble w-limite de <u1> Et d’apres (4.2.a) on a alors :
u
VxL2(Q)
0

LB (]

Or, par continuité de Sa(t):>0 la convergence Si(ty, ( ) — <U1> dans V x L?()
u

0
v

entraine pour tout ¢ > 0 la convergence : < 1) — S )( 1). La suite
v
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{t — u(t+t,), n € N} C CY(R4,V) converge dans CO(R,,V) vers une fonction vg telle
que : vg € CO(R,, V)NCHR,, L3()) et la suite {t — u/(t +t,), n € N} C CL(Ry, L?(Q))
0 2 / vo(t) v’
converge dans C”(Ry, L*(2)) vers vj. Donc ol () = So(t) o) vVt > 0. La fonc-
0

tion t — wvg(t) est la solution faible du probléme pour les conditions initiales vg(0) =

v0 et v}(0) = vl et vérifie donc les équations :

.
vy (t) — Avg = —d.Vy(t) dans Q xRy
vo(t) =0 sur To x Ry

Oy (t) — Atve(t) + vi(t) =0 sur Ty x Ry

v9(0) =0 et vh(0) =t

Et par ailleurs vg(¢) est une constante par rapport a ¢ puisque :

te () = (o) = ()

Donc v (t) = v9(0) =10 et vh(t) = vH(0) = vl =0 V¢ > 0. Et cela implique :

( —Avg =0 dans €
0 =0 sur T
0,v9 — A1vg =0 sur I'q

v9(0) =20 et v)(0) = vl

On en déduit que v! = v° = 0. Et d’aprés (4.2.a) et (4.2.c) cela montre que :

pim 5203

Le résultat se généralise par densité a tout (u®,u') € V x L2(2) grace & la proposition 1.21

=0 V(u®,ut) € D(Co)
VxL2(Q)

démontrée en page 59. D’ou :

Jim H(Sg(t) <ZT> =0 Y ul) eV x L2(Q)

VxL2(Q)
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IV.4 - Stabilisation exponentielle du Probléme P,

Soit (u%,ul) € D(Cs) et u: Ry — H2(Q) NV la solution forte du probléeme Ps.
La quantité E(u,t) exprime 1’énérgie de la solution telle que définie en page 173 dans la

proposition 4.5. On pose pour tout € > 0 :
Eo(u,t) = E(u,t) + ¢ [ [u(d.Vu) + uw] dz + g [ |udry  (4.6.0)
Q 't

Proposition 4.6 : On a alors :

E
dE(wt) _ [1Vu*dz + [ [Vrul*dly +f< div(d +5> o [*da
dt Ie) 'y Q

5 et Ay + & | [ (d.90)] de
It

Preuve : On obtient & partir de la proposition 4.5 de la page 173 :

%E(u t) (f div(d) ‘u'|2dx — [ (2+dv). ‘u"2dI‘1> (4.6.1)
INT

Un calcul élémentaire donne :

d

7 (£ [u(d.Vu) + uu'] d:c> = [u(d'.Vu) +u/'(d.Vu) + u(d.Vu') + uu” + ‘u/ﬂ e

Q

Mais %(d) = 0 car la fonction d ne dépend pas de la variable ¢. Donc :

d
dt [f [@(d-Vu) + ] dx} =/ <u’(d.Vu) +u(d.Vu') + uu” + ‘u’f) dx
@ 0
La solution u vérifie ’équation (4.01) c’est a dire : v — Au = —d.Vu' et donc :
d

o <£ (u(d.Vu) + uu) da:) = £ (u'(d.Vu) +ulAu + |u"2) dz

On applique ensuite a ce résultat la formule de Green en tenant compte de la condition de

Ventcel : d,u — Aru+u' =0 dans L*(T1) x R, et on obtient 1’égalité :

;{2 u(d.Vu)+uu')dr = — f (|VTu| + uu ) dI‘1+f (— |Vul? + o/ (d.Vu) + ‘u’f) dr  (4.6.2)
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On a d’autre part :

d

p [ [ |uf? dF1] :lfluu'dfl (4.6.3)

On additionne membre & membre I'égalité (4.6.1) et les égalités (4.6.2) et (4.6.3) multipliées

par € et on établit le réultat.

Proposition 4.7 :

Il existe une constante positive ap > 0 indépendante de (uo, ul) telle que :
(1 —ea2)E(u,t) < E-(u,t) < (14+ea2)E(u,t) Vt>0etVe>0 (4.7.0)
Preuve : On rappelle la définition de E.(u,t) :

Eg(u,t):E(u,t)+€£[ (qu)+uu]dx+2lf\u] dly  Vt>0etVe>0
1

D’aprés la remarque 4.1 faite en page 157 et la proposition 1.15 de la page 52 en appliquant

I’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

e | [u(t)(d.Vu(t))dz
Q

<ec1(Q)d(d, Q). f Vu(t)|*de  Vt>0et Ve >0 (4.7.1)

ou 0(d, ) et ¢1(£2) sont de constante positives déja citées. Et d’autre part, on a aussi :

e Jut)d (t)dz| < [|u(t) 12 | (¢ HLQ(Q [f]u )| dx—i—f}u )‘2dx} Vt > 0etVe >0
Q

car le produit de deux réels positifs est infrieur & demi-somme de carrés. Donc :

e Ju(t)u' (t)dx

Q

S;[ fqu \dx+f|u )\de} VE>0etVe >0 (4.7.2)

L’application trace H'(Q)) — L?(I'1) étant continue, il existe Br, > 0 tel que :

1 Q)2
2f\UI ary < Pr ;Cl( ))f|Vu]2dx V¥t >0 et Ve >0 (4.7.3)
Q

I'1
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On additionne membre & membre les inégalités (4.7.1), (4.7.2) et (4.7.3) et on obtient, pour

tout t > 0 et pour tout € > 0, I'inégalité :

e [ [u(d.-Vu) + ] do + = [ |uf*dly
Q 2 1N

< (1(9) [c1() +26(d, Q)] + Br, (1 + 1 (Q )f\vu )2 d:c+f\u |2dx>

DO ™

Il suffira ensuite de prendre :
1
0 > 5 Maz{e1(Q) [er(Q) +26(d, V)] + Br, (1+e1(Q)?) 1}
pour en déduire alors d’apres la définition formulée en page 173 de E(u,t) que :

—eagE(u,t) < f[ (d.Vu) —|—uu]daj—|—2f|u| dl'y < eagE(u,t) Vi>0etVe>0
Q Iy

Il en résulte pour tout ¢t > 0 et pour tout € > 0 que :

(1 —eag) E(u,t) < E(u,t) +¢ [ [u(d.Vu) + wu'] dz + % i lu> dTy < (14 eay) E(u,t)
Q '
D’ou, par définition de E.(u,t) :

(1 —eaz) E(u,t) < Ec(u,t) < (1 +ca) E(u,t) Vt>0et Ve >0

Proposition 4.8 :

Il existe une constante §; > 0 telle que pour tout 0 < & < d; on a :

d
eE(ut)—i-dE

l\DM—l

> [@+dv). WAl <0 VE>0
I
Preuve : Par définition de E.(u,t), on a :

3
2B (u,t) = 2E(u,t) + &° [ [u(d.Vu) + w'] dz + = f |u|? dI'
0
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Et d’apres le calcul de la dérivée établi dans la proposition 4.6 (page 176) on a pour tout

€ >0 et pour tout ¢t >0 :

dE.(u,t)
dt

=—¢

v (dig(d) +g) 2 do

[(2+dv) ‘u‘ dF1+8f[ (d.Vu)] dx
Iy

[Vul*.de+ [ |Vyul*dly
Q I

M\H

dEe(u,t)
dt

La somme g2 E, (u,t) + vaut donc, en fonction de € et de u(t) :

E 2 21 di 2
€2E€(u’t)+w — i—E f|vu|2+f 9 +dZU(d)+ 9 ‘u/‘de_'_

2
—i—(Z—s)f\VTu\ dF1+53f[ (d.Vu) + u'] dz

+%f]u\2d1“1—f [1+2(dy Mu| dr1+af[ (d.Vu)] dz
Fl Fl

(4.8.1)
Or, d’aprés un résultat prouvé en page 178 il existe une constante ao > 0 telle que :

53£ [u(d.Vu) + uu'] dz + < f lu|? dT'y

< ase <f|Vu2dx+f‘u’|2d:v>
0 0

D’autre part les hypothéses H; et Ho émises en page 157 et en remarquant que :

e [ [u/(d.Vu)] dz < 6(d, Q) IVull 12(q) H“/HH(Q

<< [fVu|2dm+f5(d, 0)2. \u'dex}
Q Q Q

Pégalité (4.8.1) entraine alors pour tout ¢ > 0 pour tout € > 0 l'inégalité :

dE.(u,t 200963 + 2 — 200063 + €2 — Co + €[6(d, Q)2 + 2
€2E€(U7t)+€d(:) < £ <O‘282”Vu|2+ Q¢ TE 02 e[o(d, ) ]|u/}2> da
-2 2+d.
@f |VTu|2dF1— f tav ‘u’|2dF1
2 1-\1 Pl 2

Comme d.v > —2 on obtient finalement pour d; > 0 assez petit :

2B (u,t) + iEg(u

J@+dv). o [Pdly <0 Ve €0,
dt 2,

M\H
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Théoréme 4.3 : ( Stabilité exponentielle )

Il existe deux constantes positives Ma > 0 et wa > 0 telles que :
1S2(D)ll v xr2(y) < Mo”2 vVt >0

Démonstration : D’apres la proposition 4.8 de la page 178, on a :

d 1
e2E.(u,t) + @Es(%t) <— [1 +5 (d, n>R2} {u'|2d1“1 <0  Ve€|0,0q]
I

Donc :

dE;(u,t)

e E.(u,t)™! < —¢? Vit > 0 et Ve €]0,01]

En intégrant entre 0 et ¢ on obtient : E.(u,t) < E.(u,0).e %! pour tout ¢ > 0 et pour tout
e €]0,d1]. Ce qui implique d’apres la proposition 4.7 de la page 177 que pour tout € €]0, 1]

ona:
(1 —eag)E(u,t) < E-(u,t) < E-(u, O)efszt <1+ Eag)E(u,())e*EZt vVt >0

Donc :

E(u,O)) et YVt > 0 et Ve €]0, 4]

D’ou pour € €]0, 1] :

uO\ |2 14+eay || [u
[0 ),y = (o | C)
VxL2(Q) 2

Ce résultat reste valable dans V x L2(2) car D(Cz) est dense dans V x L2(£2). D’ou :

2

e et V(u,u') € D(Cy) et Vt>0
VxL2($)

||52(t)||c(vXL2(Q)) < My.em w2t Yt >0

pour My > \/(1 +eag)(l —eaz) et wy = %52 . Ce qui achéve la preuve du théoréme 4.3.
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Conclusion :

En conclusion, on peut affirmer que le feedback naturel est insuffisant pour as-
surer une décroissance exponentielle de I’énérgie mais qu’il permet, au moins dans ’exemple
étudié, une stabilisation forte de ’équation des ondes. On peut cependant obtenir une sta-
bilisation exponentielle de ’équation par un controéle interne. On a vu qu’on peut également
stabiliser ’équation des ondes avec un controle interne convectif. Nous n’avons pas étudié
la possibilité d’obtenir une stabilisation exponentielle avec un controle frontiére et nous
n’avons pas abordé le probléme de ’équation des ondes avec des conditions au bord de

Ventcel de type évolutif.
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