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Résumé

La notion de vieillissement joue un role impattdans la théorie de la fiabilité dont le
concept précis de cette derniere se définit comapétude du dispositif étudié a accomplir la
fonction requise dans des conditions données ftgda ininterrompue durant une période de

temps donnée.

Afin d’estimer cette fiabilité, I'ingénieur estreené a réaliser des essais en s’appuyant sur les
lois de probabilité, et lors des études de lailfteb de nombreuses difficultés sont
rencontrées: données censurées, ou aberrantesf@s gies données manquantes, et donc
pour pouvoir choisir la distribution adéquate, gt @lus commode d'utiliser les lois non
paramétriques dites devieillissement» ou de «survie ».

Elles sont largement utilisées dans divers doesaialles que, I'’Actuariat, Ordonnancement,

Files d’attente, Economie, ...

Dans cette recherche, nous nous sommes fixés eombjectif de présenter une
classification des lois non paramétriques dansslaewrsions discrétes, de démontrer les
relations d’inclusion possibles entre les clasdesplus, une comparaison entre les lois non

paramétriques et la loi GEométrigue compose.

Nous résumons aussi, les propriétés de consenvdés classes par rapport aux principales

opérations de la fiabilitéconvolutionetmélange
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Introduction

La stireté de fonctionnement des diverses réalisations industrielles constitue un enjeu
majeur a la fois sur le plan économique, écologique et humain. La technologie avance trop
rapidement, les systémes ou matériels deviennent trop complexes pour qu'un simple bon
sens puisse suffire & prévoir les risques. Ces risques croissent trés vite et touche a la consom-
mation courante.

La qualité de fiabilité du systéme est devenue un argument essentiel, et donc, les ana-
lyses économiques des risques, leurs conséquences financiéres sont maintenant prises en
compte par les industriels.

De facon générale, la théorie de fiabilité étudie les défaillances (ou pannes) qui peuvent
affecter un systéme (ou dispositif) destiné a fonctionner. Le mot défaillance (ou panne) ne
signifie pas arrét complet du fonctionnement mais cessation du < bon > fonctionnement.

Une partie de la théorie de fiabilité est consacrée a la modélisation probabiliste des
défaillances, permettant notamment d’étudier les problémes de stireté (probabilités ponc-
tuelles) et de qualité / rentabilité (espérance mathématique).

Le concept précis de fiabilité se définit comme 'aptitude du dispositif étudié a accom-
plir la fonction requise dans des conditions données et de facon ininterrompue durant une
période de temps donnée (selon les spécifications du cahier des charges).

De facon < technique >, la fiabilité désigne la probabilité qu'un systéme (considéré comme
mis en service ou observé en bon fonctionnement au temps 0), ait fonctionné sans défaillance
jusqu’au temps t.

Afin d’estimer cette fiabilité, et pour obtenir des résultats significatifs, I'ingénieur fia-
biliste est amené a réaliser des essais en s’appuyant sur les lois de probabilité.
Les lois considérées jusqu’a présent peuvent étre qualifiées de paramétriques au sens ou
I’allure de la distribution est connue, mais qu’elle dépend de certains parameétres.

De nombreuses difficultés rencontrées lors des études de la fiabilité ou de I'analyse de



survie : données censurées ou aberrantes et parfois des données manquantes, et donc pour
pouvoir choisir la distribution adéquate sur la base des données statistiques, il est plus
commode d’utiliser les lois non paramétriques dites de "wieillissement" ou de "survie",
plutot que les lois paramétriques usuelles telles que la loi Exponentielle, Normale, ...

Les lois non paramétriques de survie n’ont pas pas une distribution ayant une certaine al-
lure, mais regroupent des familles de distributions ayant en commun une certaine propriété
qualitative.

Le concept de vieillissement a une importance vitale dans la théorie de fiabilité, diffé-

rentes notions de vieillissement telles que IFR, IFRA, NBU, DM RL,..., peuvent décrire
la durée de vie d’un systéme ou composant.
Dans beaucoup de situations en théorie de fiabilité, le temps n’est pas le meilleur scalaire
pour décrire la durée de vie ou plus précisément la fiabilité, mais comme dans le cas discret
on est confronté a des situations ou la durée de vie du produit peut étre décrite par une
variable aléatoire entiére non négative.

Autant d’exemples de la vie quotidienne qui montre ’application des distributions non
paramétriques de la théorie de fiabilité dans leurs versions discrétes, comme par exemple :

e La durée de vie d'un briquet a gaz est mesurée par le nombre de flammes produites,

e La durée de vie d'un commutateur (switch) est mesurée par le nombre de fois ot I'on
a mis en oeuvre,

e La durée de vie d’'un moteur est mesurée par le nombre de rotations complétes,

e Une piéce d'un équipement fonctionne dans des cycles et les observations sont le
nombre de cycles achevés avec succés avant la défaillance,

e Un dispositif est controlé une seule fois par période et I’observation est donc le nombre
de périodes parachevé avant la défaillance du dispositif.

Dans ce mémoire, nous nous sommes fixés comme objectif de présenter une classifica-
tion des lois non paramétriques dans leurs versions discrétes, de démontrer les relations
d’inclusion possibles entre les classes et leurs conservation par les opérations de fiabilité.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre contient un rappel des notions fondamentales de la théorie de proba-
bilités et une présentation des modéles de distributions discrétes utilisés en fiabilité.



Le deuxiéme chapitre est entiérement consacré a la description des classes de distri-
butions non paramétriques discrétes en termes du taux de défaillance, de la distribution
d’équilibre. Une grande partie de ce chapitre est réservée a la comparaison des lois non
paramétriques avec la loi Géométrique composée.

On introduisons ainsi, les relations d’inclusions existant entre ces classes, et enfin nous
proposons une classification de ces lois non paramétriques.

Dans le troisiéme et dernier chapitre, nous discuterons la conservation des classes de
distributions non paramétriques, nous donnerons les principaux théorémes de conservation
connus de ces lois par rapport aux principales opérations de fiabilité : convolution et mé-
lange.



Chapitre I

Outils probabiliste et concepts de fiabilité



Chapitre 1

Outils probabiliste et concepts de
fiabilité

1.1 Introduction :

La notion de vieillissement joue un rdle important dans la théorie de la fiabilité, ainsi
que la classification des distributions de survie pour objectif d’'une modélisation stochas-
tique, une analyse de fiabilité des composantes et systémes, et d’autres domaines liés.

La fiabilité d’un systéme est la probabilité qu’il fonctionne sans défaillance pendant une
durée donnée et dans un environnement spécifié, donc, un systéme est fiable lorsque la pro-
babilité de remplir sa mission sur une durée donnée correspond & celle spécifiée au cahier
des charges.

Ce chapitre introductif contient un rappel de quelques notions fondamentales en proba-
bilités, afin de pouvoir traité mathématiquement le concept de la fiabilité, nous présentons
les principales lois de probabilités les plus usuelles, nous définissons le processus stochas-
tique et nous décrivons ainsi, les opérations de la fiabilité.

1.2 Lois classiques :

1.2.1 La loi Binomiale négative :

C’est la loi d’une variable aléatoire discréte représentant le nombre d’échecs avant 1'ob-
tention du nombre donnée n de succées dans des épreuves répétées ou dans des tirages avec
remise (dite aussi loi de Polya).

Deux parameétres réels n € N* et p (0 < p < 1), dont n représente le nombre de succés
attendus et la probabilité d’avoir un succeés est p et un échec ¢ =1 — p.



Soit N la variable aléatoire de loi binomiale négative de paramétres n et p, a valeurs
dans N, sa loi de probabilité est donnée par :

P(N — /{3) — n—l—k—lpnqk

n—1

ses caractéristiques sont :
o E(N) =nq/p;
e Var(N) = nq/p*.

1.2.2 La loi Géométrique :

La loi géométrique est la loi du nombre d’essais nécessaires pour faire apparaitre un
événement de probabilité p, autrement dit, c’est la loi d’'une variable aléatoire discréte
représentant le temps d’attente du premier succés dans des épreuves répétées, ou dans des
tirages avec remise.

Soit T' la variable géométrique de parametre p; & valeurs dans N*| sa loi de probabilité

est donnée par :
P(T = k) = pg*™!

ses valeurs caractéristiques sont :
o E(T) =1/p;
o Var(T) = q/p*.

1.2.3 La loi de Poisson :

Une variable aléatoire N est de loi de Poisson de paramétre A > 0, notée P(A), si et
seulement si elle est & valeurs dans N et sa densité de probabilité est donnée par;

)\n

n!

VneN, P(N =n)=-exp(—A)

Par convention, une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre 0 est nulle avec
probabilité 1.

L’espérance et la variance de la loi P(\) sont respectivement :



e Var(N) = \.

On dit que la loi de Poisson est la loi des événements rares : loi du nombre de fois
ou un événement de probabilité trés faible se produit au cours d’un trés grand nombre
d’expériences identiques et indépendantes. Une défaillance étant en général un événement
rare, la loi de poisson joue un role important en fiabilité.

Si Ni,...,N, sont n variables aléatoires indépendantes et de méme loi P(\), alors
Sor N; est de loi P(nA).

1.3 Notions générales :

1.3.1 Fonction totalement monotone :

Soit f une fonction n fois dérivable.

La monotonie totale (on dit aussi complétement monotone) d’une fonction f signifie que
la relation :

nd"

(=1) T (t) >0

est vérifiée pour tout n > 0, t > 0.

1.3.2 Fonction génératrice :

Soit N une variable aléatoire a valeurs entiéres non négatives. La fonction génératrice
de N est alors définie par :

P(z)=E(Y) = Zpkzk, |z| < 29
k=0
ou

p=P(N=k) (k=0,1,2,..)

et zo est le rayon de convergence de P(z).

Les fonctions génératrices constitueront un outil efficace pour I’étude des processus sto-
chastiques a valeurs discrétes. En effet, il sera souvent plus facile de déterminer la fonction
génératrice d'une distribution de probabilité inconnue que de calculer la distribution elle-
méme.



Nous décrivons les fonctions génératrices de quelques distributions les plus utilisées :

e Distribution Binomiale :

f(2) =0 CipE(1 —p)" 2k = (zp+ 1 —p)"

d’apreés la formule du binome.

e Distribution Géométrique :

f(z) =301 = p)fipzt = p/[1 — (1 - p)z]
e Distribution Poisson :
f(z) = zozo /\k_’!“ef)\zk — oA — A=)

1.3.3 Fonction Convexe (concave) :

Définition

Un sous ensemble A de R™ est dit conveze si z,y € A implique ax + (1 —a)y € A pour
tout o € [0, 1].
Définition

Une fonction ¢ a valeurs réelles définie sur un sous ensemble convere A de R™ est dite
conveze si,

plax+ (1 —a)y) < ad(z) + (1 —a)p(y)
pour tout z,y € A et tout a € [0, 1].

Si I'inégalité est inversée, alors, ¢ est dite concave.

En d’autres termes, une fonction ¢ est concave si et seulement si —¢ est conveze.
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1.3.4 Distribution de mélange :

On appelle mélange de distributions une loi de probabilité d’une variable aléatoire X,
de densité,

fz) = Zpifm

ol f;(z) est la densité d’une loi discréte (Géométrique, Poisson, ...) et > °  p; = 1,
pi > 0.

X a pour densité f;(x) avec une probabilité p;.

1.3.5 Produit de convolution :

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes non négatives de fonction de
répartition F'x et Fy respectivement.

Alors, la fonction de répartition de la somme S = X + Y est donnée par le produit de
convolution de leurs fonctions de répartitions individuelles Fy et Fy défini par :

Fx * Fy(y) =Y Fy(y — ) fx(x)
et
fx x fy(y) = Z fr(y — ) fx(x)

avec fx(x) > 0.

1.4 Processus stochastique :

1.4.1 Définition :

On dit qu’on a affaire & un probléme stochastique, lorsque le hasard entre en jeu.

Un processus stochastique {X;,t € T'} est une collection de variables aléatoires indexées
par un paramétre dans R™ ou N est définies sur un méme espace de probabilité (€2, Q, P).

Le parameétre t est généralement interprété comme le temps et appartient & un ensemble
ordonné T'. Si T est a valeurs discrétes on parle de processus a temps discret ; si ’ensemble

11



des valeurs de T est continu, on parle de processus a temps continu.

La variable X; représente 1’état du processus au temps t et I’ensemble de toutes les
valeurs possibles pour cette variable est appelé I'espace des états du processus.

Tout événement élémentaire w € ) définit une affectation de valeurs a la variable d’état
X; = X;(w)pour tout t € T. Ces valeurs représentent une évolution particuliére du systéme
appelée trajectoire ou réalisation.

Voici quelques exemples de phénoménes physiques susceptibles d’étre modélisés par des
processus stochastiques :

e Le nombre de défaillances se produisant par jour dans un systéme technique;
e Le nombre d’appels arrivant dans un central téléphonique;

e e nombre de clients dans une file d’attente & un instant donné t.

1.4.2 Propriété Absence de mémoire :

Lorsque I'on considére un phénomeéne (ou un processus) dont 1’échéance est aléatoire
dans le temps, on représente alors cette échéance par une variable aléatoire 1" positive, qui
peut aussi étre vue comme la durée de vie du phénomeéne en question. Aussi, T peut étre
la durée de fonctionnement d’un appareil, le délai entre deux arrivées a un guichet par
exemple.

Le phénomeéne est dit sans mémoire ( ou sans vieillissement) si :

Ve >0, P(X>z+t/X>t)=P(X >x)

ce qui signifie en termes de survie que la probabilité conditionnelle que I’'on a d’observer
un composant ou un systéme qui meurt dans 'intervalle de temps [t, ¢ + z] ne dépend pas
de la valeur t.En d’autres termes, savoir que le composant / systéme est en vie a l'instant
t n’apporte aucune information additionnelle sur la date de son échéance future.

Les deux seules lois de probabilité jouissant de cette propriété importante sont les lois
Géométrique (cas discret) et I’Exponentielle (cas continu).

1.4.3 Temps d’arrét :

Une variable aléatoire T : Q — NU{oc} est un temps d’arrét par rapport a une filtration

(Sn)nzo Si7
VneN, {T =n}e€F,,

12



ou bien, si,

vneN, {T <n}€ 3,

e Une filtration est une suite croissante de tribus (§)n>0, ¢’est-a-dire §, C Fni1,n €
N.

Interprétation

Supposons que T représente le numéro de la partie apres laquelle un joueur décide
d’arréter de jouer : T' est donc un temps d’arrét si et seulement si la décision d’arréter est
prise en fonction des résultats des parties déja jouées au moment de 'arrét, autrement dit,
si la décision d’arrét ne tient pas compte des résultats des parties futures.

Nous introduisons maintenant les mesures essentielles de fiabilité comme la fonction de
survie (fiabilité) et la fonction de taux de défaillance pour les principales lois de probabilité
usuelles, notamment la loi Géométrique et la loi de Weibull.

1.5 Autres Lois classiques de fiabilité :

1.5.1 Distribution Géométrique :

ep, =p(l—p)", n>0,0<p<1 est une constante.
ea,=(1—p"
e h, =Dp.

1.5.2 Distribution Binomial négative :

opn:("+k—1)p”(1—p)”,/fZO,n>O,0<p<1.

n—1

1 1 E o (nti-1\ o _
.H:1+(2+k*1)paqk |:1_Zi:0(i+ )p Q]7Q—1—p-

1.5.3 Distribution Weibull discréte de type I :

e, =¢" V" —¢g"" n>1,0<qg<]1.

® a4, =(¢q

13



o hy =1 — g

1.5.4 Distribution Weibull discréte de type II :

epn =) IS L= () 1<n<m.
o a, =T [1= ()],

o by = (L)1 1<n<m.

1.5.5 Distribution Weibull discréte de type III :

°p, = (1 — e_c(k“)a) e*cZ?ZOja, k=0,1,2,...,¢>0, —00 < a < 0.
®a, = e_cz.?:olja.

o h, =1—¢cntD)?

1.5.6 Distribution S :

Cette distribution est utile dans la modélisation de la durée de vie d’un systéme tel que
pour chaque demande, un choc peut s’introduire avec une probabilité p. Soit 7 la proba-
bilité que le systéme fonctionne pendant les premiéres demandes sachant qu’un choc s’est
introduit.

ep=pl—m)[[[51-p+7),n>1,0<p<1,0<7 <1,
o a, =[[j_,(1 —p+pr).

e h, =p(l—7").
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1.5.7 Distribution Exponentielle-géométrique :

e, =a" ltexp {M} —a”exp {w}, n=12,..
oul0<a<1,8>0,(1—a)+5>0.
®a, =a"exp {w}
e h,=1—aexp{—pF(n—1)}
Notations :
xD — IFR (DFR) : Discrete Increasing (Decreasing) Failure Rate;
xD — IFRA (DFRA) : Discrete Increasing (Decreasing) Failure Rate in Average;
xD — NBU (NWU) : Discrete New Better (worse) than Used ;
xD — NBUE (NWUE) : Discrete New Better (worse) than Used in Expectation ;

xD — HNBUE (HNWUE) : Discrete Harmonic New Better (worse) than Used in
Expectation ;

xD — IMRL (DMRL) : Discrete Increasing (Decreasing) Mean residual lifetime ;
xD — C'M : Discrete Complétement Monotone ;

xD — C'G : Discrete Géométrique Composée ;

xD — LCV X (LCAV) : Discrete Log-Convexe (Log-Concave) ;

xDS — IFR (DFR) : Discrete Strongly Increasing (Decreasing) Failure Rate ;

xDW — NBU (DS — NWU) : Discrete Weakly (Strongly) New Better (worse) than
Used ;

15



Chapitre II

Classification des distributions non paramétriques
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Chapitre 2

Classification des distributions non
paramétriques

Les Distributions de probabilités dites non paramétriques (I FR, I[FRA, NBU, IMRL,
...) ainsi que leurs duales (DFR, DFRA, NWU, DMRL, ...) sont intéressantes au sens
ou elles permettent de fournir des évaluations, des performances,... pour une large classe
de lois difficilement <<identifiables>>, ou lorsqu’une certaine incertitude subsiste de la part
du décideur.

Elles sont actuellement largement utilisées dans divers domaines des probabilités et
statistiques (assurances, finances, fiabilité, statistique médicale, informatique,...).

Le but de ce chapitre est de fournir une classification systématique des lois non para-
métriques mais dans leurs version discreéte.

Une grande partie de ce chapitre est consacrée a 1’étude des relations pouvant existées
entre les différentes classes de la fiabilité discréte et leurs applications a la distribution

discréte géométrique composée (D — CG).

Avant d’entamer le cas discret, nous considérons d’abord le cas des distributions conti-
nues.

2.1 Distributions non paramétriques continues :

Nous introduisons les concepts de base de vieillissement dans le temps continu.

Dans ce cas, on s’intéresse a étudier la durée de bon fonctionnement (ou durée de vie)
de I’élément ou du systéme.

Soit T" une variable aléatoire représentant la durée de vie avec une distribution continue

17



sur RT.

La fiabilité (ou fonction de survie), le taux de défaillance, la fiabilité résiduelle et la
fonction de taux de défaillance cumulée sont définies respectivement comme suit :

oVt >0, R(t) = P[T > {]

oVt >0, A(t) = limg o Pl < T <t +dt/T > t] = — 33

o VE>0,Vs>0, R(s/t)=P[T>t+s/T>1 ==l

o Vit >0, A(t) = [y Mu)du = —InR(t)

Nous présentons dans le paragraphe suivant les définitions des classes de fiabilité dans
le cas continu :

2.1.1 Increasing Failure Rate (/FR) :

Une durée de vie T' de fiabilité R est dite /F'R (ou a taux de défaillance croissant) si
elle vérifie I'une des propriétés équivalentes suivantes ol R est strictement positive :

e \() est une fonction croissante ;
e [0og(R(t)) est une fonction concave de t;
e Vs >0, R(s/t) est une fonction décroissante en t;

e Pour tous réels positifs sq, $9, 11, t2(€ RT), tels que s; < s5 et t; < ty; le déterminant
detR(s; —t;) > 0 pour i,j=1,2.

2.1.2 Increasing Failure Rate in Average (/FRA) :

Une durée de vie T est dite I FFRA (ou Taux de défaillance croissant en moyenne), si et
seulement si elle vérifie 'une des propriétés équivalentes suivantes :

e [R(t)]'/* est une fonction décroissante ;

A

e —~ est une fonction croissante;

L’équivalence entre ces deux propriétés est évidente puisque A(t) = —log[R(t)].
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2.1.3 New Better than Used (NBU) :

Une durée de vie T est dite NBU (ou Nouveau meilleur que 'usagé),si et seulement si
I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

e R(s/t) < R(s),Vs > 0,Vt > 0;
o A(t+s) > A(t) + A(s), vt > 0,Vs > 0;
L’équivalence entre ces deux propriétés est évidente le fait que A(t) = —log[R(t)].

Les définitions des classes de distributions duales sont obtenues a partir de celles don-
nées précédemment en inversant les inégalités.

La relation d’inclusion suivante montre le lien entre ces différentes classes de distribu-
tions non paramétriques continues :

IFR= IFRA= NBU

Mémes résultats sont valides pour décrire le dual des notions de vieillissements négatives

DFR, DFRA, NWU.

DFR = DFRA = NWU
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2.2 Distributions non paramétriques discrétes :

2.2.1 Idée générale :

Différentes classes de distributions de vie discrétes sont définies en paralléle aux classes
de distributions continues.

Similaire au cas des distributions continues, les distributions discrétes peuvent aussi étre
classifiées selon leurs propriétés des taux de défaillance, la durée de vie moyenne résiduelle
et les fonctions de survie. Cependant, certains concepts de classification utilisés dans le cas
continu, ne peuvent pas étre utilisés directement dans I'analyse de fiabilité discréte, pour
cela, ces concepts ont été modifiés convenablement pour pouvoir définir les classes discrétes .

Les distributions discrétes sont utilisées en fiabilité ou les mesures des durées de vie
sont obtenues dans le temps discret, le cas par exemple, ol un équipement fonctionne & la
demande et ’événement observé consiste & donner le nombre de demandes satisfaites avant
la défaillance.

Le but est donc d’évaluer la probabilité de bon fonctionnement d’un élément ou d’un
systéme.
Par conséquent, étudier la fiabilité revient a étudier une variable aléatoire positive repré-

sentant la durée de bon fonctionnement.

Soit N une variable aléatoire de comptage non négative a valeurs dans N, avec une
fonction de probabilité :

Et la fonction de répartition correspondante de N est donnée par :

F(n)=P(N <n) ZZPZ-

pour tout n € N.

4 Avec une fonction génératrice définie dans le chapitre L.
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4 Notons la fonction de survie de N par :

= F(n) = P(N > n) Zpk

k=n+1
La fonction génératrice correspond a la fonction de survie est donnée par :

. 1-P
:Zanz":—l (Z>, ’Z‘ < 2
n=0

-z
En outre, pour tout n = —1, =2, ..., nous avons : P(n) =0, F(n) =0 et a, = 1.

La distribution d’une variable aléatoire de comptage est appelée une distribution
discréte.

En particulier, si P(0) = P(N = 0) = 0, ou la variable aléatoire de comptage N a
valeurs dans N, = {1,2, ...}, on dit que la distribution discréte est zéro-tronquée.

2.3 Caractérisation des distributions non paramétriques
en terme de leurs fonctions du taux de défaillance :

Nous introduisons une premiére classification des lois non paramétriques discrétes de
survie examinée par Dilip Roy et R.P.Gupta (1992) basée sur la fonction du taux de dé-
faillance.

2.3.1 Laclasse D —IFR (D — DFR) :

Soit IV une variable aléatoire discréte non négative a valeurs dans N, avec une fonction
de probabilité p,, n = 0,1, ...,k ol

k= Max{n/p, >0}, K ={0,1, ...k}

La fonction de survie, a,, et la fonction du taux de défaillance, h,,, sont définies respec-
tivement par :

a, =P(N >n), nekK. (1.1)

hp = pn/an, né€K. (1.2)
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Nous avons :

D’ou la relation :

Up41 = an(l - hn)

Utilisant cette relation, nous avons la fonction de survie suivante déterminée en terme
de h,, :

CLOZP[NZO]:L
alzao(l—ho)zl—ho,

a9 = (11(1 — hl) = (1 — ho)(l — hl),

ap = (1-]10)(1—}1”,1), n > 1.

D’ou,
ag = 1

an = (1= ho)er(l = hyy), n>1. (1.3)

De plus, 0 < h,, <1 et dans le cas ou k et fini la limite supérieure est toujours atteint
au point n = k.

C’est un point important & entretenir en définissant les classes de distribution de survie
discréte oul la notion de vieillissement est basée sur la propriété de la fonction de taux de
défaillance. En effet, on ne peut pas observé la monotonie dans h,, en entier sauf si h,, est

croissant en n ou si k est infini. Donc, on doit exclure le cas ou k est fini pour définir les
classes de distribution discréte D — IFR et D — DFR.
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Définition 2.1 :

La fonction de probabilité p, appartient a la classe de distribution de survie D — I FR
(D — DFR) si la fonction de taux de défaillance h,, est croissante (décroissante) en n pour
tout n € K — {k}.

Le résultat suivant fournit une définition équivalente pour la classe D—IFR (D—DFR).

Proposition 1 : [17]

Une distribution discréte avec une fonction de survie a,, appartient a la classe D — I F'R
(D — DFR) si et seulement si :

anJrs

lenn (T enn) (1.4)
Pour tout s > 0 fixé tel quen € K — {k} et n+s e K.

Preuve

Utilisant (1.3), on peut écrire :

s Jan = {1 — s M1 = hpssa}o{1 — Iy} (1.5)

Selon la définition de D — I F'R fondée, chaque terme & droite de ’équation (1.5) est
décroissant en n, donc, {a,s/a,} lenn, pour tout s > 0 fixé tel quen € K—{k},n+s € K.

Si on prend s = 1 dans (1.4), on aura :

{1—"h,} | enn, pourne K —{k}

La preuve est similaire pour le cas de la classe D — DF'R.

Définition 2.2 :

Soit Z = {...,—1,0, 1, ...}, et une fonction non négative f(x,y) définie sur Z x Z appelée
TP,enxety,si:

fl@r, ) f(w2,y2) > f1,92) f (22, 11)
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pour tout z; < 22 et y; < ys.

Une fonction non négative g(x) définie sur Z est dite PF, en x si g(z — y) est TP, en
x et y.

Une conséquence du résultat précédent est la caractérisation de la classe D — [ F'R par
la condition :

An+s > Am+s (16)

an A,
m>n>0,s>0,tel queme K—{k}, m+se K. (Voir [17])
On peut écrire 'inégalité (1.6) comme :

Ap4-sQm Z QG+ (17)

car les fonctions a, et a,, sont positives dans K — {k}. De plus I'inégalité (1.7) peut
étre exprimée comme :

Apts an > O

am—l—s A,

Ce qui implique que la classe D — [ F'R peut étre caractérisée par la propriété de la
fonction de survie PFy (Polya Frequency Function d’ordre 2)sur I’ensemble K.

Une condition suffisante pour que la fonction de survie soit du type PF5 est la propriété
de la fonction de probabilité PFy, car,

pn+s Pn

» » >0 pour m>n>0,s>1meK—{k},m+seK
m-+s m

pnest PFy, = ‘

= Ppasln — QpasPn >0 car ap > apes >0 et n+s<k
= hpys —hy >0 avec h, =b

< p, appartient a la classe D — [FR

& a, est une PF,. O
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D’ot, une fonction PF5 proprement normalisée sur ’ensemble K, peut étre considérée
comme un modeéle de probabilité pour la classe D — I F'R.

Une autre condition suffisante pour qu'une fonction de probabilité soit D — [ F'R est le
comportement de la monotonie croissante avec ’age. D’autre part, une fonction de proba-
bilité appartenant a la classe D — DF'R est nécessairement décroissante avec 1’age.

Dans le cas continu, la loi exponentielle est unique pour les deux classes [ FR et DFR
en vue de la constance de la fonction de taux de défaillance.

Dans le cas discret, nous obtenons de cette caractérisation une distribution géométrique.

Cependant, la constance de la fonction de taux de défaillance assure la loi géométrique pour
la variable sous-jacente. (Voir référence [17])

Proposition 2 : [17]

Une fonction de probabilité p, appartient aux classes D — IFR et D — DFR si et
seulement si :

[ (1=¢)" n=0,1,...,k—1

ou ¢ un parameétre arbitraire a valeurs entre 0 et 1.
Preuve
Selon (1.8),

an=01=c)"c+ (1 —c)" e+ ..+ (1= e+(1—c)
qui se simplifie & a,, = (1 — ¢)" pour n € K.Donc h,, = ¢ pour n € K — {k}

Doup,est D—IFRet D— DFR.

Pour démontrer 'inverse, soit p, appartient a la classe D — IFR et D — DFR. Alors
h, doit étre croissante et décroissante en n, pour n € K — {k}. Ceci implique que h,, est
une constante, ¢, pour tout n € K — {k}.

Donc,
po = ho, p1="hia =c(l1—c),

py = hgay = c[l —c—c(1 —c)] = ¢(1 —¢)?,
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pra = (1 — o)
et

e Zp "'{1—<1—c>} oo
Notons que (1.8) décrive une distribution Géométrique o k est infini. U

Dans beaucoup de situations pratique, il y a un effet significatif de ’age du composant
sur sa capacité fonctionnelle a cause d’'un cumul de choc de nature environmental.

Un modéle stochastique approprié pour la classe D — I F'R ne peut pas décrire mathéma-
tiquement la fiabilité pour un temps de mission donné.

D’autres part, la loi Géométrique ou une distribution de type (1.8) admet la forme
analytique pour la valeur de fiabilité et de la nous devrons essayer de fournir des limites
de fiabilité pour la classe de distribution de survie D — I F'R basée sur la fonction (1.8) ou
une loi géométrique. Le résultat suivant aura tant d’utilisation a cet effet.

Proposition 3 : [17]

Si a,, est la fonction de survie d'une distribution de vie appartenant a la classe D — I F'R,
alors pour 0 < ¢ < 1,

D(n)=a,—¢", n=1,2, .. (1.9)
change de signe au plus une fois.

Preuve
Nous écrivons p = 1 — ¢, nous avons trois possibilités :

ho < p, hg =p et hg > p.

Si hg < p, alors a; =1 — hy > ¢. D’ou D(1) > 0.

De plus, a, étant D — [FR, hy > hy_1 > ... > hg <p
Par conséquent, 1 — hy <1 —hp_1 <...<1—hyg>q.
Nous écrivons a, = {1 — ho}...{1 — h,_1}
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Notons qu’il existe un entier ng tel que,

D(n) > 0pourn=1,..,ng

D(n) < 0 pour n = ngy + 1.
Par conséquent,

(ng+2 = Gng+1(1 — Ping11)
< q™tlq

— qn0+2

ou, D(n) <0 pour n =ng+ 2
Répétant le méme argument, nous avons D(n) < 0 pour tout n = ng + 1, ny + 2.

Alors, s’il y a un changement de signe il est du positif au négatif et il ne peut plus y avoir
de changement.S’il n’existe pas un ny € K, I'égalité (1.9) est négative pour n = k + 1, ...

Sihg >p,1—h, <gq pourtout n € K .Donc, a, < ¢" ou D(n) < 0 pour tout
n = 0,1, ... par conséquent, il n’existe aucun changement de signe. |

Il est intéressant de noter que dans le temps discret, le taux de défaillance est inférieur
ou égal a 1, tandis que dans le temps continu, il n’est pas borné.

2.3.2 Laclasse D — I[FRA (D — DFRA) :

Dans le cas continu, afin d’introduire la notion de vieillissement basée sur le taux de
défaillance en moyenne (Failure Rate Average), une classe de distribution de survie devrait
avoir une propriété de conservation (closure property) par un systéme cohérent.

Pour un systéme de deux composants en paralléle indépendants de loi exponentielle
mais qu’ils ne sont pas nécessairement identiques, il est connu que la propriété de conser-
vation de la classe I F'R ne se tient pas pour un systéme cohérent.

Une formulation analogue peut étre faite dans le cas discret, en disposant d’un systéme
de deux composants en paralléle indépendants de loi géométrique. Le taux de défaillance
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du systéme peut étre exprimé comme :

b — G —q)+ &1 —q) — (1g2)' (1 — q1q2)
, =
qi + ¢5 — (1q2)!

ounl<g<1l,i1=12 ;t=0,1,... .
Une détermination de la fonction h; pour différents choix des paramétres q; et ¢o montre
la non monotonie de taux de défaillance h;.

Donc dans le cas discret, nous avons la méme motivation pour présenter la notion de
vieillissement basée sur le taux de défaillance des mesures cumulées. Dans le cas continu,
lorsque la fonction de taux de défaillance h,, existe, le taux de défaillance en moyenne A(n)
est défini par :

A(n) = = [ hydt (2.1)
équivalent a,
A(n) = +log {i} (2.2)

Ainsi, sous l'existence de h, nous avons l'identité des formules (2.1) et (2.2) et par
conséquent, dans le cas ou h,, n’est pas défini, ’équation (2.2) peut étre utilisée pour défi-
nir la classe de distribution de survie basée sur F'RA.

Dans le cas discret, ces deux équations ne sont pas identiques. (Voir référence [17])

Nous avons :

A(n) = £3 05 hi on>1 (2.3)
et

M(n):%log{i}zizgollogl%m, n>1 (2.4)
car, nous avons : a, = [[1—, (1 — h;)
Nous observons que :

M(n) = 137" Mog{l — h;} > 13 h,} = A(n).
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Donc, pour définir les classes de distribution discréte D — I[FRA et D — DF RA, nous
avons deux grandeurs alternative pour le taux de défaillance cumulé. .

La premiére grandeur est comme donnée par 1’'équation (2.3). Cependant, la seconde est
la plus répondue en traitement mathématique. Pour donner une interprétation significative
de I’équation (2.4), nous définissons le taux de défaillance de second ordre (SRF') comme :

h = log {#} (2.5)

Puisque h,, est croissante (décroissante) en n, h’ 'est aussi, et par conséquent, la classe
D — IFR (D — DFR) définie en terme de h,, précédemment pourrait étre définie ainsi en
termes de h.

Nous présentons ici, une classification des distributions discréte de survie proposée par
Dilip Roy et R.P. Gupta [17]| basée sur le taux de défaillance de second ordre.

Définition 2.3

La fonction de probabilité p, appartient & la classe de distribution discréte de survie
D —IFRA, (D— DFRA,) si le taux de défaillance moyen du second ordre (Mean Second
Rate of Failure) M (n) est croissante (décroissante) en n pour tout n € K — {0}.

Cette classe D — [ FFRA; appelée aussi Star-Shaped Log Survival Function (SSLSF).

Définition 2.4

La fonction de probabilité p, appartient a la classe de distribution discréte de survie
D — IFRA; (D — DFRA,) si le taux de défaillance en moyenne (Failure Rate Average)
A(n) est croissante (décroissante) en n pour tout n € K — {0}.

Le résultat suivant fournit une définition équivalente pour les deux classes définies ci-
dessus.

Proposition 4 : [17]

Une distribution discréte est D — I[FRA; (D — DFRA,) si et seulement si
M(n) < (>)h;, pour tout n € K —{0,k} et est D—IFRAs (D— DFRA,) si et seulement
si A(n) < (>)hy, pour tout n € K — {0, k}.
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Preuve : Pour tout n € K — {0, k}
pn € D—IFRA, (D — DFRA,) < AM(n) > (<) 0
© o i hi > (S)M(n)
& M) + ] > (<) M(n)
& nM(n)+ h), > (<) (n+1)M(n)
& hy, = (<) M(n)

De méme, Pour tout n € K — {0, k}
pn € D—IFRAy; (D — DFRAy) < AA(n) > (<) 0
&Yk 2 (D)AMm)

n+1 —

< hy, > (<) A(n). O

Proposition 5 : [17]

Si une distribution discréte est D — IFR (D — DFR) alors elle est D — [FRA,;
(D — DFRA,) et D — IFRA; (D — DFRA,).

Preuve

Si une distribution discréte est D — [ F'R, alors,
ho <..<h,1<h, (2.6)

et
hg <...<hy_, <h; (2.7)
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A partir de I’équation (2.6), nous obtenons :

An) =30 hi < 5000 ha = ha (2.8)
et de I’équation (2.7), nous obtenons :

Mn)= LY h < LS h =k 29)

D’ou, a partir de la proposition (4), les inégalités (2.8) et (2.9) nous assurons les pro-
priétés des classes D — [FRA; et D — IFRA,. O

Proposition 6 : [17]

Pour une série de r composants indépendants avec un taux de défaillance de second
ordre h}, i =1,2,...,r, le taux de défaillance de second ordre pour un systéme en série est

T *
>t Iy
Preuve

Soit N; la durée de vie du iéme composant avec une fonction de survie a;, 1 = 1, 2.

Alors la durée de vie z du systéme en série est Min(Ny, Ny) avec une fonction de survie
a, = aias. Ainsi,

h, = —8¢%

=1—{1—h}{l - hy}
et par conséquent,
h% = hi + hj.
Ce résultat montre que si chaque composant du systéme en série est D — [FR (D —

DFR), alors le systéme est aussi D — IFR (D — DFR), et son taux de défaillance du
second ordre est donné par ., h;. 0

En terme de taux de défaillance de second ordre, la fonction de survie peut étre expri-
mée comme :

31



-1
Ay = e_z?:o hy

(2.10)

Cette expression est analogue a la fonction de survie correspondant aux classes de
distribution continue. De plus, nous pouvons définir la fonction de taux de défaillance
cumulé H,, = —loga, en termes de taux de défaillance cumulé de second ordre.

Proposition 7 : [17]

Si une distribution discréte est D — IFRA; alors, elle est nécessairement D — [FRA,
mais l'inverse n’est pas vrai. De méme, si une distribution discréte est D — DF RA, alors,
elle est nécessairement D — DF RA; mais l'inverse n’est pas vrai.

Preuve

Puisque une moyenne arithmétique est plus grande qu’une moyenne géométrique, nous
avons :

=

N a2 [ﬂ{l—hi}]n

i=0
A partir de (2.3), (1.3) et (2.10), nous obtenons :
1-A(n) > [a)]r = e M®

Si une distribution est D — I FFRA;, alors, nous avons a partir de la proposition 4 :

D —IFRA, < M(n) < hf  pourtout n € K —{0,k}
e Mn) > ohn — 1 _p,
=1—-A(n)> MW > 1-h,
< A(n) < hy,
< D —IFRA,

L’inverse n’est pas vrai.
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Si de plus, une distribution est D — DF' RA,, nous avons a partir de la proposition (4) :

D — DFRA; < A(n) > h,  pourtout n € K —{0,k}
< 1—-An) < 1—h,
= e M) < 14,
& M(n) > —log{l —h,} = h}
< D — DFRA,

L’inverse n’est pas vrai. [l

Proposition 8 : [17]

Une fonction de probabilité p, appartient aux classes D — [FRA; et D — DFRA;
(D—IFRAy et D— DFRAS,) si et seulement si elle admet la forme (1.8) de la proposition

(2).
Preuve

Si p, appartient aux classes D — [FRA; et D — DF RA,, alors, M(n) est une constante
pour tout n € K — {0}. Donc, h} et par conséquent, h, est une constante pour tout
ne K —{k}.

Pour le reste de la démonstration, voir la preuve de la proposition (2).

De méme, nous démontrons les hypothéses D — IFRAs et D — DFRA,.

D’ot, nous obtenons les relations d’inclusion des classes de distribution de survie éta-
blies dans cette section :

D—-IFR=D—-1FRA,
D—-IFR= D —-IFRA,

D —-IFRA, = D —1FRA,
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Idem, pour les relations d’inclusion des classes duales (D — DFR et D — DFRA).

D—-DFR=D—-DFRA,
D —-DFR= D - DFRA,

D —-DFRA; = D — DFRA,

2.3.3 Laclasse D — NBU :

Il y aici également deux définitions possibles pour la classe de distribution discréte de

survie D — NBU :

e ["est D — NBUL, si et seulement si, Vn € N, Vm € Ny, a,0,n > Gpim;

e Fest D— NBU2, si et seulement si, Vn € Ny, Vm € Ny, Y0 hy < 30 by

avec a, = [[1—,(1 — h;)

Le résultat suivant montre qu’aucune de ses classes n’est inclue dans l'autre.

Proposition 9

D—-NBUl# D—-NBU2 e¢ D—-NBU2+ D—-NBU1

Preuve

Cette proposition a été prouvée par deux contre exemples, proposés par Shaked et al

[voir référence 34].

On considére la fonction de taux de défaillance définie par :

hi =0.5
he = 0.8
hs = 0.8
hy =0.5
hs =0.9
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h63:(l6
hi =099, i=T1,8,...

Pour tout n € N, m € N, nous pouvons vérifier que :

Mais, >0 h; =21>20=35" h. O
D’ou,

D—-NBUl+# D—- NBU2

D’autre part, on considére la fonction de taux de défaillance définie par :

hi =04
he = 0.6
hs = 0.5
hy =0.5

h; =0.99, i=5,6,...

Alors, la propriété D — NBU?2 est vérifiée.
Or, TT_,(1 = hy) = 0.24 < 0.25 = [[1_4(1 — hy).
Donc, D — NBU 1 n’est pas vérifiée. 0
D’ou :
D—-NBU2+ D—- NBU1

2.3.4 Laclasse D — NBUF :

Une variable aléatoire N, de fonction de survie a,,, est dite D — N BU E ou encore neuve
mieux qu’usagée en moyenne (New Better than Used in Expectation)si elle vérifie :

ian < (i an)ag, pourk =0,1,2, ...

n=k n=0
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2.3.5 Laclasse D — HNBUEF :

Soit IV une variable aléatoire strictement positive a valeurs dans N(N* ),

et soit a, = P(N > n) la fonction de survie.

Soient : 1 = Qo > Q1 > Q4 > ... la fonction de survie d’une distribution géométrique,
avec une moyenne 4 finie,

c’est-a-dire,

Les distributions discrétes avec fonction de survie ag > a1 > a9 > ... sont D—HNBUE
si,

i i Qj, pourk >0
j=k j=k

Cela conduit & la définition suivante.

Définition 2.5

Une variable aléatoire N, de fonction de survie a,, est dite D — HN BUFE ou encore
D — NBUE Harmoniquement (Harmonic New Better than Used in Expectation) si elle
vérifie :

= 1
Zan w(l— =) pourk=0,1,2,...
L

n=k

2.3.6 Laclasse D — NBAFR :

Une variable aléatoire N, de fonction de survie a,, est dite D — NBAFR ou encore
neuve mieux qu’'usagée en taux de défaillance moyen (New Better than Used in Average
Failure Rate) si elle vérifie :

ar, < (a)*, pourk =0,1,2,...
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2.3.7 Laclasse D — NBUFR :

Une variable aléatoire N, de fonction de survie a,, est dite D — NBUF R ou encore
neuve mieux qu’usagée en taux de défaillance (New Better than Used in Failure Rate) si
elle vérifie :

ni1 < apay, pourn =20,1,2 ..

Les classes duales D — NWU, D — NWUE, D— HNWUE, D — NWAFR et D —

NWUFR peuvent étre définies en inversant les inégalités dans ces définitions.

Proposition 10 : [1]

D—-IFRA, = D—-NBU1

Preuve

Une variable aléatoire N est dite D — I[FRA; si :

1 1
M(n) = —log {—} est croissante.

n an,

Autrement dit :

(an)% est décroissante en n.
Ainsi, pour que N soit D — NBU, il suffit :

an—l—m S Ay Qo

On suppose que N est D — IFRA;, dans le cas contraire,

Onam > Qpm,

n

> (@)™

— (am)l-i-% — (am>(nj;1m)

(an+m)1/(n+m) > (am)l/m
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Etant donné, n + m > m, cela signifie une contradiction.

car, pour n < m, nNous avons :

1 1
(an)™ > (am)m
Autrement dit, (an)% est croissante en n, d’ot,

D—IFRA, = D - NBU1 U

Proposition 11 : [1]

D—-NBUl=D—-NBUFR

Preuve

Par définition, p, est D — NBU1 si :
Qp+tm S ApnQm

Pour m =1,
Apy1 < Apay

= ppest D — NBUFR L.

Proposition 12 : [1]

D - NBUFR= D - NBAFR

Preuve
Nous avons p,, est D — NBUF'R si,

an < an_101 < (a1)%a,_o < (a1)"

C’est a dire, si,

Qp S (al)n
Ce qui signifie que p,, est D — NBAFR. OJ
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Enfin, nous obtenons une classification des lois non paramétriques discrétes sous forme
de chaine d’implication suivante :

D—-IFR = D-IFRAy, = D—-NBUl =D—-NBUFR =D - NBAFR

Y

D—-IFRA, = D - NBU2
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2.4 Comparaison des distributions non paramétriques
avec la distribution Géométrique composée :

Une distribution discréte analogue a celle de la loi exponentielle en temps continu, est
la distribution Géométrique.

Dans cette partie, nous décrivons les liens existants entre la distribution Géométrique
composée et les différentes classes de lois non paramétriques discrétes, ensuite nous pré-
sentons une classification des classes établies que nous avons pu trouvées dans la littérature.

Nous allons, d’abord, insérer quelques résultats décrivant les propriétés les plus connues
de la distribution Géométrique.

2.4.1 Caractérisation de la distribution Géométrique :

Nous avons vu déja que la distribution Géométrique est caractérisée par la propriété
d’absence de mémoire et la propriété de taux de défaillance constant.

Il existe, cependant, toute une théorie sur la célébre propriété caractérisant la distribu-
tion Géométrique, il s’agit de la propriété d’indépendance.

Beaucoup d’auteurs ont discuté cette propriété caractéristique comme Henrik Cobbers
et Udo Kamps (1998), Barry C. Arnold (1980), R. C. Srivastava (1986), Mynt Zijlstra
(1983), Z. Govindarajulu (1980), Kong-Ming Chong (1977).

Soient X1, X, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées et notons par X;, < X, , < ... < X, , les statistiques d’ordre correspondantes.

Si X suit une distribution Géométrique, c’est-a-dire, P(X; = j) = p(1 — p)?, pour
tout j € N ={0,1,...} et p € (0,1), alors, Xy, et (Xo, — X1, .o, Xpn — Xp—1,,) sont

indépendantes.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant utilisé par Shanbhag
(1977) :

Lemme 1 : Voir Barry C. Arnold |7

Soit {(v,,w,) : n = 0,1,...} une suite de vecteurs avec des composantes réelles non
négatives tel que v,, # 0 pour n > 1 et wy; # 0. Alors :

(o)
Uy = E UntmWn, m=20,1,...
n=0
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si et seulement si, Y~ w,b" =1 et v, = vpb™, n = 1,2, ... pour b > 0.

Caractérisation 1

Soient X7, X, ..., X,,, n > 2, des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées et p; = P[X; =], ¢; = P[X; >i],i1 € Net ¢_; = 1.

Théoréme 1

Soit X7 € N, et m € N un entier, py, Pm+1, Pmt2 >0, et soit ¢; = qé“, pour tout
0<j<m.

Si les événements {X;,, = m + i} et {Xs,, — X1, = j} sont indépendants pour i =
J,7+ 1,7+ 2 et pour tout j € N, alors,

P(X1=7j)=po(1 —po)j
pour tout j € N.

Preuve : Voir référence [27]

Théoréme 2

Soit X1 € N, et m € N un entier, py € (0,1), et soit ¢; = qgﬂ pour tout 0 < 7 < m+1.
Si les événements,

{Xin=i}et {Xo, — X1 =m+1}
sont indépendants pour ¢ = 0, 1, et si,
{Xip=i}et {Xop —Xipn=m+j+2}
sont indépendants pour ¢ = 5,7 + 1,5 + 2, et pour tout j € N, alors,
P(X, =) =po(1 = po)
pour tout j € N.

Preuve : Voir référence [27]
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Caractérisation 2

La caractérisation suivante présentée par Barry C. Arnold (1980) (voir [7]), est décrite
au moyen de la loi conditionnelle.
Théoréme 1

La distribution conditionnelle de (Xji1, — Xkn) sachant (Xji1, — Xi, > 0) est la

méme que la distribution non conditionnelle de X ,,_j pour le couple (k, n), (1 <k < n),
si et seulement si,

pour p € (0,1).

Preuve : Voir référence |7]

Théoréme 2

La variable aléatoire (X5, — Xi,) et I'événement [X;, = 1] sont indépendants et
P(X;=1), P(X; =2) et P(X; > 2) sont strictement positive si et seulement si,

PXi=j)=pl—p)Jtji=12..
pour p € (0,1).

Preuve : Voir référence [7]

Caractérisation 3

La propriété suivante caractérisant la distribution Géométrique en terme de I'indépen-
dance des fonctions des statistiques d’ordres a été introduite par R. C. Srivastava (1986)
(voir [42]).

Soient Xy, ..., X,;;n > 2, n observations indépendantes d’'une variable aléatoire X de
distribution Géométrique avec une probabilité :

pi=p(1—p)i=P  j=a  a+B, a+28
Soient X, < Xy, <..<X,, un échantillon de statistiques d’ordre.

42



Nous écrivons R, = X,,,, — X1, et Z, = Z?:Q(Xj,n — Xin).
Nous allons voir a travers cette caractérisation que :

(i) X1, et R, sont indépendantes ;

(ii) X, et Z, sont indépendantes ;

si et seulement si X; est de distribution Géométrique.

On suppose que a =0 et § = 1.

Soit : p; = P(X = j), j=0, 1,...

Théoréme 1

Soient X7, ..., X,,, des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées a
valeurs dans N7,

Supposons que 0 < p; < 1,7=0,1, et P(X > 1) > 0, alors :

P(Xin=14,R, =j)=P(Xy,, =i)P(R,=7);i=0,1,j=0,1,...

si et seulement si,
pj :p(l _p)j7j - Oa 17"'a0 < p <1
Preuve : Voir référence [42]

Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent, nous admettons le théoréme sui-
vant :

Théoréme 2

si et seulement si la distribution de la variable aléatoire X est une distribution Géomé-
trique.

Preuve : Voir référence [42]
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Théoréme 3
Si G(i) = ¢! pour i = 1,2, ..., alors,

(i) X; et événement {Xjiq , — Xjn > m} sont mutuellement indépendants pour tout
k(1<k<n-—1)ettout m> 1.

(ii) X; et I'événement { Xy, — X, = m} sont mutuellement indépendants pour tout
k(1<k<n-—1)ettout m>1.

Preuve : Voir référence [45]

Caractérisation 4

La caractérisation suivante introduite par Kong-Ming Chong (1977) (référence [29]),
est présentée en terme de la moyenne de la partie positive d’une certaine valeur. Cette
propriété caractéristique est un cas de la propriété d’absence de mémoire.

Théoréme 1

Une variable aléatoire X a valeurs dans N positives, avec une moyenne finie, suit une
distribution Géométrique si et seulement si, pour une constante o > 1,

E[(X —m)T]E[(X —n)"] = aE[(X —m —n)"]

pour tout entier m,n > 0.

Preuve : Voir référence |29

Théoréme 2
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes & valeurs dans l'en-

semble {0, 1,2,...} et supposons que X est non dégénérée en 0, P(Y = 1) > 0 et P(X >
Y) > 0. Alors,

P(X=i)=(1-pp,i=0,12,..

pour p € (0,1) si et seulement si,
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P(X>Y+i)=P(X >Y)P(X >1)
pour ¢ =0,1,2, ...

Preuve : Voir référence [35]
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2.4.2 Distribution Géométrique Composée :

La loi Géométrique Composée présente une grande popularité de point de vue de la
modélisation, car elle surgit naturellement dans des disciplines comme la théorie de fiabi-
lité, théorie de ruine et les files d’attente.

Nous allons exploré plus loin le réle de la loi Géométrique Composée comme une classe
de distribution de fiabilité.

Définition de la distribution Géométrique Composée

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution (p,),>0, est dite discréte

Géomeétrique Composée (D — CG) si la fonction génératrice admet la représentation :
o0 n 1—
P(Z) = anopnz = 1—pr(Z)’ (31)
Oul<p<letQ(z)=>",q,2" est une fonction génératrice.

On écrit, N € D — CG ou simplement N est D — CG.

. 5, . . 1., . . o fe'e)
Pour une commodité d’écriture, nous considérons dans ce qui suit @, = > ;= | G
pour n > 0.

2.4.3 Distribution discréte totalement monotone :

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution (p,),>0, est dite discréte
totalement monotone D — CM si :

(—=)"A"p, >0, n>0, k>0

Apr = pes1 — Pe, A%k = pr, et A" = A(A"1)

On écrit, N € D — CM ou simplement N est D — CM.
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De méme, une Distribution discréte (py,)n>0 est D — C'M si et seulement si (py,)n>0 €st
une mélange de distributions Géométriques, admettant,

pn = [, (1=p)p"dB(p), n=>0. (3.2)
Ot B est une distribution de probabilité sur [0, 1].

On peut citer 'exemple de la loi binomiale négative qui est considérée comme une
distribution discréte totalement monotone, avec :

P =Cr ol 1 —q)%¢", n>0et 0<a<l (3.3)

2.4.4 Distribution discréte Log-Convexe (Log-Concave) :

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution (p,),>0, est dite discréte
log-convexe D — LCV X si :

Pa < Pn-1Pnt1, 1> 1 (3.4)

On écrit, N € D — LCV X ou simplement N est D — LC'V X.

Il est facile de voir a partir de 'inégalité (3.4) que (pn)n>0 est D — LCV X si et seule-
ment si p,11/p, est non décroissante en n pour n > 0.

Si on inverse l'inégalité (3.4), (pn)n>o est dite discréte log-concave D — LCAV.

La classe D — LCV X contient la classe D — CM.

D—-CM=D-LCVX

Le sens de variation de taux de défaillance a une signification majeure puisqu’il indique
I'usure (wear-out) du systéme (/F'R) ou son rodage (burn-in) (DFR).

Il est souvent facile de déterminer la monotonie du taux de défaillance, étant donné son

expression.

Quand ce n’est pas le cas, comme dans le temps continu, il suffit de voir si la distribu-
tion est log-concave ou log-convexe.
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Gupta, Gupta et Tripathi ont proposé des dépositions analogues pour les distributions
discrétes avec p, # 0 et Vn € N* :

Pnt1 ACTO]
o }n>1 est décroissante. Alors, le

e La distribution est log-concave si et seulement si {
taux de défaillance est croissant(/F'R);

Pn+1

e La distribution est log-conveze si et seulement si { "

taux de défaillance est décroissant(DFR);

}n>1 est croissante. Alors, le

p

5i la suite {
est géométrique.

. }n>1 est constante, le taux de défaillance est constant et la distribution

Remarque

Une fonction PF, est aussi appelée une fonction log — concave.
Dans la partie suivante, nous décrivons une classification des distributions discrétes non

paramétriques comparées a la loi Géométrique composée, cette classification est introduite
par Willmot et Cai (2001) (voir [24]).

2.4.5 Distribution D — DFR (D — IFR) :

Une distribution discréte (py,)n>0 d’'une variable aléatoire de comptage N est dite
D — DFR (discrete decreasing failure rate) si :

any1/an, est non décroissant en n pour n > 0.
On notera N € D — DFR ou N est D — DFR.

Et si le rapport, a,;1/a, est non croissant en n pour n > 0, la distribution est dite
D —IFR.

Ou bien,
NeD—IFR (D — DFR),si a, est log — concave (log — convexe) en n € N.
Le taux de défaillance discret peut étre défini comme :

h, =P(N =n/N >n)= -t~ n>0 (3.5)

Pntan’
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Alors,il en résulte que :

Dong, si (pn)n>0 est D — DF R, la suite (h,),>1 est non croissante en n.
Certains auteurs comme Klefsjo (1982), Shanthikumar (1988) ont utilisé cette définition

qui n’implique pas hg. D’autres comme Barlow et Proschan (1965),Rolski et al (1999) ont
appliqué des définitions qui exigent que (h,,),>0 soit croissante pour tout n, y compris n = 0.

Enfin, pour éviter une telle confusion, nous avons la définition suivante.

Définition 2.6

Une distribution discréte (py,)n>0 d'une variable aléatoire de comptage N est dite
DS — DFR (discrete strongly decreasing failure rate) si :
h, est non croissante en n pour n > 0

On note N € DS — DFR ou N est DS — DFR.

Cette classe peut étre définie ainsi, en terme de la fonction de survie.

Définition 2.7

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution est dite DS — I FR, si :

a, = P[N > n] est PF, en n,
ou bien, si le rapport :

An41
Qn

est décroissant en n, pour n > 0.
Et si le rapport est croissant, la distribution est dite DS — DFR.
Une autre définition de cette classe est trouvée dans la littérature est la suivante :

Définition 2.8

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution est dite DS — I[FR (DS —
DFR), si a,_1 est log — concave (log — conveze) en n € N.
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L’égalité (3.6) met en évidence l'inclusion de la classe DS — DF R dans la classe
D — DFR.

Utilisant (3.5) et (3.6), 'inégalité p; < po(1 — po) ou comme a; > a3 sont vérifiées le
fait que hg > hyq,

car,

ho 2 hy & SR > B
< p1(po + ao) < polp1 + ar)
< P1po + Prao < pop1 + Poaa
< P1ag < Pota
< p1 < polai/ap), avec ag = 1
< 1 < Poaa
< p1 < po(1 — hy), par définition

< p1 < po(1 — po), par définition

Cela signifie que si (pn)n>0 est D—DF R et py < po(1—py), alors, (p,)n>0 est DS—DFR.

En outre, il en résulte de (3.5) que :

B R TR B SRR B Draitl | bt e NP0 (3.7)

k=1 pn =0 ppy;
Duquel, il est clair que la classe D — LC'V X est une sous-classe de DS — DF'R.
Car, nous avons par définition, N est D — LC'V X si le rapport ’% est croissant,
de plus, si le taux de défaillance h,, est décroissant, N est DS — DFR.

D’ou, I’équation (3.7) est vérifiée, on peut conclure que :
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D—-LCVX = DS—DFR

Une autre classe de distribution discréte est exposée dans le paragraphe suivant par
Cai et Kalashnikov (2000) (voir [24]), il s’agit de la classe D — NWU.

2.4.6 Distribution D — NWU :
Définition 2.9

Une distribution discréte (p,,)n>0 d'une variable aléatoire de comptage N est dite
D — NWU (discrete new worse than used) si :

Am+n 2 A Qs n Z O

On écrit : N € D — NWU ou simplement N est D — NWU.

Définition 2.10

Une distribution discréte (py,)n>o d'une variable aléatoire de comptage N est dite dis-
crete strongly (weakly) new worse (better) than used si :

Amtn+1 Z (S)aman; m,n Z 0

On écrit : N € DS — NWU (DW — NBU) ou simplement N est DS — NWU
(DW — NBU).

La classe DS — NWU est une sous-classe de D — NWU.

Exemple

La distribution Géométrique avec :
pn=(1-¢q)q", n>0, 0<g<l1

est DS — NWU.
En fait, dans ce cas,
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[e.o]

am= ) (1-q)d"=q¢"

k=n+1
et

_ mint+2 __
Qm4n+1 = 4 = QmQnp

2.4.7 Distribution D — IMRL :

La durée de vie moyenne résiduelle discréte peut étre définie comme :

o0 k _ n o0 "
rn = E(N —n/N>n) = Lizntr(F = P03k Onih (3.8)

Qn Qn

pour tout n > 0 et a,, > 0.

Définition 2.11

Une distribution discréte (py,)n>0 d'une variable aléatoire de comptage N est dite
D — IMRL (discrete increasing mean residual lifetime) si :

r, est non décroissante en n pour n > 0

On notera N € D —IMRL ou N est D —IMRL.
Autrement dit,

N est dite D — DMRL (D — IMRL) si Y, ay est log — concave (log — conveze) en
n € N.

Etant donné que (3.8) peut s’écrit comme :

o0 a Ook—la
E:: n+k +j+1
Tn:1+k1—:1+§ ||L
a a ;
n k=1 j=0 ~"tJ

la classe de distribution D — DF' R est une sous-classe de D — IMRL.
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Définition 2.12

Une variable aléatoire de comptage N ou sa distribution est dite DS — DM RL (DS —
IMRL) si )2 ay est log — concave (log — convexe) en n € N.

Le théoréme suivant décrit la propriété log — concave de la fonction discréte de la durée
de vie moyenne résiduelle r,, 7, = E[N —n/N > n], ou,

1 oo
Ty = 5 a;,n € N;
Ant1 1=n-+1

avec a; = p; + Piy1 + ... et v, = 37 L a;, n €N,

Théoréme 2.1 : Voir Bander Al-Zahrani et Jordan Stoyanov [6].

La fonction discréte de la durée de vie moyenne résiduelle r,,, n € N, est monotone décroissante
si et seulement si la fonction v,, n € N, est log — concave.

Preuve
Notons que a, 11 = v,11 — Uy, pour tout n € N et par définition, nous avons :

v, est log — concave < vE. | > 0,9,
< Un41 (Un-‘rl - Un) 2 Un<vn+2 - Un—i—l)a
= Un+1Q0n+1 S UnQn4-2,
S Tpy1 < 1pyn €N
D'ou, r,, n =10,1,2, ..., est monotone décroissante. O

Notons que la fonction de la classe duale D — IM RL est monotone croissante si et
seulement si la fonction v,, n € N, est log — convexe.
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2.5 Relations d’inclusion entre les classes de distribu-
tion discréte :

La classe de distribution Log-convexe D — LCV X est une sous-classe de chacune des
classes DS — DFR et D — CG.

D—-LCVX = DS — DFR
¢

D-CG

Donc, nous voulons savoir qu’elle est la nature de la relation existant entre ces deux
derniéres classes.

Le théoréme suivant prouve une partie de la réponse a cette question.

Théoréme 2.2 : [24]

Supposons que N est une D —CG avec une fonction génératrice P(z) définie en chapitre
I:

et Q(z) est une pgf d’une variable aléatoire D — DF'R.
Alors, N est DS — DFR.
Preuve

Notons d’abord qu’il peut étre supposé sans perte de généralité que Q(0) = 0, c’est-a-
dire (3.1) s’écrit comme :

1l=-p 1—ag
P(z) = 1—pQ(2) 1—ayQ*(2) (3:9)
Ou
p(1 — qo)
0<ay= T <1 (3.10)
=D = @1
n=1
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Ceci implique que :

- Gn
" 1—(]0’

Ainsi, (¢*)n>1 est D—DEFR puisque (¢ )0 est D—DFR et le fait que Q,, = (1—q0)@,,,

n>1. (3.12)

ol
Q= 4
k=n+1
Nous avons :
= 1—P(2)
Alz) = n2 = , <
(2) Zaz T |z| < 2o

Utilisons 1'équation (3.9), nous obtenons :

A2) = ag <1_—K(z)) (3.13)

1—=2

Avec,

- (1 — a0)Q"(2)

K(z)=) ky"=-——"7"—- 3.14
T o1

D’ot, comme (g ),>1 est D — DFR, il en résulte que (k,),>1 est D — DFR.

Cependant, cela implique que N est D — DFR, car a, = agy_,,_, . km d’aprés (3.13).
Nous avons a partir de (3.9), p1 = aoq{po.

Par conséquent,
p1=po(l —po)gi < po(l —po)

et par définition, N est DS — DF'R. ([l

L’exemple suivant montre qu’en général, la classe D — C'G n’est pas une sous-classe de
DS — DFR.
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Exemple 1
On considére P(z) = 117;7527 Qz) =22
Alors, py=P(N=0)=P0)=1—-p
pp=P(N=1)=0¢et p, >0

Donc, ag = p, a1 = p et ay < ap, par conséquent,

a9 aq
2c1=-
aq Qo

Ce qui implique que N n’est ni DS — DFRni D — DFR.

On considére maintenant la classe de distribution DS — DF R comme une sous-classe

de D - CG.
La propriété suivante de la classe D — C'G est pertinente dans cet égard.

Proposition 13 : [24]

Si N est une classe de distribution D — CG, alors, papy > p?

Preuve

Il est facile de voir a partir de I’équation (3.1)que :

Pbo = (1 - p)/(l - pCIo),
1= pq1po/(1 = pqo),

et
p2 = p(qipr + @2po)/ (1 — pgo) = (97 /po) + @201/ @1

Etant donné g, > 0, il en résulte que :

2 = q1 (p2p0 - p?)/(plp()) O]
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Cette proposition implique qu'une distribution DS — DFR avec papy < p? n’est pas

D — CG, comme l'illustre I'exemple suivant.

Exemple 2

DPn

On considére la suite {p!},>1 avec p§ = 0, et une suite {p,},>0 zéro-modifiée, ou

= (1 — po)p pour n > 1.

Alors, sip; > 0, {p} },>1 n'est pas DS—DF R puisque pj > pj(1—pj) = 0, par définition.
Mais, an, = 37,1 Pe = (1 = po) >3, Pk = (1 — po)ay,
Ce qui implique que {p}},>1 est D — DFR si et seulement si {p,}n>0 est D — DFR.

C’est le cas si,

UES S | (3.15)
Pn Pry1

Notons a partir de (3.7) que si n > 1, alors,

oo k—1 oo k—1 4
Pnj+1 Pntjt1
—1+Z =1+ 1=
k=1 joo Prti klgop"ﬂ

qui est strictement croissante.

En particulier, quand n = 1, nous avons a partir de (3.5) :

Y4 b1 —hy > hy = P2 p2 Py

p*: * — - =
! py+a; prt+a p2t+ax aj 1—]91

c’est-a-dire,
py < pi(1—=pi) & p1+ (p3/p7) <1

Deux distributions vérifiant (3.15) sont :
e La distribution logarithmique : p} = ¢"/{—nlog(1 —¢q)} o 0 < ¢ < 1;

e ct 'extension de la distribution binomiale négative tronquée :
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n—1

v = {0+ 3B/ +8)" {nt({1+ 5} = 1)}

j=0

Ou, g>0et -1 <r<0.

Utilisons la définition : p, = (1 — po)ps,

La distribution {p,},>0 est alors DS — DF'R si,

p1 < po(1 = po)

& py < py, par définition.

En fait, {p,}n>0 est D — LCV X si,

P

P1 Do
d’apres (3.15).

c’est équivalent a :
p2/p1 = pi(1 = po)/po

ce qui est équivalent a :

po > pi/{pt + (p3/p1)}

Par conséquent, en inversant cette inégalité, ceci implique que la suite {p,},>0 est

DS — DFR, mais pas D — LCV X (ni D — CG selon la proposition précédente) si,

P < po < pi/{pi + (p3/pP1)}

On considére une relation entre la classe de distribution D—CG et la classe DS—NWU.

Nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 2.13

Une variable aléatoire non négative X ou sa fonction de distribution :

o8



F(z)=1-F(x) = P(X < 1)
est dite Decreasing Failure Rate (D — DFR) si :
F(x +1vy)/F(x) est non décroissante en z > 0 pour tout y > 0 fixé.
Et est dite New Worse than Used (D — NWU) si :
F(r+y)>F@)F(y), >0,y >0 (3.16)

Théoréme 2.3 : Voir référence [24]

Si N est une variable aléatoire discréte de comptage et N est D — NWU, alors N est
DS - NWU.

Preuve
Nous avons pour n,m =0,1,2, ...,
1 1
Umint1 = P(N>m+n+1) > P(N >m—|—§)P(N >n—|—§)
= P(N >m).P(N > n) = apan. O

Propriété 1 : Voir référence [20).

Si B est une distribution D — NWU sur [0, +o00[, alors, la distribution de mélange de
poisson avec :

Pn:fooo()\m)z—le_mdB(x),nZOet/\ZO

est DS — NWU.
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Preuve

Pour un mélange de distribution de poisson, on sait que :

k=n+1

// Ay _AydydB()
_ /O Qa)'e g _MB(x)dx

n!

= ﬁn—l-l-

D’ou, Bpin = BmfBn pour tout m > 0et n>0si Best D — NWU.
Ceci implique que pour tout n > 0 et m > 0,

Am4n+1 = ﬁm+n+2 > ﬂerlﬂnJrl = QmQnp;

Par conséquent, la distribution de mélange de poisson est DS — NWU si B est D —
NWU. O

Nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 : [24]

Si Nest D—CG alors N est DS — NWU.

Preuve
Brown (1990) a démontré qu’'une distribution géométrique composée est D — NWU.

Si {X;}i>1est une suite de variables aléatoires non négatives indépendantes identique-
ment distribuées et Ny suit une loi géométrique avec :

P(No=k)=dp, k>0
et indépendante de {X;}.

Alors, Yy = ZZV:OI X, est appelée une convolution géométrique de X .
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On définit S, = > | X; et Yo = Sh,.
Lemme 2 : Voir Mark Brown [32].
Yoest D — NWU.

Preuve

Pour t > 0,
On définit M; = min{k; Sy > t}.

Comme M; est indépendant de Ny, il résulte de la propriété d’absence de mémoire d’une
distribution géométrique que (Ng — M;/Ny > M;) ~ No.

En outre, puisque M est un temps d’arrét,

{Xnir0 > 1} ~ {X;,0 > 1}

Alors,
No NO
(Z XZ-/NOZMt) ~Y Xi=Y (3.17)
Mi+1 =1

Notons que les événements {Yy > t} et {INg > M,} sont équivalents. Alors, leurs fonc-
tions indicatrices sont égales,

Iivosty = Iino>myy-

Il s’ensuit que,
My N,
(Yo = ) [pyosey = [{(Zizl Xi) =t} + 201 Xi| Iivosny (3.18)

2 ( ﬁi—kl XZ) I{NOZMt}
Ensuite, notons que pour x > 0,
P(Yy > t+x) = P((Yo— ) yysry > )

> P <( AN/E+1 Xi)I{no>ny > a:), d’aprés (3.18)
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P( JA\2+1Xi>x,N02Mt>
P

( No X, > /Ny > Mt> P (No > M)
=P(Yy > x)P (Nyg > M;) d’aprés (3.17)
PYy>t+x)=PYy>z)P(Yy > 1)

D'ou, Ygest D — NWU. [

2.6 Propriétés de la somme aléatoire S :

Cette section comprend quelques propriétés de la somme aléatoire S.
(Voir référence [23])

On suppose une suite de variables aléatoires { X;},7 € N* non négatives et une variable
aléatoire de comptage N qui sont mutuellement indépendantes.

On pose S = X; + Xo + ... + Xy.

Ce modéle est apparu dans divers domaines des probabilités appliquées, spécialement
dans l'actuariat et la théorie de la fiabilité. Par exemple, la durée de vie d’un systéme
subissant des chocs peut étre modélisée par une somme aléatoire S ou N représente le
nombre de chocs que le systéme peut supporter et X; les intervalles d’inter-chocs.

Etant donnée une suite {X;} de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées, Brown (1990) a montré que S est NWU, si N suit une loi géométrique. Cai et Ka-
lashnikov (2000) ont généralisé ce résultat en montrant que S € NWU,si N € DS—NWU.

Willmot et al (2005) ont prouvé que S € NWUE, si S € DS — NWUE.
Notons par B(x) la fonction de distribution de S, B(z) = 1 — B(x).
B.(x) est la fonction de distribution d’équilibre de survie de S.

De plus, nous avons :

.S:X1+X2+...+Xk;]€EN+.
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OGk(.T):P[X1+X2+...+Xk >Q3],k€N,SE20,
oN(z) =sup{k: X1+ Xo+ ...+ X < z},xz >0,
On suppose ici que ag(x) = 0, pour tout x > 0.

Proposition 14 : [23].

Pour tout = > 0, B(z) = E(an())-
Preuve : Pour tout z > 0,
B(z) = P[S > 7]

=P[X;+Xo+ ... + Xi > 7]

= ¥, PIN = ()

=30 o ar[Frp1(z) — Fi(2)], avec P(N =k) = P(N > k) — P(N > k+1)
= ook P{Sk <z < Sk}

= 2o e P{N(z) = k}

:E(CLN(I)). D

Théoréme 2.4 : [23].

Si N € DS — NWUE, les X;, i=1,2,... sont des variables aléatoires discrétes et
i =p>0,1=12... alors, S € DS — NWUE.

Par conséquent, si N est D — CG, alors N est D — NWU et d’aprés le théoréme
précédent, si N est D — NWU, alors, elle est DS — NWU.

Proposition 15 : [20]

Une distribution discréte complétement monotone, c’est-a-dire, une distribution de mé-
lange géométrique avec :
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1
pn:/(l—q)q"dB(q), n=0,1,2,..
0

est DS — NWU, ot B une distribution de probabilité sur [0, 1].

Preuve : Dans ce cas, nous avons :

an :/0 > (1—q)¢*dB(q)

k=n+1

= [y ¢""'dB(q),

et
1 m+n
Am4n+1 = fo q + +2dB(Q)7

et d’aprés l'inégalité de Lyapounov’s :

EIX|* <|EIX|P|*, 0<a<p

Nous avons :

mtnt1 2 fol " dB(q) fol q"*'dB(q)

= Qp,Qp,. O

Do,
D—-CM = DS—-NWU

Nous démontrons maintenant qu’'une classe de distribution DS — DF R, comme la classe

D — CG@G, est une sous-classe de DS — NWU.

Théoréme 2.5 : [24].

Si Nest DS— DFR alors N est DS — NWU.

Preuve

Par définition, I'inégalité hg > h; peut étre décrite comme a; > a3. Aussi, puisque N
est DS — DF'R et par conséquent elle est D — DF'R, il est clair que a,./a, est croissante
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en n > 0 pour tout k > 0, car,

An 4k — An+k . An4-1 (3 19)
an Ap4k—1 an .
Alors,
a 1 a 1 a a a
m;rnJr — Zz+n+ . Am4n Z ai , am _— _%am’ (320)
n m+n an aop aop ag
Am+4n+1
e Z Ay (321)

En prenant dans U'inégalité (3.20),m =n =0et n =0 en ag”:“ et “mtn respective-
An 4k

n

ment. De plus,

est croissante en n > 0.
D’ou, l'inégalité (3.21) implique que N est DS — NWU. O

Donc, ce théoréme montre qu’une classe de distribution DS — DF'R est contenue dans
la classe DS — NWU.

Comme la classe DS — DF R est une sous classe de chacune des classes D — DF'R et
DS — NWU., il est naturel d’explorer une relation entre ces deux derniéres classes.

Linégalité a,ini1 > ama, avec m =0 et n = 0, devient a; > a2, ce qui est équivalent
a hg > hy par définition.

Donc, toute distribution D—DF R pour laquelle a; < a2 (ou équivalent a p; > po(1—po))
n’est pas DS — NWU.

Do,
D—-DFRCD-NWU, D-DFR=+ DS—-NWU
Exemple 3

Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N, avec une probabilité :

pn=P(Ni=n)=(1-¢q)q" ", n>1, 0<qg<]I;

Donc,
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ainsi que, apin = apa, et Ny est D — NWU.

En outre, % = q est une constante, ce qui implique que Ny est D — DF'R.

Mais, elle n’est pas DS — NWU, car,

Amtn+1l = QU Gn < Apm0np
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2.7 Caractérisation des distributions non paramétriques
de survie en terme de la distribution d’équilibre :

Les distributions d’équilibre discrétes sont liées étroitement aux définitions de certaines
classes de distributions discrétes.

Pour une fonction de distribution cumulée discréte (c.d.f),
Fin)=1-F(n)=1-a,=Y fi, neN
i=0

avec une moyenne finie Z;io a; > 0, ou, f est la densité de probabilité de F'.

Le taux de défaillance associé est :

pour n € Net P(N >n) > 0.

On définit une fonction de distribution d’équilibre cumulée discréte de F' par :

0 sin=20
= n—1
Fe(n) Lico g? sine N,
Jj=0"7

Par conséquent, une distribution d’équilibre discréte est zéro-tronquée et la densité de
probabilité est donnée par :

fon) = el peN,

ijo aj

Beaucoup de classes de distributions discrétes peuvent étre définies en terme de la dis-
tribution d’équilibre discréte. En outre, une distribution d’équilibre discréte est apparue
dans certaines applications comme 'actuariat et les files d’attente.

On considére les classes de distributions discrétes suivantes qui sont liées aux distribu-
tions d’équilibre discreétes.
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Définition 2.14 :

Une distribution discréte F' est appelée "Discrete New Worse than Used dans 'ordre
Convexe" ou D — NWUC (Discrete New Better than Used dans l'ordre Convexe ou
D — NBUC)si :

Do @ > (San >, ag, pour tout n € N
équivalent a :

Fe(n4+m) > (<)a,F.(m) pour tout n,m € N.

Définition 2.15 :

Une distribution discréte F' est appelée "Discrete New Worse than Used in Expecta-
tion" ou D — NWUE (Discrete New Better than Used in Expectation ou D — NBUE)si :

Doien @i > (S)an 3272 aj, pour tout n € N
équivalent a :
F.(n) > (L)ay, pour tout n € N

Définition 2.16 :

Une distribution discrete F' est appelée "Discrete Strongly New Worse than Used dans
l'ordre Convexe" ou DS — NWUC' (Discrete Weakly New Better than Used dans 'ordre
Convexe" ou DW — NBUC) si :

Y o nimt @i > (L)an Z;’;m aj, pour tout n,m € N
équivalent a :
F.(n+m+1)>(L)a,F.(m) pour tout n,m € N.
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Définition 2.17 :

Une distribution discréte F' est appelée "Discrete Strongly New Worse than Used in
Expectation" ou DS — NWUE (Discrete Weakly New Better than Used in Expectation
ou DW — NBUE)si :

Dioni1 @ > (S)an Y72 ag, pour tout n € N
équivalent a :
F.(n+1)> (Lay, pour tout n € N
D’autres classes qui peuvent étre définies en terme de distribution d’équilibre discréte

sont DS — DM RL (Discrete Strongly decreasing Mean Residual Lifetime) et D — DM RL.

Définition 2.18 :

Une distribution discréte F' est appelée "Discrete Strongly Decreasing Mean Residual
Lifetime" ou DS — DM RL si sa durée de vie moyenne résiduelle :

re(n) = Zai/an
est non croissante pour n € N et a,, > 0.
La classe DS — DM RL est une sous-classe de D — DM RL.

Nous avons aussi la classe de distribution DS — HNWUE (DW — HNBUE) qui peut
étre caractérisée en termes des ordres stochastiques. [23]

D’abord, nous introduisons les définitions des ordres stochastiques utiles pour définir
la classe de distribution de survie.

Définition 2.19 :

Soient N et M deux variables aléatoires non négatives, alors, N <, M si et seulement
si:

E(f(N)) < E(f(M))

pour toute fonction réelle non décroissante.
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Définition 2.20 :

Soient N et M deux variables aléatoires non négatives, alors, N <;., M si et seulement
si:

E(f(N)) < E(f(M))

pour toute fonction réelle convexe non décroissante.
Citons maintenant la définition de la classe DS — HNWUE.

Définition 2.21 :

Soit N une variable aléatoire discréte avec une fonction de survie a,, n € N, et une
moyenne puy telle que :

uny = E(N) = ann = Zan
n=1 n=0

Si 0 < puy < oo, notons par N, la variable aléatoire d’équilibre non négative qui a une
fonction de survie F,(n), telle que :

o0

— 1
F.(n) = P[N, > n| = —Zan+j,n eN

KN n=1

De plus, soit M ~ G(1/(1+ p)), alors,

N e DS—HNWUE(DW — HNBUE) si et seulement si :

n+1
F.(n) > (<) (ﬁ) , pour tout n € N, ou bien si,
Ne Zst (Sst)Ma ou Si?

Ainsi, une autre définition pour cette classe est la suivante.

Définition 2.23 :
N est dite DS — HNWUE (DW — HNBUE), si
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0 k
Zan Z (S)/vb (ﬁ) 7Vk € N7

n==k
ou, u = E(N).

Proposition 16 : Voir référence [44].

DW — NBUE(DS — NWUE) = DW — HNBUE(DS — HNWUE)

Preuve : Par définition, nous avons :

N est DW — NBUE (DS — NWUE) si

o0 (e 9]
Y < (Z)an Y
k=n+1 k=0

De plus, N est DW — HNBUE (DS — HNWUE) si

> <G (4;)
1+p

avec, p = E(N) =" ax.

La premiére inégalité peut s’écrire comme :

ZZOZOTH—I Qg S (2)
Zk:n Ak 1 + H
Donc,

D Gk _Hza =k % <(>) (ﬁ)n,VkeN

H j=k—1 4j
Ce qui implique que N est DW — HNBUFE (DS — HNWUE). O
Utilisons les définitions des classes D — HNBUE, DW — HNBUE, DS — HNWUE

et D — HNWUE, nous avons la classification suivante,

D—-HNBUFE = DW — HNBUFE
et
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DS—-—HNWUE =D —-HNWUE

Lemme 3 : [30].

Fest DS—DMRL (D — DMRL) si et seulement si sa distribution d’équilibre F, est
DS — IFR (D — IFR).

Preuve : Pour tout n € N_,

nous avons par définition F' est DS — DM RL si rr(n) est décroissante, alors :

_1 An
re(n) T Y2, a

_ L)
Fe(n)

La fonction F,(n) peut s’écrit comme f.(n + 1) + Fo(n + 1), donc,

1 fe(n+1)

rr(n)  fe(n+1)+Fe(n+l)

= hpe(n + 1)

Ainsi, rp(n) est non croissante pour n € N_ (N) si et seulement si hp, est non décrois-
sante pour n € Ny (N).

Par conséquent, F' est DS — DMRL (D — DMRL) si et seulement si sa distribution
d’équilibre F, est DS — IFR (D — I[FR). O

De méme, nous avons le résultat suivant pour la classe D — IMRL.
Lemme 4 : [30]

F est D — IMRL si et seulement si sa distribution d’équilibre F, est D — DFR.

Remarque

Une distribution zéro-tronquée ne peut pas étre DS — DF R, étant donné que la dis-
tribution n’a pas de densité, car nous avons par définition, N est DS — DFR si h,, est

décroissante avec h,, = f%
n n

72



Par conséquent, les relations d’inclusion entre DS — DFR, D — DFR et DS — NWU
sont considérées seulement pour les distributions qui ne sont pas zéro-tronquée.

La classe de distribution DS — DF' R est une sous-classe appropriée de la classe DS —
NWU, et la classe D — I F'R est une sous-classe propre de la classe D — DM RL.

A titre d’exemple, nous montrons que la classe D — IMRL est une sous-classe de
D—-NWUC.

Pour ce faire, soit F' une distribution D —IMRL ; alors, F, est D—DFR C D—NWU.

Donc, pour n € N,

a, _ feln+1) _Fe(n—l—l) = ap
s Sa  Fm R o TWEROEs= )

équivalent a,
an < Fe(n)ag, mneN (4.2)

Par conséquent,

F.n+m) > F.(n)F.(m) > F.(n)F.(m)ay > a,Fc(m), n,meN (4.3)
D’ou, Fest D— NWUC.

Il est facile de voir que la seconde inégalité dans (4.3) peut étre inversée que si F' est
D — DMRL et zéro-tronquée ou ag = 1.

Ainsi, en inversant les inégalités dans (4.1) et (4.3), on peut conclure que toute distri-
bution zéro-tronquée de la classe D — DM RL forme une sous-classe de D — NBUC.

2.8 Classification :

Le diagramme suivant présente les relations entre les classes de distributions discrétes
établies (une implication prescrit 'appartenance d'une classe a 'autre et la fléche indique
que l'inclusion d’une classe dans l'autre exige une condition supplémentaire que la distri-
bution soit zéro-tronquée ) :
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DSDMAL [ » D-DMRL ~ =======m========memm=m--o-- s

11 e

D-LC'\-'E|::>DS-IFR |::> o-IFR |::> D-IFRA \ ﬂ

T D-NEUFR D~ NBAFR

LV
B l— SMBUC  Mm—mmmmmmmmm e e
CH-MEBUILC p-HeuC
LV

Dw-NBUE a— Y

DW-HMEUE -{:: D-HMEUE

Fi1G. 2.1 — Classification des lois non paramétriques discrétes
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-Classification des lois non paramétrigues discrétes duales -

DSHMRL > D-IMRL

ﬁ D-DFRA, —

|::> DS-DFR ::> D-DFR |::> [-DFRA < ﬁ

ﬂ D-[ﬁ.ﬁ_\

D- MWL,

__,_...-f-’ -

pce o> Dshwu [ = D-NWU ~—— Y
ﬂ D-NWU, % - NWUFR [yD- NWAFR

B-CM — S R

Il

D-NWUC

DSNwUC — '
DS-NWUE ——  D-NWUE

DSHNWUE ¢ ~—— . DHNWUE

F1G. 2.2 — Classification des lois non paramétriques discrétes duales
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Chapitre III

Conservation des classes de lois non paramétriques discrétes
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Chapitre 3

Conservation des classes de lois non
paramétriques discrétes

Ce chapitre est consacré aux propriétés de conservation des classes de lois non paramé-
triques discrétes par des opérations de fiabilité les plus utilisées.

Il y a deux opérations importantes associées aux distributions non paramétriques dis-
crétes dans le cadre de modéliser la probabilité en assurance, finance, fiabilité, files d’attente
et bien d’autres domaines : Convolution et Mélange.

Le probléeme qui se pose est de savoir si la classe est conservée ou non par ces deux
opérations.

Nous allons présenté certaines démonstrations des principaux théorémes de conservation
des classes de distributions non paramétriques que nous avons pu établir au cours de ce
mémoire. Voir référence [30].

Définition 3.1 :

Soit C une classe de distribution non paramétrique discréte (D —IFR,D — NBU, ...).

La classe C est dite fermée ou stable par 'opération de la fiabilité * ( ou que la propriété
C est conservée), si

FeCGeC=FxGeC.
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3.1 Conservation des classes par Convolution :

Dans ce qui suit, nous démontrons la conservation de certaines classes de distribution
discréte par convolution.

Soulignons d’abord que, F est D — I[FR (D — DFR) si et seulement si :
[ani1]? > (L)anany2,  pour tout n € N (1.1)

Théoréme 3.1.1 : [30]

Soient F; et F, deux fonctions de distribution D — I F'R, alors,

leur convolution ' = F} * Fy n’est pas nécessairement D — [ F'R.

Preuve
Soit f; la densité de probabilité de Fj, telle que :
fi(0) =4, fi(l) =0et fi(2) = 47, w€Ny, i=1,2
Les deux fonctions F; et F, sont D — I FR.

Comme la densité de F' = F} x Fy est telle que :

2

( T
@z 1=0
2x _
f . (w+1)27 11—2,
" —L o n=14
(z+1)2° )
L 0 , n=13 ou n>5>
nous avons,
2x+1 _
(I+Jg)27 11—0,1,
1
Qp = m7 H:2,3,
0 , n>4
Ce qui implique :
[a]2——1 <aa——2xle
Tt T @

Par conséquent, F' n’est pas D — [FR d’apres (1.1). O
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Théoréme 3.1.2 : [30]

Soient F) et F, deux fonctions de distribution DS — I F'R, alors,
leur convolution F' = F} x F, est aussi DS — IFR.

Théoréme 3.1.3  : [30]

Soient F) et F5 deux fonctions de distribution D — IFRA, alors,
leur convolution F' = F} x F, est aussi D — [FRA.

Preuve

La démonstration est analogue a celle donnée dans le cas continu par Block et Savits
(1976), en appliquant la définition suivante (Voir référence [28]) :

Définition 3.2

Soit F' une fonction de distribution tel que F(07) = 0. F est dite une distribution
IFRA si et seulement si pour tout 0 < a <1etn >0,

F(an) > F"(n)

Plus précisément, pour tout n,m € N, n > m, il existe « € [0, 1] tel que m = an.

Alors, la définition de la classe de distribution D — I FFRA peut étre équivalente & :

Fi(n) < [Fi(an)]V*

Théoréme 3.1.4 : [30]

Soient F) et F, deux fonctions de distribution D — DM RL, alors,

leur convolution F' = F} * F5 n’est pas nécessairement D — DM RL.

Preuve : Pour:=1,2, soit :

: , n=0,1,2
an (1) =
0 , n>3
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Alors,

3 —
2 n—O,
i": (0 1, n=1,
a;i\1) = 1
j=n 27 n =2,
0, n>3

Ce qui implique que F;, i = 1,2, sont D — DM RL.

Néanmoins, leur convolution F' = F} x 5 n’est pas D — DM RL car il est facile de voir
que rp(2) =2 < rp(3) =3, ou

re(n) = Z aj/an

En outre, nous pouvons montrer que la convolution d’une distribution DS — DM RL

et une distribution DS — I F'R est encore DS — DM RL.

Théoréme 3.1.5 : [30]

Soit. F une distribution DS — DM RL et F; une distribution DS — [ F'R, alors, leur
convolution F' = F; x Fy est DS — DMRL.

Preuve

Soit I . désigne la fonction de distribution d’équilibre cumulée de F3.
Nous avons donc,

ap = Zzo an7i<1)f2<i>7 neN

Foln) = Fheait = L S0, Do a0l
= l% Yoo D pe ap—i(1) f2(4)
= Ly k(1) fa(d)

= % So2o Fie(n —1i) (i), neN (1.2)
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oll fo est la densité de Fo, p =73 " am et g =D~ am(l).

Notons que Y% Fy.(n — i) fa(i) est la fonction de survie de la convolution des deux
fonctions de distributions discretes F . et Fb.

Par définition, Fy est DS — DM RL si et seulement si sa distribution d’équilibre £ . est
DS — IFR , d'une part.D’autre part, d’aprés le théoréme (3.1.2), la convolution de deux
distributions DS — I F'R est encore DS — I FR.

Par conséquent, Fi.(n—i)fa(i), n € N, est la fonction de survie d’une distribution
DS — IFR et donc, F.(z) est la fonction de survie d’une distribution DS — I F'R, ce qui
implique que F est DS — DM RL. U

Une distribution D — DM RL zéro-tronquée est DS — DM RL, d’ot, il en résulte du
théoréme précédent le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 : [30]

Soit F} une distribution D — DM RL zéro-tronquée et F5 une distribution DS — I F'R,
alors, leur convolution F(n) = Fy x Fy(n), n € N, est DS — DMRL et donc, elle est
D — DMRL.

Théoréme 3.1.6 : [30]

Soient F) et F, deux fonctions de distribution DW — N BU, alors,
leur convolution F' = Fj * I, est aussi DW — NBU.

Preuve

Soient n, m € N. Tout d’abord, notons que :

n = an—i(1) f2(i) + an(2) (1.3)

De plus, la fonction de survie a,,1,,+1 peut étre introduite d’'une maniére plus facile.

Ap+m+1 = Z?:o Apmr1-i(1) f2(i) + leiﬂl Anmr1-i(1) f2(1) + angmi1(2)
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= 2 im0 Ontmi1-i(1)f2(0) + 200 am—j (D fa(n +1+5) + 3077 1y fo(n +147)

_Zan-‘rm—i-l —i(1) f2(4) Z D fa(n+1+j) (1.4)
51 52

D’une part, pour le premier terme, nous avons :

St < am(1) D27 an—i(1) f2(i), car, Fy est une fonction de la classe D — NBU.
= ap(1) [an = an(2)], (1.5)
a partir de (1.3).

D’autre part, utilisant la sommation par partie et I’équation (1.3), le second terme de
'équation (1.4) donne :

Sy =30 fan 4+ 14 J)am(1) + 3720 32710 fo(n + 1+ ) [am—j-1(1) = am—;(1)]
= an(2)am(1) + 3720 anr145(2) fr(m — )
< an(2)am(1) + an(2) X7 a;(2) fi(m — j), car, Fy est D — NBU
= an(2)am(1) + an(2) 31 am—i(2) f1(4)
= 0 (2)am (1) + a0 (2) [am — am(1)], Caprés (1.3).

Finalement, pour n,m € N, nous remplacons les sommes S; et Sy dans (1.4), nous
obtenons a partir des équations (1.3) et (1.4) :
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Anymt1 < Am(1) [an — an(2)] + @n(2)amn (1) + an(2) [am — am(1)]
= nlm — [am — am(1)] [an — an(2)]
< Upp,

ce qui signifie que F' est DW — NBU L.

En utilisant les mémes arguments que ceux du théoréme (3.1.6), nous obtenons le
théoréme suivant sur la conservation de la classe D — N BU par convolution.

Théoréme 3.1.7 : [30]

Soient Fj et F, deux fonctions de distribution D — NBU, alors,
leur convolution F' = F| x F, est aussi D — NBU.

Théoréme 3.1.8 : [30]

Si Fi et Fy deux fonctions de distribution D — NBUC), alors,
leur convolution ' = F} * 5 est D — NBUC.

Preuve

Nous utilisons 'idée apportée par Hu et Xie (2002) pour montrer la conservation de la
classe D — NBUC' par convolution.

Soient n, m € N, alors, nous appliquons 1’équation,

an = Z an—i(1) fo(i)

nous avons :

D im0 Ontmeti = D img D jeo ntmetieg (1) f2(7)

= 3 S A= (1) 2(5) + 3000 o0 nemeimi (1) ()
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K3
/ (. /
N v

S S
qui peut étre bornée :

$1 < (1) 55 ) g @i (1)
< X550 X ansis (D)

et

S2 = 20 {an1(2)n5(1) + T2 s (Dlamsioj1(1) — anis(1)]
= 01 (2) 2 (1) + 7 T30 ey (2)u(m 4 — )

=an1(2) >, ai(1) + 277, ZTJBZ nmti—j(2) [1(7)

= an—1(2) Zai Z Z Apntmi— J )fl(]) +Zzan+m+i—j(2)fl(j)
N i=m =m+1li=j—m 7=0 =0
521 522 523

En outre, soit i1 la moyenne de la distribution Fj, nous avons :

So1 < an—1(2)pram(1)
S ,ula'man—l(2)7
Sog = Z;im-H fi (J) Zzo an+i(2)

= am(1> Zfio an+i(2)7
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Sa3 < 2000 f1(U) [am—3(2) 2070 ani(2)]
= |20 an—j(2) [1(5) | 2270 an+i(2)
= [am — am(1)] 2270 an1i(2)

d'ot,

Sy < 111 (2)F i 3 A ys(2) (1.8)

La combinaison des équations (1.6) et (1.8), montre que :

00 co n—1 o)
Z ntmii < Am [Z Anyij( )+ pian—1(2) + Z an+i(2)]
=0 —0 j= i=0

Enfin, exécuter I’équation (1.7) avec m = 0, nous obtenons :

O 20 i = | 520 S0 i (D F200) + n-1(2) + X320 X5, i (2) A1)
=y [0 X tnsis (D) + man1(2) + 552 1) g ansi(2)]
> 20 Gt

ce qui signifie que F' est D — NBUC. U

Corollaire 3.1.2 : [30]

Si Fi et F5 sont deux fonctions de distribution DW — NBUC, alors,
leur convolution F = Fj * I, est aussi DW — NBUC.

Pour démontrer ce corollaire, on doit suivre les mémes étapes que celles du théoréeme
(3.1.8) La seule différence est que l'indice i doit étre remplacé par (i+1) dans la premiére
sommation dans la preuve du théoréme (3.1.8).

Remplacant n par 0 dans la preuve du théoréme (3.1.8), nous obtenons immédiatement
le résultat de la conservation de classe D — N BUFE par convolution selon la définition.
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Corollaire 3.1.3 : [30]

Soient F; et F, deux fonctions de distribution D — NBUFE, alors,
leur convolution F' = Fj * F, est aussi D — NBUEFE.

Corollaire 3.1.4 : [30]

Si Fi et Fy sont deux fonctions de distribution DW — NBUE, alors,
leur convolution F' = Fj * I, est aussi DW — NBUE.

Théoréme 3.1.9 : [30]

Si Fi et Iy sont deux fonctions de distribution D — HN BUE, alors,
leur convolution F' = F; *x F, est aussi D — HNBUE.

Preuve : Pour démontrer ce théoréme,

Nous considérons deux variables aléatoires de comptage N; et N, avec fonction de dis-
tribution cumulée F et F, respectivement, et de moyennes j; et po.

Par définition, F} est D — HNBUFE, si et seulement si :

S all) < i - i)“ =G,

o, G1(i) = 1 — G1(7) est la fonction de distribution cumulée d’une variable aléatoire
Zy géométrique, zéro-tronquée, avec une moyenne fij.

Ainsi, d’aprés le théoréme 3.A.1(a) introduit par Shaked et Shanthikumar (2007), N;
est plus petit que Z; dans 'ordre convexe, nous écrivons N, <., Z;.

Alors, par définition de l'ordre convexe,
Nl/,u/l Sc:c Z

ol Z est une variable aléatoire de distribution Géométrique, zéro-tronquée, avec une
moyenne 1.

De méme, nous avons :
N2/,u2 Scz Z
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De plus, 'ordre convexe est conservé par convolution [voir Shaked et Shanthikumar,
2007].

Méme raisonnement que celui cité dans le théoréme (2.1) donné par Pellerey (2000)
s’applique pour m = 2, et on conclut que F est D — HNBUFE L.
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3.2 Conservation des classes par Mélange :

Cette section traite la conservation des classes de distributions non paramétriques dis-
crétes par mélange.

Toutefois, certains résultats de la conservation par mélange nécessitent une hypothése
supplémentaire que les distributions ne se croisent pas.

Théoréme 3.2.1 : [30]

La classe D — DF'R est conservée par mélange.

Preuve

Soit F'(n) une distribution de mélange telle que :
F(n) =Y F(n)g(i),
i=0
ol g une fonction de probabilité et F; une distribution D — DF R, avec ¢ € N.

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

{Z [an4a(D)an (i) 29(@')} < {Z an+2(i)g(i)} {Z an(i)g(i)}

i—0 i=0 i=0
Cependant, les Fj(n), i € N, sont D — DFR.

Ainsi, en utilisant la définition de la classe D — DF' R, nous avons :

{ianﬂ@g@} < {i {anH(i)an@)ng(z‘)}

< {Zan+2<i>g<i>} {Zanmgm}

Ce qui implique :

2 im0 @1 (D9(1) _ Dz anya(1)g(d)
Yimoan(0)g() T 320 ansa(i)g(d)

c’est-a-dire, pour n € N,
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An+1 An42

<

Qn, Ant1
Ce qui implique que F est D — DFR. O

Corollaire 3.2.1 : [30]

La classe DS — DF R est conservée par mélange.

Preuve

Pour n € N, les conditions pour la définition de la classe DS — DF R coincide avec
celles données pour la définition de la classe D — DF'R.

Donc, nous avons besoin seulement de montrer que :
2
[ao]” < ay

D’abord, notons que d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec h(i) = a, (i) et {(i) = 1,
nous avons :

(32520 @U@0 g(D)]” = [ an(i)g (i)
< Y2 lan ()] g(0)
= [2Z0 (D)9 ()] 2720 ()9 (0)]

De plus, nous savons que :

[ao(i))* < ar(i), i€N
car, F; est DS — DFR.

Ainsi,
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[ao]® = [y ao(i)g ()]
< 320 lao(d)] 9(0)

< Disoa(i)g(d)

Théoréme 3.2.2 : [30]

La classe D — DF RA est conservée par mélange.

Preuve

Soit a, = > ooy an(i)g(i), n € N,

avec g une fonction de probabilité et F; est D — DFRA, i € N pour n,m € N, n > m.
Il existe o € [0, 1] tel que m = an.

Alors, la définition de la classe de distribution D — DF RA peut étre équivalente a :

an (i) > [aan ()] e

Par conséquent,
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d’aprés 'inégalité de Jensen’s. 0

Théoréme 3.2.3 : [30]

La classe D — IM RL est conservée par mélange.
Preuve
Soit an, = > o an(2)g(i),
ot Fj(n) sont D — IMRL, i € N, et g est une fonction de probabilité.

On sait que :

alors,
fe(n + 1) = afn
= 552 22l0 [img i)
= > ico fie(n+1)h(i) (1.9)
avec n € N.

ou u et u; sont les espérances de I’ et F; respectivement,

fe(m), m € N, est la densité de probabilité d’équilibre de F,

et fie(m), m € Ny, i € N, sont les densités d’équilibre de F;,

et h(i) = pig(i)/p, ¢ € N, est la densité de probabilité correspondant a I’équation (1.9).

Nous avons :
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De plus, nous avons par définition, F; est D — IM RL si et seulement si, sa distribution
d’équilibre F; . est D — DF'R.

D’autre part, la classe D — DF' R est conservée par mélange d’apreés le théoréme (3.2.1).

Par conséquent, F, est aussi D — DF' R, ce qui implique que F' est D — IMRL. ([l

Théoréme 3.2.4 : [30]

La classe D — HNWULE est conservée par mélange.

Preuve

Soit F;(n),i € N, D — HNWUE et F(n) =", F;(n)g(i),
ou g(i), i € N, est une densité de probabilité. Alors,

o0

ui:Zan(i)>1, 1 €N

n=0
et

=3 oan >1

En utilisant la formule de Taylor pour une fonction a deux variables, nous pouvons
montrer que £(s,t) = s (t —1)", s >0, ¢ > 1, n € N, est une fonction réelle convexe.

Alors, appliquant I'inégalité de Jensen’s & deux dimensions, nous avons :

§(E{S} E{T}) < E{&(S,T)}, (1.10)

ou S et T sont deux variables aléatoires identiquement distribuées avec une distribution
conjointe définie par :

g<Z) , 1=

0 ,  stnon

P{S:Mz';T:Mj}I{
et avec une distribution marginale définie par :
P{S = u;} = g(i),i € N,
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Par conséquent, utilisant 1'inégalité (1.10), nous obtenons :
(B(S)""(B(T) = 1)" = (E(S)) " (BE(T = 1))"
<SEST(T-1)")

ce qui est équivalent & :

[Z mg(i)] [Z(Mj - 1)9(3’)] < Zu}‘” (i — 1)" g(i)

ou bien :

S . 1 X 1\"
[; m-g(z)] [1 — m] < ;u <1 — E) g(i) (1.11)

D’otu le résultat désiré, car nous avons :

Y= N (S5 a:0)] 9)

> 2om (1-2) g(0)
> [2 mg(i)] [1 - —Z?io;jg(j)]
)

en utilisant 'inégalité (1.11). O

Pour démontrer la conservation par mélange des classes de distributions non paramé-
triques discrétes suivantes, nous avons besoin d’une condition supplémentaire importante
a propos des fonctions croisées (dites crossing functions en anglais).

Définition 3.3

Soient f, : A — R et f; : B — R deux fonctions continues et AN B = C # (). Alors,
fa €t fi se croisent sur C si pour n € C, f,(n) = fp(n).
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Puisque les fonctions de distributions discrétes cumulées sont continues & droite, nous
avons besoin de la définition suivante :

Définition 3.4

Soient f, : A — R et f, : B — R deux fonctions continues & droite et A NB = C # 0.
Alors, f, et f, se croisent sur C §’il existe n € C tel que :

lim fa(s) > (<) lim fy(s)

S—n— S—n—

et
fa(n) < (2)fo(n)

Théoréme 3.2.5 : [30]

Soit F' un mélange de distributions F;, i € N, avec toute distribution F; est D — NWU
et deux distributions Fj, F}; ne se croisent pas sur N. Alors, F' est D — NWU.

Preuve

Soient n,m € N, et g une fonction de probabilité de mélange. D’aprés l'inégalité de
Chebyshev’s, nous avons pour n,m € N,

AnGm = [Z an(i>g(i)] [Z am(])Q(])]
< Do an(i)am(i)g(i)
<3 anam(i)g(2), car F; est D — NWU

= Op+m,

ce qui implique que F est D — NWU. U

Corollaire 3.2.2 : [30]

Soit F' un mélange de distributions Fj, ¢ € N, avec toute distribution F; est DS — NWU
et deux distributions Fj, F} ne se croisent pas sur N. Alors, F est DS — NWU.
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Théoréme 3.2.6 : [30]

Soit F' un mélange de distributions F;, i € N, avec toute distribution F; est D— NWUC
et deux distributions Fj, F}; ne se croisent pas sur N. Alors, F' est D — NWUC.

Preuve

Soient n,m € N, et g une fonction de probabilité de mélange.

Appliquons I'inégalité de Chebyshev’s, nous obtenons pour n,m € N,

0= [fj anmgm] Lif%%(”g(”]

= (272 an 09 {20 | S mai®)] o)}
< 3% i) X320 050)| 900)

< S0 i 4 (D9(0)

= S m X0 45(0)9(0)

= Z(])iner aj . |:|

Corollaire 3.2.3 : [30]

Si F' est un mélange de distributions Fj, i € N, avec toute distribution F; est

DS — NWUC et deux distributions F;, F; ne se croisent pas sur N, alors, F’ est aussi
DS — NWUC.

Preuve

La preuve de ce corollaire est similaire a celle du théoréme (3.2.6), seulement nous
prenons n + m + 1 au lieu de n + m.
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Corollaire 3.2.4 : [30]

Soit F' un mélange de distributions F}, i € N, avec toute distribution F; est D— NWUFE
et deux distributions Fj, F} ne se croisent pas sur N. Alors, F' est D — NWULE.

Preuve

Pour démontrer ce corollaire, prenons m = 0 dans la preuve du théoréme (3.2.6).

Idem, utilisons I'inégalité de Chebyshev’s, nous pouvons montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.5 : [30]
Si F' est un mélange de distributions Fj, i € N, avec toute distribution F; est

DS — NWUE et deux distributions Fj, F; ne se croisent pas sur N, alors, F' est aussi
DS - NWUE.

Nous allons présenter maintenant la conservation des classes de distributions D — C'M
et D — LCV X par mélange introduite par Kristina Sendova (2008). Voir référence [31].

Proposition 3.1

La classe de distribution D — C'M est conservée par mélange.

Preuve
Soit g une fonction de distribution discréte, avec des valeurs positives N .

Employons la définition de la classe D — C'M prouvée par Van Harn (1978), nous avons
pour j = 1,2, ..., la fonction f; appartenant a la classe D — C'M, si et seulement si,

1
fim = [ (1= ppraB ). neN,
0
ol Bj est une distribution sur [0, 1).

Alors, la fonction de mélange f(n) = > 72, f;(n)g(j) satisfie

, neN,

fwzlu—mwlgm&@

ot le mélange » 77, g(j) B;(p) est aussi une distribution de probabilité sur [0, 1). O
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Lemme 5

Une combinaison linéaire de deux fonctions appartenant a la classe de distribution
D — LCV X est une fonction de la méme classe.

Preuve

Soient fi(n) et fa(n) deux fonctions de probabilités dans la classe D — LCV X

D’aprés la définition de la classe D — LC'V X, nous avons,

fin) < filn = 1) fi(n +1) (1.12)
fi(n) < foln = 1) faln+1) (1.13)
Soit f(n) une fonction de mélange de fi(n) et fa(n), qui est définie comme,
f(n) = afi(n) + Bfa(n)
avec a + (0 = 1. Nous allons montrer que :
(1.14)

) < fin=1Df(n+1)
Utilisons la définition de la fonction f(n) dans cette derniére inégalité, nous obtenons

d’une part :
f(n) = (afi(n) + Bfa(n))?
= o’ ff(n) + B2f3(n) + 208 f1(n) fo(n).
D’autre part, nous avons :
fln=1)f(n+1) = (afi(n = 1)+ Bfa(n — D)(afi(n+ 1) + Bfo(n + 1))
=a’filn = 1) fi(n + 1) + B fa(n — 1) fo(n + 1)
+affi(n—1)fa(n+ 1)+ affi(n+1)fo(n —1).
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Utilisons la propriété spécifiée par les inégalités (1.12) et (1.13), nous avons :

a?fi(n) + Ff3(n) < ?filn = 1 filn +1) + B fa(n — 1) fo(n +1).

Pour montrer I'inégalité (1.14), nous avons besoin seulement de monter que :

203 f1(n) f2(n) < aBfi(n —1) fo(n+1) + aBfi(n + 1) fo(n — 1),
qui peut étre simplifié a :
filn=1) fa(n+1)=2f1(n) f2(n)+ f1(n+1) f2(n—1) = 0.

Utilisons les inégalités (1.12) et (1.13), nous obtenons :

—2f1< )fg > 2\/f1n—1f1 n+ \/fgn—lfg(n+ )
Dongc, l'inégalité (1.15) peut étre exprimée comme :

filn = D) fa(n +1) = 2fi(n) fa(n) + fi(n + 1) fo(n — 1)

(1.15)

> filn=1)fa(n+1) =2/ filn = 1) fi(n + 1)/ fo(n — 1) fo(n + 1)+ f(n+1) fo(n—1)

<\/f1n—1f2n+1 \/f1n+1f2(n—1)>
>0

D’ou, 'inégalité (1.14) est vérifiée pour tout ao+ 3 = 1.

Idem pour la classe de distribution D — LCV E. 0

Proposition 3.2

La classe de distribution D — LC'V X est conservée par mélange.
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Nous présentons maintenant un tableau récapitulatif résumant les principaux résultats
de conservation des classes de lois non paramétriques discrétes par les deux opérations de
la fiabilité étudiées au cours de ce mémoire [30].

’ Classe \ Conservée par ‘
D-CM N’est pas conservée par convolution
D-LCVE Convolution
D-CG N’est pas conservée par convolution
DS-IFR Convolution
D-IFR N’est pas conservée par convolution
D-NBU Convolution

D-IFRA Convolution
DW-NBU Convolution

D-DMRL N’est pas conservée par convolution
D-NBUC Convolution
DW-NBUC | Convolution
D-NBUE Convolution
DW-NBUE | Convolution
D-HNBUE | Convolution
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’ Classe \ Conservée par ‘

D-CM N’est pas conservée par mélange
D-LCVX N’est pas conservée par mélange
D-CG N’est pas conservée par mélange
DS-DFR Mélange
D-DFR Mélange

DS-NWU | Mélange (no crossing)

D-DFRA Meélange

D-NWU Mélange (no crossing)

D-IMRL Mélange

DS-NWUC | Mélange (no crossing)

D-NWUC | Mélange (no crossing)
( )
( )

DS-NWUE | Mélange (no crossing
D-NWUE | Mélange (no crossing
D-HNWUE | Mélange

TAB. 3.2 — Conservation des classes de lois non paramétriques discrétes par mélange
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Conclusion

L’objectif de la théorie de fiabilité réside dans le fait qu’on peut modéliser beaucoup
de problémes dans divers domaines : Economie, Files d’attente, Théorie de la décision,
Gestion de stock, ..., a travers I'application des lois non paramétriques.

L’utilisation des lois non paramétriques en théorie de fiabilité a 'avantage de connaitre
I’appartenance d'un équipement a une classe de "wvieillissement" de la loi de fiabilité. Cela
permet une aide a la décision sur le niveau des stocks de piéces de rechange, type de main-
tenance (correctif ou préventif) et éventuellement le mode d’intervention, redondance, etc...

Notre étude nous a permis d’explorer les liens existant entre les différentes classes de
lois non paramétriques discrétes que nous avons pu trouver dans la documentation consulté.

Nous avons mis en évidence la stabilité de certaines lois par rapport aux principales
opérations de fiabilité : convolution et mélange.

Cette recherche met en évidence 1'utilité d’étudier la propriété de log-concavité ou
log-convexité d’une fonction, car dans plusieurs domaines tels que I’économie, la science
politique, la biologie et 'actuariat, la fonction de distribution n’a pas de forme explicite
comme celle du taux de défaillance ou la durée de vie moyenne résiduelle. Cependant, il
est important d’établir une hypothése bien précise sur la distribution a étudier.

Au cours de cette recherche, nous avons constaté que les définitions données pour la
propriété du taux de défaillance sont similaires dans les deux cas discret et continu.
Cette propriété est importante, dont nous avons rencontré qu’il y a un probléme sérieux
dans la définition de la classe I F RA, cette classe admet deux définitions différentes (/ FRA1
et TFFRA2) qui sont équivalentes dans le cas continu, mais qui ne le sont pas dans le cas
discret.

Cette différence réside dans le fait que le taux de défaillance est borné dans le cas dis-
cret, majoré par 1, car c¢’est une probabilité conditionnelle, par contre, dans le cas continu,
il n’est pas borné, c’est un taux de probabilité conditionnelle.
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Alors, une nouvelle définition alternative a été fournie pour le taux de défaillance adres-
sée aux problémes mentionnés ci-dessus. Il s’agit du taux de défaillance de second ordre,
pour lequel on aura 1’équivalence entre les deux définitions (I FRA1 et IFRA2), ainsi, il y
aura un seul concept pour la classe IFFRA.

Pour conclure, nous mentionnons qu'’il est important de choisir un modéle approprié
pour étudier les données de fiabilité. Si le phénoméne étudié est tel que le taux de dé-
faillance est une constante, la distribution Géométrique est adéquate. Mais, si le systéme
observé est en phase de "wvieillesse" (ageing), quelle distribution devrait étre choisie ?

Bracquemond et Gaudoin (2002) ont donné deux critéres :
Critere 1 :

(i) La simplicité de Iexpression de la fonction de fiabilité.

(i) La flexibilité ou la possibilité de décrire les diverses situations.
(iii) L’interprétation des paramétres.

Critere 2 :

La qualité des estimateurs des paramétres dans un modéle.

Il existe des bornes pour la probabilité de survie, les propriétés mises en évidence par
cette classification permettrait d’établir des estimations par inégalités et bornes (par cer-
taines classes de distribution) pour des processus décrits par des sommes aléatoires (en
particulier, Géométrique), et ceci pourrait élaborer une direction de recherche permettant
d’achever notre étude.

Meéme si la classification est analogue, dans la plupart des cas pour le continu et le
discret, les démonstrations sont différentes, cette étude nous a permis de faire apparaitre
la différence entre les deux cas et mieux comprendre certains résultats.
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