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Dear Haynes;
I apologise contacting you once again for request if these conjectures are still open

problem and if it exist some others?

Conjecture 1 [Chang ]:

Every product P, x P, x---xP, is domatically full with some exceptions

Conjecture 2 [Zelinka]: for every graph G we have d(G) > %S(G) +1

Conjecture 3 [Haynes]: let n>15 with ng {16, 17,20}and let G, ® G, ® G, =K then

d,d,d, < \\%f

The characterisation of graphs G with d(G) = [%J

The determination of graphs G with d(G) =d(G) =k for 11<k < %

0 Characterise connexe graphs G with d(G). d(G) = 2.
o Isit true that if d(G) = d(G) then y(G) = y(G)?
0 Characterise regular graphs with d(G) = d(G).

0 Characterise bipartite graphs with d(G) =d(G) .

= Characterisation of uniquely domatic graphs
* The compute of y(Q,)etd(Q, ) which still open though Zelinka have proved that d(Q,) = 2Xifn=
2%-1ou 2~.

= Characterisation of extremal graphs for the next theorem
Theorem: letn > 3and let G, + G, +---+ G, =K a t-factorisation of K then

t<> d(G,)<n+t-1
i=1

Best greetings



Preuve: D'abord on montre que le probléme du nombre domatique est NP-complet dans G(P) pour k =
3.
Clairement le probléme appartient a la classe NP.
En donnant un graphe G = (V, E), on peut supposer sans perte de généralités que G n'est pas 1 ou 2
colorable.
Formons un nouveau poset P = VUEU W ou W={w,w,,ws}et ou l'ordre est donné¢ de la maniere
suivante:
Pour veV, ecE, e<v ssi v est I'une des extrémités de e dans G

wi< v, pour tout i.

Notons G(P)=(VUEUW, E )=(\~/ , E) le graphe représentatif des intervalles de P.
Puisque mind(v) =2, d(G)<3

Nous montrons que G est 3-colorable ssi d(G(P))=3

Le probléme de 3 coloration d'un graphe est NP-complet.

Supposons G 3 colorable, la 3 coloration de G induit une partition V=V ;+V,+V; ou V; est I'ensemble

des sommets colorés avec 1 et chaque V; induit un ensemble indépendant dans G.
Nous formons la partition V=V, + V, + V, comme suit:

SiveV;alorsve \Nfi

ee \N/i sie=(v,V)telque veV;,v'e Vi, k#j=i#k.

Exemple:

Vi={ve, va}, Voa={vs, o}, V3={v1, v3}

Vi Vs Ve
V3 \'%) Va4
€4 €3 %)
€7 €6 €1
Cs 3 X7

Vi

<
<t



La partition \71 + \72 + \73 est une partition domatique : chaque sommet de V est dominé par w; et alors
par \N/i et d'apres la définition de \N/i , chaque e dans E\{ee \N/i } est adjacent a I'un des sommets v de \N/i ,
ce qui veut dire que \Nfi est un ensemble dominant.

Réciproquement: donnons une partition domatique de trois ensembles deV, dans chaque triplet {1, j,
k}, chacun de ses ¢léments est présenté dans un ensemble et alors dans une telle partition aucune aréte
e de E ne peut avoir ses deux extrémités dans le méme ensemble, donc en Otant les arétes des
ensembles dominants obtenus, on aura des ensembles stables. D'ou la 3-coloration de G.

Le probléme du nombre domatique pour un entier k fixé k=3 peut €tre réduit au probléme du nombre
domatique pour tout entier fixé k>3.

En donnant la graphe G(P)=(V1,V2,E), on construit le graphe G'(P)=(V,+X, V,+X,, E+F) ou

X, =[X,| =k =3, F = ViXa+ VX +X X,

Nous montrons que d(G(P))>3 ssi d(G'(P)) >k

= )il est évident que si d(G(P)) >3 alors d(G'(P)) >k

<)soit C une k-coloration de G' tel que chaque classe de couleur est un ensemble dominant

soit Si I'ensemble des couleurs qui ne sont pas représentées dans X, i=1, 2

notons que |S i| >3.8SijeS, NS, alors V/ + VJest un ensemble dominant dans G.

sije S-Sy, ke Sp-Sy alors V] + V) + V[ + V. est dominant dans G: tous les sommets de V; sont

dominés par V/* + V) et tous les sommets de V, sont dominés par V; + Vj et puisque|Si| >3,1=1,2

|S1 N Sz| + min{[S1 -S,LIS, =S, |} >3etV, +V, peut étre partitionné en au moins trois ensembles

2

dominants.



Introduction

"Toute pensée originale, procéde par images" disait Schopenhauer, et la théorie des
graphes est basée sur I'image, elle regroupe un ensemble vari¢ de problémes qui peuvent
étre visualisés par des sommets représentant des individus, des situations, et des arétes

symbolisant les relations existantes entre les sommets.

La schématisation de n'importe quel probléme, le simplifie et 1'éclaircie, c'est I'une des
caractéristiques attrayantes de la théorie des graphes qui est son inhérent caractére pictural
qui contribue a sa compréhension. Maintes propriétés et procédures ont été pensées ou

trouvées a partir d'un schéma avant d'étre ensuite formalisées ou développées.

L'histoire de cette théorie met en relief la diversit¢ des questions abordées. Le premier
probléme généralement cité remonte a Euler: "est-il possible de parcourir les rues de
Konigsberg en franchissant une et une seul fois chacun des sept ponts de la ville?".
Jusqu'au milieu du vingtieéme siccle, la théorie des graphes s'est développée en liaison avec
les probléme de la physique et de la chimie, ce n'est qu'aprés 1945, qu'on vit apparaitre des
applications dans le domaine de la gestion, classées avec beaucoup d'autres sous le titre

général de problémes de " Recherche Opérationnelle".

Le théme abordé dans notre thése, se rapporte a la domination, plus précisément au
nombre domatique. Un ensemble dominant dans un graphe est un ensemble de sommets tel
que tout sommet en dehors de cet ensemble est li¢ @ au moins I'un de ses sommets et le
nombre domatique est la taille maximum d'une partition des sommets du graphe en

ensembles dominants.

L'histoire de domination remonte au dix-neuvieme siecle, elle a vu le jour avec les jeux
d'échec, ce n'est qu'en 1958, qu'elle est formalisée dans un contexte théorique par Claude
Berge. Cependant, la notion du nombre domatique a ét¢ introduite pour la premiere fois par

Cockayne et Hedetniemi, en 1977.



Notre thése se base sur le nombre domatique du graphe représentatif des intervalles d'un
ensemble partiellement ordonné (en abrégé poset) P; c'est le graphe ayant les mémes
sommets que P et deux sommets sont adjacents si et seulement si ils appartiennent & un

méme intervalle de P.

Notre travail est développé comme suit:
Le premier chapitre est consacré a l'introduction de définitions nécessaires pour la
compréhension de notre thése. Nous y trouvons les concepts de poset et d'hypergraphe

ainsi que la notion du graphe représentatif des intervalles d'un poset.

Dans le second chapitre, nous introduisons un survey sur la domination et quelques

résultats sur le nombre domatique: ses bornes et les classes ou il a été introduit.

Dans le troisiéme chapitre, nous établissons quelques résultats sur le nombre domatique du
graphe représentatif des intervalles d'un poset qui est soit la somme directe soit la somme
linéaire de deux autres posets. Nous nous intéressons par la suite au sous poset induit par

l'union des niveaux consécutifsN,,...,N , 0</<u<r(P) du produit de deux chaines
C,, xC,, . Suivant les valeurs des entiers /, u,n, n,, la partition domatique maximale est

exhibée.

Le quatrieme chapitre, sera consacré a I'é¢tude algorithmique. D'abord nous introduisons les
notions de la complexité algorithmique, ensuite nous mentionnons quelques problémes
relatifs & I'hypergraphe des intervalles d'un poset ou la NP-complétude est démontrée.
Nous citons également des classes ou la NP-complétude du nombre domatique est prouvée
et nous terminons par démontrer que le probléme du nombre domatique, et du nombre
domatique total (autre parametre de domination), dans le graphe représentatif des

intervalles d'un poset est NP-complet.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce premier chapitre, nous allons donner les notions et définitions de base, nécessaires
pour aborder le théme de notre thése. Aprés avoir donné les concepts de poset et
d'hypergraphe, nous introduisons la notion de 1'hypergraphe (resp. le graphe représentatif)
des intervalles d'un poset et nous terminons par aborder le concept de domination dans

lequel il sera introduit la notion du nombre domatique, objet cceur de notre thése.

1.1 Concepts généraux sur les posets

= Un ensemble partiellement ordonné (P, <), en abrégé poset, est un ensemble P ou la

relation "<" est réflexive, antisymétrique et transitive.

» Dans tout ce qui suivra, nous nous intéresserons uniquement au cas ou P est fini.

Siu<v etu#valorson écrit u<v.



» Siuetvsontdans P alors vcouvreudansPsi u<vetd wePtelque:u<w<vet

onnote :v > u.

» En utilisant la relation de couverture, on peut obtenir une représentation graphique de
P, dite diagramme de Hasse de P, comme suit :
A chaque ¢lément de P, on associe un point du plan représenté par un petit
cercle.

Si v couvre u alors u sera lié au point v par un segment de droite ascendant.

Exemple de Poset

Figure 1

* Le dual de P, noté P* est un poset ayant les mémes sommets que P mais ordonnés par

la relation d’ordre" <, "définie par : u<»v < u >, v.

Soit A un sous ensemble de P.

»  Un minorant (resp. majorant) de A dans P est un ¢élément u de P tel que: u < a
(resp.u>a),VaeA.
La borne inférieure (resp. supérieure) de A est le plus grand (resp. petit) des minorants

(resp. majorants) de A, elle est notée u ® v (resp. u [1v).



* On appelle treillis un poset dans lequel toute paire d’¢éléments posseéde une borne

inférieure et une borne supérieure.

Exemple de treillis

{1,2,3}

{13} 2.4}

{1} 2}

%)
Figure 2

» On appelle intervalle de P, un sous ensemble I noté par [p, q] de la forme {v eP:p <
v <q}. I est dit maximal si V I'intervalle. En particulier si I est un intervalle maximal

alors p est un élément minimal et q est un ¢lément maximal.

* Deux posets P et Q sont dits homomorphes s’il existe une application ¢ de P dans Q

vérifiant x <, y si et seulement si ¢ (x) <,(y). lls sont dits isomorphes si et

seulement si ¢ bijective, ¢ et "' homomorphismes.

» Une fonction rang est une fonction r définie de P dans N vérifiant r (u) = 0 si u est un

¢lément minimal et r (v) =r (u) + 1 si v>u. S’il existe une telle fonction de rang, on

dira que P est rangé ou gradué et la valeur r(P) =max r(x) représente son rang.
xeP

Si P est rangé, on définit son niveau i par N; (P)= {u €P :r (u)=1}.

Le nombre W; (P) = |N; (P)| est appelé i nombre de Whitey, ¥ i=0, ..., r (P).



Figure 3

* Soit (P, <) un poset rangé. Pour un sous ensemble A du niveau N;, on définit /’'ombre
supérieure (resp. inférieure) de A, par I’ensemble R'(A )= {xeNi: X > a, pour un

certain a € A}(resp. I’ensemble R (A)= {x € Nj;:a>x, pour un certaina € A})

Exemple

R(A)

Figure 4



= Plus généralement, on note par R (A) (resp.R_(A)) I'ensemble

RI(A)=R*(R"(...(R"(A))...) (resp. R7(A) =R (R™(...(R"(A))...) )
SR R ol

s fois s fois

= Un sous ensemble C de P est dit chaine de P, si pour toute paire d’¢léments a, a' de C
ona:a<a' oua'<a. Elle est notée par C= (ap< ... <ai) et I’entier k représente sa

longueur. Dans ce cas, on dit que C est saturée.

* Pour un poset rangé, nous noterons par P, le sous-poset induit par 'union de niveaux

consécutifs UNi de P ou / et u sont deux entiers tels que : 0 </<u<r (P).
i=l

1.1.1 Exemple de posets classiques

Le treillis booléen

C’est le poset définie parB, = ({O,I}H,S), ou la relation d’ordre est telle
quea = (a,,...,a,) <b =(b,,...,b,)si et seulement sia, <b,, Vi.

B, est appel¢ le treillis booléen, la figure 5 représente Bs.

Figure 5



En considérant 1’application ¢ (a) = {i, a; =1}, on voit bien que B, = ({O,I}n, <) et
(P({1,...,n}),<) sont isomorphes , d’ou la possibilité¢ de définir le treillis booléen comme

¢étant le treillis de tous les sous-ensembles de {1,...,n} ordonnés par inclusion .
L’application qui a un ¢élément de B, associe sa cardinalit¢ définit la fonction de rang sur

B..
Le treillis S (ky,...,kn)

C’est I’ensemble de tous les n-uples a =(a,,...,a,) tel que: 0 < a; < k;, pour tout i, la
relation d’ordre est telle que:

a=(ap,...,a,) <b=(by,...,b,)si et seulement si a; < b, pour tout i. C'est-a-dire a <b si
et seulement si Jj € {1,...,n} tel que bj -a;=leta = b, Vi#j.

En particulier, le treillis B, est isomorphe aS(1,...,1).

S(4, 5)

Figure 6

S (k,,...,k )est rangé par la fonction de rang r (a) = a;+---+ a, et son rang vaut:
ky+---+kp.

Les ¢léments du niveau i sont tout les n-uples dont la somme des composantes est égale a 1.



1.2 Concepts généraux sur les hypergraphes

En 1960, Claude Berge [4] a généralis¢ le concept de graphes en vue d’aborder de
nouveaux problémes d’optimisation combinatoire. L’idée ¢était d’étudier une famille

d’ensembles avec la méme optique, en I’appelant hypergraphe.

Soit X= {xl,...,xn} un ensemble fini. Un hypergraphe sur X est une famille o# =

(E,,...,E,,) de parties de X avec :

) E#3,i=1...m

2) |JE =X
i=1

Les €éléments x,,X,,...;X, de X sont les sommets et les ensemblesE,,...,E_ sont les arétes

m

de I’hypergraphe.
» Un hypergraphe simple sur X (ou "famille de Sperner") est un hypergraphe # =

(E,,...,E, ) dont aucune aréte n’en contient une autre, c'est a dire :

3)Eic EjZ> 1=].
Un graphe simple est un hypergraphe simple dont toutes les arétes sont de cardinalité 2.

Deux sommets x et y de <# sont adjacents s’il existe une aréte de E qui les contienne et

deux arétes sont dites adjacentes si leur intersection est non vide.

* Le dual d’un hypergraphe # = (E,,...,E_) est un hypergraphe = (X,,...X,) dont

les sommets e, ,e,,...,e  sont des points correspondants respectivement aux arétes de

o et dont les arétes sont X; = {e; / E; 3 x; dans o#}.



Exemple

Co

X

Cy

U

X;

Figure 7

» Le graphe représentatif des arétes de I’hypergraphe J est un graphe simple noté
L(27) dont les sommets e,,...,e_représentent respectivement les ensembles E ,...,E

m

et deux sommets ¢; et ¢; sont adjacents dans L(#) si et seulement si E, NE; # & pour

i#].

= Comme pour un graphe, [’ordre de #, noté par n(#) est le nombre de ses sommets et
le nombre d’arétes de 4 sera noté par m(-#). En outre, le rang de A est r ()

=max |E;j| et le degré minimum de ¢ sera désigné par o () = mi)l(l doe (X).
J Xe

= Dans I'hypergraphe &, un sous ensemble A (resp. T) de X est appelé ensemble stable

ou ensemble indépendant (resp. recouvrement par sommets ou ensemble transversal)

de A, si chaque aréte de & contient au plus un sommet de A (resp. au moins un

sommet de T). Un sous ensemble M (resp. R)d'arétes de A est appelé couplage (resp.

10



recouvrement par arétes de ) si chaque sommet de X appartient a au plus une aréte

de M (resp. au moins une aréte de R)

»  Une famille de sous-ensembles C de X est une k-coloration (forte) des sommets de S

si C est une partition de X en k ensembles stables A ,..., A, , chacun d'eux correspond a

une couleur. Un hypergraphe pour lequel il existe une k-coloration est dit k-colorable.

=  Posons:

o (A ) = max {|A , A est un ensemble stable de A} ;

r(%)=min{|T

, T est un recouvrement par sommets de #};
(A ) = max {|M|, M est un couplage de A };

o () = min {|R |, R estun recouvrement par arétes de A };

¥ (#) = min {|C

, C est une k-coloration de &}.

Ces nombres sont appelés nombre de stabilité, nombre de recouvrement par sommets,

nombre de couplage, nombre de recouvrement par arétes et nombre chromatique de A

respectivement.

Notons que tout hypergraphe # vérifie a (H)< p (A ) et v(H)< 1 (A ) puisque chaque

aréte d'un recouvrement par arétes contient au maximum un ¢élément d'un stable et chaque

sommet d'un recouvrement par sommets appartient a au plus une aréte d'un couplage.

» A alapropriété de Konig siv (H) =t (H), et duale de Konig si o (H) = p ().

11



1.3 Concepts généraux sur les graphes

Soit G = (V, E) est un graphe ou V désigne l'ensemble de ses sommets et E désigne

I'ensemble de ses arétes.

Pour deux sommets adjacents u et v de V, on notera briévement l'aréte {u, v} par uv.

On dira que les sommets u et v sont les extrémités de 'aréte uv.

Une chaine de longueur p, est une séquence de sommets distincts v, v,,...,v dans
laquelle deux sommets successifs sont adjacents. Les sommets v,etv sont les

extrémités de la chaine. Une chaine qui n'utilise pas deux fois la méme aréte est dite

simple.

Un cycle de longueur p dans G, est une chaine simple v,v,,...,v dans laquelle les
deux extrémités coincident (v, =v ), il est dit élémentaire si tous ses sommets sont

différents.

Un sommet isolé dans un graphe non orienté est un sommet de degré zéro.
Le complémentaire d'un graphe G = (V, E) est le graphe G-= (V,E) tel que: Yu,ve V

l'aréte uve E € uve E.

Un sous-graphe de G = (V, E) est un graphe G’ = (V',E") ou l'ensemble de ses sommets
V'est un sous ensemble de V et I'ensemble de ses arétes E'est un sous ensemble de E
ou toute aréte de E'joint deux sommets de V'. Si toutes les arétes de G qui relient les

sommets de V'sont dansE’, on dira que G’est induit par Vet il est noté Gy,..

Un graphe G = (V, E) est dit connexe si pour tout sommet u et v de V, il existe une
chaine joignant le sommet u au sommet v. Dans le cas contraire, G sera dit non
connexe et pourra s'écrire comme l'union disjointe de graphes connexes (appelés

composantes connexes de G).

12



= Un graphe G = (V, E) est dit complet si toute paire de sommets est liée par une aréte. Si
|V| =n, Gestnote K, .
* Un graphe G =(V, E) est dit régulier si tous les sommets ont le méme degreé.

* Un arbre est un graphe connexe, sans cycle.

= Un graphe biparti, G=(XU'Y, E) est un graphe dans lequel 1'ensemble de ses sommets

peut étre partitionné en deux classes X et Y de telle sorte que chaque aréte ait ses deux

extrémités dans deux classes différentes. Un graphe biparti complet, ou n, = |X| et

n, :|Y

, estnote K .

1.4 Hypergraphe des intervalles d’un poset

Soit P un poset et 4 I’ensemble de ses intervalles maximaux. L hypergraphe o (P) =

(P, 4 (P)) dont les sommets sont les ¢léments de P et dont les arétes sont les intervalles

maximaux de P est dit [ "hypergraphe des intervalles de P.

Notons par ¢ (P) son dual.

L'hypergraphe des intervalles d'un poset a été introduit par B. Voigt et . Wegener [66]

pour la détermination de l'invariant p (#(P)) ou P est un sous-poset du treillis booléen. La

généralisation a un poset quelconque est réalisée par [.Bouchemakh dans [8], ou elle s'est
particuliérement intéressée a la propriété¢ duale de Konig. Par la suite, les travaux établis
par K. Engel [28] ont visé les deux paramétres T et v, et dans [13], la généralisation de la
stabilité¢ est étudiée. La k-stabilité est la taille maximum d'un ensemble k-stable ou un
ensemble A est dit k-stable si chaque intervalle maximal de P contient au plus k éléments
de A. Elle proposa dans certains cas des valeurs exactes, dans d'autres cas des bornes.
Enfin, I'¢tude du nombre chromatique qui est équivalente a I'é¢tude des systémes stables P(t,
k, n) est réalisée dans [12] ou un systeme stable d’ordre n est une paire (Q, q), ou Q est un
ensemble a n éléments et q est une collection de sous-ensembles a k éléments de Q appelés
blocs, ayant la propriété que chaque sous-ensemble a t éléments de Q doit étre un sous-

ensemble d’au plus un bloc de q.
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D'autres études pour I'hypergraphe des intervalles ont vu le jour pour d'autres classes de
posets comme la classe des ordres d'intervalles [11], la classe des ordres série-paralleles
[9], les ordres a chaines symétriques spéciales [7], les ordres a chaines semi symétriques

spéciales [10], le treillis des faces du n-cube C, [8, 55] et le treillis linéaire L _(q) [8, 29].

Toutes ces classes ont €té traitées dans [7] ou principalement 1'étude était sur les propriétés

de Konig et duale de Konig.

1.4.1 Graphe représentatif des intervalles d’un poset

Soit P un poset. Le graphe représentatif des intervalles de P, noté G (P), est le graphe dont
les sommets sont les ¢léments de P et deux sommets sont adjacents si et seulement si ils

appartiennent a un méme intervalle de P. Il s’agit en fait du graphe représentatif des arétes

de ' (P).

Exemple

Figure 8 G (P)

1.5 Notion de domination

»  Un ensemble dominant dans un graphe G = (V, E) est un sous ensemble D de V tel que

pour tout x EV—D, il existey € D tel que y est adjacent a x.

»  Un sommet dominant est un sommet qui forme un ensemble dominant, c'est-a-dire, un

sommet qui est adjacent a tous les autres sommets.
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Une partition domatique est une partition des sommets de G en ensembles dominants.

Le nombre domatique d'un graphe, noté¢ d(G) est le nombre maximum d'ensembles
dominants dans une partition domatique du graphe, ou d'une facon équivalente, le

nombre maximum d'ensembles dominants disjoints deux a deux.

Le nombre domatique peut étre défini d'une fagon équivalente par ce qu'on appelle la
coloration domatique. Une coloration domatique d'un graphe G est une coloration des
sommets de G avec la propriété que si x est un sommet arbitraire de G, alors pour
chaque couleur différente de celle de x, il existe un sommet coloré avec cette couleur
qui est adjacent a x (deux sommets portant la méme couleur, peuvent étre adjacents).
Ainsi le nombre domatique de G est le nombre maximal de couleurs de la coloration
domatique de G. L'équivalence entre les deux définitions du nombre domatique est

évidente.

Le nombre de domination, noté y(G) est la cardinalit¢ minimum d'un ensemble

dominant.

Pour tout graphe G = (V, E), il a ét¢ montré dans [20] que le nombre domatique

d(G) £ 8(G) +1 ou 8(G) = mei\rll d(x). De 1a, on dit qu'un graphe G est domatiquement

plein si d(G) = 3(G)+1.
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Chapitre 2

Survey sur le nombre domatique d'un

graphe

Dans ce chapitre, nous introduisons un bref historique sur la domination en général et sur
le nombre domatique en particulier, nous donnons également des bornes du nombre
domatique dans un graphe, les conditions sous lesquelles certaines bornes sont atteintes et

enfin quelques classes de graphe ou le nombre domatique est étudié.

2.1 Survey et motivation

Bien que I'¢tude mathématique des ensembles dominants dans les graphes commenca aux
environs des années 1060, le sujet a ses racines historiques datant avant 1862, quand
Jaenish [23] étudia le probléme de la détermination du nombre minimum de reines
nécessaires pour dominer une table d'échecs (nxn), il posa le probléme suivant: " Quel est
le nombre minimum de reines qui peuvent étre placées sur un échiquier de telle sorte que
chaque case, est soit occupée par une des reines ou elle est sur son champ de

mouvement,(rappelons que le champ de mouvement de la reine sont toutes les cases qui se
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trouvent sur la ligne, la colonne et la diagonale passant par celle-ci). Evidemment, ¢a
revient a déterminer le nombre minimum de reines qui dominent toutes les cases de
'échiquier.

Notons que d'autres variations de ce probléme ont ét¢ formées en considérant différentes

pieces d'échecs avec (ou) différentes tailles d'échiquiers [69].

En 1958, la domination est formalisée dans un contexte théorique dans la théorie des
graphes, par C.Berge [4], ou il définit pour la premiere fois le concept du nombre de
domination d'un graphe bien qu'il le nomme le coefficient de Stabilité externe. En 1962,
Ore [58] fut le premier a utiliser les termes "ensemble dominant" et la notation "d(G)" bien

qu'il I'a destine au nombre de domination.

L'un des paramétres importants de la domination dont I'é¢tude a suscité l'intérét de
plusieurs chercheurs [18,16, 43, 3, 70-98] est le nombre domatique. Le vocable
"domatique"(domatic) n'a aucun lien avec le méme mot utilisé en cristallographie. Il a été
crée des mots "domating" et "chromatic" de la méme manic¢re que le mot "smog" est
composé a partir des vocables "smoke" et "fog". Le concept du nombre domatique est le
méme que celui du nombre chromatique, seulement, on utilise les ensembles dominants
pour les définir au lieu d'ensembles stables.

La notion du nombre domatique a été introduite pour la premiére fois par Cockayne et
Hedetniemi [20] en 1977. Leur papier "survey" semble avoir mis dans le mouvement
I'¢tude moderne de la domination dans les graphes puisque apres vingt ans, plus de 1200
papiers de recherche ont été publiés dans ce contexte et le nombre de papiers augmente

réguliérement.

Le probléme de partition domatique apparait dans les réseaux de communication [21]. Le
réseau est modélisé par un graphe non orienté ou les arétes représentent les lignes de
communication et les sommets représentent les cités. Un groupe de transmission est un
ensemble de cités qui activent comme des stations de transmission, c'est-a-dire qui peut
transmettre des messages a chaque cité¢ dans le réseau. Donc, un groupe de transmission
dans le réseau de communication, est un ensemble dominant dans le graphe. Trouver le
nombre maximum de groupes de transmission disjoints dans un réseau de communication

est équivalent au probléme de partition domatique dans le graphe correspondant.
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2.2 Les nombres domatiques

Des concepts analogues a celui du nombre domatique sont trés répandus dans la littérature,

nous définissons quelques-uns alors que nous nous contentons de citer les autres.

En 1977, Cockayne et Hedetniemi ont défini le nombre domatique d(G) du graphe G = (V,
E), trois ans plus tard, les mémes auteurs avec Dawes [19] définissent le nombre
domatique total d,(G) qui est le nombre maximum de classes de la partition de V en

ensembles dominants totaux disjoints ou un sous ensemble D de V est dit ensemble

dominant total, si pour tout x € V(Q), il existe y e D, adjacent a x.

Le nombre domatique connexe d_(G), introduit en 1984 par Hedetniemi et Laskar [46] et

étudié ensuite par Zelinka et autres [2, 42, 46, 78] est la cardinalit¢ maximum de la
partition de V(G) en ensembles dominants connexes ou l'on exige la connexité du graphe

G.

Notons cependant que les sommets du cycle C,, ne peuvent étre partitionnés en ensembles
dominants stables mais s'il existe au moins une partition des sommets de V en ensembles
dominants stables, on dit que G est idomatique et le nombre idomatique id(G) est égal a la

cardinalit¢ maximum d'une telle partition. Ce nombre a été défini par Cockayne et

Hedetniemi [20] et Zelinka [71].

Le nombre domatique par arétes est le nombre maximum d'ensembles dominants par
arétes dans la partition de E ou un ensemble D d'arétes de E d'un graphe G est dit dominant
si pour toute aréte e< E\D, il existe une aréte fe D adjacente a e. Ce nombre noté ed(G) a

¢été définis et étudié pour la premicere fois par Zelinka en 1983 [86].
Le nombre adomatique défini par Cockayne et Hedetniemi [20] et étudié par Zelinka dans

[71], est égal au nombre minimum d'une partition de V en ensembles dominants S, ou

aucun d'eux ne peut étre partitionné en deux ensembles dominants, c'est-a-dire indivisible.
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Nous trouvons dans la littérature d'autres invariants du nombre domatique dus a Zelinka,

qu'on ne va pas définir :

Le nombre k-domatique [88]

Le nombre k-ply domatique [73]

Le nombre semi-domatique [72]

Le nombre antidomatique[80]

Le nombre domatique complémentaire (complementarily domatic) [79]

Le nombre adomatique total [93]

Le nombre adomatique par aréte (edge-adomatic) [94]; et le nombre adomatique total par
aréte (total edge-adomatic) [87];

Le nombre domatique total par aréte [87];

Le nombre domatique local [82].
Ou par d'autres auteurs :

Le nombre domatique couplé (paired domatic number) [45];
Le nombre domatique k-tuple ( k-tuple domatic number) [39];

Le nombre codomatique [26].
2.2.1 Le nombre domatique dans les graphes orientés

I1 est également possible de définir le nombre domatique pour un graphe orienté, ceci peut
se faire de la méme maniére que pour les graphes non orientés, seulement il est nécessaire
de donner la définition appropriée d'un ensemble dominant dans un tel graphe. Dans
[72,96], B.Zelinka a transféré le concept du nombre domatique dans les graphes orientés en
définissant deux généralisations du nombre domatique comme suit:

Soit G = (V, E) un graphe orienté. Un sous ensemble D de V est dit semidominant intérieur

(resp. exterieur) dans G si a chaque sommet xe V-D, il existe un sommet yeD tel que
l'arcxy (resp.yx ) appartient a G.
Une partition domatique intérieure (resp. extérieure) est une partition de V en ensembles

semidominants intérieurs (resp. extérieurs). Le nombre maximum de classes dans la

partition semidomatique intérieure (resp. extérieure) dans une partition de G est dit nombre
semidomatique intérieur (resp. extérieur), il est notéd™ (G) (resp.d”(G)) .
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Un ensemble dominant dans un graphe orienté G est défini comme unsous ensemble de V
qui est a la fois semidominant intérieur et semidominant extérieur. En d'autres termes c'est
un sous ensemble de sommets D de G avec la propriété que chaque sommet xe V-D, il
existe des sommets y et z de D (qui ne sont pas nécessairement différents) tel qu'il existe

une aréte de y vers X et une aréte de x vers z.

Le nombre domatique d(G) de G est le nombre maximum de classes dans une partition des

sommets du graphe orienté en ensembles dominants.

2. 3 Les bornes du nombre domatique

Maints travaux ont été entrepris pour déterminer des bornes pour le nombre domatique,
ainsi que les conditions sous lesquelles, elles sont atteintes. Nous commengons par donner

les valeurs exactes.

2.3.1 Les valeurs exactes

Nous introduisons d'abord deux résultats, le premier est réalisé en 1962 par Ore [58], alors
que le second est concu en 1984 par Chang [16] puis nous évoquons un ensemble de
résultats de Kys [50] de 1985 et de Zelinka [81, 89, 78, 97] entre 1980 et 1992, a propos de
l'existence d'un graphe G avec un nombre domatique bien déterminé sous certaines
conditions.

Dans tout ce qui suit on considere un graphe G = (V, E) simple et fini.

Théoréeme 2.1 [58], (1962) Pour tout graphe G, d(G) > 1 si et seulement si G n'a aucun

sommet isolé.

Proposition 2.2 [16], (1984) Si x est un sommet dominant d'un graphe G, alors d(G) =
d(G—-x)+1.
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Théoréme 2.3 [81], (1992) Pour tout entier k #0, il existe un graphe G dans lequel

chaque sommet a un degré >k et dont d(G)=2.

Théoréme 2.4 [50], (1985) Pour toute séquence croissante d'entiers positifs a,,a,,...,a,, il
existe un graphe G = (V, E) avec les sommets v,,v,,..., v, tel que d(G) = a, et

d(G-v,—v,——v,)=a, pour 1<i<n.

Théoreme 2.5 [50], (1985) Pour toute séquence d'entiers a,>a,2---2>a, avec

a—-a, <1 pour i = 0]1,... n-1, il existe un graphe G = (V, E) avec les

1

sommets v, v,,..., v, tel que d(G)=a, et d(G—v,—v,—-—V.)=a,.

Théoréme 2.6 [50], (1985) Pour toute séquence d'entiersa, > a, >--->a, eta,—a, <1,

i+l
pour

i=01,..., n-1, il existe un graphe G = (V, E) avec des arétese,,...,e, tel que d(G)=a, et

d(G—e —e,—-—¢)=a,.

La connectivité dun graphe G d'ordre n, notée k(G)est le cardinal du plus petit ensemble

de sommets de G qui a la propriété de déconnecter le graphe. Analogiquement, l'aréte

connectivité, notécs(G)est le cardinal du plus petit ensemble d'arétes déconnectant

(ensemble d'arétes dont la suppression déconnecte le graphe G s'il est connexe et augmente

le nombre de composantes connexes s'il ne I'est pas).

Théoreme 2.7 [89], (1981) Soient p et g deux entiers positifs tels que p<q. Il existe un

graphe G tel que (G )=p et d(G) =q.

Théoréeme 2.8 [89], (1981) Soient p et q deux entiers positifs tel que p<q. Il existe un
graphe G tel ques(G)=petd(G) =q.
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Théoreme 2.9 [89], (1981) Soit h un entier positif. Il existe un graphe G tel que
(G )-d(G) = o(G)-d(G) = h.

Un graphe G est dit uniquement domatique s'il existe exactement une et une seule partition
de G avec d(G) classes.
Dans [89], Zelinka a caractérisé les graphes uniquement domatique avec un nombre

domatique égale a 2:
Lemme 2.10 [89], (1981) Chaque graphe uniquement domatique avec un nombre

domatique au moins deux est connexe.

Théoreme 2.11 [89], (1981) Un graphe G avec un nombre domatique 2 est uniquement

domatique si et seulement si G est l'étoile K, , ou le graphe K, .

De plus il a établi une relation entre le nombre domatique et le nombre domatique connexe

ainsi qu'une autre relation entre le nombre domatique et le nombre adomatique:

Théoréeme 2.12 [78], (1986) Pour un entier arbitraire q, il existe un graphe G tel que
d(G)-d(G)=q.

On a d(G)=ad(G) pour tout graphe G. Le théoréme ci-dessous nous montre que la

différence entre ces deux nombres peut étre relativement grande:

Théoreme 2.13 [97], (1980) Pour chaque entier positif n, il existe un graphe G, pour
lequel d(G)-ad(G) = n et qui a la propriété que chaque partition de ses sommets en

ensembles dominants indivisibles posséede d(G) ou ad(G) éléments.
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Le théoréme précédent est aussi une réponse négative a la question de Cockayne et
Hedetniemi [20] qui s'énonce comme suit: "existe-il une partition des sommets de G en
ensembles dominants indivisibles, de toutes les cardinalités entre ad(G) et d(G)".

Un exemple de graphe avec les propriétés décrites dans le théoréme précédent est le graphe

complet biparti K cd(K L) =025 ad(K L, 0) = 2.

n+2,n+2 *

2.3.2 Les bornes simples

En 1977, Cockayne et Hedetniemi [20] ont congu les premieres bornes supérieures pour le

nombre domatique:

Théoréeme 2.14 [20], (1977) Pour tout graphe G d'ordre n,
a d(G)<o(G)+1.

b d(G)< "
(G Y(G)

Pour les bornes inférieures, le premier théoréme qu'on citera est donné en 1972 par Jaeger

et Payan [47], alors que le second du a Zelinka [74]et date de 1983.

Théoréeme 2.15 [47], (1972) Pour tout graphe G; d(G)> y(a).

Théoréme 2.16 [75], (1983) Pour tout graphe G, d(G) > {%J
n—

En 1995, A. Majumder, A. Jas et S. Sur-Kolay [54], ont amélioré la premicre borne du

théoréme 2.14.

Théoréeme 2.17 [54], (1995) Pour tout graphe G = (V, E), le nombre domatique,

)2])

ou V,_ représente un sous ensemble de sommets de V qui sont de degré égal an— 1.

d(G) < min(3G)+ 1|(V]+]7, ,
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On dit que deux sommets u et v d'un graphe connexe G sont a distance p si et seulement si
la plus courte chaine les reliant est de longueur p. le diamétre d'un graphe G est la distance

maximum entre deux sommets de G.

En tenant compte du résultat de Ore (théoréme2.1), il suffit donc de caractériser les
graphes G qui ont d(G)>3. Un résultat partiel a été prouvé en 1972 par F. Jaeger et C.
Payan [47].

Théoreme 2.18 [47], (1972) Si G a un diamétre inférieur ou égale a deux et chaque aréte

est dans un triangle alors d(G) > 3.

C'est une condition suffisante qui n'est pas nécessaire, un exemple de graphe avec un

nombre domatique 3 qui ne remplit pas cette condition est le cycle de longueur 6.

2.3.2.1 Les bornes du type Nordhaus-Gaddum

Les résultats du type Nordhaus-Gaddum représentent de trés fortes bornes, de la somme ou
le produit de parametres d'un graphe et son complémentaire.

En 1956, le papier original [57] de Nordhaus et Gaddum apparut, dans lequel ils donnent
des bornes de la somme et le produit du nombre chromatique du graphe et son
complémentaire. Depuis lors, de tels résultats ont ét¢ donnés pour d'autres paramétres (voir
[17]), ils ont inclus des résultats du nombre de domination [47,59], en particulier, nous

verrons ceux qui sont relatifs au nombre domatique:

Théoreme 2.19 [20], (1977) Pour tout graphe G, d(G )+ d(E) < n+1, et l'égalité est

atteinte si et seulement si G = K, ou K.

Théoréme 2.20 [24], (1999) Pour tout graphe G d'ordren >4, 2 <d(G ). d(E)S ”% )
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Soient les k graphes G, =(V,E,),1=1,...,k, tel que pour tout i, j dans {1,...k},
VinV, =4, et E,NE;=C. L'union des graphes G; est le graphe union noté

k k k
UGi = (UVi,UEi) . Si les G;j sont identiques, le graphe union est noté kG;.

i=l1 i=l1 i=1

Remarque les bornes du théoréme 2.20 sont les meilleures possibles. En effet, 2 est la

meilleure borne inférieure car si G = K d(G) = 2 et n’/4 est la meilleure borne

1,n-1»
supérieure car le graphe biparti complet G = K d'ordre n = 2s, d(G) =s et d(G) = d(2Ky)

=s, ce qui implique d(G)d(G ) =s*>= n*/4.

En 1999, Dunbar, Haynes et Henning [24], ont caractérisé¢ les graphes atteignant cette

borne supérieure. lIs ont procédé de la maniere suivante:
Pour tout entier k>2, ils définissent une famille G de graphes comme suit:
Soit I = {1, 2,....k}. Si Ge Gy alors les sommets du graphe G peuvent étre indexés:

Uy, Uy, ..., U, Vi, vy, ..., vk tels que pour tout i€ I, I'une des conditions suivantes est satisfaite:
Ci: Pour tout /e I-{i},

soit uu,,v.v, € E(G)etu,v,,vu, € E(G), soit uu,,v.v, € E(G) et u,v,,vu, € E(G),

C,: Il existe un je I-{i} tel que:

(i) Pour tout /€ {i, j},

soit u,u,,v,v, € E(G) etu,v,,vu, € E(G)soit u,u,,vv, € E(G)etu,v, vu, € E(G);

(i) wu,;uy,,vu, € E(G) etu,v,,u,v,v,v, € E(G);

(iii) Dans le graphe G;N(u,)=V; =N(u,)=V, et Nv,)-V; =N,)-V,

ouV, = {ul.,uj,vl.,vj}

Théoréme 2.21 [24], (1999) Pour tout graphe G, d'ordre pair n>4, d(G)d(G )=n>/4 si

et seulement si G = K4 ou G e Gi pour tout entier k>2.

Notons que le théoréme 2.21 caractérise une sous classe de graphes ayant d(G)=|_n/2J

c'est a dire les graphes pour lesquels d(G) =d(G )= % .
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En prenant G = K, et n = 2s alors G et G n'ont pas de sommet isolé et d(G) = d(G) =s

donc d(G)+d(G) =n et d(G)d(G) ZHZ, par conséquent les bornes supérieures dans les

théorémes 2.19 et 2.20 ne peuvent étre améliorés en imposant la condition que G et G n'ont
pas de sommets isolés. Cependant, Dunbar, Haynes et Henning [24] ont pu améliorer les

bornes supérieures pour les théorémes 2.19 et 2.20 pour le cas des arbres:

Théoreme 2.22 [24], (1999) Pour tout arbre d'ordre n>2,
3<d)+d@) <[ ]v2 e 2<d@d@)<n.

Ces bornes sont les meilleurs possibles. Les égalités sur les bornes inférieures sont

vérifiées si et seulement si T = K, . Quant aux égalités sur les bornes supérieures, elles

sont vérifiées si et seulement sid(T) =|_%J et, pour le produit, une condition

supplémentaire est la parité de n.

Les bornes supérieures peuvent s'obtenir en considérant la double étoile 2 K, ., obtenue a

partir de deux étoiles K, _, en joignant les deux sommets de degré maximum par une aréte.

1,5—1
Ainsi T est l'arbre d'ordre n = 2s qui satisfait les égalités: d(T) =2 et d(T ) =s, ainsi que
d(T)+d(T ) =n/2+2 et d(T)d( T ) =2s.

Une caractérisation des arbres T pour lesquels d(T)=|n/2| est donnée par le théoréme

suivant:

Théoréeme 2.23 [24], (1999) Soit T un arbre d'ordre n>2 alors,
d(T)=|n/2] ssi NT)<[n/2].
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2.3.2.2 Des bornes pour y(G) +d(G)

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a la somme du nombre de domination d'un

graphe et du nombre domatique, nous citons les résultats qui suivent:

Théoréme 2.24 [20], (1977) Pour tout graphe G d'ordre n,y(G)+d(G)<n+1, et

l'égalité est vérifiée si et seulement si G = K, ou K.

Il y'a une variété d'autres résultats qui donnent des bornes supérieures en n et n + 1 pour la

somme de deux paramétres de domination pour les graphes en général. Cependant il y'a

une restriction qui est que si G et G n'ont aucun sommet isolé, alors ceci suffit pour

réduire considérablement la borne supérieure. Le résultat suivant dii a Harary et Haynes,

améliore la borne de la somme dans le théoréme 2.24 pour les graphes G etG qui n'ont pas

de sommets isolés.

Théoréme 2.25 [40] Si G et G n'ont aucun sommet isolé alors: v(G)+dG) < |_n/2J +2

et l'on a l'égalité si et seulement si {N(G), d(G)}= {|_n/2J , 2}

En 2000, Cockayne, Haynes et Hedetniemi [3] ont déterminé des conditions sous

lesquelles cette borne est atteinte:

Théoréme 2.26 [3], (2000) Soient G et G deux graphes n'ayant aucun sommet isolé

alors:

y(G)+d(G)=\_n/2J+2 si et seulement si {y(G), d(G)} = {|_n/2J, 2 oun =9 et
»(G)=d(G) = 3.
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2.3.2.3 Les bornes algorithmiques

Une trés riche étude algorithmique a propos de l'approximation algorithmique du nombre

domatique est traitée dans [33] par U. Feige, M.M. Halldorsson, et G. Kortsarz :

Théoréeme 2.27 [33], (2000) Chaque graphe admet une partition domatique de taille
(8+1)(1—o(loglogn/logn))/logn.

Lemme 2.28 [33], (2000) Chaque graphe admet une partition domatique de taille
(1/3-0(1))8/log A ou A est le degré maximum du graphe "o(1)" est un terme qui tend

vers zéro quand A tend vers l'infini.

Théoreme 2.29 [33], (2000) 1l existe une constante a > 0 tel que pour tout graphe G avec

A 23, ona:

d(G) = 9 .
log A +aloglog A

2.4 Classes de graphes et résultats

1. Les Graphes factorés

Pour tout ie {1...., k}, considérons les k graphes G;= (V,E;) ou E;nE; =0 dés que

k
1# j. Les graphes G,,...,G, représentent une k-factorisation de G = (V, E) si UEi =E.

i=1
Onnote alors G=G, @G, ®--- DG, .
On simplifie les notations en prenant d, =d(G,),y, =vy(G,) et A, =A(G,) pour tout 1 =
L,...k.

Un cas particulier de la 2-factorisation d'un graphe complet K est une simple factorisation

de K, par un graphe G et son complémentaire.
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En 2000, Haynes [44] a considéré le nombre domatique et deux variations des inégalités du

type Nordhaus-Gaddum, elle étend le concept du résultat G, ® G, =K, en prenant

G, ® G, =K. Elle établit des bornes superieures et inférieures de la somme et le produit

de d,et d,:

Théoreme 1.1 [44], (2000) Soit s > 2 un entier et soit G,® G,=K  on a:
d+d,<s+2.

Par ailleurs: d, +d, = s +2 si et seulement si l'undes G,, i = 1, 2 est isomorphe a sK.

T. Haynes [44] a considéré le produit maximum de d,d,, elle a donné trois lemmes pour

¢tablir la borne supérieur:

Lemme 1.2 [44], (2000) Soit s > 2 un entier et soit G, ® G, =K_ . Si y, =2 alors:
dd, <2s.

En outre d\d, = 2s si et seulement si l'un des G,, i = 1, 2 est isomorphe a sK>.

Lemme 1.3 [44], (2000) Soit s = 3 un entier et soit G, ® G, =K .

Siy,=3,alors dd, <2s.

Lemme 1.4 [44], (2000) Soit s >4 un entier et soit G, ® G, =K .

Siy, >4 alors dd, <|s/2|.

Dans [44], il est prouvé par des constructions que les bornes des lemmes 1.3 et 1.4 sont les

meilleures possibles.

Une conséquence immédiate des lemmes précédents s'ensuit:
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Théoreme 1.5 [44], (2000) Soit s > 2 un entier et soit G, ® G, = K alors

Jd 2s pour s <9,
<
o |s/2]* pours>10.

T. Haynes a considéré une autre généralisation des résultats du type Nordhaus-Gaddum en
examinant le graphe complet factoré en trois graphes disjoints. Cette direction a été suivie
par Plesnik [61] qui a étendu les résultats de Nordhaus et Gaddum pour le nombre
chromatique quand le graphe complet est factoré en plus de deux graphes.

Les bornes supérieures de la somme et le produit des nombres de domination v,,7v,,Y;

quand G, ® G, @ G, = K sont présentées dans [36].
T. Haynes a d'abord montré¢ le résultat fort suivant:

Théoreme 1.6 [44], (2000) Soit n > 3 un entier et soit G,® G, ®---® G, =K, une
factorisation de K alors:
t<>d <n+t-1
i=1
En particulier si t = 2, on retrouve le résultat de Cockayne et Hedetniemi [20], écrit dans le

théoreme 2.19 page 24.

Le théoréme suivant donne des bornes de la triple somme:

Corollaire 1.7 [44], (2000) Soit n = 3 un entier et soit G,® G,® G, =K, ona
3<5d(G,)+d(G,)+d(G,)<n+2.

Pour le triple produit, T. Haynes [44] a énoncé les résultats suivants:

Lemme 1.8 [44], (2000) Si v, = 1 pour un certain i alors d,d,d, < n.

Pour n assez grand, elle obtient :
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Théoreme 1.9 [44], (2000) Soit n > 27 un entier impair avec n& {29, 35, 37, 53} oun >42,

pair avec n¢ {44, 50, 52, 56,.
Si G,® G, ®G, =K, alors did,d, <|n/3]|>.

Théoréme 1.10 [44], (2000) Si y, >3, pour touti = 1, 2, 3, alors d,d,d, <|n/3]".

2
Lemme 1.11 [44], (2000) Si n est pair alors: dyd.d, < g[n : 4J .

2
Lemme 1.12 [44], (2000) Si n est impair alors d\d,d, < nz—lln Z 3J .

2. Les graphes ayant des sommets d'articulation

Un ensemble d'articulation du graphe G est un sous ensemble de sommets de G, dont la
suppression déconnecte le graphe G s'il est connexe et augmente le nombre de ses

composantes connexes s'il ne l'est pas. Si l'ensemble d'articulation est réduit a un seul

sommet, alors ce sommet sera appelé sommet d'articulation.

En 1995, P. D. Vestergaard et B. Zelinka [66], ont considéré le cas ou le graphe G est
I'union de deux graphes G; et G, avec exactement un sommet en commun, ot ce sommet

représente un sommet d'articulation de G. Soient G';, G'; les graphes induits de G; et G;

respectivement, obtenus par la suppression de ce sommet d'articulation.

Théoreme 2.1 [66], (1995) Pour tout graphe G, on a:

1. min{d(G;), d(G,)} <d(G) <1+ min{d(G"}), d(G")).

2. Pour tout entier positif q, il existe un graphe G tel que: d(G)= min{d(G,), d(G,)}+

q.

3. Pour tout entier positif q, il existe un graphe G tel que: d(G)= min{d(G'}), d(G"))}-

q.
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Un isthme est une aréte, dont la suppression déconnecte le graphe s'il est connexe et

augmente le nombre de composantes connexes s'il ne 1'est pas.

Par ailleurs, P. D. Vestergaard et B. Zelinka [66], ont considéré le cas ou le graphe H est

obtenu a travers deux graphes disjoints H, et H, en reliant un sommet a, deH, a un
sommet a, deH, par une aréte considérée comme un isthme. Notons par H| (resp. H,) le

graphe obtenu a partir de H, (resp. H, ) par la suppression dea, (resp. a, ).

Théoreme 2.2 [66], (1995) Les nombres domatiques de H, H,, H, vérifient:

min {d(H,), d(H,)}<dM) <1+ min{d(H,), d(H,)}.

Ils donnent également les conditions sous lesquelles, la borne supérieure est atteinte:

Théoréme 2.3 [66], (1995) Pour les graphes H, H,, H,, I'égalité:
d(H)= 1+ min{d(H,), d(H, )}

est veérifiée si et seulement si la condition suivante est réalisée:

Pour chaque i€ {1, 2} tel que d(H,)=min{d(H,), d(H,)}, il existe une
partition {Di,...,DLH} (ott d=d(H,)) des sommets de H, telle que D;,...,D} sont des
ensembles dominants dans H, et D, est un ensemble dominant dans W', mais pas dans

H.

i

Théoréme 2.4 [66], (1995) Pour les graphes H, H,, si l'égalité d(H)=1+d(H,) est vérifiée
alors il existe un sommet de H, qui n'est pas adjacent a a, avec la propriété suivante: si

on joint ce sommet a a, par une aréte, on obtient le graphe ﬁ1 a partir de H, vérifiant

d(H,)=d(H,)+1.
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3. L'hypercube

L'hypercube, not¢ Q, de dimension n est le graphe dont les sommets représentent les n-

uplets de {0, 1}". Deux sommets x et y sont adjacents si et seulement si ils différent

d'exactement d'une seule composante.

Théoréme 3.1 [70], (1982) Soit k un entier positif. L'hypercube de dimension 2* —1 et

L'hypercube de dimension 2* ont tous les deux le nombre domatique égal a 2" .

En [97], il a été prouvé qu'un graphe régulier peut étre domatiquement plein avec un

nombre domatique d, seulement si d divise le nombre de sommets de ce graphe.

L'hypercube Q, a 2" sommets et il est régulier de degré n, alors son nombre domatique

est au plus égal a n+1, et il peut étre égale a n + 1 seulement si n + 1 divise 2" et ceci n'est

possible que si n = 2* —1, pour un entier k strictement positif. La démonstration de ce

théoréme est basée sur ce principe et elle se fait par induction sur I'entier k.

En 1982, Zelinka [70] posa la conjecture suivante:

Conjecture 3.2 Soit Q, le graphe de I'hypercube ou n est un entier positif tel que n + 1

n'est pas une puissance de 2, alors d (Q,) = n.

Trois ans plus tard, Peter Kys [50], réfuta la conjecture pour n = 5 en exhibant une partition

domatique maximum de Q, en quatre ensembles dominants. (Voir figure 1)
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d, d; Cs C3
Figure 1
A={a,i=1..8,B=1{b,,i=1...8,C={c,.i=1..8,D={d,i=1...8 avec |la
propriét¢ que les sous graphes induits (A),(B),(C),(D)sont des 3-cubes et
E(Q;)=E((A)) UE((B))UE((C))UE((D))uU {fab,i=1...8}uibc,i=1....8}u
{ed,i=1...8}u{d,a,,i=1,....8}. En fait, il utilise la structure graphique de Q. par

1 1719

l'isomorphisme Q,= Q, xQ,. Il amontré que A, B, C, D sont des ensemble dominants.

I1 conjecturait ensuite que la conjecture de Zelinka n'est pas vraie pour n > 5.

4. Les graphes union, les graphes somme et le produit de chaines

Soient G, = (V,,E,) et G, =(V,,E,) deux graphes telque V,nV,=Jet E, NE,= (.
L'union de G, et G est le graphe G, UG, =(V,UV,,E, UE,) et la somme ou le joint
deG,et G; est le graphe G,+G; qui consiste au graphe G, UG, avec toutes les arétes
joignant tout sommet de V, a tout sommet de V,.

Ces notions de graphes ont été introduits en 1984 par G.J.Chang [16] qui a établit les

résultats suivants:

34



Proposition 4.1 [16], (1984) d(G, U G, ) = min{d(G, ),d(G, )}

Théoreme 4.2 [16], (1984) Soient r > 2 et G,,...,G, des graphes avec n,,...,n. sommets

respectivement et sans sommet dominant.

Sil<m <n,<...<n etn,+n,+---+n_, 2n, alors,

d(Gl+G2+---+G,):Vn1+"'+nf%J

Définition [16], (1984) Une partition m-domatique du graphe G = (V, E) est une

collection D,,D,,...,D, de k ensembles dominants, disjoints deux a deux tel que
|D1 uD, u...uDk| <m. Le nombre m-domatique d(G/m) de G est le nombre maximum

k tel qu' une partition m-domatique existe. Notons que d(G) = d(G/n) pour tout graphe G a

n sommets .

Proposition 4.3 [16], (1984) Pour tout graphe G et tout entiers positifs m, m' tel que
m<m', on a: d(G/m) <d(G/m’).

Théoreme 4.4 [16], (1984) Soient n, et n,deux entiers tels que n,<n,etG =(V, E )un
graphe a n,sommets, sans sommet dominant pour i =1, 2on a :

[m/2] si 0<m<2n,

d(G,+G,/m) =
© 2 /1m) {n1+d(G2/m—2nl) si2n, <m<n, +n,.

Corollaire 4.5 [16], (1984) Soit r un entier tel que r>?2 et soient G,,G,,...,G,. des
graphes avec nj,n,,..., n, sommets respectivement, et sans sommet dominant. Si
n+n,+---+n,_ <n., alors:

d(G +G,+-G.)=n+n,+--+n,_ +d(G.[n,—n —--—n,_, ).

Corollaire 4.6 [16], (1984) Si r > 2et n,+n, +---+n._, <n, alors:

d(K, +K, +-+K, )=n+n,+---+n,_,.
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Cockayne et Hedetniemi ont donné le nombre domatique du joint d'un graphe complet K

et du graphe G :

Théoreme 4.7 [20], (1977) Pour tout graphe G, d(K, +G) = n+d(G).

Le produit de n chainesC, xC, x...xC, a l_I(ni +1) sommets de la forme (a,,...a,)
i=1

ou0<a<n pour 1<i<r. Deuxsommets (a,,...a,) et (b,,...,b ) sontadjacents si et

seulement si il existe un unique j tel que: ‘b i—a j‘z letVi#j,a=hb.

G.J. Chang [16] a établi les résultats suivants:

Théoréme 4.8 [16], (1984) Si r et n sont deux entiers positifs et(n,,n,,...,n, ) €{n, 2n}

alors: d(C, xC, x---xC, )2d(C,xC, x---xC, )

r fois

Pour tout entier n, n et 2n — 1 sont premiers entre eux, donc il existe un entier n, tel que
pour tout entier m> n, on peut écrire m =r n + s(2n — 1) pour deux entiers positifs r et s.

Le plus petit entier n, tel que 1'égalité précédente est vérifiée est noté M(n).

Théoréme 4.9 [16], (1984) Si r et n sont deux entiers positifs etn,,n,,...,n. > M(n+1) - 1

alors: d(C, xC, x-xC, )2d(C,xC,x:-xC,)

r fois

5. Les graphes G ayant d (G) =d (G)

Des bornes supérieures et inférieures du produit du nombre domatique d'un graphe et de

son complémentaire sont établis, en particulier, il est montré que d(G)d(G )< n?/4(voir la
partie 2.) et cette borne est la meilleure possible. Une conséquence de la caractérisation des

graphes atteignant la borne supérieure est la caractérisation des graphes G ayant d(G) =

d(G)=n\2.
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La précédente caractérisation meéne au probléme suivant: "Quel sont les graphes pour
lesquels d(G) = d(G )?".

Il est facile de voir que: d(G) = d(G) = 1 pour K,. La premiére observation de J.E.
Dunbar, T.W. Haynes et M.A. Henning [25] en 1997, montre que K, est le seul graphe

avec cette propriété:

Proposition 5.1 [25], (1997) Pour tout graphe G, d(G) =d(G ) = 1 ssi G = K.

Ils ont également caractérisé les graphes vérifiant d(G) = d(G ) =2:

Lemme 5.2 [25], (1997) Si d(G) = d(G ) = 2 alors y(G ) =v(G ) = 2.

La réciproque du lemme précédent n'est pas toujours vérifiée: la chaineC, vérifie
7(C,) = y(C,) = 2 mais d(C,) =2 et d(C;) = 3. Par ailleurs, si d(G) =d(G ) =k, ne permet

pas de dire que y(G) = y(G) =k, puisque le cycle C, est un contre exemple immédiat.

Théoréme 5.3 [25],(1997) Un graphe non connexe G vérifie d(G)=d(G )=2 ssi

G=K,VK, pourp=2ou G =K, UK, 6 —e pourune aréte quelconque e et p=3.

Toutefois, la caractérisation des graphes G ayant d(G) = d(G ) dans [25] a inclu les arbres

et les cycles, les graphes bipartis réguliers et les graphes cubiques:
5.1 Les arbres et les cycles

Une aréte e est dite subdivisée quand elle est supprimée et remplacée par une chaine de
longueur 2 connectant ses extrémités, le sommet interne de la chaine devient un nouveau

sommet.

Théoréme 5.4 [25], (1997) Un arbre T vérifie d (T) = d (T ) si et seulement si T est le

trivial grapheK,, la chaine C, ou l'étoile K,,,t=2 avec exactement une aréte

subdivisée.
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Corollaire 5.5 [25], (1997) La chaine P, vérifie d(C,)=d(C,)ssin =3 oun = 4.

Théoréme 5.6 [25], (1997) le cycle C, vérifie d(C,)=d(C,) ssin=4, 3, 6.

5.2 Les graphes bipartis

Il est évident de voir que pour un graphe complet biparti G =K avec 1<r <sona

d(G)=d(G)=r.

Lemme 5.7 [25], (1997) Si G est un graphe biparti régulier d'ordre 2t, alors d(G ) = t.

Dans un graphe G, On dit qu'un ensemble E d'arétes couvre G si chaque sommet dans G
est incident a au moins une aréte dans . Un ensemble d'arétes qui couvre le graphe G est

dit recouvrement d'arétes ou simplement recouvrement de G. Un recouvrement dans lequel

chaque sommet est de degré 1 est dit "1-facteur".

Théoréeme 5.8 [25], (1997) Si G est un graphe régulier bipartie d'ordre 2t, alors d(G) =

d(G ) si et seulement si G = K,, ou G est obtenu a partir de K,, par la suppression des

arétes d' un I-facteur.
5.3 Les graphes cubiques

Nous appelons un graphe cubique, un graphe régulier de degré 3, une caractérisation des

graphes cubiques est donnée dans la proposition suivante:

Proposition 5.9 [24], (1997) Si G est un graphe cubique alors soit G = K, ou y(G)=2.

Citons a présent les résultats de J.E. Dunbar, T.W. Haynes et M.A. Henning [25], réalisés
en 1997, relatifs a I'égalité d(G) = d(G ):
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Lemme 5.10 [25], (1997) Si G est un graphe cubique d'ordre n et qui satisfait l'égalité
d(G)=d(G ) alors n <12.

Théoreme 5.11 [25], (1997) Si G est un graphe cubique, d'ordre n>6, alors
d(G)=n/20ud(G)=n/2-1.

Notons qu'en 2000, J.E. Dunbar, T.W. Haynes et M.A. Henning [26], ont pu caractériser
les graphes cubiques, satisfaisants d(G) = n/2— 1, ils ont d'abord montré que l'ordre n

pour de tels graphes est relativement petit :

Lemme 5.12 [26], (2000) Si G est un graphe cubique d'ordre n, qui satisfait d(G ) =

n/2—1alorsn <10.

Le graphe G, de la figure 2 satisfait la relation d( Gl) =n/2.

Figure 2
Théoreme 5.13 [26], (2000) Si G est un graphe cubique d'ordre n, différent de Ky et G,
G)=n
alors d(G ) A

Soient G,,G,,G,;,G, les graphes cubiques de la figure 3

P P U

G, G, G, G,

Figure 3
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Théoréme 5.14 [25], (1997) Si G est un graphe cubique d'ordre n, alors d (G) = d (G ) si
et seulement si G= 2K, ou G €{G,,G,,G;,G, .

Une conséquence immédiate du théoreme précédent est:

Corollaire 5.15 [25], (1997) Soit G un graphe cubique d'ordre n. Si d(G) = d(G ) alors

1(G) =v(G) =2.

6. Les graphes bipartis

Nous consacrons les résultats qui suivent a la liaison entre le nombre domatique et la
bichromaticité qu'on va définir ci-apres:

La bichromaticité est un invariant numérique qui est défini seulement pour les graphes
connexes bipartis. Si B = (CuD, E) est un graphe biparti connexe alors un
homomorphisme bicomplet de B est un homomorphisme ® de B dans un graphe complet

bipartiK ; avec la propri¢t€ que si x et y sont dans C ou dans D alors @ (x) =® (y). La
valeur maximale de r + s pour tous les graphes complets bipartisK , | qu'on peut trouver est

dite la "bichromaticit¢ de B", elle est notée(B). La bichromaticité d'un graphe biparti

connexe a été introduite en 1978, par F. Harary, D. Hsu et Z. Miller [41].

La majorité d'un graphe biparti B = (CuU D, E) est le nombre p=max (|C D|) .

2

En 1985, B. Zelinka [91] a étudié la relation existante entre la bichromaticité d'un graphe

biparti connexe et le nombre domatique:

Lemme 6.1 [91], (1985) Soit B = (CuD, E) un graphe biparti connexe et soit P une
partition domatique de B, alors soit P ={C, D} soit CNX # & D N X# &, pour tout X
dans P.

Théoréeme 6.2 [91], (1985) Pour chaque graphe biparti complet, nous avons:

B(B)szd(B)}.
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Remarque I'inégalité du théoréme précédent ne peut étre améliorée car si B est le cycle de

longueur 6 alorspu=3, d(B)=3 et B(B)=p + {% d(B)} =4,

Corollaire 6.3 [91], (1985) Pour chaque graphe biparti fini B avec d(B)> 3, nous avons:

B(B)> Bd(B )]

7. Les graphes domatiquement pleins

La propriété de la plénitude domatique a toujours été d'un grand intérét pour la
communauté de la théorie des graphes, une variété de classes de graphe a été étudiée. Afin

d'exhiber cette propriété, nous citons les résultats qui suivent.
Dans ce qui suivra, nous aurons besoin des définitions suivantes:

On dit qu'un graphe G est planaire s'il est possible de le représenter sur le plan de telle
sorte que les sommets soient des points distincts, les arétes des courbes simples et que deux
arétes ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités. Nous appelons face d'un graphe
planaire, toute région de plan limitée par des arétes et telle que deux points arbitraires
intérieures a cette région peuvent toujours étre reliés par un trait continu ne rencontrant ni

sommets, ni arétes.

Un graphe planaire extérieure (outerplanar graph) est un graphe planaire qui contient une
face avec la propriété que tous les sommets du graphe sont représentés sur ses frontieres. 11
est dit maximal, s'il est maximal pour cette propriété c'est-a-dire que si I'on lui rajoute une

aréte, il n'est plus planaire extérieure.

Les graphes qui sont connus étre domatiquement pleins sont : les graphe complets K,

leurs complémentaires K, les arbres, les graphes planaires extérieures maximaux.

A présent, nous introduisons une série de graphes qui sont domatiquement pleins:
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7.1 Les graphes k-critiques

Pour plusieurs invariants numériques d'un graphe, le concept d'un graphe critique

relativement a un invariant donné est défini. Ceci a été le cas du nombre domatique.

En 1978, Cockayne [18] définit un graphe G comme étant un graphe domatiquement k-
critique ou simplement k-critique si d(G) =k> 2 et d(G — e )< k pour toute aréte e € E(G).

Remarque Il aurait été raisonnable de définir un concept analogue a la suppression d'aréte
en "supprimant un sommet" mais si I'on supprime un sommet d'un graphe, le nombre
domatique du graphe peut augmenter, ou diminuer ou rester inchangg¢, par contre si 1'on
supprime une aréte, le nombre domatique, soit il diminue ou il reste inchangé, il ne peut

augmenter.

B. Zelinka [97], en 1980, a pu donner une caractérisation des graphes k-critique:

Théoréme 7.1 [97], (1980) Si G est un graphe k-critique alors l'ensemble de sommets

V(G) de G est l'union de k ensembles dominants disjoints deux a deux V,,...,V, avec la
propriété que pour deux nombres arbitraires différents i, j de l'ensemble {1,...,1{}, le sous

graphe G;; de G induit par l'union V; UV, est un graphe biparti avec les ensembles

V.,V et toutes ses composantes connexes sont des étoiles.

Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'un graphe domatiquement plein

est établis par B. Zelinka [97]:

Théoreme7.2 [97], (1980) Un graphe G, domatiquement plein régulier d'ordre n avec un
nombre domatique d existe si et seulement si d divise n. Un tel graphe est aussi

domatiquement d-critique, sa structure est la suivante: l'ensemble de ses sommets V(G) est

l'union d'ensembles disjoints deux a deux V,,...,V, ou chacun d'eux contient 1 q éléments
avec la propriété que le sous graphe G;; de G induit par V; UV, (ou i et j sont deux

nombres arbitraires de l'ensemble {1, oo d} ) est un graphe régulier de degré 1.

42



En 1990, Rall [62] énonga le théoréme suivant:

Théoreme 7.3 [62], (1990) Chaque graphe 2-critique ou 3-critique est domatiquement
plein. Cependant, pour tout k>4, il existe un graphe qui est k-critique mais qui n'est pas

domatiquement plein.

7.2 le produit de chaines
La définition du produit de chaines est déja introduite dans 4.

En 1984, J.Chang [16] a essentiellement montré que tout produit de deux chaines est

domatiquement plein. Il est certainement clair que la chaine C_ est domatiquement pleine

pour tout n>2. On peut vérifier aisément que chacun des produits

C,xC,etC,xC, (ouC,xC,) a un nombre domatique égal a deux, mais ces produits ne

sont pas domatiquement pleins.

Théoreme 7.4 [16], (1984) Si n, >n, 21 alors d(C, xC, )=3 avec seulement deux

exceptions, a savoir, C,xC,etC,xC,.

Théoréme7.5 [51], [95], (1983) Si k est un entier positif et r =2" =1, alors le produit

C, xC, x---xC, est domatiquement plein.

r fois

Le Corollaire qui suit découle du théoréme précédent:

Corollaire7.6 [51], [94], (1983) Si k est un entier positif et r =2 —1, alors le produit

C,, xC, x---xC, est domatiquement plein.
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7.3 Les graphes fortement triangulés et les graphes d'intervalles

Soit G un graphe non orienté. Un voisinage fermé du sommet v, noté N[v] est I'ensemble

de tous les sommets adjacents a v, union le sommet v.

Un ordre d'élimination fort de G est un ordre v,,...,v de V avec la propriété : Pour tout i,
J.ketlsiv,,v; eN[v; Jetv, € N[v,] alorsv, € N[v,].

Un graphe est fortement triangulé (FT), s'il admet un ordre d'élimination fort. Les graphes
FT ont été¢ définis et caractérisés pour la premiére fois par Farber [31], ou il a également

donné un algorithme de reconnaissance en temps polynomial pour cette classe de graphe, il

prouva le théoréme suivant:

Théoreme 7.7 [31], (1983) Les graphes fortement triangulés sont domatiquement pleins.

Une tres riche étude algorithmique a été congue pour cette classe de graphe, ou l'on a

exhibé un algorithme polynomial pour déterminer la partition domatique (voir [48]).

Une famille d'intervalles propre est une famille d'intervalles tel que aucun intervalle n'est

proprement contenu a l'intérieur d'un autre intervalle.

Un graphe est dit graphe d'intervalles propre s'il y'a une correspondance entre les
sommets du graphe et les intervalles du graphe d'intervalle tel que deux sommets du
graphe sont adjacents si et seulement si les deux intervalles chevauchent.
Comme les graphes d'intervalles sont des graphes fortement triangulés [37], alors ils sont

domatiquement pleins.

7.4 Les graphes bloc-Cactus
Nous introduisons d'abord les définitions suivantes:

Un graphe G = (V, E) est dit 2-connexe si et seulement si il est connexe d'ordre n>3 et

n'admet pas de sommet d'articulation.
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Un bloc du graphe G est un ensemble A de sommets (A < V)qui engendre un sous graphe
G(A) connexe, sans sommet d'articulation et qui est maximal pour cette propriété, le sous

graphe G(A) est alors soit 2-connexe (si|A| >2), soit un isthme de G (si|A| = 2), soit un

sommet isolé (si |A|= 1).

@—%} <{>H<]\7'

B, B,

Figure 4 — un graphe et ses blocs-

Un graphe bloc est un graphe connexe dans lequel chaque bloc engendre un sous graphe

complet.

On appelle corde d'un cycle élémentaire, une aréte qui relie deux sommets non consécutifs

de ce cycle.

Un cactus est un graphe connexe dont chaque bloc est constitué, soit par un isthme, soit par

un cycle élémentaire sans corde.

Un cactus qui a un seul bloc sera nommé trivial, les autres seront dits non triviaux.

Figure 5 —cactus-
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Un bloc d'un cactus non trivial qui contient seulement un sommet d'articulation de G, sera
dit bloc terminal. Si un cycle C dans un cactus non trivial G ne forme pas un bloc terminal,
alors il contient au moins deux sommets d'articulation de G; de plus, il est I'union d'au
moins deux chaines simples disjointes ou chacune de ces deux chaines connecte deux

sommets d'articulation de G. Soit S(G) l'ensemble de ces chaines.

Un graphe dont les blocs engendrent soit des sous graphes complets soit des cycles

¢lémentaires sans cordes est dit graphe bloc-cactus.

Pour un cactus trivial, le nombre domatique est connu. Si un tel cactus consiste en une
seule aréte, alors évidemment le nombre domatique est égal a 2. Si un tel cactus G est un
cycle alors d(G) = 3 si et seulement si la longueur de ce cycle est divisible par trois, dans le
cas contraire d(G) = 2 (voir [20]). Il reste a considérer les cactus non triviaux dont 1'étude
est faite en 1986 par B. Zelinka [92]. Il est clair que les graphes cactus ne sont pas tous

domatiquement pleins (considérons par exemple les cycles C,avec / qui n'est pas divisible

par 3). B. Zelinka [92] a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un graphe

cactus G avec 8(G) =2 soit domatiquement plein:

Théoréme 7.8 [92], (1986) Soit G un cactus fini, non trivial, les deux assertions suivantes

sont équivalentes:

(i) chaque bloc terminal de G est un cycle de longueur divisible par trois et pour tout cycle

C de G ne formant pas un bloc terminal, l'ensemble S(G) soit il contient au moins une

chaine de longueur 1, ou le nombre de chaines de S(G) avec des longueurs non divisible

par 3 est différent de 1.

(i) d(G) = 3 et il existe une partition domatique de G avec trois classes tel que chaque
sommet est adjacent a au plus un sommet de la méme classe et chaque aréte joignant deux

sommets de la méme classe appartient a un cycle.

Remarque il est prouvé dans [92] que si (1) n'est pas vérifiée, alors d(G) = 2.
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Comme vu dans la section précédente, Farber [32] a montré que tous les graphes fortement
triangulés sont domatiquement pleins et puisque les graphes blocs sont "fortement
triangulés", ceci peut se voir par I'une des caractérisations de ces graphes dans [31], donc

on déduit que les graphes blocs sont tous domatiquement pleins.

Ces résultats ont motivé B. Zelinka [64], a la recherche du nombre domatique des graphes
"bloc-cactus" puisque cette classe généralise naturellement les graphes cactus et les

graphes blocs.

B. Zelinka a montré entre autres que tous les graphes bloc-cactus avec un degré

minimum &(G) > 4 sont domatiquement pleins:

Théoréeme 7.9 [64], (1998) Soit G un graphe bloc-cactus connexe. Sid(G)>4 ou si

O(G) = 2 et G ne contient aucun cycle C,de longueur | Z O[3]comme bloc ou sid(G) = 3 et

G ne contient le cycle C;comme bloc, alors G est domatiquement plein.

Pour des graphes bloc-cactus avec un degré minimum 3, il a donné des conditions

nécessaires et suffisantes pour qu'ils soient domatiquement pleins:

Théoréeme 7.10 [64], (1998) Soit G un graphe bloc-cactus connexe avec 8(G) = 3. Soient

B,,...,B, des blocs de G qui sont des cycles de longueur 5 et soient F,,...,F  les

/
composantes connexes de G{U E(B, )}.

J=1

G est domatiquement plein si et seulement si pour tout i =1,...,r l'une des trois conditions

est verifiée:

1. DansF;, il existe un sommet x appartenant a au moins trois cyclesB,.
2. Dans F,, il existe un sommet x appartenant a exactement deux cycles B avec d(x)=5.

3. Dans F}, il existe un sommet x appartenant a exactement un cycle B ,avec d(x) 2 4.
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Théoréeme 7.11 [64], (1998) Soit G un graphe bloc-cactus connexe avec d(G)= 3. Si G

n'est pas domatiquement plein, alors d(G) = 3.

Le résultat pour les graphes bloc-cactus avec un degré minimum 2 est donné par le

théoréme qui vient ci-apres:

Théoréeme 7.12 [64], (1998) Soit G un graphe bloc-cactus connexe tel qued(G)= 2.

Soient B,,...,B, les blocs de G qui sont des cyclesC, de longueurl Z 0[3] et
soitS,,i=1,...,1, l'ensemble de tous les sommets d'articulation de G dans V(B,;). S,

intersecte B, en des chaines ®; pouri = 1,...,I. G est domatiquement plein si et seulement

si pour touti = 1,...,l, au moins l'une des deux conditions suivantes est vérifiée:

1. l'ensemble P; contient une chaine de longueur une.

2. |{P: Pe B, (V(P)-1) # 0[3] }# 1, c'est-a-dire que le nombre de chaines dans P, de

longueur k # 0[3] est différent de 1.

Puisque pour chaque graphe connexe G avec un degré minimum 2, il y a uniquement deux
possibilités pour le nombre domatique, donc tous les graphes bloc-cactus connexes qui ne

satisfont pas les conditions du théoréme précédent ont un nombre domatique égal a 2.

7.5 Caractérisation des graphes réguliers domatiquement pleins
On introduit d'abord les définitions suivantes:

Une coloration d'un graphe est une attribution des couleurs a chaque sommet du graphe tel
que deux sommets adjacents ne peuvent avoir la méme couleur. L'ensemble des sommets

avec la méme couleur est un stable et il est nommé classe de couleur.
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Une n-coloration de G est une partition de V(G) en n classes de couleurs. Le nombre

chromatique % (G) est le nombre minimum n pour lequel G a une n-coloration. Un graphe G

est dit n-colorable si x(G) <n.

Si x(G)= n et chaque n-coloration de G induit la méme partition de V(G) alors G est dit

uniquement n-colorable ou simplement uniquement colorable.

Les notions uniquement domatique et distance dans un graphe sont données dans la section

2.3.1.

B. Zelinka a établi le résultat suivant:

Théoréme 7.13 [98] Soit G un graphe régulier, domatiquement plein et soit G* le graphe
avec le méme ensemble de sommets de G dans lequel deux sommets différents sont

adjacents si et seulement si leurs distance dans G est au plus deux, alors:

Le nombre domatique de G est égal au nombre chromatique de G* et chaque partition

domatique de G avec d(G) classes détermine une coloration des sommets de G* et vice

versa.

Corollaire 7.14 [98] Soient G et G* les graphes décrits dans le théoréme précédent,

alors:

G est uniquement domatique si et seulement si G* est uniquement colorable.

Bien que le probléme de la caractérisation des graphes uniquement domatique reste un
probléme ouvert, le théoréme précédent et son corollaire le résolvent, pour une petite

classe de graphes qui sont les graphes réguliers domatiquement pleins.
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7.5.1 Les graphes réguliers connexes

Un hypergraphe est dit linéaire si chaque paire d'arétes s'intersectent en au plus un sommet.

Un graphe simple est linéaire.

En 1990, B. Zelinka [74] a caractérisé les graphes réguliers connexes en utilisant le
concept de recouvrement multiple. Le concept d'un recouvrement double d'un graphe a été

introduit par D.A. Waller [68], et B. Zelinka 1'a généralisé.

Soit G un graphe et k un entier. A chaque sommet ve V(G), on associe un ensemble S(v)

de telle maniére que: |S(V)| =k pour tout ve V(G) et S(v,)NS(v,) =D pour v, #v,. Soit

H le graphe construit a partir des sommets S = US(V) ayant la structure suivante:
veV(G)

(1) Chaque ensemble S(v) est un stable de H.

(2) Si vy, v, sont des sommets adjacents de G, alorsS(v,) U S(v,)induit un sous graphe

linéaire de H.

(3) Si vy, v2 sont des sommets non adjacents dans G, alorsS(v,) U S(v,)est un stable dans

H.

H est alors appelé un k-recouvrement de G. Si k =1, l'unique k-recouvrement de G est G

lui-méme. Les k-recouvrements de G pour tout k, sont dits recouvrements multiples de G.

B. Zelinka a énoncé le théoréme suivant:

Théoréeme 7.15 [74], (1990) Soit G un graphe connexe régulier de degré r, alors les

assertions suivantes sont équivalentes:
(i) G est domatiquement plein.

(ii) G est un recouvrement multiple du graphe complet K,.

B. Zelinka a également établi une autre caractérisation des graphes réguliers connexes

domatiquement pleins en utilisant la notion de graphe domatiquement plein par arétes:
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Le nombre domatique par aréte est noté ed(G), un graphe G est dit domatiquement plein
par aréte si ed(G) = §,(G)+1 ou 6,.(G) est le degré minimum par aréte (le degré d'une

aréte est le nombre d'arétes qui ont une extrémité en commun avec cette aréte).

Théoreme 7.16 [74], (1990) Soit G un graphe connexe régulier. Soit H le graphe obtenu a

partir de G en insérant un sommet dans chaque aréte, alors nous avons:

Le graphe G est domatiquement plein si et seulement si H est domatiquement plein par

arétes.

8. Les graphes de permutation

Soit]], I'ensemble de toute les permutations de {1,...,n} et soit © = (n(1),..., n(n))e [I,

une permutation. Si n(i) = k, on dit que la position de k dans la permutation 7 est 1 c'est-a-
dire 7'(k) = i. chaque permutation 7 définie ce qu'on appelle un graphe inversion ou
graphe de permutation G(rt) = ({1,2....,n}, E(n)), ot ij € E(n)si et seulement si i<j et 7' (i)>
7'(j). La figure 6 illustre un graphe de permutation. Notons que si on trace des arétes entre
chaque entier i et sa position dans 1, on crée n arétes, chacune avec un entier qui lui est
associé. De cette maniére, deux sommets i et j sont adjacents dans G(n) si et seulement si

les arétes correspondantes a ces entiers s'intersectent.

1 2 3 456 7 89 10 1

=4 3 6 7101 8 9 2 5) 9 6

G(m)

Figure 6 — un graphe de permutation-

51



En 1995, A. Majumder, A. Jas et S. sur-kolay [54], ont étudié les conditions pour

lesquelles un graphe de permutation n'est pas domatiquement plein. Nous citons :

Théoréme 8.1 [54], (1995) Tout graphe de permutation régulier de degré pair n'est pas

domatiquement plein.

2.5 Conjectures et problemes ouverts

Conjecture 1 [16], (1984):

Tout produit C, xC, x---xC, est domatiquement plein avec quelques exceptions.

Conjecture 2 [88], (1981): Pour tout graphe G, nous avons: d(G) > %S(G) +1.

Conjecture 3 [44], (2000): Soit n>15 un entier avec ng {16, 17, 20}et soit
G, ®G,®G,=K,,alors:

dd,d, < {% P

Les problémes ouverts posé€s dans la littérature sont:

= [24], (1999): La caractérisation des graphes G ayant d(G) = L%J )

= [25], (1997): La détermination des graphes G avec d(G) =d(G) =k pour 11 <k < % .

0 Caractériser les graphes connexes G ayant d(G).d(G) = 2.
0 Est-il vrai que si d(G) = d(G) alors y(G) = y(G)?
0 Caractériser les graphes réguliers ayant d(G) = d(G).

0 Caractériser les graphes bipartis ayant d(G) =d(G) .
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= [75], (1983): Caractérisation des graphes uniquement domatiques.

= [52], (1988): Le calcul de y(Q,)etd(Q,) reste toujours un probléme ouvert. Zelinka a

prouvé seulement que d(Q,) = 2% sin=2"1ou 2[69].

= [44], (2000): Caractérisation des graphes extrémaux qui atteignent la borne supérieure
du théoréme 1.6 cité dans la page 30. Rappelons-le:

Théoreme: Soit n > 3 un entier et soit G, ®G, @---® G, = K une t-factorisation de K,

alors:

t
t<> d(G)<n+t-1.
i=1
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Chapitre 3

Opérations sur les posets et le nombre

domatique

Dans ce présent chapitre, nous nous intéressons au nombre domatique du graphe
représentatif des intervalles d'un poset. Nous rappelons d'abord la définition de quelques
opérations qui peuvent étre définis sur deux ou plusieurs posets et nous établissons
quelques résultats sur le nombre domatique de G(P) ou P est obtenu a partir de deux autres

posets par le biais de ces opérations.

3.1 Définitions

Plusieurs opérations peuvent étre définis sur deux ou plusieurs posets et diverses propriétés
sont établis, voir par exemple [7, 5, 65, 15, 14, 30], cependant, nous ne mentionnons ici

que quelques unes:
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3.1.1. Somme directe

La somme directe ou union disjointe de deux posets P et Q est le poset P + Q sur I'union

PuUQtel que: x <y dans P+Qsix,y € Petx < youx,yeQ etx<,y. La somme directe

de P avec lui-méme n fois est notée par nP.
Exemple

N> \4

P Figure 1 ?

La figure 2 représente le diagramme de Hasse de P + Q.

LY

Figure 2
3.1.2. Somme linéaire

La somme linéaire de deux posets P et Q est le poset P® Q sur I'union PUQ tel que x <y
dans PO Qsix,yeQetx<,youxePetyeQoux,yePetx <,y.
Notons qu'une chaine a n sommets est isomorphe a 16 ..... @ 1, n fois. Le diagramme de

Hasse de P® Q, se fait en tracant celui P, puis au dessus de lui, celui de Q et on relie tout

sommet maximal de P a tout sommet minimal de Q.
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Exemple

En considérant les posets de la figure 1, nous obtenons le poset suivant:

.
......
. .
....
. .
. .
. .
. .,

Figure 3

3.1.2.1 Poset série —paralléle

Ce sont ceux construits a partir des singletons, en utilisant seulement la somme directe (+)

et la somme linéaire (6 ), ce qui revient a dire que P peut étre décomposé en singletons en

utilisant que ces deux opérations. Ils sont caractérisés par le fait de ne pas contenir de
sous-poset isomorphe a N ou N est le sous ensemble a quatre ¢éléments {x, y, z, t} tel que
les seules relations de comparabilités sont x <y >z <t.

Le poset de la figure 4 est un poset série-parallele, il peut €tre écrit comme suit :

(I+D) @ (((1e D1 1)) & (1+1)+(1e 1 1)).

Figure 4
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3.1.2.2 Remarque

Si P est connexe, alors chaque élément maximal est au dessus de chaque élément minimal
car s'il existe un plus court "zig-zag" joignant un ¢lément maximal X & un élément minimal
y: X = po> pi< p2.....> px = Y, ceci contredit le fait que P ne contient pas de sous-poset

isomorphe a N et par conséquent x > y.
3.1.3 Produit direct

Le produit direct (ou cartésien) de deux posets P et Q est le poset P x Q sur l'ensemble

{(x, y): xeP et yeQj} tel que: (x,y) < (X, y') dans PxQ six <, x' et y <, y'. Le produit
direct de P avec lui-méme n fois est noté par P".

Le diagramme de Hasse dePxQ se fait en tracant des copies de P autant qu'il y'a de
sommets dans Q et deux sommets dans deux copies différentes sont liés dans P x Q, si les

sommets correspondants dans Q sont liés.

Exemple

Figure 5
PxQ

3.1.3.1 Cas particulier: Produit de chaines

Soit r un entier, considérons les r chainesC, =(0<1<---<n;),ie {O,. . .,r}. Le produit de

T
ces chaines C, xC, x...xC, estun poseta 1_[(ni +1) sommets de la forme: (a,,...a,)
i=1

ou0<a<n pour I<i<r Lesommet (b,...,b ) couvrele sommet (a,,...a,) siet

seulement si il existe un unique indice j tel que b, —a;=1etVi=# j, a; = b
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3.1.3.2 Remarque

L'isomorphisme entreS(kI,...,kn)etl_[Cki , lui confeére le nom de produit de chaines

i=1

(voir Figure 6)

(2,0)

(1,0)

0,0)

S2.,3)= C,xC,

Figure 6

3.2 Le nombre domatique de G (P*Q)

Plusieurs posets s'obtiennent a partir des opérations mentionnées ci-dessus tel que le treillis
booléen qui est isomorphe au produit direct de n chaines de longueur une, les posets série-

paralléles, le treillis des faces du n-cube C, qui est isomorphe au produit de n sous posets
[29], le treillis de Shuffles W [38].

D'ou l'intérét d'étudier certaines propriétés sur ces opérations.

Proposition 1 Soient P et Q deux posets. Nous avons d (G(P + Q)) = min {d (G(P)),
d(G(Q))}
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Preuve
Soit D un sous ensemble de sommets du graphe G(P + Q).

Montrons d'abord que l'ensemble D est un ensemble dominant de G(P +Q) si et seulement

si D s'écrit sous la forme D =D, UD,ou D, (resp.D,) est un ensemble dominant de G(P)

(resp. G(Q)).

Il est clair que si D; est un ensemble dominant de G(P) et D, ensemble dominant de G(Q)

alors D, U D, est un ensemble dominant de G(P + Q)
Réciproquement, soit D un ensemble dominant de G(P + Q). Comme P N Q = alors

D domine G(P) et G(Q) donc D s'écrit D =D, uD,ou D, (resp.D,) est un ensemble
dominant de G(P) (resp. G(Q)).

Par suite d (G(P+Q)) <min{d(G(P)), d(G(Q))}. 1)
Inversement:

Soient D,,D,,...,Dyp (tesp. D}, D}, ..., D)) une partition domatique de G(P)

(resp.G(Q)) ou nous supposons sans perte de généralité¢ que d(G(P)) <d(G(Q)), alors

( UD; uD,UD!)U{D, UD!,i=2,...,d(G(P))} constitue une partition domatique de
i>d(G(P))

G(P+Q).

Dou: d (G(P+Q)) = min {d(G(P)), d(G(Q)} )

De (1) et (2), nous obtenons, d (G(P + Q)) = min {d (G(P)), d(G(Q))} ]
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Proposition 2 Soient P et Q deux posets. Nous avons d(G(P® Q))>d(G(P))+d(G(Q)).

Preuve

Il suffit de montrer que chaque ensemble dominant de G(P) (resp. de G(Q)) est un

ensemble dominant de G(P @ Q).

1. Soit D un ensemble dominant de G(P) et y e V(G(Q)).

Si y est un sommet minimal du poset Q alors par l'opération®, y couvre tous sommet

maximal de P et par conséquent, dans G(P © Q) tout sommet minimal de Q est adjacent a

tous les sommets de P.

Si y n'est pas un sommet minimal du poset Q, alors il existe une chaine dans le diagramme
de Hasse de Q reliant y a un sommet minimal qui lui-méme est reli¢ par une chaine a tous

les sommets de P dans le diagramme de Hasse de P ® Q c'est-a-dire que dans G(P @ Q ),y

est adjacent a tous les sommets de P, et particulieérement a ceux de D.

D'ou D est un ensemble dominant de G(P® Q).

2. Si D un ensemble dominant de G(Q) et x un sommet de P alors:

Si x est un sommet maximal du poset P, donc il est couvert par tous les sommets minimaux

de Q dansP @ Q et par conséquent dans G(P @ Q), il est adjacent a tous les sommets de Q

(en particulier a ceux de D). Sinon x sera lié par une chaine dans le diagramme de Hasse de
P a un sommet maximal de P qui lui-méme est reli¢ par une chaine a tous les sommets de

D. Ainsi dans G(P @ Q), x est adjacent a tout sommet de Q et en particulier a ceux de D

c'est-a-dire D est un ensemble dominant de G(P @ Q).

De 1 et 2, on conclut que si D (resp. D') est une partition domatique de G(P) (resp. G(Q))

alors ® U D'est une partition domatique de G(P®© Q) ]

60



Exemple

Nous pouvons vérifier aisément dans l'exemple de la figure 7 que d (G(P)) =

5.7L00.15,{6.81,1234]= 4 et dGQ) = [albcf=2 et d (GPO®Q) =

[ta) bl e}, {7} 18,19}, 15,3}, (4.2}, {e.1)f =9

P& Q

Figure 7

Conséquences

Conséquence 1 Si P et Q sont deux posets rangés alors nous avons: Yl,utel que

0<I<u<r(P)+r(Q)+1,
d(G(P®Q),,)2d(G(B,p))+d(G(Qy,rip)i))-
Preuve Découle immédiatement de la proposition 2. ]
Conséquence 2
1. Si Q est un ordre série- parallele connexe alors :

dG(P®Q)) = d(G(P))+|Min(Q)| +d(G(Qy)) ou Qp est un sous poset induit par

O — Min(Q) et Min(Q) est l'ensemble des éléments minimaux de Q.

2. Si P est un ordre série- paralléle connexe alors :

d (G(P®Q)) > d(G(Q)+|Max(P) +d(G(P,) ou P, est un sous poset induit par

P—Max(P) et Max(P) est l'ensemble des ¢léments maximaux de P.
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Preuve

1. Si Q est un ordre série-parallele connexe alors, chaque sommet de Min(Q) est un
sommet dominant dans G(P @ Q). En effet, si xe Min(Q), alors par l'opération @, x
couvre dans le diagramme de Hasse de P tous les ¢léments maximaux de P et par suite
dans G(P @ Q), x est adjacent a tous les éléments minimaux de P. D'autre part, comme
Q est un ordre série paralléle et de plus connexe, alors tout ¢lément minimal de Q est
au dessous de tout ¢lément maximal de Q c'est-a-dire il existe toujours une chaine dans
le diagramme de Hasse de Q qui lie x a un ¢élément maximal de Q. Par suite, x
appartient a tous les intervalles maximaux de P@® Q. Dans le graphe G(P®©Q), ¢a

signifie que x est adjacent a tous les autres sommets de Q et donc il est dominant. Ainsi

en gardant, la partition domatique de P, a laquelle on rajoute |Min( Q), il vay rester Qq,

dont le nombre domatique est donné par d(G(Qy)). D'ou le résultat.

2. Le raisonnement est similaire a 1. n

3.3 Le nombre domatique de G (C, xP)

Proposition 3 Soient P un poset et C, une chaine de longueur n. Nous avons:
d(G(C,%P))> (n+1) d(G(P)).
Preuve

SoitC, =(a, <a, <---<a,) une chaine de longueur n et P, = a,P = {(a;, x), xeP} une

copie de P.

Montrons que si D est un ensemble dominant de G(P), alors a,D= {(a;, x), xe D}est un

ensemble dominant de G(C,xP), Vi=0,...,n.

Soit (a;, x) €(CyxP)- a;D . Nous distinguons trois cas:
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I“ cas: j=1i

(a;, x)¢ a;D signifie que x¢D. comme D est un ensemble dominant de G(P), nous

déduisons 1'existence d'un €lément ye D tel que x est adjacent a y dans G(P). Par suite x et

y sont dans le méme intervalle de P et ainsi (a,, x) et (a;, y) sont dans le méme intervalle

de P,, d'ou 'adjacence de ces deux couples dans G(C,xP).

29 cas: j#ietx D.

x ¢ D implique qu'il existe ye D tel que x et y sont dans un méme intervalle maximal [p, q]

de P.
Sii<jnous avons (a;,p) <(a;,p)<(a;,x), (a;,y) <(a;, q), c'est-a-dire (a;, x) et (a;,y)
sont dans l'intervalle [(a;, p), (a;, q)] de C,xP.

Sij<i: le raisonnement est similaire a 1 <j.

3% cas: j#ietxeD.
Sii<jalors (a;,x)<(a;,x)etsij<ialors(a;,X)<(a;,X).

Ainsi (a;,x) et (a;, X) sont dans un méme intervalle de C,xP. ]

Exemple Considérons le poset P et la chaine C,, de la figure 8.

Xs Xg a3
%]
X3 X4 a
o
X1 X2
P (O
Figure 8
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Nous obtenons le poset de la figure 9 ou nous notons brievement le couple (aj, ;) par a;x;.

Figure 9

Nous avons d(G(P)) = |{x1,x A }, {xs,x2 }, {x 3, X }| = 3 et d(G(C;)) = 4 et les ensembles
dominants du poset G(C, x P') de la figure 9 sont donnés par:

{(a0, x4), (a0 x1)}, {(a1, x1), (a2,%5)}, {(a0,X2), (20, Xe)},
{(a1, x4), (a0,%5)}, {(az,x1), (a3, X¢)}, {(a1,%2,), (a3, X1)},
{(a2, x4), (a2,X6)}, {(a3,X2), (a1,X6)}, {(az,X2), (a3,%5)},
{(a3, x4), (a1,X5)}, {(a0,x3)}, {(a1,x3)}, {(a2,%3)}, {(a3, x3)}.
Donc d(G(C, x P)) = 14 > d(G(P))x d(G(C3)) = 12.

Théoreme 1 Soient P un poset et C,une chaine. Si G(P) est domatiquement plein alors:
d(G(C, xP)) = (n +1)d(G(P))

Preuve
De la proposition 3 nous avons d(G(C,xP))> (n+1) d(G(P))

Montrons 'autre inégalité.

Tout graphe G vérifie la relation d(G) < 6(G)+1 et en particulier pour G(C,xP).
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Montrons d'abord que J (G(Cy,xP)) = (J (G(P)) +1)( J (G(Cy)) + 1) —1.

Notons que G(Cy)=~Ky1 et que d(G(C,)) = n+l.

Nous avons Vx € V(G(P)), Vi=0,...,n, deggc. .y (a;x)= (n + Ddegy, (x) + 1, ce qui
implique que 8(G(C,xP)) = (n+1) 8(G(P)) + n = ( (G(P)+1)(n+1) -1 = ( S(G(P)+1)(
3(G(Cy))+1 )-1. Donc d(G(PxCy)) < (0 (G(P)) + 1)(n+ 1)

Comme G(P) domatiquement plein alors d(G(P)) = 6 (G(P)) + 1

D'ott d(G(C,xP)) <(n +1)d(G(P)).

Nous déduisons alors que d(G(C,%P)) = (n + 1) d(G(P)). [ |

3.4 Le nombre domatique du graphe représentatif de (C, xC,),,

SoitP= C, xC, le produit direct de deux chaines de longueur respectivement n, et n,.

Nous allons nous intéresser au sous poset induit par I'union des niveaux

consécutifs,, =N, U...UN,_  de P, 0</<u<n +n,et nous déterminerons alors le

nombre domatique du graphe représentatif de ses intervalles maximaux G

lu

=G(P,).
Par l'isomorphisme existant entre C, xC, et C,_xC, , nous pouvons supposer sans

perte de généralité dans tout ce qui suit que n; < n.

Proposition 4 Si [ < u-n; alors l'intervalle D = [(I, ), (u-ny, u-n;)] représente l'ensemble
des sommets dominants de Gj,,.
Preuve

Soit A (resp. B) 'ensemble des ¢lements minimaux (resp. maximaux) de(C, xC, ), .

A et B sont de la forme :

A={(11-1),0<1</},
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B = {(n;-k, u-n;+k), 0 <k <n;+ny-u}.

Considérons 3 l'ensemble des intervalles maximaux de (C. xC .
m ny Jlu

Notons que ﬂI # . En effet,

JER

(1, [ —1) < (/, ), pour tout 1, 0<i1</ et ceci veut dire que (/, /) est 1i¢ par une chaine a tout

¢lément minimal de(C, xC, ),

De méme que (/, /) < (n;-k, u-n;+k) pour tout k, 0<k<n;+ny-u car /<u-n,<n;-k et /<u-
ny<u-n;<u-n;tk c'est a dire que (/, /) est lié par une chaine a tout ¢lément maximal

de (Cnl xC,. )i

Ainsi le couple (1, /) appartient a tous les intervalles maximaux de P, c'est-a-dire que

(L De1.

JER

Montrons queﬂl représente l'ensemble des sommets dominants deG,, et il vaut

1e3
exactement D.

Soit xe ﬂI . Chaque sommet de G, , appartient a un intervalle maximal de P, ,, donc dans

Lu>
JERY

G x est adjacent a tous les autres sommets, ce qui veut dire que x est un sommet

lu>
dominant. Inversement, si x est un sommet dominant de G, , alors il est adjacent a tous

sommets de G, , et comme chaque sommet est dans un intervalle maximal de P, alors x

appartient a tout intervalle maximal et ainsi x mI .

el

Reste a prouver que ﬂl =D

Ie3l
"": Si(x,y) e ﬂl, alors (x, y) est li€¢ par une chaine dans P, a tous les €lements

1e3

maximaux, ainsi qu'a tous les éléments minimaux.
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Par suite, (x,y)>(i, /- 1), pour touti, 0 <i</ etdonc, (x,y)= (rgloa>l<i , m?ﬁ(l-i)), ce qui

conduit a (x,y) > (l,/).

D'autre part, (x,y) < (n; — k , u-n;+k), pour tout k, 0 < k < n;+np-u et donc

x,y) < (mkin(n1 - k),mkin(u —n, +k)) qui produit (x,y)<(u—n,,u—n,).

Nous obtenons donc (X, y)e D.

">"Montrons que: D < (ﬂIi iu

Si (x,y) eDalors (/,/) <(x,y) < (u-ny, u-ny).

Comme (/, [) > (i, [-1),pour touti, 0 <i</et (u-ny, u-n;) < (n;-k, u-n;+k), pour tout k, 0 <
k < n;+ny-u, nous pouvons dire que (X, y) est li¢ par une chaine a tout élément de A et par

une autre chaine a tout élément de B.

D'ou(x,y) € ﬂl . Ce qui acheve la démonstration. [ |

Ie3

Exemple

Dans les exemples qui suivent nous noterons brievement le couple (i, j) par ij.

Soit P = C, x C,

D =[(0, 0), (2, 4)] D=[(1, 1), (1, 3)]

Figure 10
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Lemme 1

L'intervalle [(i, j),(i', j)] est isomorphe au produit C, ; xC;_;,V1i,i',],]'e N tel que i <i'et
J=Jt
Preuve

Soient (i, j), (i', j') €N *tels que i <i'et j <j'et soit I'application

v :[(1,)),31, )] = Cp xCy
(m,n) —(m-i,n-j)

Nous avons (m,n) < (m',n') & m<m'etn<n'
om-i<m'—ietn—j <n'—]
Sm-i,n—j)<(m'-i1,n"—j)
< y(m,n) <y(m',n').
l. w injective car y (m,n) =y (m',n') < (m—i,n—j)=(m'—i,n'—j)
< (m,n)=(m', n").
2. Soit (x,y)e C; ; xC,_;. Posons (m, n) = (X + 1,y +)).

Nous avons :

0<x<i+ . ) C o e
., .= (x+1Ly+])=(m,n) e[ )),30,])]
0<y<]J—j

Ety (m,n) =y (x +1,y +j)=(x,y) d'ou la surjectivité de ¥ .

De 1), 2), 3), on conclut que y est un isomorphisme. ]
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Exemple

Soit P = C, xC, et I=[(0, 1),3, 4)].

Dans P; 7, Iestbien isomorphe a C, xC;.

Figure 11

Théoréme 2

Si (u > nyetl>ny) ouu<ny nous avons d(G,’”) =u—1[+1.

Preuve

Condition nécessaire « < » :

deg; (n,/—n)+1 siu>n,etlzn,
On a d(Gl u) < 8((;l u)+1 = ' .
’ ’ degg, (0,u)+1 si u<mn,.

Siu>met/>n, deg; (n,/—n)=|{(mn)e P, m=netn>/—n}

=] {(m,n)e N> /<m+n<u,m=n;,n>/—n}|
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=|{ne N:/-n<n<u-—n}|
=u—/
Etsiu<mn, deg; (O,u)=|{(m,n)e F,:m=0ectn<u}

=|{(m,n)e N*, /<m+n<u,m=0,n<u}

=|{ne N:/<n<u}|

=u-—1/.

Exemple

On reprend le poset P = C, x C, de I'exemple précédent et on considere le sous poset P47 .

Figure 11

Condition suffisante « > » :

L'autre inégalité provient du fait que chaque niveau Nj, / <1 < u représente un ensemble

dominant de G,,, donc la famille {Nj, / <1 < u} est une partition domatique de G, de

cardinalité u —/ +1.D'ou 1'égalité. ]
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Théoréme 3

Pour tout I, u tel que | < n, et u > ny, nous avons :

u—ny,+)(n,—1+1) sil+u<n +n,

(u—n, +)(n, =1+1) sil+u>n,+n,.

d(Gz,u) = {

Preuve

Condition nécessaire « <» :

Examinons d'abord le cas ou /+u <n;+ ny.

Nous avons d (G, ) <8(G,, )*+1 = degg  (0,n,) +1

Comme degGl’u (O,n,)=] {(m,n) € B,:0=sm<u-mn,/<n<mnmjl et dapres le

lemmel, {(m, n)e F,: 0<sm <u-mny, /<n<mny} =[(0, /),(u—ny, np)] qui est isomorphe a

C,.,, xC, ,,nousobtenons deg; (0,n,)=|C

u

 xCy -1 =(u—nytl) (= 1+1)— 1.

Par suite d (G, ) < (u—nat1) (ny—1+1).

Pour le cas ou /+u > n;+n,, nous avons par un raisonnement similaire, d (G,,u) <
8(G,, )+l =deg; (n,,0)+1 et
deg; (n,,0) =|{(m,n)e P, I<m<mnet0<n<u-ni}-1

=|[(2,0), (n, u—n)] -1 =[C, , xC,_, |- 1=(m—I+]) (@—ni+1)— 1.

u—ny

D'oud (G,,) < (m—1+1) (u—n+1).
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Exemple

Soit P = C3xCs.

Dans ces exemples, deg (0, 5) = 8(G, ) =7 etdeg (3,0) = 8(G,,)=9.

20 11 02

Figure 12

Condition suffisante « > » :
Supposons d'abord que: /4u < n;+n,.
D'apres le lemme 3, 0ona: d (G,,) < (u—ny+1)(np— 7 +1).

Pour l'autre inégalité, il suffit de prouver que les (u — ny+1) (np — / +1) ensembles D;

définis ci-dessous, forment une partition domatique.

{,....i} sii<u-n, -1,
Pour i€{0,...,u—1},posonsJ, =<{0,...,u-n,} siu-n, <i<n, -/,

0,...,u-/-1; si n,-/+1<i<u-/,
{ fsion,

et considérons les sous ensembles D} suivants:
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» pouri=0,..,u—m—1 etjeJ; posons: Di={(k,/+i—k), k= j[i+]1]}
" pouri=u-—ny,...,n,—/etje ], posons: D}=~{(/’c,l+i—k),kEj[u-n2 +1]}

* pouri=mnp—/+l,...,u—/etje J posons:

Di={i—n,+I+k,n, -k ,k=j[u-(i+1-1)]}

Pouri=0,...,u—/, D! N, et {D;, je Ji}forme une partition de N,

i+l I+i*

Afin d'illustrer ces ensembles D; sur un diagramme de Hasse, nous attribuons a chaque

¢lément de l'intervalle [(0, /), (u—n, ny)] une couleur de telle sorte que deux sommets
différents auront deux couleurs différentes. Nous obtenons alors exactement (u—np+1) (ny—
[+1) couleurs différentes. Plus précisément, si i€ {0,...,u—n,—1}, nous aurons (u—ny)(u—
ny+1)/2 couleurs, si i€ {u —ny,...,n; — [}, nous aurons (2n,—/—u +1)(u — np+1) couleurs et si
ie {n; — H+1,...,u — [}, nous aurons (u — ny)(u — n, +1)/2 couleurs. Pour compléter la

coloration de P, ,, nous procédons comme suit:

En allant de droite a gauche (sur le niveau N, ), nous attribuons successivement au

I+i
premier sommet non coloré, la couleur du premier sommet de droite (du méme niveau)
coloré, puis au deuxieme sommet non coloré, la couleur du deuxiéme sommet de droite

coloré et ainsi de suite jusqu'a épuisement de tous les sommets de ce niveau. Enfin les

sommets de méme couleur représentent les ensembles D; (voir Figure 14).

Figure 14
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Montrons que les ensembles D; forment une partition domatique.

u—l-i

Si(m,n) e R = ( UR: (D;)JU (UR;(D;)), alors il existe une chaine reliant (m, n) a un
s=1

s=1
¢lément de D; et par suite ces deux sommets sont adjacents dansG, , . Sinon (m,n) ¢ R et

alors nous distinguons trois cas:

1% cas: i€{0,...,.u—n, —1} et jel,

Soit (m,n) un élément de (C, xC, ),, et (m,n) ¢ D}
Si (m,n) ¢ R alors il existe un entier k tel que:

(m,n)e [(k+1,/-k), (k+1i,[+i—k—1)] (voir Figure 15).

(k+i+1, 14— k)

(kH , I+

(kH+l,1-k-1)

el k)

KLk Y E kL I-K)

Figure 15

Par suite, k +1 <m<k+i<k+titlet/—k<n</+i—k—1 c'est-a-dire (m, n) et (k, / +i —

K)e [k, —K)(k+i+l,[+i—k)]

(Nous avons aussi (m,n) et (k+i+1,/-k—-1) e [(k+1,/—k—-1),(k+i+1,/+i—k)].)

Comme r((k +i+ 1,/ +i-k)=k+it I+Hi-—k=17+2i+]

<I+2(u-mp— 1)+l =/+2u-2n,— 1
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<ni+tmtu—2m-1 =n—mtu—-1<u—-1<u,

et r(k, / — k) =/, nous concluons que l'intervalle contenant (m, n) et (k, / +1 — k) est bien

dans P, .
2™ cas:i=u—ny,..,m—letjeJ..
Nous supposons ici trois sous cas:

1¥" sous cas: u —np+1<i<mp—17-1.
Soit (m,n) € (C, xC,)),, et (m,n) & D)

Si (m,n) ¢ R alors il existe un entier k tel que:

(m,n) e [(k+1,/+i—k—-u+ny),(k+u—ny /+i-k—1)] (voir Figure 16).

(k+tu-ny+1, [+i-k)
I

(k+u-n,, [+i-k-1)
(ktu-ny+1, I+i-k-(u-ny+1))

o (k, i -k)

(kt1, Hik-utng) o A

&1k § & (kei, 14+-k)
(k-itu-ny+1, /Hi-k-(u-npy+1))

Figure 16

Parsuite k <k+l <m<k+tun, et /[ti—-k—-u+m<n</+Hi-k-1</+i-k

Donc (m,n) et (k, [ +1—-k) € [(k, [+ i—k-(u-ny+1)),(ktu-ny, [ +i-k)].

(De méme que (m,n) et (ktu-ny+1, / +i-k-(u-ny+1)) € [(k+1, [ +i-k-(u-ny+1)),(k+u-ny+1 ,

I+i-k-1)])
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Nous avons: r(k+u-ny, / +i-k) = u-ny+ [+i or,
1<n,-l-1=i-n, +1+1<0
=i-n,+l+1+u-2<u-2<u

Su—-n,+l+i-1<u

et r(k, +1i—k—(u—nytl))=/HHi—u+n,— 1 >/ puisque i > u - n;+1. Nous concluons que

l'intervalle contenant (m, n) et (k, / +i — k) est bien dans P, , .

2°Me sous cas: i =u —n,

Supposons (m,n) ¢ R c'est-a-dire (m, n) € [(k+1, / — k), (k+u-ny, [ + u-ny-k-1)](voir

Figurel7).

(k+u — ny+1, I+u-n, —k)

(k+u-ny+1, I=k-1) (k, +u-n, k)

&+, Ikl (k, 1K)

Figure 17

Dans ce cas (m, n) et (k, / +u-n, — k) € [(k, [ —k ),(k+tu-np+1, [ +u-n,-k)].
En effet k <k+1<m <k+u—n, <k+u-—np+1,
et/-k<n</+tu-nm-k-1</+tu—nm—-k

Nous avons r(k, / — k) =/, r(k+u — ny+1, / +u — np-k) = 1 +2(u — np)+1 < u si et seulement

si/+u<2n,—1.
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Si/+u<n;tn,—1 alors / +u <2n,- 1.

Si / +u = n;+ny, alors / + 1 =n, et pour tout k, r(k+u —ny+1, /+u—n,—k) =n;—np+tu+l et
alors (m, n) et (ktu —ny+1,/—k—1) €[(kt1,/-k—1),(ktu—ny+1,/+i—k—1)] sin; =n,
et r(k+u —ny*1, 4u—n,—k) <u, si n, #n,. Nous concluons que l'intervalle contenant

(m, n) et (k, / +u-ny— k) est bien dans 7, , .

3éme

sous cas: i=u-—ny+1.

Si (m,n)¢ R, alors (m, n) et (k, Hi— k) € [(k ,/ — kt1),(ktu — np, [ +i — k)] (voir

Figurel8).

(k+tu-ny+1 , [+i-k)

(ktu-ny+1, I-k) (k, IHi-k)

k¥ -k

Figure 18

Nous avons 1 =u —ny+1 <n,— [ si et seulement si u+/ < 2n,— 1.

De plus, r(k+u — ny, I+1 — k) = [+2(u — np)+1 < u si et seulement si u+/ < 2n,— 1, ce qui est
le cas. Nous avons aussi r(k, /~k +1) = [+1>[. Nous concluons alors que l'intervalle

contenant (m, n) et (k, / +i— k) est bien dans P .
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4°™ sous cas: i = ny-/.

Si (m,n) ¢ R alors il existe un entier k tel que: (m, n) et (ktu—n,+1, /Hi—k—(u—ny+1))

e [(k, Hi—k-(u—ny+1)),(k+u—/—i—1, Hi—k +1)](voir Figure 19).

( k+u-l-i,+i-k)

] (k, I+i-k)
(k+(u-ny+1), [+i-k-(u-ny11))

(k, Iik-(u-ny+1))

Figure 19

Nous avons r(k, / +i—k—(u—ny,+1)) = [+ i~(u—ny,+1) >/ et r(k +u—l-i—1, [ +i-k +1) = u.

Nous concluons que l'intervalle contenant (m, n) et (ktu — ny+1, /+i—k—(u—ny+1))est bien
dans P, ,.
3éme

cas:i=mnpy—/+1,...,u—-letjel..

Si (m,n) ¢ R alors il existe un entier k tel que: (m, n) et (k+u-ny+1, na-k-(u-(i+/-1)))

€ [(i-ny+I+k, no- k-u+ti+/-1),(utk-ny+1, np-k-1)](voir Figure 20).
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(utk —ny+1,n, —k -1) (utk —ny, ny — k)

(ktu-np+l,ny—k—u+it/-1) (i—nytitk, n, — k)

(i —nptltk,my—k—u+it/-1)

(ktu-m+l-i,m—k—u++—-1) @

Figure 20

Nous avons r(utk — ny+1, np — k — 1) = u et comme i — n, +/+k > k+u — n;+1 — i si et

seulement si 2i + /> u+1, nous obtenons :
1i>m—[+1= 2i>n—[+1+Hi>ny— [ +1+np-/+1 =2(ny— [ +1)
=2i+l > 2(ny+1) — [ > 2+u+/ — | =u+2 (car 2+ut+/ < 2+2ny)
>utl >u.

Ce qui implique que rg (1 —npyt/+k, np—k—u+i+/-1)=2H+2i—-u-1> 1

Nous concluons que l'intervalle contenant (m, n) et (k+u-n+1, np-k-(u-(i+/-1))) est bien

dans P

lu-*

Maintenant si /+u > n;+n;,, la preuve sera similaire a la précédente car nous pouvons se

ramener au cas ou /+u < n;+n; en passant au dual de P (voir Figure 21). n
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(ny, u—mny)

1,0

(CyxCy),, (C;xCs)yg

Figure 21

Remarque

Si D} est un ensemble dominant de(C, xC, ),, telque/+u<n, +n, et/ <nj et u>ny,
définis dans la preuve du théoréme3, alors 1'ensemble des intervalles maximaux contenant
les sommets de D; n'est pas forcément 3 (voir Figure 22).

En prenant D = {(0,5),(2,3),(4,1)}, nous remarquons que l'intervalle [(1,2),(1,8)] ne

contient aucun sommet de D.

Cy xCy et Py

Figure 22
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Chapitre 4

Complexité algorithmique

4.1 Introduction

L'un des aspects les plus important a étudier quand on a affaire a un nouveau probléme
d'optimisation combinatoire, est la complexité algorithmique. Pouvoir déterminer un
algorithme efficace pour résoudre le probléme en question est 1'idéal qu'on puisse atteindre
car le fait de dire qu'un algorithme est fini peut €tre d'un intérét nul sur le plan opérationnel
puisqu' en énumérant toutes les solutions réalisables possibles, ceci conduit certainement a
la solution optimale en un temps fini mais rarement raisonnable d’ou I'intérét d'algorithme

"efficace"(ou "bon").

Vu que le probléme du nombre domatique dans un graphe est NP-complet, notre vif intérét
est port¢ a prouver sa NP-complétude dans la classe des graphes représentatifs des
intervalles d'un poset de méme que la NP-complétude est prouvé pour un autre nombre
domatique qui est aussi important que le nombre domatique et qui a suscité 'intérét de
plusieurs chercheurs [1, 24,36,39,43,78,84,90] qui est le nombre domatique total, introduit
par E.J.Cockayne, S.T.Hedetniemi et RM.Dawes [19].
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L'objet de ce chapitre est de donner d'abord un sens précis aux termes d'algorithmes
efficaces, de problémes d'optimisation combinatoires faciles et difficiles, en d'autres
termes, aborder la théorie de la "complexité algorithmique", ensuite de donner quelques
classes importantes de graphes ou la NP-complétude du nombre domatique a été prouvé
sans toutefois oublier de mentionner les classes de graphes ou le probléme a été résolu en
temps polynomial. Nous introduisons également des résultats relatifs a la NP-complétude
de quelques problémes dans la classe des hypergraphes d'intervalles et enfin nous prouvons
que le probléme du nombre domatique ainsi que le probléme du nombre domatique total

dans notre classe de graphe est NP-complet.

4.2 Notions de base

Notons que c'est Stephen Cook [22] et Richard Karp [49], qui ont indépendamment jeté les
fondements de la théorie de la complexité des problémes aprés un travail préliminaire de

Jack Edmonds [27].

Définition 1 Un "algorithme" de résolution d'un probléme P donné est une procédure
décomposable en opérations ¢lémentaires transformant une chaine de caractéres
représentant les données de n'importe quel exemple du probléme P en une chaine de

caracteres représentant les résultats de P.

Deéfinition 2 A toute instance I d'un probléme P, nous pouvons attacher un nombre p (I),

qui mesure la longueur des données de cette instance et que nous appelons la taille de cette

instance 1.

Définition 3 Un algorithme est dit "polynomial" si le nombre d'opérations élémentaires
nécessaires pour résoudre un exemple de taille n, est borné par un polyndme en n. Un

algorithme est considéré comme "efficace" si et seulement si il est polynomial.

Définition 4 Si A est un algorithme de résolution d'un probléme P et I est une instance de
ce dernier, alors au couple (A, I), nous associons un entier t (A, I) représentant le nombre

d'opérations ¢lémentaires (addition, multiplication, comparaison, affectation) effectuées
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par un algorithme A dans la résolution de I'instance I du probléme P. le plus grand nombre
T (A, I) sur I'ensemble de toute les instances ayant la méme taille est appelé complexité de

l'algorithme A.
4.2.1 Les problemes de la classe P

Définition 5 Un probléme est dit appartenir a la classe "P" s'il peut étre résolu par un

algorithme polynomial. Nous dirons que les problémes de la classe P sont "faciles".
4.2.2 Laclasse des problemes NP

Définition 6 Un probléme de reconnaissance est un probléme dont les résultats ne peuvent

prendre que l'une des deux valeurs vrai ou faux.

Les problemes de reconnaissance ne peuvent étre identifiés a des problémes d'optimisation
combinatoire (dans un probléme d'optimisation combinatoire, on demande d'exhiber se S
qui minimise -ou qui maximise- f(s) ce qui n'est pas le cas dans les problemes de
reconnaissance). Par contre, a tout probléme d'optimisation combinatoire

minf(s) (resp. max f(s) ), et un nombre a, nous associons un probléme de reconnaissance
seS seS

défini comme suit: existe-t-il un élément $ € Stel que f(S)<a ?(resp.f(s) > a).

Exemple Soit G = (V, E) un graphe d'ordre n et a un entier, a<n. Existe-t-il une partition
domatique de q ensembles dominants, telle que q>a est le probléeme de reconnaissance

associé au probléme de la partition domatique maximal.

Remarque Le probléme de reconnaissance est au moins aussi facile que le probleme
d'optimisation combinatoire auquel il est associé. En d'autres termes, si le probléme de
reconnaissance est difficile, il en est de méme pour le probléme d'optimisation

combinatoire.
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Définition 7 Les algorithmes non déterministes, sont des algorithmes contenant une
instruction "choix", qui opérant sur un ensemble fini, choisit un ¢lément de cet ensemble
sans spécifier comment ce choix est fait. Ils sont caractérisé€s par le fait que s'il existe une
maniére (au moins) d'effectuer le choix qui conduise a la réponse vrai, c'est suivant cette
manicre que le choix est fait. Plus précisément, les choix successifs seront effectués de

telle sorte qu'on arrive a la réponse VRAI en un minimum de temps.

Définition 8 Un probléme appartient a la classe NP [non determinist polynomial], s'il peut

étre résolu en temps polynomial par un algorithme non déterministe.

Remarque Les algorithmes "ordinaires" sont un cas particulier des algorithmes non
déterministes, donc un probléme de reconnaissance qui peut étre résolu par un algorithme

polynomial appartient a la classe NP et il s'ensuit que P NP.

4.2.3 Laclasse des problemes NP-complets

L'inclusion stricte Pc NP reste a ce jour une conjecture tres difficile. Elle découle du fait
qu'il existe des problemes qu'on ne sait pas montrer s'il existe ou non un algorithme
polynomial pour les résoudre. Cette inaptitude qui ne signifie guére l'inexistence de tels
algorithmes. Cependant il existe une large classe de problémes qui sont "équivalents" du
point de vue que si l'un d'eux est "facile"alors il en est de méme pour tous les autres

problémes de la classe NP.

Pour illustrer cette équivalence, introduisons le sens de réduction polynomiale.

Définition 9 Un probléme P, se réduit polynomialement au probléme P, si et seulement si
il existe un algorithme de résolution pour P, faisant appel a la résolution de P, et si cet
algorithme est polynomial lorsque la résolution de P,est comptabilisée comme une

opération élémentaire.
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Définition 10 Un probléme P de la classe NP est dit NP-complet si et seulement si tout

probléme de la classe NP se réduit polynomialement a P.

De 14, il apparait que les problemes NP-complets sont plus difficiles que ceux de la classe

P si toutefois la conjecture P = NP est vraie.

La notion de NP-complétude, ne peut s'appliquer qu'aux problémes de reconnaissance. Le
théoréme qui suit donne le schéma général du type de raisonnement utilisé pratiquement
(grace a la transitivité de la réduction polynomial) pour montrer qu'un probléme est NP-

complet.

Théoréme 4.2 Si le probleme P est NP-complet et si on peut mettre en évidence une

réduction polynomiale de P a un probleme P'de la classe NP, alors P' est NP-complet.

4.3 NP-complétude de quelques problémes relatifs a I'hypergraphe des

intervalles d'un poset

Soit & (P) I'hypergraphe des intervalles d'un poset rangé P et soit k un entier. On définit

les problémes de reconnaissance suivants:

"o (A (P))>k k< |P| " : le probléme qui consiste a déterminer s'il existe un ensemble

stable de cardinalité >k,(stable maximum).

o (A (P)) <k; k< |N0”N . le probléme qui consiste a déterminer s'il existe un

n
r(P)

recouvrement par arétes, de cardinalité < k ( recouvrement par arétes minimum).
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"v(A (P)) =k; kémin{|NO

Nr(P)‘ }" 1 le probléme qui consiste a déterminer s'il existe un

5

couplage de cardinalité >k, (couplage maximum).

"1 (A (P)) <k; k< |P| " : le probléme qui consiste a déterminer s'il existe un recouvrement

par sommets de cardinalité <k, (recouvrement par sommets minimum).

"v (# (P)) <k; k< |P| " 1 le probléme qui consiste a déterminer s'il existe une coloration

des sommets de P, de cardinalité < k (coloration minimum).

Théoreme [7] Les problémes de reconnaissance a(H# (P))>k, p(-# (P)) <k, o(# (P))

>k, 1 (A (P)) <k ety (H#(P)) <k ou P et k sont donnés, sont NP-complets.

4.4 NP-complétude du nombre domatique dans quelques classes de

graphes

Nous citons d'abord quelques classes de graphes ou le probléme du nombre domatique a
¢été résolu en temps polynomial, puis nous énongons des classes de graphes ou la NP-

complétude est prouvée:

4.4.1 Les graphes d'intervalles et les graphes fortement triangulés

Les définitions des graphes d'intervalles et les graphes fortement triangulés (FT) sont

donnés dans le chapitre 2, page 44.
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Rao et Rangan [63] ont établi un algorithme polynomial qui détermine la partition
domatique pour les graphes d'intervalles. Plus tard, Peng et Chang [60] ont décrit un
algorithme polynomial qui construit une partition domatique dans les graphes fortement
triangulés et dont la définition est donnée dans le chapitre 2, en donnant un ordre
d'¢limination fort pour de tels graphes. Un algorithme plus simple que ceux mentionnés
précédemment est développé en [48], qui résoud le probléme de partition domatique pour

les graphes FT et par conséquent les graphes d'intervalles puisqu'ils sont FT.

Le probléeme du nombre domatique est NP-complet pour les graphes en général [35].
Bonuccelli a prouvé qu'il est NP-complet pour les graphes arc-circulaire [6], qui sont les
graphes pour lesquels il existe une correspondance entre leurs sommets et les arétes d’un
cercle tel que deux sommets quelconques sont adjacents si et seulement si les arétes
correspondantes dans le cercle chevauchent, et lorsque aucune aréte du cercle n’est

proprement incluse dans une autre aréte, ils sont dits graphes arc-circulaires propres, pour

lesquels, il décrit un algorithme en o (|V|2 10g|V| ).

4.4.2 NP-complétude dans quelques classes de graphes parfaits

Soit G = (V, E) un graphe, on définit les nombres:
o(G): nombre de stabilité, c'est-a-dire cardinalité d'un stable maximum de G.
6(G): nombre minimum de sous-ensembles Y < V dont l'union est V et tels que G, soit un

graphe complet (on dit aussi une clique).

%(G) : nombre chromatique.

®(G): la cardinalité d'une clique maximum de G.

Théoréme [53] Lovasz Les deux propriétés suivantes sont équivalentes et caractérisent
les graphes dits "Parfaits":

(i) a(Gy)=0(Gy), VY cX

(ii) o(Gy) =x(Gy), VY c X.
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4.4.2.1 Les graphes scindés

Un graphe G = (V, E) est un graphe scindé¢ s'il existe une partition de l'ensemble des
sommets V = V'+ V"ou V'induit une clique dans G, V" induit un ensemble stable et + est

l'union d'ensembles disjoints, non vides.

Théoréme [48] Le probleme du nombre domatique d(G)>k dans les graphes scindés est
NP-complet pour tout k> 3.

4.4.2.2 Les graphes triangulés

Un graphe est dit triangulé si tout cycle de longueur au moins quatre, contient une corde.
Un graphe est dit co-triangulé si son complémentaire est triangulé.

Pour ces classes de graphes qui contiennent les graphes scindés [37], ils ont conclut [48]:

Corollaire [48] Le probleme du nombre domatique est NP-complet pour les graphes

triangulés et co-triangulés.

4.4.2.3 Les graphes bipartis

Théoréme [48] Le probléeme du nombre domatique d(G)>k est NP-complet pour les

graphes bipartis pour tout entier fixé k> 3.

Un graphe de comparabilité est un graphe non orienté, ou ses arétes peuvent étre orientés
transitivement. Notons que tout graphe biparti est un graphe de comparabilité. Kaplan et

Shamir [48]ont pu déduire que:

Corollaire [48] Le probleme du nombre domatique d(G)>k est NP-complet pour les

graphes de comparabilité pour tout entier fixé k> 3.
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Un graphe de comparabilit¢ qui a exactement deux orientations transitives est dit
uniquement partiellement ordonné (UPO). Et tout graphe biparti connexe est un UPO. En

[48], ils ont établis le résultat suivant :

Corollaire [48] Le probleme du nombre domatique d(G)>k est NP-complet pour les
graphes UPO, pour tout entier fixé k> 3.

4.5 NP-compléetude du nombre domatique et du nombre domatique total

pour les graphes représentatifs des intervalles d'un poset

Comme nous l'avions mentionné dans 4.4.2.3, le probléme du nombre domatique d(G)=>k
est NP-complet pour les graphes bipartis pour tout entier fixé k>3. Ainsi en se donnant un

graphe biparti G = (XU'Y, E), nous construisons un poset P sur deux niveaux N, et N, ou
N,= X et N,=Y avec l'ordre définit par: pour yeY et xeX, y > x si et seulement si

l'aréte xy est dans E. Dans ce cas G(P) = P= G. Nous concluons alors que:

Théoreme 1 Le probleme du nombre domatique d(G(P)) >k, dans le graphe représentatif

des intervalles d'un poset P est NP-complet, pour tout k> 3.

Maintenant, le type de raisonnement que nous allons utiliser pour montrer la NP-
complétude du probléme du nombre domatique total pour les graphes représentatifs des

intervalles de P, est la réduction polynomiale mentionnée dans le théoréme 4.1.

Rappelons la définition d'un ensemble dominant total:

Un sous ensemble D de V est dit ensemble dominant total, si pour tout xeV, il existe
yeD, tel que x est adjacent a y. Le nombre maximum de classes de la partition de V en

ensembles dominants totaux disjoints, est dit le nombre domatique total et est noté d, (G).

Théoréeme 2 Le probléme du nombre domatique total d(G(P) )> k dans le graphe

représentatif des intervalles d'un poset P est NP-complet.
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Preuve

Soit (P, <) un poset, le probléme de reconnaissance associ¢ au probléme du nombre
domatique total dans le graphe représentatif des intervalles d'un poset appartient a la classe

NP, car en se donnant un entier k et une famille de sous-ensembles @ de G(P) tel que
‘(D‘ < |P|—1, on sait vérifier en temps polynomial si un sous ensemble D de D est un

ensemble dominant total de G(P), il suffit de vérifier pour tout sommet de P qu'il existe un

sommet dans D qu'il lui soit adjacent, donc au plus |P| -1 fois, et si I'on vérifie pour chaque
ensemble de D, on aura au plus |P| (|P|—1). De méme qu'on sait vérifier en temps
polynomial si DND' = & pour tout ensemble D et D' de D, il suffit de le vérifier
|D| |D'| fois, une valeur qui ne dépasse pas |P|2 /4. 1l reste a vérifier que chaque sommet de

P est dans I'un des ensembles de D et ceci se fait en au plus |P| fois.

Nous prouvons la NP-complétude par une réduction polynomiale du probléme du nombre
domatique dans un graphe quelconque au probléme du nombre domatique total dans le
graphe représentatif des intervalles d'un poset.

Il est connu (voir [35]) que le probléme de reconnaissance d (G) >k est NP-complet pour
les graphes quelconques.

Soit G = (V, E) un graphe, notons les sommets de G par v,,...,v, et les arétes pare,,...,e

m

Nous associons a G le poset P=VUV'ou V' = {V: ,V, € V}(copie de V) et ou l'ordre est

donné de la maniére suivante:

Pour v; € V,vi e V'onav, <v] ssiv; estadjacenta v, dansGoui= j.

Par exemple si G = (V, E) est le graphe illustré dans la figure 1, nous obtenons le poset de

la figure 2.
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Vs \&)

Vyu V3

Figure 1

Figure 2
Soit G (P)=(VuV/, E) le graphe représentatif des intervalles de P.

Montrons que d (G) = d, (G(P))
Si {Dl,...,Dq} est une partition domatique de G, alors {(Di uD)),i= 1,...,q} est une
partition domatique totale de G (P). En effet, comme D,est un ensemble dominant de G,
nous avons :

Vx € V/D,,3y € D, tel que (x,y) € E et par conséquent, Vx' e (V'/D}),3y € D, tel que

y <x'etVx € (V/D,),3y’ € D] tel que x < y'. Par suite, y et x' (resp. x et y') sont adjacents
dans G(P).

De méme, VxeD,(resp.x'eD}),x<x', nous avons alorsVxeD,3x €D
(resp. Vx' € D{,3x € D) tel que x et x' sont adjacents dans G(P).

Donc, Vx e VU V', 3y e (D, UD)) telque (x,y) € E.

Par conséquent, tout élément de V U V' est adjacent a un élément de D, U D] dans G(P) et
par suite D, U D! est un ensemble dominant total de G(P) et {(Di uDlLi=1,.. .,q)} est une
partition domatique totale de G (P).

Réciproquement, soit une partition domatique {Di = 1,...,q} de q ensembles dominants
totaux de G (P).

Comme G (P) est un graphe biparti, alors: Vk=1,...,q,D, =D; U ng D, cV et
D;k cV’

Nous avons q ensembles dominants totaux, alors nous avons nécessairement une partition
de q ensembles de V et une partition de q ensembles de V' ou Vk=1,..., q, D, F et
D} #d.

Montrons que D; est un ensemble dominant de G.
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Comme D, LU D; _est un ensemble dominant total de G(P), alors VxeVuV’,
Jye(D;, UD] )telquexy e E, ce qui implique étant donné que G (P) est biparti, que:
Vx eV,JdyeD] telquexye E donc, VxeV-— D; ,3y e D] tel que x <y c'est-a-dire
dans G, x et y sont adjacents et ye D, et par suite D; est un ensemble dominant de G.

Par un raisonnement similaire, nous pouvons prouver que D; est un ensemble dominant
de G.
Par conséquent, nous obtenons une partition domatique formée de q ensembles

dominantsD. ,k=1,....q,de G. [ ]

Jx?
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Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés au nombre domatique dans la classe des

graphes représentatifs des intervalles d'un poset.

En premier lieu, nous avons étudi¢ les opérations sur les posets, nous nous sommes

intéressés d'abord a d(G(P *Q)) ou l'opération * est respectivement la somme directe et la

somme linéaire. Une valeur exacte est donnée pour la premiere opération alors que pour la
seconde, nous avons établie une borne inférieure. Quant au produit de deux posets, notre
étude s'est restreinte au produit d'un poset par une chaine ou nous avons donné la valeur

exacte ded(G(P x C,)) sous une certaine condition.

En second lieu et sur la lumiére des travaux de Chang [16] qui s'est intéressé¢ au nombre
domatique du produit de deux chaines, nous avons pensé a I'é¢tude du nombre domatique du

graphe représentatif du sous poset induit par I'union des niveaux consécutifs N, U...UN
du produit de deux chainesC, xC, . Suivant les valeurs des entiers /, u,n,, n,, la partition

domatique maximale est exhibée.

En dernier lieu, nous nous sommes orientés vers la complexité algorithmique et nous avons
montré la NP-complétude du nombre domatique et du nombre domatique total (autre
parametre de domination aussi important que le nombre domatique) dans la classe des

graphes représentatifs des intervalles d'un poset.
Comme perspectives, nous proposons 1'étude des problémes suivants:

» Reconnaissance des graphes représentatifs des intervalles d'un poset.

* Trouver le nombre domatique d (G(H C,), ), ce qui peut étre une geéneralisation de
i=l1

nos résultats.

* Déterminer d(G(P*(Q),,) ou * est le produit direct, produit lin€aire, produit direct

par ranggs,...

= Caractériser les posets pour lesquels G(P) est domatiquement plein.
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