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Introduction

Durant le siecle dernier et jusqu'a aujourd’hui, les néatlatiques discretes sont
devenues une branche importante des mathématiques.dgyénement des calculateurs
dans notre vie quotidienne, son développement ne cesseodee o/u I'intérét qu’elle
suscite chez les scientifiques. Traitant des objets dityets (nombres entiers ) il s’est
avéeré gue ces concepts ont une adaptation tres utilel@skaiption des objets et concepts
communément utilisés en informatique. Inversemenmpiémentation de modeles de
mathématiques discretes, concus pour résoudre dekepreb pratiques sur machine, rend
la tache de résolution moins difficile.

Cette branche des mathématiques intervient dans diffe@omaines, comme la théorie
des ensembles, la géométrie, la théorie des nombresédai¢ des graphes, la théorie de
l'information,...

Le domaine des codes identifiants, initié en 1998 par Kaskpet al [44] fait partie des
problemes pratiques dont la modélisation et la reswhutait appel aux concepts de cette
branche. Dans leurs travaux, les auteurs ont investi lelgmubde couverture de sommets
d’'un graphe de sorte que chaque sommet est identifie deengamnique moyennant ses
voisins. Autrement dit, on fait correspondre a chaque setmau graphe un ensemble
unique de ces sommets voisins, appelé ensemble identians la littérature, le probleme
de recherche de code identifiarte cardinalité minimum est connu pour étre un probléme
appartenant a la classe des problemes NP-difficiles [2132]. Nous verrons dans les
prochains chapitres que méme dans des graphes simplesetydles et les circuits la
recherche d’'un code identifiant n’est pas évidente [50, 6@pendant, dans le cas d'un
arbre, il existe un algorithme linéaire [25].

1. Dans certaines références, on I'appelle problemdatement de détecteurs
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Bon nombre d’applications utilisant ce type de code posouére certains problemes
existent, a commencer par I'exemple de détection de gadaas un réseaux de multi-
processeurs [44]. Soit un réseau de multiprocesseur Iimédéar un graphe non orienté.
Parmi ces processeurs, certains peuvent détecter ceugogtiidéfectueux dans leurs
voisinage. Si un processeurs tombe en panne alors en amaggaensemble identifiant,
on saura localiser celui-ci. Par la suite, une variante nptus puissante appelée codes
identifiants robustes a vu le jour (voir [45]), et qui a perutistendre le champs d’applica-
tion de ces codes. Ainsi, dans certains travaux [34, 48,|&8]codes identifiants semblent
étre une trés bonne approche pour le probleme de déteeti de localisation dans un
environnement fermé muni de capteurs sans fils. Ces dedicagns seront expliquées
davantage au deuxieme chapitre.

Aujourd’hui les codes identifiants ne cessent de développéntérét toujours grandis-
sant, de sorte qu’une litterature abondante est entranaifies’.
Depuis 1998, les codes identifiants, devenus un domainet & pi#ere, ont eté étudiés sur
plusieurs structures de graphes tel que, les grilles [1618,722, 29, 34, 39, 40, 42, 43, 44,
45], les chaines et les cycles [6, 47, 50, 60], les graplesdaites [1] et graphes quelconque
[68, 69], quelques produits de graphes [51, 61] et les hybes([13, 15, 36, 37, 41, 58, 66].

En s’inspirant de ce qui a été fait pour les cycles et leSngsg nous avons essayé
d’aborder, dans notre travail, le probleme de rechercheode identifiant dans un chemin
et un circuit. Nous avons pu déterminer la cardinalitéimale des codes et 2-identifiants
dans le cas d’un chemin orienté. En outre, nous avons pbexan code-identifiant pour
un circuit et nous avons pu montrer qu’il est optimal.

Ce manuscrit est structuré comme suit :
Le premier chapitre est consacré a la présentation elesrglités sur les graphes, ou nous
donnons quelques définitions, terminologies ainsi quantgations usuelles relatives a la
théorie des graphes.

Dans le chapitre 2, un apercu est donné sur le domaine dies ¢dentifiants, ou les
differentes terminologies et définitions sont introdsit
Des liens existants entre les codes identifiants avec @auwndes, a savoir : les codes
localisateur-dominateurs et les codes discriminants pagentés. Des variantes de codes
identifiants sont données et le probleme de recherche de icentifiant de cardinalité
minimum a été défini.
En outre, la question d’existence de code identifiant aiosi la construction de graphes

2. jusqu’au mois de février 2010, on dénombre prées de &fEtences traitant les codes identifiants [2].
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optimaux est abordée. Enfin, nous exposons les plus impsrtasultats obtenus dans
certaines classes de graphes.

Le troisieme chapitre concerne I'étude des codes idantgidans les graphes orientés.
Bien que trés peu de travaux ont été fait sur ce type dehgsamous présentons les quelques
résultats obtenus, a savoir : I'algorithme linéaire Iegrarbre orienté et la modélisation du
probleme de recherche de code identifiant de cardinalitérmam en un programme linéaire
en0-1. Dans le dernier chapitre, on présentera les premieuvita&s que nous avons établi
dans le cas des chemins et les circuits. Enfin nous termieang&moire par une conclusion
générale et des perspectives.



Chapitre

Gereralites sur les Graphes

Fuyez celui qui vous dit que vous pouvez
réussir autrement que par le travail,
I’honnéteté et l'instruction

VICTOR HUGO

1.1 Introduction

Née des recherches d’Euler (1707-1782) & siecle, la théorie des graphes est deve-
nue une branche des mathématiques au déb2a‘¢it siecle, grace au travaux de Konig, de
Kuratowski, de Cayley et plus recemment, Berge [4], Erelodarary[10]. Les recherches
réecentes en informatique et surtout en algorithmique tuirgent un nouveau souffle. La
théorie des graphes permet de résoudre efficacement andegvariété de problemes par-
tiques en les ramenant a des configurations qui se dessingsiement a I'aide de points et
de liaisons entre ces points.

On fait généralement remonter la théorie des graphes@higme dit "Ponts de Konig-
sberg”, Kaliningrad aujourd’hui (voir la figure 2.20). Ré&s par Euler, en 1736, ce probleme
s’énonce ainsi :

Est-il possible, en partant d’'un endroit quelconque della gt y

revenir, en tentant de traverser chacun des sept ponts wme et

seule fois ?
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Figure 1.1 — Représentation des ponts konigsberg

Pour sa résolution le probleme a été modélisé soundat’'un graphe (voir la figure
4.3). Ce graphe possede, un ensemble de points représkEstguatre zones de la ville et
des segments les reliant représentant les sept ponts.

Figure 1.2 —Présentation des ponts de la ville de Kdnigsberg sous forme
d’'un graphe.

Aujourd’hui, la théorie des graphes connait un grand aegeent, du fait de son

utilisation dans la résolution d’'une grande variété debfemes pratiques tels que : les
transports, les réseaux, I'ingénierie, l'informatighéorique...etc.
En outre, elle est intimement liee a d’autres branchesndahématiques, a savoir : la
théorie des ensembles, le combinatoire, la théorie désams, la topologie... En fait, la
théorie des graphes est utilisee comme modele matigumegbour tout systeme pouvant
inclure une relation binaire.

Ce chapitre est consacré a I'introduction aux diffeesrdéfinitions et a la terminologie
utilisées en général en théorie des graphes. Malhsement, on ne peut présenter toutes
les définitions vu leur abondance. On se limitera le plusspta celles que nous utiliserons
tout au long de ce mémoire. Les lecteurs intéressés wsoitdés a consulter les références :
[3,4,7,10, 11, 52, 53].

1.2 Definitions et concepts de base

D’une maniere intuitive un graphe est un schéma corstitun ensemble fini de points
gu’on relie entre eux par des lignes. Les points sont apmaémetset les lignes sont
appeléesrétes Une définition plus formelle est la suivante :
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Définition 1 ([4]) Un graphe G=(V,E) est le couple consttpar :
1. un ensemble de sommeéts= {vy, vo, ..., v, },

2. une familleE = {ej,es,...,e,} d’élements du produit cagsienV x V =
{(v1,v9)|v1,v9 € V}.

1.2.1 Graphe non oriené

Lors de I'étude de certaines propriétés dans un grapagive que I'orientation ne joue
aucun role. On s’intéresse simplement a I'existencan@’ligne entre deux sommets. On
appelle alors cette ligne une aréte. Elle est représeaévent par une paire non ordonnée
de sommets.

On notera un graphe non oriert®é= (V, £') ou E désigne I'ensemble des arétes du graphe.
Un multi-grapheest un graphe pour lequel il peut exister plusieurs aréatage eleux som-
mets.

L’ ordre d’'un graphe représente le nombre de sommets qu’il possede
Pour une aréte = (v, vy) d'un graphe les sommets et v, sont appeléextremiéesde
I'aréte.

On appelléboucleune aréte dont les deux extrémités coincident.
Un graphe simpleest un graphe sans boucle et sans arétes multiples.

1.2.2 Graphe oriengé

Dans bien des situations, on peut avoir une relation enseranety; et le sommet;,
sans qu’on ait, nécessairement, une relation entet v;. De ce fait, on met une orienta-
tion pour désigner le sens de la relation. On représernte odentation par umrc. Pour
un arc(v;,v;), v; est 'extrémité initiale et; I'extrémité terminale. On appelle aussi
prédécesseur dg etwv; successeur de.

On noteral'*(v;) I'ensemble des successeurs du sommaedt '~ (v;) I'ensemble de ses
prédécesseurs.

@ ©
© (d)
bob

Figure 1.3 — Exemple de graphe orienté d’ordre 6
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Remarque 1 Un graphe infini est un graphe pastant un ensemble infini de sommets.

1.2.3 Entre sommets et agtes

Dans cette partie, on introduit quelques définitions nedataux sommets et aux arétes.
Ces définitions sont fondamentales en théorie des graphes

Adjacence Deux sommets;, v, sont ditsadjacentgou voisins) s’il existe une arréte reliant
ces deux sommets.

Aréte incidente On dit qu’une aréte esincidentea un sommet si ce dernier est une
extrémité de cette aréte.

Degré Le deged’un sommeb, notéds(v), estle nombre d’arétes incidentes a ce sommet.
Dans un graphe simple, le degré d’'un sommet représenteniénre de sommets adja-
cents a celui-ci.

Dans le cas orienté, on parle de demi-degré intériewp(rextérieur), noté(v;)
(resp.df(v;)), représentant le nombre de prédécesseurs (respsseces) de;.

Voisinage On appellevoisinaged’'un sommet, 'ensemble de tous ses voisins ndiv).
On noteN [v] le voisinageétendudu sommetb avecN[v] = N(v) U {v}.

1.2.4 Quelques types de graphes

En théorie des graphes on dénombre plusieurs types odldandie graphes. nous
présentons dans cette partie quelques définitions daesaparticuliers les plus étudiés.

Chaine On appelle chaine de longueutoute suite de sommets;, v, ..., v,) deG tels
quev l,....k—1 : (v;,v41) € E.
Elle est diteelementairesi elle ne rencontre pas deux fois le méme sommet, et est dite
simplesi elle ne rencontre pas deux fois la méme aréte.
Dans le cas d’'un graphe orienté, on parle alors de chemin.

Figure 1.4 —L'ensemble des arétes en gras représente un exemple de
chaine

Cycle Un cycleest une chaine telle que etv,, sont confondus.
Un cycle est ditulerien(respectivemerthamiltonier) s’il passe par toutes les arétes
(respectivement tous les sommets) une et une seule fois.
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Graphe connexe, graphe complet, graphe régulier Un grapheG = (V, E/) connexeg(res-
pectivemenfortement connejec’est un graphe pour lequel il existe une chaine (res-
pectivement un chemin) deversy ou dey versz entre toute pairér, y) de sommets.

On appebraphe completout graphe ou toutes les paires de sommets sont adjacentes
En d’autre terme, chaque sommet du graphe est adjacens d®autres sommets.
On note souvent ce type de graplié€s

Un graphe Egulierest un graphe dont les degrés des sommets sont tous egasix. A

on appelle graphg-régulier un graphe dont tous les sommets du graphe onéleem™
degré et est égalefa Une clique est un sous-graphe complet.

Arbre et foréet On appelle arbre tout graphe connexe acyclique, c’esteand contenant
pas de cycle. Untorét est graphe sans cycles.
Les sommets incidents a une seule aréte sont appatésets pendants feuilles
Une arborescence est un arbre ayant un sommet particuleer gppelle racine. Dans
le cas d’'un arbre orienté la racine est un sommet duquel anagieindre, par un
chemin, tout autre sommet. Pour une arborescence, ontdéfini

Figure 1.5 —La figure de gauche représente un exemple de forét et celle
de droite un arbre

— Hauteur : La hauteur d’'un sommet représente la distartce eglui-ci et la racine.
Ainsi, la hauteur d’'un arbre est la longueur d’'une plus langhaine reliant une
feuille a la racine.

— Pere : Le pere d’'un sommetest son prédécesseur.

— Fils : On appelle fils d’'un sommet le successeur de celui-ci.

Grilles La grille n-dimensionnelle (infinie) est définie comme étant le geapfant pour
ensemble de sommeéts' et pour ensemble d’arétésv|d; (u,v) = 1}, oUd; (u,v) =
> Jui — vi| (di(u,v) est la longueur d’un plus court chemin eniretv). La dis-
tanced; est parfois appelée distance de Manhattan, ou encorencisti®e Lee (voir
plus loin). Nous désignerons simplement par grille laghidimensionnelle.

Il existe differents types de grilles, a savoir : les gslicarrées, hexagonales (ou
briques), grilles carrées avec une diagonale (triangr)lat avec deux diagonales
(royale).
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Hypercube et graphe de Hamming Utilisé dans ce qu’on appelle les architectures de ma-
chines paralleles, un hypercube de dimensipmoté @),,, est le graphe dont I'en-
semble des sommets efi, 1}" et ou deux sommets sont adjacents s'ils different
d’une coordonnée.

Une autre définition récursive est la suivante :

Soit (), = K, une chaine de longueur 1. Un hypercube de dimengion 2 est
entierement défini par la relation de récurrente ; = Q,0K,.1

Un hypercube possed® sommets qui peuvent &étre libellés paus - - - a,, tel que

CI,ZE{O,l},\VI:[SZSTL

Figure 1.6 —Les hypercubes @1, Q2 et Qs

Les graphes de Hamming sont considérés comme une ¢jéaéom des hypercubes.
Un graphe de Hamming est le produit cartésien de graphepletsi,. Cette famille
de graphes est noté paf(d, q).

Dans un graphéf(d, ¢) on dispose dg? sommets ou chaque sommeést noté par
x1,To, ..., xqavecr; € {0,1,2,...,q}.

H(d,q)=H(d-1,9)0K, = K,O0K,O---0K,

d fois

Lorsqueg = 2, on tombe sur I'hypercube de dimensio(),).

Figure 1.7 — Exemple de graphe de Hamming H (4, 2)

1. l'opérateur] représente le produit cartesien de deux graphe, défigilpin
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Graphe valué ou pondéré On dit qu’'un graphes = (V, E) est valué lorsque pour toute
arétege; € F, on associe une valeur (un poids)e;) € R. Ce dernier peut représenter
un temps, un colt, une distance, une capacite...

Définition 2 (Distance) La distance entre deux sommets v, note d(vy,vs), est la
longueur d’une plus courte clire reliantv; etws.

Le diametred’un graphe est la plus grande distance entre deux sommeraghue.

Définition 3 (boule) Soitv un sommet quelconque d&= (V, E). On appelle boule de
centrev et de rayonr, note B, (v), 'ensemble

{z e V]d(z,v) <r}

Définition 4 (Transversal) On appelle transversal dans un grape= (V, E), tout sous
ensemble de sommétsC V avec la propréet que chaque &te deG est incident& au
moins un sommet dg.

Définition 5 (Couplage) Un couplage est une collection (ensemble) dtes in@pen-
dantes. En d’autre terme, il n’existe pas d&es qui possdent un sommet en commun.

Une définition similaire relative aux sommets est la noterstable.
Définition 6 (Stable) un stable est un sous ensemble de sommetsl” deuxa deux non

adjacents.

Définition 7 (Recouvrement) On appelle recouvrement un sous-ensemkle C FE
d’arétes telle que tous les sommets sont incidamts moins une dte deX.

Un couplage qui est un recouvrement est un couplage parfait.

Définition 8 (Graphe partiel) On appelle graphe partiel d&& = (V, E) le graphe
G’ = (V, E’) dont les sommets sont ceux du graghet les aétes est 'ensemble’ C E.

Autrement dit, un graphe partiel deest le méme graphe en lui 6tant des arétes.

Définition 9 (Sous-graphe) Un sous graphe deG = (V,E) est un graphe
G = (V,E(V")) tel queV’ C V et E(V’) est le sous ensemble d&es induit par
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'ensemble des sommats.

Définition 10 (Graphe biparti) Un grapheG = (V, E) est dit biparti, si son ensemble de
sommetd’ peutétre partitionre en deux sous ensembléset 15 de sorte que chaque ate
de G relie un sommet d&; avec un autre d&5, et chaque sous-ensemble forme un stable.

En outre, on définit ugraphe biparti complelorsque tout sommet d est adjacent a
tous les sommets dé, et réciproquement. $V;| = m et|V;| = n, on note alors ce graphe
K, ». Ainsi, une étoile est un graphe biparti compiét,,.

Figure 1.8 — Exemples de graphes bipartis

1.3 Operations sur les graphes

Dans cette section, on présente quelques opérationequept étre effectuées sur les
graphes. Parmi celles-ci, on cite I'union de deux graples,ihtersection et quelques pro-
duits de graphes. Dans notre cas on s’intéresse aux psatiugraphes, pour plus de détails
le lecteur pourra se référer a [10].

1.3.1 Produits de graphes

De nombreux produits de graphes ont été définis. On dbrmpres de 256 types de
produits dans la littérature . Dans notre cas on se limixgpaaduits les plus utilisés.
On définit le produit de deux graphéset H comme étant le graphe, nofée® H, ayant
pour ensemble de sommets le produit cartésien des enseableommets dé' et H.
Cependant, I'ensemble des arétes est entierement ge&finles relations d’égalité ou
d’adjacence entre les sommets@et deH.
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Produit cartesien Le produit carésien(appelé aussi produit carré), natg G, est le
graphe ayant pour ensemble de somnmgts V5 et dont deux sommets = (uq,v;),v =
(ug, v9) SONt adjacents si :

U = ug etvvg € Fy
ou
v = vg €lugug € B

Remarque 2 Le degé d’'un sommet du produit casien eségala la somme des degs
de ses coordor@es.

da 06, (u,v) = dg, (u) + dg,(v)

Produit croisé ou directe Le produit directeG; x G, est le graphe ayant pour ensemble
de sommetd/; x V;, et dont deux sommets = (u1,v1),v = (ug, v2) SONt adjacents si et
seulementsi :

s € Fy
et
VU9 € Ey

En d’autre terme, deux sommets@e x G, sont adjacents si et seulement si chaque deux
composantes appartenant au méme graphe sont adjacentes.

Remarque 3
dG1 X G2 (U, U) = dGl (u)'dG2 (U>
E(Gl X Gg) N E(Gllez) = @

Produit total Appelé aussproduit fort, le produit totalde G, etG,, notéG; X G, est le
graphe tel que deux somméts;, v;) et (uq, v7) de Vi x V5 sont adjacents si et seulement
Si:

U = Ug OUU Uy € E)
et
V] = Vg OUVIVy € Es

Dans le produit total, le degré d’'un sommet vérifie |'étgal

dG1&G2 (u7 U) = dGl (u) + dGz (U) + dGl (u)dG2 (U>
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Produit lexicographique On appelle le produit lexicographique d& et GG, le graphe
G1 o G, tel que deux sommets, v1) et (uq, v2) deV; x V, sont adjacents si et seulement
Si:

Uy € Ey

ou
U = Uy €ty € Fy

Remarque 4 Des cfinitions pecdentes, on peutdiuire que le produity; X G, est un
sous graphe dé&/; o GG5. De neme,G;JG, et G; x G5 sont des sous graphes @g X GG,

T L% BB K

Figure 1.9 —lllustrations de quelques produits de P, et P,

1.3.2 Alphabet, mots et longueur d’'un mot

Un alphabed  est un ensemble de symboles. Un mot sur cet ensemble estrprél
de Z’“, ou k désigne la longueur du mot. L'alphabet le plus courant’atHabet binaire.
Etant donné deux mots = (w1, 29, ..., 2) €ty = (y1,%2,...,y:) de{0,1}*, on désigne
parz + y le motz = ((x1 + y1), (2 + y2), ..., (zr + yx)) OU+ estla somme modulo 2.

Sur un ensemble de mots, on définit une métrique, autrediteane regle de calcul des
distances. Il existe principalement trois métriques :

M étrique de Hamming La métrique de Hamming est le nombre de caractéres pardésq
deux mots de I'alphabet different.
Si l'alphabet est: = {0, 1, 2}, alors les mots (0,2,1,1) et (0,1,1,2) sont & distance 2.

M étrique de Manhattan Si I'alphabet comporte k éléments, alors les élémeors s0téS
de0 ak — 1. La distance entre deux mots= (z1, za, ..., 2,) €ty = (y1, Y2, - - -, Yn)
est définie par :

d(z,y) = Z |z — yil
i=1
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Par exemple, dans I'alphabet= {0, 1, 2, 3}, les mots (0,2,1,0,3) et (1,3,1,2,2) sont a
distancd0 — 1|+ [2—3| + |1 = 1]+ |0 — 2|+ [3 2| =5.

Métrique de Lee Soitx = (21,29, ..., 2,) €ty = (y1, 92, - - ., yn) deux mots de cet alpha-
bet. La métrique de Lee, notkz, y), est définie par :

d(z,y) = me(m —vil,k —[v; —y;|) modn
i=1

Etant donné l'alphabet = {0,1,2,3}, les mots (0,3,2,3,1) et (3,3,2,1,1) sont &
distance 3, puisquevin(|0 —3|,4 — |0 — 3|) + min(|]3 —1],4 — |3 —1|) =3 mod 4.

Remarque 5 Dans un alphabet binaire, les troisatriques correspondent. De plus, sur un
alphabet non fini, les étrigues de Manhattan et de Lee correspondent.

1.3.2.1 Lien avec les graphes

Pour un alphabeX, une longueur de motis et une métrique correspondant a une dis-
tanced, on définit le graph&s ayant pour ensemble de sommets= ¥* et pour arétes
E = {(u,v) € V2|d(u,v) = 1}, oud est une métrique Sut.
Si on considére I'alphabet binaifg), 1} une longueur de mots k, dans chacune des trois
métrigues présentées, le graphe résultant est I'lcybex),..

Figure 1.10 —Dans cette figure, on a ¥ = {0, 1}, les mots sont de lon-
gueur k = 3. Lensemble des sommets est {0, 1}3 et deux
sommets sont adjacents s'ils different d’'une coordonnée.
Ainsi, on a bien un Q3

Dans ce chapitre on a pu faire un survol sur des notions et &#astibns relatives a
la théorie des graphes. Nous avons décrit les diffeserdeactéristiques ainsi que quelques
propriétés.



Chapitre

Elements sur les Codes Identifiants

I faut tout rendre le plus simple possible,
mais pas plus.

Ne vous inquiétez pas de vos difficultés
en mathématiques, je vous assure que les
miennes sont bien plus grandes.

ALBERT EINSTEIN

Introduit pour la premiere fois dans les travaux de Karggy€hakrabarty et Levitin
dans [44], les codes identifiants ont été utilises dagtsidle des problemes de localisation
et de détection de pannes dans les réseaux de multi-gegss

On lie les codes identifiants a la famille des problemesals/erture par tests, définit
de maniére générique comme suit [32] :

Etant doniee une matrice A, quels sont les sous-ensembles de lignedelsokte que
les colonnesésultantes sont toutes difentes.

La figure 2.1 présente un exemple de ce probleme dans le'eas thatrice a coeffi-
cients entiers.

Le probleme de couverture par test a été, a l'originemidé pour modéliser un
probleme d'aide au diagnostic médical dans lequel lesekgde la matrice correspondent
a des symptdmes et les colonnes a des maladies. Les mdffide cette matrice corres-
pondent a I'intensité de chaque symptdme dans les neslalde probleme consistait alors a
déterminer un sous ensemble de symptdmes qui identdganhbladies de facon unique [32].
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1/1 2 1 2 3
21 2 2 0 2 1

31 0 0 3 3 0
4\5 5 0 5 0

Figure 2.1 — Probléeme de couverture par tests : il faut déterminer un en-
semble de lignes de la matrice permettant de différencier
les colonnes entre elles. Dans cet exemple les lignes 2 et
4 ne permettent pas de différencier les colonnes de la ma-
trice. Les lignes 1 et 3, quant a elles, permettent d’'identi-
fier les colonnes A, B, C, D, E : on voit bien que les traces
des colonnes A, B, C, D, E sur les lignes 1 et 3 sont toutes
différentes.

2.1 Preliminaires

Dans cette section, on présentera la terminologie et legtions ayant trait aux codes
identifiants dans le but de normaliser la notation utilisk®s ce mémoire. Dans toute
la suite, on noterdy = (V, F), ou V' désigne I'ensemble des sommets du graph#& et
I'ensemble de ses arétes. Généralement, ce graphenesb@oet simple.

Dans certains cas, nous utiliserons la premiere lettragpellation de graphe, par exemple
on utiliserag pour indiquer un graphe sous forme de grille.

2.1.1 Code couvrant, codeé&parateur et code identifiant

Dans un graphé&' = (V, E') donné, un cod€’ est un sous-ensemble de somméts(
V). Un eélément de ce code est appelét de code

Définition 11 (Code couvrant) On dit qu'un sous-ensembi& C V' de sommets est un
code couvrant du graph@ = (V, E) si et seulementsiVv € V ona

N[N C #0

En d’autre terme, si tout sommet @@ C' est voisin &, au moins, un sommet@eOn
dira gu’un sommet € C couvrele sommet si:c € N[v].
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Les codes couvrants sont tres étudiés dans la littéerafans [20] on définit un code cou-
vrant, sur 'espace euclidien, comme I'ensemble minimunceteles identiques pour cou-
vrir le plus large volume d’une surface donnée.

Figure 2.2 — Le sous-ensemble de sommets en noir est un code couvrant
minimum du graphe : tout sommet du graphe est voisin a au
moins un sommet noir

Définition 12 (Code séparateur)Un sous-ensemble’ C V' est un codeé&parateur si et
seulement si pour toute paire de sommets disticts) € 12, on a
NulnC' # NN’
ou encore :
(Nu]nCHA(N[]NC") # 0
Ou AAB représente la diffrence sy@trique de A et B qui vaut(A \ B) U (B \ A)

On dira qu'un sommet € C' separeles sommets etv s’il appartient a la difference
symétrique d¢ N [u] N C")A(N[v] N C").

Figure 2.3 —Le sous-ensemble de sommets S en noirs représente un
code séparateur, en examinant tous les ensembles N[v]N.S,
on trouvera que ce code sépare bien ces ensembles, en
revanche on remarque qu'il existe un sommet v’ pour lequel
NP NS =0

Remarque 6 Dans la literature anglo-saxon, un code identifiant p@ésiner, parfois, un
code &parateur.

Un code dang> = (V, F) qui est a la fois un code couvrant et séparateur est appelé

code identifiant dan&'. De maniere plus formelle :
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Définition 13 (Code identifiant) Etant don@ un graphes = (V, E). On dit qu’un sous-
ensemble de somme&isC V' est un code identifiant si et seulement si :

1. pour toutsommet € V,ona:N[v]NC # D et
2. pour toute paire de sommetsv € V,ona:N[uJNC # Np]NnC

Figure 2.4 —Le sous-ensemble de sommets C' en noirs forme un code
identifiant, en examinant tous les ensembles N[v] N C, on
trouvera que ce code couvre et sépare tous les sommets

L'ensembleN [v]NC, qu’'on noterd (v, C') (parfois/(v) lorsqu’il N’y a pas d’ambiglité)
est appelé Bnsemble identifiardu sommet. Une autre définition de code identifiant est
la suivante [32] :

Le sous ensemble de sommétsest un code identi-
fiant si et seulement si I'applicatiofhdéfinie par :

f:vo—= V)
v — I(v,C)

est injective et dont limage ne contient aucun
ensemble vide.

Lorsque le graphe considéré est infini, on parle de la teemainimum au lieu de la
cardinalité minimum d’un code identifiant.

Soit G est un graphe infini, on not&C, G) la densité d’'un code identifiant €t(G) la
densité minimum d’un code identifiant d&

On définitla densié d’un code identifiant comme suit :

Définition 14 (Densité[43]) La densié d(C, G) d'un code identifianC de G est dfinie

commeetant la limite :

. CnB,(v
d7«<C, G) = lim sup W
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LorsqueG = (V, E) est fini, on ad*(G) = 11, oiC* est un code identifiant minimum

Vi
et|V| est l'ordre deG.

Définition 15 (Code identifiant irréductible[55]) On dit qu’'un code identifiant est
irr éductible si la suppression d’uglement de celui-ci donne un code qui n’est pas
identifiant.

En d’autre terme, un code identifiant est irréductibleesil minimal par inclusion.

Figure 2.5 — Exemple de code identifiant irréductible, la suppression d’un
seul sommet du code entraine certainement la perte de
la propriété d'identification (le code est représenté par les
sommets colorés).

2.2 Applications des codes identifiants

Les premiers travaux sur les codes identifiants avaient padivation la résolution du
probleme d’optimisation lié a I'identification de praseurs défectueux dans un réseau de
multi-processeurs[44].

Un tel systeme peut étre modeélisé sous forme d’'un grajoime les sommets représentent
les processeurs et les arétes modélisent les liens etsstatre ces processeurs.

Le travail consiste a placer sur des processeurs, appeléssseurs détecteurs, des routines
(algorithmes) permettant le diagnostic des processelusingo Un processeur détecteur
renvoie un signal binaire (0 ou 1), égal a 1 lorsqu’un pssearr défectueux est voisin a
celui-ci et 0 si aucun n’est défectueux.

L'objectif est d’'intégrer ces routines de test sur un nagniminimum de processeurs
tout en assurant un diagnostic permettant la détectianlethlisation (ou tout simplement
I'identification) des processeurs défectueux. On appellEensemble des processeurs
identifiants un code et un processeurs appartenant a @nblesun mot du code.

En d’autre terme, on veut minimiser le nombre de processdenifiants.
L'intérét de ce modele est de permettre I'identificatioroyennant des signaux eémis, des
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7 ﬁ ¥
Figure 2.6 — Dans cette figure, on présente un réseau mutli-processeurs
contenant 9 processeurs (figure a gauche), 'ensemble des
processeurs colorés (figure de droite) permettent de couvrir
et de séparer I'ensemble des processeurs, ce qui veut dire

gu’ils identifient de maniére unique tous les processeurs du
systeme.

N By
N By

processeurs défectueux. Ce qui mene a l'utilisatioradetion de code identifiant.

Une autre application des codes identifiants a été gsapsur le probleme de localisa-
tion par un réseau de capteurs a une échelle locale (itlmestation de travail,...).
Les réseaux de capteurs est un nouveau moyen permetttptridiee et de surveiller notre
environnement. D’importantes applications de ces réseamprennent la surveillance des
batiments, des stations nucléaires, des réeseaux dibdigin...etc [34, 48, 55, 65].

Considérant, par exemple, le plan d’étage d’'un immeukd# {igure(a) ci-dessous), cet
étage est divisé en régions (5 pour notre exemple) stibtegpde contenir un capteur. Ce
plan d'étage sera modeélisé sous forme de graphe (figure(bles régions sont représentées
par des sommets et deux sommets seront reliés si les dgionsésont RF-connexes [55]
L'objectif est de construire un réseau de capteurs opt{itealombre de capteurs a placer
est minimum) pouvant identifier d'une maniere unique Fgé de présence d’'un éventuel
danger. Ceci revient a exhiber un sous-ensemble de somoretspondant a un code identi-
fiant de cardinalité minimum du graphe. Lemplacement ddsateurs assurera que chaque
endroit sera couvert par un unique ensemble de détectéiesdescription plus détaillée a
été donnée dans [55].

Par ailleurs, I'application des codes identifiants ne cdsseroitre, comme par exemple
dans [34] ou on modélise le probleme de couverture déegidns un réseau de capteurs
distribué sous forme de programme linéaire en nombreasrentEn outre, dans [48] on
utilise ces codes pour I'étude le probleme de surveibashens un réseau sans fil.

1. On parle de RF-connectivité entre deux régions lorsgsi@ndes radio d’une région peuvent pénétrer
sans obstacle dans I'autre région.
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a b

Figure 2.7 —Exemple de plan d'immeuble subdivisé en 5 régions, le
graphe correspondant est donné par la figure de droite.
Les sommets en noir représente un code identifiant pour
le graphe, c’est a dire les endroits ou les capteurs seront
placés.

2.3 Genéralisations et variantes

Dans cette section, nous donnons quelques génératisagiovariantes relatives aux
codes identifiants. Parmi celles-ci nous allons voir l'idfézation a distance et 'identi-
fication d’ensembles de sommets.

2.3.1 Identification a distancer

Lorsqu’on a parlé dans la section précédente de coddifiden, on faisait allusion a
un code 1-identifiant c’est a dire en considérant le vaigend’un sommet(= 1). Cette
notion peut étre étendue a l'identification de sommetisséance au plus. Dans la suite,
lorsqu’on parlera de code identifiant le lecteur est averil g'agit du codel-identifiant.

Définition 16 (coder-identifiant) On dit qu’'un sous-ensemble de somn&tS V' est un
coder-identifiant si et seulement si :

1. pourtout sommet e V,ona:B,.(v)NC # (),
2. pour toute paire de sommefts, v}, ona:B,.(u) N C # B.(v)NC.

Dans ce cas on notera I'ensemble identifiant d’'un somnpetr /,.(v,C) = B,.(v) N C.

2.3.2 ldentification d’ensembles de sommets

La premiere définition est adaptée au cas ou un seul gsece pourrait tomber en
panne. Cependant, en pratiqgue on peut denombrer plugieasssseurs défectueux. Pour
remédier a une telle éventualité, on définit un codevpatidentifier jusqu’@ processeurs
défectueux. On parle alors d’identification d’ensemblesommets.
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Figure 2.8 —Le sous-ensemble de sommets C' colorés représente un
code 2-identifiant, car les sous-ensembles B, (v) de chaque
sommet du graphe sont tous non vides et deux a deux dis-
tincts

De maniere formelle, un code identifiant les ensembles ¢aus p sommets est
défini comme suit :

On dit queC est un code identifiant les ensembles d’au pls®mmets si et seulement si
les ensembleg( X, C) sont distincts pour tous les sous-ensemties. V' de cardinalité
au plusp, ou (X, C) représente I'union de tous les ensembles identifiant lesreets
appartenant au sous-ensemilec’est-a-dire

I(x,c)=J 1(v,0)
veX
Dans ce cas, on parle de code< p)-identifiant. Si on ajoute la notion d’identification
a distance- alors on parle de code encore plus général qu’est le tcode p)-identifiant
gu’on définit comme suit :

Définition 17 (code(r, < p)-identifiant) On dit qu’'un code”' est(r, < p)-identifiant si et
seulement si : les sous-ensemblgs(, C') sont tous deua deux distincts et non vides pour
tous les sous-ensembl&sC V avec|X| < p. Ou:

L(X,C) = | L(v,C)
veX
Cependant, lorsque plus deléfaillances surviennent dans le systeme, ces codesihe so
pas en mesure de nous informer de I'existence de plup défaillances déja existantes.
Pour ce faire, Honkala et Laihonen [40] ont introduit les e®@-, < p)*-identifiants.
permettant de détecter plus gd@annes dans le réseau.
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2.3.3 Sommets de code non identifiables

Une autre variante des codes identifiants est de supposégs@mmets du code n’ont
pas a étre identifiées. En d’autre terme, on peut considgue les processeurs identifiants
(exécutant les routines de diagnostic) ne tombent janmagaane. Ce qui veut dire qu'il
nous suffit de vérifier que :

I(u,C) # I(v,C)

pour toute paire de sommet distinat € V' \ C.
Un tel code est appet®de dominateur-localisateur

2.3.4 Codes identifiants robustes

On peut supposer que les processeurs détecteurs petreestijets a des défaillances.
Cette situation a été considérée par R.Ungrangsi edra €64, 55], ou ils ont introduit une
nouvelle variante qui sont les codes identifiantebustes utilisés dans des environnements
hostiles.

Définition 18 ([55]) Un code identifian€ d’'un graphe donadG = (V, E) est ditr-robuste
Si:

I(u, CY)AA # I(v,C)AB

pour toutu,v € V etA, B C V avec|A|,|B| <.

En d’autre terme, on peut permettre I'ajout ou la suppresdiau plusr mots de code
de n'importe quel ensemble identifiant sans pour autant guersemble perd sa propriété
d’identification.

Alternativement, il est possible de redéfinir les codestifiantsr-robustes moyennant la
difference symétrique. Soik,;, la cardinalité minimum de toutes differences syméegu
entre deux sommets quelconques, c’est-a-dire :

Apin(C) = min |[I(u,C)AI(v,C)|

u,vEV, u#v

Définition 19 ([54]) On dit que le code identifiardt estr-robuste si et seulement si
Amin(c) >2r+1

Par ailleurs, dans [45] les auteurs considerent deuxedads codes-robustes, a sa-
voir les codes-sommets robustes et les codearétes robustes. La difference est que dans
la deuxieme variante on ne supprime pas des sommets m#is gés arétes (c’est-a-dire
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gue les connections entre les sommets qui sont sujet aedeilatices) alors que dans la
premiere classe on supprime des sommets.

Cette deuxieme classe de codea®bustes a été traitée dans [35], ou 'auteur donneta d
sité minimum d’un codé-aréte robuste identifiadtlans une grille triangulaire. Par la suite
en 2006, pour certaines valeurstdet r, T. Laihonen [62] étudie les codésarétes robustes
r-identifiants dans les grilles royales, et obtient des dessiptimales.

2.3.5 Codegr, < p)—fortement identifiants

Dans les modeles précédents, on s’attend a ce que tsiafions (rapports) envoyées
par les processeurs soient correctes. Il est alors légjidienconsidérer que les processeurs
défectueux peuvent aussi envoyer une information eeroné
Dans [42] une autre variante a été proposée, ce sont tess¢ao < p)—fortement identi-
fiants, prenant en considération une telle situation.

SoitC' C FJ un code et, p > 0 deux entiers, pour tout sous-ensemhleC F' on définit
I'ensembleZ,. (X, C) tel que :

T,(X,0) = {U|I(X,0)\ (XNC) CU C L(X,0)}

Définition 20 ([42]) On dit qu’'un codeC' est(r, < p)-fortement identifiant si pour toute
paire de sous-ensemblés, X, C F7', distincts ef X |, | Xs| < pona:

IT(Xl, C) ﬁIT(XQ, C) - (Z)

Differentes bornes et constructions ont été établ@sdes hypercubes.

2.3.6 Codes identifiant et codes discriminants

Les codes discriminants, ou distinguants si on veut uneuttaeh du mot anglais
"discriminate”, est une nouvelle notion qui a été intrisden 2006 par E. Charbit et al [8].
Nous allons dans un premier temps donner la définition,paiis énongons deux theoremes
qui font le lien entre ce type code et le code identifiant.

SoitG = (V = 1 U A, E) un graphe biparti connexe £tun sous-ensemble de(D C A).

Définition 21 ([8]) On dit queD est un code discriminant si les ensembles identifiants les
sommets dé sont tous distincts et non vides.

La motivation pour ce type de code émane du fait qu'on pensid@rer 'ensemblé
(resp.A) comme un ensemble d’'individus (resp. d’attributs), avee aréte entreé € [

2. lci on veut direl-identifiantl-aréte robuste
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eta € A silindividu i possede I'attribut.. Ainsi, un code discriminant est un ensemble
d’attributs pouvant distinguer les individus.

Les codes discriminants sont étroitement liés aux catkastifiants. La difference réside
dans le fait que les mots du code n’appartiennent qu’au snssmbled et ne doivent
identifier de maniére unique que les sommets du sous-etsémb

Le probleme de recherche de codeliscriminant de cardinalité minimum est NP-
Difficile [8, 27]. Vu que toute distance entre un sommet/det un autre ded est impair
alors on ne considére que les codesliscriminants avee impair [9].

Définition 22 (sommets jumeaux) On dit que deux sommetsget v, sont jumeaux Si :

Remarque 7 Un coder-discriminant n’existe pas toujours. Une conditioacessaire et
suffisante pour qu’'un graph@ = (V' = I U A, F) bipati admette un code-discriminant
est gqu'’il ne posade pas de sommets jumeaux [27].

Avant de donner le lien, un rappel et quelque notations seo¢ssaires. Ce lien n’est
établi que dans I'espace de Hamming de dimensioo'est a dire um-cube binaire, qui
est aussi un graphe biparti régulier. On notera ce gréphe (F", E), ou F' = {0,1} et
E = {(z,y) : d(x,y)® = 1}. Un vecteur est dit pair (respectivement impair) si son gbid
est pair (respectivement impair).

Etant donné un vecteure F, on noter(x) la fonction parité, telle que :

0 Siz estpair
() =

1 Six estimpair
Si 'opérateur représente la concaténation de vecteurs, alborse) est toujours un vecteur
de poids pair. On noté&” (resp.0") 'ensemble de€"~! vecteurs pairs (resp. impair) dans
.
Notons M,.(n) (respectivementD,(n)) la cardinalité minimum d’'un code-identifiant
(respectivement discriminant) dan$.

Les deux théoremes suivants montrent que tout eedkentifiant dansF™ peut étre
étendu a un code-discriminant dang™™*!, et que tout code-discriminant dang"" peut

3. Ladistance de hamming (ce référer au chapitre perued
4. c'estle nombre de coordonnées non nulles dans I'espakhming
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étre réduit a un code-identifiant dang""~!, pour toutr > 1.

Théoreme 1([26]) Soit deux entiers, > 2, p > 0 tel que2p + 1 < n, et soitC C F™ un
code(2p + 1)-identifiant et
C'={c|n(c):ce C}

Alors C” est un codé2p + 1)-discriminant dang"™+*,
Et de ce fait :
Dopia(n+1) < Mapya(n)

Théoreme 2([26]) Soit deux entiers > 3, p > 0 tel que2p + 2 < n, et soitC' C &
un code(2p + 1)-discriminant etC’ C F™~! un code obtenu par la suppression d'une
coordonré deC'. AlorsC’ est un codé2p + 1)-identifiant dansF™ .
De ce fait :
Mapi1(n — 1) < Dypia(n)

Corollaire 1 ([26]) Pour toutn > 2 etp > 0telque2p+1 <n,ona:
Dapi1(n+1) = Mapir(n)

On notera que le probleme de recherche d’un cedescriminant est polyndmial pour
un arbre [27].

2.4 Codes identifiants et le prolkme de recouvrement
d’ensemble

Le probleme de recouvrement d’ensemble est un des prellehoptimisation des
plus anciens et des plus étudi@&normément d’applications peuvent étre formulées a
I'aide d’'un probleme de recouvrement comme l'assignatierpersonnel, positionnement
d’équipements d'urgence, construction de circuits immgs.

Il appartient a la classe des problemes NP-difficile.

Laifenfeld et al ont donné dans [49] une réducficiu probléme de recherche de code
r-identifiant au probleme de recouvrement d’ensembile.

Une redéfinition du code identifiant est nécessaire, naumerons dans la suite une

autre interprétation du code identifiant et deux lemmesnguis permettrons de faire le

rapprochement entre les deux problemes.

5. Concerant la notion de réduction le lecteur pourra fxeea [64]



2.4 Codes identifiants et le probleme de recouvrement diabte 31

Dans la suite on suppose donné un graphe= (V, E). Le probleme de recouvrement
d’ensemble (SCP) peut étre défini comme suit :

Définition 23 ([49]) SoitU un ensemble de: élements etS une collection de sous-
ensembles d& : S = {Sy,...,5,} ouS; C U,(1 <i < n) et soit(c;)i<i<, des poids
assoces aux sous-ensembles de la collection

Une solution au pro@ime SCP est un sous-ensenibld’indices de{1,2,...,n} tel que
tous lestléments dé/ soient recouverts :

ie, 7 C{1,...,n}|U;cr Si = U ettel qued_; ;- ¢; soit minimale.

Exemple 1 SoitU = {1,2,3,4,5}, S1 = {1,3,5}, So = {1,2,4}, S5 = {5,2},
S, ={1,3,2}.

Onprends;; =1,1 <j <4.

La solution esf{ 1, 2}.

Ainsi, le probleme de recherche d’'un recouvrement d’etderminimum est défini
comme suit :

Nowm : Recouvrement d’ensemble.
INSTANCE : Une collection de sous-ensemilale U.
QUESTION : Quel est le sous-ensemieC {1,...,n} tel que:

U S, =U et ch soit minimum
ieT jeT
Une réduction a été éetablie du probleme de cedeaentifiant ¢-IC) au probleme de
recouvrement d’ensemble (SCP) et vice versa. Nous n'allemsmé qu’une réduction, le
lecteur pourra se référer a [49] pour de plus amples im&tions, puis nous donnons I'al-
gorithme d’approximation basé sur un algorithme glou®t][Donnons d’abord quelques
notations :
Soit D(u,v) la difference symétrique entrB;(u) et By (v), c'est-a-direD(u,v) =
By (u)AB;(v).
On noteraD¢(u, v), I'intersection entreD(u, v) et le code’, i.e : D¢ (u, v) = D(u,v)NC.
Ainsi, on peut remarquer quB.(u,v) n'est autre que la difference symétrique entre les
ensembles identifiants des sommett v, c’est-a-dire :

De(u,v) = I(u, C)AI(v,C)

NotonsL I'ensemble{{z, y}|x # y,x,y € V'}.
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Définition 24 ([49]) On appelle ensemble distinguant d’'un sommenot §,, le sous-
ensemble des paires de sommeatsy} de L pour lequel le sommetappartientd D(z, y) :

51} = {{Jf,y} S L‘U S D('Tvy)}

Ainsi, le lemme suivant découle trivialement de la défimitd’'un code identifiant.

Lemme 1([49]) Le codeC est un code identifiant si :

0 ¢ {Dc(z,y){z,y} € L}

Une autre maniére de définir un code identifiant est dadilila notion d’ensemble
distinguant défini precédemment.

Lemme 2([49]) On dit qu'un sous-ensembiéest un code identifiant si la famille des en-
sembles distinguants des sommets le constituant counsebeblel, = {{z,y} € V?|z #
y}

La construction de code identifiant en utilisant une heigust résolvant le probleme de
recouvrement d’ensemble est la suivante :

1. Déterminer les voisingq (v)) de chaque sommet dé,
2. Calculer les ensembles distinguamfs= {j,|u € V'},

3. Calculer le recouvrement minimumC par un algorithme glouton
Set_cover_greedy(L, M),

4. Le code identifiant résultant eSt= {u € V|6, € C}, c'est-a-dire les sommets de
pour lesquels leurs ensembles distingants appartientauveement minimumd).

Rappelons que Laifenfeld et Trachtenberg ont pu montreurgu’réduction po-
lyndmiale[64] existe du probleme de recouvrement d’ertde au probleme des codes
identifiants et vice versa, et ce aussi bien dans le cas nenterjue dans le cas orienté.
D’autres réductions ont été établies et des heurisiqant été développées pour les codes
r-identifiants et les codesrobustes. Ils montrent aussi que

Théeoreme 3([49]) |l existe une constantetel que pour tout graphé&’ d’ordre n on a :

CgTeedy
*
min

<alnn

ou Cyecay €t Cy représentent respectivement la cardinalite minimunermloe par

I'heuristique et la cardinalité minimum d’un code iderift dans. En d’autre terme, le
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code obtenu par cette heuristique est proche a un factesider!’optimum.

Cependant, pour le cas ou> 1 la question reste ouverte concernant |'efficacité (que-peu
on dire des résultats obtenus par rapport a 'optimum A)heeristique proposée dans le
cas des codesrobustes identifiants.

2.5 Existence, complex# et construction de codes identi-
fiants

A la difference de certains codes, comme par exemple legscaduvrants ou
localisateurs-dominateurs, les graphes n‘admettentqagsurs un code identifiant. Nous
allons présenter dans cette section les graphes n'adihptia de code identifiant et nous
allons aborder aussi la question de la cardinalité exdtérd’'un code identifiant en plus de
la complexité du probleme.

2.5.1 Graphes n‘admettant pas de code identifiant

Malheureusement, tous les graphes n’admettent de codéfiaen Etant donné un
grapheGG = (V, E) et un entier-.

Remarque 8 On dit que le graph&: admet un code-identifiantC' C V' si et seulement
Si:
Pour toute paire de sommets distinctsv, € V, on aB,.(vy) # B, (v2).

En d’autre terme, le grapl& ne contient pas de sommets jumeaux.
En effet, si pour deux sommets et vy distincts on aB,.(v;) = B,.(vy), alors pour tout
codeC C V on aural,.(v,C) = I.(vy,C) ce qui rend impossible I'existence d’'un code
identifiant. Un exemple de graphes n’admettant pas de caatdifidnt sont les graphes
completsk,,.

2.5.2 Complexi€ du probleme

Dans cette sous section, nous allons aborder la comphixifFobleme d’optimisation
associé a la recherche de code identifiant de cardimaliténum. Le probleme est défini
comme sulit :
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Figure 2.9 —Un exemple de graphe qui n'admet pas de
code l-identifiant, puisque Bi(a) = Bi(c) et
par conséquent I1(a,C) = Ii(c,C) quelque
soit 'ensemble C.

NOM : CODE r-IDENTIFIANT :

INSTANCE : Un graphe( = (V, E), admettant un code-identifiant

QUESTION : Quelle est le sous-ensemble de sommets de cardinalitémomm
représentant un code identifiant du graphe ?

Dans [21, 23] Irene Charon, Olivier Hudry et Antoine Lolistent montré que le
probleme de recherche de code identifiant optimal est ffeidi. Nous verrons par la
suite que méme pour un graphe aussi simple que le cyclepldgmne de recherche d’'un
code identifiant optimale n’est pas facile.

Les mémes auteurs ont montré que le probleme de décisgwtié au probleme d’existence
d’'un coder-identifiant de cardinalité au plusdans un graph& = (V, E), orienté ou non,
est NP-Complet pour tout

Théoreme 4([23]) Soitr > 1, le probEme de dcision suivant est NP-Complet :
Nowm : Coder—identifiant.
INSTANCE : Un grapheG = (V, E') connexe et un entigr < |V|.
QUESTION : Existe-t-il un code-identifiantC C V' de cardinalié au plust ?

La preuve est basée sur une réduction polynémiale debo&lprobleme de décision
3 — SAT [46] au probleme de décision défini ci-dessus.

2.5.3 Graphes optimaux

Dans cette partie, nous présenterons des résultats gangg44], [24] et [33] traitant
des classes de graphes ayant la propriété de possédendtssidentifiants de cardinalité
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optimale®.

2.5.3.1 Graphes admettant un code identifiant de cardinal@égalea [logz(n + 1)]

Théoréme 5([44]) SoitG = (V, E') un graphe d’ordren admettant un code-identifiant
C, alors:

|C| = [loga(n +1)]

Pour un code” identifiant un ensemble d’au pldsommets, c’est-a-dire code, < [)-
identifiant, on a :

Théoreme 6([44])

Cl = {bgzg Cﬂ

Dans la suite nous allons illustrer trois méthodes pourdastruction de graphes
optimaux décrites, respectivement, dans [33, 44] et [24].

s

Premiere méthode Dans cette méthode, Karpovsky et al se sont intéreds&gamération
de graphe d’ordre: pour lequel on associe un code identifiant de cardinalit@mmuim,
c’est-a-dire dont la cardinalité est égalélég,(n + 1)].

Soitle graphé> = (V, E), avec|V| = 2" —1. Pour tout sommet de ce graphe, on associe
un vecteur de longueur = log,(n + 1) dont les composantes appartiennent & 'ensemble

[0,1}.

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),---,(1,1,...,1)

On sélectionne comme mots de code les vecteurs dont les’mndt égaux a 1.

Ainsi, pour un sommeB = (by, by, ...,b;), oub; € {0,1}, sid b; = 1, alors celui-ci est
voisin au mot de code ayant4d™ composante égale a 1.

Une telle construction assurera que tout sommet soit copagrun unique ensemble de
mots de code et donc tout sommet est identifie de manieggieni

6. L'optimalité dans ce paragraphe est considérée dmddux sens, c'est-a-dire maximiser et minimiser

la cardinalité d’'un code-identifiant, bien que la pratique exige le plus souvent uimémisation
7. Le poids d'un vecteur binaire est égale au nombre de ceantes non nulles
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Figure 2.10 — Graphe optimal G = (V, E) avec |[V| = 23 — 1
ayant comme code l-identifiant optimal I'en-
semble {(001), (010), (100)}.

Deuxieme nmethode Une autre méthode a été présentée dans [33]. Le bueedbmher
une construction permettant de déterminer toutes lesadade graphe d’ordre ayant la
propriété que le code l-identifiant associé est de calitBrminimum, c’est-a-dire égale a
p = [logy(n+1)].

Soitn un entier strictement positif,(> 1) etp = [log,(n + 1)]. Soit H un graphe ayant

p sommets qu’'on note par, zo, ..., z, admettant un code l-identifiant. A partir dé

on construit un autre graphe not& H) d’ordre n et admettant comme code identifiant
I'ensembleC' = {x;,z,,...,2,}. Ce graphe, dit optimal, est obtenu par la construction
suivante :

1. Soit H un graphe admettant 'ensemblé = {z;,z,,...,2,} comme code 1-
identifiant, au fur et a mesure, on rajoute des sommets ctEm@H de maniere
a ce que I'ensembl€’ reste toujours un code 1-identifiant.
Pour chaque sommet; de H, on lui associe un vecteur caractéristique de son en-
semble identifiant/(z;,C'). C’est un vecteuw(x;) dont les composantes appar-
tiennent &{0, 1} et tel quev(z;); = 1 si et seulement si; € N|z;]. SoitV =
{v(z;)|j = 1,...,p} I'ensemble des vecteurs caractéristiques des mots du code
PuisqueH est pris de sorte qu’il admet un code 1-identifiant, aldntient exacte-
ment p vecteurs, et ne contient pas le vectéuo, . . ., 0).

2. Soit, maintenant)V un sous-ensemble de — p éléments de{0,1}*\{V U
{(0,0,...,0)}}. Pour tout élément € »V, on ajoute un sommet, au graphe&s’(H)
tel que

N(Ym) = {zilw; = 1}
ym €St tel quew est le vecteur caractéristique de I'ensemble identifféunt,, C).

3. On peut rajouter des arétes entre deux sommets(dg) correspondant au vecteurs
ym, W € W, ceci ne change pas le fait quéy,,,C) = {x;lw; = 1} pour tout
w e C(H)
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101

110 011
U1 V2 U3
100 010 001

Figure 2.11 —Un exemple de construction de graphe optimal ¢ (H)
d'ordre 7 a partir d'un chemin de longueur 2 dont
les sommets sont v;,vy et wvwz. Les sommets du
graphe optimal ¥ (H) sont libellés par les vecteurs ca-
ractéristiqgues de leurs ensembles identifiants. Dans ce
graphe C' = {v1,v2,v3},V = {(011),(110),(111)} et
# = {(001),(010), (100), (101)}.

La validation de cette construction a été prouvée.

Théoreme 7([33]) Soitn > 1 etH un grapheap = [logs(n+1)] sommets, admettant un
code l-identifiant. Soi’(H) le graphe obtenu par la constructiorecrite ci-dessus. Alors
%' (H) est optimal, c’es&-dire qu’il admet un code 1-identifiant de cardin@ljtogs(n+1)].

Troisieme nethode Dans cette troisieme méthode, on présentera une cotistraécrite
dans le travail de I. Charon et al [24]. Les auteurs donneobfetruction d’'une classe de
graphes d’ordre (fini) admettant des codes identifiants de cardinalités@a = [logs(n+
1)].

Soitr etn deux entiers tel que = [log,(n+1)] > 2r+2 >4 (0u2F -1 <n < 2¥1). Le
but est la recherche d’un grapbed’ordre n admettant un code-identifiant de cardinalité
égale ap.

Considérant le graph@,. = (V;, Ex) un k—cycle (cycle de longueut) tel que :

Vi = {U1,1, V2.1y---, Uk,l}a E, = {{Ul,la 02,1}, {02,1, 03,1}, sy {Uk—l,ka Uk,l}a {Uk,la U1,1}}

On peut déduire que I'ensemblé = V,, est un code —identifiant deGG, cark > 2r + 2.
Pour toutl <i < k, soitG} = (V/, E!) une chaine de longueur— 2 tel que :

‘/i/ - {'Ui,27 CE 71)2'77“}7 E; - {{ULQa Ui73}7 ey {'Ui,r’—lv vi,?”}}
Ainsi, chaque chain€’, est reliee au somme ;.

Maintenant, on construit le grapbg = (V,*, E} ), d’ordrekr, dont 'ensemble des sommets
et des arétes sont respectivement :
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k k k
Vi = ViU (U v;) , B =EU (U E;> U (U{vi,l,vi,2}>
i=1 i=1

=1
ou 'ensemble”’ =V, demeure toujours un codeidentifiant du nouveau graplt€;, pour
les deux raisons suivantes :

a- Tous les sommets dé’ sontr-couvert parC'.

b- Soient deux sommets distinets; etv,,; deV;*. Sij < [, alorsv, ; estr—couvert par
plus de mots du code qus, ;, et sij = [ alorsv; ; etv,,; ne peuvent étres—couvert
par les méme mots du code.

Notons que V| = kr < k(k —2)/2 < 2871 <n.

Figure 2.12—-Un exemple du cas ou » = 1 et &k = 5, les som-
mets colorés constituent un code identifiant. Dans ce
graphe le 5-cycle est C = {v1,1,v2,1,v3,1,v4,1,V5,1}, ON
n'a construit que 25 sommets, en lui ajoutant les six
sommets suivants : v3, v14, 024 125 435 912345 on ob-
tiendra le graphe optimal.

Par ailleurs, des sommets peuvent étre rajouter au grapteeeén gardant I'ensembie
comme étant un codeidentifiant. En considérant un sous ensemblé/dedep éléments.
Soit {v;;1 : 1 < i; < k,1 < j < p} un ensemble non vide et different de tous les
sous-ensemblescouvrant les sommets dg’. A cet ensemble, on associe les nouveaux
sommets™»'», qu’on rajoute au graph@;, et qui sont reliés aux sommets,, ..., v;, .

De ce fait, il existe2® — 1 — |V;*| = 2*¥ — 1 — kr sous-ensembles possibles de ce type
de sommets et puisqu¥ — 1 > n, on peut rajouten, — kr de ce type de sommets au
grapheG; et on obtient, ainsi, le graph@ d’ordre n. Puisque les sommetg - sont
r-couvert pamw;, 1, . ..,v;, 1, Cette construction montre que I'ensemblechoisi au départ
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(le k-cycle), demeure un codeidentifiant pour le nouveau graplig
Ainsi, cette construction permet d’affirmer le résultabdé par le theoreme suivant :

Théeoreme 8([24]) Soitr etn deux entiers tel que > 2271, |l existe un graphe connexe
d’ordre n admettant un code-identifiant de cardinali¢ égalea [log,(n + 1)].

Ce théoreme est valide potir= 1 avecn = 1 etn > 3, et pourr = 2 est valide si et
seulement si > 6.

2.5.3.2 Graphes admettant un code identifiant de cardinal@égalean — 1

Dans cette partie, on présentera des graphes dits "magpzy). Cette nomination est
un peu logique, et ceci vient du fait que lorsqu’on est angem@nimiser la cardinalité d’'un
code identifiant, il se trouve que tous les codes identifiaptsibles ont une cardinalité
proche de I'ordre du graphe considéré, a sawcir1 oun.

Avant de présenter la méthode permettant la construdiotels graphes, on évoquera
le théoreme suivant montrant I'existence de tels grafdiesdre infini) :

Théoreme 9([59]) SoitG = (V,E) un graphe d'ordre fini et admettant un code
identifiant (L-identifiable). Alors il existe: € V' tel queV \ {z} est un codd —identifiant
deG.

Dans ce théoréme, on exclue le cag’bast lui méme un stable.

Une généralisation immeédiate pour un codalentifiant est donnée par le corollaire
suivant :

Corollaire 2 ([59]) Soit » un entier strictement positif e = (V,E) un graphe
r-identifiable, non stable et de multipli€ifini. Alors il exister € V' tel queV \ {x} est un
coder-identifiant deG.

Dans [24], I.Charon et al exhibent des graphes d’omdrpour lesquels tout code
r-identifiant minimum est de cardinalité égale & 1 sommets.

Théoreme 10([24]) Pour toutn > 3, il existe un graphéx,, connexe d’ordren, tel que
tout codel —identifiant est de cardinaktégalean — 1.
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Au moins trois graphes d’ordreadmettent un code-identifiant de cette cardinalité. Le
premier de ces graphes est le plus simple, c’est le grapile gt'on note pars; ,,_;.
Le deuxieme graphe a un nombre pair de sommets, tel que :

V,={0,1,....n—1=2p—1}, et

oup > 2. Ce graphe n’est autre qu’un graphe complét,j en lui 6tant le couplage parfait
(voir la figure 2.13).

Figure 2.13 —Exemple de graphe ayant un code identifiant de car-
dinalitt minimum égale a n — 1, les sommets colorés
représentent le code. Le couplage est désigné par les
lignes discontinues.

Ainsi, tout sous-ensemble de— 1 sommets est un codeidentifiant. La preuve se base
sur I'impossibilité de construire un code possédant mdign. — 1 sommets. Car on a pour
tout sommet € V,,,

Bi(i) =V, \{i+p mod n}

et pour toute paire de sommetis;) € V2, i # jona:
Bi(i))ABy(j) = {i +p modn, j+p modn}

Ceci traduit le fait qu’au moins un sommet de la differengmatrique ci-dessus doit ap-
partenir au code’ pour séparer les deux sommetst j. En supposant, sans perdre de
généralité, qué0} # C'. Alors pour tout sommets # p,

Bi(p)AB1(j) ={0,j +p modn} et

0 # (Bi(p)ABi(j)) NC S {j+p modn}.

De ce fait, tous les — 1 sommetsj + p mod n appartiennent nécessairement au code, a
I'exception du sommei.

Le troisieme graphe possede un nombre impair de somrektpjé :

V,=40,1,...,n—1=2p}, estl'ensemble de ses sommets, et
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En={{i,j} i, € Va\{n—=1}, i # j, i # j+p mod (n—1)}U{{n—1,j} : j € V,\{n—1}}

I'ensemble des arétes de ce graphe.
A la difference avec le deuxieme graphe, on rajoute, pewgraphe, un sommet adjacent a
tous les autres sommets (voir la figure 2.14).

Figure 2.14 — Code identifiant (sommets colorés) ayant pour cardina-
lité minimum n — 1.

Puisque le sommet — 1 est a distance 1 de tous les autres, on a pour tout sommet
i,0 <i<n-—2 B(i))ABi(n—1) = {j +p mod (n — 1)}. De ce fait, less — 1°m*
premiers sommets doivent appartenir au code.

Une généralisation a été donnée par les deux thésequi suivent, et leurs
démonstrations reposent sur l'utilisation du deuxietdueroisieme graphes su-cités.

Théoreme 11([24]) Soitr etn deux entiers, ® » > 2. Alors, pour toutn pair, avec
n > 3r?, il existe un graphé,, connexe d’ordre: tel que tout code —identifiant deGG,, de
cardinalitt minimum posden — 1 sommets.

Théoreme 12([24]) Soitr etn deux entiers, 0 r > 2. Alors, pour toutn impair, avec
n > 3r?, il existe un graphe(7,,,; connexe d’'ordre: + 1 tel que tout code —identifiant de
G,,+1 de cardinalie minimum possden sommets.

Il faut noté que les théoremes 11 et 12 traitent, respatient, le cas pair et impair de
I'ordre du graphe.

2.6 Resultats dans certaines classes de graphes

Dans cette section, nous présentons les plus importastdtats sur les codes
identifiants. Pour commencer, nous donnons la borne gkngour le cas des graphes
reguliers :
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Théoreme 13([44]) Soitun entier > 1. La cardinalitt minimum d’un code—identifiant
pour un graphe( = (V, E), régulier d’ordren est :

2n
b, +1

M, (G) >

ou b, est la cardinalie d’'une boule quelconque de rayooentée sur un sommet arbitraire.

Cette borne a été prouvée d’'une autre maniere dansdé€ui a permis d’obtenir des
bornes plus fines.

2.6.1 Codes identifiants dans les grilles
2.6.1.1 Grilles carrees

Plusieurs auteurs ont étudié le probleme des ceoddsntifiants dans cette classe de
graphes, en particulier [17, 44, 67] pour le cas d'un codatitiant (- = 1). Ce cas a été
completement résolu et nous avons un code identifiantnaptie densité 'egale% (voir la
figure 2.15) :

Théeoreme 14([67]) La densié minimum d’'un code identifiant da#g est%

Figure 2.15 — Deux codes identifiants de densité %

Dans le cas des codesdentifiants nous avons :

3 2 sir est pair,
< d* < 5r
8r+1 H(Go) =

2r
5r2—2r41

ou les bornes inférieures et supérieures sont obtemgpgctivement dans [29] et [38].
Cependant pour de petites valeurs-di peut exister des constructions de densité inférieure
a celles données dans la construction générale (vdiguae 2.16). Ainsi, pouB < r < 6

de nouvelles bornes supérieures ont été établies @2hdds differents résultats sont listés
dans le tableau suivant :

sir estimpair.
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Figure 2.16 — Exemple de code 2-identifiant de densité %

r | borne inf nouvelles borne sup
3| £ ~01072 | £ ~0.125

4| 5 ~0.0833 | & ~0.0941

5 % ~ 0.0682 22—5 ~ 0.08

6 5% ~ 0.0577 4% ~ 0.0652

Par ailleurs, les grilles carrées finies ont été ausslieées dans [43]. Les constructions
obtenues se basent, essentiellement, sur les résultatsaaag déja obtenus dans les grilles

carrées infinies, en apportant un nombre de correctionsit(aj soustraction de sommets
au code).

2.6.1.2 Grilles triangulaires

Ce sont les grilles carréees avec une diagonale, c’'est utre g&mille de graphes
réguliers. Dans le cas d’'un code identifiant, nous avonsconstruction donnée dans [44]
qui coincide avec la borne inférieure générale (vofidare 2.17).

Figure 2.17 —code identifiant (les sommets colorés) de densité opti-
male égale a 1.

Dans [29], en posant des conditions syrles auteurs ont donné des constructions
générales de codesidentifiants. Les résultats obtenus correspondent aw@asest im-
pair,r > 4 et divisible par 4 et pour paire et non divisible par 4.

Par la suite, les travaux parus dans [22], |. Charon et al or@tablir de nouvelles bornes
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moyennant une heuristique, pour de petites valeurs @e< r < 6). Le tableau suivant
représente un récapitulatif des résultats obtenus :

r | borne inf borne sup

2| 2 ~0.1333 | £ ~0.1667
3| 2 ~0.0952| 2 ~0.1177
4 % ~ 0.0741 % ~ 0.0833
5| 2 ~0.0606 | 1 ~ 0.0769
6| 2 ~0.0513 | 4 ~0.0714

Pour le cas le plus général, c’'est-a-dire les cades [)-identifiants, des travaux ont
été réalisés, on peut citer par exemple le travail dekdtznet Laihonen [39], ou les auteurs
montrent que la densité minimum d’un cade < 2)-identifiant, dans une grille triangulaire
infinie est au moin?, et donnent une construction atteignant cette borne.

De plus ils montrent que pour tout > 16 et divisible par4, le code(1, < 2)-identifiant
optimal possede au moiq%fn2 mots de code. En outre, les codes identifiants robustes ont
été aussi considérés dans [45] pour cette famille delgs

2.6.1.3 Grilles hexagonales

Connues aussi sous le nom de grilles briques. Pour le cascoda identifiant nous

avons 12 5
_ < * < _
29 = di(Gn) < 7

ou les bornes inférieures et supérieures sont donspecgvement dans [5] et [16].

Figure 2.18 — Exemple de code identifiant de densité %

Pour les cas ou > 2, le tableau suivant resume quelques résultats donmés[23)] :
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r | borneinf | nouvelle borne inf
2| £~01818| 5 ~0.2105
3| £ ~0.1176 ¢ ~ 0.1667
2 ~ 1 ~
4| 2 ~0.087 s~ 0.1111
5| #~00741 | £ ~0.1143
6| 2 ~0.0606 | <~ 0.0909
2 ~ 1 ~
7| £ ~00541 | 5 ~0.0833
8| Z~0.0456 | 1z~ 0.0769

Notons que les résultats obtenus sont pour des valeurs pitgu’ar = 30.

2.6.1.4 Grilles careesa deux diagonales

Tout comme les grilles précédentes, une grille royal@essi un graphe régulier.

En 2001, G. Cohen et al [19] ont montré que pour une grill@®ynfinie la densité mini-
male d’'un code identifiant est au moins égalé. duis en 2002, I'heuristique développée
dans [22] montre que la nouvelle borne supérieure cognpatfaitement avec les bornes
inférieures déja établies dans [29, 30]. Le tableauamtiresume quelques résultats obtenus
pour la densité minimale de codesdentifiant ¢ = 1,...4):

r | borne inf la nouvelle borne suj
1] 2~02222 | 2~0.2222
2|1~0125 | 1~0.125
3| 4 ~0.0833 | L ~0.0833

1 ~ 1 ~
4| 15~ 0.0625 | 5z =~ 0.0625

Dans [30], I. Charon et al ont traité le probleme de redmerde coder-identifiant de

densité minimum pour tout > 2, et ont donné la cardinalité minimum.

Théoreme 15([30]) Pour tout entierr positif, il existe un code-identifiant de densit

z \ 1
égalea ;-

Soitk € Z, etC) 'ensemble de sommets tel que

Cr ={(2kr +a,a)| a € Z,a pair}

Le codeC représentant I'union de tous les ensemlilgspour toutk € Z est un code

r-identifiant.

En outre, en montrant que tout codédentifiant a une densité au moins égalg Aalors
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Figure 2.19 — Exemple de construction de code 3-identifiant de den-
sité optimale égale a %
Théoreme 16([30]) La densié minimum d’un code-identifiant est telle que :

2(Gr) Sir=1
(YKk) =
+ Pour toutr > 2

Nell )

2.6.2 Hypercubes

Beaucoup de chercheurs se sont penchés sur le problemedissidentifiants dans les
hypercubes, ce qui a engendré une litterature abondRatei les réferences traitant de
cette classe de graphes, nous citons [12, 13, 14, 15, 284336457, 58, 63, 66].

Dans le cas des hypercubes nous avons un résultat asyquetatonné par le théoreme
Suivant :

Théoreme 17([57]) Soit! > 1 un entier fixe ep € [0, 3[. Supposons qué — p, alors :
1
lim - log, M='(n) =1 — h(p)

ol M=(n) et h(.) représentent respectivement la cardinalitt minimum
d’'un code (r,< [)-identifiant dans(@, et la fonction entropie binaire, tel que
h(z) = —zlogyx — (1 — x) logy(1 — ).

On peut remarquer que lorsque> 2, il n'existe pas de codér, < I)-identifiant pour tout
r> L%j. Ce qui expligue le fait qu’on suppose quie % dans le théoréme ci-dessus.

U. Blass, I. Honkala, S. Litsyn ont posé la conjecture sutiza

Conjecture 1([66]) Pourtoutr etn > 2r +10ona

M,(n) < M.(n+1)
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Cette conjecture a été demontrée dans le cas=sul par J. Moncel [31]. De maniere
encore plus générale, nous avons la conjecture suivante :

Conjecture 2([66]) Pourtoutr etn > 2r +10ona
MT1+7’2 (nl + n2) S MTl (nl)MT2 (nz)

Dans [15], cette conjecture a été prouvée partiellendamnts le cas général pour les
codes(r, < [)-identifiants. Ainsi, nous avons

Théoreme 18([15]) Pourtoutl > r + 3,0n a

M=

s +m) < M (n) M (m)

Dans la méme optique, G. Exoo et al ont montré le résuliaast :

Théoreme 19([12]) pour toutn > 2,0na
1

n+1

My(n+1) < <2+ )Ml(n)

Les résultats présentés ici ont fait I'objet de plusseameéliorations.
Dans le tableau suivant, on récapitule les résultatsllesngcents obtenus dans les hyper-
cubes [14, 28] :

n M;i(n) Ms(n) M;s(n)
borne inf | borne sup|| borne inf| borne sup|| borne inf| borne sup
2 |3 3 - - - -
3|4 4 7 7 - -
4 |7 7 6 6 15 15
5 | 10 10 6 6 10 10
6 || 19 19 8 8 7 7
7 | 32 32 14 14 8 8
8 || 56 61 17 21 10 13
9 (| 101 112 27 32 13 17
10 || 183 208 43 57 18 25
11 || 337 352 71 100 25 36
12 || 623 684 118 177 39 67
13 || 1158 1280 199 318 61 109
14 || 2164 2550 341 566 95 180
15 || 4063 4787 590 1020 151 305
16 || 7654 9494 1033 1844 241 530
17 || 14469 18558 1824 3476 383 901
18 || 27434 35604 3244 6430 608 1628
19 || 52155 65536 5809 12458 974 2846
20 || 99392 131072 10465 25401 1656 5813
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L'équivalence existante entre les codgls < [)-identifiants et les codeg-fold m-
couvrant$ a été a l'origine de la construction de codes identifimptmaux. De ce fait,
nous avons :

Corollaire 3 ([63]) Soit un entier > 3. Alors

2n
n+1

MEY (n) = (20 - 1)

si et seulement si il existe deux entieet 1 tel quepy =0 mod (21 — 1), 20 — 1 < 2%y,
etn = ,u02i —1

Corollaire 4 ([56]) Pour toutk > 1:
M1(S2)<3_2k —1) = 93.25—k~1

et pour toutk > 3:
ME? (28 — 1) = 3.22" -+

2.6.3 Chdnes et cycles

Dans le cas des chaingsH) et des cyclesd)), le probleme de recherche d’'un code
r-identifiant de cardinalité minimum est completemesbia.
Dans les chaines infinies, nous avons la densité optimale @bde r-identifiant qui est
donnée par le théoreme suivant :

Théoreme 20([50]) Pourtoutr > 1,0na:

1

Dans les premiers travaux N. Bertrand et al [50] ont obteaudsultats suivants dans le
cas ou la longueur du circuit est paire :

- M,(CY,) = 5 pourtoutr > 1 etn > 2r + 4,
— M,.(CY942) = 2r + 1 pour toutr > 1;

8. Un codeu-fold m-couvrant est un code-couvrant ou chague sommet est couvert par au momsts
du code [20].
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Figure 2.20 —Exemple de deux codes r-identifiants périodiques de

densité minimum égale a  dans CH,, les mots du

2
codes sont colorés

Il ne restait que le cas ou la longueur est impaire. Graviat ent étudié ce cas dans [60].
Pour ce faire, les auteurs ont défini un gram‘(%) ayant pour ensemble de sommets
{v; : iZ,} tel quev;_,v;,,41 SOIt une aréte dé)én,r). Ainsi, ils ont obtenu des bornes
générales pour la cardinalité minimum d’un codiglentifiant dans les cycles :

Théoreme 21([60]) Pour toutr > 1 etn > 2r + 3 etimpair,ona:

n+1 +pgcd(2r—0—1,n) -1 < M(CY,) < n+1
2 2
Les auteurs ont donné les conditions sous lesquelles casdeont atteintes. Cepen-
dant, le cas opgcd(2r + 1,n) = 1, etn > 3r + 2 et impair n'a été traité que plus tard dans
[47].

—+r

Théoréme 22([47]) Soientr > 1 etn > 3r + 2 etimpair, etpged(2r + 1,n) = 1.

n+1 P _
4+ 1 sin=2m2r+1)+1oun=2m+1)(2r+1)+2r
M, (CYn) =1 °,

s sinon

D.L Roberts et al ont traité le cas ou= 2 en donnant la cardinalité minimum d’un code
2-identifiant aussi bien dans une chaine que dans un cycle [6]

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné les differentes tetagies et notations utilisees
pour les codes identifiants.
Nous avons évoqué les liens existants entre les codesifidets avec d’autres types
de codes, a savoir : les codes localisateurs-dominatéUes eodes discriminants. Des
variantes des codes identifiants sont données et le pnebNdP-dur de recherche de code
identifiant de cardinalité minimum a été défini dans lespges non-orientés.
En outre, la question d’existence de code identifiant a&é&t&uée ainsi que la construc-
tion de graphes optimaux. Enfin, nous avons exposé les plpsrtants résultats obtenus
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pour certaines classes de graphes tels que les grillegdésss, les cycles et les hypercubes.



Chapitre

Codes Identifiants dans les Graphes
Orienes

Chaque homme passe sa vie entre deux
meules. S'’il est homme, elle l'usent
jusqu’a la perfection. Sinon, jusqu’'a sa
destruction. Les meules sont le ciel et la
terre.

PROVERBE CHINOIS

En considérant des liens directionnels (orientés) eeseprocesseurs du systeme, le
graphe correspondant a ce réseau sera orienté. Dans,aggarocesseuyr, ne peut tester
un autre processeps que s’il existe un arc allant gg versps.

Ainsi, on dira gu’un sous-ensemble de somndéest un code identifiant d’'un graphe orienté
Gp = (Vp, Ep) si et seulement si :

1. pour tout sommet € Vp, ona:I'"[v]NC # () et
2. pour toute paire de sommetsv € Vp,ona:I' [u/NC AT [v]NC

ouI'~[v] représente 'ensemble des prédécesseurs du somyregtmpris ce dernier.
Dans I'exemple donné par la figure (3.1) ona:

D[] = {1,4}, [-[2] = {1,2}, T7[3] = {1,2,3,4}, D~[4] = {4}

Ainsi, 'ensembleC’ = {1, 2, 3} représente un code identifiant dans ce graphe.

Peu de travaux traitant le probleme de recherche de coéesifidnts de cardinalité
minimum dans le cas de graphes orientés existent, mistdepeas d’arbre orienté ou un
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Figure 3.1 — Exemple de code identifiant d’'un graphe orienté.

algorithme linéaire a été proposé [25] et une modébisadu probleme en un programme
linéaire en nombres entiers (PLNE).

Dans [21], I'étude de la complexité du probleme en questhontre que pour un graphe
G asymétrique et un entigt, le probleme de décision relatif a I'existence d’'un code
r-identifiant de cardinalité au plusdansG est NP-Complet pour tout> 1.

3.1 Algorithme linéaire pour les arbres oriengs

Cette section est dédiée a la présentation de I'algoetlinéaire pour la recherche d’un
code identifiant dans un arbre orienté [25].

Avant de commencer la description de I'algorithme, nowesentons d’abord la termi-
nologie utilisée dans cette algorithme. Pour ne pas tomes la confusion, oublions pour
le moment I'orientation.

s O

Figure 3.2 —Exemple d’arbre orienté, T = (V, A), de profondeur égale
a 4 et de racine r

Dans la figure ci-dessus, le graphe étant un arbre, notd’'garA), et admettant le
sommetr comme racine. On appelle ausde pere des sommefs$ et f, et grand-pere de
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pf1.pfa, ..., pfs. Les sommets dont le degré est égale a 1 sont appeléubssfecomme
par exemple les sommeis, p, etps (voir la figure 3.2).

Enfin, on appellgprofondeur(parfois appelée ausbauteu) la plus longue distance entre
la raciner et une feuille de I'arbre T (dans notre exemple elle esteega).

Lorsqu’on tient compte des orientations on parle aussi dgn/entrant et voisin-sortant.
Ainsi, dans la figure ci-dessus la racinest un voisin entrant dg et fs.

Le premier appel de I'algorithme récursif IDREE commence par un arbi@ = (V, E)
non vide & partir duquel on construit un cog@entifiantC' de Ty, et un sous-ensemble de
sommets’, = (.

Dans la suitél’ et C' désignent, respectivement, 'arbre et le code identifitumy appel de
I'algorithme. A I'étape initiale on a l'arbre et le code filaiux 75, C.

L'idée de I'algorithme est qu’'a chaque étape on rédarbreT" et on augmente I'ensemble
C. En d’autre terme, I'algorithme ne fait qu’oter des sonsr] et rajouter des sommets
acC.

ALGORITHME ID-TREE(T,C)

Cas 1: Laprofondeurde T estau plus 1
- Si f a des voisins sortant appartenant au o0dalors on ote ces sommets dgvoir figure 3.3.0).
- Sinonon opere selon ces cing cas :

1. Sif n'a pas de voisins entrants, alorg'aon rajoutef et tous ses voisins sortants(voir figure
3.3.1).

2. Sif n’agu'un seul voisin entrant et au moins un voisin sortant, alor€aon rajoutes, f et
tous ses voisins sortants a I'exception d’un seule(voirég.3.2).

3. Sif n'a qu’'un seul voisin entrant mais pas de voisin sortant, alats<— C U {f, s} (voir
figure 3.3.3).

4. Sif aau moins deux voisins entrants et au moins un voisin sod#ors aC' on rajoutef et
tous ses voisins entrants et tous ses voisins sortants s@udfiufigure 3.3.4).

5. Si f a au moins deux voisins entrants et aucun voisin sortanis al@' on rajoute tous les
voisins entrants dg(voir figure 3.3.5).

- Stop : fin de 'algorithme.
Cas 2 : L'arbre a une profondeur au moins égale a 2.

Etape 1: On choisit unz € V tel que tous ses fils sont des feuilles, on appellera ce sommnet
porte-feuille

Etape 2 : Cette étape englobe deux opérationst 3, tel que :

Opération o : On dte del tous les voisins sortants dequi sont des mots du code (appartenant
au codel).

Opération 3 : Siz a au moins un fils, alors on opére suivant les neuf cas suivant

1. Siz n'aaucun fils entrant et a un pére entrgnalors on rajoute &' les sommets, y
et tous les fils de: sauf un, puis on enléveet tous ses fils d& (voir figure 3.4.1).
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2. Siz n'a aucun fils entrant et a un pére sortanalors on ajoute: et tous ses fils &'
et on enléve tous les fils dede V' (voir figure 3.4.2).

3. Siz a au moins un fils sortant et au moins un fils entrant, alorsautej et tous ses
fils sauf un fils sortant &'. Puis on enléve tous les fils dede V' (voir figure 3.4.3).

4. Siz n'a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a tmgx@rant, alors on
ajoute tous les fils de & C, et on enleve et tous ses fils d& (voir figure 3.4.4).

5. Siz € C, xz n'a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a vm g@rtant
y, alors : on ajoute tous les fils dea C, on enléve tous les fils desauf unt de 'V,
on enleve l'ardt, =) de A et on ajoute I'ardt, y) a A (voir figure 3.4.5).

6. Siz ¢ C, x n'a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a tm g@rtant,
alors : on ajoute tous les fils dea C, on enléever et tous ses fils d& (voir figure
3.4.6).

7. Siz ¢ C, z n'a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a un peraenjr alors :
on ajouter ety aC, on enléver et le fils dex aV (voir figure 3.4.7).

8. Siz € C, x n"aaucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a un péraeialors : on
ajoute le fils dex aC, on enléve et le fils dex de V' (voir figure 3.4.8).

9. Siz n'a aucun fils sortant, a un seul fils entranet a un pére sortant, alors : on
ajoutex ett aC, on enléve 'arq¢t, z) de A et on ajoute l'ardt, y) & A (voir figure
3.4.9).

Etape 3 : Appel récursif : ID-Tree(T,V) avec les nouveau parangtre

(0) [©) A
- . - fI
®)
! f

Iy @ I J
/h /k
@
| ﬂﬁx I\ l\

Figure 3.3 — Cas ou T est de profondeur 1 dans I'algorithme. Les som-
mets noirs appartiennent au code C, les blancs dans
V'\ C, et le statut des sommets gris est indéterminé. Un
sommet gris restant gris apres la transformation n'a pas
changé de statut.
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Y@ V@ Y@ y y y
(1) ) @)
X — X X — X X — X
s
©) [ ] O [ ]
Y@ y y y Y@ y
4) (8) (6)
X —_— X x — X t xC —_— X
(] ! s ‘® (<]
y y Y@ y y y
@) ®) (9)
t
x — X X‘ — X x — X
t
©)

Figure 3.4 —Les cas 3.1 a 3.9 de I'algorithme. Les sommets noirs sont
dans C, les blancs dans V' \ C, et le statut des sommets
gris est indéterminé. Un sommet gris restant gris aprés
la transformation n’a pas changé de statut. Les sommets
situés au-deca de la double barre sont enlevés de V.
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3.1.1 \Validité et linéarité de I'algorithme

On remarque qu’'un sommet n’est choisi gu’au plus une seidectomme porte-feuille
(sommet dont le fils est un sommet pendant) ce qui implique’glgorithme se termine.
De plus chaque opération effectuée réduit soit le nondlersommets, soit le nombre de
sommets de profondeur maximale de 'arbre. Ainsi, on pdutradr que I'algorithme réduit
la taille du probleme initial.

La validité de l'algorithme a été prouvée par inductisur le nhombre d’appels de
I'algorithme récursif, d’'une part.
D’autre part, la linéarité de I'algorithme a été aussiyvée. En effet, le parcours de I'arbre
se fait en largeur car I'algorithme décrit I'arbre en domin@our chaque sommet son pére et
ses fils ainsi que la direction des arcs.
Ainsi, ce parcours se fait en un temps linéaire par rapponcenbre de sommets de l'arbre.
En outre, les opérations effectuées ne traitent que assedme nécessitent qu'un nombre
élémentaire d'opérations borné par une constante. Lengntre que la complexité de
I'algorithme est linéaire par rapport au nombre d’arcs.

3.2 Modelisation en PLNE du probleme de code identi-
fiants

Dans cette section, nous donnons une formulation du preboptimisation combi-
natoire lié a la recherche de code identifiant de card&alinimum dans un graphe orienté.
Notons que ce travail est une extension des résultats daas|de graphes non-orientés au
cas de graphes orienté [68, 69].

3.2.1 Description du probeme

Rappelons que le probleme de recherche de code identiargrdinalité minimum est
défini comme suite :

NOM : CODE r-IDENTIFIANT :

INSTANCE : Un graphe(G = (V, E), admettant un code-identifiant

QUESTION : Quelle est le sous-ensemble de sommets de cardinalitémomm
représentant un codeidentifiant du graphe ?

Comme données, nous avons un graphe identifiable et damsaast on aura besoin d’'une
certaine matrice.
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Les auteurs ont défini un code identifiant comme suit :

Etant donné un graphe orier@e= (V, E), d’ordren, modélisant un systéme de diagnostic
de pannes, ou les sommets représentent les composarggstdme et la propagation de
failles entre deux composants est représentée par u@'ast.a dire qu’'un composant peut
devenir la source de la faille qui peut se propager a d’autoenposants. Il s’agit alors de
placer un nombre minimum d’alarmes pour détecter la sodeda faille.

Soitw un sommet dé” etT'(u) = {u} U {v] il existe un chemin allant de av}. Un code
identifiantC' dansG est tel que

(T(u)yNC) #Det
(T(uw) N C)A(T'(v) N C) # 0, pour toutu # v

Un tel code n’existe que si le graphe considéré est aayelfge contient pas de cycle) [68].

3.2.2 Identification des variables de dcision

Soit X un sous-ensemble de sommetsideOn note X le vecteur caractéristique
(x1,%2,...,2,)", OU
1, silesommet € X ,

€Tr; = .
0 sinon

Dans le cas du probleme de code identifiant nous nous demapdarr un sommet donné,
s’il fait partie du code ou non.

Si C est un code identifiant auquel on associe le vecteur caistaiae (¢, co, . . ., ¢,)",
alors les variables;, i € {1,2,...,n}, représentent les variables de décision de notre
modele indiquant si le sommeéte V' est un mot de code ou non.

3.2.3 Fonction objectif

L'objectif est de choisir un sous-ensembleninimum de sommets de sorte qu’'a chaque
sommet du graphe on lui associe un sous-ensembléw@que et non vide.
En d’autre terme, il s’agit de choisir un sous ensemble ddimalité minimumcC, ce qui
revient a minimiser :

i=1

De maniere plus générale, la fonction objectif s’écoimme suit :

> e (3.2)
=1

ou f; représente le codt lié au choix du sommebmme mot de code.
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3.2.4 Contraintes

Quand on fait le choix du sous-ensemble de sommets, ce ddoiisatisfaire les condi-
tions (contraintes) suivantes :

— la couverture de tous les sommets

— la séparation.

les deux contraintes ci-dessus seront redéfinies enautilia notation vectorielle :
Soit R = [ri;]nxn 1a matrice définie comme suit :

1 sile somme} peut étre atteint en partant du sommet

Tij = :
0 sinon

Notons parv” un vecteur colonne constant, par exemple :

ﬁ
1 =(1,1,...,1)
—_——

n composantes

Etant donné deux vecteurSetY de{0, 1}, alors

—

X%Y@(|IL’1—y1|,|l'2—y2|,...,|{23'n—yn|)t7é 0

et .
k=1

L'ensemble identifiant deC d'un sommet z; est donné parl; (z;,C) =

(rilcly Ti2C2, . . . 7rincn)t'
Ainsi
Il_(l’l, C) §£ Il_(ﬂfj, C) = (Tﬂcl, T'i2Coy . .. 7Tincn> % (leCl, TjQCQ, e ,’f’ann)
n
= Z‘Tik_rjk|ck >1 (33)
k=1

Par conséquent, dans le programme linéaire onauran(n — 1)/2 inégalité de type
(3.3).

Théoreme 23([68]) SoitL = [l;;],,x» UNne matrice telle que

n
Ly = Z |7ik — Tjk|-
k=1

i#j
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Ainsi, C est un code identifiant si et seulement si

rRC > 1 (3.4)
LC > 1 (3.5)
Ce{o, 1}

L'inégalité 3.4 assurera qué, (z;, C') # () pour tout sommet; € V, et I'inégalité3.5
assurera gque tout les sommets soit sépareés.
Pour déterminer le probleme d’optimisation associéa@ie€’ on associe a chaque sommet
x; du graphe un codf;. Notons parl_f> = (f1, f2,- -, fn) le vecteur colt, alors le PLNE
associé au probleme de recherche de code identifiant mmidans un graphe orienté est

(

min FC
sous les contraintes. LC > T
(PLNE) _
RC > 1
¢; €{0,1}V1<i<n

3.2.5 Exemple

Etant donné le graphe illustrée dans la figure 3.5-a

2

© O
(@) (b)

Figure 3.5 —Exemple de code identifiant obtenu en résolvant le pro-
gramme linéaire associé au graphe donné dans (a)

La matriceRR associé a ce graphe est

R4><4 =

o O O =
o O = =
O = = =
_ O = =

Par conséquent la matrideest égale
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1000
1101
1110

Loy —

04 0101
0110
0011

La résolution du programme linéaire en nombres entigvast:

( min S

ﬁ

sc. LC> 1

RC>T
ce{0,1}V1<i<4

nous donne le vecteur solutian = (1,0, 1, 1) qui correspond a I'ensemble des sommets
{1, 3,4} (voir la figure 3.5-b).

Remarque 9 Dans cet exemple, nous avons pour vectedit tmvecteurF' = (1,1, 1, 1),
ce qui veut dire que tous les sommets du graphe sont sujetgae iciit.



Chapitre I

Codes Identifiants dans les Chemins et les
Circuits

L'expérience est une lanterne accrochée
dans le dos qui éclaire le passé.

CONFICIUS.

Dans ce chapitre nous présentons les premiers résuttizsus dans le cas des chemins
et des circuits.
Nous énoncons les differents résultats ainsi quedasahstrations.
Pour les graphes orientés, un sous-ensedhblel” est un code-identifiant si et seulement
Si:
i 1o (

T

i, (i

T

+£ (), pour tout sommet €
AI(j) # 0 pour tout paire de sommets ), i # J.

oul (i) = I'; [i) N C Dans le cas d’'un chemin nous avons :
ID()AL (i + 1) ={i—ri—r+1}

Ainsi, on remarque que pour ce type de graphes, un code fidaentiloit nécessairement
couvrir tous les sommets et séparer toute paire de somaesgcutifs.

En exploitant cette propriété, nous avons pu obtenir tempers résultats sur la cardinalité
minimum de codes 1 etidentifiant.

4.1 Code identifiant dans les chemins

SoitP,, = {zg, x1,...,x,} un chemin de longueur. Nous allons d’abord étudier le cas
d’un code 1-identifiant puis le cas 2-identifiant.
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4.1.1 Code identifiant

Lemme 3 L'ensemble’ est un code 1-identifiant d@, si et seulement si:
1. Les deux sommetg etz; sont des mots du codg,
2. Pour toute paire de sommets cénstifs,z; etx; 1,7 € {2,3,...,n— 1}, z; OUz; 1,
est un mot du codé€,
3. Pour tout triplet de sommets ca@wtifs,z;, x;.1 etx; 0,7 € {0,3,...,n —2},0na
r; €Coux; o €C.

Démonstration.Pour (1), sizg ¢ C alorsZ (zo) = 0, c’est a dire quer, ne sera pas
couvert par le code. Dong, € C. Siz; ¢ C alorsZ—(zg) = Z (x1) = {x0}, C'est-a-dire
quex, etx; ne seront pas séparés. Dance C.

Pour (2), supposons que ¢ C et quez;,; ¢ C. AlorsZ (x;11) = 0. Doncx; € C ou
xig1 € C.

Pour (3) supposons qu’'aucun des deux sommett =, » N'appartient au code. Alors
deux cas se présentent (voir la figure 4.1) :
casl:Six;, € C,alors nous aurong (z;11) = Z~ (x;40) = {x;11}, C'est-a-dire que les
deux sommets;, etx; » ne seront pas sépares.
Cas2:Siuz;y ¢ C, forcement les deux sommets,; et z;,» ne seront pas couverts
pUiSUGeL ™ (z;11) = I~ (2it2) = 0.
Donc, dans les deux cas I'un des deux sommgé&s x; . » doit appartenir au code.

X; Xi+1 Xit2 X Xi+1 Xi+2
Figure 4.1 —Dans la figure de gauche on peut remarquer que

I (wiy1) = I~ (xi42) = 2441, €t dans le figure de droite
on peut voir que Z~ (zij41) =Z (zi42) =0

On remarque que les conditions sont nécessaires et stéfigaour la couverture de tous
les sommets d®,, car chague demi-bouteest constitué de deux sommets consécutifs.
Montrons que (1), (2) et (3) sont suffisantes pour la séjarat
Soientz; etx; deux sommets. Alors deux cas se présentent :

Cas 1: Les deux sommets sont voisins, sans perdre de généiiterend; = i + 1.
Nous avons vu que la condition (1) permet de séparer les senmnetsr, et ;.
Pour les autres paires de sommets consécutifs ; en vert adition (3), on sait

1. La demi-boule de rayon r et de centreeprésente I'ensemblg. [v]
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quez;_;, € C'oux;; € C, ainsinous aurons (z;) # I~ (z;). Doncx; etx; seront
séparés.

Cas 2: z; etx; ne sont pas voisins, en d’autre terme, la distatieg, z;) > 2.
Supposons, sans perdre de généralité, que i + 2. Ainsi, nous avong’| [z;] =
{z;_1,x;} etI'[[z;] = {zis1, 742}, Or en vertu de la condition (2), nous aurons
I~ (x;) # I~ (x;). Doncx; etz; seront séparés.

D’ou la suffisance des conditions (1), (2) et (3) pour lassépon.

O

De ce qui précede, on peut déduire que pour chaque tromnsts consécutifs au
moins deux sont des mots du code. Alors, si on notelpda densité optimale d’'un code
1-identifiant dang°,,, on a

Théoreme 24 SoitC un code identifiant danB.., alors :
2

Démonstration.ll suffit de remarque que ce résultat est une conséqueragtelides condi-
tions (2) et (3) du lemme 3, donc onda(P,) > 2. Et pour conclure il suffit d’exhiber un
code ayant cette densité (voir la figure 4.2).

Figure 4.2 — Code 1-identifiant de denstité optimale égale a %

A présent, en se basant sur la propriété de couvertunsefble, nous allons donner la
cardinalité minimum d’un codé-identifiant dans un chemif®,,, de longueur finie.

Théoréme 25 La cardinalitt minimum d’un code identifiant, res parM; (P,) dans un
chemin orieng de longueur, — 1 (pos®dantn sommets) est doge par :

2p Sin=3p
My (Pn)=42p+1 Sin=3p+l
2p+2 Sin=3p+2
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Démonstration.SoitV I'ensemble des sommets @& . Notons parl, 'ensemble des som-
mets qui sont identifiés par un seul mot de code (couvertpaeul mot du code). Alors on
aura|V'| — |L| dont leurs ensembles identifiants sont de cardinalitee&geeux. En d’autre
termeC couvre de maniére double ces sommets. Ainsi, en utiligdiait que|L| < |C| (au
plus|C| sont couvert par un seul mot du code), alors

2V = L)) + || < Y Iy [zl < 2C

z;€C
d’ou
2|V — |L| <2|C] <& 2|V|—|C| <2|C]
& 2vi<c
Donc

2n
Cl>|—
o> | 3]
Posons: = 3p + ¢, ¢ € {0,1,2}. Ainsion aura :
2n 2(3p+q) 2q
i P ek S L ) -1
][5 e [

Donc : Sig = 0, alors[22] = 0. Sig = 1, alors[%] = 1. Et Sig = 2, alors[2] = 2.

0—0—2 000G —-0—0 ns=20
0—0 0000600 —© =
00 >0 0 600 @@ n=10=1[3]

Figure 4.3 —Exemple de code identifiant dans des chemins de lon-
gueurs égales a7,8,9

Pour conclure on exhibe un code identifiant atteignant ladpour chaque cas. Ainsi,
nous prenderon§' = {z;|i = 0[3] et i = 1[3]} pour tous les cas (voir la figure 4.3).
]

4.1.2 Code 2-identifiant

Dans la preuve de notre theoréme nous avons besoin dtatésiivant :
SoitP, = {zo, x1, ..., x,} un chemin de longueur. Et C' un code dan®,,.
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Lemme 4 Soit C' un sous-ensemble de sommetsRie On dit queC' est un code2-
identifiant danspP,, si et seulement si :

1. Les trois sommets,,z; etx, appartiennent au code,

2. Pourtout triplet de sommets ca@wtifs,z;, ;1 1, ;40,1 € {3,4,...,n—2}, au moins
un appartient au code,

3. Pour tout quadruplet de sommets ceostifs, z;,zii1,Tii2, Tiy3, 1 €
{3,4,...,n— 3}, onne peut avoir; ¢ C etx;.3 ¢ C.

Démonstration.Pour la condition (1), sty ¢ C, alorsT’; [zo] = () (le sommet ne sera pas
couvert). Doncr € C.

Supposons que; ¢ C alorsl; (zy) = I; (x;), donc les sommets, et x; ne sont pas
séparés ce qui contredit le fait qaesoit un code identifiant. Dong; € C.

Enfin, supposons que ¢ C, alors les deux sommets etz, ne sont pas séparés,((z;) =
Z; (x9)). Doncz, € C.

Pour la condition (2), si aucun des trois sommets:; .1, x;,» N'appartient au code alors
T~ (z;42) = 0 ce qui contredit le fait que le code est couvrant.

Pour (3) supposons qu’aucun des deux sommegs$ z; 3 n'est dang”' alors les sommets
Ti1o etz 3 Ne seront pas séparer du fait die(x;.2) = Zy (zi13) = {xiv1, Tis2}. donc
rieCouxys e C,ie{3,4,...,n—2}.

On remarque que les conditions (1) et (2) sont nécessdiredfisantes pour quE; [x;] N
C # () pour touti € {0,1,...,n}.

Montrons que les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantag pa séparation. Soient et
x; deux sommets distincts. Ainsi, deux cas se présentent :

Cas 1 Les deux sommets sont voisins= ¢ + 1. Dans ce cas, en vertu de (1) nous avons
les paires(xo, z1), (x1, x2), (z2, £3) qui sont séparés, et en vertu de (2), nous avons
z;i_3 € C etx; € C pour tout pairgx;, r;11), oui € {3,4,...,n — 1}. Ainsi nous
auronsZ, (x;) # Z, (x;11) pour toute les paires de sommets consécutifs. Donc les
deux sommets; etx; sont séparés par le code

Cas 2 z; etz; sont a distance au moins égale,&’est-a-dired(z;, ;) > 2. Dans ce cas,
sid(x;,x;) > 2 (j > i+ 2), alors en vertu de (2) nous aurdhs(z;) # Z, (z;), et si
d(z;,z;) = 2 en vertu des conditions (2) et (3) nous aurons aliséi;) # Z, (x;).
Donc les sommets; etxz; sont séparés par le code

]

Pour une guestion d’ambéguité nous avons jugé pluserainte de noter tout sommet
x; par son indice.
Nous savons que tout codeidentifiant est2-séparateur dan®,. Or pour tout sommet
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i € P, nous avond’; [i|AT'; [i + 1] = {i — 2,7+ 1}, alorsV i € P, 'un des sommets— 2
eti + 1 doit appartenir &' (condition (3) du lemme 4). De ce fait on aura- 2 € C ou
i+1 € C pourtoutsommet € {2,n—1} deP, (voir la figure 4.4). On appelera alors cette
disjonction unecontrainteélementairq CE) et on I'abrégera dans la suite par 2 \V i + 1.

Figure 4.4 —Un des deux sommets i ou i + 3 appartient au code pour
séparer les deux sommets ¢ + 2 ¢ + 3

Nous allons présenter un exemple qui nous permettra @'eiclguelques notations que
nous allons utiliser dans les deux prochains paragramtedd de code-identifiants dans
le cas de chemin et de circuit).

Exemple 2 Etant doni@ un cheminpP;y = z, 1, ..., x9, de longueur 9. Ainsi, pour ce
chemin on aura neuf paires de sommets éonsifs qu’'on doit 8parer, puisque tout code
identifiant doit2-séparer chaque deux sommets daaigifs. Donc on aura neuf contraintes
élementaires (CES) satisfaire que nousnungérons comme suitQv 3, 3Vv6, 6 V9, 1V

4, 4Vv7, 2V 5, 5V 8, notons que nous avons omi les deux CEs reladdaseparation des
paires (0,1) et (1,2), puisque, en vertu de la condition (L)emme 4, elles sonéparées.
L’ensemble de ces contrainte sera afpebntrainte grerale (CG). Partionnant cette en-
semble de contraintégdémentaires (ou la contrainteégérale) en trois sous-ensembles de
contraintes, que nous appelerons contraintes partiel@)( Ainsi, nous avons

0v3,3Vv6,6Vv9
1v4,4v7
2V5,5V8

Cenpendant, une adaptation de la notation éstessaire, dans le but d’en tirer la formula-
tion pour le cas @réral. Ainsi, ces contraintes partielles peuveréire comme suit :

OVO+1x30+1x3V0+2x30+2x3V0+3x3 (c)
IVI+1x3,1+1x3V1I+2x%x3 (c1)
2V2+1x3,2+1x3V2+2x3 (c)

On appelera;, i = 0,1, 2, la contrainte partielle.
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Dans le cas générale, si le nombre de sommets du chemiiéeohsst:, alors posons
n =3p+q,avecp € {1,2,...,[3]} etq € {0,1,2}. On appelera la contrainte partiellda
contrainte donnée par :

iVi+1x3,i+1x3Vi+2x3,...,04+(s;—1)x3Vi+s; x3

ou s; est le plus grand entier pour lequel I'inégalité suivaageverifiée :
1+s5,x3<n

Dans I'exemple précédent nous avons, pour la contraentigtie ¢y, sy = 3.

Notons parV; I'ensemble des sommets de la contrainte partielldous remarquons
queV; NV; = 0, pour touti # jli,j € {0,1,2}. En d’autre terme, toutes les contraintes
partielles sont indépendantes les unes des autres.

Ainsi, satisfaire la contrainte générale, pour obtenicade2-identifiant, revient a satisfaire
toutes les contraintes partielles.
En utilisant cette notation, nous aboutissons au réssuigant :

Théoréme 26 Soitn = 3p + ¢, ou ¢ € {0, 1,2} etC un code2-identifiant d’'un chemin
P.., et M5 (P,) sa cardinalie minimum. Alors :

3 . .
%+ 1 sipest pair

w s1 p est impair

(1) Sig=0,p =1, My (Py) =

3 . .
ZF+2 sipestpair

3(p+1) . : :
=5—  stpestimpair

(2) Sig=1,p=1, My (P) =

3p . .
) Z+2 st p est pair
(3) Sig=2,p> 1, M; (P)={ 2 rey
% + 1 sipestimpair

Démonstration.Pour le premier cas, c’est a dige> 1 etq = 0, en vertu de la condition (1)

du lemme 4, on sait, d'un coté, que les somnietset 2 sont du code, ce qui veut dire que

la premiere CE des CPs 0,1 et 2 est satisfaite.

D’un autre cdté et en vertu de la condition (2) du lemme 4 @ra dorcément un mot du
code parmiles sommels4 et5, donc on aura une CE parmis les CPs 0,1 et 2 dont les deux
sommets sont du code. Sans perte de généralité seisommet, alors on aura deux CEs de
la CP 0 satisfaites, dans ce cas il regte- 3) CEs non encore satisfaites, alors nous aurons
besoin d’au moin$%1 mots du code pour satisfaire les CEs restantes de CP 0.

Par ailleurs, pour les CPs 1 et 2 on a qu’'une seule contraintesy satisfaire (puisque
1,2 € (), alors pour chacune des CP il reste— 2) CEs a satisfaire, d’'ou la nécessité
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d’avoir au moins{p—;z} mots du code pour satisfaire les CPs 1 et 2.
On onclut qu’au total il faut au moins :

o) s

mots du code pour satisfaire la contrainte générale.

Si p est pair, alors\f; (P,) > 2 4 1. Sinon,M; (P,) > &1,

Il ne reste qu’a exhiber un code atteignant cette borne panelure. En effet, en utilisant la
construction suivante, on atteint cette borne :

On prend tout les sommeis V/, tel quei est pair en ajoutant les sommetst 1.

0—0—06-0—0—06-0—-0—0

Figure 4.5 — Code 2-identifiant C' = {2,4, 6,8} U {0, 1} pour un chemin
de longueur égale a 8 (n = 3 x 3 + 0 sommets)

Pour le cas ow > 1 etg = 1, le raisonnement est similaire. En effet, concernant la
premiere CE de la premiére CP on agpa— 1) CEs a satisfaire puisquec C'. Ainsi, on
aura besoin d’'au moin{s”;—ﬂ mots du code. Pour les CPs 1 et 2 on aura besoin, respective-
ment, d’au moing2;2] et [25%] mots du code pour staisfaires les contraintes élemestair
restantes. Au total on aura besoin d’au moins :

p—3 p—2 p—1
[P [
mots du code.

Ainsi, sip est pair, alors\; (P,) > 2 + 2. Sinon,M; (P,) > etl),

2

Figure 4.6 — Code 2-identifiant dans un chemin ayant n = 3 x 3 + 1
sommets (p=3, g=1)

Pour conclure nous exhibons un code atteignant cette bameffet, nous avons le
codeC = {i|i pair} U {0, 1} atteignant cette borne (voir la figure 4.6).

Enfin dans le dernier cas, c’est-a-dire> 1 etg = 2, par un un raisonnement analogue,
on aura(p — 1) contraintes élémentaires a satisfaire pour les CPs Qedtdn aura besoin
respectivement, d’au moirjg5*| et [222] mots de code. Et pour la CP 2 or{;a— 1) CE
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et puisque € C il reste(p — 2) CEs a satisfaire, donc au moih@g—ﬂ mots du code. Ainsi,
au total on aura besoin de :
p—2 p—1
442 | —— —_—
e[+ 2]
mots du code.
3(p+1

Si p est pair, alors\, (P,) > 2 + 2. Et sip est impair, alors\/, (P,) > T) Pour
conclure il suffit de considérer la méme construction gaiesdes deux cas précédents pour
exhiber un code-identifiant atteignant cette borne.

Figure 4.7 — Exemple de code 2-identifiant dans un chemin ayant 3 x
3+ 2 =11 sommets (p=3, q=2)

4.2 Code identifiant dans les circuits

Dans le cas d'un circuit, on a établi des résultats optim@ans le cas de codes
identifiants.

4.2.1 Code 2-identifiant

Dans le cas d’'un circuit, les deux conditions du lemme 4 tstaides. Ainsi :

Lemme 5 SoitCZ, = {1,2,...,n,1} un circuit de longueur.. On dit queC' est un code
2-identifiant pourCZ,, si et seulement si les deux conditions suivantes swiftees :

1. Pour tout triplet de sommets c@awutifsz;, ;.1 etz;., au moins un appartient au
code,

2. Pour tout quadruplet de sommets ceadtifsz;, . .., z,.3 on ne peut avoir; ¢ C' et
Ti+3 ¢ C.

Démonstration.La preuve est similaire au lemme 4 dans le cas d’un chemimtéri&n
ajoutant la condition que la distance séparant les deuxrsigi et j n'est pas plus grande
gue celle séparantde i pour montrer la suffisance et la nécessité des conditibn@] et
(3). O
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Pour le cas d'un circuit, bien que le raisonnement est anal@gcelui d’'un chemin, il
existe, cependant, quelques differences au niveau deutawste et de la formulation. Ainsi,
on défini une contrainte partieligi € {1,2,3}) par :

iVi+1x3,i+1x3Vi+2x3,...,i+(s;—1)x3Vi+s;x3,i+s xX3Vh;
ou s; représente le plus grand entier tel que :
1+s5,x3<n

eth; esttelque + (s; + 1) x 3 = h;( mod [n]), (ie h; € {1,2,3}).

Exemple 3 SoitC,, = {1,2,...,n, 1} uncircuit de longueur. Supposons que n=10, ainsi
p = 3 etq = 1. Alors les contraintes partielles (CPs), 1,2 et 3, serontrgé®s comme Suit :

1v4,4v7,7v10, 10V 3, (i=1)
2V5,5V8, 8V1 (i=2)
3V6,6V9,9V2 (i=3)

Notons pari|;j la contrainteélémentaire \ j. Alors la contrainte grérale (CG) sera de la
forme :
1]4]7]10|36/9/2|5/8|1

Si, par exemplep = 12, on aura alors une CG de la forme :

1/4/7|10/1,2|5/8/11|2, 3|6/9]12|3

Pour le cas d’'un circuit, nous avons pu déterminer la céditéneninimum d’un code
2-identifiant. Ce résultat est donnée par le theoremeastii

Théoreme 27 Pour un circuit de longueur on a :
i. Un chemin de longuew n’admet pas de cod&identifiant,
ii. My (Cy) =3,

iii. My (Cor) = K, pour toutk > 3,

iv. My (Copy1) = k + 2, pour toutk > 2
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Démonstration.Pour (), il est claire que pour un chemin de longueur 3 on ne peunabte
un code 2-identifiant du fait de la présence de sommets juxnea

Pour ¢7), nous montrons qu’il ne peut y’avoir de codddentifiant de cardinalité deux
dans un circuit de longueut. En effet, supposons qu'on a deux sommets seulement
appartenant au code. Sans perdre de généralité, sqiaitr; ces deux sommets, alors
Iy (x1) = I (xz3) = {z1,23}. Donc au moins 3 sommets sont du code et il suffit d’exhiber
un code ayant une cardinalité égale a 3 pour conclure digure 4.8).

Figure 4.8 — Exemple de code 2-identifiant dans C,

Concernanti(), c’est-a-dire le cas ou la longueur du circuit est paire=(2k), on sait
qu’on ag = k contraintes élementaires (CEs) a satisfaire donc oa la@soin d’au moing
mots de code.

Il suffit alors d’exhiber un code 2-identifiant de cardinalitgale & pour conclure. Or on
peut prendre comme code I'ensemble= {i|: pair, 1 < i < n} (voir la figure 4.9) d'ou le
résultat.

Figure 4.9 — Exemple de code 2-identifiant dans un circuit de longueur
12. On voit que dans cette exemple qu'il suffit de 6 mots
du code pour couvrir et séparer tous les sommets du cir-
cuit.

Pour les mémes raisons que pour le cas pair, loraqee2k + 1 on aura besoin d’au
moinsk + 1 mots de code pour satisfaire toutes les CEs.
Ainsi, on aura au moins une CE dont les deux sommets sont det € veut montrer
que|C| > k + 1. Pour ce faire on supposera qu'on peut trouver un ikentifiantC



4.2 Code identifiant dans les circuits 72

de cardinalité égale & + 1 pour un circuit de longueut et dont les sommets sont dans
{1,2,...,n}, eton aboutira & une contradiction.

Puisqu’on & + 1 sommets qui sont du code, alors forcément on a deux somufjateats
qui sont du code. Sans perte de généralité sdiet® ces deux sommets or I'un des deux
sommets: et3 doit nécessairement appartenir au code en vertu de latemm(®) du lemme

5. Ainsi, pour tout code-identifiant on aura au moins trois sommets consécutifsqnt
du code.

Deux cas se présentent :

Cas 1: prenons le cas ou la longueur du circuit est 4p + 3 (k = 2p + 1). Puisqu’au
moins trois sommets consécutifs sont du code (d’apresice&té dit précédemment),
alors il nous reste encode sommets a couvrir et a séparer. Or en vertu des conditions
(1) et (2) du lemme 5, on sait que pour chague 4 sommets agtifséau moins deux
sont du code. Ainsi on aura besoin d’au mapsommets qui sont du code, donc au
total2p + 3 = k + 2 sommets sont du code (voir 'exemple de la figure 4.10). Deou
contradiction.

Figure 4.10 — Exemple de code 2-identifiant de cardinalité optimale
égale a 2 x 2 + 3 dans un circuit de longeure 4 x 2 + 3

Cas 2: pourn = 4p + 1 (k = 2p). En observant attentivement ce cas, on verra qu'’il s'agit
d’un cas similaire. Nous avons= 4p + 1 = [4(p — 1) + 3] + 2 (k = 2p). Ainsi nous
auron22(p — 1) + 3 = k + 1 sommets du code parmi ldgp — 1) + 3 que nous avons
(En vertu de la condition (2) du lemme 5) plus les 3 sommetsé@auitifs appartenant
au code. Dans le cas ou aucun des deux sommets restantg de sode, sans perdre
de généralité disant — 1 etn — 2, alors on aura nécessairement les trois sommets
n —3,n — 4 etn — 5 appartenant au code (voir la représentation de gauchefideita
4.11). De ce fait nous avodsgp — 2) sommets qui sont couverts et séparépar- 2)
mots de code plus les sommets- 3,n — 4 etn — 5 et les trois sommets consécultifs.
Ce quifera au totat(p — 2) + 6 = 2p + 2 = k£ + 2 mot de code.

Si, 'un des deux sommeis— 1 oun — 2 appartient au code alors, nous aurons ce der-
nier plus le2(p—1) mots de code pour couvrir et séparerdgs— 1) sommets (condi-



4.2 Code identifiant dans les circuits 73

Figure 4.11 — Exemple de deux codes 2-identifiants de cardinalité mi-
nimum

tion (2) et (3) du lemme 5) plus les trois sommets consé(udir la représentation de
droite de la figure 4.11). Ainsi nous aurons un totalde€(p—1)+3 = 2p+2 = k+2
mots de code.

Donc, dans les deux cas, on aura au moins un total-d@ mots de code.
On conclut avec I'exhibition d’'un code atteignant cettertsorCe dernier est constitué de
I'ensemble de sommets = {2} U {i = 1[2],1 <i < n}.

L]



Conclusion et perspectives

Au terme de ce mémoire, nous avons réalisé que beaucotgawdrix sur les codes
identifiants ont été entrepris et ce pour differentesiftasde graphes (une bibliographie
de pres de 180 articles est recensé sur le site d’Antoirestetn [2]). Cet intérét, sans
cesse croissant, est du a I'importance de cette notion etedeapplications pratiques,
notamment dans les systemes de détection de pannes dagsdaux et de dangers dans
des environnements hostiles.

Plusieurs variantes ont été étudiées dans, le plusssbugdes graphes réguliers comme les
grilles et les hypercubes.

Les derniers travaux réalisés dans ce domaine integierplus en plus, des heuristiques
pour la résolution du probleme. Ceci s’explique par ledaie le probleme de recherche de
code identifiant est NP-difficile.

Nous avons abordé dans ce mémoire le probleme de reehéeettode identifiant

de cardinalité minimum dans les graphes. La recherchéobiaiphique effectuée nous a
permis d’approfondir nos connaissances dans cette tigumeatn plein essor.
Nous nous sommes fixé pour objectif, d’'une part, d’analgsde comprendre les differents
travaux traitant le probleme des codes identifiants, attcéapart, d’essayer de répondre
a la question suivante : Qu’elle est la cardinalitée minimd'un code identifiant dans les
chemins et les circuits ?

En effet, peu de résultats ont été réalisés dans le easgtaphes orientés.
Les seuls résultats existants sont I'lagorithme lirea@cursif pour déterminer un code
1-identifiant dans un arbre orienté et la modélisation dibj@me des codes identifiants par
un programme linéaire en nombre entiers.
En s’inspirant des travaux réalisés dans le cas de chairde cycles, et en exploitant le fait
gu’un code identifiant dans un chemin doit, a la fois, cauenis les sommets de ce dernier
et séparer toute paire de sommets consécutifs, nous awodtenir quelques résultats
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dans les chemins et les circuits. Nous avons, ainsi, purdéter les cardinalités minimum
de code 1 et 2-identifiants dans ces deux graphes. Tousslétatgé ont été explicités dans
le chapitre 4.

Perspectives

Les codes identifiants est un domaine relativement nouweagrii nous laisse a penser
gue beaucoup de travaux peuvent étre entrepris dans ce sens

Plusieurs questions restent ouvertes notamment dans teesagaphes réguliers (finis
ou infinis) tels que les grilles et les hypercubes vu que damdupart des cas, les travaux
n'ont abouti qu'a des bornes. En particulier dans les hyydees, les derniers travaux ont
permi d’obtenir des cardinalités excates de cad@entifiants ¢ < 3) pour seulement les
n-hypercubes avea < 7. Il y a encore moins de résultats concernant la variantéuis p
générale que sont les codes< p)-identifiants.

Comme perspectives, en plus d’'une généralisation destaés obtenus dans le cas de
chemins et de circuits, nous pensons a développer destigues, telles que la recherche
tabou, les algorithme génétiques,... pour la résahuties instances de grandes tailles.
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Résune La notion de codes identifiants a été définie pour la peeenfois par
M. Karpovsky, K. Chakrabarty et L. Levitin en 1998 pour mbsir un probleme de
détection de processeurs défectueux dans des résedtipranesseurs. Ce concept a
depuis été repris par de hombreuses équipes de rechemgleadrant une littérature
abondante.

Dans ce mémoire, nous avons abordé le probleme de réehdeccode identifiant de
cardinalité minimum un probleme appartenant a la cldseseproblemes NP-difficiles.
Peu de résultats sont connus dans le cas de graphes grieatk nous a amené a
étudier les codes identifiants dans ce type de graphes.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé a Balacte probleme dans le cas de
chemins et de circuits. Nous avons pu déterminer la cditémainimum d’un code 1
et 2-identifiant aussi bien pour un chemin que pour un circuit

Abstract Identifying codes were first introduced by Karpovsky, Claddarty, Levitin.
Their motivation for identification comes from locating fguprocessors in a multi-
processor system. In general, finding an optimal identifygéodes is known to be an
NP-complete problem.

Nowadays, this concept is taken by numerous research tehat,produced plentiful
literature.

In this thesis we reach the problem of identifying code. Fesults are known in the
case of directed graphs, this led us to study this problemigtype of graphs.

In our work, we investigate the identifing code problem inhga&nd circuits and we
could determine the smallest cardinality of 1 and 2-idgmtd codes.



