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ce travail.
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A la m émoire de mon père

A mon frère



Table des matières

Table des matìeres 2
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2.3.1 Identification à distancer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.2 Identification d’ensembles de sommets . . . . . . . . . . . . .. . 25

2.3.3 Sommets de code non identifiables . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

2.3.4 Codes identifiants robustes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

2.3.5 Codes(r,≤ p)−fortement identifiants . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.6 Codes identifiant et codes discriminants . . . . . . . . . . .. . . . 28

2.4 Codes identifiants et le problème de recouvrement d’ensemble . . . . . . . 30

3



4 INTRODUCTION
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àn− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6 Résultats dans certaines classes de graphes . . . . . . . . .. . . . . . . . . 41

2.6.1 Codes identifiants dans les grilles . . . . . . . . . . . . . . . .. . 42

2.6.1.1 Grilles carrées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6.1.2 Grilles triangulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.6.1.3 Grilles hexagonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introduction

Durant le siècle dernier et jusqu’à aujourd’hui, les mathématiques discrètes sont

devenues une branche importante des mathématiques. Depuis l’avènement des calculateurs

dans notre vie quotidienne, son développement ne cesse de croitre vu l’intérêt qu’elle

suscite chez les scientifiques. Traitant des objets dits discrets (nombres entiers ) il s’est

avéré que ces concepts ont une adaptation très utile à ladescription des objets et concepts

communément utilisés en informatique. Inversement, l’implémentation de modèles de

mathématiques discrètes, concus pour résoudre des problèmes pratiques sur machine, rend

la tâche de résolution moins difficile.

Cette branche des mathématiques intervient dans différents domaines, comme la théorie

des ensembles, la géométrie, la théorie des nombres, la théorie des graphes, la théorie de

l’information,...

Le domaine des codes identifiants, initié en 1998 par Karpovsky et al [44] fait partie des

problèmes pratiques dont la modélisation et la résolution fait appel aux concepts de cette

branche. Dans leurs travaux, les auteurs ont investi le problème de couverture de sommets

d’un graphe de sorte que chaque sommet est identifié de mani`ere unique moyennant ses

voisins. Autrement dit, on fait correspondre à chaque sommet du graphe un ensemble

unique de ces sommets voisins, appelé ensemble identifiant. Dans la littérature, le problème

de recherche de code identifiant1 de cardinalité minimum est connu pour être un problème

appartenant à la classe des problèmes NP-difficiles [21, 23, 37]. Nous verrons dans les

prochains chapitres que même dans des graphes simple tels les cycles et les circuits la

recherche d’un code identifiant n’est pas évidente [50, 60]. Cependant, dans le cas d’un

arbre, il existe un algorithme linéaire [25].

1. Dans certaines références, on l’appelle problème de placement de détecteurs
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Bon nombre d’applications utilisant ce type de code pour résoudre certains problèmes

existent, à commencer par l’exemple de détection de pannes dans un réseaux de multi-

processeurs [44]. Soit un réseau de multiprocesseur modélisé par un graphe non orienté.

Parmi ces processeurs, certains peuvent détecter ceux quisont défectueux dans leurs

voisinage. Si un processeurs tombe en panne alors en analysant son ensemble identifiant,

on saura localiser celui-ci. Par la suite, une variante encore plus puissante appelée codes

identifiants robustes a vu le jour (voir [45]), et qui a permisd’étendre le champs d’applica-

tion de ces codes. Ainsi, dans certains travaux [34, 48, 55],les codes identifiants semblent

être une très bonne approche pour le problème de détection et de localisation dans un

environnement fermé muni de capteurs sans fils. Ces deux applications seront expliquées

davantage au deuxième chapitre.

Aujourd’hui les codes identifiants ne cessent de développer un intérêt toujours grandis-

sant, de sorte qu’une littérature abondante est entrain denaı̂tre2.

Depuis 1998, les codes identifiants, devenus un domaine à part entière, ont été étudiés sur

plusieurs structures de graphes tel que, les grilles [16, 17, 18, 22, 29, 34, 39, 40, 42, 43, 44,

45], les chaines et les cycles [6, 47, 50, 60], les graphes al´eatoires [1] et graphes quelconque

[68, 69], quelques produits de graphes [51, 61] et les hypercubes [13, 15, 36, 37, 41, 58, 66].

En s’inspirant de ce qui a été fait pour les cycles et les chaı̂nes, nous avons essayé

d’aborder, dans notre travail, le problème de recherche decode identifiant dans un chemin

et un circuit. Nous avons pu déterminer la cardinalité minimale des codes1 et2-identifiants

dans le cas d’un chemin orienté. En outre, nous avons pu exhiber un code2-identifiant pour

un circuit et nous avons pu montrer qu’il est optimal.

Ce manuscrit est structuré comme suit :

Le premier chapitre est consacré à la présentation des g´enéralités sur les graphes, où nous

donnons quelques définitions, terminologies ainsi que lesnotations usuelles relatives à la

théorie des graphes.

Dans le chapitre 2, un aperçu est donné sur le domaine des codes identifiants, où les

différentes terminologies et définitions sont introduites.

Des liens existants entre les codes identifiants avec d’autres codes, à savoir : les codes

localisateur-dominateurs et les codes discriminants sontprésentés. Des variantes de codes

identifiants sont données et le problème de recherche de code identifiant de cardinalité

minimum a été défini.

En outre, la question d’existence de code identifiant ainsi que la construction de graphes

2. jusqu’au mois de février 2010, on dénombre près de 171 références traitant les codes identifiants [2].
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optimaux est abordée. Enfin, nous exposons les plus importants résultats obtenus dans

certaines classes de graphes.

Le troisième chapitre concerne l’étude des codes identifiants dans les graphes orientés.

Bien que très peu de travaux ont été fait sur ce type de graphes, nous présentons les quelques

résultats obtenus, à savoir : l’algorithme linéaire surles arbre orienté et la modélisation du

problème de recherche de code identifiant de cardinalité minimum en un programme linéaire

en0-1. Dans le dernier chapitre, on présentera les premiers résultats que nous avons établi

dans le cas des chemins et les circuits. Enfin nous terminons le mémoire par une conclusion

générale et des perspectives.



Chapitre 1
Géńeralit́es sur les Graphes

Fuyez celui qui vous dit que vous pouvez

réussir autrement que par le travail,

l’honnêteté et l’instruction

V ICTOR HUGO

1.1 Introduction

Née des recherches d’Euler (1707-1782) au18ème siècle, la théorie des graphes est deve-

nue une branche des mathématiques au début du20ème siècle, grâce au travaux de König, de

Kuratowski, de Cayley et plus récemment, Berge [4], Erdöset Harary[10]. Les recherches

récentes en informatique et surtout en algorithmique lui donnent un nouveau souffle. La

théorie des graphes permet de résoudre efficacement une grande variété de problèmes par-

tiques en les ramenant à des configurations qui se dessinentsimplement à l’aide de points et

de liaisons entre ces points.

On fait généralement remonter la théorie des graphes au problème dit ”Ponts de König-

sberg”, Kaliningrad aujourd’hui (voir la figure 2.20). Résolu par Euler, en 1736, ce problème

s’énonce ainsi :

Est-il possible, en partant d’un endroit quelconque de la ville et y

revenir, en tentant de traverser chacun des sept ponts une etune

seule fois ?
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Figure 1.1 – Représentation des ponts königsberg

Pour sa résolution le problème a été modélisé sous forme d’un graphe (voir la figure

4.3). Ce graphe possède, un ensemble de points représentant les quatre zones de la ville et

des segments les reliant représentant les sept ponts.

Figure 1.2 – Présentation des ponts de la ville de Königsberg sous forme

d’un graphe.

Aujourd’hui, la théorie des graphes connaı̂t un grand engouement, du fait de son

utilisation dans la résolution d’une grande variété de problèmes pratiques tels que : les

transports, les réseaux, l’ingénierie, l’informatiquethéorique...etc.

En outre, elle est intimement liée à d’autres branches desmathématiques, à savoir : la

théorie des ensembles, le combinatoire, la théorie des matrices, la topologie... En fait, la

théorie des graphes est utilisée comme modèle mathématique pour tout système pouvant

inclure une relation binaire.

Ce chapitre est consacré à l’introduction aux différentes définitions et à la terminologie

utilisées en général en théorie des graphes. Malheureusement, on ne peut présenter toutes

les définitions vu leur abondance. On se limitera le plus souvent à celles que nous utiliserons

tout au long de ce mémoire. Les lecteurs intéressés sont invités à consulter les références :

[3, 4, 7, 10, 11, 52, 53].

1.2 Définitions et concepts de base

D’une manière intuitive un graphe est un schéma constitu´e d’un ensemble fini de points

qu’on relie entre eux par des lignes. Les points sont appelés sommetset les lignes sont

appeléesarêtes. Une définition plus formelle est la suivante :
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Définition 1 ([4]) Un graphe G=(V,E) est le couple constitué par :

1. un ensemble de sommetsV = {v1, v2, ..., vn},

2. une familleE = {e1, e2, . . . , em} d’éléments du produit cartésien V × V =

{(v1, v2)|v1, v2 ∈ V }.

1.2.1 Graphe non orient́e

Lors de l’étude de certaines propriétés dans un graphe, il arrive que l’orientation ne joue

aucun rôle. On s’intéresse simplement à l’existence d’une ligne entre deux sommets. On

appelle alors cette ligne une arête. Elle est représentée souvent par une paire non ordonnée

de sommets.

On notera un graphe non orientéG = (V, E) oùE désigne l’ensemble des arêtes du graphe.

Un multi-grapheest un graphe pour lequel il peut exister plusieurs arêtes entre deux som-

mets.

L’ ordred’un graphe représente le nombre de sommets qu’il possède.

Pour une arêtee = (v1, v2) d’un graphe les sommetsv1 et v2 sont appelésextŕemit́esde

l’arête.

On appelleboucleune arête dont les deux extrémités coı̈ncident.

Un graphe simpleest un graphe sans boucle et sans arêtes multiples.

1.2.2 Graphe orient́e

Dans bien des situations, on peut avoir une relation entre lesommetvi et le sommetvj ,

sans qu’on ait, nécessairement, une relation entrevj et vi. De ce fait, on met une orienta-

tion pour désigner le sens de la relation. On représente cette orientation par unarc. Pour

un arc(vi, vj), vi est l’extrémité initiale etvj l’extrémité terminale. On appelle aussivi

prédécesseur devj et vj successeur devi.

On noteraΓ+(vi) l’ensemble des successeurs du sommetvi et Γ−(vi) l’ensemble de ses

prédécesseurs.

dc

a
e

b f

Figure 1.3 – Exemple de graphe orienté d’ordre 6
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Remarque 1 Un graphe infini est un graphe possédant un ensemble infini de sommets.

1.2.3 Entre sommets et ar̂etes

Dans cette partie, on introduit quelques définitions relatives aux sommets et aux arêtes.

Ces définitions sont fondamentales en théorie des graphes.

Adjacence Deux sommetsv1, v2 sont ditsadjacents(ou voisins) s’il existe une arrête reliant

ces deux sommets.

Arête incidente On dit qu’une arête estincidente à un sommet si ce dernier est une

extrémité de cette arête.

Degré Le degŕed’un sommetv, notédG(v), est le nombre d’arêtes incidentes à ce sommet.

Dans un graphe simple, le degré d’un sommet représente le nombre de sommets adja-

cents à celui-ci.

Dans le cas orienté, on parle de demi-degré intérieur (resp. extérieur), notéd−
G(vi)

(resp.d+
G(vi)), représentant le nombre de prédécesseurs (resp. successeurs) devi.

Voisinage On appellevoisinaged’un sommetv, l’ensemble de tous ses voisins notéN(v).

On noteN [v] le voisinagéetendudu sommetv avecN [v] = N(v) ∪ {v}.

1.2.4 Quelques types de graphes

En théorie des graphes on dénombre plusieurs types ou familles de graphes. nous

présentons dans cette partie quelques définitions de graphes particuliers les plus étudiés.

Châıne On appelle chaı̂ne de longueurn toute suite de sommets(v1, v2, . . . , vn) deG tels

que∀ 1, . . . , k − 1 : (vi, vi+1) ∈ E.

Elle est ditéelémentairesi elle ne rencontre pas deux fois le même sommet, et est dite

simplesi elle ne rencontre pas deux fois la même arête.

Dans le cas d’un graphe orienté, on parle alors de chemin.

6

2

4

1

3

5

Figure 1.4 – L’ensemble des arêtes en gras représente un exemple de
chaı̂ne

Cycle Un cycleest une chaı̂ne telle quev1 et vn sont confondus.

Un cycle est diteulerien(respectivementhamiltonien) s’il passe par toutes les arêtes

(respectivement tous les sommets) une et une seule fois.
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Graphe connexe, graphe complet, graphe régulier Un grapheG = (V, E) connexe(res-

pectivementfortement connexe), c’est un graphe pour lequel il existe une chaı̂ne (res-

pectivement un chemin) dex versy ou dey versx entre toute paire(x, y) de sommets.

On appelgraphe complettout graphe où toutes les paires de sommets sont adjacentes.

En d’autre terme, chaque sommet du graphe est adjacent à tous les autres sommets.

On note souvent ce type de graphesKn.

Un graphe ŕegulierest un graphe dont les degrés des sommets sont tous égaux. Ainsi,

on appelle graphek-régulier un graphe dont tous les sommets du graphe ont le mˆeme

degré et est égale àk. Une clique est un sous-graphe complet.

Arbre et forêt On appelle arbre tout graphe connexe acyclique, c’est-à-dire ne contenant

pas de cycle. Uneforêt est graphe sans cycles.

Les sommets incidents à une seule arête sont appeléssommets pendantsou feuilles.

Une arborescence est un arbre ayant un sommet particulier qu’on appelle racine. Dans

le cas d’un arbre orienté la racine est un sommet duquel on peu atteindre, par un

chemin, tout autre sommet. Pour une arborescence, on définit :

Figure 1.5 – La figure de gauche représente un exemple de forêt et celle
de droite un arbre

– Hauteur : La hauteur d’un sommet représente la distance entre celui-ci et la racine.

Ainsi, la hauteur d’un arbre est la longueur d’une plus longue chaı̂ne reliant une

feuille à la racine.

– Père : Le père d’un sommetv est son prédécesseur.

– Fils : On appelle fils d’un sommet le successeur de celui-ci.

Grilles La grille n-dimensionnelle (infinie) est définie comme étant le graphe ayant pour

ensemble de sommetsZn et pour ensemble d’arêtes{uv|d1(u, v) = 1}, oùd1(u, v) =
∑n

i=1 |ui − vi| (d1(u, v) est la longueur d’un plus court chemin entreu et v). La dis-

tanced1 est parfois appelée distance de Manhattan, ou encore distance de Lee (voir

plus loin). Nous désignerons simplement par grille la grille bidimensionnelle.

Il existe différents types de grilles, à savoir : les grilles carrées, hexagonales (ou

briques), grilles carrées avec une diagonale (triangulaire) et avec deux diagonales

(royale).
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Hypercube et graphe de Hamming Utilisé dans ce qu’on appelle les architectures de ma-

chines parallèles, un hypercube de dimensionn, notéQn, est le graphe dont l’en-

semble des sommets est{0, 1}n et où deux sommets sont adjacents s’ils diffèrent

d’une coordonnée.

Une autre définition récursive est la suivante :

Soit Q1 = K2 une chaı̂ne de longueur 1. Un hypercube de dimensionn ≥ 2 est

entièrement défini par la relation de récurrenceQn+1 = Qn�K2. 1

Un hypercube possède2n sommets qui peuvent être libellés para1a2 · · ·an tel que

ai ∈ {0, 1}, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Figure 1.6 – Les hypercubes Q1, Q2 et Q3

Les graphes de Hamming sont considérés comme une généralisation des hypercubes.

Un graphe de Hamming est le produit cartésien de graphes completsKq. Cette famille

de graphes est noté parH(d, q).

Dans un grapheH(d, q) on dispose deqd sommets où chaque sommetx est noté par

x1, x2, . . . , xd avecxi ∈ {0, 1, 2, . . . , q}.

H(d, q) = H(d− 1, q)�Kq = Kq�Kq� · · ·�Kq
︸ ︷︷ ︸

d fois

Lorsqueq = 2, on tombe sur l’hypercube de dimensiond (Qd).

Figure 1.7 – Exemple de graphe de Hamming H(4, 2)

1. l’opérateur� représente le produit cartesien de deux graphe, défini plus loin
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Graphe valué ou pondéré On dit qu’un grapheG = (V, E) est valué lorsque pour toute

arête,ei ∈ E, on associe une valeur (un poids)w(ei) ∈ R. Ce dernier peut représenter

un temps, un coût, une distance, une capacité...

Définition 2 (Distance) La distance entre deux sommetsv1, v2, not́ee d(v1, v2), est la

longueur d’une plus courte chaı̂ne reliantv1 et v2.

Le diamètred’un graphe est la plus grande distance entre deux sommets dugraphe.

Définition 3 (boule) Soitv un sommet quelconque deG = (V, E). On appelle boule de

centrev et de rayonr, not́eeBr(v), l’ensemble

{x ∈ V |d(x, v) ≤ r}

Définition 4 (Transversal) On appelle transversal dans un grapheG = (V, E), tout sous

ensemble de sommetsT ⊂ V avec la propríet́e que chaque arête deG est incidentèa au

moins un sommet deT .

Définition 5 (Couplage) Un couplage est une collection (ensemble) d’arêtes ind́epen-

dantes. En d’autre terme, il n’existe pas d’arêtes qui poss̀edent un sommet en commun.

Une définition similaire relative aux sommets est la notionde stable.

Définition 6 (Stable) un stable est un sous ensemble de sommetsS ⊆ V deuxà deux non

adjacents.

Définition 7 (Recouvrement) On appelle recouvrement un sous-ensembleX ⊆ E

d’arêtes telle que tous les sommets sont incidentsà au moins une arête deX.

Un couplage qui est un recouvrement est un couplage parfait.

Définition 8 (Graphe partiel) On appelle graphe partiel deG = (V, E) le graphe

G′ = (V, E ′) dont les sommets sont ceux du grapheG et les ar̂etes est l’ensembleE ′ ⊂ E.

Autrement dit, un graphe partiel deG est le même graphe en lui ôtant des arêtes.

Définition 9 (Sous-graphe) Un sous graphe deG = (V, E) est un graphe

G′ = (V ′, E(V ′)) tel queV ′ ⊂ V et E(V ′) est le sous ensemble d’arêtes induit par
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l’ensemble des sommetsV ′.

Définition 10 (Graphe biparti) Un grapheG = (V, E) est dit biparti, si son ensemble de

sommetsV peutêtre partitionńe en deux sous ensemblesV1 etV2 de sorte que chaque arête

deG relie un sommet deV1 avec un autre deV2, et chaque sous-ensemble forme un stable.

En outre, on définit ungraphe biparti completlorsque tout sommet deV1 est adjacent à

tous les sommets deV2 et réciproquement. Si|V1| = m et |V2| = n, on note alors ce graphe

Km,n. Ainsi, une étoile est un graphe biparti completK1,n.

1

2

45

1

K
3,2

K
1,6

5

4

2

1

Figure 1.8 – Exemples de graphes bipartis

1.3 Opérations sur les graphes

Dans cette section, on présente quelques opérations qui peuvent être effectuées sur les

graphes. Parmi celles-ci, on cite l’union de deux graphes, leur intersection et quelques pro-

duits de graphes. Dans notre cas on s’intéresse aux produits de graphes, pour plus de détails

le lecteur pourra se référer à [10].

1.3.1 Produits de graphes

De nombreux produits de graphes ont été définis. On dénombre près de 256 types de

produits dans la littérature . Dans notre cas on se limite aux produits les plus utilisés.

On définit le produit de deux graphesG et H comme étant le graphe, notéG ⊗ H, ayant

pour ensemble de sommets le produit cartésien des ensembles de sommets deG et H.

Cependant, l’ensemble des arêtes est entièrement définipar les relations d’égalité ou

d’adjacence entre les sommets deG et deH.
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Produit cartesien Le produit cart́esien(appelé aussi produit carré), notéG1�G2 est le

graphe ayant pour ensemble de sommetsV1 × V2 et dont deux sommetsu = (u1, v1), v =

(u2, v2) sont adjacents si : 





u1 = u2 et v1v2 ∈ E2

ou

v1 = v2 etu1u2 ∈ E1

Remarque 2 Le degŕe d’un sommet du produit cartésien est́egal à la somme des degrés

de ses coordonńees.

dG1�G2
(u, v) = dG1

(u) + dG2
(v)

Produit croisé ou directe Le produit directeG1 × G2 est le graphe ayant pour ensemble

de sommetsV1 × V2, et dont deux sommetsu = (u1, v1), v = (u2, v2) sont adjacents si et

seulement si :







u1u2 ∈ E1

et

v1v2 ∈ E2

En d’autre terme, deux sommets deG1 × G2 sont adjacents si et seulement si chaque deux

composantes appartenant au même graphe sont adjacentes.

Remarque 3

dG1×G2
(u, v) = dG1

(u).dG2
(v)

E(G1 ×G2) ∩ E(G1�G2) = ∅

Produit total Appelé aussiproduit fort, le produit totaldeG1 etG1, notéG1 ⊠ G2, est le

graphe tel que deux sommets(u1, v1) et (u2, v2) deV1 × V2 sont adjacents si et seulement

si :







u1 = u2 ouu1u2 ∈ E1

et

v1 = v2 ouv1v2 ∈ E2

Dans le produit total, le degré d’un sommet vérifie l’égalité :

dG1⊠G2
(u, v) = dG1

(u) + dG2
(v) + dG1

(u)dG2
(v)
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Produit lexicographique On appelle le produit lexicographique deG1 et G2 le graphe

G1 ◦G2, tel que deux sommets(u1, v1) et (u2, v2) deV1 × V2 sont adjacents si et seulement

si : 





u1u2 ∈ E1

ou

u1 = u2 et v1v2 ∈ E2

Remarque 4 Des d́efinitions pŕećedentes, on peut déduire que le produitG1 ⊠ G2 est un

sous graphe deG1 ◦G2. De m̂eme,G1�G2 etG1 ×G2 sont des sous graphes deG1 ⊠ G2

Figure 1.9 – Illustrations de quelques produits de P2 et P2

1.3.2 Alphabet, mots et longueur d’un mot

Un alphabet
∑

est un ensemble de symboles. Un mot sur cet ensemble est un élément

de
∑k, oùk désigne la longueur du mot. L’alphabet le plus courant est l’alphabet binaire.

Étant donné deux motsx = (x1, x2, . . . , xk) et y = (y1, y2, . . . , yk) de{0, 1}k, on désigne

parx + y le motx = ((x1 + y1), (x2 + y2), . . . , (xk + yk)) où+ est la somme modulo 2.

Sur un ensemble de mots, on définit une métrique, autrementdit, une règle de calcul des

distances. Il existe principalement trois métriques :

Métrique de Hamming La métrique de Hamming est le nombre de caractères par lesquels

deux mots de l’alphabet diffèrent.

Si l’alphabet estΣ = {0, 1, 2}, alors les mots (0,2,1,1) et (0,1,1,2) sont à distance 2.

Métrique de Manhattan Si l’alphabet comporte k éléments, alors les éléments sont notés

de0 àk − 1. La distance entre deux motsx = (x1, x2, . . . , xn) ety = (y1, y2, . . . , yn)

est définie par :

d(x, y) =

n∑

i=1

|xi − yi|
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Par exemple, dans l’alphabetσ = {0, 1, 2, 3}, les mots (0,2,1,0,3) et (1,3,1,2,2) sont à

distance|0− 1|+ |2− 3|+ |1− 1|+ |0− 2|+ |3− 2| = 5.

Métrique de Lee Soitx = (x1, x2, . . . , xn) ety = (y1, y2, . . . , yn) deux mots de cet alpha-

bet. La métrique de Lee, notéd(x, y), est définie par :

d(x, y) =

n∑

i=1

min(|xi − yi|, k − |xi − yi|) mod n

Étant donné l’alphabetΣ = {0, 1, 2, 3}, les mots (0,3,2,3,1) et (3,3,2,1,1) sont à

distance 3, puisquemin(|0− 3|, 4−|0− 3|)+min(|3− 1|, 4−|3− 1|) = 3 mod 4.

Remarque 5 Dans un alphabet binaire, les trois métriques correspondent. De plus, sur un

alphabet non fini, les ḿetriques de Manhattan et de Lee correspondent.

1.3.2.1 Lien avec les graphes

Pour un alphabetΣ, une longueur de motsk et une métrique correspondant à une dis-

tanced, on définit le grapheG ayant pour ensemble de sommetsV = Σk et pour arêtes

E = {(u, v) ∈ V 2|d(u, v) = 1}, oùd est une métrique surΣ.

Si on considère l’alphabet binaire{0, 1} une longueur de mots k, dans chacune des trois

métriques présentées, le graphe résultant est l’hypercubeQk.

110 111

011010

100

000 001

101

Figure 1.10 – Dans cette figure, on a Σ = {0, 1}, les mots sont de lon-

gueur k = 3. L’ensemble des sommets est {0, 1}3 et deux

sommets sont adjacents s’ils diffèrent d’une coordonnée.
Ainsi, on a bien un Q3

Dans ce chapitre on a pu faire un survol sur des notions et des définitions relatives à

la théorie des graphes. Nous avons décrit les différentes caractéristiques ainsi que quelques

propriétés.



Chapitre 2
Éléments sur les Codes Identifiants

Il faut tout rendre le plus simple possible,

mais pas plus.

Ne vous inquiétez pas de vos difficultés

en mathématiques, je vous assure que les

miennes sont bien plus grandes.

ALBERT EINSTEIN

Introduit pour la première fois dans les travaux de Karpovsky, Chakrabarty et Levitin

dans [44], les codes identifiants ont été utilisés dans l’étude des problèmes de localisation

et de détection de pannes dans les réseaux de multi-processeurs.

On lie les codes identifiants à la famille des problèmes de couverture par tests, définit

de manière générique comme suit [32] :

Étant donńee une matrice A, quels sont les sous-ensembles de lignes de Ade sorte que

les colonnes ŕesultantes sont toutes différentes.

La figure 2.1 présente un exemple de ce problème dans le cas d’une matrice à coeffi-

cients entiers.

Le problème de couverture par test a été, à l’origine, formulé pour modéliser un

problème d’aide au diagnostic médical dans lequel les lignes de la matrice correspondent

à des symptômes et les colonnes à des maladies. Les coefficients de cette matrice corres-

pondent à l’intensité de chaque symptôme dans les maladies. Le problème consistait alors à

déterminer un sous ensemble de symptômes qui identifiait les maladies de façon unique [32].
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Figure 2.1 – Problème de couverture par tests : il faut déterminer un en-
semble de lignes de la matrice permettant de différencier

les colonnes entre elles. Dans cet exemple les lignes 2 et
4 ne permettent pas de différencier les colonnes de la ma-

trice. Les lignes 1 et 3, quant a elles, permettent d’identi-
fier les colonnes A, B, C, D, E : on voit bien que les traces

des colonnes A, B, C, D, E sur les lignes 1 et 3 sont toutes
différentes.

2.1 Préliminaires

Dans cette section, on présentera la terminologie et les notations ayant trait aux codes

identifiants dans le but de normaliser la notation utiliséedans ce mémoire. Dans toute

la suite, on noteraG = (V, E), où V désigne l’ensemble des sommets du graphe etE

l’ensemble de ses arêtes. Généralement, ce graphe est connexe et simple.

Dans certains cas, nous utiliserons la première lettre de l’appellation de graphe, par exemple

on utiliseraG pour indiquer un graphe sous forme de grille.

2.1.1 Code couvrant, code śeparateur et code identifiant

Dans un grapheG = (V, E) donné, un codeC est un sous-ensemble de sommets (C ⊆

V ). Un élément de ce code est appelémot de code.

Définition 11 (Code couvrant) On dit qu’un sous-ensembleC ⊆ V de sommets est un

code couvrant du grapheG = (V, E) si et seulement si :∀ v ∈ V on a

N [v] ∩ C 6= ∅

En d’autre terme, si tout sommet deV \C est voisin à, au moins, un sommet deC. On

dira qu’un sommetc ∈ C couvrele sommetv si : c ∈ N [v].
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Les codes couvrants sont très étudiés dans la littérature. Dans [20] on définit un code cou-

vrant, sur l’espace euclidien, comme l’ensemble minimum decercles identiques pour cou-

vrir le plus large volume d’une surface donnée.

Figure 2.2 – Le sous-ensemble de sommets en noir est un code couvrant

minimum du graphe : tout sommet du graphe est voisin à au

moins un sommet noir

Définition 12 (Code séparateur)Un sous-ensembleC ′ ⊆ V est un code śeparateur si et

seulement si pour toute paire de sommets distincts(u, v) ∈ V 2, on a

N [u] ∩ C ′ 6= N [v] ∩ C ′

ou encore :

(N [u] ∩ C ′)∆(N [v] ∩ C ′) 6= ∅

Où A∆B représente la diff́erence syḿetrique de A et B qui vaut :(A \B) ∪ (B \ A)

On dira qu’un sommetc ∈ C ′ sépareles sommetsu et v s’il appartient à la différence

symétrique de(N [u] ∩ C ′)∆(N [v] ∩ C ′).

Figure 2.3 – Le sous-ensemble de sommets S en noirs représente un

code séparateur, en examinant tous les ensembles N [v]∩S,
on trouvera que ce code sépare bien ces ensembles, en

revanche on remarque qu’il existe un sommet v′ pour lequel
N [v′] ∩ S = ∅

Remarque 6 Dans la litt́erature anglo-saxon, un code identifiant peu désigner, parfois, un

code śeparateur.

Un code dansG = (V, E) qui est à la fois un code couvrant et séparateur est appelé

code identifiant dansG. De manière plus formelle :
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Définition 13 (Code identifiant) Étant donńe un grapheG = (V, E). On dit qu’un sous-

ensemble de sommetsC ⊆ V est un code identifiant si et seulement si :

1. pour tout sommetv ∈ V , on a :N [v] ∩ C 6= ∅ et

2. pour toute paire de sommetsu, v ∈ V , on a :N [u] ∩ C 6= N [v] ∩ C

Figure 2.4 – Le sous-ensemble de sommets C en noirs forme un code

identifiant, en examinant tous les ensembles N [v] ∩ C, on
trouvera que ce code couvre et sépare tous les sommets

L’ensembleN [v]∩C, qu’on noteraI(v, C) (parfoisI(v) lorsqu’il n’y a pas d’ambigüité)

est appelé l’ensemble identifiantdu sommetv. Une autre définition de code identifiant est

la suivante [32] :

Le sous ensemble de sommetsC est un code identi-

fiant si et seulement si l’applicationf définie par :

f : V → ℘(V )

v 7→ I(v, C)

est injective et dont l’image ne contient aucun

ensemble vide.

Lorsque le graphe considéré est infini, on parle de la densité minimum au lieu de la

cardinalité minimum d’un code identifiant.

Soit G est un graphe infini, on noted(C, G) la densité d’un code identifiant etd∗(G) la

densité minimum d’un code identifiant deG.

On définitla densit́ed’un code identifiant comme suit :

Définition 14 (Densité[43]) La densit́e d(C, G) d’un code identifiantC deG est d́efinie

comméetant la limite :

dr(C, G) = lim sup
n→∞

|C ∩Bn(v)|

|Bn(v)|
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LorsqueG = (V, E) est fini, on ad∗(G) = |C∗|
|V |

, oùC∗ est un code identifiant minimum

et |V | est l’ordre deG.

Définition 15 (Code identifiant irréductible[55]) On dit qu’un code identifiant est

irr éductible si la suppression d’uńelément de celui-ci donne un code qui n’est pas

identifiant.

En d’autre terme, un code identifiant est irréductible s’ilest minimal par inclusion.

Figure 2.5 – Exemple de code identifiant irréductible, la suppression d’un
seul sommet du code entraı̂ne certainement la perte de

la propriété d’identification (le code est représenté par les
sommets colorés).

2.2 Applications des codes identifiants

Les premiers travaux sur les codes identifiants avaient pourmotivation la résolution du

problème d’optimisation lié à l’identification de processeurs défectueux dans un réseau de

multi-processeurs[44].

Un tel système peut être modélisé sous forme d’un graphedont les sommets représentent

les processeurs et les arêtes modélisent les liens existants entre ces processeurs.

Le travail consiste à placer sur des processeurs, appelésprocesseurs détecteurs, des routines

(algorithmes) permettant le diagnostic des processeurs voisins. Un processeur détecteur

renvoie un signal binaire (0 ou 1), égal à 1 lorsqu’un processeur défectueux est voisin à

celui-ci et 0 si aucun n’est défectueux.

L’objectif est d’intégrer ces routines de test sur un nombre minimum de processeurs

tout en assurant un diagnostic permettant la détection et la localisation (ou tout simplement

l’identification) des processeurs défectueux. On appellera l’ensemble des processeurs

identifiants un code et un processeurs appartenant à cet ensemble un mot du code.

En d’autre terme, on veut minimiser le nombre de processeursidentifiants.

L’intérêt de ce modèle est de permettre l’identification, moyennant des signaux émis, des
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Figure 2.6 – Dans cette figure, on présente un réseau mutli-processeurs
contenant 9 processeurs (figure à gauche), l’ensemble des

processeurs colorés (figure de droite) permettent de couvrir
et de séparer l’ensemble des processeurs, ce qui veut dire

qu’ils identifient de manière unique tous les processeurs du
système.

processeurs défectueux. Ce qui mène à l’utilisation de la notion de code identifiant.

Une autre application des codes identifiants a été réalisée pour le problème de localisa-

tion par un réseau de capteurs à une échelle locale (immeuble, station de travail,...).

Les réseaux de capteurs est un nouveau moyen permettant d’atteindre et de surveiller notre

environnement. D’importantes applications de ces réseaux comprennent la surveillance des

bâtiments, des stations nucléaires, des réseaux de distribution...etc [34, 48, 55, 65].

Considérant, par exemple, le plan d’étage d’un immeuble (voir figure(a) ci-dessous), cet

étage est divisé en régions (5 pour notre exemple) susceptibles de contenir un capteur. Ce

plan d’étage sera modélisé sous forme de graphe (figure(b) ) où les régions sont représentées

par des sommets et deux sommets seront reliés si les deux régions sont RF-connexes [55]1.

L’objectif est de construire un réseau de capteurs optimal(le nombre de capteurs à placer

est minimum) pouvant identifier d’une manière unique la région de présence d’un éventuel

danger. Ceci revient à exhiber un sous-ensemble de sommetscorrespondant à un code identi-

fiant de cardinalité minimum du graphe. L’emplacement des détecteurs assurera que chaque

endroit sera couvert par un unique ensemble de détecteurs.Une description plus détaillée a

été donnée dans [55].

Par ailleurs, l’application des codes identifiants ne cessede croı̂tre, comme par exemple

dans [34] où on modélise le problème de couverture de grille dans un réseau de capteurs

distribué sous forme de programme linéaire en nombres entiers. En outre, dans [48] on

utilise ces codes pour l’étude le problème de surveillance dans un réseau sans fil.

1. On parle de RF-connectivité entre deux régions lorsqueles ondes radio d’une région peuvent pénétrer

sans obstacle dans l’autre région.
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a b

Figure 2.7 – Exemple de plan d’immeuble subdivisé en 5 régions, le

graphe correspondant est donné par la figure de droite.
Les sommets en noir représente un code identifiant pour

le graphe, c’est à dire les endroits ou les capteurs seront
placés.

2.3 Généralisations et variantes

Dans cette section, nous donnons quelques généralisations et variantes relatives aux

codes identifiants. Parmi celles-ci nous allons voir l’identification à distancer et l’identi-

fication d’ensembles de sommets.

2.3.1 Identification à distancer

Lorsqu’on a parlé dans la section précédente de code identifiant, on faisait allusion à

un code 1-identifiant c’est à dire en considérant le voisinage d’un sommet (r = 1). Cette

notion peut être étendue à l’identification de sommets àdistance au plusr. Dans la suite,

lorsqu’on parlera de code identifiant le lecteur est averti qu’il s’agit du code1-identifiant.

Définition 16 (coder-identifiant) On dit qu’un sous-ensemble de sommetsC ⊆ V est un

coder-identifiant si et seulement si :

1. pour tout sommetv ∈ V , on a :Br(v) ∩ C 6= ∅,

2. pour toute paire de sommets{u, v}, on a :Br(u) ∩ C 6= Br(v) ∩ C.

Dans ce cas on notera l’ensemble identifiant d’un sommetv parIr(v, C) = Br(v) ∩ C.

2.3.2 Identification d’ensembles de sommets

La première définition est adaptée au cas où un seul processeur pourrait tomber en

panne. Cependant, en pratique on peut dénombrer plusieursprocesseurs défectueux. Pour

remédier à une telle éventualité, on définit un code pouvant identifier jusqu’àp processeurs

défectueux. On parle alors d’identification d’ensembles de sommets.
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Figure 2.8 – Le sous-ensemble de sommets C colorés représente un

code 2-identifiant, car les sous-ensembles Br(v) de chaque
sommet du graphe sont tous non vides et deux à deux dis-

tincts

De manière formelle, un code identifiant les ensembles d’auplus p sommets est

défini comme suit :

On dit queC est un code identifiant les ensembles d’au plusp sommets si et seulement si

les ensemblesI(X, C) sont distincts pour tous les sous-ensemblesX ⊆ V de cardinalité

au plusp, où I(X, C) représente l’union de tous les ensembles identifiant les sommets

appartenant au sous-ensembleX, c’est-à-dire

I(X, C) =
⋃

v∈X

I(v, C)

Dans ce cas, on parle de code(1, 6 p)-identifiant. Si on ajoute la notion d’identification

à distancer alors on parle de code encore plus général qu’est le code(r,≤ p)-identifiant

qu’on définit comme suit :

Définition 17 (code(r,≤ p)-identifiant) On dit qu’un codeC est(r, 6 p)-identifiant si et

seulement si : les sous-ensemblesIr(X, C) sont tous deux̀a deux distincts et non vides pour

tous les sous-ensemblesX ⊆ V avec|X| ≤ p. Où :

Ir(X, C) =
⋃

v∈X

Ir(v, C)

Cependant, lorsque plus dep défaillances surviennent dans le système, ces codes ne sont

pas en mesure de nous informer de l’existence de plus desp défaillances déjà existantes.

Pour ce faire, Honkala et Laihonen [40] ont introduit les codes (r, 6 p)+-identifiants.

permettant de détecter plus dep pannes dans le réseau.
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2.3.3 Sommets de code non identifiables

Une autre variante des codes identifiants est de supposer queles sommets du code n’ont

pas à être identifiés. En d’autre terme, on peut considérer que les processeurs identifiants

(exécutant les routines de diagnostic) ne tombent jamais en panne. Ce qui veut dire qu’il

nous suffit de vérifier que :

I(u, C) 6= I(v, C)

pour toute paire de sommet distinctsu, v ∈ V \ C.

Un tel code est appelécode dominateur-localisateur.

2.3.4 Codes identifiants robustes

On peut supposer que les processeurs détecteurs peuvent être sujets à des défaillances.

Cette situation a été considérée par R.Ungrangsi et al dans [54, 55], où ils ont introduit une

nouvelle variante qui sont les codes identifiantsr-robustes utilisés dans des environnements

hostiles.

Définition 18 ([55]) Un code identifiantC d’un graphe donńeG = (V, E) est ditr-robuste

si :

I(u, C)∆A 6= I(v, C)∆B

pour toutu, v ∈ V etA, B ⊆ V avec|A|, |B| ≤ r.

En d’autre terme, on peut permettre l’ajout ou la suppression d’au plusr mots de code

de n’importe quel ensemble identifiant sans pour autant que cet ensemble perd sa propriété

d’identification.

Alternativement, il est possible de redéfinir les codes identifiantsr-robustes moyennant la

différence symétrique. Soit∆min la cardinalité minimum de toutes différences symétriques

entre deux sommets quelconques, c’est-à-dire :

∆min(C) = min
u,v∈V, u 6=v

|I(u, C)∆I(v, C)|

Définition 19 ([54]) On dit que le code identifiantC estr-robuste si et seulement si

∆min(C) ≥ 2r + 1

Par ailleurs, dans [45] les auteurs considèrent deux classes de codesr-robustes, à sa-

voir les codesr-sommets robustes et les codesr-arêtes robustes. La différence est que dans

la deuxième variante on ne supprime pas des sommets mais plutôt des arêtes (c’est-à-dire
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que les connections entre les sommets qui sont sujet à des d´efaillances) alors que dans la

première classe on supprime des sommets.

Cette deuxième classe de codesr-robustes a été traitée dans [35], où l’auteur donne la den-

sité minimum d’un code1-arête robuste identifiant2 dans une grille triangulaire. Par la suite

en 2006, pour certaines valeurs det etr, T. Laihonen [62] étudie les codest-arêtes robustes

r-identifiants dans les grilles royales, et obtient des densités optimales.

2.3.5 Codes(r,≤ p)−fortement identifiants

Dans les modèles précédents, on s’attend à ce que les informations (rapports) envoyées

par les processeurs soient correctes. Il est alors légitime de considérer que les processeurs

défectueux peuvent aussi envoyer une information erronée.

Dans [42] une autre variante a été proposée, ce sont les codes(r,≤ p)−fortement identi-

fiants, prenant en considération une telle situation.

Soit C ⊆ F n
2 un code etr, p ≥ 0 deux entiers, pour tout sous-ensembleX ⊆ F n

2 on définit

l’ensembleIr(X, C) tel que :

Ir(X, C) = {U |Ir(X, C) \ (X ∩ C) ⊆ U ⊆ Ir(X, C)}

Définition 20 ([42]) On dit qu’un codeC est(r,≤ p)-fortement identifiant si pour toute

paire de sous-ensemblesX1, X2 ⊆ F n
2 , distincts et|X1|, |X2| ≤ p on a :

Ir(X1, C) ∩ Ir(X2, C) = ∅

Différentes bornes et constructions ont été établies dans les hypercubes.

2.3.6 Codes identifiant et codes discriminants

Les codes discriminants, ou distinguants si on veut une traduction du mot anglais

”discriminate”, est une nouvelle notion qui a été introduite en 2006 par E. Charbit et al [8].

Nous allons dans un premier temps donner la définition, puisnous énonçons deux théorèmes

qui font le lien entre ce type code et le code identifiant.

SoitG = (V = I ∪A, E) un graphe biparti connexe etD un sous-ensemble deA (D ⊆ A).

Définition 21 ([8]) On dit queD est un code discriminant si les ensembles identifiants les

sommets deI sont tous distincts et non vides.

La motivation pour ce type de code émane du fait qu’on peut considérer l’ensembleI

(resp.A) comme un ensemble d’individus (resp. d’attributs), avec une arête entrei ∈ I

2. Ici on veut dire1-identifiant1-arête robuste
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et a ∈ A si l’individu i possède l’attributa. Ainsi, un code discriminant est un ensemble

d’attributs pouvant distinguer les individus.

Les codes discriminants sont étroitement liés aux codes identifiants. La différence réside

dans le fait que les mots du code n’appartiennent qu’au sous-ensembleA et ne doivent

identifier de manière unique que les sommets du sous-ensemble I.

Le problème de recherche de coder-discriminant de cardinalité minimum est NP-

Difficile [8, 27]. Vu que toute distance entre un sommet deI et un autre deA est impair

alors on ne considère que les codesr−discriminants avecr impair [9].

Définition 22 (sommets jumeaux) On dit que deux sommets,u et v, sont jumeaux si :

Br(u) = Br(v)

Remarque 7 Un coder-discriminant n’existe pas toujours. Une condition nécessaire et

suffisante pour qu’un grapheG = (V = I ∪ A, E) bipati admette un coder-discriminant

est qu’il ne poss̀ede pas de sommets jumeaux [27].

Avant de donner le lien, un rappel et quelque notations sont nécessaires. Ce lien n’est

établi que dans l’espace de Hamming de dimensionn, c’est à dire unn-cube binaire, qui

est aussi un graphe biparti régulier. On notera ce grapheG = (F n, E), où F = {0, 1} et

E = {(x, y) : d(x, y) 3 = 1}. Un vecteur est dit pair (respectivement impair) si son poids4

est pair (respectivement impair).

Étant donné un vecteurx ∈ F n, on noteπ(x) la fonction parité, telle que :

π(x) =







0 Si x est pair

1 Si x est impair

Si l’opérateur| représente la concaténation de vecteurs, alorsx|π(x) est toujours un vecteur

de poids pair. On noteEn (resp.On) l’ensemble des2n−1 vecteurs pairs (resp. impair) dans

F n.

Notons Mr(n) (respectivementDr(n)) la cardinalité minimum d’un coder-identifiant

(respectivement discriminant) dansF n.

Les deux théorèmes suivants montrent que tout coder-identifiant dansF n peut être

étendu à un coder-discriminant dansF n+1, et que tout coder-discriminant dansF n peut

3. La distance de hamming (ce référer au chapitre précédent).
4. c’est le nombre de coordonnées non nulles dans l’espace de Hamming
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être réduit à un coder-identifiant dansF n−1, pour toutr ≥ 1.

Théorème 1([26]) Soit deux entiersn ≥ 2, p ≥ 0 tel que2p + 1 < n, et soitC ⊆ F n un

code(2p + 1)-identifiant et

C ′ = {c|π(c) : c ∈ C}

AlorsC ′ est un code(2p + 1)-discriminant dansF n+1.

Et de ce fait :

D2p+1(n + 1) ≤M2p+1(n)

Théorème 2([26]) Soit deux entiersn ≥ 3, p ≥ 0 tel que2p + 2 < n, et soitC ⊆ En

un code(2p + 1)-discriminant etC ′ ⊆ F n−1 un code obtenu par la suppression d’une

coordonńe deC. AlorsC ′ est un code(2p + 1)-identifiant dansF n−1.

De ce fait :

M2p+1(n− 1) ≤ D2p+1(n)

Corollaire 1 ([26]) Pour toutn ≥ 2 etp ≥ 0 tel que2p + 1 < n, on a :

D2p+1(n + 1) = M2p+1(n)

On notera que le problème de recherche d’un code1-discriminant est polynômial pour

un arbre [27].

2.4 Codes identifiants et le probl̀eme de recouvrement

d’ensemble

Le problème de recouvrement d’ensemble est un des problèmes d’optimisation des

plus anciens et des plus étudiés.Énormément d’applications peuvent être formulées à

l’aide d’un problème de recouvrement comme l’assignationde personnel, positionnement

d’équipements d’urgence, construction de circuits imprimés.

Il appartient à la classe des problèmes NP-difficile.

Laifenfeld et al ont donné dans [49] une réduction5 du problème de recherche de code

r-identifiant au problème de recouvrement d’ensemble.

Une redéfinition du code identifiant est nécessaire, nous donnerons dans la suite une

autre interprétation du code identifiant et deux lemmes quinous permettrons de faire le

rapprochement entre les deux problèmes.

5. Concerant la notion de réduction le lecteur pourra se référer à [64]
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Dans la suite on suppose donné un grapheG = (V, E). Le problème de recouvrement

d’ensemble (SCP) peut être défini comme suit :

Définition 23 ([49]) Soit U un ensemble dem éléments etS une collection de sous-

ensembles deU : S = {S1, . . . , Sn} où Si ⊆ U ,(1 ≤ i ≤ n) et soit(ci)1≤i≤n des poids

assocíes aux sous-ensembles de la collectionS.

Une solution au probl̀eme SCP est un sous-ensembleT d’indices de{1, 2, . . . , n} tel que

tous leśeléments deU soient recouverts :

ie, T ⊆ {1, . . . , n}|
⋃

i∈T Si = U et tel que
∑

j∈T cj soit minimale.

Exemple 1 Soit U = {1, 2, 3, 4, 5}, S1 = {1, 3, 5}, S2 = {1, 2, 4}, S3 = {5, 2},

S4 = {1, 3, 2}.

On prendscj = 1, 1 ≤ j ≤ 4.

La solution est{1, 2}.

Ainsi, le problème de recherche d’un recouvrement d’ensemble minimum est défini

comme suit :

NOM : Recouvrement d’ensemble.

INSTANCE : Une collection de sous-ensembleS deU .

QUESTION : Quel est le sous-ensembleT ⊆ {1, . . . , n} tel que :

⋃

i∈T

Si = U et
∑

j∈T

cj soit minimum

Une réduction a été établie du problème de coder-identifiant (r-IC) au problème de

recouvrement d’ensemble (SCP) et vice versa. Nous n’allonsdonné qu’une réduction, le

lecteur pourra se référer à [49] pour de plus amples informations, puis nous donnons l’al-

gorithme d’approximation basé sur un algorithme glouton [64]. Donnons d’abord quelques

notations :

Soit D(u, v) la différence symétrique entreB1(u) et B1(v), c’est-à-direD(u, v) =

B1(u)∆B1(v).

On noteraDC(u, v), l’intersection entreD(u, v) et le codeC, i.e :DC(u, v) = D(u, v)∩C.

Ainsi, on peut remarquer queDC(u, v) n’est autre que la différence symétrique entre les

ensembles identifiants des sommetsu et v, c’est-à-dire :

DC(u, v) = I(u, C)∆I(v, C)

NotonsL l’ensemble{{x, y}|x 6= y, x, y ∈ V }.



2.4 Codes identifiants et le problème de recouvrement d’ensemble 32

Définition 24 ([49]) On appelle ensemble distinguant d’un sommetv, not́e δv, le sous-

ensemble des paires de sommets{x, y} deL pour lequel le sommetv appartientà D(x, y) :

δv = {{x, y} ∈ L|v ∈ D(x, y)}

Ainsi, le lemme suivant découle trivialement de la définition d’un code identifiant.

Lemme 1([49]) Le codeC est un code identifiant si :

∅ /∈ {DC(x, y)|{x, y} ∈ L}

Une autre manière de définir un code identifiant est d’utiliser la notion d’ensemble

distinguant défini précédemment.

Lemme 2([49]) On dit qu’un sous-ensembleC est un code identifiant si la famille des en-

sembles distinguants des sommets le constituant couvre l’ensembleL = {{x, y} ∈ V 2|x 6=

y}

La construction de code identifiant en utilisant une heuristique résolvant le problème de

recouvrement d’ensemble est la suivante :

1. Déterminer les voisins (B1(v)) de chaque sommet deV ,

2. Calculer les ensembles distinguantsM = {δu|u ∈ V },

3. Calculer le recouvrement minimumC par un algorithme glouton

Set cover greedy(L, M),

4. Le code identifiant résultant estC = {u ∈ V |δu ∈ C}, c’est-à-dire les sommets deV

pour lesquels leurs ensembles distingants appartient au recouvrement minimum (C).

Rappelons que Laifenfeld et Trachtenberg ont pu montrer qu’une réduction po-

lynômiale[64] existe du problème de recouvrement d’ensemble au problème des codes

identifiants et vice versa, et ce aussi bien dans le cas non orienté que dans le cas orienté.

D’autres réductions ont été établies et des heuristiques ont été développées pour les codes

r-identifiants et les codesr-robustes. Ils montrent aussi que

Théorème 3([49]) Il existe une constantea tel que pour tout grapheG d’ordre n on a :

Cgreedy

C∗
min

< a lnn

où Cgreedy et C∗
min représentent respectivement la cardinalité minimum obtenue par

l’heuristique et la cardinalité minimum d’un code identifiant dansG. En d’autre terme, le
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code obtenu par cette heuristique est proche à un facteur près de l’optimum.

Cependant, pour le cas oùr ≥ 1 la question reste ouverte concernant l’efficacité (que peut-

on dire des résultats obtenus par rapport à l’optimum ?) del’heuristique proposée dans le

cas des codesr-robustes identifiants.

2.5 Existence, complexit́e et construction de codes identi-

fiants

A la différence de certains codes, comme par exemple les codes couvrants ou

localisateurs-dominateurs, les graphes n’admettent pas toujours un code identifiant. Nous

allons présenter dans cette section les graphes n’admettant pas de code identifiant et nous

allons aborder aussi la question de la cardinalité extrémale d’un code identifiant en plus de

la complexité du problème.

2.5.1 Graphes n’admettant pas de code identifiant

Malheureusement, tous les graphes n’admettent de code identifiant. Étant donné un

grapheG = (V, E) et un entierr.

Remarque 8 On dit que le grapheG admet un coder-identifiantC ⊆ V si et seulement

si :

Pour toute paire de sommets distinctsv1, v2 ∈ V , on aBr(v1) 6= Br(v2).

En d’autre terme, le grapheG ne contient pas de sommets jumeaux.

En effet, si pour deux sommetsv1 et v2 distincts on aBr(v1) = Br(v2), alors pour tout

codeC ⊆ V on auraIr(v1, C) = Ir(v2, C) ce qui rend impossible l’existence d’un code

identifiant. Un exemple de graphes n’admettant pas de code identifiant sont les graphes

completsKn.

2.5.2 Complexit́e du problème

Dans cette sous section, nous allons aborder la complexitédu problème d’optimisation

associé à la recherche de code identifiant de cardinalitéminimum. Le problème est défini

comme suit :
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a

c
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e

g

f

Figure 2.9 – Un exemple de graphe qui n’admet pas de

code 1-identifiant, puisque B1(a) = B1(c) et
par conséquent I1(a, C) = I1(c, C) quelque

soit l’ensemble C.

NOM : CODE r-IDENTIFIANT :

INSTANCE : Un graphe,G = (V, E), admettant un coder-identifiant

QUESTION : Quelle est le sous-ensemble de sommets de cardinalité minimum

représentant un code identifiant du graphe ?

Dans [21, 23] Irène Charon, Olivier Hudry et Antoine Lobstein ont montré que le

problème de recherche de code identifiant optimal est NP-difficile. Nous verrons par la

suite que même pour un graphe aussi simple que le cycle, le problème de recherche d’un

code identifiant optimale n’est pas facile.

Les mêmes auteurs ont montré que le problème de décisionassocié au problème d’existence

d’un coder-identifiant de cardinalité au plusk dans un grapheG = (V, E), orienté ou non,

est NP-Complet pour toutr.

Théorème 4([23]) Soitr ≥ 1, le probl̀eme de d́ecision suivant est NP-Complet :

NOM : Coder−identifiant.

INSTANCE : Un grapheG = (V, E) connexe et un entierk ≤ |V |.

QUESTION : Existe-t-il un coder-identifiantC ⊆ V de cardinalit́e au plusk ?

La preuve est basée sur une réduction polynômiale du célèbre problème de décision

3− SAT [46] au problème de décision défini ci-dessus.

2.5.3 Graphes optimaux

Dans cette partie, nous présenterons des résultats parusdans [44], [24] et [33] traitant

des classes de graphes ayant la propriété de posséder descodes identifiants de cardinalité
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optimale6.

2.5.3.1 Graphes admettant un code identifiant de cardinalit́e égaleà ⌈log2(n + 1)⌉

Théorème 5([44]) SoitG = (V, E) un graphe d’ordren admettant un coder-identifiant

C, alors :

|C| ≥ ⌈log2(n + 1)⌉

Pour un codeC identifiant un ensemble d’au plusl sommets, c’est-à-dire code(1,≤ l)-

identifiant, on a :

Théorème 6([44])

|C| ≥

⌈

log2

l∑

i=0

(
n

i

)⌉

Dans la suite nous allons illustrer trois méthodes pour la construction de graphes

optimaux décrites, respectivement, dans [33, 44] et [24].

Première méthode Dans cette méthode, Karpovsky et al se sont intéressés àla génération

de graphe d’ordren pour lequel on associe un code identifiant de cardinalité minimum,

c’est-à-dire dont la cardinalité est égale à⌈log2(n + 1)⌉.

Soit le grapheG = (V, E), avec|V | = 2n−1. Pour tout sommet de ce graphe, on associe

un vecteur de longueurk = log2(n + 1) dont les composantes appartiennent à l’ensemble

{0, 1}.

(1, 0, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), · · · , (1, 1, . . . , 1)

On sélectionne comme mots de code les vecteurs dont les poids7 sont égaux à 1.

Ainsi, pour un sommetB = (b1, b2, . . . , bk), où bi ∈ {0, 1}, si ∃ bi = 1, alors celui-ci est

voisin au mot de code ayant laième composante égale à 1.

Une telle construction assurera que tout sommet soit couvert par un unique ensemble de

mots de code et donc tout sommet est identifié de manière unique.

6. L’optimalité dans ce paragraphe est considérée dans les deux sens, c’est-à-dire maximiser et minimiser

la cardinalité d’un coder-identifiant, bien que la pratique exige le plus souvent une minimisation
7. Le poids d’un vecteur binaire est égale au nombre de composantes non nulles
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Figure 2.10 – Graphe optimal G = (V, E) avec |V | = 23 − 1

ayant comme code 1-identifiant optimal l’en-

semble {(001), (010), (100)}.

Deuxième ḿethode Une autre méthode a été présentée dans [33]. Le but est de donner

une construction permettant de déterminer toutes les classes de graphe d’ordren ayant la

propriété que le code 1-identifiant associé est de cardinalité minimum, c’est-à-dire égale à

p = ⌈log2(n + 1)⌉.

Soit n un entier strictement positif (n ≥ 1) et p = ⌈log2(n + 1)⌉. Soit H un graphe ayant

p sommets qu’on note parx1, x2, . . . , xp admettant un code 1-identifiant. A partir deH

on construit un autre graphe notéC (H) d’ordre n et admettant comme code identifiant

l’ensembleC = {x1, x2, . . . , xp}. Ce graphe, dit optimal, est obtenu par la construction

suivante :

1. Soit H un graphe admettant l’ensembleC = {x1, x2, . . . , xp} comme code 1-

identifiant, au fur et à mesure, on rajoute des sommets connectés àH de manière

à ce que l’ensembleC reste toujours un code 1-identifiant.

Pour chaque sommetxj de H, on lui associe un vecteur caractéristique de son en-

semble identifiantI(xj, C). C’est un vecteurv(xj) dont les composantes appar-

tiennent à{0, 1} et tel quev(xj)i = 1 si et seulement sixi ∈ N [xj ]. Soit V =

{v(xj)|j = 1, . . . , p} l’ensemble des vecteurs caractéristiques des mots du code.

PuisqueH est pris de sorte qu’il admet un code 1-identifiant, alorsV contient exacte-

ment p vecteurs, et ne contient pas le vecteur(0, 0, . . . , 0).

2. Soit, maintenant,W un sous-ensemble den − p éléments de{0, 1}p\{V ∪

{(0, 0, . . . , 0)}}. Pour tout élémentw ∈ W, on ajoute un sommetym au grapheC (H)

tel que

N(ym) = {xi|wi = 1}

ym est tel quew est le vecteur caractéristique de l’ensemble identifiantI(ym, C).

3. On peut rajouter des arêtes entre deux sommets deC (H) correspondant au vecteurs

ym, w ∈ W , ceci ne change pas le fait queI(ym, C) = {xi|wi = 1} pour tout

w ∈ C (H)
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101

011111110

010 001100

Figure 2.11 – Un exemple de construction de graphe optimal C (H)

d’ordre 7 à partir d’un chemin de longueur 2 dont
les sommets sont v1, v2 et v3. Les sommets du

graphe optimal C (H) sont libellés par les vecteurs ca-
ractéristiques de leurs ensembles identifiants. Dans ce

graphe C = {v1, v2, v3},V = {(011), (110), (111)} et
W = {(001), (010), (100), (101)}.

La validation de cette construction a été prouvée.

Théorème 7([33]) Soitn ≥ 1 etH un graphèa p = ⌈log2(n+1)⌉ sommets, admettant un

code 1-identifiant. SoitC (H) le graphe obtenu par la construction décrite ci-dessus. Alors

C (H) est optimal, c’est-̀a-dire qu’il admet un code 1-identifiant de cardinalité⌈log2(n+1)⌉.

Troisi ème ḿethode Dans cette troisième méthode, on présentera une construction décrite

dans le travail de I. Charon et al [24]. Les auteurs donnent laconstruction d’une classe de

graphes d’ordren (fini) admettant des codes identifiants de cardinalité égale àp = ⌈log2(n+

1)⌉.

Soitr etn deux entiers tel quek = ⌈log2(n+1)⌉ ≥ 2r +2 ≥ 4 (où2k−1 ≤ n ≤ 2k−1). Le

but est la recherche d’un grapheG d’ordren admettant un coder-identifiant de cardinalité

égale àp.

Considérant le grapheGk = (Vk, Ek) unk−cycle (cycle de longueurk) tel que :

Vk = {v1,1, v2,1, . . . , vk,1}, Ek = {{v1,1, v2,1}, {v2,1, v3,1}, . . . , {vk−1,k, vk,1}, {vk,1, v1,1}}

On peut déduire que l’ensembleC = Vk est un coder−identifiant deGk, cark ≥ 2r + 2.

Pour tout1 ≤ i ≤ k, soitG′
i = (V ′

i , E
′
i) une chaı̂ne de longueurr − 2 tel que :

V ′
i = {vi,2, . . . , vi,r}, E ′

i = {{vi,2, vi,3}, . . . , {vi,r−1, vi,r}}

Ainsi, chaque chaı̂neG′
i est reliée au sommetvi,1.

Maintenant, on construit le grapheG∗
k = (V ∗

k , E∗
k), d’ordrekr, dont l’ensemble des sommets

et des arêtes sont respectivement :
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V ∗
k = Vk ∪

(
k⋃

i=1

V ′
i

)

, E∗
k = Ek ∪

(
k⋃

i=1

E ′
i

)

∪

(
k⋃

i=1

{vi,1, vi,2}

)

où l’ensembleC = Vk demeure toujours un code1-identifiant du nouveau grapheG∗
k, pour

les deux raisons suivantes :

a- Tous les sommets deV ′
i sontr-couvert parC.

b- Soient deux sommets distinctsvi,j et vm,l deV ∗
k . Si j < l, alorsvi,j estr−couvert par

plus de mots du code quevm,l, et sij = l alorsvi,j etvm,l ne peuvent êtresr−couvert

par les même mots du code.

Notons que|V ∗
k | = kr ≤ k(k − 2)/2 < 2k−1 ≤ n.

v
2,2

v2,1

v
12

v
1,1

v
1245

v
134

v
1234

v
4,2

v4,1

v5,1

v3,1

v
3,2

v
5,2

v
1,2 v

15

v
45

v
23 v

34

Figure 2.12 – Un exemple du cas où r = 1 et k = 5, les som-
mets colorés constituent un code identifiant. Dans ce

graphe le 5-cycle est C = {v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1}, on
n’a construit que 25 sommets, en lui ajoutant les six

sommets suivants : v13, v14, v24, v25, v35, v12345, on ob-

tiendra le graphe optimal.

Par ailleurs, des sommets peuvent être rajouter au graphe toute en gardant l’ensembleC

comme étant un coder-identifiant. En considérant un sous ensemble deVk, dep éléments.

Soit {vij ,1 : 1 ≤ ij ≤ k, 1 ≤ j ≤ p} un ensemble non vide et différent de tous les

sous-ensemblesr-couvrant les sommets deV ∗
k . A cet ensemble, on associe les nouveaux

sommetsvi1,...,ip, qu’on rajoute au grapheG∗
k, et qui sont reliés aux sommetsvi1,r, . . . , vip,r.

De ce fait, il existe2k − 1 − |V ∗
k | = 2k − 1 − kr sous-ensembles possibles de ce type

de sommets et puisque2k − 1 ≥ n, on peut rajoutern − kr de ce type de sommets au

grapheG∗
k et on obtient, ainsi, le grapheG d’ordre n. Puisque les sommetsvi1,...,ip sont

r-couvert parvi1,1, . . . , vip,1, cette construction montre que l’ensembleC, choisi au départ
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(le k-cycle), demeure un coder-identifiant pour le nouveau grapheG.

Ainsi, cette construction permet d’affirmer le résultat donné par le théorème suivant :

Théorème 8([24]) Soitr etn deux entiers tel quen ≥ 22r+1. Il existe un graphe connexe

d’ordre n admettant un coder-identifiant de cardinalit́e égaleà ⌈log2(n + 1)⌉.

Ce théorème est valide pourr = 1 avecn = 1 et n ≥ 3, et pourr = 2 est valide si et

seulement sin ≥ 6.

2.5.3.2 Graphes admettant un code identifiant de cardinalit́e égaleà n− 1

Dans cette partie, on présentera des graphes dits ”mauvais” ([24]). Cette nomination est

un peu logique, et ceci vient du fait que lorsqu’on est amenéà minimiser la cardinalité d’un

code identifiant, il se trouve que tous les codes identifiantspossibles ont une cardinalité

proche de l’ordre du graphe considéré, à savoirn− 1 oun.

Avant de présenter la méthode permettant la constructionde tels graphes, on évoquera

le théorème suivant montrant l’existence de tels graphes(d’ordre infini) :

Théorème 9 ([59]) Soit G = (V, E) un graphe d’ordre fini et admettant un code1-

identifiant (1-identifiable). Alors il existex ∈ V tel queV \ {x} est un code1−identifiant

deG.

Dans ce théorème, on exclue le cas oùG est lui même un stable.

Une généralisation immédiate pour un coder-identifiant est donnée par le corollaire

suivant :

Corollaire 2 ([59]) Soit r un entier strictement positif etG = (V, E) un graphe

r-identifiable, non stable et de multiplicité fini. Alors il existex ∈ V tel queV \ {x} est un

coder-identifiant deG.

Dans [24], I.Charon et al exhibent des graphes d’ordren pour lesquels tout code

r-identifiant minimum est de cardinalité égale àn− 1 sommets.

Théorème 10([24]) Pour toutn ≥ 3, il existe un grapheGn connexe d’ordren, tel que

tout code1−identifiant est de cardinalité égaleà n− 1.



2.5 Existence, complexité et construction de codes identifiants 40

Au moins trois graphes d’ordren admettent un code1-identifiant de cette cardinalité. Le

premier de ces graphes est le plus simple, c’est le graphe étoile qu’on note parK1,n−1.

Le deuxième graphe a un nombre pair de sommets, tel que :

Vn = {0, 1, . . . , n− 1 = 2p− 1}, et

En = {{i, j} : i, j ∈ Vn, i 6= j, i 6= j + p mod n}

oùp ≥ 2. Ce graphe n’est autre qu’un graphe complet (K2p) en lui ôtant le couplage parfait

(voir la figure 2.13).

Figure 2.13 – Exemple de graphe ayant un code identifiant de car-
dinalité minimum égale à n − 1, les sommets colorés

représentent le code. Le couplage est désigné par les
lignes discontinues.

Ainsi, tout sous-ensemble den− 1 sommets est un code1-identifiant. La preuve se base

sur l’impossibilité de construire un code possédant moins den− 1 sommets. Car on a pour

tout sommeti ∈ Vn,

B1(i) = Vn \ {i + p mod n}

et pour toute paire de sommets(i, j) ∈ V 2
n , i 6= j on a :

B1(i)∆B1(j) = {i + p mod n, j + p mod n}

Ceci traduit le fait qu’au moins un sommet de la différence symétrique ci-dessus doit ap-

partenir au codeC pour séparer les deux sommetsi et j. En supposant, sans perdre de

généralité, que{0} 6= C. Alors pour tout sommetsj 6= p,

B1(p)∆B1(j) = {0, j + p mod n} et

∅ 6= (B1(p)∆B1(j)) ∩ C ⊆ {j + p mod n}.

De ce fait, tous lesn − 1 sommetsj + p mod n appartiennent nécessairement au code, à

l’exception du sommet0.

Le troisième graphe possède un nombre impair de sommets, tel que :

Vn = {0, 1, . . . , n− 1 = 2p}, est l’ensemble de ses sommets, et
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En = {{i, j} : i, j ∈ Vn\{n−1}, i 6= j, i 6= j+p mod (n−1)}∪{{n−1, j} : j ∈ Vn\{n−1}}

l’ensemble des arêtes de ce graphe.

A la différence avec le deuxième graphe, on rajoute, pour ce graphe, un sommet adjacent à

tous les autres sommets (voir la figure 2.14).

Figure 2.14 – Code identifiant (sommets colorés) ayant pour cardina-

lité minimum n− 1.

Puisque le sommetn − 1 est à distance 1 de tous les autres, on a pour tout sommet

i, 0 ≤ i ≤ n − 2, B1(i)∆B1(n − 1) = {j + p mod (n − 1)}. De ce fait, lesn − 1ème

premiers sommets doivent appartenir au code.

Une généralisation a été donnée par les deux théorèmes qui suivent, et leurs

démonstrations reposent sur l’utilisation du deuxième et du troisième graphes su-cités.

Théorème 11([24]) Soit r et n deux entiers, òu r ≥ 2. Alors, pour toutn pair, avec

n ≥ 3r2, il existe un grapheGn connexe d’ordren tel que tout coder−identifiant deGn de

cardinalité minimum poss̀eden− 1 sommets.

Théorème 12([24]) Soit r et n deux entiers, òu r ≥ 2. Alors, pour toutn impair, avec

n ≥ 3r2, il existe un graphe,Gn+1 connexe d’ordren + 1 tel que tout coder−identifiant de

Gn+1 de cardinalit́e minimum poss̀eden sommets.

Il faut noté que les théorèmes 11 et 12 traitent, respectivement, le cas pair et impair de

l’ordre du graphe.

2.6 Résultats dans certaines classes de graphes

Dans cette section, nous présentons les plus importants r´esultats sur les codesr-

identifiants. Pour commencer, nous donnons la borne générale pour le cas des graphes

réguliers :
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Théorème 13([44]) Soit un entierr ≥ 1. La cardinalit́e minimum d’un coder−identifiant

pour un graphe,G = (V, E), régulier d’ordren est :

Mr(G) ≥
2n

br + 1

où br est la cardinalit́e d’une boule quelconque de rayonr centŕee sur un sommet arbitraire.

Cette borne a été prouvée d’une autre manière dans [17],ce qui a permis d’obtenir des

bornes plus fines.

2.6.1 Codes identifiants dans les grilles

2.6.1.1 Grilles carŕees

Plusieurs auteurs ont étudié le problème des codesr-identifiants dans cette classe de

graphes, en particulier [17, 44, 67] pour le cas d’un code identifiant (r = 1). Ce cas a été

complètement résolu et nous avons un code identifiant optimal de densité égale à7
20

(voir la

figure 2.15) :

Théorème 14([67]) La densit́e minimum d’un code identifiant dansZ2 est 7
20

Figure 2.15 – Deux codes identifiants de densité 7

20

Dans le cas des codesr-identifiants nous avons :

3

8r + 1
≤ d∗

r(GC) ≤







2
5r

si r est pair,
2r

5r2−2r+1
si r est impair.

où les bornes inférieures et supérieures sont obtenues respectivement dans [29] et [38].

Cependant pour de petites valeurs der, il peut exister des constructions de densité inférieure

à celles données dans la construction générale (voir lafigure 2.16). Ainsi, pour3 ≤ r ≤ 6

de nouvelles bornes supérieures ont été établies dans [22], les différents résultats sont listés

dans le tableau suivant :
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Figure 2.16 – Exemple de code 2-identifiant de densité 5

29

r borne inf nouvelles borne sup

3 3
28
≈ 0.1072 1

8
≈ 0.125

4 1
12
≈ 0.0833 8

85
≈ 0.0941

5 3
44
≈ 0.0682 2

25
≈ 0.08

6 3
52
≈ 0.0577 3

46
≈ 0.0652

Par ailleurs, les grilles carrées finies ont été aussi étudiées dans [43]. Les constructions

obtenues se basent, essentiellement, sur les résultats optimaux déjà obtenus dans les grilles

carrées infinies, en apportant un nombre de corrections (ajout ou soustraction de sommets

au code).

2.6.1.2 Grilles triangulaires

Ce sont les grilles carrées avec une diagonale, c’est une autre famille de graphes

réguliers. Dans le cas d’un code identifiant, nous avons uneconstruction donnée dans [44]

qui coincı̈de avec la borne inférieure générale (voir lafigure 2.17).

. . . .

. . . .

. . . .

. . . .

Figure 2.17 – code identifiant (les sommets colorés) de densité opti-
male égale à 1

4
.

Dans [29], en posant des conditions surr, les auteurs ont donné des constructions

générales de codesr-identifiants. Les résultats obtenus correspondent au casoù r est im-

pair,r ≥ 4 et divisible par 4 et pourr paire et non divisible par 4.

Par la suite, les travaux parus dans [22], I. Charon et al ont pu établir de nouvelles bornes
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moyennant une heuristique, pour de petites valeurs der (2 ≤ r ≤ 6). Le tableau suivant

représente un récapitulatif des résultats obtenus :

r borne inf borne sup

2 2
15
≈ 0.1333 1

6
≈ 0.1667

3 2
21
≈ 0.0952 2

17
≈ 0.1177

4 2
27
≈ 0.0741 1

12
≈ 0.0833

5 2
33
≈ 0.0606 1

13
≈ 0.0769

6 2
39
≈ 0.0513 1

14
≈ 0.0714

Pour le cas le plus général, c’est-à-dire les codes(r,≤ l)-identifiants, des travaux ont

été réalisés, on peut citer par exemple le travail de Honkala et Laihonen [39], où les auteurs

montrent que la densité minimum d’un code(1,≤ 2)-identifiant, dans une grille triangulaire

infinie est au moins9
16

, et donnent une construction atteignant cette borne.

De plus ils montrent que pour toutn ≥ 16 et divisible par4, le code(1,≤ 2)-identifiant

optimal possède au moins9
16

n2 mots de code. En outre, les codes identifiants robustes ont

été aussi considérés dans [45] pour cette famille de graphes.

2.6.1.3 Grilles hexagonales

Connues aussi sous le nom de grilles briques. Pour le cas d’uncode identifiant nous

avons
12

29
≤ d∗

1(GH) ≤
3

7

où les bornes inférieures et supérieures sont donnée respectivement dans [5] et [16].

Figure 2.18 – Exemple de code identifiant de densité 3

7

Pour les cas oùr ≥ 2, le tableau suivant résume quelques résultats donnés dans [22] :
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r borne inf nouvelle borne inf

2 2
11
≈ 0.1818 4

19
≈ 0.2105

3 2
17
≈ 0.1176 1

6
≈ 0.1667

4 2
23
≈ 0.087 1

9
≈ 0.1111

5 2
27
≈ 0.0741 4

35
≈ 0.1143

6 2
33
≈ 0.0606 1

11
≈ 0.0909

7 2
37
≈ 0.0541 1

12
≈ 0.0833

8 2
43
≈ 0.0456 1

13
≈ 0.0769

Notons que les résultats obtenus sont pour des valeurs allant jusqu’àr = 30.

2.6.1.4 Grilles carŕeesà deux diagonales

Tout comme les grilles précédentes, une grille royale estaussi un graphe régulier.

En 2001, G. Cohen et al [19] ont montré que pour une grille royale infinie la densité mini-

male d’un code identifiant est au moins égale à2
9
. Puis en 2002, l’heuristique développée

dans [22] montre que la nouvelle borne supérieure coı̈ncide parfaitement avec les bornes

inférieures déjà établies dans [29, 30]. Le tableau suivant résume quelques résultats obtenus

pour la densité minimale de codesr-identifiant (r = 1, . . . 4) :

r borne inf la nouvelle borne sup

1 2
9
≈ 0.2222 2

9
≈ 0.2222

2 1
8
≈ 0.125 1

8
≈ 0.125

3 1
12
≈ 0.0833 1

12
≈ 0.0833

4 1
16
≈ 0.0625 1

16
≈ 0.0625

Dans [30], I. Charon et al ont traité le problème de recherche de coder-identifiant de

densité minimum pour toutr ≥ 2, et ont donné la cardinalité minimum.

Théorème 15([30]) Pour tout entierr positif, il existe un coder-identifiant de densité

égaleà 1
4r

Soitk ∈ Z, etCk l’ensemble de sommets tel que

Ck = {(2kr + α, α)| α ∈ Z, α pair}

Le codeC représentant l’union de tous les ensemblesCk pour toutk ∈ Z est un code

r-identifiant.

En outre, en montrant que tout coder-identifiant a une densité au moins égale à1
4r

, alors
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. . . .

. . . .

. 
. 
. 
.

. 
. 
. 
.

Figure 2.19 – Exemple de construction de code 3-identifiant de den-
sité optimale égale à 1

12

Théorème 16([30]) La densit́e minimum d’un coder-identifiant est telle que :

d∗
r(GK) =







2
9

Si r = 1

1
4r

Pour toutr ≥ 2

2.6.2 Hypercubes

Beaucoup de chercheurs se sont penchés sur le problème descodes identifiants dans les

hypercubes, ce qui a engendré une littérature abondante.Parmi les références traitant de

cette classe de graphes, nous citons [12, 13, 14, 15, 28, 31, 44, 56, 57, 58, 63, 66].

Dans le cas des hypercubes nous avons un résultat asymptotique donné par le théorème

suivant :

Théorème 17([57]) Soitl ≥ 1 un entier fixe etρ ∈ [0, 1
2
[. Supposons quer

n
→ ρ, alors :

lim
n→∞

1

n
log2 M≤l

r (n) = 1− h(ρ)

où M≤l
r (n) et h(.) représentent respectivement la cardinalité minimum

d’un code (r,≤ l)-identifiant dans Qn et la fonction entropie binaire, tel que

h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x).

On peut remarquer que lorsquel ≥ 2, il n’existe pas de code(r,≤ l)-identifiant pour tout

r ≥ ⌊1
2
⌋. Ce qui explique le fait qu’on suppose queρ < 1

2
dans le théorème ci-dessus.

U. Blass, I. Honkala, S. Litsyn ont posé la conjecture suivante :

Conjecture 1 ([66]) Pour toutr etn ≥ 2r + 1 on a

Mr(n) ≤ Mr(n + 1)
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Cette conjecture a été démontrée dans le cas oùr = 1 par J. Moncel [31]. De manière

encore plus générale, nous avons la conjecture suivante :

Conjecture 2 ([66]) Pour toutr etn ≥ 2r + 1 on a

Mr1+r2
(n1 + n2) ≤Mr1

(n1)Mr2
(n2)

Dans [15], cette conjecture a été prouvée partiellementdans le cas général pour les

codes(r,≤ l)-identifiants. Ainsi, nous avons

Théorème 18([15]) Pour toutl ≥ r + 3, on a

M≤l
r+1(n + m) ≤M≤l

1 (n)M≤l
r (m)

Dans la même optique, G. Exoo et al ont montré le résultat suivant :

Théorème 19([12]) pour toutn ≥ 2, on a

M1(n + 1) ≤

(

2 +
1

n + 1

)

M1(n)

Les résultats présentés ici ont fait l’objet de plusieurs améliorations.

Dans le tableau suivant, on récapitule les résultats les plus récents obtenus dans les hyper-

cubes [14, 28] :

n M1(n) M2(n) M3(n)

borne inf borne sup borne inf borne sup borne inf borne sup

2 3 3 − − − −

3 4 4 7 7 − −

4 7 7 6 6 15 15

5 10 10 6 6 10 10
6 19 19 8 8 7 7

7 32 32 14 14 8 8

8 56 61 17 21 10 13

9 101 112 27 32 13 17

10 183 208 43 57 18 25

11 337 352 71 100 25 36

12 623 684 118 177 39 67

13 1158 1280 199 318 61 109

14 2164 2550 341 566 95 180

15 4063 4787 590 1020 151 305

16 7654 9494 1033 1844 241 530

17 14469 18558 1824 3476 383 901

18 27434 35604 3244 6430 608 1628

19 52155 65536 5809 12458 974 2846

20 99392 131072 10465 25401 1656 5813
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L’équivalence existante entre les codes(1,≤ l)-identifiants et les codesµ-fold m-

couvrants8 a été à l’origine de la construction de codes identifiantsoptimaux. De ce fait,

nous avons :

Corollaire 3 ([63]) Soit un entierl ≥ 3. Alors

M
(≤l)
1 (n) = (2l − 1)

2n

n + 1

si et seulement si il existe deux entiersi etµ0 tel queµ0 ≡ 0 mod (2l − 1), 2l − 1 ≤ 2iµ0

etn = µ02
i − 1

Corollaire 4 ([56]) Pour toutk ≥ 1 :

M
(≤2)
1 (3.2k − 1) = 23.2k−k−1

et pour toutk ≥ 3 :

M
(≤2)
1 (2k − 1) = 3.22k−k−1

2.6.3 Châınes et cycles

Dans le cas des chaı̂nes (CH) et des cycles (CY), le problème de recherche d’un code

r-identifiant de cardinalité minimum est complètement résolu.

Dans les chaı̂nes infinies, nous avons la densité optimale d’un coder-identifiant qui est

donnée par le théorème suivant :

Théorème 20([50]) Pour toutr ≥ 1, on a :

d∗
r(CH∞) =

1

2

Dans les premiers travaux N. Bertrand et al [50] ont obtenu les résultats suivants dans le

cas où la longueur du circuit est paire :

– Mr(CYn) = n
2

pour toutr ≥ 1 etn ≥ 2r + 4,

– Mr(CY2r+2) = 2r + 1 pour toutr ≥ 1 ;

8. Un codeµ-fold m-couvrant est un codem-couvrant ou chaque sommet est couvert par au moinsµ mots

du code [20].
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[                                                    ] 

r r r r

1

2

Figure 2.20 – Exemple de deux codes r-identifiants périodiques de
densité minimum égale à 1

2
dans CHn, les mots du

codes sont colorés

Il ne restait que le cas où la longueur est impaire. Gravier et al ont étudié ce cas dans [60].

Pour ce faire, les auteurs ont défini un grapheC ′
(n,r) ayant pour ensemble de sommets

{vi : iZn} tel quevi−rvi+r+1 soit une arête deC ′
(n,r). Ainsi, ils ont obtenu des bornes

générales pour la cardinalité minimum d’un coder-identifiant dans les cycles :

Théorème 21([60]) Pour toutr ≥ 1 etn ≥ 2r + 3 et impair, on a :

n + 1

2
+

pgcd(2r + 1, n)− 1

2
≤ Mr(CYn) ≤

n + 1

2
+ r

Les auteurs ont donné les conditions sous lesquelles ces bornes sont atteintes. Cepen-

dant, le cas oùpgcd(2r + 1, n) = 1, etn ≥ 3r + 2 et impair n’a été traité que plus tard dans

[47].

Théorème 22([47]) Soientr ≥ 1 etn ≥ 3r + 2 et impair, etpgcd(2r + 1, n) = 1.

Mr(CYn) =







n+1
2

+ 1 si n = 2m(2r + 1) + 1 oun = (2m + 1)(2r + 1) + 2r

n+1
2

sinon.

D.L Roberts et al ont traité le cas oùr = 2 en donnant la cardinalité minimum d’un code

2-identifiant aussi bien dans une chaı̂ne que dans un cycle [6].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné les différentes terminologies et notations utilisées

pour les codes identifiants.

Nous avons évoqué les liens existants entre les codes identifiants avec d’autres types

de codes, à savoir : les codes localisateurs-dominateurs et les codes discriminants. Des

variantes des codes identifiants sont données et le problème NP-dur de recherche de code

identifiant de cardinalité minimum a été défini dans les graphes non-orientés.

En outre, la question d’existence de code identifiant a étéévoquée ainsi que la construc-

tion de graphes optimaux. Enfin, nous avons exposé les plus importants résultats obtenus



2.6 Résultats dans certaines classes de graphes 50

pour certaines classes de graphes tels que les grilles, les chaı̂nes, les cycles et les hypercubes.



Chapitre 3
Codes Identifiants dans les Graphes

Orient́es

Chaque homme passe sa vie entre deux

meules. S’il est homme, elle l’usent

jusqu’à la perfection. Sinon, jusqu’à sa

destruction. Les meules sont le ciel et la

terre.

PROVERBE CHINOIS.

.

En considérant des liens directionnels (orientés) entreles processeurs du système, le

graphe correspondant à ce réseau sera orienté. Dans ce cas, un processeurp1 ne peut tester

un autre processeurp2 que s’il existe un arc allant dep1 versp2.

Ainsi, on dira qu’un sous-ensemble de sommetsC est un code identifiant d’un graphe orienté

GD = (VD, ED) si et seulement si :

1. pour tout sommetv ∈ VD, on a :Γ−[v] ∩ C 6= ∅ et

2. pour toute paire de sommetsu, v ∈ VD, on a :Γ−[u] ∩ C 6= Γ−[v] ∩ C

oùΓ−[v] représente l’ensemble des prédécesseurs du sommetv y compris ce dernier.

Dans l’exemple donné par la figure (3.1) on a :

Γ−[1] = {1, 4}, Γ−[2] = {1, 2}, Γ−[3] = {1, 2, 3, 4}, Γ−[4] = {4}

Ainsi, l’ensembleC = {1, 2, 3} représente un code identifiant dans ce graphe.

Peu de travaux traitant le problème de recherche de codes identifiants de cardinalité

minimum dans le cas de graphes orientés existent, mis à part le cas d’arbre orienté où un
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1

4

3

2

Figure 3.1 – Exemple de code identifiant d’un graphe orienté.

algorithme linéaire a été proposé [25] et une modélisation du problème en un programme

linéaire en nombres entiers (PLNE).

Dans [21], l’étude de la complexité du problème en question montre que pour un graphe

G asymétrique et un entierk, le problème de décision relatif à l’existence d’un code

r-identifiant de cardinalité au plusk dansG est NP-Complet pour toutr ≥ 1.

3.1 Algorithme linéaire pour les arbres orient́es

Cette section est dédiée à la présentation de l’algorithme linéaire pour la recherche d’un

code identifiant dans un arbre orienté [25].

Avant de commencer la description de l’algorithme, nous pr´esentons d’abord la termi-

nologie utilisée dans cette algorithme. Pour ne pas tomberdans la confusion, oublions pour

le moment l’orientation.

r

Figure 3.2 – Exemple d’arbre orienté, T = (V, A), de profondeur égale
à 4 et de racine r

Dans la figure ci-dessus, le graphe étant un arbre, noté parT (V, A), et admettant le

sommetr comme racine. On appelle aussir le père des sommetsf1 et f2 et grand-père de
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pf1, pf2, . . . , pf5. Les sommets dont le degré est égale à 1 sont appelé des feuilles, comme

par exemple les sommetsp1, p2 etp5 (voir la figure 3.2).

Enfin, on appelleprofondeur(parfois appelée aussihauteur) la plus longue distance entre

la raciner et une feuille de l’arbre T (dans notre exemple elle est égale à 3).

Lorsqu’on tient compte des orientations on parle aussi de voisin-entrant et voisin-sortant.

Ainsi, dans la figure ci-dessus la raciner est un voisin entrant def1 etf2.

Le premier appel de l’algorithme récursif ID-TREE commence par un arbreT0 = (V, E)

non vide à partir duquel on construit un code1-identifiantC deT0, et un sous-ensemble de

sommetsC0 = ∅.

Dans la suiteT et C désignent, respectivement, l’arbre et le code identifiantd’un appel de

l’algorithme. A l’étape initiale on a l’arbre et le code initiauxT0, C0.

L’idée de l’algorithme est qu’à chaque étape on réduit l’arbreT et on augmente l’ensemble

C. En d’autre terme, l’algorithme ne fait qu’ôter des sommets deT et rajouter des sommets

àC.

ALGORITHME ID-TREE(T,C)

Cas 1 : La profondeur de T est au plus 1
- Si f a des voisins sortant appartenant au codeC, alors on ôte ces sommets deV (voir figure 3.3.0).

- Sinon on opère selon ces cinq cas :

1. Si f n’a pas de voisins entrants, alors àC on rajoutef et tous ses voisins sortants(voir figure

3.3.1).

2. Si f n’a qu’un seul voisin entrants et au moins un voisin sortant, alors àC on rajoutes, f et

tous ses voisins sortants à l’exception d’un seule(voir figure 3.3.2).

3. Si f n’a qu’un seul voisin entrants mais pas de voisin sortant, alorsC ←− C ∪ {f, s} (voir

figure 3.3.3).

4. Si f a au moins deux voisins entrants et au moins un voisin sortant, alors àC on rajoutef et

tous ses voisins entrants et tous ses voisins sortants sauf un(voir figure 3.3.4).

5. Si f a au moins deux voisins entrants et aucun voisin sortant, alors àC on rajoute tous les

voisins entrants def (voir figure 3.3.5).

- Stop : fin de l’algorithme.

Cas 2 : L’arbre a une profondeur au moins égale à 2.

Étape 1 : On choisit unx ∈ V tel que tous ses fils sont des feuilles, on appellera ce sommetx un

porte-feuille.

Étape 2 : Cette étape englobe deux opérationsα etβ, tel que :

Opération α : On ôte deV tous les voisins sortants dex qui sont des mots du code (appartenant

au codeC).

Opération β : Si x a au moins un fils, alors on opère suivant les neuf cas suivant:

1. Six n’a aucun fils entrant et a un père entranty, alors on rajoute àC les sommetsx, y

et tous les fils dex sauf un, puis on enlèvex et tous ses fils deV (voir figure 3.4.1).
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2. Six n’a aucun fils entrant et a un père sortanty, alors on ajoutex et tous ses fils àC

et on enlève tous les fils dex deV (voir figure 3.4.2).

3. Six a au moins un fils sortant et au moins un fils entrant, alors on ajoutex et tous ses

fils sauf un fils sortant àC. Puis on enlève tous les fils dex deV (voir figure 3.4.3).

4. Six n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a un père entrant, alors on

ajoute tous les fils dex à C, et on enlèvex et tous ses fils deV (voir figure 3.4.4).

5. Six ∈ C, x n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a un père sortant

y, alors : on ajoute tous les fils dex à C, on enlève tous les fils dex sauf unt deV ,

on enlève l’arc(t, x) deA et on ajoute l’arc(t, y) aA (voir figure 3.4.5).

6. Six /∈ C, x n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a un père sortant,

alors : on ajoute tous les fils dex à C, on enlèvex et tous ses fils deV (voir figure

3.4.6).

7. Six /∈ C, x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a un père entranty, alors :

on ajoutex ety àC, on enlèvex et le fils dex àV (voir figure 3.4.7).

8. Six ∈ C, x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a un père entrant, alors : on

ajoute le fils dex àC, on enlèvex et le fils dex deV (voir figure 3.4.8).

9. Si x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrantt, et a un père sortanty, alors : on

ajoutex et t à C, on enlève l’arc(t, x) deA et on ajoute l’arc(t, y) à A (voir figure

3.4.9).

Étape 3 : Appel récursif : ID-Tree(T,V) avec les nouveau paramètres.

(0) (1)

(2) (3)

(4) (5)

Figure 3.3 – Cas où T est de profondeur 1 dans l’algorithme. Les som-
mets noirs appartiennent au code C, les blancs dans

V \ C, et le statut des sommets gris est indéterminé. Un
sommet gris restant gris après la transformation n’a pas

changé de statut.
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(1)
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(2)

y
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(3)
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(4)
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y

(5)

y
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y

t s s

t

(6)

y

x x

y

(7)

y

x x

y

(8)

y

x x

y

(9)

y

x x

y

t

t

s

Figure 3.4 – Les cas β.1 à β.9 de l’algorithme. Les sommets noirs sont

dans C, les blancs dans V \ C, et le statut des sommets

gris est indéterminé. Un sommet gris restant gris après
la transformation n’a pas changé de statut. Les sommets

situés au-deçà de la double barre sont enlevés de V .
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3.1.1 Validité et linéarité de l’algorithme

On remarque qu’un sommet n’est choisi qu’au plus une seule fois comme porte-feuille

(sommet dont le fils est un sommet pendant) ce qui implique quel’algorithme se termine.

De plus chaque opération effectuée réduit soit le nombrede sommets, soit le nombre de

sommets de profondeur maximale de l’arbre. Ainsi, on peut affirmer que l’algorithme réduit

la taille du problème initial.

La validité de l’algorithme a été prouvée par inductionsur le nombre d’appels de

l’algorithme récursif, d’une part.

D’autre part, la linéarité de l’algorithme a été aussi prouvée. En effet, le parcours de l’arbre

se fait en largeur car l’algorithme décrit l’arbre en donnant pour chaque sommet son père et

ses fils ainsi que la direction des arcs.

Ainsi, ce parcours se fait en un temps linéaire par rapport au nombre de sommets de l’arbre.

En outre, les opérations effectuées ne traitent que des arcs et ne nécessitent qu’un nombre

élémentaire d’opérations borné par une constante. Ce qui montre que la complexité de

l’algorithme est linéaire par rapport au nombre d’arcs.

3.2 Modélisation en PLNE du problème de code identi-

fiants

Dans cette section, nous donnons une formulation du problème d’optimisation combi-

natoire lié à la recherche de code identifiant de cardinalité minimum dans un graphe orienté.

Notons que ce travail est une extension des résultats dans le cas de graphes non-orientés au

cas de graphes orienté [68, 69].

3.2.1 Description du probl̀eme

Rappelons que le problème de recherche de code identifiant de cardinalité minimum est

défini comme suite :

NOM : CODE r-IDENTIFIANT :

INSTANCE : Un graphe,G = (V, E), admettant un coder-identifiant

QUESTION : Quelle est le sous-ensemble de sommets de cardinalité minimum

représentant un coder-identifiant du graphe ?

Comme données, nous avons un graphe identifiable et dans notre cas on aura besoin d’une

certaine matrice.
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Les auteurs ont défini un code identifiant comme suit :

Étant donné un graphe orientéG = (V, E), d’ordren, modélisant un système de diagnostic

de pannes, où les sommets représentent les composantes dusystème et la propagation de

failles entre deux composants est représentée par un arc.C’est à dire qu’un composant peut

devenir la source de la faille qui peut se propager à d’autres composants. Il s’agit alors de

placer un nombre minimum d’alarmes pour détecter la sourcede la faille.

Soit u un sommet deV et T (u) = {u} ∪ {v| il existe un chemin allant deu àv}. Un code

identifiantC dansG est tel que

(T (u) ∩ C) 6= ∅ et

(T (u) ∩ C)∆(T (v) ∩ C) 6= ∅, pour toutu 6= v

Un tel code n’existe que si le graphe considéré est acyclique (ne contient pas de cycle) [68].

3.2.2 Identification des variables de d́ecision

Soit X un sous-ensemble de sommets deV . On noteX̃ le vecteur caractéristique

(x1, x2, . . . , xn)t, où

xi =







1, si le sommeti ∈ X ,

0 sinon.

Dans le cas du problème de code identifiant nous nous demandons pour un sommet donné,

s’il fait partie du code ou non.

Si C est un code identifiant auquel on associe le vecteur caractéristique (c1, c2, . . . , cn)t,

alors les variablesci, i ∈ {1, 2, . . . , n}, représentent les variables de décision de notre

modèle indiquant si le sommeti deV est un mot de code ou non.

3.2.3 Fonction objectif

L’objectif est de choisir un sous-ensembleC minimum de sommets de sorte qu’à chaque

sommet du graphe on lui associe un sous-ensemble deC unique et non vide.

En d’autre terme, il s’agit de choisir un sous ensemble de cardinalité minimumC, ce qui

revient à minimiser :

n∑

i=1

ci (3.1)

De manière plus générale, la fonction objectif s’écritcomme suit :
n∑

i=1

fici (3.2)

oùfi représente le coût lié au choix du sommeti comme mot de code.
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3.2.4 Contraintes

Quand on fait le choix du sous-ensemble de sommets, ce dernier doit satisfaire les condi-

tions (contraintes) suivantes :

– la couverture de tous les sommets

– la séparation.

les deux contraintes ci-dessus seront redéfinies en utilisant la notation vectorielle :

SoitR = [rij]n×n la matrice définie comme suit :

rij =







1 si le sommetj peut être atteint en partant du sommeti,

0 sinon.

Notons par−→v un vecteur colonne constant, par exemple :

−→
1 = (1, 1, . . . , 1)

︸ ︷︷ ︸

n composantes

Etant donné deux vecteursX etY de{0, 1}n, alors

X 6= Y ⇔ (|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xn − yn|)
t 6=
−→
0

et

X 6=
−→
0 ⇔

n∑

k=1

xk ≥ 1

L’ensemble identifiant deC d’un sommet xi est donné parI−
1 (xi, C) =

(ri1c1, ri2c2, . . . , rincn)t.

Ainsi

I−
1 (xi, C) 6= I−

1 (xj , C) ⇔ (ri1c1, ri2c2, . . . , rincn) 6= (rj1c1, rj2c2, . . . , rjncn)

⇔
n∑

k=1

|rik − rjk|ck ≥ 1 (3.3)

Par conséquent, dans le programme linéaire on auram = n(n − 1)/2 inégalité de type

(3.3).

Théorème 23([68]) SoitL = [lij ]m×n une matrice telle que

lij =
n∑

k=1

i6=j

|rik − rjk|.
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Ainsi,C est un code identifiant si et seulement si






RC ≥
−→
1 (3.4)

LC ≥
−→
1 (3.5)

C ∈ {0, 1}n

L’inégalité 3.4 assurera queI−
1 (xi, C) 6= ∅ pour tout sommetxi ∈ V , et l’inégalité3.5

assurera que tout les sommets soit séparés.

Pour déterminer le problème d’optimisation associé au codeC on associe à chaque sommet

xi du graphe un coûtfi. Notons par
−→
F = (f1, f2, . . . , fn) le vecteur coût, alors le PLNE

associé au problème de recherche de code identifiant minimum dans un graphe orienté est

(PLNE)







min FC

sous les contraintes. LC ≥
−→
1

RC ≥
−→
1

ci ∈ {0, 1} ∀ 1 ≤ i ≤ n

3.2.5 Exemple

Étant donné le graphe illustré dans la figure 3.5-a

1

2

3 4

1

2

3 4

(a) (b)

Figure 3.5 – Exemple de code identifiant obtenu en résolvant le pro-
gramme linéaire associé au graphe donné dans (a)

La matriceR associé à ce graphe est

R4×4 =








1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1








Par conséquent la matriceL est égale
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L6×4 =













1 0 0 0

1 1 0 1

1 1 1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

0 0 1 1













La résolution du programme linéaire en nombres entiers suivant :







min
∑4

i=1 ci

sc. LC ≥
−→
1

RC ≥
−→
1

ci ∈ {0, 1} ∀ 1 ≤ i ≤ 4

nous donne le vecteur solutionC = (1, 0, 1, 1) qui correspond à l’ensemble des sommets

{1, 3, 4} (voir la figure 3.5-b).

Remarque 9 Dans cet exemple, nous avons pour vecteur coût le vecteurF = (1, 1, 1, 1),

ce qui veut dire que tous les sommets du graphe sont sujets au même côut.



Chapitre 4
Codes Identifiants dans les Chemins et les

Circuits

L’expérience est une lanterne accrochée

dans le dos qui éclaire le passé.

CONFICIUS.

Dans ce chapitre nous présentons les premiers résultats obtenus dans le cas des chemins

et des circuits.

Nous énonçons les différents résultats ainsi que les d´emonstrations.

Pour les graphes orientés, un sous-ensembleC ⊆ V est un coder-identifiant si et seulement

si :

i. I−
r (i) 6= ∅, pour tout sommeti ∈ V

ii. I−
r (i)∆I−

r (j) 6= ∅ pour tout paire de sommets(i, j), i 6= j.

où I−
r (i) = Γ−

r [i] ∩ C Dans le cas d’un chemin nous avons :

I−
r (i)∆I−

r (i + 1) = {i− r, i− r + 1}

Ainsi, on remarque que pour ce type de graphes, un code identifiant doit nécessairement

couvrir tous les sommets et séparer toute paire de sommets consécutifs.

En exploitant cette propriété, nous avons pu obtenir les premiers résultats sur la cardinalité

minimum de codes 1 et2-identifiant.

4.1 Code identifiant dans les chemins

SoitPn = {x0, x1, . . . , xn} un chemin de longueurn. Nous allons d’abord étudier le cas

d’un code 1-identifiant puis le cas 2-identifiant.
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4.1.1 Code identifiant

Lemme 3 L’ensembleC est un code 1-identifiant dePn si et seulement si :

1. Les deux sommetsx0 etx1 sont des mots du codeC,

2. Pour toute paire de sommets consécutifs,xi etxi+1, i ∈ {2, 3, . . . , n− 1}, xi ouxi+1

est un mot du codeC,

3. Pour tout triplet de sommets consécutifs,xi, xi+1 etxi+2, i ∈ {0, 3, . . . , n − 2}, on a

xi ∈ C ouxi+2 ∈ C.

Démonstration.Pour (1), six0 /∈ C alorsI−(x0) = ∅, c’est à dire quex0 ne sera pas

couvert par le code. Doncx0 ∈ C. Si x1 /∈ C alorsI−(x0) = I−(x1) = {x0}, c’est-à-dire

quex0 etx1 ne seront pas séparés. Doncx1 ∈ C.

Pour (2), supposons quexi /∈ C et quexi+1 /∈ C. Alors I−(xi+1) = ∅. Doncxi ∈ C ou

xi+1 ∈ C.

Pour (3) supposons qu’aucun des deux sommetsxi et xi+2 n’appartient au code. Alors

deux cas se présentent (voir la figure 4.1) :

cas 1 : Si xi+1 ∈ C, alors nous auronsI−(xi+1) = I−(xi+2) = {xi+1}, c’est-à-dire que les

deux sommetsxi+1 etxi+2 ne seront pas séparés.

Cas 2 : Si xi+1 /∈ C, forcément les deux sommetsxi+1 et xi+2 ne seront pas couverts

puisuqeI−(xi+1) = I−(xi+2) = ∅.

Donc, dans les deux cas l’un des deux sommetsxi etxi+2 doit appartenir au code.

x i x i+1 x i+2 x i x i+1 x i+2

Figure 4.1 – Dans la figure de gauche on peut remarquer que

I−(xi+1) = I−(xi+2) = xi+1, et dans le figure de droite
on peut voir que I−(xi+1) = I−(xi+2) = ∅

On remarque que les conditions sont nécessaires et suffisantes pour la couverture de tous

les sommets dePn, car chaque demi-boule1 est constitué de deux sommets consécutifs.

Montrons que (1), (2) et (3) sont suffisantes pour la séparation.

Soientxi etxj deux sommets. Alors deux cas se présentent :

Cas 1 : Les deux sommets sont voisins, sans perdre de généralité, on prendj = i + 1.

Nous avons vu que la condition (1) permet de séparer les deuxsommetsx0 et x1.

Pour les autres paires de sommets consécutifs ; en vertu de la condition (3), on sait

1. La demi-boule de rayon r et de centrev représente l’ensembleΓ−

r [v]
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quexi−1 ∈ C ouxi+1 ∈ C, ainsi nous auronsI−(xi) 6= I
−(xj). Doncxi etxj seront

séparés.

Cas 2 : xi etxj ne sont pas voisins, en d’autre terme, la distanced(xi, xj) ≥ 2.

Supposons, sans perdre de généralité, quej = i + 2. Ainsi, nous avonsΓ−
1 [xi] =

{xi−1, xi} et Γ−
1 [xj ] = {xi+1, xi+2}, or en vertu de la condition (2), nous aurons

I−(xi) 6= I
−(xj). Doncxi etxj seront séparés.

D’où la suffisance des conditions (1), (2) et (3) pour la séparation.

De ce qui précède, on peut déduire que pour chaque trois sommets consécutifs au

moins deux sont des mots du code. Alors, si on note pard∗
1 la densité optimale d’un code

1-identifiant dansP∞, on a

Théorème 24 SoitC un code identifiant dansP∞, alors :

d∗(P∞) =
2

3

Démonstration.Il suffit de remarque que ce résultat est une conséquence directe des condi-

tions (2) et (3) du lemme 3, donc on ad∗(Pn) ≥ 2
3
. Et pour conclure il suffit d’exhiber un

code ayant cette densité (voir la figure 4.2).

Figure 4.2 – Code 1-identifiant de denstité optimale égale à 2

3

A présent, en se basant sur la propriété de couverture d’ensemble, nous allons donner la

cardinalité minimum d’un code1-identifiant dans un chemin,Pn, de longueur finie.

Théorème 25 La cardinalit́e minimum d’un code identifiant, notée parM−
1 (Pn) dans un

chemin orient́e de longueurn− 1 (poss̀edantn sommets) est donnée par :

M−
1 (Pn) =







2p Si n=3p

2p + 1 Si n=3p+1

2p + 2 Si n=3p+2
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Démonstration.SoitV l’ensemble des sommets dePn. Notons parL, l’ensemble des som-

mets qui sont identifiés par un seul mot de code (couvert par un seul mot du code). Alors on

aura|V | − |L| dont leurs ensembles identifiants sont de cardinalité égale à deux. En d’autre

termeC couvre de manière double ces sommets. Ainsi, en utilisant le fait que|L| ≤ |C| (au

plus|C| sont couvert par un seul mot du code), alors

2(|V | − |L|) + |L| ≤
∑

xi∈C

|Γ−
1 [xi]| ≤ 2.|C|

d’où

2|V | − |L| ≤ 2|C| ⇔ 2|V | − |C| ≤ 2|C|

⇔ 2
3
|V | ≤ |C|

Donc

|C| ≥

⌈
2n

3

⌉

Posonsn = 3p + q, q ∈ {0, 1, 2}. Ainsi on aura :
⌈

2n

3

⌉

=

⌈
2(3p + q)

3

⌉

= 2p +

⌈
2q

3

⌉

Donc : Siq = 0, alors⌈2q

3
⌉ = 0. Si q = 1, alors⌈2q

3
⌉ = 1. Et Siq = 2, alors⌈2q

3
⌉ = 2.

n=10== 1[3]

8 n=9== 0[3]

n=8== 2[3]1 2 3 5 74 60

1 2 3 5 74 60

81 2 3 5 74 60 9

Figure 4.3 – Exemple de code identifiant dans des chemins de lon-
gueurs égales à 7,8,9

Pour conclure on exhibe un code identifiant atteignant la borne pour chaque cas. Ainsi,

nous prenderonsC = {xi|i ≡ 0[3] et i ≡ 1[3]} pour tous les cas (voir la figure 4.3).

4.1.2 Code 2-identifiant

Dans la preuve de notre théorème nous avons besoin du résultat suivant :

SoitPn = {x0, x1, . . . , xn} un chemin de longueurn. Et C un code dansPn.
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Lemme 4 Soit C un sous-ensemble de sommets dePn. On dit queC est un code2-

identifiant dansPn si et seulement si :

1. Les trois sommetsx0,x1 etx2 appartiennent au code,

2. Pour tout triplet de sommets consécutifs,xi, xi+1, xi+2, i ∈ {3, 4, . . . , n−2}, au moins

un appartient au code,

3. Pour tout quadruplet de sommets consécutifs, xi, xi+1, xi+2, xi+3, i ∈

{3, 4, . . . , n− 3}, on ne peut avoirxi /∈ C etxi+3 /∈ C.

Démonstration.Pour la condition (1), six0 /∈ C, alorsΓ−
2 [x0] = ∅ (le sommet ne sera pas

couvert). Doncx0 ∈ C.

Supposons quex1 /∈ C alors I−
2 (x0) = I−

2 (x1), donc les sommetsx0 et x1 ne sont pas

séparés ce qui contredit le fait queC soit un code identifiant. Doncx1 ∈ C.

Enfin, supposons quex2 /∈ C, alors les deux sommetsx1 etx2 ne sont pas séparés (I−2 (x1) =

I−2 (x2)). Doncx2 ∈ C.

Pour la condition (2), si aucun des trois sommetsxi, xi+1, xi+2 n’appartient au code alors

I−(xi+2) = ∅ ce qui contredit le fait que le codeC est couvrant.

Pour (3) supposons qu’aucun des deux sommetsxi et xi+3 n’est dansC alors les sommets

xi+2 et xi+3 ne seront pas séparer du fait queI−2 (xi+2) = I−2 (xi+3) = {xi+1, xi+2}. donc

xi ∈ C ouxi+3 ∈ C, i ∈ {3, 4, . . . , n− 2}.

On remarque que les conditions (1) et (2) sont nécessaires et suffisantes pour queΓ−
2 [xi] ∩

C 6= ∅ pour touti ∈ {0, 1, . . . , n}.

Montrons que les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantes pour la séparation. Soientxi et

xj deux sommets distincts. Ainsi, deux cas se présentent :

Cas 1 Les deux sommets sont voisins,j = i + 1. Dans ce cas, en vertu de (1) nous avons

les paires(x0, x1), (x1, x2), (x2, x3) qui sont séparés, et en vertu de (2), nous avons

xi−3 ∈ C et xi ∈ C pour tout paire(xi, xi+1), où i ∈ {3, 4, . . . , n − 1}. Ainsi nous

auronsI−2 (xi) 6= I
−
2 (xi+1) pour toute les paires de sommets consécutifs. Donc les

deux sommetsxi etxj sont séparés par le codeC.

Cas 2 xi et xj sont à distance au moins égale à2, c’est-à-dired(xi, xj) ≥ 2. Dans ce cas,

si d(xi, xj) > 2 (j > i + 2), alors en vertu de (2) nous auronsI−2 (xi) 6= I
−
2 (xj), et si

d(xi, xj) = 2 en vertu des conditions (2) et (3) nous aurons aussiI−2 (xi) 6= I
−
2 (xj).

Donc les sommetsxi etxj sont séparés par le codeC.

Pour une question d’ambéguı̈té nous avons jugé plus convenable de noter tout sommet

xi par son indicei.

Nous savons que tout code2-identifiant est2-séparateur dansPn. Or pour tout sommet
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i ∈ Pn nous avonsΓ−
2 [i]∆Γ−

2 [i + 1] = {i− 2, i + 1}, alors∀ i ∈ Pn l’un des sommetsi− 2

et i + 1 doit appartenir àC (condition (3) du lemme 4). De ce fait on aurai − 2 ∈ C ou

i+1 ∈ C pour tout sommeti ∈ {2, n−1} dePn (voir la figure 4.4). On appelera alors cette

disjonction unecontrainteélémentaire(CE) et on l’abrégera dans la suite pari− 2 ∨ i + 1.

Figure 4.4 – Un des deux sommets i ou i + 3 appartient au code pour
séparer les deux sommets i + 2 i + 3

Nous allons présenter un exemple qui nous permettra d’eclaircir quelques notations que

nous allons utiliser dans les deux prochains paragraphes (´etude de code2-identifiants dans

le cas de chemin et de circuit).

Exemple 2 Etant donńe un chemin,P10 = x0, x1, . . . , x9, de longueur 9. Ainsi, pour ce

chemin on aura neuf paires de sommets consécutifs qu’on doit śeparer, puisque tout code2-

identifiant doit2-séparer chaque deux sommets consécutifs. Donc on aura neuf contraintes

élémentaires (CEs)̀a satisfaire que nouśenuḿerons comme suit :0 ∨ 3, 3 ∨ 6, 6 ∨ 9, 1 ∨

4, 4∨ 7, 2∨ 5, 5∨ 8, notons que nous avons omi les deux CEs relativesà la śeparation des

paires (0,1) et (1,2), puisque, en vertu de la condition (1) du lemme 4, elles sont sépaŕees.

L’ensemble de ces contrainte sera appelé contrainte ǵeńerale (CG). Partionnant cette en-

semble de contrainteśelémentaires (ou la contrainte géńerale) en trois sous-ensembles de

contraintes, que nous appelerons contraintes partielles (CP). Ainsi, nous avons

0 ∨ 3, 3 ∨ 6, 6 ∨ 9

1 ∨ 4, 4 ∨ 7

2 ∨ 5, 5 ∨ 8

Cenpendant, une adaptation de la notation est nécessaire, dans le but d’en tirer la formula-

tion pour le cas ǵeńeral. Ainsi, ces contraintes partielles peuvent s’écrire comme suit :

0 ∨ 0 + 1× 3, 0 + 1× 3 ∨ 0 + 2× 3, 0 + 2× 3 ∨ 0 + 3× 3 (c0)

1 ∨ 1 + 1× 3, 1 + 1× 3 ∨ 1 + 2× 3 (c1)

2 ∨ 2 + 1× 3, 2 + 1× 3 ∨ 2 + 2× 3 (c2)

On appeleraci, i = 0, 1, 2, la contrainte partiellei.
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Dans le cas générale, si le nombre de sommets du chemin considéré estn, alors posons

n = 3p + q, avecp ∈ {1, 2, . . . , [n
3
]} etq ∈ {0, 1, 2}. On appelera la contrainte partiellei, la

contrainte donnée par :

i ∨ i + 1× 3, i + 1× 3 ∨ i + 2× 3, . . . , i + (si − 1)× 3 ∨ i + si × 3

oùsi est le plus grand entier pour lequel l’inégalité suivanteest vérifiée :

i + si × 3 ≤ n

Dans l’exemple précédent nous avons, pour la contrainte partiellec0, s0 = 3.

Notons parVi l’ensemble des sommets de la contrainte partiellei. Nous remarquons

queVi ∩ Vj = ∅, pour touti 6= j|i, j ∈ {0, 1, 2}. En d’autre terme, toutes les contraintes

partielles sont indépendantes les unes des autres.

Ainsi, satisfaire la contrainte générale, pour obtenir un code2-identifiant, revient à satisfaire

toutes les contraintes partielles.

En utilisant cette notation, nous aboutissons au résultatsuivant :

Théorème 26 Soitn = 3p + q, où q ∈ {0, 1, 2} et C un code2-identifiant d’un chemin

Pn, etM−
2 (Pn) sa cardinalit́e minimum. Alors :

(1) Si q = 0, p ≥ 1, M−
2 (Pn) =







3p

2
+ 1 si p est pair

3(p+1)
2

si p est impair

(2) Si q = 1, p ≥ 1, M−
2 (Pn) =







3p

2
+ 2 si p est pair

3(p+1)
2

si p est impair

(3) Si q = 2, p ≥ 1, M−
2 (Pn) =







3p

2
+ 2 si p est pair

3(p+1)
2

+ 1 si p est impair

Démonstration.Pour le premier cas, c’est à direp ≥ 1 et q = 0, en vertu de la condition (1)

du lemme 4 , on sait, d’un côté, que les sommets0, 1 et2 sont du code, ce qui veut dire que

la première CE des CPs 0,1 et 2 est satisfaite.

D’un autre côté et en vertu de la condition (2) du lemme 4 on aura forcément un mot du

code parmi les sommets3, 4 et5, donc on aura une CE parmis les CPs 0,1 et 2 dont les deux

sommets sont du code. Sans perte de généralité, soit3 ce sommet, alors on aura deux CEs de

la CP 0 satisfaites, dans ce cas il reste(p− 3) CEs non encore satisfaites, alors nous aurons

besoin d’au moins⌈p−3
2
⌉mots du code pour satisfaire les CEs restantes de CP 0.

Par ailleurs, pour les CPs 1 et 2 on a qu’une seule contrainte qui est satisfaire (puisque

1, 2 ∈ C), alors pour chacune des CP il reste(p − 2) CEs à satisfaire, d’où la nécessité
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d’avoir au moins⌈p−2
2
⌉mots du code pour satisfaire les CPs 1 et 2.

On onclut qu’au total il faut au moins :

4 + 2

⌈
p− 2

2

⌉

+

⌈
p− 3

2

⌉

mots du code pour satisfaire la contrainte générale.

Si p est pair, alorsM−
2 (Pn) ≥ 3p

2
+ 1. Sinon,M−

2 (Pn) ≥ 3(p+1)
2

.

Il ne reste qu’à exhiber un code atteignant cette borne pourconclure. En effet, en utilisant la

construction suivante, on atteint cette borne :

On prend tout les sommetsi ∈ V , tel quei est pair en ajoutant les sommets0 et1.

0 1 2 4 63 5 7 8

Figure 4.5 – Code 2-identifiant C = {2, 4, 6, 8}∪ {0, 1} pour un chemin
de longueur égale à 8 (n = 3× 3 + 0 sommets)

Pour le cas oùp ≥ 1 et q = 1, le raisonnement est similaire. En effet, concernant la

première CE de la première CP on aura(p − 1) CEs à satisfaire puisque0 ∈ C. Ainsi, on

aura besoin d’au moins⌈p−1
2
⌉mots du code. Pour les CPs 1 et 2 on aura besoin, respective-

ment, d’au moins⌈p−3
2
⌉ et ⌈p−2

2
⌉ mots du code pour staisfaires les contraintes élémentaires

restantes. Au total on aura besoin d’au moins :

4 +

⌈
p− 3

2

⌉

+

⌈
p− 2

2

⌉

+

⌈
p− 1

2

⌉

mots du code.

Ainsi, si p est pair, alorsM−
2 (Pn) ≥ 3p

2
+ 2. Sinon,M−

2 (Pn) ≥ 3(p+1)
2

.

0 1 4 65 92 3 7 8

Figure 4.6 – Code 2-identifiant dans un chemin ayant n = 3 × 3 + 1

sommets (p=3, q=1)

Pour conclure nous exhibons un code atteignant cette borne.En effet, nous avons le

codeC = {i|i pair} ∪ {0, 1} atteignant cette borne (voir la figure 4.6).

Enfin dans le dernier cas, c’est-à-direp ≥ 1 et q = 2, par un un raisonnement analogue,

on aura(p − 1) contraintes élémentaires à satisfaire pour les CPs 0 et 1, et on aura besoin

respectivement, d’au moins⌈p−1
2
⌉ et ⌈p−2

2
⌉ mots de code. Et pour la CP 2 on a(p − 1) CE
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et puisque2 ∈ C il reste(p− 2) CEs à satisfaire, donc au moins⌈p−2
2
⌉mots du code. Ainsi,

au total on aura besoin de :

4 + 2

⌈
p− 2

2

⌉

+

⌈
p− 1

2

⌉

mots du code.

Si p est pair, alorsM−
2 (Pn) ≥ 3p

2
+ 2. Et si p est impair, alorsM−

2 (Pn) ≥ 3(p+1)
2

. Pour

conclure il suffit de considérer la même construction que dans les deux cas précédents pour

exhiber un code2-identifiant atteignant cette borne.

0 1 4 65 92 3 7 8 10

Figure 4.7 – Exemple de code 2-identifiant dans un chemin ayant 3 ×

3 + 2 = 11 sommets (p=3, q=2)

4.2 Code identifiant dans les circuits

Dans le cas d’un circuit, on a établi des résultats optimaux dans le cas de codes2-

identifiants.

4.2.1 Code 2-identifiant

Dans le cas d’un circuit, les deux conditions du lemme 4 restent valides. Ainsi :

Lemme 5 SoitCIn = {1, 2, . . . , n, 1} un circuit de longueurn. On dit queC est un code

2-identifiant pourCIn si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout triplet de sommets consécutifsxi, xi+1 et xi+2 au moins un appartient au

code,

2. Pour tout quadruplet de sommets consécutifsxi, . . . , xi+3 on ne peut avoirxi /∈ C et

xi+3 /∈ C.

Démonstration.La preuve est similaire au lemme 4 dans le cas d’un chemin orienté. En

ajoutant la condition que la distance séparant les deux sommetsi et j n’est pas plus grande

que celle séparantj de i pour montrer la suffisance et la nécessité des conditions (1),(2) et

(3).
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Pour le cas d’un circuit, bien que le raisonnement est analogue à celui d’un chemin, il

existe, cependant, quelques différences au niveau de la structure et de la formulation. Ainsi,

on défini une contrainte partiellei (i ∈ {1, 2, 3}) par :

i ∨ i + 1× 3, i + 1× 3 ∨ i + 2× 3, . . . , i + (si − 1)× 3 ∨ i + si × 3, i + si × 3 ∨ hi

oùsi représente le plus grand entier tel que :

i + si × 3 ≤ n

ethi est tel quei + (si + 1)× 3 ≡ hi( mod [n]), (ie hi ∈ {1, 2, 3}).

Exemple 3 SoitCn = {1, 2, . . . , n, 1} un circuit de longueurn. Supposons que n=10, ainsi

p = 3 et q = 1. Alors les contraintes partielles (CPs), 1,2 et 3, seront données comme suit :

1 ∨ 4, 4 ∨ 7, 7 ∨ 10, 10 ∨ 3, (i = 1)

2 ∨ 5, 5 ∨ 8, 8 ∨ 1 (i = 2)

3 ∨ 6, 6 ∨ 9, 9 ∨ 2 (i = 3)

Notons pari|j la contrainteélémentairei ∨ j. Alors la contrainte ǵeńerale (CG) sera de la

forme :

1|4|7|10|3|6|9|2|5|8|1

Si, par exemple,n = 12, on aura alors une CG de la forme :

1|4|7|10|1, 2|5|8|11|2, 3|6|9|12|3

Pour le cas d’un circuit, nous avons pu déterminer la cadinalité minimum d’un code

2-identifiant. Ce résultat est donnée par le théorème suivant :

Théorème 27 Pour un circuit de longueurn on a :

i. Un chemin de longueur3 n’admet pas de code2-identifiant,

ii. M−
2 (C4) = 3,

iii. M−
2 (C2k) = k, pour toutk ≥ 3,

iv. M−
2 (C2k+1) = k + 2, pour toutk ≥ 2
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Démonstration.Pour (i), il est claire que pour un chemin de longueur 3 on ne peut obtenir

un code 2-identifiant du fait de la présence de sommets jumeaux.

Pour (ii), nous montrons qu’il ne peut y’avoir de code2-identifiant de cardinalité deux

dans un circuit de longueur4. En effet, supposons qu’on a deux sommets seulement

appartenant au code. Sans perdre de généralité, soientx1 et x3 ces deux sommets, alors

I−
2 (x1) = I−

2 (x3) = {x1, x3}. Donc au moins 3 sommets sont du code et il suffit d’exhiber

un code ayant une cardinalité égale à 3 pour conclure (voir la figure 4.8).

Figure 4.8 – Exemple de code 2-identifiant dans C4

Concernant (iii), c’est-à-dire le cas où la longueur du circuit est paire (n = 2k), on sait

qu’on an
2

= k contraintes élémentaires (CEs) à satisfaire donc on aura besoin d’au moinsk

mots de code.

Il suffit alors d’exhiber un code 2-identifiant de cardinalité égale àk pour conclure. Or on

peut prendre comme code l’ensembleC = {i|i pair, 1 ≤ i ≤ n} (voir la figure 4.9) d’où le

résultat.

1
2

3

4

5

6

7
8

9

10

11

12

Figure 4.9 – Exemple de code 2-identifiant dans un circuit de longueur

12. On voit que dans cette exemple qu’il suffit de 6 mots
du code pour couvrir et séparer tous les sommets du cir-

cuit.

Pour les mêmes raisons que pour le cas pair, lorsquen = 2k + 1 on aura besoin d’au

moinsk + 1 mots de code pour satisfaire toutes les CEs.

Ainsi, on aura au moins une CE dont les deux sommets sont du code. On veut montrer

que |C| > k + 1. Pour ce faire on supposera qu’on peut trouver un code2-identifiantC
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de cardinalité égale àk + 1 pour un circuit de longueurn et dont les sommets sont dans

{1, 2, . . . , n}, et on aboutira à une contradiction.

Puisqu’on ak + 1 sommets qui sont du code, alors forcément on a deux sommets adjacents

qui sont du code. Sans perte de généralité soient1 et 2 ces deux sommets or l’un des deux

sommetsn et3 doit nécessairement appartenir au code en vertu de la condition (2) du lemme

5. Ainsi, pour tout code2-identifiant on aura au moins trois sommets consécutifs quisont

du code.

Deux cas se présentent :

Cas 1 : prenons le cas où la longueur du circuit estn = 4p + 3 (k = 2p + 1). Puisqu’au

moins trois sommets consécutifs sont du code (d’après ce qui a été dit précédemment),

alors il nous reste encore4p sommets à couvrir et à séparer. Or en vertu des conditions

(1) et (2) du lemme 5, on sait que pour chaque 4 sommets consécutifs, au moins deux

sont du code. Ainsi on aura besoin d’au moins2p sommets qui sont du code, donc au

total2p + 3 = k + 2 sommets sont du code (voir l’exemple de la figure 4.10). D’oùla

contradiction.

Figure 4.10 – Exemple de code 2-identifiant de cardinalité optimale
égale à 2× 2 + 3 dans un circuit de longeure 4× 2 + 3

Cas 2 : pourn = 4p + 1 (k = 2p). En observant attentivement ce cas, on verra qu’il s’agit

d’un cas similaire. Nous avonsn = 4p + 1 = [4(p− 1) + 3] + 2 (k = 2p). Ainsi nous

aurons2(p− 1) + 3 = k + 1 sommets du code parmi les4(p− 1) + 3 que nous avons

(En vertu de la condition (2) du lemme 5) plus les 3 sommets consécutifs appartenant

au code. Dans le cas où aucun des deux sommets restants ne sont du code, sans perdre

de généralité disantn − 1 et n − 2, alors on aura nécessairement les trois sommets

n− 3,n− 4 etn− 5 appartenant au code (voir la représentation de gauche de lafigure

4.11). De ce fait nous avons4(p−2) sommets qui sont couverts et séparés par2(p−2)

mots de code plus les sommetsn− 3,n− 4 etn− 5 et les trois sommets consécutifs.

Ce qui fera au total2(p− 2) + 6 = 2p + 2 = k + 2 mot de code.

Si, l’un des deux sommetsn−1 oun−2 appartient au code alors, nous aurons ce der-

nier plus les2(p−1) mots de code pour couvrir et séparer les4(p−1) sommets (condi-



4.2 Code identifiant dans les circuits 73

1
2

n
n-1

n-2

n-3

n-4

n-5

1
2

n
n-1

n-2

n-3

n-4

n-5

Figure 4.11 – Exemple de deux codes 2-identifiants de cardinalité mi-

nimum

tion (2) et (3) du lemme 5) plus les trois sommets consécutifs (voir la représentation de

droite de la figure 4.11). Ainsi nous aurons un total de1+2(p−1)+3 = 2p+2 = k+2

mots de code.

Donc, dans les deux cas, on aura au moins un total dek + 2 mots de code.

On conclut avec l’exhibition d’un code atteignant cette borne. Ce dernier est constitué de

l’ensemble de sommetsC = {2} ∪ {i ≡ 1[2], 1 ≤ i ≤ n}.



Conclusion et perspectives

Au terme de ce mémoire, nous avons réalisé que beaucoup detravaux sur les codes

identifiants ont été entrepris et ce pour différentes familles de graphes (une bibliographie

de près de 180 articles est recensé sur le site d’Antoine Lobstein [2]). Cet intérêt, sans

cesse croissant, est du à l’importance de cette notion et deses applications pratiques,

notamment dans les systèmes de détection de pannes dans les réseaux et de dangers dans

des environnements hostiles.

Plusieurs variantes ont été étudiées dans, le plus souvent, des graphes réguliers comme les

grilles et les hypercubes.

Les derniers travaux réalisés dans ce domaine intègrent, de plus en plus, des heuristiques

pour la résolution du problème. Ceci s’explique par le fait que le problème de recherche de

code identifiant est NP-difficile.

Nous avons abordé dans ce mémoire le problème de recherche de code identifiant

de cardinalité minimum dans les graphes. La recherche bibliographique effectuée nous a

permis d’approfondir nos connaissances dans cette thématique en plein essor.

Nous nous sommes fixé pour objectif, d’une part, d’analyseret de comprendre les différents

travaux traitant le problème des codes identifiants, et d’autre part, d’essayer de répondre

à la question suivante : Qu’elle est la cardinalité minimum d’un code identifiant dans les

chemins et les circuits ?

En effet, peu de résultats ont été réalisés dans le cas des graphes orientés.

Les seuls résultats existants sont l’lagorithme linéaire récursif pour déterminer un code

1-identifiant dans un arbre orienté et la modélisation du problème des codes identifiants par

un programme linéaire en nombre entiers.

En s’inspirant des travaux réalisés dans le cas de chaı̂nes et de cycles, et en exploitant le fait

qu’un code identifiant dans un chemin doit, à la fois, couvrir tous les sommets de ce dernier

et séparer toute paire de sommets consécutifs, nous avonspu obtenir quelques résultats
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dans les chemins et les circuits. Nous avons, ainsi, pu déterminer les cardinalités minimum

de code 1 et 2-identifiants dans ces deux graphes. Tous les résultats ont été explicités dans

le chapitre 4.

Perspectives

Les codes identifiants est un domaine relativement nouveau,ce qui nous laisse à penser

que beaucoup de travaux peuvent être entrepris dans ce sens.

Plusieurs questions restent ouvertes notamment dans le casdes graphes réguliers (finis

ou infinis) tels que les grilles et les hypercubes vu que dans la plupart des cas, les travaux

n’ont abouti qu’à des bornes. En particulier dans les hypercubes, les derniers travaux ont

permi d’obtenir des cardinalités excates de codesr-identifiants (r ≤ 3) pour seulement les

n-hypercubes avecn ≤ 7. Il y a encore moins de résultats concernant la variante la plus

générale que sont les codes(r,≤ p)-identifiants.

Comme perspectives, en plus d’une généralisation des résultats obtenus dans le cas de

chemins et de circuits, nous pensons à développer des heuristiques, telles que la recherche

tabou, les algorithme génétiques,... pour la résolution des instances de grandes tailles.
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Résuḿe La notion de codes identifiants a été définie pour la premi`ere fois par

M. Karpovsky, K. Chakrabarty et L. Levitin en 1998 pour modéliser un problème de

détection de processeurs défectueux dans des réseaux multiprocesseurs. Ce concept a

depuis été repris par de nombreuses équipes de rechercheengendrant une littérature

abondante.

Dans ce mémoire, nous avons abordé le problème de recherche de code identifiant de

cardinalité minimum un problème appartenant à la classedes problèmes NP-difficiles.

Peu de résultats sont connus dans le cas de graphes orientés, ceci nous a amené à

étudier les codes identifiants dans ce type de graphes.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé à l’étude de ce problème dans le cas de

chemins et de circuits. Nous avons pu déterminer la cardinalité minimum d’un code 1

et 2-identifiant aussi bien pour un chemin que pour un circuit.

Abstract Identifying codes were first introduced by Karpovsky, Chakrabarty, Levitin.

Their motivation for identification comes from locating faulty processors in a multi-

processor system. In general, finding an optimal identifying codes is known to be an

NP-complete problem.

Nowadays, this concept is taken by numerous research team, what produced plentiful

literature.

In this thesis we reach the problem of identifying code. Few results are known in the

case of directed graphs, this led us to study this problem in this type of graphs.

In our work, we investigate the identifing code problem in paths and circuits and we

could determine the smallest cardinality of 1 and 2-identifying codes.


