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Chapitre 1

INTRODUCTION

L’école de Copenhague considère que l’appareil de mesure est un objet classique.
Von-Neumann suit une autre alternative où il décrit ce dernier par un état quantique.
Dans son modèle, Von-Neumann représente, en partie, la mesure comme la suppres-
sion non causale des termes d’interférences pour un développement de l’opérateur
densité dans la base propre de l’observable mesurée [1,2].On considère la mesure dans
ce cas comme l’interaction entre le système physique et l’appareil de mesure, leurs
état initial est représenté par le produit tensoriel de leur états quantique correspon-
dants. Ce dernier suivra une évolution unitaire pour atteindre un état de pré-mesure
marquant une intrication entre le système et l’appareil de mesure. Selon le postu-
lat de Von-Neumann, juste après la pré-mesure, l’opérateur densité correspondant
subira une disparition non causale de ses éléments hors diagonaux ( ses cohérences).

Ceci a permis au phénomène de décohérence d’avoir un impact important dans
l’interprétation des résultats de la mesure, car ce phénomène représente partielle-
ment l’effondrement de la fonction d’onde lors de la mesure.Le mécanisme de ce
phénomène trouve une explication dans l’idée, évoquée en 1970 par Zeh Deiter [3],
que les systèmes quantiques macroscopiques sont ouverts. Cette idée n’a eu de succès
qu’avec l’avènement des travaux de Zurek, où il considère le système physique comme
un résidu de l’intrication avec l’environnement. L’idée de base dans ce modèle, est de
considérer que le système physique et son environnement sont indissociables. L’état
initial de l’ensemble est représenté par le produit tensoriel dont l’évolution unitaire
est dominée essentiellement par le hamiltonien d’interaction, conduisant à une intri-
cation du système physique avec son environnement. La décohérence apparait ainsi
comme une conséquence de l’orthogonalité des états de l’environnement, dans la
description du système physique à part, en calculant la trace partielle de l’opérateur
densité global par rapport à l’environnement.

Désormais le système physique sera considéré comme ouvert et non pas fermé.
Pour cela, toute description d’un tel système doit tenir compte de l’interaction

3
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de ce dernier avec l’environnement possèdant un grand nombre de degés de liberté,
que l’on représente ainsi par un état stationnaire. L’état du système est obtenu à
partir de la trac partielle de la matrice densité globale, représentée dans le cadre de
l’approximation de Born par le produit tensoriel des matrices densités du système
et de l’environnement. Ce procédé fait apparaitre l’effet de la décohérence à travers
les fonctions de corrélation schématisant le caractère markovien de la description,
nous décrivons les systèmes quantiques ouverts avec l’équation de Born-Markov qui
est une généralisation de l’équation de Von-Neumann.

Une des méthodes les plus commodes pour représenter la décohérence dans l’es-
pace des phases est de passer aux modèles canonique de la théorie, tel que le mou-
vement brownien quantique de l’oscillateur harmonique, dont l’évolution est régie
par l’équation de Caldeira-Legget, représentée dans l’espace des phases par la fonc-
tion de Wigner. La fonction de Wigner est bonne d’un point de vue pratique, mais
elle n’est pas toujours définie positive, ce qui nuit la définition d’une densité de
probabilité. On espère y remedier en passant au formalisme de la mécanique quan-
tique stochastique qui est une rprésentation généralisée de la mécanique quantique
conventionnelle dans l’espace des phases.Cette représentation qui fournit une bonne
densité de probabilité définie positive, est réalisée par des projections sur une base
non orthogonale[4]assurant l’accord avec le principe d’incertitude de Heisemberg.

Dans le présent travail , nous avons repris l’étude de la décohérence sous sa forme
classique et comme résultat de l’évolution des systèmes quantiques ouverts. Notre
propre contribution est la constatation que l’équation de Caldeira-Legget demeure
valable en théorie stochastique. Pour cela, nous avons organisé notre travail comme
suit :

Le chapitre 2 représente une introduction au formalisme de la mesure pour l’opé-
rateur densité, ainsi que la description du modèle de Von-Neumann qui repose sur
l’intrication du système avec l’appareil de mesure représenté par un état quantique
d’un seul degré de liberté . Dans le chapitre 3, on se propose d’étudier le mécanisme
de la décohérence dans le formalisme de Zurek, ainsi que son apport dans la confir-
mation du modèle de Von-Neumann et ldécoha résolution de ses anomalies, tel que
le problème de la base préférée au moyen de la super-sélection. De plus, on fera une
application dans le cas d’un environnement décrit par un bain de spin. On passe par
la suite à l’étude des systèmes ouverts en contact avec l’environnement par le biais
de l’équation de Born-Markov qu’on établira au niveau du chapitre 4, ainsi que la
représentation de Karus des super opérateurs. Dans la section 5.1 et 5.2, l’étude de
la décohérence est abordée dans l’espace des phases, où on étudiera un des modèles
canoniques de la théorie. Il s’agit du mouvement Brownien d’un oscillateur harmo-
nique dont l’évolution est régie par l’équation de Caldeira-Legget qui est représentée
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dans l’espace des phases par la fonction de Wigner. Au niveau de la section 5.4, on
reprend l’étude du système précédent, dans le cadre de la mécanique quantique
stochastique. On n’y fera que la projection de l’équation de Caldeira-Legget dans
l’espace des phases stochastique dans le but de remplacer la fonction de Wigner par
la densité de probabilité stochastique. En effet, cette dernière est définie-positive[4],
contrairement à la fonction de Wigner. On termine par une conclusion.



Chapitre 2

THÉORIE QUANTIQUE DE LA
MESURE

2.1 Notions de base de la mécanique quantique

Un système physique quantique est décrit par un vecteur d’état que l’on note |Ψ〉
( en notation de Dirac). L’ensemble des kets {|Ψ〉} constitue un espace de Hilbert H
doté d’un produit scalaire 〈Ψ1|Ψ2〉 et d’une base. On distingue deux types de bases,
la base discrète et la base continue.

2.1.1 Base discrète

La base B = {|ϕn〉} à indice discret n est orthonormée.

〈ϕn|ϕm〉 = δnm (2.1)

Elle vérifie la relation de fermeture, qui est une somme sur les projecteurs élémen-
taires orthogonaux Pn

n=dimH∑
n=1

Pn =
n=dimH∑
n=1

|ϕn〉 〈ϕn| = 1H (2.2)

Pn = |ϕn〉 〈ϕn| (2.3)

Par conséquent, un ket |Ψ〉 se décompose dans B de la manière suivante :

|Ψ〉 =
∑
n

〈ϕn|Ψ〉 |ϕn〉 =
∑
n

Cn |ϕn〉 (2.4)

6
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où Cn = 〈ϕn|Ψ〉. Le produit scalaire est alors donné par

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∑
n

C∗1n C2n (2.5)

Pour construire une telle base, remarquons qu’à toute grandeur physique clas-
sique A, on associe en mécanique quantique un opérateur hermitique Â grâce à la
règle de correspondance. Cet opérateur est appelé observable et ses vecteurs propres
constituent une base dans H. Le vecteur |ϕn〉 est un vecteur propre de Â s’il vérifie
l’équation aux valeurs propres

Â |ϕn〉 = an |ϕn〉 (2.6)

Du point de vue interprétation physique[5,6], la quantité

pn = 〈Ψ|Pn |Ψ〉 = |Cn|2 (2.7)

est la probabilité que la mesure de la grandeur physique A donne la valeur an. Si
cette valeur est effectivement obtenue, elle est considérée comme valeur réelle de A
et le système physique est projeté (juste après la mesure) dans l’état Pn |Ψ〉 .

|Ψ〉 → Pn |Ψ〉 (2.8)

C’est le postulat de la réduction du paquet d’onde |Ψ〉. L’un des but de la théorie
de la décohérence est l’explication partielle de cette réduction.

2.1.2 Base continue

La base {|ϕa〉 ≡ |a〉} à indice continu a ∈ R (on considère le cas à une dimension)
est constituée des vecteurs propres de l’observable Â

Â |ϕa〉 = a |ϕa〉 (2.9)

Cette fois-ci la relation de fermeture sera définie comme une somme continue sur les
projecteurs élémentaires Pa = |ϕa〉 〈ϕa|

ˆ
da |ϕa〉 〈ϕa| = 1H (2.10)

Par conséquent, la décomposition d’un ket |Ψ〉 sera donnée par

|Ψ〉 =

ˆ
da Ψ (a) |ϕa〉 , Ψ (a) = 〈ϕa|Ψ〉 (2.11)
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Le produit scalaire est alors donné par

〈Ψ1|Ψ2〉 =

ˆ
da Ψ∗1 (a) Ψ2 (a) (2.12)

Le module au carré |Ψ (a)|2 = 〈Ψ|Pa|Ψ〉 de l’amplitude Ψ (a) représente la densité
de probabilité que la mesure de la grandeur A donne une valeur entre a et a + da.
Comme dans le cas discret, si la mesure donne la valeur a, celle-ci est interprétée
comme valeur réelle de A et l’état |Ψ〉 sera projeté sur l’état Pa |Ψ〉 (non normalisés,
car cela nous sera utile pour les développements futurs)

|Ψ〉 → Pa |Ψ〉 (2.13)

Cependant, comme les vecteurs |ϕa〉 n’appartiennent pas à l’espace de Hilbert
des états physiques, les expressions 〈Ψ|Pa |Ψ〉 et Pa |Ψ〉 ne sont que formelles. Pour
décrire les probabilités d’une manière rigoureuse, on ne doit pas s’intéresser aux
densités de probabilité définies en un point, mais aux probabilités définies sur une
région B. Pour cela, associons à chaque région B de R3 l’opérateur EA(B)

[
EA(B)Ψ

]
(a) = χB (a) Ψ(a) (2.14)

défini au moyen de la fonction caractéristique[2]

χB (a) =

{
1 si a ∈ B
0 si a /∈ B

(2.15)

La probabilité pour que a appartienne à B sera alors définie comme la valeur
moyenne du projecteur EA(B) dans un état normalisé

PΨ(B) =
〈
Ψ|EA(B)|Ψ

〉
=

ˆ
R3

Ψ∗(a)
[
EA(B)Ψ

]
(a)dx =

ˆ
B

|Ψ(a)|2da (2.16)

La fonction d’ensemble
EA : B → EA(B) (2.17)

qui associe à chaque sous-ensemble B l’opérateur EA(B) est appelée mesure à valeur
opératorielle projective (mesure PV, de l’anglais projector valued measure). En effet,
chaque opérateur EA(B) est un opérateur de projection et peut s’écrire formellement
comme une intégrale des projecteurs élémentaires

EA(B) =

ˆ
B

Pada (2.18)
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Aussi, cette application vérifie les propriétés d’une mesure :
Ces propriétés traduisent le fait que

〈
Ψ|EA(B)|Ψ

〉
soit une probabilité. Cette

mesure est appelé système d’imprimitivité si elle vérifie la propriété de covariance
suivante vis-à-vis d’un groupe de symétrie G du système physique :

U (g)EA(B)U−1 (g) = EA(gB) (2.19)

gB = {ga/a ∈ B} , g ∈ G

Cette dernière propriété traduit l’invariance de la probabilité
〈
Ψ|EA(B)|Ψ

〉
quand

la région B est transformée par un élément g du groupe et l’état |Ψ〉 par l’opérateur
U (g) (la représentation du groupe).

2.2 Matrice densité

La décohérence provient de l’interaction du système physique avec l’environ-
nement qui possède un très grand nombre de degrés de liberté. Dans ce cas, le
formalisme de Dirac devient insuffisant et le formalisme de la matrice densité est
plus adéquat. Présentons ce formalisme pour les états purs et les mélanges.

2.2.1 États purs

Considérons un système physique décrit à l’instant t par le vecteur d’état

|Ψ (t)〉 =
∑
n

cn(t) |Sn〉 (2.20)

dont l’évolution en fonction du temps est donnée par l’équation de Schrödinger

i ~
d

dt
|Ψ (t)〉 = H(t) |Ψ (t)〉 (2.21)

où H(t) est l’hamiltonien du système. On cherche l’évolution en fonction du temps
de l’opérateur densité ρ(t) défini par

ρ(t) = |Ψ (t)〉 〈Ψ (t)| (2.22)

= Σmnc
∗
m(t)cn(t) |Sn〉 〈Sm| (2.23)

A partir de l’équation de Schrödinger, on obtient l’évolution au cours du temps de
ρ (t), (c’est l’équation de Von-Neumann)[5]

d

dt
ρ (t) =

(
d

dt
|Ψ (t)〉

)
〈Ψ (t)|+ |Ψ (t)〉 d

dt
〈Ψ (t)| = 1

i~
[H(t), ρ (t)] (2.24)
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L’opérateur densité est un projecteur car il est hermitique et idempotent

ρ† (t) = ρ (t) (2.25)

ρ2 (t) = ρ (t) (2.26)

Notons que l’idempotence (et donc la projection orthogonale) est une propriété des
états purs qui cessera d’être valable pour les mélanges qui seront décrits dans le
sous-paragraphe suivant.

Les éléments de matrice de cet opérateur sont

ρmn(t) = 〈Sm|ρ(t)|Sn〉 = c∗m(t)cn(t) (2.27)

Notons que les éléments diagonaux représentent les probabilités des différents résul-
tats de mesure de la grandeur physique A (dont les vecteurs propres sont les |ϕn〉)[5].
La conservation de la probabilité

∑
n |cn(t)|2 = 1 s’écrit alors comme suit :

tr(ρ) =
∑
n

ρnn(t) =
∑
n

Pn = 1 (2.28)

où tr désigne la trace. L’élément de matrice ρmn représente l’interférence entre les
états |Sm〉 et |Sn〉 dans l’état |Ψ (t)〉 : si cet élément n’est pas nul, l’état |Ψ (t)〉 est
une combinaison linéaire cohérente des états |Sm〉 et |Sn〉. Quand il devient nul sans
l’avoir été au préalable, la cohérence est perdue et on parle de décohérence.

La valeur moyenne d’une observable B̂ vérifie la relation suivante :〈
B̂
〉

(t) =
〈

Ψ(t)|B̂|Ψ(t)
〉

=
∑
nm

ρmn(t) Bnm = tr(ρB̂) (2.29)

Appliquée au projecteur élémentaire P̂B
n =

∣∣ϕBn 〉 〈ϕBn ∣∣ correspondant aux vecteurs
propres

∣∣ϕBn 〉 de B̂, cette relation nous donne la probabilité d’obtenir comme résultat
de mesure la valeur propre bn de B̂

p (bn) =
〈

Ψ(t)|P̂n|Ψ(t)
〉

= tr
(
P̂B
n ρ
)

(2.30)

2.2.2 Mélanges statistiques

Dans le cas d’un mélange, le système ne sera pas décrit par un seul vecteur d’état
mais par plusieurs vecteurs d’états purs {|Ψk〉} pondérés par des probabilités clas-
siques ωk. On définit alors un opérateur densité élémentaire ρk(t) = |Ψk (t)〉 〈Ψk (t)|
pour chaque |Ψk (t)〉. Cet opérateur vérifie les relations précédentes des matrices
densité des états purs.
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Montrons que l’expression de la matrice densité globale ρ (t) du système est une
conséquence de la relation [5] en notant pk (an) =

〈
Ψk|P̂n|Ψk

〉
la probabilité que

la mesure de l’observable Â donne la valeur propre an, quand le système est dans
l’état |Ψk〉 [5]. Si le système est dans l’un de ces états mais avec une probabilité ωk,
la probabilité que la mesure donne une valeur propre an est

p (an) =
∑
k

ωkpk (an) (2.31)

avec
0 ≤ ωk ≤ 1,

∑
k

ωk = 1 (2.32)

D’après la définition pk (an) = tr
(
P̂nρk

)
de la probabilité des états purs et la

linéarité de la trace, on obtient

p (an) = tr

(
P̂n
∑
k

ωkρk

)
= tr

(
P̂nρ

)
(2.33)

où ρ est la matrice densité globale du système

ρ =
∑
k

ωk ρk (2.34)

La valeur moyenne d’une observable Â est donnée par〈
Â
〉

=
∑
n

anp (an) (2.35)

= tr

(∑
n

anP̂nρ

)
(2.36)

La décomposition spectrale Â =
∑

n anP̂n, qui découle du fait que Â est diagonal
dans sa base propre, permet de retrouver le même résultat que pour les états purs〈

Â
〉

= tr
(
ρÂ
)

Cependant, un mélange diffère d’un état pure par le fait que ρ2 6= ρ, ce qui conduit
à

trρ2 ≤ trρ = 1

Une autre manière de distinguer les deux cas utilise la convexité de l’ensemble S (H)

des opérateurs densité : si ρ1 et ρ2 sont des opérateurs densité, alors leur combinaison
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linéaire convexe
ρ = λρ1 + (1− λ) ρ2, λ ∈ [0, 1]

est aussi un opérateur densité. Pour un état pur ρ, cette décomposition n’est possible
que si ρ = ρ1 = ρ2, ce qui signifie qu’un mélange d’états purs est statistiquement
identique aux deux sous-ensembles d’états purs qui le composent. Les états purs se
trouvent sur la frontière de S (H).

2.2.3 Mesure du degré de mélange

En vertu des propriétés évoquées plus haut, la matrice densité d’un système pur
se réduit à un simple projecteur, associé à la fonction d’onde |Ψ〉 sensée décrire le
système, ce qui suggère l’acquisition d’un maximum d’informations concernant le
système.

La conservation des probabilités nous permet d’écrire

ζ = tr(ρ2) = tr(ρ) = 1 (2.37)

où ζ est la pureté du système[7].
Dans le cas d’un mélange :

ζ = tr(ρ2) =
N∑
k=1

P 2
k ≤ 1 (2.38)

Dans le cas d’un mélange maximal, notre ignorance sur l’état du système est opti-
male, on prend donc Pk = 1

N
d’où

1

N
≤ ζ ≤ 1 (2.39)

on remarque que plus la valeur numérique de ζ est maximale (proche de 1), plus
notre connaissance du système est meilleure, ce qui n’est pas le cas pour l’entropie,
donnée par[7]

Ŝ(ρ) = tr(ρ log(ρ)) =
∑
k

λk log(λk) (2.40)

Pour un état pur Ŝ(ρ) = 0.Pour un mélange équiprobable maximale Ŝ(ρ) =

log(N). On remarque bien que l’entropie représente le manque d’information, qui
est une sorte de désordre quantique.

Les états qui ne sont pas pures peuvent être des mélanges au sens propre du
terme ou des mélanges impropres que nous introduisons à travers l’intrication.
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2.3 Intrication

On considère deux systèmes physiques A et B décrits respectivement par |ΨA〉
et |ΨB〉. Dans la base

{∣∣ϕAn 〉} de HA, l’état |ΨA〉 se décompose en

|ΨA〉 =
∑
n

cAn
∣∣ϕAn 〉 (2.41)

De même, l’état |ΨB〉 se décompose dans la base
{∣∣ϕBm〉} de HB en

|ΨB〉 =
∑
m

cBm
∣∣ϕBm〉 (2.42)

Le système total S = A+B est dit non intriqué si on peut écrire sa fonction d’onde
sous la forme d’un produit tensoriel

|Ψ〉 = |ΨA〉 ⊗ |ΨB〉 =
∑
n,m

cAn c
B
m

∣∣ϕAn 〉 ∣∣ϕBm〉 (2.43)

Aussi, la matrice densité est un produit tensoriel

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| = |ΨA〉 〈ΨA| ⊗ |ΨB〉 〈ΨB| = ρA ⊗ ρB (2.44)

Ceci n’est pas toujours le cas car, d’une manière générale, l’état quantique décrivant
le système S appartient à l’espace H = HA ⊗HB et doit s’écrire

|Ψ〉 =
∑
n,m

cnm
∣∣ϕAn 〉 ∣∣ϕBm〉 (2.45)

ρ =
∑
nmpq

cnmc
∗
pq

∣∣ϕAn 〉 〈ϕAp ∣∣ ∣∣ϕBm〉 〈ϕBq ∣∣ (2.46)

Il est toujours possible de réaliser une diagonalisation (de Schmidt) de ce vecteur
par un changement de base. Dans sa formulation générale, la décomposition de
Schmidt[8] conduit à

|Ψ〉 =
∑
i

ci |ui〉 |vi〉 (2.47)

au moyen des transformations unitaires suivantes :

|ui〉 =
∑
n

Sin
∣∣ϕAn 〉 (2.48)

|vi〉 =
∑
m

Tim
∣∣ϕBm〉 (2.49)
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d’où la relation entre les coefficients ci de la décomposition de Schmidt et les coeffi-
cients cnm

cnm =
∑
i

ciSinTim (2.50)

On voit bien que l’état non intriqué correspond au cas particulier où la somme
précédente ne contient qu’un seul terme (tous les cnm se factorisent).

La plupart des états sont donc intriqués et ceci a des conséquences physiques
très importantes car chaque sous-système influence l’autre même s’ils ne sont pas en
interaction.

Pour montrer que la diagonalisation est toujours possible, considérons d’abord
la sommation sur m dans [8] pour obtenir l’état [8]

|φn〉 =
∑
m

cnm
∣∣ϕBm〉 ∈ HB (2.51)

Alors,

|Ψ〉 =
∑
n

∣∣ϕAn 〉 |φn〉 (2.52)

ρ =
∑
nm

∣∣ϕAn 〉 〈ϕAm∣∣⊗ |φn〉 〈φm| (2.53)

L’état de A est décrit par la densité réduite ρA qui n’est autre que la trace partielle
de la densité totale ρ par rapport à B [8]

ρA = trB(ρ) = Σk

〈
ϕBk
∣∣ ρ ∣∣ϕBk 〉 (2.54)

=
∑
nmk

∣∣ϕAn 〉 〈ϕAm∣∣ 〈φn|ϕBk 〉 〈ϕBk |φm〉 (2.55)

La relation de fermeture sur
∣∣ϕBk 〉 conduit à

trB(ρ) =
∑
nm

∣∣ϕAn 〉 〈ϕAm∣∣ 〈φn|φm〉 (2.56)

On peut toujours choisir la base
∣∣ϕAn 〉 de manière à diagonaliser ρA

ρA = trB(ρ) =
∑
n

pn
∣∣ϕAn 〉 〈ϕAn ∣∣ (2.57)

Les deux dernières relations montrent que les états |φn〉 doivent être orthogonaux

〈φn|φm〉 = pnδnm (2.58)
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Après normalisation ∣∣φBn 〉 =
1
√
pn
|ϕn〉 (2.59)

l’état du système s’écrit sous la forme de Schmidt

|Ψ〉 =
∑
n

√
pn
∣∣ϕAn 〉 ∣∣φBn 〉 (2.60)

La matrice densité ρ sera donnée par

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑
mn

√
pmpn

∣∣ϕAm〉 〈ϕAn ∣∣⊗ ∣∣φBm〉 〈φBn ∣∣ (2.61)

Le fait que la matrice densité ρA =
∑

i pi
∣∣ϕAi 〉 〈ϕAi ∣∣ de A soit la matrice réduite du

système total, obtenue en calculant la trace partielle par rapport à la base de B,
signifie que l’état de A est un mélange, mais "impropre", car cette expression n’est
pas intrinsèque au système A. C’est-à-dire que la matrice ρA contient l’information
de l’interaction de A avec B, et ne décrit pas A comme s’il était seul (contrairement
à un mélange propre où les pi ne représentent pas le nombre de copies de A qui sont
dans la même état

∣∣ϕAi 〉).
2.4 Mesure en mécanique quantique

2.4.1 Mesure dans le formalisme de la matrice densité

Cas simple On considère un système physique décrit par un ket |Ψ〉 dans la base
propre d’une observable Â :

|Ψ〉 = c1 |a1〉+ c2 |a2〉 (2.62)

La matrice densité de ce système est donnée dans la base {|a1〉 , |a2〉} par

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| =

(
|c1|2 c1c

∗
2

c∗1c2 |c2|2

)
(2.63)

on considère la matrice ρ/ donnée par

ρ/ =

(
|c1|2 0

0 |c2|2

)
(2.64)
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on appelle "décohérence" le passage[2] :

ρ −→ ρ/ (2.65)

Cas général On considère un système physique décrit par la matrice densité

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| (2.66)

=
∑
k

bk |Sk〉 〈Sk| (2.67)

On cherche à mesurer l’observable Â dont la base propre est {|ak〉}k=1,..,N et les
projecteurs orthogonaux appropriés sont {Pk = |ak〉 〈ak|}k=1,..,N . La probabilité que
la mesure de l’observable Â donne une valeur propre ak est

pk = tr (Pkρ) (2.68)

Juste après cette mesure, la matrice densité devient

ρk =
PkρPk
tr (Pkρ)

(2.69)

Le postula de Von-Neumann décrit l’état global du système par ρ/ après la mesure
par

ρ/ =
∑
k

PkρPk (2.70)

qui s’écrit das la base propre de Â

ρ/ =
∑
k

|ck|2 |ak〉 〈ak| (2.71)

On appelle processus de réduction ou décohérence le passage[2] :

ρ −→ ρ/ (2.72)

Afin de donner une explication à ce passage, on doit étudier la corrélation du système
avec d’autre systèmes tels que l’appareil de mesure et l’environnement.

2.4.2 Mesure et destruction de la cohérence

Avant d’aborder le modèle de Von-Neumann, il serait intéressent de visualiser
le coté phénoménologique de la décohérence. L’exemple instructif auquel on va
s’intéresser est la fameuse expérience des fentes de Young. On utilise le dispositif
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des fentes de Young pour des ondes atomiques émises par une source S[9]. On met
au niveau de chaque fente F1 et F2 une cavité supra-conductrice qui sert à détecter
le photon émis par l’atome lors de sa dés-excitation durant son passage par l’une
des deux fentes, cette dernière est induite par un faisceau laser situé entre la source
S et le plan contenant les deux fentes. Il est important de noter que l’excitation
ne modifie pas la trajectoire de l’atome, car sa grande inertie due à sa masse rend
l’énergie de recul négligeable.

Notons |ψ1〉 et |ψ2〉 les états quantiques associés au passage de l’atome par les
fentes F1 et F2 respectivement. L’état quantique du système sera ainsi donné par

|ψ〉 =
1√
2

[|ψ1〉+ |ψ2〉] (2.73)

la probabilité de détecter l’atome sur l’écran en une abscisse x donnée est

p (x) = 〈x|ρ|x〉 = |ψ1 (x) |2 + |ψ2 (x) |2 + 2Re [ψ∗1 (x)ψ2 (x)] (2.74)

Les deux premiers termes |ψ1 (x) |2 et |ψ2 (x) |2 représentent les probabilités de dé-
tecter l’atome en un point x sur l’écran en passant par la fente F1 ou F2, respec-
tivement. Le dernier terme qui représente la cohérence des deux paquets d’ondes
ψ1 (x) et ψ2 (x) est responsable de leur interférence. Notons que |ψ1〉 et |ψ2〉 sont
orthogonaux, car leurs fonctions d’ondes ne se recouvrent pas les deux fentes etant
bien discernables.

On se place maintenant dans le cas du dispositif des fentes de Young avec cavités,
où on introduit les états quantiques |a1〉 et |a2〉 qui représentent la détection du
photon émis par l’atome dans les fentes F1 et F2, respectivement. L’état quantique
du système total (atome + photon) sera décrit par :

|ψ〉 =
1√
2

[|ψ1〉 ⊗ |a1〉+ |ψ2〉 ⊗ |a2〉] (2.75)

La matrice densité réduite de l’atome, prend donc la forme

ρatome = trphoton(ρtotal) (2.76)

qui s’écrit, dans la base {|ψ1〉 , |ψ2〉} comme :

ρatome =

[
1/2 〈a1|a2〉
〈a1|a2〉 1/2

]
(2.77)

Les termes hors diagonaux sont les garants de la cohérence des deux états |ψ1〉 et
|ψ2〉 schématisée par la figure d’interférence.
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On remarque que pour la valeur 〈a1|a2〉 = 0, la figure d’interférence disparait et
elle est parfaitement visible pour 〈a1|a2〉 = 1.

Le but de l’expérience est de déterminer la trajectoire de l’atome[9]. Pour cela,
on considère les deux situations suivantes :

– On remarque que la figure d’interférence disparait quand |a1〉 et |a2〉 sont
orthogonaux, cela correspond à une détermination de la trajectoire de l’atome
sans ambigüité mais avec des probabilités classiques, ce qui sera expliqué par
la suite par le passage de l’atome à un état de mélange statistique avec son
environnement.

– 〈a1|a2〉 = 1 l’appareil de mesure n’affiche rien car les deux états |a1〉 et |a2〉 sont
confondus, mais la figure d’interférences ne subit aucune modification grâce à
la cohérence de |ψ1〉 et |ψ2〉

En conclusion, la mesure engendre une réduction du paquet d’ondes et une appari-
tion des probabilités classique car le système est dans un mélange statistique avec
son environnement. C’est le phénomène de décohérence.

2.4.3 Théorie de la mesure dans le formalisme de Von-Neumann

Cette théorie est un modèle d’une fécondité inouïe, car il nous a permis de
voir une problématique, qui est à la base du développement de la théorie de la
décohérence, et qui a permit à une notion comme l’environnement d’émerger,

Dans son modèle, Von-Neumann décrit la mesure comme une interaction entre
le système physique S et l’appareil de mesure macroscopique qu’il décrit avec un
ket |a〉 de l’espace de Hilbert HA de l’appareil de mesure

Ĥint = −g(t)Â⊗ P̂ (2.78)

Â est l’observable qu’on souhaite mesurer et agit dans l’espace HS des états |ψ〉 du
système physique. P̂ qui agit dans HAest l’observable conjuguée (l’impulsion) de x
la position du curseur dont la fonction d’onde intrinsèque est centrée en la position
initiale de ce dernier pour t = 0,en t = ε. La fonction[3]

g(t) =

{
g 0 ≤ t ≤ ε

0 ailleurs

}
(2.79)

est très grande pendant l’interaction, c’est pour cela que c’est le hamiltonien d’in-
teraction qui domine dans la limite de la mesure quantique et

Ĥ = ĤS + ĤA + Ĥint ' Ĥint (2.80)
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L’espace de Hilbert total est le produit tensoriel de l’espace de Hilbert de l’appareil
de mesure et du système physique

H = HS ⊗HA (2.81)

A t = 0s

|Ψ0〉 = |ψ〉 ⊗ |a〉 (2.82)

|ψ〉 =
∑
k

ck |Sk〉 ∈ HS (2.83)

où les |Sk〉 sont de vecteurs propres de Â

Â |Sk〉 = bk |Sk〉 (2.84)

Pendant l’interaction, on a

i ~
d

dt
|Ψ (t)〉 = Ĥint |Ψ (t)〉 (2.85)

d’où

|Ψ (t)〉 = e−i
´ t
0 g(τ)Â⊗P̂ dτ |Ψ0〉 (2.86)

=
∑
k

ck |Sk〉 |ak〉 (2.87)

|ak〉 = e−i
´ t
0 g(τ)bkP̂ dτ |a〉 (2.88)

On appelle pré-mesure le passage,[10]

|Ψ0〉 → |Ψ (t)〉 (2.89)

ρ0 → ρ (2.90)

ρ0 = |Ψ0〉 〈Ψ0| (2.91)

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑
ij

cic
∗
j |Si〉 〈Sj| ⊗ |ai〉 〈aj| (2.92)

Selon Von-Neumann, c’est le processus 2 du mode d’évolution d’un système quan-
tique. Il est unitaire et obéit à l’équation de Schrödinger. On appelle décohérence le
passage

ρ −→ ρ/ (2.93)
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i

cic
∗
j |Si〉 〈Sj| ⊗ |ai〉 〈aj| −→

∑
i

|ci|2 |Si〉 〈Si| ⊗ |ai〉 〈ai| (2.94)

qui signifie que si l’on observe l’appareil de mesure dans un état quelconque (|a2〉,
par exemple), on saura que le système juste après cette mesure est dans l’état cor-
respondant (|S2〉). C’est le processus 1 de Von-Neumann qui est non unitaire, induit
par la mesure et postulé par Von-Neumann.

2.4.4 Problème de la base préférée

L’équation
|Ψ〉 =

∑
k

ck |Sk〉 |ak〉 (2.95)

est d’une importance primordiale car elle représente une parfaite corrélation entre
l’appareil de mesure et le système (les états de l’observable qu’on souhaite mesurer).
Le fait qu’il n’y ait pas de terme croisé indique que, pour chaque position du curseur
de l’appareil de mesure |ak〉, on associe une seule valeur propre bk de l’observable
du système qu’on souhaite mesurer. Cependant, l’unitarité des transformations nous
permet développer |Ψ〉 dans plusieurs bases

|Ψ〉 =
∑
k

ck |Sk〉 |ak〉 =
∑
k′

c′k′ |S ′k′〉 |a′k′〉 (2.96)

ce qui va induire une ambigüité dans la description de la mesure (ambigüité du choix
de l’observable à mesurer Â ou Â′). C’est le problème de la base préférée que nous
allons illustrer dans l’exemple classique suivant.

On considère que le système physique S représente des électrons, et que l’ob-
servable qu’on souhaite mesurer est la composante Sz du spin, dont la base est
{|0z〉 , |1z〉}. Selon le formalisme de Von-Neumann, les états du système S −A véri-
fient le schéma suivant avant et après la mesure :

|0z〉S |pret〉A → |0z〉S |0z〉A (2.97)

|1z〉S |pret〉A → |1z〉S |1z〉A (2.98)

Ainsi, on obtient l’état global après la mesure

|Ψ〉 =
1√
2

[|0z〉S |0z〉A + |1z〉S |1z〉A] (2.99)

sachant que l’état du système S est

|ψ〉 =
1√
2

[|0z〉S + |1z〉S] (2.100)
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A l’aide de la transformation unitaire

|0z〉S =
1√
2

[|0x〉S + |1x〉S] (2.101)

|1z〉S =
1√
2

[|0x〉S − |1x〉S] (2.102)

l’état global devient

|Ψ〉 =
1√
2

[|0x〉S |0x〉A + |1x〉S |1x〉A] (2.103)

l’équivalence des deux écritures de |Ψ〉 montre qu’il s’agit de la mesure de deux ob-
servables Sx et Sz qui ne commutent pas, ce qui est absurde en mécanique quantique.
Par conséquent, en plus du fait que le formalisme de Von-Neumann n’explique pas
la réduction du paquet, il possède aussi ce problème de la base préférée[7].



Chapitre 3

Décohérence induite par
l’environnement

Afin de répondre aux problèmes qu’on vient de présenter, on va introduire un
nouveau degré de liberté autre que celui de l’appareil de mesure, il s’agit bien de
l’environnement du système auquel on s’intéresse. L’introduction d’une telle notion
nous permet de regarder les systèmes physiques dans un horizon plus large, le sys-
tème physique n’est qu’une partie de son environnement, il sera ainsi considérer
ouvert et n’est plus isolé

3.1 Interaction environnement-système

On considère l’interaction entre un système physique Ś décrit dans la base propre
de son observable par

|ψ〉 =
∑
k

ck

∣∣∣Śk〉 ∈ HŚ (3.1)

L’interaction du système physique Ś et de l’environnement est donnée par la matrice
diagonale bloc

Ĥ ' Ĥint =
∑
k

P̂k ⊗ Âk =


Âk 0 0 0

0 Âk 0 0

0 0 Âk 0

0 0 0 Âk

 (3.2)

où
P̂k =

∣∣∣Śk〉〈Śk∣∣∣ (3.3)

22



CHAPITRE 3. DÉCOHÉRENCE INDUITE PAR L’ENVIRONNEMENT 23

L’action de l’opérateur Âk sur les états |ϕ〉 ∈ Hε de l’environnement est

e
−i
~ Âkt |φ〉 = |φk〉 ; |φk〉 ∈ Hε (3.4)

Pendant l’interaction, [11]l’évolution de tout l’ensemble sera donnée par l’opérateur
évolution

Û (t) = exp
[
−iĤintt

]
(3.5)

= exp

[
−i

(∑
k

P̂k ⊗ Âk

)
t

]

A l’instant initial t = 0s, le système est découplé car l’interaction n’a pas encore
agit

|Ψ0〉 = |ψ〉 ⊗ |φ〉 (3.6)

=
∑
k

ck

∣∣∣Śk〉⊗ |φ〉 (3.7)

A l’instant t, l’état est

|Ψ (t)〉 = Û (t) |Ψ0〉 (3.8)

=
∑
k

ckÛ (t)
(∣∣∣Śk〉⊗ |φ〉)

Or, comme on a écrit P̂k dans la base canonique des matrices carrés, l’état
∣∣∣Śk〉⊗|φ〉

s’écrit ∣∣∣Śk〉⊗ |φ〉 = (3.9)

=

ligne 1

.

.

ligne k
.

.



0

0

0

1

0

0


⊗ |φ〉 =



0

0

0

|φ〉
0

0
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Ainsi

Û (t)
[∣∣∣Śk〉⊗ |φ〉] =



exp−iÂ1t 0 0 . . .

0 exp−iÂ2t 0 . . .

. 0
. . . 0 . .

. . 0 exp−iÂkt 0 .

. . . 0
. . . 0

. . . . 0 .





0

0

0

|φ〉
0

0


(3.10)

=



0

0

0

exp−iÂkt |φ〉
0

0


=



0

0

0

|φk〉
0

0


=



0

0

0

1

0

0


⊗ |φk〉 =

∣∣∣Śk〉⊗ |φk〉

d’où
|Ψ (t)〉 =

∑
k

ck

∣∣∣Śk〉⊗ |φk〉 ∈ HŚ ⊗Hε (3.11)

La matrice densité associée est

ρŚε = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑
kl

ckc
∗
l

∣∣∣Śk〉〈Śl∣∣∣⊗ |φk〉 〈φl| (3.12)

Afin d’observer le système physique Ś comme un résidu de l’interaction avec l’envi-
ronnement, calculons la trace partielle de ρŚε par rapport à ε

ρŚ = trε(ρŚε) (3.13)

=
∑
m

〈φm| ρ |φm〉

=
∑
kl

∑
m

ckc
∗
l

∣∣∣Śk〉〈Śl∣∣∣⊗ 〈φm|φk〉 〈φl|φm〉
On suppose que pour un temps d’interaction t très grand devant le temps τD de
décohérence, les états de l’environnement sont quasiment orthogonaux :

lim
t�τD

〈φm|φk〉 = δmk

d’où :
ρ′
Ś

= lim
t�τD

ρŚ =
∑
m

|cm|2
∣∣∣Śm〉〈Śm∣∣∣
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C’est un opérateur diagonal qui ne contient plus les termes de cohérence. Le pro-
cessus de réduction revient donc au passage de la matrice densité de l’ensemble
"système-environnement" à celle du système moyennant l’orthogonalité des états de
l’environnement après évolution. Cette orthogonalité a lieu dès que le temps d’évo-
lution t devient large devant le temps de décohérence τD.[11]

3.2 Effet de l’environnement sur la mesure dans le

formalisme de Von-Neumann

Le but de cette partie est d’expliquer le processus de réduction dans le formalisme
de Von-Neumann en introduisant la notion d’environnement. Pour cela, appliquons
le modèle qu’on vient de voir au modèle de Von-Neumann[11], posons donc

Ś = S + A (3.14)

et
H = HŚ ⊗Hε = HS ⊗HA ⊗Hε (3.15)

A t = 0s, l’état global du système (S − A− ε) est

|Ψ0〉 = |ψ〉 ⊗ |a〉 ⊗ |φ〉 =

[∑
k

ck |Sk〉

]
⊗ |a〉 ⊗ |φ〉 ∈ HS ⊗HA ⊗Hε (3.16)

Selon le modèle de Von-Neumann, juste après la mesure on a

|Ψ〉 =

[∑
k

ck |Sk〉 |ak〉

]
⊗ |φ〉 =

[∑
k

ck

∣∣∣Śk〉]⊗ |φ〉 (3.17)

Comme on vient de le voir plus haut, lorsque l’interaction Ś− ∈ a lieu pendant un
temps t, on obtient

|Ψ (t)〉 =
∑
k

ck |Sk〉 ⊗ |ak〉 ⊗ |φk〉 (3.18)

La matrice densité associée est

ρSAε = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑
kl

ckc
∗
l |Sk〉 〈Sl| ⊗ |ak〉 〈al| ⊗ |φk〉 〈φl| (3.19)
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Évaluons ρSA pour t � τD :

ρSA = trε(ρSAε) (3.20)

=
∑
kl

∑
m

ckc
∗
l |Sk〉 〈Sl| ⊗ |ak〉 〈al| ⊗ 〈φm|φk〉 〈φl|φm〉

=
∑
k

|ck|2 |Sk〉 〈Sk| ⊗ |ak〉 〈ak|

On retrouve bien le processus de réduction, mais cette fois-ci l’état |Sk〉 du système
est en correspondance directe avec l’état |ak〉. Autrement dit, la prise en compte de
l’environnement a permis d’expliquer le processus 1 de Von-Neumann dans le cadre
même de la mécanique quantique. Ce processus n’est plus considéré comme postulat
à part.

3.3 Application à un bain de spins

Considérons un système à deux états |u〉 et |d 〉, en interaction magnétique avec
l’environnement et l’appareil de mesure constitués de n particules à deux états |uk〉
et |dk〉, k = 1, ..n.[7,11] L’interaction est exprimées en fonction des constantes gk et
de l’opérateur identité Ik = |uk〉 〈uk|+ |dk〉 〈dk| agissant dans l’espace de la particule
k :

Ĥ ' Ĥint = [|u〉 〈u| − |d〉 〈d|]⊗

[∑
k

gk (|uk〉 〈uk| − |dk〉 〈dk|)⊗k′ 6=k Ik′
]

(3.21)

= [|u〉 〈u| − |d〉 〈d|] [g1 (|u1〉 〈u1| − |d1〉 〈d1|)⊗ I2 ⊗ ..........⊗ In]

+ [|u〉 〈u| − |d〉 〈d|] [I1 ⊗ g2 (|u2〉 〈u2| − |d2〉 〈d2|)⊗ I3 ⊗ ..........⊗ In] (3.22)

+ .........

+ [|u〉 〈u| − |d〉 〈d|] [I1 ⊗ I2 ⊗ ..........⊗ In−1 ⊗ gn (|un〉 〈un| − |dn〉 〈dn|)]

L’état initial qui est un vecteur propre de Ĥ donné par

|Ψ (0)〉 = [a |u〉+ b |d〉]⊗nk=1 [αk |uk〉+ βk |dk〉] (3.23)

1 = |a|2 + |b|2 = |αk|2 + |βk|2 (3.24)
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Donc,

|Ψ (t)〉 = Û (t) |Ψ (0)〉 (3.25)

Û (t) ' exp−iĤintt

Calculons l’action de Û (t) sur les différents états

Û (t) |u〉 ⊗nk=1 [αk |uk〉+ βk |dk〉] =
n∏
l=1

e−igl(Sz⊗Slz⊗l′ 6=lIl′ )t |u〉 ⊗k [αk |uk〉+ βk |dk〉]

où
Slz = |ul〉 〈ul| − |dl〉 〈dl|

L’opérateur e−igl(Sz⊗Slz)t agit de la façon suivante :

e−igl(Sz⊗Slz)t |u〉 ⊗ [αl |ul〉+ βl |dl〉] = |u〉 ⊗
[
αle
−iglt |ul〉+ βle

iglt |dl〉
]

Donc, pour l fixé, on a

e−igl(Sz⊗Slz⊗l′ 6=lIl′ )t |u〉⊗k[αk |uk〉+ βk |dk〉] = |u〉⊗
[
αle
−iglt |ul〉+ βle

+iglt |dl〉
]
⊗k 6=l[αk |uk〉+ βk |dk〉]

Ce qui conduit aux relations

Û (t) |u〉 ⊗k [αk |uk〉+ βk |dk〉] = |u〉 ⊗k
[
αke

−igkt |uk〉+ βke
+igkt |dk〉

]
Û (t) |d〉 ⊗k [αk |uk〉+ βk |dk〉] = |d〉 ⊗k

[
αke

igkt |uk〉+ βke
−igkt |dk〉

]
qui donnent directement l’état intriqué

|Ψ (t)〉 = a |u〉 ⊗ |eu (t)〉+ b |d〉 ⊗ |ed (t)〉 (3.26)

où
|eu (t)〉 = ⊗k=n

k=1

[
αk e

−igkt |uk〉+ βke
+igkt |dk〉

]
= |ed(−t)〉 (3.27)

La matrice densité correspondante est

ρSε = |Ψ (t)〉 〈Ψ (t)| (3.28)

= |a|2 |u〉 〈u| ⊗ |eu (t)〉 〈eu (t)|+ |b|2 |d〉 〈d| ⊗ |ed (t)〉 〈ed (t)|

+ ab∗ |u〉 〈d| ⊗ |eu (t)〉 〈ed (t)|+ a∗b |d〉 〈u| ⊗ |ed (t)〉 〈eu (t)| (3.29)
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En remarquant que 〈eu (t) |eu (t)〉 = 〈ed (t) |ed (t)〉 = 1 et en utilisant la relation de
fermeture ∑

k

〈eu (t) |uk〉 〈uk|ed (t)〉 = 〈eu (t) |ed (t)〉 = z(t)

la densité ρS (la trace partielle de ρ par rapport à ε) s’écrit

ρS = trε(ρSε) =
n∑
k=1

〈uk|ρSε|uk〉 (3.30)

= 〈eu (t) |ρSε|eu (t)〉+ 〈ed (t) |ρSε|ed (t)〉

= |a|2 |u〉 〈u|+ |b|2 |d〉 〈d|+ z (t) ab∗ |u〉 〈d|+ z∗ (t) a∗b |d〉 〈u|

qui s’écrit dans la base {|u〉 , |d 〉} :

ρS =

(
|a|2 z∗ (t) a∗b

z (t) ab∗ |b|2

)
(3.31)

L’amplitude de corrélation est

z (t) = 〈eu (t) |ed (t)〉 (3.32)

= 〈eu (t) |eu (−t)〉

= ⊗k=n
k=1

[
α∗ke

igkt 〈uk|+ β∗ke
−igkt 〈dk|

]
⊗l=nl=1

[
αle

iglt |ul〉+ βle
−iglt |dl〉

]
=
∏
k

[
|αk|2 e2igkt + |βk|2 e−2igkt

]
=
∏
k

{[
|αk|2 + |βk|2

]
cos (2gkt) + i

[
|αk|2 − |βk|2

]
sin (2gkt)

}
=
∏
k

{
cos (2gkt) + i

[
|αk|2 − |βk|2

]
sin (2gkt)

}
Son module est

|z (t)|2 = z (t) z∗ (t) (3.33)

=
n∏
k

{
1 +

[[
|αk|2 − |βk|2

]2 − 1
]

sin2 (2gkt)
}

Comme les fonctions sinus et cosinus sont bornées, la valeur moyenne sur une pé-
riode, z(t) s’annule

〈z(t)〉 = lim
T→∞

1

T

ˆ t+T
2

t−T
2

z(t′)dt′ = 0
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mais pas celle de |z (t)|2

〈
|z (t)|2

〉
=

n∏
k=1

1 +
(
|αk|2 − |βk|2

)2

2

Cette valeur tend vers zéro si l’environnement contient un nombre infini de spins
car |αk|2 − |βk|2 ≤ 1

lim
n→∞

〈
|z (t)|2

〉
= 0 (3.34)

La cohérence z(t) disparait alors, et la matrice ρS est diagonale, quand le nombre
de degrés de liberté n de l’environnement devient important. Ceci correspond à une
transition du quantique vers le classique.

3.4 L’environnement induit la super-sélection

Afin de donner une solution au problème de la base préférée, dans le cadre du
modèle de l’interaction environnement-système, on considère les bases du système
S et de l’environnement ε, respectivement

{|Sn〉} est une base de HS (3.35)

{|φj 〉} est une base de Hε (3.36)

Leur espace de Hilbert total est

H = HS ⊗Hε (3.37)

Le hamiltonien total s’écrit

Ĥ = ĤS ⊗ Iε +Hε ⊗ IS + Ĥint (3.38)

=
∑
n

δnP̂n ⊗ Iε + IS ⊗
∑
j

εj |φj 〉 〈 φj|+
∑
n j

γnj P̂n ⊗ |φj 〉 〈 φj| (3.39)

où P̂n = |Sn〉 〈Sn|.
Avant que l’interaction n’ait eu lieu, l’état du système global n’est pas intriqué

|Ψ (0)〉 = |ψ〉 ⊗ |ϕ〉 =

[∑
n

αn |Sn 〉

]
⊗

[∑
j

βj |φj 〉

]
=
∑
n j

αn βj |Sn 〉 ⊗ |φj 〉

(3.40)
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Après un temps t d’interaction[11], il devient

|Ψ (t)〉 = Û (t) |Ψ (0)〉 (3.41)

= exp−iĤt |Ψ (0)〉

l’équation aux valeurs propres

Ĥ [|Sm〉 ⊗ |φk〉] = (δm + εk + γmk) [|Sm〉 ⊗ |φk〉] = µmk [|Sm〉 ⊗ |φk〉]

nous permet d’écrire

|Ψ (t)〉 =
∑
nj

αnβj exp [−i (µnj) t] |Sn〉 ⊗ |φj〉 (3.42)

état qui correspond à la matrice densité

ρ = |Ψ (t)〉 〈Ψ (t)| (3.43)

=
∑
njmk

αnα
∗
mβjβ

∗
k exp [−i (µnj − µmk) t] |Sn〉 〈Sm| ⊗ |φj〉 〈φk|

Calculons la densité matrice réduite ρS

ρS = trε(ρSε ) (3.44)

=
∑
p

〈φp| (ρSε) |φp〉

=
∑
nmp

αnα
∗
m |βp|

2 exp [−i (µnp − µmp) t] |Sn〉 〈Sm|

=
∑
nm

αnα
∗
m exp [−i (δn − δm) t]

[∑
p

|βp|2 exp [−i (γnp − γmp) t]

]
|Sn〉 〈Sm|

=
∑
m n

ρn m (t) |Sn〉 〈Sm|

où la matrice densité

ρn m (t) = αnα
∗
m exp [−i (δn − δm) t] Znm (t) (3.45)

s’écrit en termes de la fonction

Znm (t) =
∑
k

|βk|2 exp [−i (γnk − γmk) t] =
∑
k

pk exp
[
−i
(
ωknm

)
t
]

(3.46)
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qui représente la cohérence [12,13](voir Zurek 1982). La moyenne de cette fonction
est nulle sur un temps T infini pour m 6= n

〈Znm (t)〉 = lim
T→∞

1

T

t+Tˆ

t

Znm (t′) dt′ = 0, n 6= m (3.47)

Ce résultat nous suggère que seules les états |Sn, α〉 d’un sous-espace propre Hn

dégénéré sur α vis-à-vis de Ĥint peuvent coexister car ωknm = ωknα,nβ = 0[14,15]. Leur
cohérence est protégée de l’effet de l’environnement. Cette dernière hypothèse induit
la décomposition en somme directe de HS

HS = ⊕nHn (3.48)

La cohérence Hn ↔ Hm pour n 6= m n’est pas protégée de l’effet de l’environnement
car 〈Znm (t)〉 = 0.

En termes d’opérateurs, après évolution on obtient :

lim
T→∞

ρS = lim
T→∞

trε(Û (t) ρSε (0) Û † (t)) =
∑
n

|αn|2 P̂n =
∑
n

|αn|2 |n 〉 〈n| (3.49)

On remarque donc que seuls les opérateurs de la forme|n 〉 〈n| restent stables au
cours de l’interaction. Ceci nous mène à écrire[

Ĥint , ÔS

]
= 0 (3.50)

où ÔS est une observable qui s’écrit en fonction de ses vecteurs propres, qui ne
s’intriquent pas avec l’environnement, comme

ÔS =
∑
n

on |n〉 〈n| (3.51)

Les états propres de OS sont dits états pointeurs qui appartiennent à la base préférée.



Chapitre 4

Évolution des systèmes quantiques
ouverts

4.1 Équation maitresse

Dans cette partie, on va établir approximativement l’équation d’évolution des
systèmes quantiques ouverts faiblement corrélés et faiblement couplés avec l’envi-
ronnement, pour une dynamique markovienne, car celle-ci est très répandue pour la
description stochastique des phénomènes quantiques tels que les interactions entre
atomes et champ électromagnétique et la résonance magnétique nucléaire. Pour cela,
on doit considérer l’évolution moyenne du système pour des intervalles de temps ∆t

dictés par la dynamique du système et pour lesquels l’approximation “à gros grains”
de la matrice densité soit adéquate avec le caractère markovien. Cette approximation
consiste à faire le remplacement[16,17] :

ρS (t) 7−→ 1

∆t

∆tˆ

0

ρS (t) dt (4.1)

où ∆t doit vérifier la condition des échelles de temps :

τc � ∆t� τe (4.2)

où τc est le temps de relaxation des effets de mémoire et τe est un temps caractéris-
tique de l’évolution du système S[17,18].

L’interaction entre le système S et l’environnement ε est représentée par Ĥint,
de sorte que l’hamiltonien global soit

Ĥ = ĤS ⊗ Iε + IS ⊗ Ĥε + Ĥint (4.3)

32
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Le système global S − ε sera décrit par la matrice densité ρ = ρSε qui s’écrit

ρS ε (t) = ρS (t)⊗ ρε (t) (4.4)

car le système S et l’environnement ε sont faiblement corrélés. De plus,

ρε (t) = |ϕ 〉 〈 ϕ| = ρε (0) (4.5)

car on peut, par le biais de la condition des échelles de temps, considérer que l’état
de l’environnement est stationnaire puisqu’il effectue des fluctuations autour d’un
équilibre statistique avec la période τc .

L’évolution du système global est donnée par l’équation de Liouville Von-Neumann
qui s’écrit dans la représentation interaction

d

dt
ρI (t) = −i

[
Ĥint, ρ

I (t)
]

(4.6)

où Hint s’écrit en termes d’opérateurs Sα agissant sur les états du système et Eα
agissant sur les états de l’environnement

Ĥint (t) =
∑
α

Sα (t)⊗ Eα (t) (4.7)

La forme intégrale de l’équation d’évolution est

ρI (t) = ρI (0)− i
tˆ

0

dt′
[
Ĥint (t′) , ρI (t′)

]
(4.8)

En injectant cette expression dans le commutateur de l’équation d’évolution diffé-
rentielle, on obtient

d

dt
ρI (t) = −i

[
Ĥint, ρ

I (0)
]
−

tˆ

0

dt′
[
Ĥint (t) ,

[
Ĥint (t′) , ρI (t′)

]]
(4.9)

On remarque qu’à l’instant initial, le système et l’environnement sont supposés être
découplés (Hint = 0) de sorte que

ρ(0) = ρS(0)⊗ ρε(0) = ρI(0) (4.10)

De plus[7]

trε

[
Ĥint, ρ (0)

]
=
∑
α

[Sα (t) , ρS (0)] tr
(
Eα (t) ρIε (0)

)
= 0 (4.11)
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En prenant la trace sur l’environnement de l’équation [7],[19], on déduit l’équa-
tion d’évolution exacte de l’opérateur densité du système

d

dt
ρIS (t) = −

tˆ

0

dt′trε

[
Ĥint (t) ,

[
Ĥint (t′) , ρI (t′)

]]
(4.12)

C’est une équation intégrodifférentielle où la densité à l’instant t dépend de la densité
aux instants antérieurs t′. Autrement, dit l’évolution du système dépend de son
histoire, c’est un effet de mémoire. L’approximation de Born puis celle de Markov
permettent de simplifier cette équation. La première est essentiellement basée sur la
faiblesse de l’interaction et l’immensité de l’environnement. Par conséquent, seul le
système étudié est sensible à l’interaction. L’état global est un produit tensoriel où
l’évolution de l’environnement est négligeable

ρI(t) = ρIS(t)⊗ ρIε (t) = ρIS(t)⊗ ρIε (0) (4.13)

Définissons aussi la fonction d’auto-corrélation de l’environnement par [19]

Cαβ (t, t′) = trε
(
Eα (t)Eβ (t′) ρIε(t

′)
)

(4.14)

Comme l’environnement est dans un état stationnaire (équilibre thermique), cette
dernière s’écrit

Cαβ (t, t′) = Cαβ (t− t′) = trε
(
Eα (t− t′)EβρIε(t′)

)
(4.15)

En remplaçant (4.13) et en utilisant (4.15) dans (4.12), l’équation d’évolution exacte
devient [19]

d

dt
ρIS (t) = −

∑
αβ

tˆ

0

dt′{Cαβ (t− t′)
[
Sα (t)Sβ (t′) ρIS (t′)− Sβ (t′) ρIS (t′)Sα (t)

]
(4.16)

+Cβα (t′ − t)
[
ρIS (t′)Sβ (t′)Sα (t)− Sα (t) ρIS (t′)Sβ (t′)

]
}

L’environnement est maintenant séparé du système mais l’effet de mémoire demeure
effectif. Pour l’éliminer, on fait appel à l’approximation de Markov selon laquelle
l’auto-corrélation entre les parties de l’environnement est détruite au bout d’un
temps plus grand que le temps de corrélation τc. Comme le temps τs, caractéristique
de l’évolution du système, est grand devant τc, l’environnement aura déjà oublié
son passé avant même que le système ai eu le temps d’évoluer. Ceci signifie que
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Cαβ(t − t′) est tellement piquée en t que l’on peut remplacer ρIS (t′) par ρIS (t) et
étendre l’intégrale sur τ = t− t′ à l’infini. L’équation devient

d

dt
ρIS (t) = −

∑
αβ

∞̂

0

dτCαβ (τ)
[
Sα (t)Sβ (t− τ) ρIS (t)− Sβ (t− τ) ρIS (t)Sα (t)

]
(4.17)

+Cβα (−τ)
[
ρIS (t)Sβ (t− τ)Sα (t)− Sα (t) ρIS (t)Sβ (t− τ)

]
(4.18)

En utilisant le passage au point de vue de Schrödinger pour le système étudié, selon
lequel

d

dt
ρS (t) = −i [HS, ρS (t)] + exp−iĤSt

(
d

dt
ρIS (t)

)
exp +iĤSt (4.19)

et en tenant compte du fait que

exp−iĤSt
(
Sα (t)Sβ (t− τ) ρIS (t)

)
exp +iĤSt = SαSβ (−τ) ρS (t) (4.20)

en plus de la définition des opérateurs

Bα =

∞̂

0

dτ
∑
β

Cαβ (τ)Sβ (−τ) (4.21)

Cα =

∞̂

0

dτ
∑
β

Cβα (−τ)Sβ (−τ) (4.22)

on obtient l’équation maitresse de Bron-Markov, dont le premier terme représente
l’évolution unitaire indépendamment de l’environnement et le second terme contient
l’effet de la décohérence

d

dt
ρS (t) = −i

[
ĤS, ρS (t)

]
+
∑
α

{[Sα, BαρS (t)] + [ρS (t)Cα, Sα]} (4.23)

= −i
[
ĤS, ρS (t)

]
+ D [ρS (t)] (4.24)

Une des alternatives qui nous permettent d’assurer la positivité de ρS (t) est le pas-
sage à la forme de Lindblad. Cette dernière nous permet de donner une description
algébrique de l’évolution de ρS (t). Pour cela, on passe à la représentation de Ka-
rus des super-opérateurs {Lν} où la dynamique est entièrement décrite à l’aide du
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générateur £ du semi-groupe d’évolution[19]

d

dt
ρS (t) = £ ρS (t) (4.25)

ρS (t) = exp (£t) ρS (0) (4.26)

4.2 Équation de Lidnblad

4.2.1 Représentation de Kraus des super-opérateurs :

Le but de cette représentation est de déterminer l’expression de la matrice densité
ρSε de HS ⊗Hε après une évolution unitaire Û (t). A t = 0s,

ρSε (0) = ρS ⊗ ρε = ρS ⊗ |φ 〉 〈 φ| (4.27)

L’évolution à un instant t quelconque

ρSε (t) = Û (t) ρSε (0) Û † (t) = ρ′Sε (4.28)

donne
[ρ′S]mn = [trε(ρ

′
Sε)]mn =

∑
µpq

Ûmµ,p0 [ρS]pq Û
†
nµ,q0 (4.29)

où
Ûmµ,p0 =

〈
Sm ⊗ φµ|Û |Sp ⊗ φ

〉
(4.30)

On définit ainsi la représentation de Karus de ρS dans une base {|φµ 〉}µ de Hε par

K (ρS) =
∑
µ

MµρSM
†
µ = ρ′S (4.31)

Mµ =
〈
φµ|Û |φ

〉
(4.32)

Les opérateurs Mµ vérifient la relation de fermeture[19]. En effet, l’opérateur évo-
lution dans HS ⊗Hε agit sur un état |Sp ⊗ φ〉, où les états |Sp〉 du système étudié
sont orthonormés, de la façon suivante :

Û |Sp ⊗ φ〉 =
∑
µ

[Mµ ⊗ Iε] |Sp ⊗ φµ〉 = |Ψp〉 (4.33)



CHAPITRE 4. ÉVOLUTION DES SYSTÈMES QUANTIQUES OUVERTS 37

Exprimons le produit scalaire 〈Ψq |Ψp〉 en fonction des opérateurs Mµ

〈Ψq|Ψp〉 =

〈∑
µν

〈Sq ⊗ φν |
[
M †

ν ⊗ Iε
]
| [Mµ ⊗ Iε] |Sp ⊗ φµ〉

〉
(4.34)

= 〈Sq|

[∑
µ

M †
µMµ

]
|Sp〉

= 〈Sq|Sp〉

= δqp

d’où la relation de fermeture : ∑
µ

M †
µMµ = IT (HS) (4.35)

définie sur l’ensemble T (HS) des opérateurs linéaires et bornés de HS .
Au cours d’une évolution entre t et t+ ∆t la représentation de Karus s’écrit

Kt+∆t
t (ρS) =

∑
µ

M †
µ (∆t) ρSMµ (∆t) (4.36)

En supposant que l’un des Mµ (M0 par exemple) soit du premier ordre en ∆t et les
autres sont de l’ordre

√
∆t [rosanov20]

M0 (∆t) = IS + [K − iHS] ∆t (4.37)

Mµ (∆t) = Lµ
√

∆t µ 6= 0 (4.38)

le super-opérateur de Krauss agit de le façon suivante :

ρS(t+ ∆t) = Kt+∆t
t (ρS) = ρS(t) +O(∆t) (4.39)

Les équations mènent à l’équation de Lindblad pour ∆t 7−→ 0[8]

d

dt
ρS (t) = −i [HS, ρS (t)]− 1

2
{K, ρS (t)}+

∑
µ>0

L†µρS (t)Lµ (4.40)

Le terme [HS, ρS (t)] représente l’évolution unitaire, {K, ρS (t)} représente la dis-
sipation et

∑
µ>0 L

†
µρS (t)Lµ représente les sauts quantiques. En comparant avec

l’équation de Bron-Markov (4.24), on déduit l’expression de l’opérateur de décohé-
rence

D [ρS (t)] = −1

2
{K, ρS (t)}+

∑
µ>0

L†µρS (t)Lµ (4.41)
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Cette forme peut être réécrite d’une manière plus commode en remarquant que
K est un opérateur hermitique et qu’il se détermine à partir de la condition de
normalisation des supers-opérateurs∑

µ=0

M †
µ (∆t)Mµ (∆t) = IT (HS) (4.42)

En séparant le terme µ = 0 dans l’expression précédente, on trouve

K = −1

2

∑
µ>0

L†µLµ (4.43)

Dans le cas où Lµest hermitique [7], l’équation de Lindblad devient

d

dt
ρS (t) = −i [HS, ρS (t)] +

∑
µ

[Lµ, [Lµ, ρS (t)]]

D [ρS (t)] =
∑
µ

[Lµ, [Lµ, ρS (t)]]

La particularité de ce formalisme réside dans l’irréversibilité de l’évolution du
système qu’on ne peut décrire avec un opérateur unitaire, d’où l’appellation semi-
groupe. Dans le cas d’une évolution unitaire, l’ensemble des opérateurs

{
Û (t) , t ≥ 0

}
constitue un groupe à un paramètre t, car il contient l’élément neutre

Û (t = 0) = IH , (4.44)

vérifie l’associativité

Û (t1)
(
Û (t2) Û (t3)

)
=
(
Û (t1) Û (t2)

)
Û (t3) (4.45)

et contient l’inverse
Û−1 (t) = Û (−t) (4.46)

Ceci n’est pas le cas pour notre système car Û−1 (t) n’existe pas. Pour une évolution
unitaire, on écrit[21 ,22]

ρ (t) = Û (t) ρ (0) Û † (t) (4.47)

Dans notre cas, l’évolution de ρ est donnée par

ρS (t) = exp (£t) ρS (0) (4.48)

£ est le générateur du semi-groupe d’évolution appelé Liouvillien et agissant de la
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façon suivante :

£ρS (t) =
d

dt
ρS (t) = lim∆t→0

[∑
µM

†
µ (∆t) ρSMµ (∆t)− ρS (t)

∆t

]
(4.49)

cette équation est dite équation de Liouville [23,24,25].



Chapitre 5

Évolution dans l’espace des phases

5.1 Application à un modèle canonique

Le but de cette partie est d’exhiber la décohérence dans l’espace des phases. Pour
cela, on se propose d’illustrer cette évolution dans le cas d’un oscillateur harmonique
quantique de masse m et de fréquence Ω, qui joue le rôle du système physique S
en interaction avec son environnement représenté par un bain thermique d’oscilla-
teurs harmoniques de masses mi et de fréquences ωi, au voisinage d’un équilibre
thermodynamique.

Le Hamiltonien total est donné par

Ĥ = ĤS ⊗ Ibain + IS ⊗ Ĥbain + Ĥint (5.1)

où
ĤS =

P 2

2m
+

1

2
mΩ2X 2 (5.2)

Ĥbain =
∑
i

Pi
2

2mi

+
1

2
miω

2
i q

2
i =

∑
i

Ĥi (5.3)

Ĥint =
∑
i

ciqi ⊗X (5.4)

La fonction de corrélation [7] est donnée par

C (τ) =
∑
ij

cicj 〈qi (τ) qj〉 (5.5)

=
∑
i

c 2
i 〈qi (τ) qi〉

car dans le cas de l’algèbre de l’oscillateur harmonique

〈qi (τ) qj〉 = δij 〈qi (τ) qi〉 (5.6)

40



CHAPITRE 5. ÉVOLUTION DANS L’ESPACE DES PHASES 41

avec

qi (τ) = U † (τ) qiU (τ) (5.7)

= e+i Hiτqi e
−i Hiτ

= (2mi ωi)
−1/2

{
ai e

−i ωi τ + a†i e
+i ωi τ

}
On peut donc écrire que

〈qi (τ) qi〉 =
1

2mi ωi

{〈
aia
†
i

〉
e−i ωi τ +

〈
a†iai

〉
e+i ωi τ

}
(5.8)

où le nombre moyen d’occupation d’un niveau d’énergie〈
a†iai

〉
= 〈n̂i〉 = ni (5.9)

sera déterminé à partir de la statistique de Bose Einstein

ni =
1

e(
ωi /kBT ) − 1

(5.10)

car l’ensemble des oscillateurs harmoniques schématisant l’environnement est en
équilibre thermodynamique. En utilisant la relation de commutation[

ai , a
†
i

]
= 1 (5.11)

on obtient 〈
aia
†
i

〉
= 1 + ni (5.12)

et
〈qi (τ) qi〉 =

1

2mi ωi
{(1 + 2 ni) cos (ωi τ)− i sin (ωi τ)} (5.13)

Sachant que

1 + 2 ni =
eωi/kBT + 1

eωi/kBT − 1
= coth (ωi/kBT ) (5.14)

la fonction de corrélation s’écrit

C (τ) =
∑
i

c 2
i

2mi ωi
{coth (ωi/kBT ) cos (ωi τ)− i sin (ωi τ)} (5.15)

=
1

2

∑
i

c 2
i 〈{qi (τ) , qi}〉+

1

2

∑
i

c 2
i 〈 [qi (τ) , qi] 〉 (5.16)
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où

〈{qi (τ) , qi}〉 = 〈qi (τ) qi + qi qi (τ)〉 =
1

mi ωi
coth (ωi/kBT ) cos (ωi τ) (5.17)

〈[qi (τ) , qi]〉 = 〈qi (τ) qi − qi qi (τ)〉 =
i

mi ωi
sin (ωi τ) (5.18)

On voit que la fonction de corrélation devient

C (τ) = ξ (τ)− i η (τ) (5.19)

où la partie réelle

ξ (τ) =
1

2

∑
i

c 2
i 〈{qi (τ) , qi}〉 (5.20)

=
∑
i

c 2
i

2mi ωi
coth

(
ωi
kBT

)
cos (ωi τ) (5.21)

=

ˆ +∞

0

J (ω) coth

(
ω

kBT

)
cos (ω τ) d ω (5.22)

et la partie imaginaire

η (τ) =
i

2

∑
i

c 2
i 〈 [qi (τ) , qi] 〉 (5.23)

=
∑
i

c 2
i

2mi ωi
sin (ωi τ) (5.24)

=

ˆ +∞

0

J (ω) sin (ω τ) d ω (5.25)

s’expriment au moyen de la fonction spectrale

J (ω) =
∑
i

c 2
i

2mi ωi
δ (ω − ωi) (5.26)

Ainsi, la fonction de corrélation devient une somme continue sur ω

C (τ) =

ˆ +∞

0

J (ω)

[
coth

(
ω

kBT

)
cos (ωτ)− i sin (ωτ)

]
(5.27)

ce qui montre que
C (−τ) = ξ (τ) + i η (τ) (5.28)
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La prise en compte de cette dernière propriété dans l’équation de Born-Markov

d

dt
ρs (t) = −i

[
ĤS, ρs (t)

]
−
ˆ +∞

0

dτ {C (τ) [X ,X (− τ) ρs (t)] + C (− τ) [ρs (t)X (− τ) , X ]}

(5.29)
conduit à

d

dt
ρs (t) = −i

[
ĤS, ρs (t)

]
−
ˆ +∞

0

dτ {ξ (τ) [X , [X (− τ) , ρs (t)]] + η (τ) [X , {X (− τ) , ρs (t)}]}

(5.30)
Cette équation est valable pour un système physique S quelconque, car nous

n’avons pas tenu compte du fait que celui-ci est un oscillateur harmonique dont le
hamiltonien

ĤS =
P 2

2m
+

1

2
mΩ2X 2 (5.31)

gouverne l’évolution de l’opérateur position selon la loi bien connue

X (τ) = U † (τ)X U (τ) (5.32)

= e+ i
~ HSτX e−

i
~ HSτ

= exp

(
− i
~
adĤSτ

)
X (5.33)

où le symbole adĤS désigne le commutateur avec ĤS. Par exemple,

adĤS X =
[
ĤS, X

]
= −i P

m
(5.34)

(adĤS )2X =
[
ĤS,

[
ĤS, X

] ]
= Ω2X (5.35)

(adĤS )3X =
[
ĤS,

[
ĤS,

[
ĤS, X

] ]]
= −i Ω2

m
P (5.36)

(adĤS )4X =
[
ĤS,

[
ĤS,

[
ĤS,

[
ĤS, X

] ]]]
= Ω4X (5.37)

Le développement en séries, paire et impaire, de l’exponentielle donne

X (τ) =
∑
p ≥0

(−1)p
(adĤS )2pX

(2p)!
τ 2p + i

∑
p ≥0

(−1)p
(adĤS )2p+1X

(2p+ 1)!
τ 2p+1

Les puissances précédentes de l’opérateur adĤS se généralisent facilement à

(adĤS )
2p+1

X τ 2p+1 =
−i
m Ω

( Ω τ)2p+1 P (5.38)

(adĤS )
2p

X τ 2p = ( Ω τ)2p X (5.39)
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Par conséquent, l’opérateur position prend la forme suivante :

X (τ) =
∑
p ≥0

(−1)p
( Ω τ)2p

(2p)!
X + i

(
−i
m Ω

)∑
p ≥0

(−1)p
( Ω τ)2p+1

(2p+ 1)!
P (5.40)

X (τ) = X cos ( Ω τ) +

(
P

m Ω

)
sin ( Ω τ) (5.41)

Ceci conduit à une écriture physiquement plus commode des différents termes de
l’équation (5.30)

[X , [X (− τ) , ρs (t)]] = D [X , [X , ρs (t)]] + f [X , [P , ρs (t)]] (5.42)

[X , {X (− τ) , ρs (t)}] = − i
2
mω̃2

[
X 2 , ρs (t)

]
− i γ [X , {P , ρs (t)}] (5.43)

On obtient ainsi l’équation de Caldeira-Legget [5]

d

dt
ρs (t) = −i

[
ĤS +

1

2
mΩ2X2, ρs (t)

]
−i γ [X , {P , ρs (t)}]−f [X , [P , ρs (t)]]−D [X , [X , ρs (t)]]

(5.44)
Les différents termes du second membre de l’équation représentent respectivement
l’évolution unitaire du pseudo-oscillateur harmonique de fréquence Ω2 = ω2 + ω̃2,
la dissipation, la diffusion anormale, la diffusion et la décohérence. Les coefficients
correspondants sont

D =

ˆ +∞

0

dτ ξ (τ) cos ( Ω τ) (5.45)

f = − 1

m Ω

ˆ +∞

0

dτ ξ (τ) sin ( Ω τ) (5.46)

ω̃2 =

ˆ +∞

0

dτ η (τ) cos ( Ω τ) (5.47)

γ =
1

m Ω

ˆ +∞

0

dτ η (τ) sin ( Ω τ) (5.48)

Sachant que〈
x| P ρs (t) |x′

〉
= −i ∂

∂x

〈
x| ρs (t) |x′

〉
= −i ∂

∂x
ρs

(
x, x

′
, t
)

(5.49)

l’équation maitresse prend la forme suivante en représentation coordonnées[26,27] :

∂

∂t
ρs (x, x′, t) = 4 (x, x′) ρs (x, x′, t) (5.50)
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4 (x, x′) = − i

2m

(
∂2

∂x′2
− ∂2

∂x2

)
−i m

(
ω2 + ω̃2

) (
x2 − x′2

)
+γ (x − x′)

(
∂

∂x′
− ∂

∂x

)
+i f (x − x′)

(
∂

∂ x′
+

∂

∂x

)
−D (x − x ′)2

(5.51)

5.2 Représentation espace des phases ordinaires

L’opérateur densité nous permet de calculer les valeurs moyennes des obser-
vables d’un système physique S ainsi que les probabilités des transitions entre les
états quantiques correspondants, mais il ne fournit pas autant d’informations que
la densité de probabilités en statistique classique dans l’espace des phases [28,29] .
Ceci n’est pas possible en mécanique quantique en vertu du principe d’incertitude.
La meilleure approximation, dans ce cas, est la fonction de Wigner w que l’on peut
obtenir à partir de la matrice densité :

ρ (x, x′, t) =

ˆ
dp w (q, p, t) exp−ipu =

〈
q +

u

2
|ρ (t) | q − u

2

〉
= F (q, u) (5.52)

où

x = q +
u

2
(5.53)

x′ = q − u

2
(5.54)

De la même manière, on peut l’écrire en représentation impulsion :

ρ
(

Π = p+
v

2
,Π

′
= p− v

2
, t
)

=

ˆ
dq w (q, p, t) exp−iqv =

〈
p+

v

2
| ρ (t) | p− v

2

〉
= G (p, v)

(5.55)
La distribution de Wigner vérifie les propriétés suivantes :

R (q) =

ˆ
dqw (q, p, t) = 〈q|ρ (t) |q〉 = F (q, 0) (5.56)

P (p) =

ˆ
dpw (q, p, t) = 〈p|ρ (t) |p〉 = G (p, 0) (5.57)

où R (q) et P (p) sont les densités de probabilité en position et en impulsion,
respectivement , d’où l’on déduit la normalisation

tr(ρ) =

ˆ
dqdpw (q, p, t) = 1 (5.58)
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Reprenons l’équation [Eq (5.1.50)]dans laquelle on utilise [28] la transformation

q =
x+ x

′

2
(5.59)

u = x− x′ (5.60)

d’où

∂

∂x
=

1

2

∂

∂q
+

∂

∂u
(5.61)

∂

∂x′
=

1

2

∂

∂q
− ∂

∂u
(5.62)

Après une intégration par parties pour chaque terme, on obtient l’équation d’évolu-
tion de w (q, p, t) [30]

∂w

∂t
= − p

m

∂w

∂q
+m

(
ω2 + ω̃2

) ∂w
∂p

+ γ
∂ (pw)

∂p
− f ∂2w

∂p ∂q
+D

∂2w

∂p2
(5.63)

Étudions l’équation précédente dans une superposition de deux états cohérents,
dont l’état initial est donné par

ψ (x , t = 0) = ψ+ (x , t = 0) + ψ− (x , t = 0) (5.64)

La première composante

ψ+ (x , t = 0) = Nexp

[
−(x− x0)2

2δ2

]
exp [ip0x] (5.65)

est localisé en x0 et se propage dans le sens négatif avec une impulsion p0. La second

ψ− (x , t = 0) = Nexp

[
−(x+ x0)2

2δ2

]
exp [−ip0x] (5.66)

est localisée en −x0 et se propage dans le sens positif.
La fonction de Wigner associée à ψ (x , t = 0) est

w (q, p, t = 0) = w+ (q, p, t = 0) + w− (q, p, t = 0) + wint (q, p, t = 0) (5.67)

où

w+ (q, p, t = 0) = N2δ2exp

[
−(x− x0)2

2δ2

]
exp

[
−δ2 (p− p0)2] (5.68)
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est la fonction de Wigner associée à ψ+, et

w− (q, p, t = 0) = N2δ2exp

[
−(x+ x0)2

2δ2

]
exp

[
−δ2 (p+ p0)2] (5.69)

est celle associée à ψ−. Le dernier terme

wint (q, p, t = 0) = 2N2δ2exp

[
−x

2

δ2
− δ2p2

]
cos [2x0p+ 2p0x] (5.70)

décrit l’interférence entre les deux composantes. C’est à ce terme que nous devons
porter notre attention lors de l’évolution au cours du temps. S’il s’annule, l’interfé-
rence sera perdue et la décohérence aura lieu[26,31,32].

on montré que la fonction de Wigner exacte à un instant t quelconque, prend la
forme

w (q, p, t) = w+ (q, p, t) + w− (q, p, t) + wint (q, p, t) (5.71)

où

w+ (q, p, t) = N2δ2 δ2

δ1

exp

[
−(x− xc)2

2δ2
1

]
exp

[
−δ2

2 (p− pc − β (x− xc))2] (5.72)

w− (q, p, t) = N2δ2 δ2

δ1

exp

[
−(x+ xc)

2

2δ2
1

]
exp

[
−δ2

2 (p+ pc − β (x+ xc))
2] (5.73)

wint (q, p, t) = N2δ2 δ2

δ1

exp [−Aint] exp
[
− x2

2δ2
1

− δ2
2 (p− βx)2

]
cos [2kpp+ 2 (kx − βkp)x]

(5.74)
δ2 (t = 0) = δ1 (t = 0) = δ, kx (t = 0) = p0, kp (t = 0) = x0 (5.75)

avec des expressions compliquées et dépendant du temps des coefficients xc, pc δ1,
δ2, β, kx et kp. Des formes plus simples peuvent être obtenues en utilisant l’approxi-
mation de Bron-Markov[7].

exp [−Aint] =
wint (q = 0, p = 0)[

w+ (q = x0, p = p0) + w− (q = −x0, p = −p0)
] 1

2

(5.76)

est appelé « terme de visibilité des interférences ». En effet, il mesure le rapport du
pic de wint par rapport à ceux de w+ et w−. L’étude de ce terme et la représentation
graphique de w(x, p, t) montre que les termes d’interférences disparaissent aux cours
du temps. Ceci est rapidement visible dans l’espace de configuration et lentement
visible dans l’espace des impulsion [7].
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L’atténuation de wint (q, p, t) est gouvernée par le « terme de visibilité des inter-
férences» qui s’écrit à haute température sous la forme

exp [−Aint] ' exp−

[
γ0

(2x0)2

λ2
DB

]
t→ 0. (5.77)

Ce qui représente le phénomène de décohérence pour une durée

τ4x = γ0
λ2
DB

(4x)2 (5.78)

où4x est la séparation spatiale cohérente et λDB = 1√
2mkbT

est la longueur d’onde
de De Broglie thermique.

5.3 Mécanique Quantique Stochastique

Considérons l’espace de Hilbert L2 (Γ) des fonctions ψ (q, p) de carré sommable
définies sur l’espace des phase Γ = {(q, p) /q ∈ R3, p ∈ R3} avec le produit scalaire

〈ψ1|ψ2〉 =

ˆ
Γ

dqdpψ∗1 (q, p)ψ2 (q, p) (5.79)

On peut construire un sous-espace L2 (Γξ) en ne considérant que les fonctions qui
s’obtiennent de la représentation configuration par la transformation unitaire Ŵξ :

ψ (q, p) =
[
Ŵξψ̂

]
(q, p) =

ˆ
R3

ξ̂∗q,p (x) ψ̂ (x) dx (5.80)

ξ̂q,p (x) = [U(q, p)ξ̂](x) = exp

(
i

~
p. (x− q)

)
ξ̂ (x− q) (5.81)

où ξ̂ est une fonction qui doit vérifier les propriétés suivantes :
– La normalisation

∥∥∥ξ̂∥∥∥ = (2π~)3/2 pour assurer l’unitarité 〈ψ1|ψ2〉 =
〈
ψ̂1|ψ̂2

〉
=´

R3 dxψ̂
∗
1 (x) ψ̂2 (x)

– L’invariance par rotation ξ̂ (Rx) = ξ̂ (x) pour assurer l’équivalence de la re-
présentation espace des phases L2 (Γξ) avec la représentation configuration
L2 (R3).

– La réalité ξ̂∗ (x) = ξ̂ (x) si l’on veut que la densité de courant quantique soit
définie d’une manière naturelle j = jξ

j =
´
R3

~
2mi

ψ∗ (q, p)
←→
∇ qψ (q, p) dp (5.82)

jξ =

ˆ
R3

p

m
|ψ (q, p)|2 dp (5.83)
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La probabilité (marginale) que la mesure de la position donne une valeur q
dans la région B̂ est

Pψ

(
B̂
)

=

ˆ
B̂

dq

ˆ
R3

dp |ψ (q, p)|2 (5.84)

=

ˆ
B̂

dq

ˆ
R3

dxχ̂q (x)
∣∣∣ψ̂ (x)

∣∣∣2 (5.85)

χ̂q (x) = (2π~)3
∣∣∣ξ̂ (x− q)

∣∣∣2 (5.86)

Cela signifie que la fonction χ̂ doit être considérée comme probabilité condi-
tionnelle que l’appareil de mesure donne la valeur q alors que la particule se

trouve à la position x. L’intégrale
´
R3 dxχ̂q (x)

∣∣∣ψ̂ (x)
∣∣∣2 est la probabilité que

cet appareil donne la valeur q indépendamment de la position de la parti-
cule. La fonction χ̂ est appelée fonction de confiance et caractérise l’imper-
fection de l’appareil de mesure. Sa racine ξ̂ est interprétée alors comme fonc-
tion d’onde propre de l’appareil de mesure qui devient désormais quantique.
Les mêmes résultats s’obtiennent en utilisant la représentation impulsion (W̃ξ,

ψ̃ (k), ξ̃q,p (k) = e
i
~kq ξ̃ (k), et χ̃q (x) = (2π~)3

∣∣∣ξ̃ (x− q)
∣∣∣2). Dans cette théorie,

il est possible de mesurer simultanément la position q et l’impulsion p sans
violer le principe d’incertitude car chaque variable est entachée d’ erreur dé-
terminée par χ̂ et χ̃[4],[34]. Une façon succincte de résumer ceci est dire que
L2 (Γξ) détermine une représentation dans un espace des phases stochastique
Γξ = {(q, p, χq,p) / (q, p) ∈ Γ}. C’est-à-dire que la fonction d’onde ψ (q, p) est
l’amplitude de probabilité que la mesure simultanée de la position et de l’im-
pulsion donne la valeur stochastique (q, p, χq,p) liée à la valeur réelle (x, k) au
moyen de la distribution

χq,p (x, k) = χ̂q (x) χ̃p (k) (5.87)

La famille {|ξq,p〉 / (q, p) ∈ Γ}, où ξ = Ŵξ ξ̂ est la fonction d’onde propre dans la
représentation espace des phases stochastique. Elle définie un opérateur de projection
Pξ de L2 (Γ) sur L2 (Γξ) qui vérifient donc la relation de fermeture dans ce dernier :

Pξ =

ˆ
Γ

|ξq,p〉 dqdp 〈ξq,p| = 1L2(Γξ) (5.88)
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On dit alors que l’état |ξ〉 ou l’opérateur γ = |ξ〉 〈ξ| est générateur d’une résolution
de l’identité. Ainsi, un état quelconque possède la décomposition

|ψ〉 =

ˆ
Γ

dqdpψ (q, p) |ξq,p〉 (5.89)

ψ (q, p) = 〈ξq,p|ψ〉 (5.90)

La deuxième ligne de l’égalité vient de l’unitarité de Ŵξ et de la définition [4] qui
n’est autre que le produit scalaire dans la représentation configuration

ψ (q, p) =
〈
ξ̂q,p|ψ̂

〉
= 〈ξq,p|ψ〉 (5.91)

En restreignant l’intégrale de la relation de fermeture à une région B de l’espace
des phases Γ, on obtient des opérateurs positifs (et non de projection)

E (B) =

ˆ
B

|ξq,p〉 dqdp 〈ξq,p| (5.92)

qui donnent les probabilités

Pψ (B) = 〈ψ|E (B)ψ〉 =

ˆ
B

|ψ (q, p)|2 dqdp (5.93)

pour que la mesure simultanée de la position et de l’impulsion donne un résultat
(q, p) dans B au sens stochastique.

La fonction d’onde dépendante du temps vérifie l’équation de Schrödinger par
rapport à q

i~
∂ψ (q, p, t)

∂t
=

[
−~2

2m
4q + V (Q)

]
ψ (q, p, t) (5.94)

où V (Q) est le potentiel d’interaction exprimé en fonction de l’opérateur Q.

5.4 Représentation espace des phases stochastique

Pour un système de N particules stochastiques, on considère l’espace des phases

Γ3N =
{

(q, p) /q = (q1, · · · , qN) ∈ R3N , p = (p1, · · · , pN) ∈ R3N
}

(5.95)

et les états propres stochastiques

|ξq,p〉 = |ξq1,p1〉 ⊗ · · · ⊗ |ξqN ,pN 〉 (5.96)
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On leur associe l’opérateur

γqp = UqpγU
†
qp = |ξq,p〉 〈ξq,p| (5.97)

où
γ = |ξ〉 〈ξ| (5.98)

et Uq,p est le produit tensoriel des transformations U(qi, pi) [4]. La matrice densité
ρ(q, p) dans la représentation espace des phases est liée à l’opérateur densité ρ de la
mécanique quantique est définie par

ρ (q, p) = tr (ργqp) = 〈ξq,p |ρ| ξq,p〉 (5.99)

A l’aide de l’opérateur positif

P̂γ (∆) =

ˆ
4
γqpdqdp (5.100)

∆ ⊂ Γ3N (5.101)

on calcule les probabilités de présence

Pρ (∆) = tr(P̂γ (∆) ρ) (5.102)

=

ˆ
4
ρ (q, p) dqdp (5.103)

Contrairement à la fonction de Wigner w(q, p), la matrice densité ρ(q, p)est définie
positive et s’interprète comme une densité de probabilité comme en témoigne la
relation précédente. L’idée du présent travail est d’étudier la décohérence et l’évo-
lution des systèmes quantiques ouverts dans la représentation espace des phases
stochastique qui fournit une bonne densité de probabilité[4].

à fin d’étudier le mouvement Brownien dans l’espace des phases stochastique ,on
fait la projection de l’équation de Caldeira-Legget,qui est donnée par

dρ

dt
= −i[H +

1

2
mω̃2Q2, ρ]− iγ[Q, {P, ρ}]−D[Q, [Q, ρ]]− f [Q, [P, ρ]] (5.104)

la projection donne
∂

∂t
ρ(q, p, q′, p′, t) =

〈
ξq,p|

dρ

dt
|ξq/p/

〉
(5.105)

=

〈
ξq,p| − i[H +

1

2
mω̃2Q2, ρ]− iγ[Q, {P, ρ}]−D[Q, [Q, ρ]]− f [Q, [P, ρ]]|ξq/p/

〉
(5.106)
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ou on utilise la représentation espace des phases stochastique pour les opérateurs Q
etP dont les expressions sont respectivement

〈ξq,p|Qρ|ξq′,p′〉 = (q + i∂p) 〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉 = (q + i∂p)ρ(q, p, q′, p′, t) (5.107)

et
〈ξq,p|Pρ|ξq′,p′〉 = −i∂qρ(q, p, q′, p′, t) (5.108)

le calcul de chaque terme a part donne
Terme unitaire :

〈
ξq,p| − i[ P

2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2, ρ]|ξq′,p′

〉
=

[
1

2

i

m
(∂2
q−∂2

q′)−
1

2
imΩ2(q2−(q′)2)]ρ+[

1

2
imΩ2(∂2

p−∂2
p′)+mΩ2(q∂p+q′∂p′)]ρ (5.109)

Terme γ :

〈ξq,p| − iγ[Q, {P, ρ}]|ξq′,p′〉 = γ (q′ − q) (∂q − ∂q′) ρ− iγ (∂q − ∂q′) (∂p + ∂p′) ρ

(5.110)
Terme en f :

= 〈ξq,p| − f [Q, [P, ρ]]|ξq′,p′〉 = −if (q′ − q) (∂q + ∂q′) ρ− f (∂q + ∂q′) (∂p + ∂p′) ρ

(5.111)
:

Terme D :

−D (q′ − q)2
ρ 〈ξq,p| −D[Q, [Q, ρ]]|ξq′,p′〉 = +2iD (q′ − q) (∂p + ∂p′) ρ+D (∂p + ∂p′)

2 ρ

(5.112)
La projection de l’équation Caldeira-Legget dans L2 (Γξ) donne

∂

∂t
ρ(q, p, q′, p′, t) = 4 (q, q′) ρ(q, p, q′, p′, t) +4stoch (q, p, q′, p′) ρ(q, p, q′, p′, t)

(5.113)
L’opérateur 4 (q, q′) est celui de la mécanique quantique conventionnelle (équation
de Caldeira-Legget en représentation coordonnées [Eq (5.1.50)]). Le second est un
terme stochastique donné par :

4stoch (q, p, q′, p′) = (∂p + ∂p′)
[
D̂+ (q, p) + D̂− (q′, p′)

]
(5.114)

où

D̂± (q, p) = mΩ2q − (f ± iγ) ∂q +D∂p (5.115)
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La nullité du terme stochastique [Eq (5.4.20)]peut éventuellement nous permetre
de retrouver la description de mécanique quantique conventionelle [Eq (5.1.50)], à
partir de l’équation [Eq (5.4.19)].



Chapitre 6

conclusion

En mécanique quantique, l’état d’un système physique est généralement repré-
senté par un ket de l’espace de Hilbert qui vérifie les axiomes de la mesure et dont
l’évolution est donnée par l’équation de Schrödinger. Dans le présent travail, cette
dernière a été remplacée par l’équation de Von-Neumann décrivant l’évolution de la
matrice densité qui est commode dans l’étude des états de mélange statistique et des
états intriqués. Nous avons utilisé pour décrir l’état du système dans la pré-mesure
selon le modèle de Von-Neumann.

Le même formalisme de la matrice densité a été exploité aussi pour décrire l’in-
teraction environnement-système où la décohérence n’est plus un postulat, mais une
conséquence de l’orthogonalité des états de l’environnement. En outre, ce modèle
résout le problème de la base préférée en choisissant les états propres de l’observable
(mesurée) qui ne s’intriquent pas avec l’environnement(super-selection).

De tels résultats ont donné naissance à l’étude de la dynamique irréversible des
systèmes quantiques ouverts. Leur évolution est régie par l’équation de Born-Markov
qui est déduite de la trace partielle de la matrice densité du système global en uti-
lisant l’approximation de Born puis celle de Markov. Le phénomène de décohérence
représente la perte de l’information du système au sein d’un environnement pos-
sédant un grand nombre de degrés de liberté, ce qui suggère l’irréversibilité de la
dynamique. Pour cela on ne peut considérer l’ensemble des opérateurs d’évolution
comme un groupe à un paramètre à cause de l’absence de l’élément inverse. Nous
passons ainsi au formalisme du semi-groupe avec les super-opérateurs, l’équation
de Born-Markov prend ainsi une nouvelle forme dite équation de Lindblad où la
positivité de l’opérateur densité est plus évidente[Appendice].

L’étude du mouvement brownien d’un oscillateur harmonique a conduit à l’équa-
tion de Caldeira-Legget qui a fait apparaitre, en plus de l’évolution unitaire réver-
sible, des termes de dissipation en énergie et de diffusion. Cette équation s’écrit
dans la représentation configuration mais s’étudie dans la représentation espace des
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phases où le rôle de la matrice densité est pris par la fonction de Wigner. Comme
cette dernière n’est pas toujours définie-positive, nous avons repris l’étude de la théo-
rie quantique stochastique qui offre d’une part, une représentation espace des phases
avec une mesure simultanée mais imprécise de la coordonnée et de l’impulsion de la
particule [4], et d’un autre coté, une densité de probabilité définie-positive.

Ceci nous a permis de vérifier que les équations de Born-Markov de Caldeira-
Legget demeurent valables en théorie stochastique. L’écriture de la dernière équation
dans l’espace des phases stochastique a reproduit dans l’équation d’évolution[Eq (5.4.19)],
la description de la mécanique quantique conventionnelle[Eq (5.1.50)], ainsi qu’un
nouveau terme stochastique[Eq (5.4.20)], ce qui peut offrir les perspectives suivantes :

– Poursuivre l’étude du mouvement quantique brownien en tenant compte de
l’effet de l’imprécision de l’appareil de mesure à l’aide des fonctions de confi-
nance.

– L’application du modèle, avec des fonctions d’ondes stochastiques propres
gaussiennes [4], permettrait éventuellement d’établir une relation entre la lon-
gueur caractéristique stochastique et le temps de décohérence.

– Reprendre toutes les études de la décohérence dans le cadre de la théorie
stochastique, ce qui constitue une multitude d’axes de recherche.



Appendice :

6.1 Définition d’une mesure mathématique

Soit un ensemble non vide E et soit P (E)l’ensemble des parties de E.
une partie < = {Sk}k=0,....,∞de P (E), est dite σ−anneau, si elle vérifie

∀S1, S2 ∈ <, S1 ∪ S2 ∈ <

∀S1, S2 ∈ <, S1 ∩ S2 ∈ <

Le σ−anneau <est dit σ−algèbre
une application µ : < → R+est dite mesure si elle vérifie elle vérifie[34]

µ (Ø) = 0

µ (Sk) ≥ 0

µ

(⋃
k≥0

Sk

)
=
∑

µ (Sk)
k≥0

6.2 Définition d’un semi groupe

On appelle semi-groupe à un paramètre sur un espace de Banach E, la donnée
d’un ensemble {Tt, t ≥ 0} d’opérateurs linéaires et bornés qui vérifient les conditions
suivantes[34] :

TtTs = Tt+s (6.1)

T0 = I (6.2)

Le générateur J du semi-groupe vérifie

lim
t7−→0
‖Ttx− (x+ t Jx)‖ = 0 (6.3)
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où x est dans le domaine de J (x ∈ Dom (J), un sous-espace invariant de E sous
l’action de Tt)[aliki] , d’où

(TtJ − JTt) x = 0 (6.4)

On exprime les éléments du semi-groupe en fonction du générateur à l’aide de l’ex-
ponentielle

Tt = exp(Jt) =
∑
n≥0

tn

n
Jn (6.5)

On s’intéresse dans notre cas à la situation où E = T (HS)et Tt = exp (£t)oùJ n’est
que le Liouvillien£.

6.3 Propriétés Des super-operateurs :

Un super-operateur K est une application linéaire de qui doit vérifier les condi-
tions suivantes[18] :

K : T (HS)→ T (HS)

La linéarité
K (αρ+ β%) = αK (ρ) + βK (%)

L’hermiticité
K (ρ) = [K (ρ)]†

Conservation de la trace
tr [K (ρ)] = 1

La positivité
K (ρ) ≥ 0

:
La représentation de Karus de l’évolution de ρS est donnée par :

K (ρS) =
∑
µ

MµρSM
†
µ = ρ′S

:
La représentation de Karus de l’opérateur K dans T (HS) conserve les propriétés

suivantes :
L’hermiticité

ρ′S = [ρ′S]
†
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La conservation de la trace,qui résulte de la relation de fermeture

tr [ρ′S] = 1

La positivité

〈S|ρ′S|S〉 =

〈
S|
∑
µ

MµρSM
†
µ|S

〉
=
∑
µ

〈Sµ|ρS|Sµ〉 ≥ 0

:

6.4 Espace des opérateurs linéaires et bornés

Considérons un espace de Hilbert HS séparable sur C dont le produit scalaire
de deux éléments ϕ et Ψ est noté par 〈ϕ|Ψ〉, et la norme d’un élément par ‖Ψ‖ =√
〈Ψ|Ψ〉. L’ensemble L (HS) des opérateurs linéaires de HS est doté de la norme

infinie
‖A‖∞ = sup

‖Ψ‖≤1

‖AΨ‖ (6.6)

où A ∈ L (HS) et Ψ ∈ HS .Un opérateur A de L (HS) est dit borné s’il vérifie

sup
‖Ψ‖≤1

≤ ‖AΨ‖∞ ≤ ∞ (6.7)

L’ensemble des opérateurs de L (HS) vérifiant cette propriété est noté B (HS) [34] .
Il constitue une algèbre de Banach et vérifie

〈
A†Ψ|ϕ

〉
= 〈Ψ|Aϕ〉 (6.8)

(AB)† = B†A†(
A†
)†

= A

(αA+ βB)† = α∗A† + β∗B†∥∥A†A∥∥∞ =
∥∥A2

∥∥
∞ =

∥∥∥(A†)2
∥∥∥
∞

Un opérateur A ∈ B (HS) est dit auto-adjoint (hermitique) si

A† = A (6.9)

Un opérateur A ∈ B (HS) est positif A ≥ 0 si

〈Ψ|A|Ψ〉 ≥ 0 ; ∀Ψ ∈ HS (6.10)
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La trace d’un opérateur A ∈ B (HS) est donnée par

tr (A) =
∑
n

〈ϕn|A|ϕn〉 (6.11)

où {|ϕn〉}n est une base orthonormée. Un opérateur densité ρ ∈ B (HS) est “mathé-
matiquement acceptable” ou bien un opérateur trace, si

tr (ρρ∗)1/2 existe (6.12)

L’ensemble de ces opérateurs est un espace de Banach noté T (HS) et ayant la norme

‖ρ‖1 = tr (ρρ∗)1/2 (6.13)

correspondant au produit scalaire (pour une base orthonormée {ρα}

(ρα, ρβ) = tr
(
ραρ

∗
β

)1/2
= δαβ (6.14)

La représentation spectrale de ρ ∈ B (HS) s’il est hermitique et elle est donnée par

ρ =
M∑
k=1

λn |ϕn〉 〈ϕn| (6.15)

6.5 Équation de Born-Markov stochastique pour le

mouvement Brownien

Équation de Born-Markov pour le mouvement Brownien
dρ
dt

= −i[H + 1
2
mΩ2Q2, ρ]− iγ[Q, {P, ρ}]−D[Q, [Q, ρ]]− f [Q, [P, ρ]]

Avec H = P 2

2m
+ 1

2
mω2Q2. Posons Ω2 = ω2 + ω̃2,et le pseudo-potentiel Ṽ =

1
2
mΩ2Q2, alors

dρ
dt

= −i[ P 2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2, ρ]− iγ[Q, {P, ρ}]−D[Q, [Q, ρ]]− f [Q, [P, ρ]]

Calcul :
〈ξq,p|Qρ|ξq′,p′〉 = (q + i∂p) 〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉 = (q + i∂p)ρ(q, p, q′, p′, t)

L’hermiticité de ρ et Q, conduit à :
〈ξq,p|ρQ|ξq′,p′〉 = 〈ξq′,p′ |Qρ|ξq,p〉∗ = [(q′ + i∂p′) 〈ξq′,p′ |ρ|ξq,p〉]∗ = (q′−i∂p′) 〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉
D’où
〈ξq,p|ρQ|ξq′,p′〉 = (q′ − i∂p′)ρ(q, p, q′, p′, t)

Pour l’impulsion, un calcul identique nous donne
〈ξq,p|Pρ|ξq′,p′〉 = −i∂qρ(q, p, q′, p′, t)

〈ξq,p|ρP |ξq′,p′〉 = +i∂q′ρ(q, p, q′, p′, t)
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Pour simplifier les calculs ultérieurs, on omettra les kets et bras de ξ ainsi que
les variables de ρ. On aura les cas suivants :

a. Application de Q et P à gauche de ρ
〈ξq,p|Qρ|ξq′,p′〉 sera noté Qρ = Q = q+ i∂p (on omet ρ pour simplifier d’avantage)
〈ξq,p|Pρ|ξq′,p′〉 sera noté Pρ = −i∂pρ = P = −i∂q
b. Application de Q et P à droite de ρ
〈ξq,p|ρQ|ξq′,p′〉 sera noté ρQ′ = (q′ + i∂p′)ρ = Q′ = q′ − i∂p′
〈ξq,p|ρP |ξq′,p′〉 sera noté ρP ′ = −i∂p′ρ = P ′ = i∂q′

Considérons maintenant chaque terme à part
Terme unitaire :
−i[ P 2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2]ρ+ iρ[ P

2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2] = −i[ P 2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2] + i[P

′2

2m
+ 1

2
mΩ2Q′2]

= −i[ (−i∂q)2
2m

+ 1
2
mΩ2(q + i∂p)

2] + i[
(i∂q′ )

2

2m
+ 1

2
mΩ2(q′ − i∂p′)2]

= −i (−i∂q)2
2m

+ i
2
mΩ2(q + i∂p)

2 + i
(i∂q′ )

2

2m
+ i

2
mΩ2(q′ − i∂p′)2

= mΩ2q′∂p′ −mqΩ2∂p + 1
2
imq2Ω2 + 1

2
imΩ2(q′)2 + 1

2
i
m
∂2
q − 1

2
i
m
∂2
q′ − 1

2
imΩ2∂2

p −
1
2
imΩ2∂2

p′

1
2
i
m

(∂2
q − ∂2

q′) + 1
2
imΩ2(q2 + (q′)2) +mΩ2(q′∂p′ − q∂p)− 1

2
imΩ2(∂2

p + ∂2
p′)

−i( P 2

2m
+ 1

2
mΩ2Q2) + i( (P ′)2

2m
+ 1

2
mΩ2(Q′)2) = 1

2
i
m
∂2
q − 1

2
i
m
∂2
q′ − 1

2
imΩ2 (q + i∂p)

2 +
1
2
imΩ2 (q′ − i∂p′)2

= 1
2
i
m
∂2
q − 1

2
i
m
∂2
q′ − 1

2
imq2Ω2 + 1

2
imΩ2(q′)2 + 1

2
imΩ2∂2

p − 1
2
imΩ2∂2

p′ + mqΩ2∂p +

mΩ2q′∂p′

= 1
2
i
m

(∂2
q − ∂2

q′)− 1
2
imΩ2(q2 − (q′)2) + 1

2
imΩ2(∂2

p − ∂2
p′) +mΩ2(q∂p + q′∂p′)〈

ξq,p| − i[
P 2

2m
+

1

2
mΩ2Q2, ρ]|ξq′,p′

〉
=

[
1

2

i

m
(∂2
q − ∂2

q′)−
1

2
imΩ2(q2 − (q′)2)]ρ

+ [
1

2
imΩ2(∂2

p − ∂2
p′) +mΩ2(q∂p + q′∂p′)]ρ

Terme γ
−iγ[Q, {P, ρ}] = −iγQ{P, ρ}+iγ{P, ρ}Q = −iγQPρ−iγQρP+iγPρQ+iγρPQ

= −iγQP − iγQP ′ + iγPQ′ + iγP ′Q′

= γq′∂q − qγ∂q + qγ∂q′ − γq′∂q′ − iγ∂p∂q + iγ∂p∂q′ − iγ∂q∂p′ + iγ∂p′∂q′

= γ (q′ − q) (∂q − ∂q′)− iγ (∂q − ∂q′) (∂p + ∂p′)

〈ξq,p| − iγ[Q, {P, ρ}]|ξq′,p′〉 =

γ (q′ − q) (∂q − ∂q′) ρ

− iγ (∂q − ∂q′) (∂p + ∂p′) ρ

Terme D
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−D[Q, [Q, ρ]] = −DQ[Q, ρ] +D[Q, ρ]Q = −DQ2ρ+ 2DQρQ−DρQ2 =

−DQ2 + 2DQQ′ −D(Q′)2

= 2qDq′ − 2iqD∂p + 2iDq′∂p − 2iqD∂p′ + 2iDq′∂p′ + 2D∂p∂p′ − q2D −D(q′)2 +

D∂2
p +D∂2

p′

= −D (q′ − q)2 + 2iD (q′ − q) (∂p + ∂p′) +D (∂p + ∂p′)
2

〈ξq,p| −D[Q, [Q, ρ]]|ξq′,p′〉 =

−D (q′ − q)2
ρ

+ 2iD (q′ − q) (∂p + ∂p′) ρ

+D (∂p + ∂p′)
2 ρ

Terme en f
−f [Q, [P, ρ]] = −fQ[P, ρ] + f [P, ρ]Q = −fQPρ+ fQρP + fPρQ− fρPQ
= −fQP + fQP ′ + fPQ′ − fP ′Q′

= ifq∂q − ifq′∂q + ifq∂q′ − ifq′∂q′ − f∂p∂q − f∂p∂q′ − f∂q∂p′ − f∂p′∂q′
= −if (q′ − q) (∂q + ∂q′)− f (∂q + ∂q′) (∂p + ∂p′)

〈ξq,p| − f [Q, [P, ρ]]|ξq′,p′〉 =

− if (q′ − q) (∂q + ∂q′) ρ

− f (∂q + ∂q′) (∂p + ∂p′) ρ

:
4stochastique (q, p, q′, p′) 〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉 =

= (∂p + ∂p′)
[
mΩ2(q + q′)− f (∂q + ∂q′)− iγ (∂q − ∂q′) +D (∂p + ∂p′)

]
〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉

= (∂p + ∂p′)
[
mΩ2(q + q′)− (f + iγ) ∂q − (f − iγ) ∂q′ +D (∂p + ∂p′)

]
〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉

= (∂p + ∂p′)
[{
mΩ2q − (f + iγ) ∂q +D∂p

}
+
{
mΩ2q′ − (f − iγ) ∂q′ +D∂p′

}]
〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉

= (∂p + ∂p′)
[

ˆD (q, p) + ˆD† (q′, p′)
]
〈ξq,p|ρ|ξq′,p′〉 (6.16)

ˆˆ ± (q, p) = mΩ2q − (f ± iγ) ∂q +D∂pD (6.17)

Pour la diagonale ρ (q, p) on obtient

∂

∂t
ρ (q, p) = 4

[
∂Ṽ

∂q

∂

∂p
− f ∂2

∂p∂q
+D

∂2

∂p2

]
ρ (q, p) (6.18)
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