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Chapitre 1

INTRODUCTION

L’école de Copenhague considére que ’appareil de mesure est un objet classique.
Von-Neumann suit une autre alternative ot il décrit ce dernier par un état quantique.
Dans son modéle, Von-Neumann représente, en partie, la mesure comme la suppres-
sion non causale des termes d’interférences pour un développement de I'opérateur
densité dans la base propre de I’observable mesurée [1,2].On considére la mesure dans
ce cas comme l'interaction entre le systéme physique et 'appareil de mesure, leurs
état initial est représenté par le produit tensoriel de leur états quantique correspon-
dants. Ce dernier suivra une évolution unitaire pour atteindre un état de pré-mesure
marquant une intrication entre le systéme et I’appareil de mesure. Selon le postu-
lat de Von-Neumann, juste aprés la pré-mesure, 'opérateur densité correspondant
subira une disparition non causale de ses éléments hors diagonaux ( ses cohérences).

Ceci a permis au phénoméne de décohérence d’avoir un impact important dans
I'interprétation des résultats de la mesure, car ce phénomeéne représente partielle-
ment 'effondrement de la fonction d’onde lors de la mesure.Le mécanisme de ce
phénomeéne trouve une explication dans l'idée, évoquée en 1970 par Zeh Deiter [3],
que les systémes quantiques macroscopiques sont ouverts. Cette idée n’a eu de succés
qu’avec I'avénement des travaux de Zurek, ot il considére le systéme physique comme
un résidu de 'intrication avec I’environnement. L’idée de base dans ce modéle, est de
considérer que le systéme physique et son environnement sont indissociables. L’état
initial de I’ensemble est représenté par le produit tensoriel dont 1’évolution unitaire
est dominée essentiellement par le hamiltonien d’interaction, conduisant a une intri-
cation du systéme physique avec son environnement. La décohérence apparait ainsi
comme une conséquence de l'orthogonalité des états de l'environnement, dans la
description du systéme physique a part, en calculant la trace partielle de 'opérateur
densité global par rapport a I’environnement.

Désormais le systéme physique sera considéré comme ouvert et non pas fermé.

Pour cela, toute description d'un tel systéme doit tenir compte de I'interaction
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de ce dernier avec I’environnement possédant un grand nombre de degés de liberté,
que l'on représente ainsi par un état stationnaire. L’état du systéme est obtenu a
partir de la trac partielle de la matrice densité globale, représentée dans le cadre de
I’approximation de Born par le produit tensoriel des matrices densités du systéme
et de 'environnement. Ce procédé fait apparaitre l'effet de la décohérence a travers
les fonctions de corrélation schématisant le caractére markovien de la description,
nous décrivons les systémes quantiques ouverts avec 1’équation de Born-Markov qui
est une généralisation de ’équation de Von-Neumann.

Une des méthodes les plus commodes pour représenter la décohérence dans 1'es-
pace des phases est de passer aux modeéles canonique de la théorie, tel que le mou-
vement brownien quantique de l'oscillateur harmonique, dont 1’évolution est régie
par I’équation de Caldeira-Legget, représentée dans l'espace des phases par la fonc-
tion de Wigner. La fonction de Wigner est bonne d’un point de vue pratique, mais
elle n’est pas toujours définie positive, ce qui nuit la définition d’une densité de
probabilité. On espére y remedier en passant au formalisme de la mécanique quan-
tique stochastique qui est une rprésentation généralisée de la mécanique quantique
conventionnelle dans I’espace des phases.Cette représentation qui fournit une bonne
densité de probabilité définie positive, est réalisée par des projections sur une base
non orthogonale[4]assurant 'accord avec le principe d’incertitude de Heisemberg,.

Dans le présent travail , nous avons repris I’étude de la décohérence sous sa forme
classique et comme résultat de I’évolution des systémes quantiques ouverts. Notre
propre contribution est la constatation que 1’équation de Caldeira-Legget demeure
valable en théorie stochastique. Pour cela, nous avons organisé notre travail comme
suit :

Le chapitre 2 représente une introduction au formalisme de la mesure pour 1’opé-
rateur densité, ainsi que la description du modéle de Von-Neumann qui repose sur
I'intrication du systéeme avec I'appareil de mesure représenté par un état quantique
d’un seul degré de liberté . Dans le chapitre 3, on se propose d’étudier le mécanisme
de la décohérence dans le formalisme de Zurek, ainsi que son apport dans la confir-
mation du modéle de Von-Neumann et ldécoha résolution de ses anomalies, tel que
le probléeme de la base préférée au moyen de la super-sélection. De plus, on fera une
application dans le cas d’un environnement décrit par un bain de spin. On passe par
la suite a I’étude des systéemes ouverts en contact avec ’environnement par le biais
de I'équation de Born-Markov qu’on établira au niveau du chapitre 4, ainsi que la
représentation de Karus des super opérateurs. Dans la section 5.1 et 5.2, 'étude de
la décohérence est abordée dans I'espace des phases, ol on étudiera un des modéles
canoniques de la théorie. Il s’agit du mouvement Brownien d’un oscillateur harmo-

nique dont 1’évolution est régie par ’équation de Caldeira-Legget qui est représentée
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dans 'espace des phases par la fonction de Wigner. Au niveau de la section 5.4, on
reprend ’étude du systéme précédent, dans le cadre de la mécanique quantique
stochastique. On n’y fera que la projection de I’équation de Caldeira-Legget dans
I’espace des phases stochastique dans le but de remplacer la fonction de Wigner par
la densité de probabilité stochastique. En effet, cette derniére est définie-positive[4],

contrairement a la fonction de Wigner. On termine par une conclusion.



Chapitre 2

THEORIE QUANTIQUE DE LA
MESURE

2.1 Notions de base de la mécanique quantique

Un systéme physique quantique est décrit par un vecteur d’état que ’on note |¥)
( en notation de Dirac). L’ensemble des kets {|¥)} constitue un espace de Hilbert H
doté d’un produit scalaire (¥;|Ws) et d'une base. On distingue deux types de bases,

la base discréte et la base continue.

2.1.1 Base discréte

La base B = {|¢n)} a indice discret n est orthonormée.

(Pnlom) = bum (2.1)

Elle vérifie la relation de fermeture, qui est une somme sur les projecteurs élémen-

taires orthogonaux P,

n=dim H n=dim H
Z Py = Z [on) (@nl = 1n (22)
n=1 n=1
P, = |90n> <90n| (2-3)

Par conséquent, un ket |¥) se décompose dans B de la maniére suivante :

) = Z (@nl¥) lon) = ZC o) (2.4)

n
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ou Cy, = (¢,|¥). Le produit scalaire est alors donné par
(W[ Wy) = Z Cly Con (2.5)

Pour construire une telle base, remarquons qu’a toute grandeur physique clas-
sique A, on associe en mécanique quantique un opérateur hermitique A grace a la
régle de correspondance. Cet opérateur est appelé observable et ses vecteurs propres
constituent une base dans H. Le vecteur |g,) est un vecteur propre de A §'il vérifie

I’équation aux valeurs propres
Alon) = an|on) (2.6)
Du point de vue interprétation physiquel5,6|, la quantité
pn = (| P, |¥) = |C,|? (2.7)

est la probabilité que la mesure de la grandeur physique A donne la valeur a,. Si
cette valeur est effectivement obtenue, elle est considérée comme valeur réelle de A

et le systéme physique est projeté (juste aprés la mesure) dans 'état B, | V) .
V) = P |¥) (2.8)

C’est le postulat de la réduction du paquet d’onde |¥). L'un des but de la théorie

de la décohérence est 1’explication partielle de cette réduction.

2.1.2 Base continue

La base {|p,) = |a)} & indice continu a € R (on considére le cas a une dimension)

est constituée des vecteurs propres de I'observable A

Alpa) = a |pa) (2.9)

Cette fois-ci la relation de fermeture sera définie comme une somme continue sur les

projecteurs élémentaires P, = [¢,) (¢4

/ daloa) (al = 1u (2.10)

Par conséquent, la décomposition d’un ket | W) sera donnée par

vy = / da U (a) [pa). U (a)= (oa V) (2.11)
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Le produit scalaire est alors donné par
(0 [W) = / da W () ¥ (a) (2.12)

Le module au carré [¥ (a)|> = (¥|P,|¥) de 'amplitude ¥ (a) représente la densité
de probabilité que la mesure de la grandeur A donne une valeur entre a et a + da.
Comme dans le cas discret, si la mesure donne la valeur a, celle-ci est interprétée
comme valeur réelle de A et I'état | V) sera projeté sur I'état P, |¥) (non normalisés,

car cela nous sera utile pour les développements futurs)
V) — P, |W) (2.13)

Cependant, comme les vecteurs |p,) n’appartiennent pas a l'espace de Hilbert
des états physiques, les expressions (V| P, |¥) et P, |¥) ne sont que formelles. Pour
décrire les probabilités d’'une maniére rigoureuse, on ne doit pas s’intéresser aux
densités de probabilité définies en un point, mais aux probabilités définies sur une

région B. Pour cela, associons & chaque région B de R? I'opérateur E4(B)
[EA(B)Y] (a) = x5 () ¥(a) (2.14)

défini au moyen de la fonction caractéristique|2]

1 si a€eB
Xﬂwz{OSia¢B (2.15)

La probabilité pour que a appartienne a B sera alors définie comme la valeur

moyenne du projecteur E4(B) dans un état normalisé

P\I,(B):<\IJ|EA(B)|\I/>:/Rs U*(a) [EN(B) Y] (a)dx:/B|\I/(a)|2da (2.16)

La fonction d’ensemble
EY: B - E4(B) (2.17)

qui associe a chaque sous-ensemble B I'opérateur E4(B) est appelée mesure & valeur
opératorielle projective (mesure PV, de I’anglais projector valued measure). En effet,
chaque opérateur E(B) est un opérateur de projection et peut s’écrire formellement

comme une intégrale des projecteurs élémentaires

EAB) = /B P,da (2.18)
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Aussi, cette application vérifie les propriétés d’une mesure :
Ces propriétés traduisent le fait que (¥|E4(B)|¥) soit une probabilité. Cette
mesure est appelé systéme d’imprimitivité si elle vérifie la propriété de covariance

suivante vis-a-vis d’un groupe de symétrie G' du systéme physique :
U(9) EA(B)U" (9) = E*(¢B) (2.19)
gB ={ga/a € B}, geq
Cette derniére propriété traduit I'invariance de la probabilité (¥|E4(B)|¥) quand

la région B est transformée par un élément g du groupe et I’état |¥) par 'opérateur

U (g) (la représentation du groupe).

2.2 Matrice densité

La décohérence provient de l'interaction du systéme physique avec ’environ-
nement qui posséde un trés grand nombre de degrés de liberté. Dans ce cas, le
formalisme de Dirac devient insuffisant et le formalisme de la matrice densité est

plus adéquat. Présentons ce formalisme pour les états purs et les mélanges.

2.2.1 Etats purs

Considérons un systéme physique décrit a 'instant ¢ par le vecteur d’état
(W)= calt) |5) (2.20)

dont I’évolution en fonction du temps est donnée par ’équation de Schrodinger

PR () = H() 9 (0) (2.21)

ou H(t) est I'hamiltonien du systéme. On cherche I’évolution en fonction du temps
de 'opérateur densité p(t) défini par

p(t) = [ (1)) (¥ (2)] (2.22)

= ZinCpn (t)ca(t) |Sn) (Sl (2.23)

A partir de I'équation de Schrédinger, on obtient I’évolution au cours du temps de

p (t), (c’est 'équation de Von-Neumann)|5]

o0 = (1) WO+ v 0) G 00 = FlH@.e0] @2
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L’opérateur densité est un projecteur car il est hermitique et idempotent

p(t) (2.25)
pr(t) =p(t) (2.26)

Notons que 'idempotence (et donc la projection orthogonale) est une propriété des
états purs qui cessera d’étre valable pour les mélanges qui seront décrits dans le
sous-paragraphe suivant.

Les éléments de matrice de cet opérateur sont

Pmn(t) = (Sm|p(t)[Sn) = ¢ (H)en(t) (2.27)

Notons que les éléments diagonaux représentent les probabilités des différents résul-
tats de mesure de la grandeur physique A (dont les vecteurs propres sont les |p,))[5].
2

La conservation de la probabilité > |c,(t)|* =1 s’écrit alors comme suit :

= pu(t)=> P =1 (2.28)

ou tr désigne la trace. L’élément de matrice p,,, représente l'interférence entre les
états |S,,) et |S,) dans I'état [ (¢)) : si cet élément n’est pas nul, I'état |W (¢)) est
une combinaison linéaire cohérente des états |.S,,) et |S,). Quand il devient nul sans
I’avoir été au préalable, la cohérence est perdue et on parle de décohérence.

La valeur moyenne d’une observable B vérifie la relation suivante :
(8) ® = (¥OBIO) = 3 ponlt) Bor = tr(oB) (2.20)

Appliquée au projecteur élémentaire PB = ‘g0n> <gon| correspondant aux vecteurs
propres ‘(pf > de é, cette relation nous donne la probabilité d’obtenir comme résultat

de mesure la valeur propre b, de B
p () = (ROIP|O(0)) = tr (PEp) (2.30)

2.2.2 Meélanges statistiques

Dans le cas d'un mélange, le systéme ne sera pas décrit par un seul vecteur d’état
mais par plusieurs vecteurs d’états purs {|¥,)} pondérés par des probabilités clas-
siques wy. On définit alors un opérateur densité élémentaire py(t) = |Uy (¢)) (Vg (1)]
pour chaque |V (t)). Cet opérateur vérifie les relations précédentes des matrices

densité des états purs.
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Montrons que I'expression de la matrice densité globale p (t) du systéme est une

conséquence de la relation [5] en notant py (a,) = <\I/k|Pn|\Ifk> la probabilité que

la mesure de l'observable A donne la valeur propre a,, quand le systéme est dans
I'état |Wy) [5]. Sile systéme est dans I'un de ces états mais avec une probabilité wy,

la probabilité que la mesure donne une valeur propre a,, est
pan) = wipk (an) (2.31)
k

avec
0<wp <1, ) wp= (2.32)

D’aprés la définition pg (a,) = tr (pnpk> de la probabilité des états purs et la

linéarité de la trace, on obtient

p(a,) =tr < P, Zwkpk> =tr (]Smo> (2.33)

ol p est la matrice densité globale du systéme

p= Zwk Pk (2.34)
k

La valeur moyenne d’une observable A est donnée par

<A> = Zanp (an) (2.35)

n

= tr (Z anﬁ’np> (2.36)

n

La décomposition spectrale A= don anPy, qui découle du fait que A est diagonal

dans sa base propre, permet de retrouver le méme résultat que pour les états purs

(4) =1 (v4)
Cependant, un mélange différe d’un état pure par le fait que p? # p, ce qui conduit
a

trp2 <trp=1

Une autre maniére de distinguer les deux cas utilise la convexité de I’ensemble S (H)

des opérateurs densité : si p; et ps sont des opérateurs densité, alors leur combinaison
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linéaire convexe
p=Ap1+ (1 =Xps  A€[01]

est aussi un opérateur densité. Pour un état pur p, cette décomposition n’est possible
que si p = p; = po, ce qui signifie qu'un mélange d’états purs est statistiquement
identique aux deux sous-ensembles d’états purs qui le composent. Les états purs se

trouvent sur la frontiére de S (H).

2.2.3 Mesure du degré de mélange

En vertu des propriétés évoquées plus haut, la matrice densité d’un systéeme pur
se réduit & un simple projecteur, associé¢ a la fonction d’onde |¥) sensée décrire le
systéme, ce qui suggére 'acquisition d’un maximum d’informations concernant le
systéme.

La conservation des probabilités nous permet d’écrire

C=tr(p*) =tr(p) =1 (2.37)

ou ( est la pureté du systéme|7].

Dans le cas d’un mélange :

(=tr(p’)=> P <1 (2.38)

Dans le cas d’'un mélange maximal, notre ignorance sur 1’état du systéme est opti-

male, on prend donc P, = % d’ou
—<(<1 (2.39)

on remarque que plus la valeur numérique de ¢ est maximale (proche de 1), plus
notre connaissance du systéme est meilleure, ce qui n’est pas le cas pour 'entropie,
donnée par|7]
S(p) = tr(plog(p)) = > A log(Me) (2.40)
k

Pour un état pur S (p) = 0.Pour un mélange équiprobable maximale S (p) =
log(N). On remarque bien que 'entropie représente le manque d’information, qui
est une sorte de désordre quantique.

Les états qui ne sont pas pures peuvent étre des mélanges au sens propre du

terme ou des mélanges impropres que nous introduisons a travers l'intrication.
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2.3 Intrication

On considére deux systémes physiques A et B décrits respectivement par | 4)
et [Wp). Dans la base {|p2)} de Ha, I'état |¥4) se décompose en

Wa) =D et |en) (2.41)
De méme, I'état [¥p) se décompose dans la base {|¢Z)} de Hp en

W)=Y chloh) (2.42)

m

Le systéme total S = A+ B est dit non intriqué si on peut écrire sa fonction d’onde

sous la forme d’un produit tensoriel
(W) = [Va) @ |¥p) = ZC wlen) |om) (2.43)

Aussi, la matrice densité est un produit tensoriel
p=10) (V| = |[Wa) (Va| @ |Wp) (V5| = pa @ ps (2.44)

Ceci n’est pas toujours le cas car, d’'une maniére générale, I’état quantique décrivant

le systéme S appartient a 'espace H = Hy ® Hp et doit s’écrire

W) = chm |g0n> }(pm> (2.45)

n,m

p=_ camChy |90 (7] o) (7] (2.46)

nmpq

Il est toujours possible de réaliser une diagonalisation (de Schmidt) de ce vecteur
par un changement de base. Dans sa formulation générale, la décomposition de
Schmidt[8] conduit a

= ZCi |ui) |vi) (2.47)

au moyen des transformations unitaires suivantes :
i) = Sin |01t (2.48)
0)) = Tim |05 (2.49)
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d’ou la relation entre les coefficients ¢; de la décomposition de Schmidt et les coeffi-

cients ¢,

i
On voit bien que I’état non intriqué correspond au cas particulier ou la somme
précédente ne contient qu'un seul terme (tous les ¢, se factorisent).

La plupart des états sont donc intriqués et ceci a des conséquences physiques
trés importantes car chaque sous-systéme influence ’autre méme s’ils ne sont pas en
interaction.

Pour montrer que la diagonalisation est toujours possible, considérons d’abord

la sommation sur m dans [8] pour obtenir 'état 8|

[6n) = cam |oh) € Hp (2.51)

m

Alors,

p=_lew) (@] © [én) (6l (2.53)

L’état de A est décrit par la densité réduite p4 qui n’est autre que la trace partielle

de la densité totale p par rapport a B [§]

pa=tra(p) = (e | p |oi) (2.54)
= _len) <90m (Pnlil) (21 16m) (2.55)

La relation de fermeture sur ’gokB > conduit a

tro(p) =Y _ o) (o] (Gnldm) (2.56)

On peut toujours choisir la base ’gpﬁ> de maniére a diagonaliser p4
pa=tre(p) = an |90ﬁ> <S0f| (2.57)

Les deux derniéres relations montrent que les états |¢,,) doivent étre orthogonaux

(Dnldm) = Prdnm (2.58)
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Apreés normalisation
1

VPn

I’état du systeme s’écrit sous la forme de Schmidt

|6 ) = |on) (2.59)

@) =D vealen) ) (2.60)
La matrice densité p sera donnée par

p=0) (U] =" /bmbn |0n) (]| ® |65 (67 (2.61)

Le fait que la matrice densité py = >, p; |2 > <<,0;4| de A soit la matrice réduite du

systéme total, obtenue en calculant la trace partielle par rapport a la base de B,
signifie que 1’état de A est un mélange, mais "impropre”, car cette expression n’est
pas intrinséque au systéme A. C’est-a-dire que la matrice p4 contient I'information
de l'interaction de A avec B, et ne décrit pas A comme s’il était seul (contrairement
a un mélange propre ot les p; ne représentent pas le nombre de copies de A qui sont

dans la méme état |o7)).

2.4 Mesure en mécanique quantique

2.4.1 Mesure dans le formalisme de la matrice densité

Cas simple On considére un systéme physique décrit par un ket |¥) dans la base

propre d’une observable A:
|\I’> = C |CL1> + Co ’CL2> (262)

La matrice densité de ce systéme est donnée dans la base {|ay),|a2)} par

o= W) (] = ( af® ad ) (2.63)

cea el

on considére la matrice p/ donnée par

2
pl = ( 0 el (2.64)
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on appelle "décohérence" le passage|2] :
p—p/ (2.65)
Cas général On considére un systéme physique décrit par la matrice densité
p =) (¥ (2.66)

= > be [Sk) (Sl (2.67)

On cherche a mesurer Pobservable A dont la base propre est {lar)},—; N et les
projecteurs orthogonaux appropriés sont { P, = |ay) (ax|},_,; - La probabilité que

la mesure de I'observable A donne une valeur propre a; est

pr = tr (Pyp) (2.68)

Juste aprés cette mesure, la matrice densité devient

_ BypPy
Pk

= i (By) (269)

Le postula de Von-Neumann décrit I'état global du systéme par p/ aprés la mesure

par

p = PPy (2.70)
k
qui s’écrit das la base propre de A

ph= lel lax) (il (2.71)

On appelle processus de réduction ou décohérence le passage|2] :
p— p/ (2.72)

Afin de donner une explication a ce passage, on doit étudier la corrélation du systéme

avec d’autre systémes tels que 1’appareil de mesure et I’environnement.

2.4.2 Mesure et destruction de la cohérence

Avant d’aborder le modéle de Von-Neumann, il serait intéressent de visualiser
le coté phénoménologique de la décohérence. L’exemple instructif auquel on va

s’'intéresser est la fameuse expérience des fentes de Young. On utilise le dispositif
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des fentes de Young pour des ondes atomiques émises par une source S[9]. On met
au niveau de chaque fente F'1 et F'2 une cavité supra-conductrice qui sert a détecter
le photon émis par 'atome lors de sa dés-excitation durant son passage par 1'une
des deux fentes, cette derniére est induite par un faisceau laser situé entre la source
S et le plan contenant les deux fentes. Il est important de noter que l'excitation
ne modifie pas la trajectoire de I’atome, car sa grande inertie due & sa masse rend
I’énergie de recul négligeable.

Notons |¢) et [iho) les états quantiques associés au passage de I'atome par les

fentes F'1 et F'2 respectivement. L’état quantique du systéme sera ainsi donné par

!
V2

la probabilité de détecter I’atome sur ’écran en une abscisse x donnée est

[¥) [l1) + [4h2)] (2.73)

p (@) = (alplz) = 1 (2) [ + vz () [* + 2Re [¥] (2) 12 (2)] (2.74)

Les deux premiers termes |1 (z) |* et |1y (z) |* représentent les probabilités de dé-
tecter ’atome en un point x sur I’écran en passant par la fente F'1 ou F2, respec-
tivement. Le dernier terme qui représente la cohérence des deux paquets d’ondes
Y1 () et 1y (x) est responsable de leur interférence. Notons que |1)1) et [1)9) sont
orthogonaux, car leurs fonctions d’ondes ne se recouvrent pas les deux fentes etant
bien discernables.

On se place maintenant dans le cas du dispositif des fentes de Young avec cavités,
ou on introduit les états quantiques |a;) et |az) qui représentent la détection du
photon émis par I'atome dans les fentes F'1 et F'2, respectivement. L’état quantique

du systéme total (atome + photon) sera décrit par :

1

V2

La matrice densité réduite de ’atome, prend donc la forme

[¥) 1) @ lar) + |1h2) © [az)] (2.75)

Patome = trphoton (ptotal) (276>

qui s’écrit, dans la base {|¢1),|¢2)} comme :

/2 aaz) ] (2.77)

Patome =
[ (ailaz)  1/2

Les termes hors diagonaux sont les garants de la cohérence des deux états [i1) et

|1ho) schématisée par la figure d’interférence.



CHAPITRE 2. THEORIE QUANTIQUE DE LA MESURE 18

On remarque que pour la valeur (a;|as) = 0, la figure d’interférence disparait et
elle est parfaitement visible pour (a;|as) = 1.

Le but de 'expérience est de déterminer la trajectoire de 'atome[9]. Pour cela,

on considere les deux situations suivantes :

— On remarque que la figure d’interférence disparait quand |a;) et |as) sont
orthogonaux, cela correspond & une détermination de la trajectoire de ’atome
sans ambigiiité mais avec des probabilités classiques, ce qui sera expliqué par
la suite par le passage de 'atome a un état de mélange statistique avec son
environnement.

— (aq]ag) = 1 appareil de mesure n’affiche rien car les deux états |a1) et |ag) sont
confondus, mais la figure d’interférences ne subit aucune modification grace a
la cohérence de [1)1) et |1)o)

En conclusion, la mesure engendre une réduction du paquet d’ondes et une appari-
tion des probabilités classique car le systéme est dans un mélange statistique avec

son environnement. C’est le phénoméne de décohérence.

2.4.3 Théorie de la mesure dans le formalisme de Von-Neumann

Cette théorie est un modéle d’'une fécondité inouie, car il nous a permis de
voir une problématique, qui est a la base du développement de la théorie de la
décohérence, et qui a permit & une notion comme ’environnement d’émerger,

Dans son modele, Von-Neumann décrit la mesure comme une interaction entre
le systéme physique S et l'appareil de mesure macroscopique qu’il décrit avec un

ket |a) de I'espace de Hilbert H4 de 'appareil de mesure

A~

Hi = —g(t)A® P (2.78)

A est 'observable qu’on souhaite mesurer et agit dans 'espace Hg des états ) du
systéme physique. P qui agit dans H sest 'observable conjuguée (I'impulsion) de x
la position du curseur dont la fonction d’onde intrinséque est centrée en la position

initiale de ce dernier pour t = 0,en ¢t = . La fonction|3|

g(t)z{g OStSE} (2.79)

0 ailleurs

est trés grande pendant l'interaction, c’est pour cela que c’est le hamiltonien d’in-

teraction qui domine dans la limite de la mesure quantique et
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L’espace de Hilbert total est le produit tensoriel de 1’espace de Hilbert de ’appareil

de mesure et du systéme physique

H=Hs® Hy (2.81)

At=0s
Vo) = [¢) ® |a) (2.82)
) = c|Sk) € Hg (2.83)

k

ot les |Sy) sont de vecteurs propres de A

AlSy) = by, |Sk) (2.84)
Pendant l'interaction, on a
. d 5
thea [W(1) = Hine V(1)) (2.85)
d’ou
U (1)) = et o 9MASP dr ) (2.86)
= x| Sk) lax) (2.87)
k
lax) = e~ o 9P A7 ) (2.88)

On appelle pré-mesure le passage,[10]

[Wo) = |¥ (1) (259

po 1 (290

po = I¥o) (T (291)
p=10) (0] = i} 53 (5] @ lai) (292

]
Selon Von-Neumann, c’est le processus 2 du mode d’évolution d'un systéme quan-
tique. Il est unitaire et obéit a I’équation de Schrodinger. On appelle décohérence le

passage
p—> p/ (2.93)
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* 2
D i 18:) (Sl @ las) (a5] — D lail® [S:) (Sil @ |as) (il (2.94)
% 7
qui signifie que si I'on observe I'appareil de mesure dans un état quelconque (|as),
par exemple), on saura que le systéme juste aprés cette mesure est dans 1’état cor-
respondant (]S3)). C’est le processus 1 de Von-Neumann qui est non unitaire, induit

par la mesure et postulé par Von-Neumann.

2.4.4 Probléme de la base préférée

L’équation

T) =) k| Sk) lax) (2.95)

est d'une importance primordiale car elle représente une parfaite corrélation entre
I'appareil de mesure et le systéme (les états de 'observable qu’on souhaite mesurer).
Le fait qu’il n’y ait pas de terme croisé indique que, pour chaque position du curseur
de 'appareil de mesure |ag), on associe une seule valeur propre b, de I'observable
du systéeme qu’on souhaite mesurer. Cependant, I'unitarité des transformations nous

permet développer |¥) dans plusieurs bases
W) = ch |Sk) |ak) = Z A |Sh) g (2.96)
k k/

ce qui va induire une ambigiiité dans la description de la mesure (ambigiiité du choix
de I'observable & mesurer A ou A’ ). C’est le probléme de la base préférée que nous
allons illustrer dans ’exemple classique suivant.

On considére que le systéme physique S représente des électrons, et que 'ob-
servable qu’on souhaite mesurer est la composante S, du spin, dont la base est
{]0.),]1.)}. Selon le formalisme de Von-Neumann, les états du systéme S — A véri-

fient le schéma suivant avant et aprées la mesure :

10.)g [pret) 4 — 102)502) 4 (2.97)
1) g lpret) 4 — [12)g112) 4 (2.98)

Ainsi, on obtient I’état global aprés la mesure

1

V2

sachant que ’état du systéme S est

&) [10:)5102) 4 + 125 [12) Al (2.99)

0) = = 0.} + 1) (2:100)
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A Taide de la transformation unitaire

0.} = = 00} + 1] (2.101)
1) = % 10,06 — 1)) (2.102)

I’état global devient
vy = % 1005100} 4 + 11a)s 1) 4] (2.103)

I'équivalence des deux écritures de |W) montre qu’il s’agit de la mesure de deux ob-
servables S, et .S, qui ne commutent pas, ce qui est absurde en mécanique quantique.
Par conséquent, en plus du fait que le formalisme de Von-Neumann n’explique pas

la réduction du paquet, il posséde aussi ce probléme de la base préférée|7].



Chapitre 3

Décohérence induite par

I’environnement

Afin de répondre aux problémes qu’on vient de présenter, on va introduire un
nouveau degré de liberté autre que celui de 'appareil de mesure, il s’agit bien de
I’environnement du systéme auquel on s’intéresse. L’'introduction d’une telle notion
nous permet de regarder les systémes physiques dans un horizon plus large, le sys-
téme physique n’est qu'une partie de son environnement, il sera ainsi considérer

ouvert et n’est plus isolé

3.1 Interaction environnement-systéme

On considére I'interaction entre un systéme physique S décrit dans la base propre

de son observable par

) = ch ‘Sk> € Hg (3.1)

L’interaction du systéme physique S et de Penvironnement est donnée par la matrice

diagonale bloc

A, 0 0 0
. L 0 A, 0 0
HeHyy =S Poo A, = N 3.2
! ; A 0 0 A, 0 (3:2)
0 0 0 A
ou
P, = ‘Sk> <Sk‘ (3.3)

22
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L’action de Popérateur A, sur les états |p) € H. de I'environnement est
eTNNG) = o) |on) € He (3.4)

Pendant I'interaction, [11|I’évolution de tout ’ensemble sera donnée par l'opérateur

évolution

A~

U (t) = exp [—z’ﬁmtt] (3.5)
= exp [—i (Z Pk ® /lk) t

A Tinstant initial ¢ = Os, le systéme est découplé car I'interaction n’a pas encore

agit
W) = [1) @ [9) (3.6)
:;ck\5k>®\¢> (3.7)

A Tinstant ¢, I’état est
@ (1)) = U (1) |wo) (38)

= al ) (|S) ©1e))

Or, comme on a écrit P, dans la base canonique des matrices carrés, I’état ‘Sk> ®|o)

s’écrit
)@ lo) = (3.9)

ligne 1

: % |6 —
ligne k 9)

o O = O O O
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Ainsi
exp —z'fllt 0 0 . . 0
0 exp —iAyt 0 . S 0
> 5 0 0 o 0
ve) HSIC> ? |¢>] N 0 exp —iAit 0 . |p)
0 o0
0
(3.10)
0 0 0
0 0 0
0 0 0 .
exp —iAgt |¢) |dr) 1 ‘ >
0 0 0
0 0 0
d’ou
V(1)) :ch‘gk>®’¢k> € Hg® H. (3.11)
k

La matrice densité associée est
poe = U) (U] =) ere] ’Sk> <Sz‘ ® |on) (91l (3.12)
Kl

Afin d’observer le systéme physique S comme un résidu de I'interaction avec ’envi-

ronnement, calculons la trace partielle de pg_ par rapport a

pg =tre(pg.) (3.13)
= Z <¢m| P |¢m>

=33 et |S) (8] @ (Gnln) (orlom)

On suppose que pour un temps d’interaction t tres grand devant le temps 7p de

décohérence, les états de I'environnement sont quasiment orthogonaux :

lim <¢m|¢k> = Omk

t>>TD

d’ou :
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C’est un opérateur diagonal qui ne contient plus les termes de cohérence. Le pro-
cessus de réduction revient donc au passage de la matrice densité de 1’ensemble
"systéme-environnement" & celle du systéme moyennant ’orthogonalité des états de
I’environnement aprés évolution. Cette orthogonalité a lieu des que le temps d’évo-

lution ¢ devient large devant le temps de décohérence 7p.[11]

3.2 Effet de ’environnement sur la mesure dans le

formalisme de Von-Neumann

Le but de cette partie est d’expliquer le processus de réduction dans le formalisme
de Von-Neumann en introduisant la notion d’environnement. Pour cela, appliquons
le modéle qu’on vient de voir au modéle de Von-Neumann|11], posons donc

S=S5+4 (3.14)

et
H=H;®H.=Hs® Hy® H, (3.15)

A t = 0s, I'état global du systéme (S — A —¢) est

®la)®|¢p) € Hs® Ha® H.  (3.16)

[Wo) = |¢) ©a) ®|¢) = [Z i, [ Sk)

Selon le modéle de Von-Neumann, juste aprés la mesure on a

W) = ®¢) = [Z o [$)| ®10) (3.17)

> cu Sk lax)

Comme on vient de le voir plus haut, lorsque I'interaction S— € a lieu pendant un

temps ¢, on obtient

U (1) = e |Sk) @ ax) @ |w) (3.18)

La matrice densité associée est

psac = [U) (W] = exc [Sk) (Si] @ lax) (] © |x) (@] (3.19)

kl
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Evaluons psa pour t > 7p :

psa = tr-(psac) (3.20)
=D i [S) (Si] @ |ar) (@] @ (Sm|dx) (D1]6m)

= S Il 1500 (k] @ fax) {a

On retrouve bien le processus de réduction, mais cette fois-ci I’état |Sy) du systéme
est en correspondance directe avec 1'état |ag). Autrement dit, la prise en compte de
I’environnement a permis d’expliquer le processus 1 de Von-Neumann dans le cadre
méme de la mécanique quantique. Ce processus n’est plus considéré comme postulat

a part.

3.3 Application a un bain de spins

Considérons un systéme & deux états |u) et |d ), en interaction magnétique avec
I'environnement et 'appareil de mesure constitués de n particules a deux états |uy)
et |dy), k =1,..n.[7,11] L’interaction est exprimées en fonction des constantes gy, et
de lopérateur identité Iy = |ug) (ux|+ |dy) (di| agissant dans I'espace de la particule
k

A 2 = [ {ul = 1d) (] | 30 o] = 1d6) () @ T 321

=WOM—Wﬂmmmwﬂmhwmww®b® .......... ® I

) (| — |d) ()] [ © go (Jus) (us| — |da) (da]) @ Iy ... L]  (3.22)
+ o

(1) {ul = () () [ © Lo ® e ® Tt @ i (1) (] — [dn) ()]

L’état initial qui est un vecteur propre de H donné par

(W (0)) = [afu) +bld)] @y [ak |ur) + B |d)] (3.23)
1= laf* + [b]* = Jaul* + | B[ (3.24)
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Donc,

W (1)) = U () |¥ (0)) (3.25)
U (t) ~ exp —iHyp it

Calculons Daction de U (t) sur les différents états

n

U (t) [u) @y [on [ur) + By |di)) = [ [ e 5 052rali)t [u) @y (e [un) + By |dli)]
=1

ol
S = |Ul> <Ul‘ - |dz> <dl’

L’opérateur e~"9:(3:85:)t a0it de la facon suivante :
eS80t 1)) @ [y ) + B |d))] = |u) ® [Ozle_iglt lug) + Breat |dl)}
Donc, pour [ fixé, on a
e~ 9SS Sua )@ oy, [ug) + Bi [di)] = [u)® [one™ [wy) + Biet ™" |dy)| @ g i) + B [di)]
Ce qui conduit aux relations

U () |u) ®r [on [ur) + B [di)] = |u) @k [cwe™ |ug) + Bre ™9 |dy)]
U (t) |d> (S [Oék |uk) + By |dk>] = |d> Rk [Ozkeigkt |Uk> + 5k6_ig'“t |dk>]

qui donnent directement 1’état intriqué
W (1) = alu) ® e, (t) +bld) ® |ea (t)) (3.26)

ou
lew (1)) = @527 [an €7 fug) + Bre™ ! |dy)] = [ea(—1)) (3.27)

La matrice densité correspondante est
pse = [ (1)) (W (1)] (3.28)

= lal” |u) (ul ® leu (1)) {eu ()] + b1 |d) (d] @ lea (t)) {ea (t)]
+ ab”[u) (d] @ ey (1)) {ea ()] + a"b|d) (u] @ lea (t)) (eu (1)] (3.29)
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En remarquant que (e, (t) |e, (t)) = (eq (t)|eq (t)) = 1 et en utilisant la relation de

fermeture

> (e (8) lur) {unlea (1) = (ew (1) [ea () = =(t)

k

la densité pg (la trace partielle de p par rapport a ¢) s’écrit

n

ps = tr=(pse) = Y (uklpsclux) (3.30)

= (ew (t) [pszleu (1)) + {ea (t) [pselea (1))
= [af* Ju) (ul + [b1" |d) (d] + = () ab” [u) (d| + =" (t) a*b|d) (u]

qui s’écrit dans la base {|u),|d )} :

B lal> 25 (t)a*b
Ps = ( S(t)abt b ) (3:31)

L’amplitude de corrélation est

2 (t) = (eu (t) lea (t)) (3.32)
= (eu (t) lew (—1))
= @2t (e’ (ug] + Bre " (di|] @2 [cue™™ w) + Bre™ " |dy)]
= T el et 3y 2
k

_ H {lawl” + Bl*] cos (2gxt) + i [|aw|® — |84|*] sin (2gxt) }

k

=TT {cos (2at) + i [lol” — B[] sim (201t) }

Son module est

|2 (zf)|2 =z(t) 2" (t) (3.33)

Comme les fonctions sinus et cosinus sont bornées, la valeur moyenne sur une pé-

riode, z(t) s’annule

T

2

t+5
(z2(t)) = lim l/t z(t")dt' =0
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mais pas celle de |z ()|

(= (o = [ 1= 1)

2
k=1

Cette valeur tend vers zéro si I'environnement contient un nombre infini de spins
2 2
car [ax|” — [B]” < 1
lim (|2 (t)|2> =0 (3.34)

n—oo
La cohérence z(t) disparait alors, et la matrice pg est diagonale, quand le nombre
de degrés de liberté n de ’environnement devient important. Ceci correspond & une

transition du quantique vers le classique.

3.4 L’environnement induit la super-sélection

Afin de donner une solution au probléme de la base préférée, dans le cadre du
modele de l'interaction environnement-systéme, on considére les bases du systéme

S et de 'environnement ¢, respectivement

{ISn)} est une base de Hg (3.35)
{l¢; )} est une base de H. (3.36)

Leur espace de Hilbert total est
H = Hs® H. (3.37)
Le hamiltonien total s’écrit
H=Hs®I.+ H.® Is+ Hypy (3.38)

= Z5npn®fe+fs®zﬁj |05 ) ( ¢4 +Z%g‘ Polg) (o] (3.39)

ou P, = [5,) (S,|.

Avant que 'interaction n’ait eu lieu, ’état du systéme global n’est pas intriqué

(W (0)) =) @ p) = [Z an Sy ) | ®

n

> 1 >] =3 fylsi) @ lor)
J " (3.40)
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Aprés un temps ¢ d’'interaction|11], il devient

W (t)) = U ()| ¥ (0) (3.41)
= exp—iHt |¥(0))

I’équation aux valeurs propres

H[|Sn) ® [61)] = Om + e + Youke) [1Sm) @ [08)] = Ltk [|Sim) @ | 1))

nous permet d’écrire

§£I<wnﬁjexp i (ng) 1]150) © |65) (3.42)

état qui correspond a la matrice densité

p= [V () (¥ (@) (3.43)
= Z an0,, Bi By exp [—i (Unj — k) t] |Sn) (Sm| ® |¢J> (o]

njmk

Calculons la densité matrice réduite pg

ps = tre(pse) (3.44)

= Z (Dol (pse) |Pp)

= 3" ity Bl XD [ (1 — s 11152 (S

nmp

= Zana exp [~ Z ‘6]0’ exp [—i (Yap — Ymp) t] | [Sn) (Sl
mmn
ol la matrice densité

Prm (t) = anog, exp [—i (0, — Om) t] Znm (1) (3.45)

s’écrit en termes de la fonction

Z 1B5l” exp [—i (Y — Yuie) ] = Zpk: exp [—i (w),) t] (3.46)
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qui représente la cohérence [12,13](voir Zurek 1982). La moyenne de cette fonction

est nulle sur un temps 7 infini pour m # n

t+T
1
(Zom (1)) = Jim / T (E)dt =0, nAm (3.47)
T—oo T
t
Ce résultat nous suggére que seules les états |S,, ) d’un sous-espace propre H,
dégénéré sur o vis-a-vis de Hjy,; peuvent coexister car wk == W ng = 0[14,15]. Leur

cohérence est protégée de 'effet de I’environnement. Cette derniére hypotheése induit

la décomposition en somme directe de Hg
Hs =®,H, (3.48)

La cohérence H,, <> H,, pour n # m n’est pas protégée de l'effet de 'environnement
car (Zum (t)) = 0.

En termes d’opérateurs, aprés évolution on obtient :

. T 2 ot _ 25 _ 2
lim pg = lim tr(U (1) psc (0)UF (1)) = > o P =D lawf* |n ) (n] (349

On remarque donc que seuls les opérateurs de la forme|n ) (n| restent stables au

cours de l'interaction. Ceci nous méne & écrire
[, 05] =0 (3.50)

ou Og est une observable qui s’écrit en fonction de ses vecteurs propres, qui ne

s’'intriquent pas avec l’environnement, comme

Os =Y 0, [n)(n] (3.51)

n

Les états propres de Og sont dits états pointeurs qui appartiennent a la base préférée.



Chapitre 4

Evolution des systémes quantiques

ouverts

4.1 Equation maitresse

Dans cette partie, on va établir approximativement 1’équation d’évolution des
systémes quantiques ouverts faiblement corrélés et faiblement couplés avec 1'envi-
ronnement, pour une dynamique markovienne, car celle-ci est trés répandue pour la
description stochastique des phénoménes quantiques tels que les interactions entre
atomes et champ électromagnétique et la résonance magnétique nucléaire. Pour cela,
on doit considérer I’évolution moyenne du systéme pour des intervalles de temps At
dictés par la dynamique du systéme et pour lesquels I’approximation “a gros grains”
de la matrice densité soit adéquate avec le caractére markovien. Cette approximation

consiste a faire le remplacement|16,17] :

At
ps (1) — Ait ps (1) dt (A1)

ou At doit vérifier la condition des échelles de temps :
T, K At L 7, (4.2)

ou 7. est le temps de relaxation des effets de mémoire et 7, est un temps caractéris-
tique de ’évolution du systéme S[17,18].
L’interaction entre le systéme S et I'environnement ¢ est représentée par I:Imt,

de sorte que I’hamiltonien global soit

H=Hs®I +Is® H.+ Hypy (4.3)

32
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Le systéeme global S — € sera décrit par la matrice densité p = pg. qui s’écrit

pse(t) = ps(t) @ pe(t) (4.4)

car le systéme S et 'environnement ¢ sont faiblement corrélés. De plus,

pe () =) (ol = pe (0) (4.5)

car on peut, par le biais de la condition des échelles de temps, considérer que 1’état
de I'environnement est stationnaire puisqu’il effectue des fluctuations autour d’'un
équilibre statistique avec la période 7. .

L’évolution du systéme global est donnée par I’équation de Liouville Von-Neumann

qui s’écrit dans la représentation interaction

%Pl (t)=—i [f:fmt, P’ (t)] (4.6)

ou H;,; s’écrit en termes d’opérateurs S, agissant sur les états du systéme et E,

agissant sur les états de I'environnement
f{int (t) = Z Soc <t> ® Eoz (t) (47)

La forme intégrale de ’équation d’évolution est

t

(0 = o O) =i [t [ () () (4.9

0

En injectant cette expression dans le commutateur de 1’équation d’évolution diffé-

rentielle, on obtient

t

d 4 - A

G 0 = =i [ O] = [t [ ) [ @) 0] 09)
0

On remarque qu’a l'instant initial, le systéme et I’environnement sont supposés étre

découplés (H;,, = 0) de sorte que

p(0) = ps(0) ® p(0) = p'(0) (4.10)

De plus|7]

tre | Hine, p (0)] = D 10 (1),ps (O)] tr (Ba () pL(0)) =0 (4.11)
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En prenant la trace sur ’environnement de ’équation |7],[19], on déduit 1’équa-

tion d’évolution exacte de 'opérateur densité du systéme

t

%pfq (t) = - / At'tr [ By (1) | Hine (V)0 (2] (4.12)

C’est une équation intégrodifférentielle ot la densité a I'instant ¢ dépend de la densité
aux instants antérieurs t’. Autrement, dit I’évolution du systéme dépend de son
histoire, ¢’est un effet de mémoire. L’approximation de Born puis celle de Markov
permettent de simplifier cette équation. La premiére est essentiellement basée sur la
faiblesse de 'interaction et I'immensité de ’environnement. Par conséquent, seul le
systéeme étudié est sensible a l'interaction. L’état global est un produit tensoriel ou

I’évolution de 'environnement est négligeable

pl(t) = ps(t) ® pc(t) = ps(t) ® pc (0) (4.13)
Définissons aussi la fonction d’auto-corrélation de I’environnement par [19]

G (8.) = tr- (Bo (1) 5 (1) (1) (4.14)

Comme 'environnement est dans un état stationnaire (équilibre thermique), cette

derniére s’écrit
Cop (1) = Cop (t —t') = tr. (Eq (t — ') Egpl(t')) (4.15)

En remplagant (4.13) et en utilisant (4.15) dans (4.12), I’équation d’évolution exacte
devient [19]

G5O == [A(Cun (6= ) [5,(0)Sa (1) 9 (¢) = S (¢) 95 (1) 54 (0]
af 0

(4.16)
+Csa (' = 1) [p5 (') Sp (') Sa (t) — Sa (1) ps (t') S5 ()]}

L’environnement est maintenant séparé du systéme mais l’effet de mémoire demeure
effectif. Pour I’éliminer, on fait appel a 'approximation de Markov selon laquelle
I’auto-corrélation entre les parties de l’environnement est détruite au bout d’un
temps plus grand que le temps de corrélation 7.. Comme le temps 75, caractéristique
de I'évolution du systéme, est grand devant 7., I’environnement aura déja oublié

son passé avant méme que le systéme ai eu le temps d’évoluer. Ceci signifie que
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Cup(t — ') est tellement piquée en ¢ que Pon peut remplacer pk (') par pk (t) et

étendre l'intégrale sur 7 = ¢t — ¢/ a U'infini. L’équation devient

G50 == 3 [drCus (7) 150 () S5 (¢ = 1) 4 () = 5 (¢ = 7) 4 (1) S (0]
af 0

+Csa (=7) [ps (t) Sg (¢ = 7) Sa (t) = Sa () ps (t) S5 (t — 7)] (4.18)

En utilisant le passage au point de vue de Schréodinger pour le systéme étudié, selon

lequel
d . S d A
7Ps (t) = —i [Hs, ps ()] +exp —iHgt (aﬂs (t)) exp +iHgt (4.19)
et en tenant compte du fait que
exp —iHgt (Sa (t)Ss(t—7) pk (1)) exp +iHgt = S4S5 (—7) ps (t) (4.20)

en plus de la définition des opérateurs

B. = / 473" Cus () S5 (—7) (4.21)
0 B

o0
Cy = / dr Y Caa (—7) Sp (—7) (4.22)
0 B
on obtient I’équation maitresse de Bron-Markov, dont le premier terme représente
I’évolution unitaire indépendamment de I’environnement et le second terme contient

Ueffet de la décohérence

s (t) =~ [Hs,ps (0] + 30 115w Baps (0] + [os (1 Ca, S} (423)

— i |Hs,ps ()] + D [ps (1) (4.24)

Une des alternatives qui nous permettent d’assurer la positivité de pg () est le pas-
sage a la forme de Lindblad. Cette derniére nous permet de donner une description
algébrique de I’évolution de pg (t). Pour cela, on passe a la représentation de Ka-

rus des super-opérateurs {L,} o la dynamique est entiérement décrite a 'aide du



CHAPITRE 4. EVOLUTION DES SYSTEMES QUANTIQUES OUVERTS 36

générateur £ du semi-groupe d’évolution|[19]

s (1) = £ ps (1) (1.25)

ps () = exp (£1) ps (0) (4.26)

4.2 Equation de Lidnblad

4.2.1 Représentation de Kraus des super-opérateurs :

Le but de cette représentation est de déterminer I’expression de la matrice densité

pse de Hg ® H. aprés une évolution unitaire U (t). At =0s,

Pse (0) =pPsQps=ps @ |¢ > < ¢| (4'27>

L’évolution a un instant ¢ quelconque

pse (t) = U (1) pse (0) U (t) = ply. (4.28)
donne
105 ) = (705 )y = D Unapo [P5]g Ul 0 (4.29)
»pq
ou
Ompgo = {Sm @ 6,100 18, @ 9) (4.30)

On définit ainsi la représentation de Karus de ps dans une base {[¢, )}, de H. par
K (ps) =Y MupsM] = ps (4.31)
m

M, = (6,/010) (4.32)

Les opérateurs M, vérifient la relation de fermeture[19]. En effet, l'opérateur évo-
lution dans Hg ® H. agit sur un état |5, ® ¢), ou les états |S,) du systéme étudié

sont orthonormés, de la fagon suivante :

U|Sp®¢> = Z[Mu®la] |Sp®¢u> - |\Pp> (4.33)

In
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Exprimons le produit scalaire (¥, |¥,) en fonction des opérateurs M,

(V| W) = <Z (8g® ol [M] @ L] | [M,, ® L]|S, ® ¢u>> (4.34)

nZ

= <Sq| [Z MlMu] |Sp>
= <Sq|Sp>
= dgp

d’ou la relation de fermeture :

> MM, = Iy (4.35)

I

définie sur ’ensemble T (Hg) des opérateurs linéaires et bornés de Hg .

Au cours d’une évolution entre ¢ et t + At la représentation de Karus s’écrit

K1Y (ps) = 37 M (AF) psM,, (A1) (4.36)

o

En supposant que I'un des M, (M, par exemple) soit du premier ordre en At et les
autres sont de l'ordre VAt [rosanov20)]

My (At) = Is + [K —iHg] At (4.37)
M, (At) = L,VAt  u#0 (4.38)

le super-opérateur de Krauss agit de le fagon suivante :
ps(t + At) = K[ (ps) = ps(t) + O(At) (4.39)

Les équations ménent a I'équation de Lindblad pour At — 0[§]

d

s (1) = —ilHs,ps (0] — 5 {K.ps (0) + X Lhos (0L, (440)

Le terme [Hg, ps (t)] représente 1’évolution unitaire, {K, ps ()} représente la dis-
sipation et Z,u>0 LLpS (t) L, représente les sauts quantiques. En comparant avec
I’équation de Bron-Markov (4.24), on déduit 'expression de 'opérateur de décohé-
rence

D [ps (0)] = —5 {K.ps (1)} + 3" Llps (1)L, (1.41)

u>0
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Cette forme peut étre réécrite d’'une maniére plus commode en remarquant que
K est un opérateur hermitique et qu’il se détermine a partir de la condition de

normalisation des supers-opérateurs

Z M (At) M, (At) = Iy (4.42)

En séparant le terme p = 0 dans I'expression précédente, on trouve

1
K=—3 > LiL, (4.43)

u>0

Dans le cas ou L,est hermitique [7], '’équation de Lindblad devient

d
%Ps(t) —i[Hg, ps (t +Z s [ L ps (1)]]

D (o5 0= 3 (L Ly s 0]

I

La particularité de ce formalisme réside dans l'irréversibilité de 1’évolution du
systéme qu’on ne peut décrire avec un opérateur unitaire, d’ou I'appellation semi-
groupe. Dans le cas d’une évolution unitaire, l’ensemble des opérateurs {U (t),t > O}

constitue un groupe a un parameétre ¢, car il contient 1’élément neutre
U(t=0)=Iy, (4.44)
vérifie I’associativité

U (1) (U (t2) 0 (1) = (0 (1)U (12)) U (1) (4.45)

et contient 'inverse

U t(t)=U(-t) (4.46)

Ceci n’est pas le cas pour notre systéme car U1 (t) n’existe pas. Pour une évolution
unitaire, on écrit|21 ,22]
p(t)=U (1) p(0) U (1) (4.47)

Dans notre cas, ’évolution de p est donnée par

ps (t) = exp (£1) ps (0) (4.48)

£ est le générateur du semi-groupe d’évolution appelé Liouvillien et agissant de la
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facon suivante :

d >, M (AL) psM,, (At) — ps (t)

fpg (t) = d_tps (t) = limAt_m At (449)

cette équation est dite équation de Liouville [23,24,25].



Chapitre 5

Evolution dans I’espace des phases

5.1 Application & un modéle canonique

Le but de cette partie est d’exhiber la décohérence dans I’espace des phases. Pour
cela, on se propose d’illustrer cette évolution dans le cas d’un oscillateur harmonique
quantique de masse m et de fréquence 2, qui joue le role du systéme physique S
en interaction avec son environnement représenté par un bain thermique d’oscilla-
teurs harmoniques de masses m; et de fréquences w;, au voisinage d'un équilibre
thermodynamique.

Le Hamiltonien total est donné par

H: g5®]bain+js® ﬁbain+[:]int (51)
ou P2 1
Hg = — + —mQ?X 2 5.2
ST om T (5:2)
bain i le 9 W Yy i i .
Hipe = Z Ciqi ® X (5.4)

La fonction de corrélation [7] est donnée par
C (1) =Y e (@ (1) q) (5.5)
]
_ 2
=D ¢ a (1) @)
car dans le cas de 'algébre de 1'oscillateur harmonique

(@ (1) 45) =0 @ (7) @) (5.6)

40
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avec

g (1) = Ut (1) q:U (1) (5.7)
— e-i-i Hﬂ'qi e—i H;T

= (2m; wi)fl/z {ai et T 4 a} et wi T}

On peut donc écrire que

(e (7) @) = 5—— {{aa]) 7 4 (ala )i 53)

2mi W;

ol le nombre moyen d’occupation d’un niveau d’énergie

<@%>:<%%:m (5.9)
sera déterminé a partir de la statistique de Bose Einstein

1
n, = e( - /kBT) ) (510)

car 'ensemble des oscillateurs harmoniques schématisant ’environnement est en

équilibre thermodynamique. En utilisant la relation de commutation

Pmd}:1 (5.11)
on obtient
<%@>=1+ni (5.12)
et
(g (1) ¢;) = ST {(1 42 n;)cos(w; 7) —i sin(w; 7)} (5.13)
Sachant que
ewi/kBT + 1
1+2n; = = coth (w;/kgT) (5.14)

ewi/kBT _ 1
la fonction de corrélation s’écrit
2

C (r)= Z 5 {coth (w;/kpT) cos (w; T) —i sin (w; 7)} (5.15)

- sz W

:% Zci2 Ha (1), Qi}>+%ZCi2 (g (1), @] ) (5.16)

i
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ou

g (1), ¢}) = (1) s+ ¢ ¢ (1)) = L coth (w;/kgT) cos (w; 7) (5.17)

m; W

(la (), @) =(q (1) & — @ (7)) = ' sin (w; T) (5.18)

mg W

On voit que la fonction de corrélation devient

C (r)=¢&(1)—in(r) (5.19)
ot la partie réclle

£ =5 Yo o (1), ab) (520)
- Z 27722% coth (]:;—T) cos (w; 7) (5.21)
- /0 = (w) coth (I@LT) cos (w 7)d w (5.22)

et la partie imaginaire
1) =53 e Cla (), al) (5:23)
- Z 27;12% sin (w; 7) (5.24)
_ /0+OOJ (@) sin(w7)d w (5.25)

s’expriment au moyen de la fonction spectrale

2

Jw=Y 5w w) (5.26)

2mi Wi

Ainsi, la fonction de corrélation devient une somme continue sur w

—+00

C @)= Jw [coth </@LT) cos (wr) — i sin (w7) (5.27)

ce qui montre que

C (—1)=&(n)+in(1) (5.28)



CHAPITRE 5. EVOLUTION DANS L’ESPACE DES PHASES 43

La prise en compte de cette derniére propriété dans 1’équation de Born-Markov

GO =i [Hs 0] = [ dr {0 0) (X X (1) p(0]4C (- 7) (0K (- 7) X
(5.29)

conduit a

d » R +oo

o0 =i [fts. p (0] = [ dr @ X () O1 ()X X (= 7)o (03]
(5.30)

Cette équation est valable pour un systéme physique S quelconque, car nous
n’avons pas tenu compte du fait que celui-ci est un oscillateur harmonique dont le
hamiltonien

Hg = Ll + imoex (5.31)
2m 2

gouverne 1’évolution de l'opérateur position selon la loi bien connue

X (n=U"(nXU (1) (5.32)

eJr% HSTX elez Hgt

= exp (—%adﬁST ) X (5.33)

o le symbole adg désigne le commutateur avec Hg. Par exemple,

ady, X = :HS,X] = % (5.34)

(adg, )*X = |Hs, _FIS,X} } — 02X (5.35)
- o

(adg, V'X = |Hs, |Hs, |5, X | |] = —i——P (5.36)

(adg, )'X = Hs Hs [ﬁs, [[:[S,X:| m = Q'X (5.37)

Le développement en séries, paire et impaire, de I’exponentielle donne

p ( )X plady )X
X (1)=> (-1 ot > (-1 RO +

Les puissances précédentes de 'opérateur ady  se généralisent facilement a

—1 2p+1
— Q)PP .
— () (539)

(adg, )'X ™ =(Q7n)" X (5.39)

(adg, )" X 7%+ =
S
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Par conséquent, I'opérateur position prend la forme suivante :

X () =3 B (m‘—;) > i P (540)

p >0 (2p)' p >0 2p+1)‘

X (1)=Xcos(Q271) + (%) sin (2 7) (5.41)

m

Ceci conduit a une écriture physiquement plus commode des différents termes de
'équation (5.30)

XX (=m)ps O] =D [X X ps (D] +F [X [P ps (1)]] (5.42)

T .
X AX (= 7). W} = —5 mo® (X2, ps ()] —iv [X {P,ps(t)}] (5.43)
On obtient ainsi I’équation de Caldeira-Legget [5]

%ps (t) = —i ﬁs+% mPX?, ps ()| =iy [X AP, ps O [X [P ps(W]-D [X ,[X ,ps(t
(5.44)

Les différents termes du second membre de 1’équation représentent respectivement

I'évolution unitaire du pseudo-oscillateur harmonique de fréquence 9?2 = w? + @2,

la dissipation, la diffusion anormale, la diffusion et la décohérence. Les coefficients

correspondants sont

D = /0 T ir () cos(Q 1) (5.45)
fem s Omdf ¢ (7)sin (Q 7) (5.46)
0 = /Ode n (1) cos( Q7) (5.47)
- % Ode 0 () sin ( Q 7) (5.48)
Sachant que
(sl P o)1’y = =i (ol pula') = i - pu (e t) (549

I'équation maitresse prend la forme suivante en représentation coordonnées|26,27] :

% ps (x, 2/, t) = N (x,2") ps (x,2',1) (5.50)
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9
ox

_9
ox

- +i f (z =2
(5.51)

om \ 022 0Ox?

Az,a) = — - (82 _ 7 >—im (W + 3% (2 — a?) iy (@ — )

5.2 Représentation espace des phases ordinaires

L’opérateur densité nous permet de calculer les valeurs moyennes des obser-
vables d’un systéme physique S ainsi que les probabilités des transitions entre les
états quantiques correspondants, mais il ne fournit pas autant d’informations que
la densité de probabilités en statistique classique dans 'espace des phases [28,29] .
Ceci n’est pas possible en mécanique quantique en vertu du principe d’incertitude.
La meilleure approximation, dans ce cas, est la fonction de Wigner w que 'on peut

obtenir & partir de la matrice densité :

p(x,x’,t)z/dpw (¢,p,t) exp™™ = < qug\p(t)l q—§> =F (q,u) (5.52)

ol

(5.53)

NN~ ORI

(5.54)

De la méme maniére, on peut 1’écrire en représentation impulsion :

v

AR SRR N —igy  _ v _UN
p<H ptg Il =p 2,25) /dqw(qm,t) exp <p+2|p(t)|p 2> G (p,v)

(5.55)

La distribution de Wigner vérifie les propriétés suivantes :

R@:/@w@nwz@mmsz@m (5.56)

<Hm=/®w@nﬂ=MMﬂm=G@ﬁ> (5.57)

ou R (q) et P (p) sont les densités de probabilité en position et en impulsion,

respectivement , d’ott ’on déduit la normalisation

tr(p) = / dgdpw (q,p,t) =1 (5.58)
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Reprenons 'équation [Eq (5.1.50)]dans laquelle on utilise [28] la transformation

!
T+

¢=— (5.59)
U=z —1 (5.60)
d’ou

0 10 0
—~ = 4 = .61
or 20q + ou (561)

1

o 10 0 -

Aprés une intégration par parties pour chaque terme, on obtient I’équation d’évolu-
tion de w (g, p,t) [30]

5 0w+ d (pw) 0w 0w

)a_p "o _fap 97 +Dap2 (5.63)

Etudions I’équation précédente dans une superposition de deux états cohérents,

dont I’état initial est donné par

G(w, t=0)=d,(x, t=0)+v_(z, t=0) (5.64)
La premiére composante

w] exp [ipoz] (5.65)

¢+($,t:O)ZN€l‘p[— 25

est localisé en xq et se propage dans le sens négatif avec une impulsion py. La second

Y_(x, t=0)= Nexp [—%] exp [—ipox] (5.66)

est localisée en —z( et se propage dans le sens positif.

La fonction de Wigner associée a ¢ (z , t = 0) est

w(q,p,t =0) =wy(¢,p,t =0)+w_(q,p,t =0) + winet (¢, p,t = 0) (5.67)

ol
(x — x0)2

S LS L

wy (q,p,t = 0) = N*6%exp [—
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est la fonction de Wigner associée a 1, , et

w_ (q,p,t = 0) = N*6%exp

est celle associée & 1_. Le dernier terme

Wint (¢, p,t =0) = 2N25%exp [

(x + x0)2
262

47
exp [—6% (p+ po)z] (5.69)

72
5 (52p2} cos [2xop + 2po] (5.70)

décrit l'interférence entre les deux composantes. C’est a ce terme que nous devons

porter notre attention lors de 1’évolution au cours du temps. S’il s’annule, 'interfé-

rence sera perdue et la décohérence aura lieu[26,31,32].

on montré que la fonction de Wigner exacte a un instant ¢ quelconque, prend la

forme
w (Q:pa t) = W4 (qapa t) + w_ (Q7p7 t) + Wint <Q7p7 t) (571>
ol
A2 502 i (ZL‘—ZL‘C)2- 2 2
Wy (q,p, t) = N*0 5—16@7 _T erp [_52 (p —pe— 3 (x - %)) } (5'72)
1
) [ T+ x, 2]
w_(g,p,t) = N2525—j6$p —% exp [ (p+p.— Bz +x))°]  (573)
1
) x?
Wint (¢, p, t) = N2(525—2exp [—Ajnt] exp “o5 (53 (p— ,83:)2 cos [2ky,p + 2 (ky — Bk,) 2
1 1
(5.74)
5 (t=0) =61 (t=0) =&, ks (t=0) = po, by (t=0) =0 (5.75)

avec des expressions compliquées et dépendant du temps des coefficients z., p. d1,

02, B, kg et k. Des formes plus simples peuvent étre obtenues en utilisant ’approxi-

mation de Bron-Markov]|7].

exp [—Apn] =

Wint (¢ =0,p =0)

[wy (¢ =20,p=po) +w_(q=—z9,p=—po)]

(5.76)

SIS

est appelé « terme de visibilité des interférences ». En effet, il mesure le rapport du

pic de w;,; par rapport a ceux de w, et w_. L’étude de ce terme et la représentation

graphique de w(z, p, t) montre que les termes d’interférences disparaissent aux cours

du temps. Ceci est rapidement visible dans ’espace de configuration et lentement

visible dans l'espace des impulsion |[7].
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L’atténuation de wj,; (¢, p,t) est gouvernée par le « terme de visibilité des inter-

férencesy» qui s’écrit a haute température sous la forme

exp [—Aint] =~ exp — [70(2%)2] t— 0. (5.77)

2
Abp
Ce qui représente le phénoméne de décohérence pour une durée

Abp

ouAx est la séparation spatiale cohérente et A\pg = W est la longueur d’onde

de De Broglie thermique.

5.3 Meécanique Quantique Stochastique

Considérons 'espace de Hilbert L*(T') des fonctions 1 (g, p) de carré sommable

définies sur I'espace des phase I' = {(q,p) /q € R3,p € R3} avec le produit scalaire

(rliba) = /F dadp (a,p) ¥z (¢, p) (5.79)

On peut construire un sous-espace L? (I'¢) en ne considérant que les fonctions qui

s’obtiennent de la représentation configuration par la transformation unitaire Wg :

) = Wl @n = [ &, @@ (50)
(@) = W) =eop (=00 63

ol é est une fonction qui doit vérifier les propriétés suivantes :
— La normalisation Hé” = (27rh)3/2 pour assurer 'unitarité (y|yy) = <1/A11|@/A12> =
fpdeli @ da@) A
— L’invariance par rotation & (Rx) = & (x) pour assurer 1’équivalence de la re-
présentation espace des phases L?(I'¢) avec la représentation configuration
L? (R3).
~ La réalité & (x) = ¢ (x) si I'on veut que la densité de courant quantique soit

définie d’une maniere naturelle j = j¢

7= Jgs %W(q,p)vqlﬁ(q,p)dp (5.82)

o= [ Zwanlta (5.83)
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La probabilité (marginale) que la mesure de la position donne une valeur ¢

dans la région B est

P, (B) = /dq/ dp ¢ (q,p)[* (5.84)
- /dq/dequ )¢ ’ (5.85)

%) = @i -g) (5.56)

Cela signifie que la fonction x doit étre considérée comme probabilité condi-
tionnelle que 'appareil de mesure donne la valeur ¢ alors que la particule se
trouve a la position x. L'intégrale [p, dzy, (z) ‘1& (1’)‘2 est la probabilité que
cet appareil donne la valeur ¢ indépendamment de la position de la parti-
cule. La fonction y est appelée fonction de confiance et caractérise 'imper-
fection de I’appareil de mesure. Sa racine é est interprétée alors comme fonc-
tion d’onde propre de 'appareil de mesure qui devient désormais quantique.
Les mémes résultats s’obtiennent en utilisant la représentation impulsion (V~V§,
b (k), &, (k) = ethE (), et T, (x) = (27h)° \5 (z — q)f). Dans cette théorie,
il est possible de mesurer simultanément la position ¢ et I'impulsion p sans
violer le principe d’incertitude car chaque variable est entachée d’ erreur dé-
terminée par x et x|4],[34]. Une fagon succincte de résumer ceci est dire que
L?(T'¢) détermine une représentation dans un espace des phases stochastique
Fe = {(q,p, Xqp) / (¢.p) € I'}. Cest-a-dire que la fonction d’onde v (g, p) est
I’amplitude de probabilité que la mesure simultanée de la position et de I'im-
pulsion donne la valeur stochastique (g, p, x,,) liée a la valeur réelle (x, k) au

moyen de la distribution

Xop (T, k) = Xq (%) Xp (F) (5.87)

La famille {|&,,)/(q,p) € T}, ou & = W€ est la fonction d’onde propre dans la
représentation espace des phases stochastique. Elle définie un opérateur de projection

P de L? (T) sur L? (T'¢) qui vérifient donc la relation de fermeture dans ce dernier :

Pe = /F €4p) daqdp (€| = 1L2(F€) (5.88)
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On dit alors que 'état |£) ou I'opérateur v = [€) (£] est générateur d’une résolution

de I'identité. Ainsi, un état quelconque posséde la décomposition

<
I

/F dgdpt (4, ) [Eg) (5.89)
V(g,p) = (Eel?) (5.90)

La deuxiéme ligne de 1’égalité vient de l'unitarité de Wg et de la définition [4] qui

n’est autre que le produit scalaire dans la représentation configuration

¥ (0:9) = (anl?) = (o) (5.91)

En restreignant I'intégrale de la relation de fermeture & une région B de I'espace

des phases I, on obtient des opérateurs positifs (et non de projection)

E(B) = /B &00) dadp (€0 (5.92)

qui donnent les probabilités

P, (B) = (4| E (B) ) = /B 1 (q,p)|* dadp (5.93)

pour que la mesure simultanée de la position et de 'impulsion donne un résultat
(¢,p) dans B au sens stochastique.
La fonction d’onde dépendante du temps vérifie ’équation de Schrodinger par

rapport a g
th

oY (¢,p,t) _ {—ﬁz

ot o Dt V(Q)} v (q.p,1) (5.94)

ou V (Q) est le potentiel d’interaction exprimé en fonction de 'opérateur Q).

5.4 Représentation espace des phases stochastique

Pour un systéme de N particules stochastiques, on considére 1’espace des phases

r*% ={(a.p) /g = (a1, av) ER™,p=(p1,--- ,py) € R} (5.95)

et les états propres stochastiques

|§qvp> = |§¢I17P1> Q- ® |§QN7PN> (596>
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On leur associe 'opérateur

Yap = qufYUJp = |§q,p> <§q,p| (5.97)

v =16 (¢ (5.98)

et Uy, est le produit tensoriel des transformations U(g;, p;) [4]. La matrice densité
p(q,p) dans la représentation espace des phases est liée & 'opérateur densité p de la

mécanique quantique est définie par

p(¢:p) = tr (pVep) = (Eap Pl Eap) (5.99)

A T’aide de I'opérateur positif

A

Py (A) = /A Vapdqdp (5.100)

AcT¥ (5.101)

on calcule les probabilités de présence

A

P, (A) = tr(P, (A) p) (5.102)

= / p(q,p) dgdp (5.103)
A

Contrairement a la fonction de Wigner w(q, p), la matrice densité p(q, p)est définie
positive et s’interpréte comme une densité de probabilité comme en témoigne la
relation précédente. L’'idée du présent travail est d’étudier la décohérence et 1'évo-
lution des systémes quantiques ouverts dans la représentation espace des phases
stochastique qui fournit une bonne densité de probabilité[4].

a fin d’étudier le mouvement Brownien dans ’espace des phases stochastique ,on

fait la projection de I’équation de Caldeira-Legget,qui est donnée par

o _

D — ilH + m@ Q) — (@ AP )]~ DIQ. [@.4l) ~ IQ.[P.4] (510)

2

la projection donne

0 d
E (q7p7 q’,p’, t) = <£q7p|d_§’§q/p/> (5105)

= (Gupl = 11 + 3]~ 21Q. (P.p)] ~ DIQ. Q. Al ~ 10, P Al )
(5.106)
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ou on utilise la représentation espace des phases stochastique pour les opérateurs )

et P dont les expressions sont respectivement

(€anl @&y ) = (q+10p) (aplpl€y ) = (q +10,)p(q; p, q,v, t) (5.107)

et
<§q,P|PP|§q’,p’> - _Zaqp(q7p7 q/7p/7t) (5108)

le calcul de chaque terme a part donne
Terme unitaire :<§q,p| — z[% + smQ2Q?, p]|§q,,p,> =

14 1. , 1. /
[55(6‘? —83/) — §zmQ2(q2 —("))]p+ [ézmQZ(éﬁ —8;) +mQ?(qd,+q'0y)]p (5.109)

Terme 7 :

(Eapl = VQ AP P}y ) = (q/ —q) (0 = 0y) p—iv(0g — Oy) (Op + Op) p
(5.110)

Terme en f :

= (gpl = F1Q, [P, pl]l§g ) = —if (¢ —q) Oy +0y) p— [0+ 0y) (Op + Oy) p
(5.111)

Terme D :

-D(qd - q)2 p{&apl — DIQ, [Q, p)]|sq pr) = +2iD (¢ —q) (Op + Op) p+D (0, + ap’>2 P
(5.112)
La projection de 'équation Caldeira-Legget dans L? (I'¢) donne

)
ot p(q,p. 0, t) = O (g, ) pla, p, 4 7', 1) + Dstoen (4, 0.4, 0") pla, p, ¢ 0, 1)
(5.113)

L’opérateur A (g, q’) est celui de la mécanique quantique conventionnelle (équation
de Caldeira-Legget en représentation coordonnées [Eq(5.1.50)]). Le second est un

terme stochastique donné par :

~

Astoch ((Lpu qlap,) = (ap + ap’) b-i— (Q7p) + D_ (qlap,)] (5114>

ol

Ds (q,p) = mQq — (f +iv) 9, + DO, (5.115)
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La nullité du terme stochastique [Fq (5.4.20)]peut éventuellement nous permetre
de retrouver la description de mécanique quantique conventionelle [Fq (5.1.50)], a
partir de I’équation [Eq (5.4.19)].



Chapitre 6
conclusion

En mécanique quantique, I’état d’un systéme physique est généralement repré-
senté par un ket de l'espace de Hilbert qui vérifie les axiomes de la mesure et dont
I’évolution est donnée par I’équation de Schrédinger. Dans le présent travail, cette
derniére a été remplacée par I’équation de Von-Neumann décrivant 1’évolution de la
matrice densité qui est commode dans I’étude des états de mélange statistique et des
états intriqués. Nous avons utilisé pour décrir I’état du systéme dans la pré-mesure
selon le modéle de Von-Neumann.

Le méme formalisme de la matrice densité a été exploité aussi pour décrire I'in-
teraction environnement-systéme ou la décohérence n’est plus un postulat, mais une
conséquence de 'orthogonalité des états de 'environnement. En outre, ce modéle
résout le probléme de la base préférée en choisissant les états propres de ’observable
(mesurée) qui ne s’intriquent pas avec I’environnement(super-selection).

De tels résultats ont donné naissance a ’étude de la dynamique irréversible des
systémes quantiques ouverts. Leur évolution est régie par I’équation de Born-Markov
qui est déduite de la trace partielle de la matrice densité du systéme global en uti-
lisant I’approximation de Born puis celle de Markov. Le phénomeéne de décohérence
représente la perte de l'information du systéme au sein d’un environnement pos-
sédant un grand nombre de degrés de liberté, ce qui suggere l'irréversibilité de la
dynamique. Pour cela on ne peut considérer ’ensemble des opérateurs d’évolution
comme un groupe a un parameétre a cause de 'absence de 1’élément inverse. Nous
passons ainsi au formalisme du semi-groupe avec les super-opérateurs, I’équation
de Born-Markov prend ainsi une nouvelle forme dite équation de Lindblad ou la
positivité de 'opérateur densité est plus évidente[Appendice].

L’étude du mouvement brownien d’un oscillateur harmonique a conduit a I’équa-
tion de Caldeira-Legget qui a fait apparaitre, en plus de 1’évolution unitaire réver-
sible, des termes de dissipation en énergie et de diffusion. Cette équation s’écrit

dans la représentation configuration mais s’étudie dans la représentation espace des

54
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phases ol le role de la matrice densité est pris par la fonction de Wigner. Comme
cette derniére n’est pas toujours définie-positive, nous avons repris I’étude de la théo-
rie quantique stochastique qui offre d’une part, une représentation espace des phases
avec une mesure simultanée mais imprécise de la coordonnée et de I'impulsion de la
particule [4], et d'un autre coté, une densité de probabilité définie-positive.

Ceci nous a permis de vérifier que les équations de Born-Markov de Caldeira-
Legget demeurent valables en théorie stochastique. L’écriture de la derniére équation
dans I'espace des phases stochastique a reproduit dans I’équation d’évolution[Fq (5.4.19)],
la description de la mécanique quantique conventionnelle[Eq (5.1.50)], ainsi qu’'un
nouveau terme stochastique[Eq (5.4.20)], ce qui peut offrir les perspectives suivantes :

— Poursuivre 'étude du mouvement quantique brownien en tenant compte de
I'effet de 'imprécision de 'appareil de mesure a 1’aide des fonctions de confi-
nance.

— L’application du modele, avec des fonctions d’ondes stochastiques propres
gaussiennes [4], permettrait éventuellement d’établir une relation entre la lon-
gueur caractéristique stochastique et le temps de décohérence.

— Reprendre toutes les études de la décohérence dans le cadre de la théorie

stochastique, ce qui constitue une multitude d’axes de recherche.



Appendice :

6.1 Définition d’une mesure mathématique

Soit un ensemble non vide E et soit P (E)l’ensemble des parties de E.

une partie ® = {S},_, . de P(E), est dite c—anneau, si elle vérifie

......

VSl,SQGRSlUSQ cR

VS, S, e, NS eR

Le o—anneau Rest dit oc—algebre

une application p : & — R'est dite mesure si elle vérifie elle vérifie[34]
1 () =0

p(Sk) = 0

m (USk) => 1 (S)

k>0 k>0

6.2 Définition d’un semi groupe

On appelle semi-groupe & un parameétre sur un espace de Banach F, la donnée
d’un ensemble {7}, > 0} d’opérateurs linéaires et bornés qui vérifient les conditions

suivantes|34] :

ETS - E—&—s (61)
Ty=1 (6.2)

Le générateur J du semi-groupe vérifie

lim | Tz — (z+t Jz)|| =0 (6.3)
t—0

o6
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ou z est dans le domaine de J (z € Dom (J), un sous-espace invariant de E sous
laction de T;)[aliki] , d’ou

(T,J —JT;) =0 (6.4)
On exprime les éléments du semi-groupe en fonction du générateur a ’aide de l'ex-
ponentielle
T, = exp(Jt) Z gy (6.5)
n>0

On s’intéresse dans notre cas a la situation ot £ =T (Hg)et T; = exp (£t)ot] n’est

que le Liouvillien£.

6.3 Propriétés Des super-operateurs :

Un super-operateur K est une application linéaire de qui doit vérifier les condi-
tions suivantes|18] :
K: T(Hs) — T(Hs)

La linéarité
K (ap + Bo) = aK (p) + BK (o)

L’hermiticité

K (p) = K (p)]'
Conservation de la trace
tr[K (p)] =1
La positivité
K(p) =0

La représentation de Karus de I’évolution de pg est donnée par :
MT
Myps

La représentation de Karus de 'opérateur K dans T (Hg) conserve les propriétés
suivantes :
L’hermiticité

Ps = 0]
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La conservation de la trace,qui résulte de la relation de fermeture
tripg] =1
La positivité

(S1ols|S) = <S| ZMupsM,t|s> = 37 (S¥]ps|S*) > 0

m

6.4 Espace des opérateurs linéaires et bornés

Considérons un espace de Hilbert Hg séparable sur C dont le produit scalaire
de deux éléments ¢ et U est noté par (p|V), et la norme d’un élément par ||V| =
V(U|¥). L’ensemble L (Hg) des opérateurs linéaires de Hg est doté de la norme
infinie

[A]l o = sup [[AV] (6.6)
lw]l<1
ou A€ L(Hg)et Ve Hg .Un opérateur A de L (Hg) est dit borné s’il vérifie

sup < ||AY(| < o0 (6.7)
o<1

L’ensemble des opérateurs de L (Hg) vérifiant cette propriété est noté B (Hg) [34] .

Il constitue une algébre de Banach et vérifie

(ATTlp) = (T]Ap) (6.8)
(AB)' = Bt At
(A7) =4

(A + 8B)' = a* At + B
Jaral, = |, = fary’]

Un opérateur A € B (Hg) est dit auto-adjoint (hermitique) si
A=A (6.9)
Un opérateur A € B (Hg) est positif A > 0 si

(T|A]T) > 0; VU € Hg (6.10)
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La trace d'un opérateur A € B (Hg) est donnée par

tr(A) =Y (palAlen) (6.11)

n

ot {|p,)},, est une base orthonormée. Un opérateur densité p € B (Hg) est “mathé-

matiquement acceptable” ou bien un opérateur trace, si
)

tr (pp*)"/? existe (6.12)

L’ensemble de ces opérateurs est un espace de Banach noté T' (Hg) et ayant la norme

Ipll, = tr (pp*)"/? (6.13)

correspondant au produit scalaire (pour une base orthonormée {p,}

(par p3) = tr (paph)"” = 0as (6.14)

La représentation spectrale de p € B (Hg) s’il est hermitique et elle est donnée par

p= Z An |0n) (nl (6.15)

6.5 Equation de Born-Markov stochastique pour le

mouvement Brownien

Equation de Born-Markov pour le mouvement Brownien

% = —ilH + 5mQQ?, p] — 1]Q, {P. p}] = DIQ.[Q, p]) — f1Q: [P. ]

Avec H = % + %mw2Q2. Posons Q2 = w? + &% et le pseudo-potentiel V =
TmQ*Q?, alors

Calcul :

<§q,p|QP|§q’,p’> =(q+ iap) <§q7p’P’fq’,p’> = (¢ + iap)P(Qa]% q,p't)

L’hermiticité de p et @, conduit a :

(EaplPQlEy ) = <€q’7p’|QP|§q,p>* = [(¢' +1i0y) <€q’7p’|p|€q7p>]* = (¢' =10y ) (€4l PlEq )

D’ou

(EanlPQIy ) = (d" —i0y)p(a,p,q' ', T)

Pour I'impulsion, un calcul identique nous donne

<§q,p|Pp|§q’7p’> = —i0,p(q,p, ¢, ', 1)

<£q7p’pp|£q’,p’> = +iaqlp(Q7p7 qlap/7t)
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Pour simplifier les calculs ultérieurs, on omettra les kets et bras de £ ainsi que
les variables de p. On aura les cas suivants :

a. Application de ) et P a gauche de p

(€401 Qpl&y ) seranoté Qp = Q = q+1i0, (on omet p pour simplifier d’avantage)

(S| PplEq ) sera note Pp = —i0,p = P = —i0,

b. Application de ) et P a droite de p

(EaplPQ|&y ) sera noté pQ' = (¢' +i0y)p = Q' = ¢ — 10,

(€aplpP|Eq ) sera noté pP’ = —i0yp = P' = i0y

Considérons maintenant chaque terme a part

Terme unitaire :

—ilg +3mQPQp +iplgy + Q% = —ilg + ;mPQ? + il + 5mPQ”]

- —z'[(*W + 1mQ2(q + i0,)?] + iS22 4 L Q2 (g’ — i0,)?

= ( ) + imQ?(q +i0,)* + (Za ~ 4 ImQ*(q' — i0,)?

= mQ2 ’E)p/ — mgQ?d, + 22mq2§22 2@m§22( P4 5 L2 — 5107 — imQPO2 —
5imS20%,

1L (82 92) + 5im(¢* + (¢')%) + mQ(¢' 0y — q0,) — 51mQ* (92 + 92)

—i( 2+ mQ2Q%) +i(DE + mQ2(Q)?) = 102 — 1102 — LimQ? (¢ +i0,)" +

$imQ? (¢ — iy )

= 3102 — 102 — img® 0 + 5imQ2(¢')? 4 3imQ202 — LimQ?07, + mgQ*0, +
mQO%q' 0,

= 31(02 = 92) — 3imQ(¢* — (¢')%) + 5imQ2(0; — 07) + m¥(q0, + ¢'0y)

PQ
<§qp| [_ + 2m§22Q2 ]|fq/,p’> =
(5 (02— 2) — 5im@(a ~ (¢l
+ [2imQ* (92 — 82) + mQ* (0, + ¢'0y)p
Terme -y
—[Q, P, p}] = =N Q{P, p} +ir{ P, p}Q = —inQPp—inQpP +iyPpQ+inpPQ
= —i7QP —inQP' +ivPQ +ivP'Q

=v¢'0; — qv0, + qv0y — V4 Oy — 170,04 + 70,0y — i70,0p + i70y Oy
=7(¢" = q) (0g = Op) — iy (0 — Oy ) (Op + D)

(Eapl = V[Q AP p}|Ey ) =
V(@ —q) (0, —0y) p
— vy (aq - aq/) (ap + ap’) P

Terme D
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—-D[Q,[Q,pll = =DQ[Q, p] + D[Q, p]Q = —DQ*p + 2DQpQ — DpQ* =

—DQ* +2DQQ" — D(Q')?

= 2¢Dq' — 2igD3, + 2iDq'd, — 2igDdyy + 2iDq'dy + 2D3,0,y — ¢*D — D(¢')* +
Do: + Doy,

=-D(¢ - Q)2 +2iD (¢ — q) (9p + Oy) + D (9, + 8p’)2

<€q,p| - D@, [Qap]]|§q’,p’> =

~D(d —q)p
+2iD( Q)(p+ap>
+D(0,+0y)p

Terme en f

—f1Q, [P, pl] = = fQ[P, p] + f[P, plQ = —fQPp + fQpP + [PpQ — fpPQ
=—fQP+ fQP + [PQ — [P'Q)

=1fq0, —ifq' 0y +ifq0y —ifq 0y — f0,0, — [0,0y — [0,0y — [OyOy
=—if (¢ = q) (9 + 0y) — [ (O + Oy) (Op + Oy)

<§q,p| - fl@, [P, P]]lfq’vp» =
—uf (q, —q) (8,1 + aq’) P
- f (aq + 8q’) (ap + 8p’) P

Asz‘,ochastique (Q7p> qlap/) <£q,p|p|€q’,p’> =
= (ap + 61)’) [mQ2(q + q/> —f (861 + aq’) -y (az - aq’) +D (ap + 8p’)} <§q7p|:0|§q’7p’>
= (810 + ap’) [mQQ(q + q/) - (f + Z'f)’) 861 - (f - i7> aq’ +D (ap + ap’)] <§q,p|p|fq/,p’>
= (ap + ap’) [{mQQQ - (f + i’V) aq + Dap} + {mQ2q/ - (f - ”W) 8(1’ + Dap’}] <£q,p|f)|€q’,p’>
= @+ 9y) | D (a,p) + DV (@) (Eanlolérs) (6.16)
2 (q.p) = mPq — (f £i7) 9, + DD} (6.17)
Pour la diagonale p (g, p) on obtient
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Py el f —2] p(q,p) (6.18)

O pla.r) =
PP dq Op ap(?q dp
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