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Introduction

Une premiére tentative de description rigoureuse de la mesure quantique a été élaborée par Von
Neumann [62]|. La mesure a été traitée en ignorant sa durée. Cependant, cette description n’est pas
suffisante pour un systéme soumis & une mesure continue. Généralement, on veut comprendre le com-
portement du systéme si la mesure est appliquée continuellement a ce systéme. Ceci est 'objet de la
théorie de la mesure quantique continue. Celle-ci peut étre considérée comme une limite des mesures
séquentielles instantanées. Si la précision de chacune de ces mesures est suffisante, le systéme reste
dans I’état initial sans évolution (effet Zénon). A cause de I'effet Zénon, la mesure continue donne un
résultat trivial (une fonction constante). Pour les observables continues, la mesure continue donne un
résultat qui montre que le systéme subit une évolution. Récemment, il a été démontré que la mesure
continue avec une précision finie est capable de surveiller une transition quantique [6] . Par exemple,
la transition entre deux niveaux atomiques induite par un rayonnement de résonance pourrait étre
controlée par I'observation d’une série d’électrons diffusés par ’atome [8] . Ainsi, les mesures impré-
cises offrent un nouvel outil pour I’étude des processus quantiques. Notre travail consiste & présenter
la théorie de la mesure continue développée par Mensky [48]. Cette théorie basée sur les intégrales de
chemin restreintes a été appliquée a la mesure de I’énergie d’un systéme quantique. Le formalisme est
équivalent a celui de I’équation de Schrodinger avec un hamiltonien complexe et les résultats obtenus
représentent un phénomeéne de décohérence [56]. Comme la théorie quantique stochastique décrit la
mesure approximative, nous nous sommes fixé comme but d’y appliquer le modéle de Mensky. Nous
avons reformulé la mesure approximative, décrite par des operateurs I?,, dans le cadre stochastique
et nous avons appliqué la nouvelle représentation des opérateurs 2, pour décrire les mesures séquen-
cielles approximatives. Enfin, nous avons trouvé I'expression formelle du propagateur d'une particule
stochastique soumise a une mesure continue.

Dans le premier chapitre, nous présenterons le formalisme général des intégrales de chemin et son
application aux cas d’une particule libre et d’'un oscillateur harmonique.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a ’étude de la théorie de la décohérence. Pour ce faire, nous
commencerons par la description de l'interaction entre un systéme quantique et son environnement
et nous verrons que l'intensité de cette interaction permet d’identifier les différents régimes de la
décohérence. Par la suite, nous présenterons le formalisme de la décohérence dans le cadre de la

théorie des systémes quantiques ouverts. Dans cette derniére, I’évolution du systéme est décrite par
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une équation maitresse qu’on peut établir en utilisant des approximations (concernant I'interaction
avec l'environnement) dites de Born et de Markov. Nous terminerons ce chapitre en établissant
I’équation maitresse de Lindblad en faisant appel a la méthode des semi-groupes dynamiques.

Nous introduirons, au cours du troisiéme chapitre, les intégrales de chemin restreintes pour décrire
la mesure continue. Dans cette théorie, 'effet de la mesure sur un systéme quantique est représenté
par une restriction sur la somme dans l'intégrale de chemin. La restriction est décrite, dans le cas
général, par une fonctionnelle poids qui s’approche de I'unité pour les chemins compatibles avec
le résultat de la mesure. En suite, nous utiliserons l'intégrale de chemin restreinte, nommeée aussi
amplitude de la mesure, pour estimer les probabilité des différents résultats.

Dans le quatriéme chapitre, nous présenterons une méthode équivalente aux intégrales de chemin
restreintes. Il s’agit de I’équation de Schrédinger & hamiltonien complexe que nous appliquerons a
la mesure continue de I’énergie d’un systéme a plusieurs niveaux. Un choix approprié de précision
de la mesure permet de visualiser une transition quantique, ce qui représente I’avantage des mesures
approximatives.

Dans le dernier chapitre, la mesure continue sera reformulée dans le cadre stochastique et le
propagateur d’une particule soumise & une mesure continue sera obtenu. Le lien avec la décohérence
nécessite une réflexion plus approfondie.

Nous terminerons notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Le formalisme de I'intégrale de chemin

1.1 Formulation générale

L’état d’un systéme quantique a l'instant ¢ est décrit par une fonction d’onde 1;(¢q) qui dépend
de la position. Cette derniére peut étre un point dans ’espace de configuration a trois dimensions
(R3) ou un point dans un espace multidimensionnel si le systéme considéré est décrit par plusieurs
parametres.

La fonction d’onde dépendant du temps est gouvernée par I’équation de Schrodinger

L0y~

zha = H1 (1.1)
ou I’hamiltonien quantique H est déterminé a partir de I'hamiltonien classique H(q,p,t) par le
principe de correspondance. Si on connait la valeur de la fonction d’onde & l'instant ¢, on peut
résoudre I’équation de Schrodinger et trouver la fonction d’onde v, a I'instant t.

L’objet dans 'approche des intégrales de chemin est le calcul du propagateur qui est 'amplitude
de probabilité de transition du point ¢ & Dinstant ¢ au point ¢ a linstant £ . Sile propagateur

U(q't" | ¢'t") est défini, on peut exprimer I'état | 1) & partir de | ¢) par

wt” (q//) — /dqu(qlltll | q/tl)'l?/)t, (q/) (1‘2)
Le propagateur est la solution de ’équation de Schrédinger

non )

h —g'U
i 5 (¢

ott H" est 'hamiltonien du systéme qui agit sur le deusiéme argument (¢ ). Le propagateur est défini

par la relation

non

Ulgt |qt)=(a |UE . t)|q) (1.4)
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oit U(t",t') est Popérateur d’évolution qui vérifie

| ) = U 1) | y)

En remplacant cette relation dans I’équation de Schrodinger, on obtient

Ut 1) = exp(— B — 1)

En divisant l'intervalle [t', t”] en N + 1 subdivisions égales

© T N+1

th = tpi4+e,n=1--N+1

ol ty =t et tny1 = t". On peut écrire Popérateur d’évolution sous la forme d’un produit

Ut ) =U(t ,tx)U(ty, tx_1) - - Ultn, taq) - - - Ultat1)U (t1.to)

En utilisant ’équation (1.9) et la relation de fermeture

—+o0
/ dgn | @) {an |= 1

o0

on peut évaluer le propagateur (1.4)

U(q” tll |ql tl) — <qll
= (¢ U tn)U(tn,tnr) - Ultptnor) - Ultat)U(t1 ) | ¢)

+o00
=/ dgndgn_1---dqi{q U ,tn) | gn)---{qa | U(t1,t) | q)

o0

mon,or N +o0 N+1
U el = 0| ] 0 G Uttt L)

n=1 oo

La derniére équation peut étre réécrite sous la forme

"o 1 N oo N
n=1 n=1

—00

avec un propagateur partiel U(g,t,, | ¢gn_1tn—1) défini par

U(qntn | Qn—ltn—l) - <qn | U(tn,tn—l) | Qn—1>

L’opérateur d’évolution U (%, t,_1) est donné par

(1.6)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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exp(—%sﬁ) - exp(—%e(T +7) (1.16)

ouT = f—:l est I'operateur d’energie cinétique et V est I'opérateur d’enérgie potentiel. La formule de

Baker-Compell [42] permet d’écrire 1'expression précédente sous la forme

i o i i 5 i e
exp(—ﬁe(T +V)) = exp(—ﬁeT) exp(—;_LgV) exp(—ﬁe X) (1.17)
ol Popérateur X est donné par la formule [42]
I O 2 1 P P 1~ ~ )
X =3[V 1] -2 (5 V,[V,T} —g[[V,T],T] +O(e2). (1.18)

dans cette expression on a négligée les termes de 1'ordre de €2 ou plus. En négligeant le terme X , on

peut calculer les éléments de matrice de 'opérateur U (t, t,—1) entre les états |g,)

| . . .
o exp—5eHpd.0) L)~ [ dalan | esp(—eV (a6 | a)a | exp(—5eT(.0) | 0)
(1.19)
On a . _
(i | exp(= eV (1) | 0) = 00 — ) exP(= 72V (s 1) (1.20)

En utilisant la transformation de Fourrier de | ¢,_1), et la propriété de la fonction delta de Dirac

/ dgd(q — a0) f(a) = f(q0)

on obtient

1 R dp,, 7 1
(qn | exp(—56H(p,q,tn)) | qu—1) = / T exp(ﬁpn(qn — Qn-1) — ﬁE(T(pnatn) + Vign, tn))) (1.21)

En remplacant cette expression dans I’équation (1.15), on trouve

+00 +00 .
Ut |41) = 1 / dg, | 1) / Dn | ep( L) (1.22)
n=1 2mh h

—00 n=1 —00

ot SV est 'action de subdivision définie par

N+1

SN = Z [ n(Qn - anl) - gH(Qnapna tn)] (1'23)

n=1
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Lorsque € — 0, N — oo, I'action S devient

lim SV = /t,t dt [p(t)&(t) — H(x(t), p(t),1)] = S(q, p) (1.24)

N—o00

qui est I'expression de l'action classique. Dans la limite (N — oo), le produit des intégrales (1.22)

devient

Ulg't |qt) = /q,q d [q]/d[p] exp (%S(q,p)) (1.25)

ou

, _ N oo

. N41 [+ dpy,
/d[p] - Nl—1>r—r+-loo ngl/ 2mh

o0

L’équation (1.25) est I'expression de l'intégrale de chemin dans I'espace des phases. L’intégrale de
chemin est la somme des amplitudes de probabilité de toutes les trajectoires d’évolutions possibles

pour un systéme physique

Ulgt [qt)= >,  ewp (%S(q,p)> (1.26)

tou79 l,es chgm,ins
(¢ t)—=( t)

1.1.1 L’intégrale de chemin dans l’espace de configuration
L’action de subdivision est donnée par

N+1

2
b

SN = (G — Gn1) — (=2 + V (g, tn 1.27

nE_l{ (@0 = @n—1) = (5 -+ V(e ))} (1.27)
on peut la réécrire sous la forme

Ra € Gn — q me qn — q
N n ~— Yn—1.\2 n ~— Yn—1\92
= ——(pp — ——— — ()" — nstn 1.2
S E[Qm(p )t () —eVe )} (1.28)

n=1

En utilisant l'intégrale gaussienne

o dp, € ' — (n— 1
/ N R — (1.29)

o 2mh 2m 3 \/2mhie/m

I'expression (1.22) devient
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N oo ,
UGt 1qt) = [ —m ) A [ / dqn} exp(=S™) (1.30)
2rhic/m ) =1 ) h

ot SV est définie maintenant par

N+1

N _ g;; {%(%)2 . V(qn,tn)] (1.31)

Dans ce cas, les intégrations sont effectuées sur tous les chemins dans l'espace de configuration.

Le propagateur est la somme des amplitudes de toutes les alternatives (chemins) pour une particule
! . ! . " . " . . Z

allant du point ¢ a l'instant ¢ au point ¢ a l'instant ¢ . L’amplitude de chaque chemin est exp(ﬁSN).

Dans la limite continue, la somme (1.31) devient

" "

t . ¢ m .2
Sl = / dtL(q,q) = / dt [Eq ~ Vg, 1) (1.32)
t t
On peut réécrire 'amplitude (1.30) sous la forme condensée

0

Ul 140 = [ dldexp(z5@). (133

ou la mesure d [g] définie par

dlg = Jim 11—

N—oon=1,/21hic/m
1.2 Application a la particule libre

(1.34)

Le formalisme de I'intégrale de chemin peut étre utilisé pour calculer le propagateur d’une parti-

cule libre. Le lagrangien de cette derniére est donné par

L:m% (1.35)

En utilisant les équations (1.30) et (1.31), on obtient la forme générale du propagateur

non

’or N +eo dqn m iy
U(gt |gt)=1lm M ————| exp Z(ql —qi1)? (1.36)

1 N
5—>0<\/27rih5/m> n=1|J_o /2mihe/m 2he

i=1
C’est un produit d’intégrales gaussiennes de la forme [ exp(—ag?)dg (a est une constante)
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"on ’or 27T2h5 —N/2 m m
Ulgt |qt)= < - > /d(hd(h quexp(Qh (1 — q0)?)-..e Xp(% (gv+1—qn)?). (1.37)

avec ¢y, = ¢ ,qo = ¢ . On calcule la premiére intégrale

<27Zf’6>_1/dq1 exp <;Zl (a1 — qo) ) exp (2”,? (a2 — @) > (1.38)

a laide de la relation

“+oo . ) O[ﬁ ) T
/_ dgy exp(—a(gni1 — qn)”) exp(=B(gn — ¢n-1)") = eXp(—m(an —qn-1)") ot B (1.39)

im
Pourn=1,a=0= —on 0 on obtient
£

<27Z'Lh5>1/dq1 exp <2”7? (1 — q0) > exp (;;7 (g2 — qo) > (1.40)
= <2mn€> ) <7TZL€> " eXP(2;n;6(Q2 —q0)?%) (1.41)

m

m 1/2 m
= <2h25m’) exp(gpoz (@2~ 1)) (1.42)

De la méme fagon, on calcule la deuxiéme intégrale, on trouve

o 1/2( T )1/2/d 5D (2 (g — )" ) exploe (g2 — a0)?)  (143)
m Ti2h2e LOXP\ gp\ B~ E2 PAopoe (@2~ 0 ‘

m \ /2 m 9
- — a0)?). 1.44
(m2h35> eXp(3p32 (05 = @)7) (1.44)

on obtient finalement I’expression suivante

1/2 .
m m 2
— " — . 1.4
Ulan 1,1 | qoto) (7rz'2h(N 1) g> eXPp (2h(N +1) s(QN“ %) ) (1.45)

Dans la limite continue (N — +00), le propagateur de la particule libre prend la forme

Ulg't |qt) = (W)m exp (%(q" - q')2> (1.46)
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1.3 Application a ’oscillateur harmonique

Avant d’entamer le calcul du propagateur de 'oscillateur harmonique nous présentons des résultats

concernant le calcul des intégrales gaussiennes a plusieurs variables pour les utiliser ultérieurement.

1.3.1 L’intégrale gaussienne

Les intégrales gaussiennes sont données par la forme suivante

/ (M dai) exp(=)_Nijaia;) (1.47)

Y]

ou les coefficients A;; sont les éléments réels de la matrice A. Dans le cas d’une seule variable ¢ et un

A réel et positif, on a

/dqexp(—)\qQ) = % (1.48)
Pour diagonaliser la matrice [);;] nous effectuons les transformations suivantes
q; = Oij(j}, OT)\O = dZ'CLg(/\l, ty )\n), (149)
avec
00 =00" =1 (1.50)

Ainsi, nous obtenons

/ Mdg; = |det(O)| / Ndg, = / ndi;

Avec cette transformation I'intégrale (1.47) devient
/lj.dqi exp(— Y _gidijg;) = /I]difi exp(— Y _NiGi’)
ij i
D’aprés I’équation (1.48), on obtient

7r
/';'d%' eXp(_Z)\ijQin) =l N

,J

(1.51)

Ce résultat a un sens a condition que toutes les valeurs ), soient positives. De la méme maniére,

nous pouvons calculer les intégrales avec une fonction exponentielle d’argument imaginaire

™ ™

I = /dq exp(i)\q2) = exp(isgn(/\)z) W
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Le résultat généralisé a plusieurs variables est le suivant

I = exp(i(ny —n-)7)

ou m, et n_ sont, respectivement, les nombres des valeurs propres A, positives et négatives de

I'opérateur hy

1.3.2 Clalcul du propagateur de l’oscillateur harmonique
Le propagateur est défini par

?

140) = [ dla®]esn(;Sla(0) (152

non

Ugt

S [q(t)] = / Lig(t), 4())dr (1.53)

On peut écrire ¢(¢) comme une somme de la trajectoire classique ¢.(t) et une fluctuation z(t) autour

de cette trajectoire
q(t) = q.(t) + 2(¢) (1.54)

avec les conditions aux limites suivantes

2(t) = z(t)=0 1.55)
) = 2(t)=0 (1.56)
de l’équation (1.54), on déduit que
dq(t)] = d[z(t)]
donc, on a
S la(t)] = S lae(t) + 2(1)] = / A (6(t) + 20) = T—(alt) +2(6)?)  (157)

En développant les carrés et en utilisant une intégration par partie qui nous méne a ’équation du

mouvement pour ¢. (t), 'expression de I'action se simplifie

" "

Sl = [ @ty -wrd)+ [ g E o - o) (1.58)

Sla@)] = Sela.)] + S[=(1)] (1.59)
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En remplacant ce résultat dans I’équation (1.52), on trouve

non

Ut | 4€) = exp(ySelade)) [ dle®esp(zS )

z(t’)

On a z(t') = z(t") = 0, ainsi nous obtenons

U@ |t = el S o) / AL=(0)] exp(3 S [=(1)]) (1.60)
Ut | qt) = exp(%sc GO — ) (1.61)

Commencons par le calcul de S.. En utilisant une intégration par parties et I’équation du mouvement
e+ w?q.(t) =0 (1.62)

on trouve

"

t
S, = / i
t’

il est facile de montrer que la solution ¢., avec les conditions ¢ = ¢.(t') et ¢" = ¢.(t"), a la forme

m "

(42 — waz (1)) = Zdede |y (1.63)

SIE

1
sin(wT)

¢o = [q’ sin(w(t’ —t) + ¢ sin(w(t — t’))} (1.64)

ot T =1t" —t.Sil'on remplace ce résultat dans 1'équation (1.63), on obtient

mw

% = Sem(w(e = 1) (4" + ") cos(w(t" — ) — 244 | (1.65)

Maintenant nous calculons la quantité J(7) avec la méthode du déterminant
51) = [ dlsteexs (%S[z(t)]) (1.66)
Comme [y dtd(22) = 2(t")2(t") — 2(t)2(t') = 0, on trouve

" r "

¢ : t 2
~ m. .o 2 2 ! m_ d 2
IL r t” N
= —= / dt 20z (1.68)
2 | Jy
. d?
_ _T(_+w2) (1.69)
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donc J(T') prend la forme d’une intégrale gaussienne a plusieurs variables. En utilisant ’équation
(1.51), on peut montrer que le résultat est proportionnel a det(é\)_% de la maniére suivante. La
fonction z(t), avec les conditions aux limites z(¢') = z(t") = 0, peut étre évaluée comme une série de

Fourrier

2(t) = anza(t) (1.70)

2 = \/g sm(”T—”t) (1.71)

sont des fonctions propres orthonormées de O

Les fonctions z,(t)

Oza(t) = Azn(t) (1.72)

/ 2 (1) 2 (£) = G (1.73)

Les valeurs propres de 'opérateur O sont

Ay = % ((%ﬂ)Q - w2> (1.74)

2(t)] = Hj% (1.75)

En utilisant les équations (1.70) et (1.73), on trouve

/dtzaz = Z / dtanamznazm = Z)\nai (1.76)

ainsi, on obtient

~r71 da
— NI | n E A\,a2). 1.77

Si on utilise le résultat pour les intégrales gaussiennes, on trouve

™
- N -3 —in_ 1.78
H exp(—in_) (1.78)

Notons que O dépend de w ainsi nous avons

™

J,(T) = N (det @,) ) exp(—in- ) (1.79)

D=
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Pour w = 0, le propagateur de l'oscillateur harmonique coincide avec le propagateur de la particule
libre

~ ~ _% m 1/2 Zm " )
Jo(T) = N (det oo) - (M%T) exp <ﬁ(q —q) ) (1.80)

) -0

Le rapport des valeurs propres de I'opérateur O, étant (voir (1.74))

Nous pouvons considérer le rapport

J,(T) exp(—in ) ( det O,

det 60

An(0)
An (w)

—~

1.81)

(7)
MO \T _ 1
= = (1.82)
An(w) (”W)2 2 ( @ )2
) 21— (2
T nm
ou a = wT'. En utilisant la relation d’Euler [54], on obtient
+o0o “+o00
11 = 5= — (1.83)
oo An(w) ol — <i> sin a
nw

Si Pon remplace ce résultat dans I’équation (1.81), on trouve

Jo(T') = | /m exp(in_g). (1.84)

L’expression finale du propagateur de l'oscillateur harmonique est la suivante

"non 1ol mw mw 2 "2 2q,q”
i t)=,/—F——F——— t(wl') — 1.
Ula't Tat) \/ 2mifisin(wT) exp < 2h [(q +a ) cot(wT) sin(wT)]) (1.85)




Chapitre 2
Décohérence

Le role de l'interaction, entre un systéme quantique et son environnement, dans la transition des
lois quantiques basées sur le principe d’interférence a la réalité classique familiére (ou ce principe
est violé) est actuellement un sujet de grand intérét. Cette activité de recherche est motivée par les
expériences sophistiquées qui nous permettent d’explorer les frontiéres entre le monde quantique et
classique [5, 72| . L’intérét de la transition du quantique au classique est motivé aussi par I'appa-
rition de nouvelles situations ou I'analyse détaillée de la réduction du paquet d’ondes |25, 41| est
nécessaire comme c’est le cas dans 'optique quantique [14, 37| et la cosmologie quantique [31, 52]
ou linterprétation de Copenhague ne suffit pas. L'idée clé est le processus de décohérence |28, 79|
ou les cohérences quantiques sont supprimées a cause de l'interaction entre le systéme quantique et
son environnement. Durant cette interaction le systéme quantique se comporte comme un systéme
ouvert.

On considére un systéme quantique S et un appareil de mesure A. On suppose que le systéme S

a linstant initial est décrit par I'état |i)s) défini par

s) = ch |55) (2.1)

L’appareil de mesure est initialement dans I’état |a,). Maintenant, on introduit un troisiéme élément,
I’environnement. Ses états possibles constituent un espace de Hilbert Hg. Sil’état de 'environnement
a l'instant initial est décrit par |eg), 'état initial du systéme total (systéme- environnement -appareil

de mesure ) est décrit par

(5B initiat = D3 153) lar) leo) (2.2)

J

Aprés I'interaction, I’état final devient un état intriqué
SAB) fina = D _Ci |53} |ai) |e:) (2:3)
i

16



CHAPITRE 2. DECOHERENCE 17

Les états de I'environnement sont supposés étre orthogonaux (c’est en effet le cas a cause du grand
nombre de degrés de liberté). On peut décrire I’état (2.3) dans le langage de la matrice densité comme

suit :

pPAE =Y i Lsi) (55l © las) (a5 ® [es) (e (2.4)
0]
Dans I'étude de la décohérence, on s’intéresse seulement a 1’état du systéme et de 'appareil de

mesure en effectuant la trace sur les degrées de liberté de ’environnement. La matrice réduite du

sous-systéme SA est alors

PPN = Tra, [pP] = i (5] €) |s:) (s ai) {ay (2.5)

ij
Si on peut démontrer que les éléments |e;) sont orthogonaux, 1’état du sous-systéme SA se réduit a

un état de mélange incohérent,

PP =l [si) (sil |as) (ail (2.6)

i

Les modeéles développés pour étudier la décohérence essayent de répondre a la question suivante :
pendant combien de temps et sous quelles conditions les états intriqués {|e;)} deviennent orthogo-
naux ? Cela dépend généralement de la nature de l'interaction entre ’environnement et le systéme.
L’intensité de cette interaction détermine le temps de ce processus et permet d’identifier les différents
régimes de la décohérence. Maintenant, on considére I'interaction entre le systéme et I’environnement

avec plus de détails pour trouver les circonstances sous lesquelles on obtient la décohérence.

2.1 Reégimes de la décohérence

La décohérence est plus effective pour certains états du systéme. D’autres états sont propres a
certaines observables et restent stables vis-a-vis de la décohérence. Les observables correspondantes
sont appelées pointeurs [76].

En suivant Schlosshauer [69], on va se concentrer seulement sur le systéme et environnement.

L’hamiltonien du systéme composé est

ou HS et HY sont les hamiltoniens qui générent I’évolution libre du systéme et Penvironnement,
respectivement. H™ est ’hamiltonien d’interaction.
On peut identifier trois régimes de la décohérence [69]

(i) la limite de la mesure quantique, dans laquelle I'interaction entre le systéme et I'environnement
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est tellement forte que les dynamiques libres, du systéme et de I’environnement, peuvent étre négligées
en comparaison avec 1’évolution induite par l'interaction ( HSF ~ H™).

(ii) La limite quantique de la décohérence, ou la différence entre les niveaux d’énergies du systéme
est grande en comparaison avec les fréquences présentes dans I'environnement HS > H™,

(iii) Le cas intermédiaire ou l'interaction est du méme ordre de grandeur que les évolutions libres.

Ce cas est difficile et n’est généralement pas étudié.

2.1.1 La limite de la mesure quantique

On commence par le cas le plus simple de la limite de la mesure quantique. On suppose que
I’état initial du systéme S reste invariant par l’action de ’hamiltonien HS ~ H™! Cela signifie que

I’évolution temporelle du systéme total est décrite par I'état de ’environnement,

[9(0) = exp(— 3 H'™0) ) leo) = ihs) exp(— - H™) eo) 2.5)

donc |1)g) doit étre un état propre de ’hamiltonien d’interaction H**. Dans le langage des observables,
il s’agit des observables pointeurs dont les états propres restent stables sous l'effet de la décohérence

induite par ’environnement. Ce sont les observables qui commutent avec H™,

[O%, H™] =0 (2.9)

Dans plusieurs cas, on peut écrire ’hamiltonien d’interaction sous forme d’un produit tensoriel

H"=S®F (2.10)

ou S et E sont des opérateurs qui agissent sur les espace de Hilbert du systéme et I’environnement,
respectivement. Les observables pointeurs sont les observables qui commutent avec S. Si S est her-
métique, il représente la quantité mesurée par l’environnement. Pour la position z, ’hamiltonien
d’interaction s’écrit H™ = z ® E et l'environnement effectue une mesure dans la base |z) de la

position du systéme. L’évolution temporelle s’écrit
e [z) feo) = [z lex(t)) (2.11)
leo(t)) = e ™ |eg) (2.12)

L’indice ~2~ dans |e,(t)) indique que I’état de l'environnement contient des informations sur la

position du systéme.
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2.1.2 La limite quantique de la décohérence

Dans le deuxiéme régime, la limite quantique de la décohérence, on observe des corrélations entre
Ienvironnement et I’énergie du systéme, parce qu’elle est la seule quantité qui peut étre mesurée
par Ienvironnement. Cet effet a été analysé par Paz et Zurek [77]. IIs ont trouvé que 'observable
pointeur dans ce cas est I’hamiltonien du systéme. Donc, les états propres d’énergie sont stables mais
leur superposition sera détruite par la décohérence.

Dans cette section nous avons décrit les différents régimes de la décohérence définis par I'intensité
de linteraction entre le systéme et I’environnement, mais on n’a pas spécifié I’évolution de 'état
du systéme au cours de cette interaction . Dans ce qui suit, on va établir 'équation qui détermine

I’évolution temporelle de I’état du systéme dans le cadre de la théorie des systémes quantiques ouverts.

2.2 L’équation maitresse de Born-Markov

L’équation maitresse de Born-Markov joue un roéle important dans I’étude des systémes quantiques
ouverts car elle permet de traiter les problémes de la décohérence par une forme mathématique
simple. La comparaison entre les prédictions des modéles basés sur cette équation et les données
expérimentales montre que les hypothéses de Born et de Markov utilisées pour établir cette équation

sont raisonnables dans plusieurs situations.

2.2.1 Dérivation de I’équation maitresse de Born-Markov

L’équation qui décrit I’évolution d’un systéme quantique fermé, dont I’état est exprimé par la
matrice densité, est I’équation de Von Neumann

L) (213)

Dans la représentation interaction cette équation prend la forme suivante

W) — L Hafa) 1) (2.14)

ot H;,(t) est 'hamiltonien d’interaction. On peut écrire la derniére équation sous la forme intégrale

0= 0~ 5 [ [Huult).0' ()] 219

En remplacant ’équation précédente dans le commutateur de 1’équation (2.14), on obtient

dp;t(t) = _% [Hint(t), p(0)] — %/Ot dt [Hmt(t), [Hmt(t,),pl(t,)” (2.16)

L’opérateur densité p’(¢) décrit I'état du systéme total (systéme-environnement). Pour trouver
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une équation qui décrit I'évolution du systéme réduit, on effectue la trace sur les dégrées de liberté

de ’environnement, on trouve

dpk(t) i 1

o= = T [Hi (1), p(0)] - g/ot At Tri | Hia(1). [ a0, ' (1] (2.17)

En considérant que T [Hin(t), p(0)] = 0, I'équation (2.17) devient

dpg(t) 1
dt 12/,

T [Hmt(t), [Hmt(t’), pf(t’)ﬂ (2.18)

cette équation contient toujours I'état du systéme composé pl(t'). Pour trouver une équation qui

dépend seulement de I’état du systéme réduit, il faut utiliser ’approximation de Born.

2.2.2 L’approximation de Born

On considére que le couplage entre le systéme et I’environnement est faible ce qui permet d’écrire

la matrice densité du systéme total sous la forme factorisée

p () = p(t) @ pi(t), ¥t > 0 (2.19)

En plus, I'environnement a un grand nombre de degrés de libertés, donc 'effet de 'interaction

sur son état peut étre négligé. L’état de ’environnement reste stationnaire durant 1’évolution

pe(t) = pe(0) = pg (2.20)

Alors

p'(t) = ps(t) ® pr (2.21)
L’approximation de Born conduit & la forme suivante pour ’équation maitresse
dpg(t) _ 1
.  hJ,

Cette équation est non locale dans le temps. Pour la transformer en une équation locale, on utilise

T [Hoa0), [Hinl?), 50 ]| 222

I’approximation markovienne.

2.2.3 L’approximation de Markov

On peut écrire 'hamiltonien d’interaction sous la forme

Hins(t) =Y Sa(t) ® Ealt)
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En remplacant cette expression dans I’équation (2.22), on obtient

dpgt(t) _ _% 0 dt’aZT'I"E [Sa(t) ® Eot), [Sﬂ(t’) ® Es(t), ph(t) ®pEH (2.23)

Maintenant, on introduit la fonction de corrélation Cypg,

Coplt — 1) = Try {Ea(t . t/)Eng} (2.24)

En utilisant I’équation précédente, on peut réécrire 'équation (2.23) sous la forme

dps(t) _ _ hl dtz{caﬁ(t—td [Sal)Ss(# )05 () = Ss()pb(t)Salt)]  (2.25)
ap

+Cap(t = 1) [ Ph()S5(t)Salt) — Salt)Ph()S5(¢)] |

Pour simplifier la derniére équation on impose 'approximation de Markov. Cette derniére dit que
I’environnement oublie les auto-corrélations, construites durant l'interaction, dans un temps carac-
téristique T.omr trés inférieur au temps 7¢ durant lequel I'évolution du systéme devient significative.

Pour cela, nous pourrons remplacer 'opérateur densité p(t') par p(t),

dps(t)
dt

= dt Z{ ws(t = 1) [Sal))Ss(# )0k () — Sp(t)pE(MSa(t)]  (2:20)
+ Caglt 1) [psof)s*ﬂ(t )Sa(t) = Sa(t)ps(1)Ss(1)] }
Pour t — t > T, la fonction de corrélation Cop s’annule, donc l'intégrale s’annule aussi. Cela

permet d’étendre la limite inférieure de I'intégrale jusque’a —oo. En posant 7 = ¢ — ¢, équation
(2.26) devient

dt h?
+ Caﬁ(_T) [pS( )Sﬂ(t - T)Sa(t) o Sa(t)pk[?(t)Sg(t - T)] }

dok(t) _ 1 0*°°d72{caﬁ ()S5(t = Tk (E) = Salt — T)p5(1Sa(1)]  (227)

Pour transformer la derniére équation a 'image de Schrodinger, on utilise la relation suivante

ph(t) = 15 pg (t)e i 115! (2.28)

cette transformation conduit a ’équation
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Doll) — Hsps0)- 3 [ 2 (a7 5, S5 0)] + Cant=) (S, ol

(2.29)
On simplifie I’équation précédente en introduisant les opérateurs C,,B, indépendants du temps

définis par

B, = / T dr Y Cos(1)S5(—) (2.30)
0 B

“+o00o
Cyp = / dry " Cpa(—7)Ss(—T) (2.31)
0 8
La forme finale de I’équation maitresse de Born-Markov est

dp;(t) - _7% [Hs, ps(t)] = %; {[Sa, Baps()] + [ps(t)Ca, Sal} (2.32)

Une forme particuliérement intéressante de cette équation est celle de Lindblad que nous allons établir

par la méthode des semi-groupes.

2.3 Meéthode des semi-groupes

L’évolution de I’état d’un systéme ouvert est gouvernée par I’équation maitresse (2.32). Notre but
est de trouver une équation similaire par la méthode des semi-groupes dynamiques. Cette équation
peut étre spécifiée par un super-opérateur qui est un opérateur linéaire qui lie I’ensemble des états

antérieurs du systéme a la dérivée a l'instant ¢

Oip = K{{p-: 7 < t}} (2.33)

L’interprétation de la dépendance de la dynamique du systéme de son histoire est que ’environnement
a une mémoire. Mais, dans un temps caractéristique 7 trés supérieur au temps 7., , qui représente
la durée de corrélation entre le systéme et 'environnement, I’effet de mémoire peut étre négligé. Dans
ce cas, une équation maitresse qui dépend seulement de I'état du systéme p a l'instant ¢ peut étre

trouvée. Cette équation a la forme générale suivante

9ip(t) = Lp(t) (2.34)

L est un super-opérateur dit opérateur de Liouville. Les équations maitresses de ce type sont appelées
markoviennes a cause de leurs ressemblances a I’équation de Chapman-Kolmogorov pour les processus

markoviens classiques [11].
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2.3.1 Semi-groupes dynamiques

La notion de semi-groupe dynamique permet de formuler rigoureusement I'hypothése de Markov
dans la théorie quantique. Pour I'introduire nous avons besoin de certaines notions de la théorie des

systémes quantiques ouverts.

2.3.1.1 Applications dynamiques

Une application dynamique est une famille YW d’applications W; qui vérifient les propriétés de

préservation de la trace, a savoir, la linéarité convexe et la positivité compléte

W, : po — pi, pourt € Ry (2.35)

avec Wy = id. Cette famille d’applications dynamiques décrit ’évolution temporelle de I’état d’un
systéme par une transformation de I’état initial py & un état valable p; a I'instant ¢ .
Les propriétés des applications WV, mentionnées ci-dessus ont un sens physique déterminé. La

condition de préservation de la trace garantit la normalisation de I’état p

tr(p) =1 (2.36)

et la linéarité convexe

Wi(Apo + (1 = N)py) = \W,(po) + (1 — IWi(py), pour tout : 0 < X < 1 (2.37)

garantit que la transformation des états de mélange est consistante avec la notion classique d’igno-
rance [10]. La propriété de la positivité compléte signifie que toutes les extensions possibles des
applications positives W, par produit tensoriel (défini par application identité id) aux espaces de

dimensions supérieures restent positives

W, ®id > 0 (2.38)

Cette propriété garantit que I’état du systéme reste positif si il est la partie réduite d’un état non

séparable de dimension supérieure.

2.3.1.2 Les représentations de Kraus
Une application dynamique admet une représentation, dite de Kraus[45], de la forme suivante

N

Wilp) = Wi(t)pW, (2.39)

k=1
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Les opérateurs de Kraus Wj(t) vérifient la relation de fermeture
N
S witywit) =1 (2.40)

k=1

Le nombre des opérateurs Wy (t) est limité par la dimension de I'espace de Hilbert du systéme.
N < dim(H)? (2.41)

2.3.1.3 L’hypothése du semi-groupe

On peut considérer que les applications {Wt, te ]Ra“} forment un semi-groupe dynamique continu
4]

Wt2 (th()) = Wt1+t2(') (242)

Cette hypothése est violée dans un temps microscopique réel, mais elle reste raisonnable dans un
temps caractéristique beaucoup plus long que le temps pris par ’environnement pour oublier I'inter-
action avec le systéme.

Pour un semi-groupe dynamique, il existe un générateur, un super-opérateur, qui satisfait

W, = et (2.43)

Dans ce cas, W,(p) est la solution formelle de I'équation maitresse.

2.3.2 La forme de Lindblad

Maintenant, on peut trouver le générateur du semi-groupe dynamique, en prenant dim(H) = d <
c0. Les opérateurs bornés en H forment un espace vectoriel £(#H) de dimension d? qui devient un
espace de Hilbert si on ajoute le produit scalaire de Hilbert-Schmidt.

On considére une base orthogonale des opérateurs {E; : 1 < j < d”} C L(H), le produit scalaire

est définie par
(E;, E;) = tr(E]E;) = 6 (2.44)
On peut décomposer un opérateur de Hilbert-Schmidt quelconque W dans cette base comme suit
d2

Wi => (E;,Wi)E; (2.45)

j=1

On choisit 'un des opérateurs de base (Ez2) proportionnel a 'opérateur identité
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1

En remplacant cette relation dans I’équation (2.44), on trouve que tous les éléments de la base {E;}
ont une trace nulle.
La représentation des super-opérateurs des applications dynamiques (2.39) dans la base {E;}

prend la forme suivante

ij=1
ou les coefficients ¢;; sont définis par

eit) = 3 (Bo Wel) (Bj, Wi(t))" (2.48)

1,7=1

On peut calculer le générateur du semi-groupe dynamique par la différenciation de p

Lp = lim

P z | 0,J
co ‘B’ E Qij
d>-1
= cop+ Bp+ pB' + ZaijEipE;f
ij=1
i 1 —
_ BBt
= 5 [H.pl+ 2 (Gp+pG) + Z_]Zloszszj (2.49)
Dans la derniére équation on a introduit les opérateurs
h T
G=3 (B+ B"+ ) (2.50)
ih
H=-—(B-B' 2.51
" (- 5 251)

La conservation de la trace tr(Lp) = 0 permet de relier les opérateurs G avec la matrice (a;).

d?-1

2G ;
7 + ZaijEjEi

ij=1

0=1tr(Lp) =0+1tr p (2.52)
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Cette relation est valable quelque soit ’état p, donc on peut écrire

d*—1
h

1,j=1

En remplacant ’équation précédente dans (2.49), on obtient

. d?—1
[ 1 1
Lp=—=Hpl+ Y ay <EipE} — SE]Eip - —pE}Ei) (2:54)

= 2 2
3,7=1

Si nous diagonalisons la matrice a;; par une transformation unitaire U

UaU' = diag(vyi, Yo, - Yar—1) (2.55)
nous obtenons
d?—1 d?—1
Ly =Y EUL = Ej =Y LUy (2.56)
j=1 k=1

On obtient finalement I’équation maitresse dans la forme de Lindblad

N
| 1
[H,p) + Y _wLipL} = SLiLep — 5 pLiL (2.57)
k=1

i

8tp:£p:h

o N < d? — 1. Les opérateurs L sont appelés opérateurs de Lindblad [46]. La forme spécifique de

ces opérateurs dépend du modéle utilisé pour décrire I’environnement.

2.4 Théorie de Feynman-Vernon

Dans cette section, on va formuler ’évolution d’un systéme quantique ouvert dans le langage des
intégrales de chemin. Cette méthode est une autre technique pour calculer la matrice densité réduite
d’un systéme composé, mais la situation physique est similaire aux derniéres sections.

On considére deux systémes en interaction S et F . Le systéme S qu’on souhaite étudier est décrit
par les variables ¢ et ’environnement par les variables x. La matrice densité du systéme total évolue

unitairement suivant la loi

plts) = exp(— 3 Hi)p(t:) exp(; Hy) (2.58)

ou I’hamiltonien du systéme total est

H=Hg+ Hp+ H; (2.59)
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ou Hg est 'hamiltonien propre du systéme, Hp est 'hamiltonien de I’environnement et H; est
I’hamiltonien d’interaction. On peut écrire la matrice densité dans la représentation de configuration

comme suit

! ! 4 ! Z’ ! ! ! ! i 7 !
Carzplp(ty)lapey ) = /dqidqidfﬂidfﬂi (apzslexp(= Htp)lgiwi ) (awilp(ti)law; )  qzi| exp(o Hip)lgpa, )
(2.60)
Les amplitudes de transition de I’équation précédente peuvent étre exprimées comme une intégrale

de chemin

(s expl— 3t ) = [ dlato]dlo@ex (1Tato). (0] ) (2.61)

’ ’ 1

(i ol Heplajy ) = [ dld ()i’ (@) exp(~Sd (1) (0) (2.62)

ou S est I'action totale qu'on peut écrire sous la forme

S=S¢+ S+ S; (2.63)

La somme dans les intégrales des chemins (2.60) et (2.62) est effectuée sur tous les chemins qui

satisfont les conditions aux limites suivantes

q(ti) = @i, q(ty) = gy, etc (2.64)

Dans ’étude de la décohérence, on s’intéresse seulement a la matrice densité réduite [47, 32].

Cette derniére est définie par la trace sur les dégrées de libertés de I’environnement

ps(ap,qp.ty) = /dfﬁfdx}5(fff — ) (qpaglp(ty)|asa; ) (2.65)

En utilisant les équations (2.60) et (2.65), on peut réécrire I’équation précédente comme suit

! !

ps(as, ap.ts) = /dqidq;dwid:v;dl"f(qixi|p(ti)|q;$; >/d[Q(t)]d[$(t)]d[q (O)]d[z (t)] (2.66)

i i ) i i ) i
x exp(+9slq(t)] — +Sslg ()] + 7 Sple(t)] — +Splz ()] + +Silq(t), z(t)])
h h h h h
L’équation (2.66) contient toujours la matrice densité totale p;(g;, i, ¢, ). Pour trouver une
expression qui dépend seulement de la matrice densité du systéme réduit, on considére que l'état

initial p; peut étre factorisé [20],
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piGi> xid;, ;) = ps(¢ir ¢;) pr (i, ;) (2.67)
Cette condition exprime le fait que les corrélations quantiques entre le systéme et ’environnement
sont absentes a I’état initial ou elles peuvent étre négligées.

Avec la condition (2.67), on arrive a ’expression finale de la matrice densité réduite

ps(arqy-ty) :/indQ;J(Qf;Q}atfaQi;Q;ati)PS(QiaQ;ati) (2.68)
ol le super-propagateur J est défini par

’

T(ar: dpsty 443 i) = /d[CI(t)]d[q' ()] exp(iSs[q(t)] — iSs[g ()] Fla(t), ¢ (1)] (2.69)

dans la derniére expression on a introduit la fonctionnelle d’influence définie par

Flad 0] = [ dndsidegpe(onc) [ dowldls O] esp  35elo(o)] - 156 0] 270

+=Sila(t), 2()] — £ S1lq (1)« <t>]) (2.71)
La fonctionnelle d’influence représente l'effet de I’environnement sur 1’état du systéme. Si les diffé-
rents modéles de I’environnement donnent la méme fonctionnelle d’influence, les dynamiques réduites
du sous-systéme seront indiscernables [24]. S’il n’y a pas une interaction entre le systéme et I'envi-
ronnement, la fonctionnelle d’influence est égale a I'unité.

Dans la dérivation précédente, la seule hypothése utilisée est la factorisation de 1'état initial
du systéme total. A cause du fait qu'on n’a pas besoin de plusieurs hypothéses pour déduire cette
méthode, la fonctionnelle d’influence est utilisée pour établir des équations maitresses exactes pour

la matrice densité réduite [34, 35].

2.5 Théorie des histoires consistantes

La théorie des histoires consistantes est une approche ayant apparue dans les derniéres années
pour décrire la décohérence [27, 30, 63|. L’objet de cette théorie est la description de la décoherence
pour les systémes quantiques fermés. On va essayer dans cette section de décrire briévement cette
théorie suivant les travaux de Gell-Mann et Hartle [26].

Une histoire C, est définie comme une chaine de projecteurs qui spécifient les états d’un systéme
quantique & des moments successifs, de la facon suivante

Co = P (t) P (). P} (1) (2.72)

(€5}
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L’'indice k dans Pf () indique 'ensemble des projecteurs a U'instant ¢; et oy indique I'alternative
choisie a cette instant. Par exemple, k£ peut étre la projection du spin et a4 indique ”spin en haut”.

Les opérateurs P¥ (1) définissent 'opérateur d’évolution.

Ua = Uty = tye1) P2t (tno1)U(tne1 — tyea)...Pa (0)U (81 — to) (2.73)

Dans la théorie des histoires consistantes, les projecteurs ne décrivent pas des mesures réelles,
mais ils décrivent I’évolution libre du systéme quantique. L’opérateur U, est l'une des plusieurs

alternatives correspondant a I’évolution du systéme. L’opérateur d’évolution total est défini par

U=> U, (2.74)

«
ot la somme est effectuée sur toutes les histoires ¢’est-a-dire sur tous les choix possibles des projecteurs
aux différents moments.
On peut définir une partition des histoires {a} en classes {a}. L’histoire {a} est représentée par

les opérateurs Cy définis par

Ca=)» Ca= > PI(ty)Pr (taor)..P) (1) (2.75)

aca (al,ag,...an)Ed

ces opérateurs sont nommeés les opérateurs de classe .

Dans la théorie de la mesure de Von Neumann, on associe a chaque alternative k une probabilité

pr = tr(PlpoPy) (2.76)

La généralisation a I’histoire C, est donnée par

p(a) = tr(ClpoCa) (2.77)

Cette quantité n’est pas nécessairement une probabilité. Le but est de trouver la condition pour
laquelle p(«) définit une probabilité pour I'histoire C,. Pour cela, on considére un cas particulier de

I'équation (2.75) dans lequel on définit Cy comme suit

Ca=0Co+Cp (2.78)

Par conséquent

p(Ca) = p(Cq) + p(Cp) + 2Re(tr(CapoCp) # p(Ca) + p(Cp) (2.79)

On peut associer une probabilité a I'histoire Cy si le dernier terme de I'équation précédente est égal

a zéro. Cette condition peut étre réexprimée en utilisant la fonctionnelle de décohérence



CHAPITRE 2. DECOHERENCE 30

D(a,a’) = tr(CapiCl) (2.80)

oil p; est la matrice densité initiale. A partir de ’équation (2.79), on conclut qu’on peut associer a
'histoire C, la probabilité p(«) définie par (2.77) si la fonctionnelle de décohérence (2.80) satisfait

la relation

Re(D(a,a')) =0,V # o (2.81)

Cette condition est dite condition de consistance. Dans le cas ou la condition (2.81) est vérifiée, on

peut associer & C, la probabilité

p(a) = D(a, @) (2.82)

Si la condition de consistance est vérifiée, les histoires « deviennent des alternatives classiques
car elles vérifient la loi de sommation des probabilités. Cette condition est appelée aussi la condition

de décohérence.



Chapitre 3
Mesure continue

La description la plus simple de la mesure quantique a été élaborée par Von Neumann [62|. En
mécanique quantique, la mesure est traitée en ignorant ’appareil et la durée de la mesure. Cependant,
cette description n’est pas suffisante pour un systéme soumis & une mesure continue. Généralement,
on veut comprendre le comportement du systéme si la mesure est appliquée continuellement. Ceci
est l'objet de la théorie de la mesure quantique continue [38]. Notre but est de présenter I'approche

de Mensky de la mesure continue basée sur les intégrales de chemin restreintes.

3.1 Mesure quantique continue

On présente maintenant trois types de mesures : la mesure précise de Von Neumann, la mesure
approximative et la mesure séquentielle approximative. Cette derniére peut étre vue comme un

modéle de mesure continue.

3.1.1 Mesure précise

Décrivons la mesure d’un systéme quantique conformément au modéle de Von Neumann.
L’état d’un systéme quantique est décrit par un vecteur | 1)) = > ¢; | a;) dans Pespace de Hilbert
H. La mesure d’une observable A donne ses valeurs propres a; corrllme résultats possibles avec les
probabilités
pi = (ai | )] Ala) = a;|a) (3.1)

Autrement dit, ¢; = (a; | ¥) est "amplitude de probabilité que la mesure donne le résultat a;. L’état
du systéme juste aprés la mesure se réduit a ’état |a;). Cette transition non unitaire et acausale est
appelée réduction du paquet d’ondes (ou effondrement de I'état | ), [71]) .

L’effet de la mesure peut aussi étre représenté par le projecteur P; défini par [60]
P, =] ai)a | (3.2

31
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La mesure donne le résultat a; avec la probabilité

pi= (| P lY) (3:3)

et Pétat du systéme aprés la mesure se réduit a P; | ¢). L’ensemble des projecteurs {P;} satisfont les

conditions de fermeture et d’orthogonalité

Y. R=1, PP=0,P, (3.4)

La description précédente de la mesure s’applique aux états purs. Pour les états de mélange, il
faut utiliser la matrice densité p
p=> ¢l (3.5)
(]

qui décrit un état pur quand tous les coefficients sont des produits
Vi, j, ¢ij = cic; <= p =| U)(¥ | (3.6)

Le procédé de Schmidt [69], pour savoir si un état est pur ou un mélange, se base sur le fait qu'’il

existe toujours un systéme orthonormé {| ¢x) = > . Uy | a;)}, ot la matrice densité est diagonale

p=> s loe)(onl (3.7)

k

Les coeflicients s, sont les probabilités classiques correspondants aux états | ¢y). Ils satisfont donc a

la condition de normalisation

o s=1l<=tr(p) =1 (3.8)

et expriment notre ignorance du systéme. C’est-a-dire que le systéme peut étre dans 'un des états
purs pr =| @) {@x | mais nous ignorons lequel. Nous ne connaissons que la probabilité correspondante.
S’il y a un seul terme dans (3.7), I’état est pur. Sinon, ¢’est un mélange.

Quand le systéme est dans I'état p, la mesure de I'observable A donne le résultat a; avec la

probabilité

pi=1tr(Pip),  Pi=|ai)(a| (3.9)

et le systéme se réduit aprés la mesure a 1’état




CHAPITRE 3. MESURE CONTINUE 33

avec

tr(p) =1, Y pi=1 (3.11)

Si on ignore le résultat de la mesure, c’est-a-dire que 1’'on réalise la mesure mais on ne lit pas le

résultat, la matrice densité p; aprés la mesure doit étre remplacée par
p'=> PpP, (3.12)
i

Dans la description de I'état du systéme par la matrice densité p’, on a tenu compte de tous les

résultats et la mesure est dite non sélective.

3.1.2 Mesure approximative

Dans la mesure précise, le résultat obtenu est supposé étre la valeur réelle du systéme quantique.
Par exemple, si le résultat de la mesure de la position d'une particule donne x = 2m cela signifie
que la cette particule se trouve réellement & cette position. On sait que ceci ne correspond pas a la
réalité car la mesure est toujours imprécise.

Pour tenir compte de ce fait, on introduit la mesure approximative [68] notée {a} et décrite par
un ensemble d’opérateurs {P,}. Pour simplifier, supposons que cette mesure ne donne pas une seule
valeur mais un ensemble de résultats I, constitué de plusieurs valeurs ¢ que donnerait une mesure

projective (précise) P;. Il est donc naturel de poser

P,=)_P, (3.13)

1€l

La propriété (3.4) des projecteurs P;, implique que les opérateurs P, sont des projecteurs

PP, = Z P, =P, (3.14)

Cependant, comme les ensembles I, peuvent contenir des éléments communs, les projecteurs P, ne

sont pas orthogonaux. En effet, pour a # b, le produit

PP, = Z Pio;; = Z P; (3.15)

i€ly j€l, i€l

n’est pas toujours nul.

Si on effectue une mesure approximative, on obtient le résultat a avec une certaine probabilité p,
et 1’état | 1) du systéme se réduit aprés la mesure a un certain état | 1,). On cherche a déterminer
cette probabilité et cet état. Pour cela, effectuons une mesure projective {i} juste aprés cette mesure

approximative. Evidemment, on obtient 'un des résultats i appartenant a Pintervalle I, avec la
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probabilité

ALY
T )

C’est la probabilité conditionnelle d’obtenir le résultat ¢ aprés avoir obtenu le résultat a. Par consé-

(3.16)

quent, si 'on réalise une mesure projective {i} directement sur I’état |¢)), la probabilité d’obtenir le

résultat ¢ est

@I P )= Papai (3.17)

a(i€l,)

ou la somme s’étend sur tous les a pour lesquels I, contient .
S’il n’y a pas de dégénérescence, I’état aprés avoir obtenu le résultat ¢ est proportionnel au vecteur

propre correspondant a cette valeur. 11 est donc indépendant de 1’état initial et on doit avoir

B [ Ya) ~ P [ ) (3.18)

Cette derniére relation et le fait que les opérateurs P, satisfont la relation
P; sit e |
PP, = ' o ¢ (3.19)
0 sii ¢ 1,

nous permet d’écrire la réduction de I’état du systéme sous la forme

| ) = va) = Ra | ¥) (3.20)

ou
R, = uP, (3.21)

et 4 est une constante de normalisation. Si on remplace p,; par son expression (3.16) dans (3.17) en

utilisant encore I’équation (3.19), on obtient

1_“2 WR”@ =1 (3.22)

a(i€ly)

On peut vérifier la derniére équation si on pose

Pa = <1/}a | wa> = <1/) | RZ | ¢> (323)
pt=n

ou n est le nombre des éléments de ’ensemble I, .

L’intérét de la constante p apparait dans le cas ot les points ¢ € I, n’ont pas la méme probabilité
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d’avoir lieu aprés le résultat a. On garde alors les méme relations mais on change uniquement les

opérateurs R,

Ro =Y il (3.24)

1€l,

Dans la description du systéme par I’état mélange p, la réduction est définie par

p— po = RupR, (3.25)

et la densité de probabilité correspondante est

Pa = t?“(pa) (326)

Cette procédure peut étre généralisée au cas des observables & valeurs continues comme la position
q [57]. Si la mesure donne ¢, la valeur réelle peut étre n’importe quelle autre valeur ¢’ mais avec une

densité de probabilité €,(¢") (I'équivalent de p,;) qui peut étre une distribution gaussienne

(¢ — q')2)
2/\q?

ou Agq représente 'erreur sur la mesure. Cette mesure est décrite par des opérateurs R, positifs qui

Q(¢') = Jexp(— (3.27)

donnent la probabilité

pla) = (¥ | Ry | ¥) (3.28)

d’obtenir le résultat ¢. Dans ce cas, ’état aprés la mesure est

| ¥) = Ry | ¥) (3.29)

ou

(Rey)(d') = R(qg — a')(d) (3.30)

La fonction R(q—q') = \/ Q,(¢") caractérise 'imprécision de appareil de mesure. Nous avons résumé
les résultats de la mesure approximative continue sans les démontrer, car nous montrerons au dernier
chapitre que la théorie stochastique correspond a ce type de mesure. Ceci nous permettra d’appliquer
directement les résultats de la section suivante pour déduire une expression formelle du propagateur

d’un systéme subissant une mesure continue en mécanique quantique stochastique.

3.1.3 Mesure séquentielle approximative

Maintenant, on considére une série de mesures imprécises appliquées au systéme, séparées par des

intervalles d’évolutions libres. Si I’état initial & Pinstant to = 0 est | 1)) , le systéme évolue librement



CHAPITRE 3. MESURE CONTINUE 36

dans l'intervalle [ty ;] & Iétat

| 1) = Ul(t1, to) | to) (3.31)

Si la mesure de ¢ a I'instant ¢; donne le résultat ¢;, 'état du systéme aprés la mesure se réduit a

| ¥1) = Ry, | 1) = Ry, Uty to) | o) (3-32)

La densité de probabilité correspondante est

p(a) = (1 | R2 | 1) = (1o | UN(t1,t0) R2 U(t1, o) | tho) (3.33)

A Tinstant ¢, I’état du systéme devient

| o) = Ulta, t1) | 1) (3.34)

Si une autre mesure est effectuée a 'instant 5 donnant le résultat ¢o, I’état du systéme se réduit a

| ¢;> = RQ2U(t2’t1)RQ1U(t1’t0) | ¢0> (335)

avec la densité de probabilité

AL ALY,
(Wn | 2}

Si ala (N — 1)-iéme mesure on obtient le résultat gy 1, aprés une évolution libre jusqu’a l'instant

(3.36)

ty = T, on obtiendra I'état

| wN) = Uq1112~~-11N—1 | 77b0> (337)

ou

U¢11¢12~-~(IN71 = U(thtN—l)R U(t27t1)R41U(t1>t0) (338)

qN—1"""

La densité de probabilité pour la séquence des résultats (g1, go...qn 1) est définie par

p(q1, ¢2---qn-1) = p(@1)p(q2)---P(gn—1) (3.39)

Dans la limite (N — o0), 'équation (3.37) devient

| Ya) = Ua | o), Pa = (Vo | Ya) (3.40)

ou
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UOé = ]\}EOU41Q2---QN71 (341)

Le résultat (q1,¢o...qnv_1) avec Perreur Aq pour chaque ¢; définit dans la limite (N — oo) un
corridor continu de largeur 2Aq (voir figure 3.1). Dans cette limite, on obtient une série infinie de
mesures pendant I'intervalle 7. On peut considérer cette procédure comme un modéle de la mesure

continue [8, 9, 39]. La mesure continue peut étre aussi décrite

qu-1
L1 o
q1 ®
to t1 tz 5] SO C th1 t

FIGURE 3.1 — Un corridor déterminé par une séquence des mesures approximatives

par les intégrales de chemin restreintes que nous allons établir maintenant.

3.2 Intégrale de chemin et mesure continue

La recherche sur la mesure quantique continue a commencé depuis longtemps (Zeh [75], Davies
[17], Diosi [18]) a ’aide de modéles concrets pour 'appareil de mesure. Une approche indépendante
du modéle basée sur les intégrales de chemin restreintes a été proposée par Mensky [48] et d’autres
auteurs [1, 15, 16]. La mesure instantanée décrite dans les sections précédentes peut étre obtenue
comme une limite de la mesure continue [12, 59]|. Nous présentons approche de Mensky.

Selon Feynman, 'une des différences principales entre la mécanique classique et la mécanique
quantique est que dans la premiére on additionne les probabilités p alors que dans la seconde on

somme les amplitudes de probabilités

A=A + A, (3.42)

ou A; et Ay sont les amplitudes de deux alternatives. La probabilité correspondante est
p =41 + A (3.43)

Dans l'expérience des deux fentes de Young, 'amplitude que la particule passe par I'une des fentes

est A; et par 'autre A,. La loi de sommation des amplitudes de ces deux alternatives donne le mo-
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deéle d’interférences bien connu. Cependant, si une observation est effectuée (obstruction de 'une des
fentes) donnant une information sur la trajectoire du rayon lumineux, une alternative est éliminée.
Dans le cas général, la somme des amplitudes doit étre remplacée par une sommation sur les proba-
bilités. Par exemple, supposons que I'on a un nombre N paire de fentes et que 'on peut savoir si la
particule est passée par I'une des paires (1,2)...(N — 1, N) mais pas par quelle fente dans la méme

paire. Dans ce cas, on somme sur les amplitudes a 'intérieur de chaque paire

P, = |Ay + A2i+1|2 (3.44)

mais on somme également les probabilités correspondant aux différentes paires

On dit que les alternatives dans chaque paire interférent mais les alternatives des différentes paires
sont incompatibles. C’est cette idée qui a été exploitée par Mensky pour définir une amplitude de
transition lorsque le systéme est soumis a une observation continue.

non

En effet, on a vu que le propagateur de Feynman [19] U(t'¢" | t'¢') est une intégrale sur les

amplitudes correspondant a tous les chemins (alternatives) possibles [¢] entre les points ¢ et ¢

"

ro 7:

d)= [ dldexw(zsia) (3.46)

non

Ultq |t

Une mesure continue réalisée, simultanément avec la transition entre les points ¢ et ¢', donne une
information partielle qu’on peut exprimer par un ensemble de chemins I, [58]. Par exemple, le résultat
d’une mesure continue « de la position donne un chemin [a] exprimé par la courbe a(t). Autrement
dit, a chaque instant ¢, cette mesure donne la valeur approximative a(t) de la position réelle ¢(t) avec
une précision Aa. Connaissant le résultat de la mesure o = a(t), on peut estimer que la trajectoire
réelle du systéme est située dans le corridor I, de largeur 2Aa autour de [a]. Ce corridor est identifié
avec le résultat a |54|. Par conséquent, 'amplitude de transition est une intégrale sur 'ensemble I,

non

Ua(t q

1

144) = [ dlalexp(;Sla) (347
«
C’est le propagateur d’une particule qui subit une mesure continue. Si les points ¢ et ¢ sont fixés,

la méme amplitude U, correspond a la probabilité pour que la mesure donne le résultat a.

On peut utiliser une description plus générale de la mesure avec la relation

"
1

10)= [ dlaunldexs(; S o) (3.48)

non

Ua(t g
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L’intégrale est effectuée sur tous les chemins qui relient les points ¢ et ¢ et la fonctionnelle poids
w, représente 'effet de la mesure.

L’intégrale de chemin restreinte (3.47) peut étre considérée comme une approximation de l'inté-
grale pondérée (3.48). On appelle 'amplitude (3.48) 'amplitude de mesure. Cette derniére permet
d’estimer les probabilités des différents résultats a. Le résultat a pour lequel |Ua|2 est maximum
est le plus probable et les résultats pour lesquels |UO¢|2 est proche de |U,,, |2 sont trés probables aussi
[53].

La fonctionnelle w, peut étre représentée par une exponentielle d’une intégrale sur le temps

"

t
Wq = €XP <— *y/, dtKa(q,q,t)> (3.49)
t

L’intégrale de chemin restreinte (3.48) devient

"

0u¢'d 1) = [ algless(S.1a) (3.50
ou l'action a été remplacée par une action effective
J
Sula) = Slal +imy [ iR (a0 (3.51)
correspondant & un lagrangien effectif L, défini par
L,=L+1hvK, (3.52)

3.3 Evolution d’un systéme quantique soumis & une mesure

continue

Dans cette section, on veut décrire 1’évolution d’un systéme quantique soumis & une mesure
continue. La relation (3.40) montre qu’une telle évolution durant l'intervalle [t,, t”] est décrite par

I'opérateur d’évolution partiel Ut‘,“, , correspondant au résultat «

t

| i) = Ul [ 4y) (3-53)

tt

Dans le but de pouvoir généraliser cette description de 1’évolution & la mesure non sélective (voir

plus bas), on utilise la matrice densité qui, pour un état pur, s’écrit

py =l )y | (3.54)

Si la mesure donne le résultat o, I'état du systéme a U'instant ¢ devient
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o =1 U | (3.55)
Cette mesure est dite sélective. D’aprés la relation (3.53), la loi d’évolution du systéme s’exprime par
psf/ = U;/é/t/pt’(U:/Y/t/)T (356)

Si I'état initial est un mélange d’état purs | ¢%), il s’écrit

pe =i | Up) () | (3.57)

ou les probabilités classiques p; satisfont la relation

dpi=1 (3.58)

i
Cette relation est équivalente a
tr(py) =1 (3.59)

On peut décrire I'évolution de I’état mélange comme une évolution d’un ensemble des états purs.

. . < . " ~ 10, . . < , c s
Ceci conduit a 'instant £ aux mémes probabilités classiques mais a des états purs différents

P =3 i | )W | (3.60)
ou
(e _ 770 i
| wt// > _— tl/t/ | wtl> (3.61)

On suppose maintenant que la mesure a été réalisée mais on ne connait pas encore le résultat. Cette
mesure est dite non sélective. Dans ce cas, ’état final n’est pas connu et il faut sommer I’équation

(3.56) sur tous les résultats possibles «

pr =3 0% =S U pe(US ) (3.62)

L’état p,» est normalisé
tr(py) =1 (3.63)

si et seulement si les opérateurs Uto,‘, ¥ vérifient la condition de normalisation généralisée au cas d’un

systéme soumis a une mesure continue

> W )tus, = (3.64)
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Comme, les résultats de la mesure continue sont des variables continues, il faut remplacer la somme

dans I’équation (3.62) par une intégrale avec une mesure p(«). Les relations (3.62) et (3.64) deviennent

pt” = /d/JL(Od)U;/é/t/ptl(UfléIt/)T (365)

« trra o
/dﬂ(o&)(Utut/) Ut”tl = (366)

Ceci montre que la matrice densité Py ne satisfait pas la condition de normalisation. La trace tr(pf,)
est la densité de probabilité pour obtenir le résultat « [56] et la probabilité que la mesure donne un

résultat contenu dans l'intervalle [a, o + da] est donnée par

prob(a, da) = tr(pli )dp(a) (3.67)

Par conséquent, la probabilité que la mesure donne un résultat contenu dans 'ensemble A est

prob(a € A) = /Atr(p?,)du(a) (3.68)

Pour illustrer ces résultats, en posant ¢ =0, =T et U;‘,‘, ;= U,, intéressons nous a la condition
d’unitarité (3.66) et I’équation (3.65),

1 = / du(a)UIU, (3.69)

pr = /d,u(oz)Uangot (3.70)

dans la représentation configuration. On projette alors ces deux équations sur les bras et kets de la

base {| ¢)} en introduisant les relations de fermeture appropriées entre po, U, et U}

ai~a) = [ dutaddalal | UL | a)a | Ua | ) B.71)

(dlprldy) = /du(a)dqldqz@i|Ua|ql><q1|poIQ2><q2|Ul|qé> (3.72)

En adoptant la notation usuelle pour les éléments de matrice de 'opérateur densité p et de I'opérateur
Ua

(i |l @) =plai,a), (& | Uala)=Ulg,a), {(@|ULldg)=U"(d)q) (3.73)

et en posant
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U (00 ) = [ di(@)0aldisa0) V(a3 ) (374

on obtient
ogy —q3) = /qu(q,qélq,q{) (3.75)
pT(qllaq’z) = /dCI1/dCI2U (q,ufh | q;,q2> PO(Q1;Q2) (3-76)

La derniére relation montre que la fonction U (q’l, a | q;, qg) s’interpréte comme un super-propagateur
(propagateur de la matrice densité) pour un systéme ayant subi une mesure continue.

En tenant compte de la relation (3.48), pour les éléments de matrice de 'opérateur U,

!

Ualds0) = [ dlalwnlalexs(;51a) (3.77)

le super-propagateur prend la forme

Ul dew) = [ dial [ dleluoa) ) esSlal - Sk 679)

q1

ou

w(lq], [e2]) = / dp(@)wa [q1] wa [g2] (3.79)

L’étude de la mesure continue de la position revient au calcul des intégrales (3.78) et (3.79).

3.4 Diffusion d’une particule dans le milieu de la mesure

Maintenant, on considére une application de la section précédente. Le super-propagateur de ’os-
cillateur harmonique a été évalué par Mensky pour une classe de mesures continues dites mesures
spectrales [21, 51]. Cette appellation est due au fait que les appareils de mesures utilisés pour sur-
veiller la position ¢(t) de 1'oscillateur harmonique sont effectifs pour certaines fréquences. Ainsi, la
mesure de la position peut étre considérée comme une mesure des composantes spectrales ¢, de la

décomposition

q(t) = ZQn sin(€2,1)



CHAPITRE 3. MESURE CONTINUE 43

ou £, = 7% avec 'erreur Aa,, pour chaque composante. Un cas particulier de I'oscillateur harmonique
est la particule libre qui correspond & une fréquence nulle w = 0 de celui-ci. On présente ce dernier cas
pour illustrer I'influence de la mesure continue de la position sur I’état de la particule. Précisément,
on s’intéressera a l'effet de I'incertitude de la mesure de la position sur I'incertitude de I'impulsion.
Le résultat sera interprété comme une diffusion de la particule par le milieu (appareil) de la mesure.

Pour une particule libre, dans un mouvement unidimensionnel, on obtient [51]

/ / m / /
U (g aifane) = Nexp (gl —a)’ = (6 — )’ (3.80)

el - @) - )+ (0 - )6~ )

Ce super-propagateur est un cas particulier du probléme a trois dimensions. Si la mesure continue

de la position donne le résultat

a] = {a(t)0 < t < T} (3.81)
avec l'erreur Aa, on peut poser
T
dp() = dla] = [ [ daf(t) (3.82)
t=0

oll a est un vecteur tridimensionnel. En choisissant une gaussienne pour la fonction poids des vecteurs

position r

wa b =ew (= 7 [ 0) - ato)'ar) 359

le super-propagateur prend une forme analogue a (3.80)

Sl = 11)" = (ry = 12)? (3.84)

L’équation d’évolution de la particule libre s’écrit alors

pT(rll,r;) :/drl/de (rll,rl

ot po(r1,72) est Pétat de cette particule a I'instant initial et pgp(ry,r,) représente son état a 'instant

T1277’2> po(r1,72) (3.85)

T apreés la mesure continue de la position. Pour étudier 'influence de I'incertitude Aa sur I'impulsion,
on doit calculer la valeur moyenne (p | pr | p) donnant la distribution des impulsions de la particule

a l'instant 7. Si on utilise le résultat (1.48) pour l'intégrale gaussienne, on obtient
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(p|prlp) = /dﬁ/dTQWp(ﬁ,?“Q)Po(Tl,TQ) (3.86)

ou

l 2
Wy (r1,7m2) = Naexp ( - ﬁp(rl —r9) — A_aQ(h — 7“2)2) (3.87)

Une particule libre initialement localisée a 1’origine avec une impulsion pg et des incertitudes

[ h
Aqy = , Apy = — 3.88
do /32 Po NGT, ( )
ou [ est la longueur caractéristique, est décrite par la fonction d’onde
Wo(r) = Nye (Z T2) (3.89)
r) = N3zexp ( =por — 575 :
0 3 €Xp hpo 22
La matrice densité correspondante est
9 i 1 5
po(Tl,TQ) = |N3| exp ( — ﬁpo(Tl — 7"2) - W(Tl + T2)> (390)
En remplacant la derniére équation dans (3.86), on obtient
_ (p— po)2
(plpr|p)=Niexp | ————"— (3.91)
(519
12 Na?

Par conséquent, l'incertitude sur 'impulsion a l'instant 7' (aprés la mesure continue de la position

Ap= | ngp+ 22 (3.92)
p = p(] ACI,Q :

2

On constate qu’elle a augmenté de la valeur Al Ceci implique que la mesure continue de la position
a

avec 'erreur Aa provoque la diffusion de la particule dans le milieu de la mesure.

avec l'incertitude Aa) est la suivante



Chapitre 4
Mesure continue et décohérence

On considére maintenant quelques applications qui montrent 'intérét de la mesure continue ap-
proximative et son lien avec la décohérence. Cependant, on commence d’abord par montrer que la
mesure continue infiniment précise empéche I’évolution dynamique du systéme mesuré. C’est 'effet

Zénon quantique.

4.1 Effet Zénon

Soit un systéme quantique décrit a I'instant initial par I’état |¢1). On cherche & trouver effet
de la mesure continue sur son évolution . Pour cela, on considére une série constituée de N mesures
appliquées a ce systéme pendant un intervalle 7" puis on suppose que (N — 00). Dans cette limite,
on s’attend a Papparition de U'effet Zénon [22, 39, 66|. L’état du systéme & un instant quelconque ¢

peut étre exprimé par

[0 (t)) = C1(t) [th1) + Ca(t) [1h2) (4.1)
ou C1(0) =1 et Cy(0) = 0.

La mesure réalisée a I'instant At donne le résultat 2 correspondant a [iy) avec une probabilité
(de transition 1 — 2) p et le résultat 1 (correspondant & |t/;)) avec la probabilité ¢ =1 — p

Gy (A =p , [CL (A =g=1—p (4.2)

Si Pétat initial du systéme est |t)9), son état & un instant ultérieur At sera

| W (1)) = di(t) |9h1) + da(t) [1h2) (4.3)

avec d;(0) = 0 et dy(0) = 1. On prend la probabilité de transition 2 — 1 égale a p

45
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(At =p , (L) =q=1~p (4.4)

En général, si I’état initial est [¢);,) ot ig = 1,2, la probabilité pour que la mesure donne le résultat i,
a l'instant ¢ est p si iy # ig et ¢ = 1 —p si iy = iy. Aprés la mesure, le systéme se réduit a I'état |¢;,)
pour lequel on refait la mesure qui donne une probabilité de basculement p et une de stabilisation
g = 1 — p. Si I’état du systéme bascule k fois, la probabilité qu'une séquence de mesures donne les

résultats 4g, ¢1...¢.y est donnée par

p(io, i1, ryin) = g™ * (4.5)

Par conséquent, la probabilité pour trouver le systéme dans le méme état initial & la fin de la mesure

est

P (le méme) = Z ( ]Z )pquk = % [1 + (g —p)N} (4.6)

kpair
La somme est effectuée sur tous les nombres & pairs entre 0 et N. On appelle cette probabilité la

probabilité de stabilisation ou de survie de I’état original

Py = % 1+ (¢—p)] = % [1+(1—2p)~] (4.7)

On pose At =T /N pour les N mesures appliquées au systéme pendant U'intervalle [to,tyx]| = [0, T].
On suppose que, pour At petit, la probabilité de transition 1 — 2 est quadratique en At

AT

p= XA = (S0) (4.8)

Pour les grandes valeurs de N, on obtient alors

. (1 B Q(AT)2>N] o (49)

1
Psurv = 5

N2 2

Dans la limite de la mesure continue (N — 00), la probabilité de stabilisation tend vers I'unité

m Py, = 1 (4.10)

N—00
On conclue que la mesure continue du type de Von Neumann empéche la transition 1 — 2. Cet effet
est appelé leffet Zénon [61].

L’effet Zénon apparait lorsqu’on applique une série infinie de mesures avec une grande précision.
En termes de décohérence, l'effet Zénon désigne une situation plus générale. C’est I'inhibition de

I’évolution unitaire du systéme a cause de son interaction avec ’environnement. Par exemple, le
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résultat d’'une mesure non précise affecte la transition d’un état a 'autre sans figer le systéme dans
I’état initial. Pour décrire ce dernier cas, on doit utiliser les intégrales de chemin restreintes dont
le lien avec la décohérence est plus manifeste car elle est équivalente a une évolution régie par une
équation maitresse de Lindblad. On montrera d’abord I’équivalence de la formulation en intégrales

de chemin restreinte avec I’équation de Schrodinger & Hamiltonien complexe.

4.2 Equation de Schrédinger 4 hamiltonien complexe

L’approche de I'intégrale de chemin restreinte pour la mesure continue a été ¢laborée par Mensky
(en se basant sur une remarque de Feynman dans [19]) dans une série d’articles commengant par
[48],[49]. L’idée est que l'intégrale de chemin doit étre modifiée dans le cas d’un systéme quantique
soumis a une mesure continue en tenant compte de I'information obtenue par la mesure. L’intégrale
de chemin doit étre réduite a I'ensemble des chemins compatibles avec le résultat de la mesure. La
restriction peut étre décrite par une fonctionnelle poids wy, [p, q] qui s’approche de 1'unité pour les
chemins [p, ¢] compatibles avec a. Dans ce cas, 'intégrale de chemin prend la forme (3.48).

On considére maintenant un cas particulier de la mesure continue, il s’agit de la surveillance
(monitoring) d’une observable A. Cette mesure donne une valeur a(t) de observable A a chaque
instant t. Ces valeurs définissent une courbe [a] = {a(t),0 < ¢ < T} qui représente le résultat de la
mesure continue.

La précision de la mesure est arbitraire, donc la valeur réelle de I'observable A a chaque instant ¢
peut étre différente de a(t). Alors, le résultat de la mesure doit étre représenté par un corridor autour
de la courbe [a]. La largeur de ce corridor Aar représente I'erreur de la mesure. Cette derniére dépend
de la durée de la mesure [23, 43, 75|

1
Aap = T
k est une constante qui représente la précision de la mesure. Une meilleur définition du corridor

quantique consiste en 'utilisation d’une fonctionnelle poids w, [p, g] sous une forme gaussienne 60|

wq [p, q] = exp (—H/OT [A(p, q,1) — a(t)]” dt) (4.11)

ou A(q,p,t) est la fonction classique définissant I'observable A. On verra a la fin de ce chapitre, qu’a
I'observable énergie correspond I’hamiltonien classique libre (sans interaction).

L’intégrale de chemin restreinte avec le poids (4.11) prend la forme suivante

o) = [avlatdes ([ 6i- He.o0 - [ Gean-aor) @)
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On peut écrire I'intégrale de chemin restreinte (4.12) sous une forme analogue & I'intégrale de

Feynman en remplacant 'hamiltonien réel H (p, q,t) par ’hamiltonien complexe

H[a] (pa q, t) = H(p; q, t) - Zl{dh(A(pa q, t) - a(t))Q (413)

On sait que l'intégrale de chemin de Feynman est équivalente a I'équation de Schrodinger. Cela
signifie que le propagateur et la fonction d’onde satisfont cette équation. Donc, I'intégrale de chemin
restreinte satisfait 1'équation de Schrodinger avec ’hamiltonien complexe (4.13)

% = —%H — k(A - a)?| ¥ (4.14)
ou A représente l'opérateur correspondant a la fonction classique A(q, p,t). Cette équation représente
I'évolution d’un systéme quantique conditionnée par le résultat de la mesure continue a(t). L’erreur
de la mesure est déterminée par la constante k. Pour k trés petite, 'influence de la mesure est
négligeable, donc le systéme évolue comme un systéme fermé. A chaque résultat [a], on associe une

distribution de probabilité p[a] définie par I’équation (4.5). Dans ce cas, elle prend la valeur

pla] = le(D)I (4.15)

ou ¢ (T') se détermine en résolvant I’équation (4.14).

4.3 Mesure continue et équation maitresse

Dans la section précédente, I’évolution d’'un systéme quantique subissant une mesure continue est

décrite par le propagateur (4.12). Si on ne connait pas le résultat de la mesure, on utilise la matrice

densité p[jlf}. Dans ce cas, la loi d’évolution est donnée par

pr = [l = [ata Ui (UF)’ (1.16)

Le terme quadratique dans la fonctionnelle poids (4.11) permet d’écrire I'intégrale précédente
sous forme d’intégrale gaussienne. Ceci nous permet de calculer I'intégrale sur les courbes [a] et de

trouver la forme de la matrice densité dans la représentation de configuration

pid.q) = /d[a (U} po( “) q) (4.17)
= [adar [apidin o e {5 [a6 0 - a0

wr [(0d -1 =1 [0 - 16 i@ )
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Les chemins [q'] relient les points § et ¢ et les chemins [q”} relient les points § et ¢ . Le terme
réel négatif {—g fOT(A’ — A”)th} dans P'exponentielle signifie que seuls les éléments de matrice
<A”

nulation des éléments non diagonaux de la matrice densité ce qui représente une caractéristique de

p ‘A'> pour lesquels A" s’approche de A” prennent des valeurs importantes. Cela exprime Ian-

la décohérence.
En dérivant I’équation (4.17) par rapport au temps et en utilisant le fait que le propagateur

satisfait ’équation de Schrodinger, on obtient

(- A")?] o(dd) (4.18)

ot le prime signifie que 'opérateur correspondant agit sur le premier argument et deux primes signifie

qu’il agit sur le deuxiéme de la maniére suivante :

~

!

f li " . d li I " N "
Aplg,qg) = A(—Zﬁd—q,,q pa,q ) = <q A, d4,t)plq > (4.19)
) ! " . d " ! " 14 ~ o~ "
A'pq,q) = A(lhw,q Bpelg,q ) = <q pA(p, q,1) |q > (4.20)

Les opérateurs p et ¢, agissent de la maniére ordinaire en représentation configuration. Par exemple,

(a| p ) = —ihg (alv) ce qui implique que (¥|p|q) = il (¥q). Sachant que

0 oy / 8pt "
5\ a) = <CI a7 | > (4.21)
I'équation (4.18) s’écrit
dp —i K
5 7[1{7 pi] — §[A, [A, p]] (4.22)

Cette derniére n’est autre que I’¢quation maitresse de Lindblad (2.5) pour N =1, vy = § et L = A.
Ceci établit le lien entre la mesure continue approximative et la décohérence. Le formalisme de la
mesure continue approximative peut étre vu comme un modéle phénoménologique de la décohérence

(on retrouve 1’'équation maitresse sans spécifier les détails de environnement).

4.4 Mesure continue de ’énergie

L’approche des intégrales de chemin restreintes et 'hamiltonien complexe a été appliquée pour la
premiére fois & la mesure continue de I’énergie d’un systéme a deux niveaux d’énergies par Tambini
et Presilla [70]. Tls ont démontré que si la mesure de 1’énergie est réalisée avec une grande précision, le
systéme reste au méme état (I'effet Zénon). Les auteurs ont supposé que le résultat de la mesure est
exprimé par une courbe constante E(t) et coincide avec I'un des niveaux d’énergie du systéme. Cette

considération semble naturelle pour un systéme ayant un spectre discrét. Cependant, ce résultat n’est
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pas correct pour une mesure avec une précision finie. La fonction [E(t)], qui représente le résultat
de la mesure, peut étre arbitraire dans 'approche des intégrales de chemin restreintes [50, 60]. Cette
propriété a été prise en compte par Mensky [6, 7] ce qui lui a permis d’analyser la mesure continue

avec des précisions différentes. Dans ce qui suit, on va presenter ce travail en détail.

4.4.1 Mesure d’un systéme & plusieurs niveaux d’énergies

On considére un systéme quantique a plusieurs niveaux d’énergie. Soit H son hamiltonien qui

s’écrit sous la forme suivante

H=H,+V (4.23)

ou Hj est I'hamiltonien libre du systéme et V' un potentiel extérieur. Supposons qu’une mesure
continue de I'observable Hj soit effectuée. On peut décrire l'effet de cette mesure par la

fonctionnelle poids

wig) [p, q] = exp (—H/OT [Ho(p,q,t) — E(1)]? dt)

c’est-a~dire avec un corridor gaussien centré autour de la courbe [E]. Dans ce cas, ’hamiltonien
effectif est

Hig)(p,q,t) = Ho+V — ish(Ho(p, q.t) — E(t))* (4.24)
et I’équation de Schrédinger & hamiltonien complexe s’écrit
1

0 2
o7 00 = (=3 H = (Hy — B())? [v2) (4.25)

La résolution de cette équation donne I’état du systéme [¢;) & chaque instant ¢. D’aprés la relation
(4.15), la norme de cet état a la fin de la mesure définit la densité de probabilité pour obtenir le
résultat [F].

p[E] = [lvr® (4.26)

Si on écrit I'état |1;) dans la base des états propres de '’hamiltonien libre Hy

) =%, Cal®)lea(®) (4.27

) = exp(Eud)In) (4.28)
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on obtient le systéme d’équations suivant

Les coefficients C,, sont les amplitudes de probabilités correspondant aux états |¢,(¢)). Dans ce cas,
la densité de probabilité (4.26) est définie par

= |Cu(D)[? (4.30)

4.4.1.1 Evolution libre

Pour un systéme libre, V' = 0, la résolution de 1’équation (4.29) donne

Co(T) = C,(0)exp <—H/OT dt(E, — E(t))2> (4.31)

En définissant la valeur moyenne temporelle

(B, —E)*), = %/0 dt(E, — E(t))? (4.32)
on trouve )
Co(T) = Co(0)ezp <—%%) (4.33)
Le paramétre
1

est un temps qui caractérise la précision de la mesure. Au bout de ce temps, 'erreur sur la mesure
de I’énergie atteint une valeur caractéristique AFE qui représente la différence entre deux niveaux
voisins.

La solution précédente de I’équation (4.29) permet de trouver la densité de probabilité pour le
résultat [E]. D’aprés la relation (4.30), on obtient

=3 (CL(0) exp (-2%%) (4.35)

L’erreur de la mesure AE7 au bout d'un temps 7T posséde la méme expression que AFE. Par consé-

quent,
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AEy = \/T”AE (4.36)

-y e (2B )

Cette relation montre que la densité de probabilité prend des valeurs importantes seulement si la

et

condition suivante est vérifiée

|E — E,| < ABr < AE (4.37)

La condition d’unitarité généralisée pour la mesure de I’énergie est
/ d[E) Ul Ug =1 (4.38)

En prenant les éléments de matrice de cette équation dans la représentation d’énergie, on obtient

/ d[E] exp <_2%> — 1, pour tout n (4.39)

L’exponentielle dans I'intégrale signifie que les chemins [E] qui sont proches de E, sont les plus

probables, donc I'intégrale de chemin restreinte a ’ensemble des résultats
A, ={[E]/ ((E - E,)*), < OAET} (4.40)

s’approche de 'unité
((En — E)?)

D’aprés les équations (3.68) et (4.35), la probabilité pour que la mesure donne un résultat [F]

contenu dans un ensemble arbitraire A est

Prob([E] € A) = /Ad[E] Tr(U; poU[E] an (4.42)

M&=AW%WPA%ég¥

En comparant la derniére équation avec (4.41), on trouve que p, = 1 si A, C A. Par contre, si les

(4.43)

ensembles A et A, n’ont pas des éléments communs, on a p, = 0.
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4.4.1.2 Régimes de la mesure

Pour définir les différents régimes de la mesure, on peut utiliser le paramétre 7). . Si T > Ty, ,
c’est-a-dire si AEp < AE, ’'ensemble des résultats A, déterminé par 1’équation (4.40) constitue une
gamme étroite autour de la courbe E(t) = E,,. La largeur de cette gamme est trés inférieure & AFE,
donc elle ne contient pas un autre niveau E, . D’aprés 'équation (4.43), on a p, = 1 et p,» = 0 pour

n' # n. En remplacant ces valeurs dans 'équation (4.42), on obtient

Prop(A) = |C,(0)? (4.44)

On conclut que dans le cas ou T > T},, le résultat de la mesure est représenté par une courbe
constante qui s’approche de 1'un des niveaux E, avec la probabilité |C,,(0)]*. Pour déterminer I'état

du systéme aprés la mesure, on utilise ’équation (4.33) avec la condition (4.37), on obtient

!

C.(T) = C,(0), C.(T)=0, n' #n (4.45)

n

Cette situation est similaire a la mesure de Von Neumann.

Maintenant, on considére le cas opposé T < Tj,.. Dans ce cas, ’ensemble des résultats A,, forme
une large gamme autour de la courbe EF = FE,. Si on définit 'ensemble des résultats A comme
’ensemble des courbes [E] dans la gamme d’énergie, de largeur AE7 comprise entre F, et Fa.,
on trouve que plusieurs niveaux d’énergies F,, (n; < n < ny) sont situés a I'intérieur de cette gamme.
Pour chacun d’eux, 'intersection entre A, et A représente une grande partie de A, alors p,(A) ~ 1

si n; < n < ny. En utilisant 'équation (4.42), on trouve

Prop(A) =Y [C,(0)[ (4.46)

n=ni
Dans ce régime, la mesure ne peut pas distinguer entre les niveaux d’énergies.

Finalement, on conclut que la mesure continue appliquée dans une durée inférieure & 7, ne donne
pas une information précise sur ’état du systéme. Cet état est une superposition d’un certain nombre
des états propres |¢,(t)). Lorsque la durée de la mesure augmente et devient de 'ordre de T}, ou
plus, il reste un seul niveau d’énergie. Ce processus représente une décohérence graduelle de ’état du
systéme, donc, on peut considérer que la mesure continue de 1’énergie exprimée par la méthode des
intégrales de chemin restreintes et 'hamiltonien complexe représente un modéle de la décohérence
6]

4.4.2 Mesure d’un systéme & deux niveaux d’énergie

On considére un systéme a deux niveaux d’énergie dans I’état de superposition (4.27)

[90) = Ca(t) [@1(1)) + Ca(t) |pa(t)) (4.47)
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iEqt iEot

ol |1 (1)) = e " [1) et |a(t)) = e 7 |2) sont les états propres de I'Hamiltonien Hy correspondant
aux énergies Iy et Fs, respectivement. Ce systéme est soumis a un potentiel périodique en résonance

avec la différence d’énergie

V = Vycoswt (4.48)

Dans ce cas, le systéme d’équations (4.29) se réduit a

O = (B~ EOPC — o0V e 0) G~ - eI VIga@) G (450)
Gy = —k(By = E()’Ca— = (22D V [21(1) Cr = - (oI V [a(8) €2 (4:51)

Les différents éléments de matrice possédent les formes suivantes :

6zwt +e —twt

POV i) = (v St (4.52)

OV o) = @) (4.53
6z’(w—ATE)t+e—i(w+A—f)t

OV Ie) = ANP) : (4.54

Hiwt ot e=iW+5E)t ogcillent rapidement par rapport a €@t qui est soit constant

Les facteurs e
(si fw = AFE) soit trés lentement variable (si fiw ~ AFE). La moyenne sur une période des termes
rapides est négligeable devant celle du terme lent. Par conséquent, on négligera tous les éléments de

matrice sauf le dernier que ’on pose égal a

i(w—BEY

OV lea(0) = (115 [2) 5 = vt (4.5)

ou v(t) est constant ou trés lentement variable. L’équation de Schrédinger a hamiltonien complexe

se réduit &

Ci = —iv(t)Cy— k(B — E(t))2C)
Cy = —iv(t)Ci — k(B — E(t)2Cy (4.56)

En l'absence de mesure (k = 0), la solution du systéme précédent est (on suppose que v est

constante)
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Ci(t) = C1(0)cos(vt) — iCy(0)sin(vt) (4.57)
Cy(t) = C2(0)cos(vt) —iC1(0)sin(vt) (4.58)

Ces équations décrivent les oscillations de Rabi avec la période Tk = 7/v.

Maintenant, on suppose que le potentiel V (¢) est appliqué pendant un intervalle de temps T =
[T1,T5] dont la longueur est égale & la demi-période de Rabi Ty, — 77 = Tg/2. Autrement dit, v
s’annule en dehors de cet intervalle. En prenant 77 = 0, les solutions précédentes donnent pour
t=Ty,=2 =T

2 ;

OUT) = —iCy(0) (4.59)
Oy(T) = —iCy(0) (4.60)

Par conséquent, si le systéme est initialement dans I’état |¢;) (C1(0) = 1 et C3(0) = 0), la probabilité
|C’2|2 pour le trouver dans l'état 2 augmente jusqu’a atteindre l'unité a l'instant 75. Le systéme
restera aprés au méme état car v = 0. En résumé, si la mesure n’est pas effectuée le systéme subit
certainement la transition de 1’état 1 a I’état 2.

Dans le cas ot une mesure continue est réalisée (x # 0), la situation précédente va étre modifiée. Si
K est trés faible (mesure trés imprécise), on obtient un résultat proche des oscillations de Rabi (régime
de Rabi). Par contre, s'il est trés grand (mesure trés précise) on obtient un résultat proche de 'effet
Zénon (régime de Zénon). Dans le régime intermidiare, la mesure permet de visialiser une transition
quantique. On peut remplacer le paramétre x qui caractérise la précision de la mesure par le temps
T, = 1/kAE?, de résolution entre les niveaux d’énergie, défini dans la section précédente. Si une
mesure approximative continue est effectuée pendant un temps plus long que 7., la superposition
entre les différents états d’enérgie sera détruite. C’est-a-dire que si 1), est petit, la résolution des
niveaux d’énergie est assurée rapidement ce qui donne le régime de Zénon. Pour 7T}, plus long, Ueffet
de la mesure est faible. Dans ce cas, la dynamique du systéme est caractérisée par le régime de Rabi.

L’ensemble des équations (4.56) a été résolu numériquement pour plusieurs fonctions E(t) choisies
aléatoirement [60]. Pour chaque fonction E(t), les amplitudes C(t) et Cy(t) sont calculées ainsi
que la densité de probabilité p[E] = |C1(¢)|* + |Ca(t)]*. Comme on a déja vu dans la sous-section
précédente, cette densité donne la distribution de probabilité pour les différents résultats de la mesure.

Le comportement du systéme est donné par la probabilité de transition

[AGIk
G| + [Cof?

Nous avons vu qu’en I’absence de mesure, cette probabilité va de zéro a un pendant la durée de
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Iimpulsion. En présence de mesure, cette probabilité se comporte difféeremment suivant le résultat
de la mesure [E]. La figure (4.1) montre les résultats du calcul numérique basée sur les équations

(4.56). Notons que les courbes ont été lissées avant de les mettre dans les diagrammes.

Tous les résultats Tous kes résultats

. ('] $
2 B
g L
IE :
= =

=
=
= ":'J

=]
[=] =
& o |

ﬂ.l TT
1 temps z

FIGURE 4.1 — Résultats de la mesure E(t) et les densités de probabilités correspondantes Pq(t) qui
décrivent le comportement de ’état du systéme pour deux valeurs de précisions : une petite précision
ou 477}, /Tr = 10/3 (gauche) et une grande précision ou 4771}, /T = 2/3 (droite)

La partie gauche de la figure décrit une mesure imprécise. Les courbes E(t) sont représentées
par les digrammes en haut et les probabilités correspondantes par les digrammes en bas. Les courbes
représentées par les points sombres sont les plus probables. D’apreés les courbes P-, on constate que la
transition de I’état 1 a I’état 2 peut se produire avec une grande probabilité. Cette mesure appartient
au régime de Rabi ou la dynamique du systéme est dominée par les oscillations de Rabi. Dans ce
régime, 'effet de la mesure sur le comportement du systéme est faible, mais I'information obtenu
sur son état est imprécise car la gamme des résultats possibles est large.La partie droite de la figure
(4.1) représente le cas inverse. Elle a un caractére d'une mesure projective (le régime de Zénon). Les
résultats [F] montrent que le systéme reste avec une grande probabilité dans I’état 1 et les courbes
[P,] confirment ce comportement. La mesure projective influence le systéme fortement et empéche
la transition entre les niveaux d’énergie. Dans ce cas, I'information obtenue par les courbes E est
beaucoup plus précise (une gamme étroite des résultats possibles) . Cependant, les oscillations de

Rabi sont supprimées complétement.

4.4.2.1 Surveillance d’une transition quantique

Dans le régime de mesure intermédiaire, qui s’étend entre celui de Zénon et celui de Rabi, les
résultats obtenus sont plus intéressants. Dans ce cas, 'influence de la mesure sur ’évolution du
systéme est moins que celle du régime de Zénon et 'information donnée par les courbes [F] est plus

précise que celle du régime de Rabi.
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Tous lesrésultats ~ Branche supérieur  Branche inférieur

Prob du niveau 2

Ta T

FIGURE 4.2 — Mesure continue avec une précision moyenne (477, /Tr = 4/3). La paire des dia-
grammes & gauche montre tous les résultats de la mesure E(t) et les courbes correspondantes
Py(t) = |ea(t))’. Les diagrammes au milieu de la figure représentent les résultats qui indiquent
une transition au niveau 2 et les digrammes a droite indiquent que le systéme reste au méme état
d’énergie . Les courbes Py(t) confirment ce comportement.

La paire de diagrammes a gauche dans la figure (4.2) représente tous les résultats possibles. On
voit qu’ils sont séparés en deux classes, I'une indique une transition et I'autre indique ’absence de
transition. Les paires de diagrammes, au milieu et a droite de la figure, représentent les deux classes
séparément. D’aprés ces diagrammes, on voit que le comportement des courbes [E] coincide avec celui
des probabilités [Ps]. Cela signifie que le comportement du systéme correspond au résultat obtenu
avec une probabilité raisonnable; bien qu’il existe une certaine probabilité d’erreur (le bruit de la
mesure).

L’analyse numérique donne un résultat important : la visualisation d'une transition quantique par
la mesure continue est possible pour un choix approprié de précision (précision moyenne). Dans ce
cas, le résultat F(t) décrit 1’évolution réelle du systéme représentée par les courbes [P]. Cependant,
la mesure influence I'état du systéme, donc la probabilité de transition est moins que 'unité. Il n’est
pas possible de prédire la transition avec certitude. Cette incertitude est le prix a payer pour la
visualisation d’une transition quantique.

Aprés cette présentation de la mesure continue, on va établir la relation entre la description de
la mesure approximative décrite dans le chapitre précédent et la description de la mesure dans la

mécanique quantique stochastique.



Chapitre 5

Mesure dans la mécanique quantique

stochastique

Selon la mécanique quantique conventionnelle, lorsque on effectue une mesure d’une grandeur
physique, 'appareil de mesure donne un résultat précis « qui représente la valeur réelle de cette
observable. Cependant, cette description ne prend pas en compte 'imperfection des appareils de
mesure. Donc, au lieu de représenter le résultat de la mesure par une seule valeur «, on doit le
représenter par une valeur stochastique (o, xa) [2|, o0t Xxo(2) est une fonction de confiance dont le
maximum correspond a x = «. Cette fonction représente la densité de probabilité pour que la valeur

réelle soit x quand la mesure donne a. Dans ce cas, on peut introduire la mesure de probabilité [67]

Ha(l) = /A xa(@)dz (5.1)

appelée mesure de confiance. Elle représente la probabilité pour que la valeur réelle appartienne a
I'intervalle A lorsque la mesure donne le résultat a. Si @ = (¢,p) est un point dans P'espace des

phases T', les valeurs stochastiques ((g,p), X4,) définissent un espace des phases stochastique [13]

Fe ={(C,x¢),¢=(a,p) €'} (5.2)

Dans le cas non relativiste, les points stochastiques peuvent étre écrits sous la forme

((4:2)s Xaw) = ((¢: X0) (P, X)) (5.3)

Autrement dit, on peut écrire la fonction de confiance ,,, définie sur I'espace des phases stochastique

I'¢, sous la forme d'un produit

Xap (2, k) = Xq(2)Xp(F) (5.4)

La fonction de confiance ne dépend que de la différence entre la valeur réelle de la grandeur

28
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physique et la valeur mesurée. Donc, elle reste invariante sous l'effet d’une translation

Xe(®) = Xo(z —q) (5.5)
Xp(2) = xo(k—p) (5.6)

Pour la mesure de confiance, cette propriété s’écrit

(D) = mo(By), Ay={a—gze A} (5.7)

(D) = po(By), By={k—pike A} (5.8)

L’invariance des mesures par rapport a la translation conduit a la considération de ’action du groupe
de Galilée [29, 74] sur l'espace des phases stochastique. Dans ce qui suit, on va discuter ces représen-

tations en détails.

5.1 Représentation espace des phases du groupe de Galilée

La représentation configuration du groupe de Galilée pour une particule scalaire, libre et de masse
m est bien connue [67]

. " i mu? 5
U (b, a,v, R)(x, ) = exp {ﬁ [ — (= b) + mu(e a)] }w(Rl[x —a—v(t—b)it—b) (5.9)
A la translation temporelle décrite par l'opérateur évolution U(b) correspond I'hamiltonien H. A
la translation spatial U (a) correspond 'opérateur impulsion P. A la transformation propre (boost)
U(v) correspond un opérateur lié a la position K = mX. La rotation U(R) correspond au moment
cinétique J.

La représentation espace des phases du groupe de Galilée est donnée par la relation

U(b,a,v, R)¢(g,p,t) = exp {% [—mTM(t—b)erv(q—a)] }w(R_l(q—v(t—b)—a),R‘l(p—mv);t—b)

(5.10)
L’opérateur U (b, a, v, R) définit une représentation unitaire du groupe de Galilée sur 'espace L*(T)
(espace des fonctions de carrée sommable définies sur l'espace des phases) au méme titre que
Popérateur U(b, a,v, R) définit une représentation unitaire sur L2(R3). Cependant la représenta-
tion U(b,a,v, R) est réductible alors que selon Wigner [36], la particule élémentaire ne peut étre

décrite que par des représentations irréductibles. Pour trouver cette représentation pour les parti-
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cules de spin nul, on doit construire une transformation unitaire We qui transforme lespace L*(R?)
de la représentation configuration qui est irréductible en un sous-espace WeL?*(R?) de L?(T") qui reste

invariant par l'action de U(b, a,v, R). La transformation W est définie par

We dla) = v(a) = [ &b 5.11)

~ N p 7/ R
Egp() = (U (0, ¢ I) 5) () = exp {;Lp-(x - q)} §(r —q) (5.12)
La fonction {: (x) détermine complétement la transformation We. Elle posséde la propriété suivante

€]l = (€] €)% = (2nh) =5/ (5.13)

qui résulte du fait que la transformation W est une application isométrique entre L*(R*) a L*(T),

c’est-a-dire qu’elle conserve le produit scalaire

<W£¢1|W§¢2> = <¢1|¢2> (5-14)

Dans ce cas, I'image W¢L*(R?) est un espace fermé dans L*(I') dans lequel W posséde un inverse
ng défini par

Wt d(a,p) = Ol / E4p()0(q, p)dqdp (5.15)

Donc, pour chaque &(z) , W et Wg_ sont des transformations intégrales unitaires entre L*(R?) et

WeL?(T'). En utilisant 'équation (5.11), on déduit que la relation (5.14) est équivalente a

/ €ap) (Egnl = 1 (5.16)

o [ est I'opérateur identité dans L*(R?) . L’opérateur P, = |&,,) (.| est le projecteur qui projette
I'état 1) en 'état 1(q, p) dans I'espace WeL*(R?) |3, 67].
On peut déterminer la signification physique des fonctions (¢,p) en utilisant les propriétés

marginales

/Rg (g, p)|” dp = /RS (@) o ()| *da (5.17)

/RB (g, p)I* dg = /Rg k) [o(k)|* (5.18)

%5(k) = (2nh)?|E(k — p)|” (5.19)

X(x) = 2nh)|E(x — )|
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Les fonctions x5(x) et Y5(k) sont des distributions de probabilité normalisées sur R?. Donc, on

peut les interpréter comme les fonctions de confiances des points stochastiques

¢=(0.x) ER® . p=(px;) ER® (5.20)

~ conf imp
dans les espaces de configuration stochastique et impulsion stochastique, respectivement. Dans ce cas,
on peut déterminer I'interprétation physique de la partie droite de 'équation (5.17). )A(S(x)‘lﬂ(:r) ‘de
est la densité de probabilité pour qu’une mesure effectuée avec un appareil de mesure imprécis, donne
le résultat ¢ et que la particule soit en . Si on prend )22(:5) = 0*(x — q), I'équation (5.17) donne
W(q) ‘2 ce qui donne 'interprétation conventionnelle de la mesure.
Ceci suggére que |1)(q, p) |2 posséde une interprétation physique comme une densité de probabilité

dans 'espace des phases stochastique

= x® = {=)x 0l er) (521)

~ conf "~ imp ~
Au sens que c’est la densité de probabilité que la mesure simultanée de la position et de I'impulsion
donne la valeur (g, p). Cependant cette valeur ne correspond pas a la position et & 'impulsion réelles
(z, k) de la particule. Ces derniéres ne peuvent jamais étre déterminées car on ne peut que connaitre
les distributions x,(x) et x,(k) correspondantes. Par conséquent, la particule sera considérée comme
stochastiquement étendue dans l'espace de configuration et ’espace des impulsions. Notons que les
fonctions de confiance nous assure la validité du principe d’incertitude malgré la simultanéité de la
mesure.

La question qu’on s’est posé dans ce travail est la suivante : existe-t-il un lien entre la mesure
continue approximative et la théorie stochastique ? Nous allons maintenant établir cette relation entre
la description de la mesure approximative décrite par les opérateurs R, et la description de la mesure
dans la mécanique quantique stochastique. Mais au préalable, on définie les opérateurs R, en suivant
la méme procédure que celle qui a permis la détermination des opérateurs R, du spectre discret (voir

sous-section 3.1.2).

5.2 Les mesures approximatives

Considérons deux types de mesure : La premiére est précise (projective) [60] et décrite par les
projecteurs {P,}. Elle donne un résultat = bien précis. La seconde est grossiére et décrite par un
ensemble de projecteurs{P,}. La mesure grossiére, dénotée par {¢}, ne donne pas une seule valeur
mais un ensemble [, de résultats x de la mesure projective {z}. Comme les deux ensembles I, et

I, peuvent contenir des éléments communs, les projecteurs P, ne satisfont pas obligatoirement la
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condition d’orthogonalité. On peut les choisir sous la forme.

a:/ma (5.22)

z€ly

Si on réalise une mesure grossiére on obtient le résultat ¢ avec la probabilité p, et I'état du
systéme| 1) se réduit aprés la mesure a U'état | 1,). déterminons cette probabilité et cet état. Si une
mesure projective {z} est effectuée aprés cette mesure, on obtient I'un des résultats x contenus dans
I'intervalle I, avec la densité de probabilité

_ (o [ P [ %) (5.23)

Por = 0, Tihy)

[’idée principale est que si I'on réalise une mesure projective directement, la probabilité d’obtenir le
résultat x est égale a la somme de toutes les probabilités conditionnelles d’avoir la méme valeur =z

aprés une mesure approximative qui donne ¢

(| Py | ) = / X1, (%)PgPyzdq (5.24)

ot la fonction caractéristique xy,(z) est égale a 1si x € I, et a 0 dans le cas contraire. Les vecteurs
d’état, aprés la mesure précise directe et une autre donnant le méme résultat x, mais aprés une

mesure approximative qui a donné ¢, ne différent en général que par une constante de normalisation

Py | g) ~ Py [ 1)) (5.25)

Cette norme peut étre la méme si I'on remplace les projecteurs P, par les opérateurs R, = puF,, ol

i est une constante de normalisation. Dans ce cas, la réduction de 'état du systéme suit la régle

| 1) =] 1hg) = Ry | ) (5.26)
A cause de 'orthogonalité des projecteurs P, les opérateurs P, satisfont la relation
P, sizel
PP, = { ST (5.27)
0 sinon

Il en découle que, si 'on remplace la relation (5.23) dans I’équation (5.24) en utilisant la relation
(5.26), on obtient

2 [ v (x Pq dg = 1 5.28
“/Xq()<w|R$Rq|w>q 5:2%)
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Cette condition sera satisfaite si I’on pose

Pq = <¢q | %) = <1/} | R;Rq | ¢> (5-29)
pt=d

ou d est la longueur I'intervalle I .

On a décrit la mesure par l'ensemble des opérateurs {R,} avec la loi de réduction (5.26) et la
densité de probabilité (5.29). Dans une autre description ou les points x € I, n’ont pas le méme
poids, on utilise les opérateurs R, avec la fonction poids p,(x). Les régles (5.26) et (5.29) restent

valables mais cette fois-ci avec

R, = /dx,uq(x)PI (5.30)

z€ly

Cherchons maintenant, ces opérateurs pour décrire la mesure dans la théorie stochastique.

5.3 Mesure dans I’espace de configuration

On considére un opérateur positif P, qui décrit la mesure de la position. On peut écrire cet
opérateur en fonction du projecteur P, = [£;,) (§,,»| dans l'espace des phases stochastique comme

suit

Po= [ doléan) (5.31)

En effet, la densité de probabilité pour que la mesure de la position donne le résultat ¢ est donnée

par

Po= WP ) = [ el = [ G@lio)|d (5.32)

On cherche a trouver une relation entre les opérateurs R, racines de P,, qui représentent l'effet
de la mesure approximative de ¢, et les fonctions & caractéristiques de la mesure dans la théorie
stochastique.

L’action des opérateurs Py sur les fonctions ¢(g,p) de 'espace L*(L¢) est représenté par

(Pq,w)(qﬂp) = <§q,p| Pq’ |w>
= [ dede 6, @6 @6 4 (@i (533)

P



CHAPITRE 5. MESURE DANS LA MECANIQUE QUANTIQUE STOCHASTIQUE

En utilisant le fait que

~

[ @ @) = oo = o) = ) o)
on obtient

[240] aup) = (2t)* [ daty (o)) — ) 0(a)

R3

Le méme opérateur Py, mais dans la représentation configuration, se définit par

~

[2y0] ) = nnp* [ iy, (o) [P0 @

R?)

En comparant cette derniére relation avec (5.35), on en déduit

[P] () = (20h)? |€(a — )] " (x)

L’opérateur P, est un opérateur positif, donc on peut ’écrire sous la forme

P, = RIR,

avec

Il en découle que

1@:(%m3/dﬂ@§@—qmﬂ

Dans ce cas, la mesure donne le résultat ¢ avec la probabilité

pe = (U] RIR, ) = /R @b @) de

64

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.41)

(5.42)

On retrouve bien I'expression de la théorie stochastique. La réduction du paquet d’ondes s’écrit

) = Ry ) = (20h)} / dvé( — q)i(x) |1)

(5.43)

En faisant la projection, on peut trouver I'action de Rq/ sur les fonctions (g, p). Le résultat est
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[Ry¢] (4:0) = (Eqnl By [9)
— ot 4t vy (~ [plo—a) 0= )] ) 0 - Do — gy

n
x&(x—q )(q ,p")

5.4 Mesure dans ’espace des impulsions

La description de la mesure de I'impulsion peut étre obtenue de la méme maniére en remplacant

la position ¢ par 'impulsion p dans les formules précédentes, on obtient

[RW] (k) = (2rh)*E(k — p)i(k) 5.45

[Riw] (k) = (2nh)>& (k — p)u(k) (5.46)
Alors

R, = (2nt)} [ dk |k €k~ p) 4 (5.47)

La mesure de 'impulsion donne le résultat p avec la densité de probabilité

b= WIRYR, 0 = [ 5[0 P (5.49)

et la réduction de I’état du systéme s’écrit

) = Ry ) = (2n)? [ s p)i) 1) (549

En procédant de la méme maniére que précédemment, on peut obtenir 'action de R sur les fonctions

¥ (g, p)

[Ryv] (q,0) = (Eopl Ry [10)
= Caw? [ dd'ap’ dvexp (—% [k - kq”]) Ek—pith—p) (550

x&(k—p )o(g ,p") (5.51)



CHAPITRE 5. MESURE DANS LA MECANIQUE QUANTIQUE STOCHASTIQUE 66

5.5 Mesures séquentielles approximatives dans la théorie sto-

chastique

On peut décrire les mesures séquentielles approximatives (sous-section 3.1.3), en utilisant les

opérateurs 2/ dans leur nouvelle représentation

Ry = et [ dojo)ée— o) (o

Si la mesure de la position donne le résultat ¢, I'état du systéme [1)) se réduit a I'état | ¢') défini

par

[0) = @i} [ do o) €l = i)
avec la densité de probabilité

p(d) = (2nh)? / delé@ — )| |ia)[

On suppose maintenant que le systéme a subi une série de mesures imprécises appliquées pendant
un temps T = [to, tx] et séparées par des intervalles d’évolutions libres. Le systéme évolue librement
de l'état |tpp), & U'instant initial ¢y = 0, a I'état |¢»1) (& I'instant ¢;) défini par

| 1) = U(t1,t0) | o)

Si la mesure de la position a I'instant ¢; donne le résultat ¢;, I’état du systéme se réduit a

[0) = @an)? [ doalen) o — ) (1] Ulen, 1) | )

et la densité de probabilité correspondante est

p(q1) = (201) / d |y — )| (| U (11, 0) | 02

A Tinstant ¢9, I’état du systéme devient

| o) = Ulta,ta) | ¥)

Si une autre mesure est effectuée a 'instant 5 donnant le résultat g, I’état du systéme se réduit a
I’état

| 4') = (2h) /dxld% [w2) E(21 — a)€(w2 — g2) (w2 U(tr o) | 21) (21| U(tr, o) | o)

Cette procédure va se répéter pendant I'intervalle 7', on obtient a l'instant ¢y 1'état



CHAPITRE 5. MESURE DANS LA MECANIQUE QUANTIQUE STOCHASTIQUE 67

|¢N> qwz gN-1 |¢0> (5'52)
ol Uy, gy..qy_, €st défini par
3(N 1) Pl
Uql‘IZ"'qul == (27'('77,) /d.’L‘N_ldLEN_z...d.'El <U(tN — tN 1 | TN-1 H ( — qn )
n=1

x 1__[ (2n| Ultnstn-1) | 2n-1)) (x1| U(ts, t0)>

n=2

Dans la limite (N — 400), on obtient une série infinie de mesures pendant U'intervalle 7. Comme on
a déja vu dans la sous-section (3.1.3), cette procédure représente un modeéle de la mesure continue.

La limite de I’équation (5.52) donne

| ¢a> = U, | 77/)0>
ou
UOé = Nl_l)r_Il_loo Ul]1112 N -1
En prenant 'élément de matrice de cet opérateur entre les états = zp et & = xy, on obtient le

propagateur d'une particule soumise a une mesure continue de sa position

U, ‘x )= Nlirfoo(%h) /deldeg...dxll:[ (g(xn — qn)) H (zn|U(tn, tn1) | Tn_1))

n=1 n=1
(5.53)

C’est une expression formelle dans laquelle il faut remplacer £ et U par des expressions concrétes.

<xll

Cette étude ainsi que d’autres en relation avec I'intégrale de chemin restreinte seront citées comme

perspectives dans la conclusion du présent travail.



Conclusion

Notre travail a été consacré a la présentation de la théorie de la mesure continue développée par
Mensky et son application & la mesure continue de 1’énergie. Nous avons présenté au deuxiéme cha-
pitre, la théorie de la décohérence comme résultat de I'interaction d’un systéme quantique avec son
environnement expliquant la réduction du paquet d’ondes. L’intensité de cette interaction permet
d’identifier les différents régimes de la décohérence. La formulation mathématique de cette théorie a
été établie en termes de I’équation maitresse de Born-Markov et celle de Lindblad. Par la suite, nous
avons illustré la théorie de la mesure continue basée sur l'intégrale de chemin restreinte (au troisiéme
chapitre). Cette derniére détermine I’amplitude de la mesure continue dont la norme donne les proba-
bilités des différents résultats. Au cours du quatriéme chapitre, nous avons appliqué la méthode des
intégrales de chemin restreintes a la mesure continue de 1’énergie d’un systéme a plusieurs niveaux.
Dans le cas libre (sans potentiel), on a trouvé que la mesure continue conduit a une décohérence
graduelle de I’état du systéme. Par conséquent, la théorie de la mesure continue, basée sur les inté-
grales de chemin restreintes et I’hamiltonien complexe, constitue un modéle phénoménologie de la
décohérence. Dans le cas d’un potentiel non nul, qui induit la transition entre les niveaux d’énergies,
on a identifié trois régimes de mesure suivant sa précision. Dans le premier régime, avec une petite
précision, on a obtenu des oscillations de Rabi modifiées. Dans le deuxiéme régime, caractérisé par
une grande précision, le systéme reste au méme état d’énergie (I'effet Zénon). Les résultats obtenus
dans le troisiéme régime ot la précision est moyenne sont les plus intéressants. Ce choix de précision
permet de visualiser une transition quantique. Dans ce cas, les courbes obtenues, représentant les
résultats de la mesure, indiquent le comportement réel du systéme. A la fin (au cours du dernier
chapitre), nous avons exprimé la mesure continue dans le cadre stochastique. Nous avons trouvé une
relation entre la discription de la mesure approximative en terme des opérateurs R, et la description
de la mesure en terme des fonctions & caracteristiques de la mesure en theorie stochastique. Par la
suite, nous avons appliqué cette relation aux mesures sequencielles approximatives de la position.
Enfin, nous avons obtenu I’expression formelle du propagateur d’une particule stochastique soumise
a une mesure continue. Nous espérons que cette application nous ouvrira une large gamme de travaux
en perspective. Nous pourrons essayer de reformuler 'intégrale de chemin restreinte dans la théorie
stochastique. Un cas intéressant est ’étude de ’évolution du systeme sous l'effet de la mesure conti-

nue dans la représentation espace des phases stochastique. Dans ce contexte, on étudiera la mesure

68
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continue simultanée de la position et de 'impulsion et son lien avec la diffusion par le milieu de la
mesure. L’application a la mesure de I’énergie nécessite une réflexion plus approfondie a cause du

spectre discret dont la formulation stochastique ne nous semble pas facile.
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