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Introduction

L�étude des corrélations d�appariement est très importante et est toujours d�actualité

en physique de la structure nucléaire [1�19]. En e¤et, bien que le gain en énergie dû

à ce type de corrélations reste modeste par rapport à l�énergie du noyau évaluée dans

le cadre du modèle de la goutte liquide ou du modèle à particules indépendantes, il

in�uence fortement un grand nombre de propriétés des noyaux atomiques [1, 20] comme

les transitions électromagnétiques ou bêta, le moment d�inertie [21�23], les facteurs de

spectroscopie [5], etc.

Initialement, Bohr, Mottelson et Pines [24] ont introduit l�interaction résiduelle d�ap-

pariement pour expliquer le gap en énergie entre l�état fondamental et le premier état

excité des noyaux pair-pairs. Leur interprétation se basait sur une explication analogue à

celle de la théorie de la supraconductivité de Bardeen, Cooper et Schrie¤er [25]. En e¤et,

aux basses températures les électrons d�un matériau supraconducteur se déplacent par

paires occupant des états de même impulsion et ayant des projections de spin opposées

au voisinage de la mer de Fermi.

Cette théorie a été étendue à la physique nucléaire pour l�étude des noyaux �nis sphé-

riques par Belyaev [26] qui supposa l�existence des corrélations d�appariement uniquement

entre nucléons occupant des états se déduisant l�un de l�autre par renversement du sens

du temps. Ainsi, les premières études ont traité essentiellement l�appariement entre par-

ticules identiques : proton-proton (p-p) et neutron-neutron (n-n). Il s�est avéré par la

suite que ce traitement était incomplet et qu�il devait être généralisé pour inclure l�ap-

pariement neutron-proton (n-p) [27]. En e¤et, dans le cas des noyaux lourds les niveaux

de Fermi des systèmes protons et neutrons sont bien séparés énergétiquement de sorte
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que l�appariement (n-p) est négligeable en comparaison à son homologue entre particules

identiques. Par contre, dans le cas des noyaux dont le nombre de neutrons est voisin

de celui des protons, les niveaux de Fermi des deux systèmes sont voisins, on s�attend

donc à ce que l�appariement (n-p) soit au moins d�égale importance que l�appariement

entre particules identiques [14, 16�18, 28, 29]. Cette généralisation s�est faite en plusieurs

étapes en utilisant le formalisme du spin isotopique et la théorie BCS [30�32]. Même si

cette dernière présente un défaut majeur qui est la non conservation du nombre de par-

ticules, elle reste néanmoins la plus utilisée en raison de sa simplicité et du mélange de

con�guration qu�elle induit. Contrairement à l�appariement entre particules identiques,

l�appariement (n-p) existe aussi bien dans le cas isoscalaire (T=0) que dans le cas isovec-

toriel (T=1). Ainsi, des études ont été menées pour traiter indépendamment d�une part

l�appariement isovectoriel (p-p, n-n, n-p) [33�35] et d�autre part l�appariement isoscalaire

(n-p) [36]. Or, il se trouve qu�il y a compétition entre ces di¤érents modes d�interaction

(p-p ou n-n et n-p) d�où l�intérêt de traiter à la fois l�appariement isoscalaire et l�appa-

riement isovectoriel [37�39] et de discuter l�apport et la compétition qui existent entre

ces deux types d�appariement [14�18,40]. Comme le principe de Pauli n�interdit pas à un

proton et un neutron d�occuper le même état de spin s�ils sont couplés à (T=0), on a

vu également apparaître des études qui traitent ce type d�appariement en plus de l�ap-

pariement (p-p, n-n, n-p) [41]. Le formalisme s�est généralisé a�n de décrire les noyaux

en rotation [14, 15, 18, 28, 42�46] suggérant ainsi une transition entre les têtes de bandes

rotationnelles construites sur les états intrinsèques à (T=0) ou (T=1), notamment pour

les états ayant un spin élevé [37,47].

Le traitement des corrélations d�appariement neutron-proton a vu un net regain d�inté-

rêt ces dernières années [15,16] et a fait l�objet de plusieurs études théoriques, notamment

après les récents progrès qu�a connus la spectroscopie nucléaire expérimentale. L�utilisation

de détecteurs à très grande e¢ cacité et le développement des faisceaux d�ions radioactifs

ont fourni des données expérimentales qui étaient jusque là inconnues. Ainsi, les noyaux

ayant N=Z jusqu�à l�étain (100Sn) par exemple ont pu être étudiés ainsi que les noyaux

de masse intermédiaire se trouvant loin de la vallée de stabilité et pour lesquels N est
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voisin de Z [18,29]. Toutefois, il reste beaucoup à apprendre sur l�e¤et et le traitement de

l�appariement neutron-proton.

Les conséquences de l�appariement (n-p) sont perceptibles sur les énergies de liaisons

[12,15,20,28], la stabilité des noyaux pair-pairs par rapport à leurs voisins impair- impairs

ou impairs ainsi que sur la structure des états à haut spin [13,15,17,28,42,43,45,48], et sur

la structure des états excités des noyaux impair-impairs [12,40,46,49]. L�appariement (n-p)

joue un rôle important dans la désintégration et la double désintégration � [15,19,28,42,43]

ainsi que sur les propriétés des faibles densités de matière nucléaire [3]. Il a aussi un e¤et

sur les bandes de rotations [15, 20, 42, 43, 47, 48, 50], sur la détermination du moment

d�inertie [21, 22] et les propriétés de l�état fondamental des noyaux pair-pairs [1, 51] et

impair-impairs [17,45,52].

Nous nous proposons dans le présent travail d�e¤ectuer une étude théorique pour le

traitement des corrélations d�appariement isovectoriel dans les noyaux pair-pairs. Le cas

de l�appariement isoscalaire sera traité dans une étude ultérieure car la présente étude se

prête facilement à sa prise en compte.

Dans le premier chapitre, on écrira l�hamiltonien du système qui sera diagonalisé approxi-

mativement par la méthode de linéarisation [53�55]. Cette dernière permet par simple

diagonalisation de la matrice d�excitation de passer vers une nouvelle représentation dite

de quasi-particule et ce par le biais de la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin

qui sera explicitée dans le deuxième chapitre. On écrira l�hamiltonien dans cette nouvelle

représentation. Comme il ne s�écrit pas sous forme diagonale, on s�intéressera dans le troi-

sième chapitre à sa diagonalisation et à l�écriture de la nouvelle transformation généralisée

de Bogoliubov-Valatin. On établira par la suite l�expression des états excités à deux par-

ticules et on calculera leurs énergies. Le dernier chapitre concerne l�étude de l�e¤et de ces

corrélations sur le moment d�inertie qui est une grandeur physique très importante dans

la mesure où elle donne des informations précieuses sur la déformation et le mouvement

de rotation des noyaux.
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Chapitre 1

Traitement de l�appariement par la

méthode de linéarisation

1.1 Hamiltonien du système

On considère un noyau de masse A = N + Z , à N neutrons et Z protons, d�hamilto-

nien :

H = H0 + V (1.1)

où H0 est un hamiltonien correspondant à un champ moyen local et dans lequel les

nucléons (neutrons et protons) se déplacent indépendamment les uns des autres et V est

une interaction résiduelle. H0 est supposé maximal et est obtenu par un calcul d�Hartree-

Fock ou est donné phénoménologiquement comme celui de Nilsson [56] ou deWoods-Saxon

[57], par exemple. En supposant H0 diagonalisé, ses états propres dé�nissent une base de

représentation. Dans le formalisme de la seconde quanti�cation et du spin isotopique, en

admettant que les protons et les neutrons occupent les mêmes états (i.e les états neutrons

et protons sont identiques), l�hamiltonien H s�écrit :

H =
X
�t

"�ta
y
�ta�t +

1

4

X
����
tt0t1t2

h�t�t0 j V j �t1�t2i ay�tay�t0a�t2a�t1 (1.2)
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où l�on a noté par ay�t et a�t les opérateurs de création et d�annihilation d�une particule dans

l�état j �t > et la lettre t = n; p caractérise la nature de la particule occupant cet état :

proton (p) ou neutron (n). Ces opérateurs obéissent aux relations d�anti-commutation

habituelles des fermions :

n
a�t; a

y
�0t0

o
= ���0�tt0 (1.3)n

a�t; a�0t0
o
=
n
ay�t; a

y
�0t0

o
= 0

Les quantités "�t et h�t�t0 j V j �t1�t2i représentent les énergies du champ moyen et les

éléments de matrice de l�interaction résiduelle respectivement. Comme on le sait, une

partie importante de cette interaction est due aux corrélations d�appariement de l�inter-

action nucléon-nucléon. Dans le présent travail nous supposons que cette force ne s�exerce

qu�entre nucléons occupant des états j �t > et j ~�t0 > renversés l�un de l�autre par rapport

au sens du temps. Rappelons brièvement les propriétés [58] de l�opérateur renversement

du sens du temps T: Ce dernier est dé�ni par :

T =RK = e�i�JyK (en unité h) (1.4)

où R et K sont respectivement l�opérateur de rotation d�un angle � autour de l�axe

Oy et l�opérateur de conjugaison complexe attaché à la représentation. L�opérateur T

est antiunitaire ; il est à la fois antilinéaire car il transforme les fonctions d�ondes et les

matrices de la représentation en leurs complexes conjugués et son inverse est égal à son

propre adjoint :

T�1 = Ty (1.5)

Dans le cas d�un noyau sphérique où l�état j � > est entièrement caractérisé par les

nombres quantiques habituels n� ; l� ; j� ;m� , soit j � >=j n�l�j�m� >; son état renversé

par rapport au temps s�écrit :

j ~� >= T j � >= (�1)(j��m�) j n�l�j� �m� > (1.6)
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Dans le cas d�un noyau déformé, l�état j � > peut toujours être développé sur la base des

états j n�l�j�m� >; soit :

j � >=
X

n� l�j�m�

c�nljm j n�l�j�m� > (1.7)

et dont le renversé par rapport au temps est :

j ~� >=
X

n� l�j�m�

c�nljm (�1)
(j��m�) j n�l�j� �m� > (1.8)

où c�nljm désigne le complexe conjugué de c
�
nljm:

Les relations (1:5), (1:6) et (1:8) conduisent à :

T2 = �1 et Ty = �T (1.9)

Dans le formalisme du spin isotopique [30�32], l�appariement des nucléons existe pour

T = 0 (appariement isoscalaire) et T = 1 (appariement isovectoriel) : Le cas (T = 0)

décrit uniquement l�appariement neutron-proton alors que le cas (T = 1) contient les deux

types d�appariement : l�appariement entre particules identiques neutron-neutron (n-n) et

proton-proton (p-p) et l�appariement neutron-proton (n-p). Les états j �t; ~�t0 > renversés

et occupés par une paire de nucléons appariés sont caractérisés par les opérateurs de

création de paires suivants :

pour T = 1 :

ay�pa
y
~�p est l�opérateur de création d�une paire de protons appariés.

1p
2

�
ay�pa

y
~�n + a

y
�na

y
~�p

�
est l�opérateur de création d�une paire proton-neutron appariés.

ay�na
y
~�n est l�opérateur de création d�une paire de neutrons appariés.

pour T = 0 :
1p
2

�
ay�na

y
~�p � ay�pa

y
~�n

�
est l�opérateur de création d�une paire proton-neutron appariés.

En admettant que la force d�appariement est indépendante des états occupés par les

paires de nucléons, la forme générale de l�interaction résiduelle d�appariement est, en
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seconde quanti�cation, donnée par :

V = �GT=1pp

X
�;�>0

ay�pa
y
~�pa~�pa�p �GT=1nn

X
�;�>0

ay�na
y
~�na~�na�n

� 1
2
GT=1pn

X
�;�>0

�
ay�pa

y
~�n + a

y
�na

y
~�p

�
(a~�na�p + a~�pa�n)

� 1
2
GT=0pn

X
�;�>0

�
ay�na

y
~�p � ay�pa

y
~�n

�
(a~�pa�n � a~�na�p) (1.10)

où les constantes réelles GT=1pp , GT=1nn , G
T=1
pn et GT=0pn caractérisent l�intensité de la force

d�appariement. Le signe (-) indique que cette force est attractive.

L�expression (1:10) peut se mettre sous la forme compacte suivante :

V = �1
2

X
tt0

GT=1tt0

X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t + a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
� 1
2

X
tt0

GT=0tt0

X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t � a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
(1.11)

L�expression de l�hamitonien devient alors :

H =
X
�>0;t

"�t

�
ay�ta�t + a

y
~�ta~�t

�
� 1
2

X
tt0

GT=1tt0

X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t + a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
� 1
2

X
tt0

GT=0tt0

X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t � a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
(1.12)

Dans ce travail nous nous intéressons à l�étude de la contribution de l�appariement neutron-

proton dans le cas isovectoriel (T = 1). On notera, pour simpli�er, par GT=1tt0 = Gtt0 l�in-

tensité de la force de ce type d�appariement.

L�hamiltonien de départ est alors le suivant :

H =
X
�>0;t

"�t

�
ay�ta�t + a

y
~�ta~�t

�
� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t + a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
(1.13)

Il s�agit à présent de trouver les fonctions propres de cet hamiltonien qui soient en même

temps fonctions propres de l�opérateur nombre de particules N̂ . Ce problème n�admet
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pas en général de solution exacte, il est alors résolu approximativement en imposant la

conservation en moyenne à la fois du nombre de protons et du nombre de neutrons [59].

La conservation de ces deux grandeurs se traduira par l�introduction de deux multiplica-

teurs de Lagrange �p; �n appelés également potentiels chimiques ou énergies des niveaux

de Fermi pour les systèmes protons et neutrons respectivement. Ils représentent l�accrois-

sement de l�énergie du système (protons ou neutrons) lorsque le nombre de particules

(protons ou neutrons) augmente d�une unité [60].

On diagonalise alors l�hamiltonien auxiliaire H 0 :

H 0 = H � �pN̂p � �nN̂n (1.14)

où N̂p et N̂n sont respectivement les opérateurs nombre de protons et de neutrons ; et sont

dé�nis par :

N̂p =
X
�>0

�
ay�pa�p + a

y
~�pa~�p

�
N̂n =

X
�>0

�
ay�na�n + a

y
~�na~�n

� (1.15)

Les équations (1:15) peuvent être rassemblées en une seule équation :

N̂t =
X
�>0

�
ay�ta�t + a

y
~�ta~�t

�
t = n; p (1.16)

Une conséquence directe de la conservation du nombre de particules pour les deux types de

nucléons est la conservation de la troisième composante du spin isotopique Tz dé�nie [30]

comme :

Tz =
AX
i=1

ti avec ti =

8<: �1
2

pour les protons
1
2
pour les neutrons

(1.17)
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ainsi,

T̂z	(1; 2; ::::; A) =

8><>:�12 � 12 :::::� 12| {z }
Z fois

+
1

2
+
1

2
:::::+

1

2| {z }
N fois

9>=>;	(1; 2; :::; A)
=
1

2
(N � Z)	 (1; 2; ::::; A) (1.18)

où 	(1; 2; ::::; A) représente la fonction d�onde des noyaux à A nucléons.

En utilisant l�équation (1:16) l�hamiltonien auxiliaire :

H 0 = H �
X
t

�tN̂t (1.19)

s�écrit explicitement sous la forme :

H 0 =
X
�>0;t

("�t � �t)
�
ay�ta�t + a

y
~�ta~�t

�
� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

�
ay�ta

y
~�t0a~�t0a�t + a

y
�ta

y
~�t0a~�ta�t0

�
(1.20)

On remarque qu�en négligeant l�appariement neutron-proton, c�est à dire en posant t = t0,

on retrouve l�hamiltonien de la théorie BCS pour des particules identiques [30�32].

A�n de diagonaliser approximativement l�hamiltonien auxiliaire H 0, nous allons utiliser

la méthode de linéarisation formulée par Pal [53], Anderson [54] et Valatin [55].

1.2 Principe de la méthode de linéarisation

La méthode de linéarisation [33] est basée sur l�énoncé suivant :

Soit H un hamiltonien et ay un opérateur qui satisfait à la relation linéaire suivante :

�
H; ay

�
= !ay (1.21)

où ! est un réel positif.
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Si j 	 > est un état propre de H correspondant à la valeur propre E, il existe alors un

autre état j 	0 > état propre de H correspondant à la valeur propre E 0 tel que :8<: j 	0 >= ay j 	 >

E 0 = E + !
(1.22)

De même et puisque [H; a] = �!a, il existe en général un troisième état j 	00
>; aussi

état propre de H correspondant à la valeur propre E 00, tel que :8<: j 	00
>= a j 	 >

E 00 = E � !
(1.23)

On note que dans le cas où j 	 > est l�état fondamental de H , j 	00
>= 0

Plus généralement soient ayi (i = 1; ::n), un ensemble de n opérateurs, tels que :

h
H; ayi

i
=

nX
j=1

Pija
y
j i = 1; ::::::n (1.24)

où les Pij sont des scalaires donnés.

On peut alors trouver un ensemble d�opérateurs Ayk (k = 1; ::::n) tels que :

h
H;Ayk

i
= !kA

y
k k = 1; :::::n (1.25)

Ces opérateurs sont combinaisons linéaires des ayi :

Ayk =
nX
i=1

xki a
y
i k = 1; :::::::n (1.26)
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En utilisant les relations (1:24) et (1:26), le commutateur
h
H;Ayk

i
devient :

h
H;Ayk

i
=

nX
i=1

xki

nX
j=1

Pija
y
j k = 1; :::::::n (1.27)

D�autre part, en utilisant les expressions (1:25) et (1:26), on aura :

h
H;Ayk

i
= !k

nX
i=1

xki a
y
i k = 1; :::::::n (1.28)

De (1:27) et (1:28), on obtient :

nX
ij=1

(Pij � !k�ij)xki a
y
j = 0 (1.29)

nX
i=1

(Pij � !k�ij)xki = 0 8j = 1; n (1.30)

Ce qui devient en notation matricielle :

(P � !kI)Xk = 0 (1.31)

Les !k sont les valeurs propres de la matrice P = (Pij) et Xk =
�
xki
�
, i = 1; :::n sont les

vecteurs propres correspondants. La matrice P est dite matrice d�excitation de la méthode

de linéarisation.

Si j 	 > est l�état fondamental, alors Ayk j 	 > est un état excité d�énergie Ek = E0 + !k
et Ak j 	 >= 0:
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1.3 Application de la méthode

La méthode précédente nécessite le calcul des commutateurs suivants :

�
H 0; ay�r

�
= ("�r � �r) ay�r �

X
t

Grt
X
�>0

�
ay�ra

y
~�t + a

y
�ta

y
~�r

�
a~�t (1.32)

[H 0; a~�r] = � ("�r � �r) a~�r �
X
t

Grt
X
�>0

ay�t (a~�ra�t + a~�ta�r) (1.33)

Le calcul détaillé de ces di¤érents commutateurs est donné en Annexe A.

Les équations (1:32) et (1:33) n�étant pas linéaires en fonction des opérateurs a et ay, on

les remplace par des expressions approximatives linéaires par rapport à ces opérateurs.

Pour cela, on utilise le théorème de Wick. Les détails de ce calcul se trouvent en Annexe

B.

On obtient donc :

�
H 0; ay�r

�
= ~"�ra

y
�r �

X
t

Grt
X
�>0

 
u

ay�ra
y
~�t +

u
ay�ta

y
~�r

!
a~�t (1.34)

[H 0; a~�r] = �~"�ra~�r �
X
t

Grt
X
�>0

ay�t

�
u

a~�ra�t +
u

a~�ta�r

�
(1.35)

où l�on a posé :

~"�r = "�r � �r �
X
t

Gtr (1 + �tr)
u

ay~�ta~�t (1.36)

Ces expressions deviennent :

�
H 0; ay�r

�
=
X
t

Nrt a
y
�t �

X
t

�rt a~�t (1.37)

[H 0; a~�r] = �
X
t

Nrt a~�t �
X
t

�rt a
y
�t (1.38)

où l�on a noté par :

�rt = �tr = Grt
X
�>0

 
u

ay�ra
y
~�t +

u
ay�ta

y
~�r

!
(1.39)

Nrt = ~"�t�rt (1.40)
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Les matrices N et � dé�nies par :

N =

0@ ~"�p 0

0 ~"�n

1A ; � =

0@ �pp �pn

�np �nn

1A (1.41)

sont deux matrices 2 � 2 dans l�espace d�isospin. Elles sont symétriques et réelles. Les

éléments de matrice de N représentent les énergies des particules protons et neutrons et

les éléments de matrice de � représentent les e¤ets dus à la force d�appariement.

Les expressions (1:37) et (1:38) s�écrivent suivant la nature du nucléon (t=n, p) :

�
H 0; ay�p

�
= ~"�pa

y
�p ��ppa~�p ��npa~�n�

H 0; ay�n
�
= ~"�na

y
�n ��npa~�p ��nna~�n (1.42)

[H 0; a~�p] = ��ppa
y
�p ��npa

y
�n � ~"�pa~�p

[H 0; a~�n] = ��npa
y
�p ��nna

y
�n � ~"�na~�n

ou encore sous forme matricielle :0BBBBBB@

�
H 0; ay�p

��
H 0; ay�n

�
[H 0; a~�p]

[H 0; a~�n]

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
~"�p 0 ��pp ��np

0 ~"�n ��np ��nn

��pp ��np �~"�p 0

��np ��nn 0 �~"�n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
ay�p

ay�n

a~�p

a~�n

1CCCCCCA (1.43)

où l�on a tenu compte du fait que �np = �pn:

A�n de trouver les énergies des quasi-particules et les vecteurs propres correspondants

dé�nissant la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin, on doit diagonaliser la

matrice d�excitation.
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1.4 Diagonalisation de la matrice d�excitation

D�après l�équation (1:43) et la dé�nition (1:24) ; la matrice d�excitation de la méthode

de linéarisation est :

A� =

0@ N ��

�� �N

1A =

0BBBBBB@
~"�p 0 ��pp ��np

0 ~"�n ��np ��nn

��pp ��np �~"�p 0

��np ��nn 0 �~"�n

1CCCCCCA (1.44)

Vu la forme de la première ligne et la deuxième ligne de la matrice A� , on en déduit que

si (X; Y ) est vecteur propre de la matrice A� correspondant à la valeur propre E� , alors

(�Y;X) est aussi vecteur propre de la matrice A� correspondant à la valeur propre �E� .

En e¤et, si :

0@ N ��

�� �N

1A0@ X

Y

1A = E

0@ X

Y

1A =)

8<: NX ��Y = EX

��X �NY = EY
ou encore :8<: N (�Y )��(X) = �E (�Y )

��(�Y )�N (X) = �E (X)
soit

0@ N ��

�� �N

1A0@ �Y

X

1A = �E

0@ �Y

X

1A
Cette remarque [33] nous facilite la recherche des vecteurs propres. Par conséquent, on ne

calculera qu�un couple de vecteurs propres, l�autre couple s�en déduit immédiatement.

1.4.1 Valeurs propres-Énergies des quasi-particules.

Le calcul des valeurs propres de la matrice A� , en annulant son polynôme caracté-

ristique det (A� � �I) , conduit à des expressions assez complexes, c�est pourquoi il est

préférable de passer par le calcul de la forme réduite de A� [33].

On considère alors A2� telle que : A
2
� =

0@ N2 +�2 �N�+�N

��N +N� �2 +N2

1A
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dont la forme diagonale est :0@ N2 +�2 + i (�N �N�) 0

0 N2 +�2 � i (�N �N�)

1A (1.45)

Comme les deux matrices qui apparaissent sur la diagonale s�obtiennent l�une de l�autre

par conjugaison complexe, elles ont alors les mêmes valeurs propres réelles qui sont aussi

valeurs propres réelles de la matrice A2� . Les valeurs propres de A� sont les racines carrées

positives des valeurs propres de A2� : Les racines carrées négatives étant non physiques elles

sont rejetées [30,33]. Nous avons :

N2 +�2 + i (�N �N�) =0@ ~"2�p +�
2
pp +�

2
pn �pn (�pp +�nn) + i�pn (~"�n � ~"�p)

�pn (�pp +�nn) + i�pn (~"�p � ~"�n) ~"2�n +�
2
nn +�

2
pn

1A
ses valeurs propres sont données par :

E 0�1;2 =
1

2

��
~"2�p + ~"

2
�n +�

2
pp +�

2
nn + 2�

2
pn

�
� (1.46)q�

~"2�p � ~"2�n +�2
pp ��2

nn

�2
+ 4�2

pn (�pp +�nn)
2 + 4�2

pn (~"�n � ~"�p)
2

�

Les valeurs propres de la matrice A� sont alors :

E�1;2 =

r
1

2

��
~"2�p + ~"

2
�n +�

2
pp +�

2
nn + 2�

2
pn

�
� (1.47)q�

~"2�p � ~"2�n +�2
pp ��2

nn

�2
+ 4�2

pn (�pp +�nn)
2 + 4�2

pn (~"�n � ~"�p)
2

� 1
2

On obtient ainsi deux types de quasi-particules. Nous remarquons qu�en négligeant l�in-

teraction (n-p), en posant �pn = 0 dans l�expression de E�1;2, on retrouve les énergies des

quasi-particules relatives à la force d�appariement entre particules identiques [30�32]. En

e¤et, E�1 =
�
~"2�p +�

2
pp

� 1
2 est l�énergie des quasi-particules de type 1 qui correspondent

aux protons et E�2 =
�
~"2�n +�

2
nn

� 1
2 est l�énergie des quasi-particules de type 2 qui corres-

pondent aux neutrons.

18



1.5 Vecteurs propres-Transformation quasi-particule

Nous allons expliciter les vecteurs propres de la matrice A� correspondant aux valeurs

propres E�1;2:

Soient : tX+
� =

�
u�1p; u�1n; v�1p; v�1n

�
et tX�

� =
�
u�2p; u�2n; v�2p; v�2n

�
les vecteurs propres associés aux valeurs propres E�1 et E�2 respectivement.

Pour X+
� on a :0BBBBBB@

~"�p 0 ��pp ��np

0 ~"�n ��np ��nn

��pp ��np �~"�p 0

��np ��nn 0 �~"�n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
u�1p

u�1n

v�1p

v�1n

1CCCCCCA = E�1

0BBBBBB@
u�1p

u�1n

v�1p

v�1n

1CCCCCCA (1.48)

et on a une équation similaire pour X�
� . Ces deux vecteurs sont normés à l�unité :

k X+
� k2=k X�

� k2= 1 et sont orthogonaux : X+
� X

�
� = 0. La relation de normalisation

donne :

u2�1p + u
2
�1n + v

2
�1p + v

2
�1n = u

2
�2p + u

2
�2n + v

2
�2p + v

2
�2n = 1 (1.49)

et l�orthogonalité conduit à :

u�1pu�2p + u�1nu�2n + v�1pv�2p + v�1nv�2n = 0 (1.50)

On obtient ainsi un système homogène dont la solution peut être mise sous forme de

déterminants d�ordre 3 : T�i i = 1; ::::4 comme suit [33,61] :

u�1p =
T�1
T�

, u�1n =
�T�2
T�

, v�1p =
T�3
T�

, v�1n =
�T�4
T�

(1.51)

où :

T�1=

���������
(~"�n � E�1) ��np ��nn

��np � (~"�p + E�1) 0

��nn 0 � (~"�n + E�1)

��������� (1.52)
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T�2 =

���������
0 ��np ��nn

��pp � (~"�p + E�1) 0

��np 0 � (~"�n + E�1)

��������� (1.53)

T�3 =

���������
0 (~"�n � E�1) ��nn

��pp ��np 0

��np ��nn � (~"�n + E�1)

��������� (1.54)

T�4 =

���������
0 (~"�n � E�1) ��np

��pp ��np � (~"�p + E�1)

��np ��nn 0

��������� (1.55)

et

T� =
q
T 2�1 + T

2
�2 + T

2
�3 + T

2
�4 (1.56)

En appelant par T 0�1 ; T
0
�2 ; T

0
�3, T

0
�4 et T

0
� les expressions similaires à T�1; T�2 ; T�3, T�4 et

T� où cette fois on remplace E�1 par E�2 , on obtient :

u�2p =
T 0�1
T 0
�

, u�2n =
�T 0�2
T 0�

, v�2p =
T 0�3
T 0�

, v�2n =
�T 0�4
T 0�

(1.57)

et

T 0� =
q
T 02�1 + T

02
�2 + T

02
�3 + T

02
�4 (1.58)

On véri�e qu�en négligeant l�interaction neutron-proton, on retrouve les amplitudes de

probabilité u� et v� de la théorie BCS pour un système de particules identiques [30�32].

En e¤et, pour �np = 0 , l�expression (1:43) devient :0BBBBBB@

�
H 0; ay�p

�
[H 0; a~�p]�
H 0; ay�n

�
[H 0; a~�n]

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
~"�p ��pp 0 0

��pp �~"�p 0 0

0 0 ~"�n ��nn

0 0 ��nn �~"�n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
ay�p

a~�p

ay�n

a~�n

1CCCCCCA (1.59)

20



On remarque que la matrice d�excitation A� se scinde en deux sous-matrices. L�une

d�elles caractérise les protons et l�autre caractérise les neutrons.

Aussi, on a : 0BBBBBB@
~"�p ��pp 0 0

��pp �~"�p 0 0

0 0 ~"�n ��nn

0 0 ��nn �~"�n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
u�1p

v�1p

u�1n

v�1n

1CCCCCCA = E�1

0BBBBBB@
u�1p

v�1p

u�1n

v�1n

1CCCCCCA (1.60)

Les expressions des di¤érentes amplitudes de probabilité deviennent :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u2�1p =
1
2

�
1 + ~"�pp

~"2�p+�
2
pp

�
v2�1p =

1
2

�
1� ~"�pp

~"2�p+�
2
pp

�
u2�1n = 0

v2�1n = 0

(1.61)

u2�1p et v
2
�1p sont identiques aux amplitudes de probabilité habituelles de BCS pour un

système de protons [30�32] ; de même en changeant X+
� par X

�
� et en résolvant le système

(1:60) en tenant compte des relations (1:49) et (1:50) ; on trouve :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u2�2p = 0

v2�2p = 0

u2�2n =
1
2

�
1 + ~"�np

~"2�n+�
2
nn

�
v2�2n =

1
2

�
1� ~"�np

~"2�n+�
2
nn

� (1.62)

u2�2n et v
2
�2n correspondent aux amplitudes de probabilité habituelles de BCS pour un

système de neutrons [30�32].
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Chapitre 2

La représentation quasi-particule

Dans le chapitre précédent, la méthode de linéarisation a été utilisée a�n de diagonali-

ser approximativement l�hamiltonien du système. Ceci a permis, par une simple diagona-

lisation de la matrice d�excitation, de trouver les valeurs propres qui sont les énergies de

quasi-particules et les vecteurs propres correspondants dé�nissant ainsi la transformation

généralisée de Bogoliubov-Valatin. Dans le présent chapitre, cette transformation ainsi que

sa transformation inverse seront développées, l�hamiltonien du système sera exprimé dans

cette nouvelle représentation dite quasi-particule. L�état vide de quasi-particules appelé

état BCS et son énergie seront également établis.

2.1 Transformation généralisée de Bogoliubov-

Valatin

Nous avons déjà fait remarquer précédemment que si (U; V ) est vecteur propre de

la matrice d�excitation A� du chapitre précédent, alors (�V; U) l�est aussi. Dans ce cas,

la transformation de quasi-particule s�écrit en notant par �y�� et �~�� les opérateurs de
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création et d�annihilation des quasi-particules :0BBBBBB@
�y�1

�y�2

�~�1

�~�2

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
u�1p u�1n v�1p v�1n

u�2p u�2n v�2p v�2n

�v�1p �v�1n u�1p u�1n

�v�2p �v�2n u�2p u�2n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
ay�p

ay�n

a~�p

a~�n

1CCCCCCA (2.1)

Cette transformation peut s�écrire sous la forme condensée suivante :

8>><>>:
�y�� =

X
t

�
u��ta

y
�t + v��ta~�t

�
�~�� =

X
t

�
�v��tay�t + u��ta~�t

� avec t = p; n et � = 1; 2 (2.2)

L�expression (2:2) est la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin qui devient

dans le cas où �np = 0 :0BBBBBB@
�y�1

�~�1

�y�2

�~�2

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
u�1p v�1p 0 0

�v�1p u�1p 0 0

0 0 u�2n v�2n

0 0 �v�2n u�2n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
ay�p

a~�p

ay�n

a~�n

1CCCCCCA (2.3)

Ceci nous amène à écrire :0@ �y�1

�~�1

1A =

0@ u�1p v�1p

�v�1p u�1p

1A0@ ay�p

a~�p

1A (2.4)

qui est la transformation de Bogoliubov-Valatin usuelle [30�32] pour un système de pro-

tons. On voit bien que les quasi-particules de type 1 correspondent aux protons. On a de

même : 0@ �y�2

�~�2

1A =

0@ u�2n v�2n

�v�2n u�2n

1A0@ ay�n

a~�n

1A (2.5)
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qui est la transformation de Bogoliubov-Valatin usuelle pour un système de neutrons,

nous constatons que les quasi-particules de type 2 correspondent aux neutrons.

Les nouveaux opérateurs �y�� et �~�� obéissent aux relations d�anti-commutation des

fermions à savoir :

n
��� ; �

y
�� 0

o
= ������ 0 (2.6)n

��� ; ��� 0
o
=
n
�y�� ; �

y
�� 0

o
= 0

En utilisant les relations (1:3), (2:2) et (2:6) on obtient la relation suivante :

X
t

(u��tu�� 0t + v��tv�� 0t) = ��� 0 (2.7)

On véri�e bien que pour � 6= � 0, on obtient la relation d�orthogonalité donnée par l�équa-

tion (1:50). L�expression (2:7) s�écrit aussi :

X
t

�
u2��t + v

2
��t

�
= 1 ; � = 1; 2 (2.8)

Cette expression assure l�unitarité de la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin.

En annulant l�appariement neutron-proton (�np = 0) ; la relation (2:8) devient :

u2�1p + v
2
�1p = 1 (2.9)

qui est la relation qui assure l�unitarité de la transformation de Bogoliubov-Valatin pour

un système de protons [30�32]. On a de même pour les neutrons :

u2�2n + v
2
�2n = 1 (2.10)
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2.2 Transformation généralisée inverse de Bogoliubov-

Valatin

En partant du système (2:2) et en prenant en considération la relation (2:8) ; les

opérateurs de création et d�annihilation de particules sont donnés par :

8>><>>:
ay�t =

X
�

�
u��t�

y
�� � v��t�~��

�
a~�t =

X
�

�
v��t�

y
�� + u��t�~��

� (2.11)

De même, en utilisant les relations (1:3), (2:11) et (2:6) on obtient :

X
�

(u��tu��t0 + v��tv��t0) = �tt0 (2.12)

Soit, X
�

�
u2��t + v

2
��t

�
= 1 , t = n; p (2.13)

Cette dernière expression assure l�unitarité de la transformation généralisée inverse de

Bogoliubov-Valatin. Les expressions (2:8) et (2:13) conduisent à :8<: u2�1n + v
2
�1n = u

2
�2p + v

2
�2p

u2�1p + v
2
�1p = u

2
�2n + v

2
�2n

(2.14)

2.3 L�état BCS

L�état BCS est le vide de quasi-particules. Il est obtenu du vrai vide de particules j0i

en éliminant de ce dernier toutes les quasi-particules ; soit :

jBCSi = K
Y
�>0

��1�~�1��2�~�2 j0i (2.15)
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En se servant de la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin et des relations

d�anti-commutation (1:3), l�expression (2:15) devient :

jBCSi = K
Y
�>0

n
c�1a

y
~�pa

y
�pa

y
~�na

y
�n + c

�
pa
y
~�pa

y
�p + c

�
na
y
~�na

y
�n + c

�
4

�
ay~�pa

y
�n + a

y
~�na

y
�p

�
+ c�5

o
j0i

(2.16)

où les coe¢ cients c�1, c
�
p, c

�
n, c

�
4, c

�
5 sont donnés par :

c�1 = (v�1pv�2n � v�1nv�2p)
2

c�p = v
2
�1p (u�2pv�2p + u�2nv�2n) + v

2
�2p (u�1nv�1n � u�1pv�1p)� 2u�1nv�1pv�2pv�2n

c�n = v
2
�1n (u�2pv�2p + u�2nv�2n)� v2�2n (u�1nv�1n � u�1pv�1p)� 2u�1pv�1nv�2pv�2n

c�4 = v�1nv�1p (u�2pv�2p + u�2nv�2n)� v2�2n (u�1nv�1p)� v2�2p (u�1pv�1n)

c�5 = (u�1nv�1n + u�1pv�1p) (u�2pv�2p + u�2nv�2n)� (u�1nv�2n + u�1pv�2p)
2

La normalisation à l�unité de cet état conduit à une constante de normalisation K telle

que :

K =

"Y
�>0

n
(c�1)

2 +
�
c�p
�2
+ (c�n)

2 + 2 (c�4)
2 + (c�5)

2
o#�1

2

(2.17)

Nous constatons d�après l�expression (2:16) que l�état fondamental des noyaux pair-pairs

correspond à l�appariement de toutes les particules deux à deux.

2.4 Expression de l�hamiltonien en représentation quasi-

particule

Ayant dé�ni une nouvelle représentation de quasi-particules, notre démarche à présent

consiste à exprimer l�hamiltonien H à l�aide des nouveaux opérateurs de quasi-particules

�y, �: En e¤et, le théorème de Wick permet d�écrire H sous la forme suivante :

H = E0 +H11 +H20 +H02 +H22 +H31 +H13 +H40 +H04| {z }
Hij

(2.18)
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où E0 contient les termes entièrement contractés etHij est le terme contenant i opérateurs

de création �y et j opérateurs de destruction �:

Sachant que :

ay�ta�t =
u

ay�ta�t+ : a
y
�ta�t :

ay~�ta~�t =
u

ay~�ta~�t+ : a
y
~�ta~�t :

ay�ta
y
~�t0a~�t0a�t =

u
ay�ta

y
~�t0

u
a~�t0a�t �

u
ay�ta~�t0

u
ay~�t0a�t +

u
ay�ta�t

u
ay~�t0a~�t0

+ : ay�ta
y
~�t0 :

u
a~�t0a�t +

u
ay�ta

y
~�t0 : a~�t0a�t : �

u
ay�ta~�t0 : a

y
~�t0a�t :

� : ay�ta~�t0 :
u

ay~�t0a�t+
u

ay�ta�t : a
y
~�t0a~�t0 : + :a

y
�ta�t :

u
ay~�t0a~�t0

+ : ay�ta
y
~�t0a~�t0a�t :

ay�ta
y
~�t0a~�ta�t0 =

u
ay�ta

y
~�t0

u
a~�ta�t0 �

u
ay�ta~�t

u
ay~�t0a�t0 +

u
ay�ta�t0

u
ay~�t0a~�t

+ : ay�ta
y
~�t0 :

u
a~�ta�t0 +

u
ay�ta

y
~�t0 : a~�ta�t0 : �

u
ay�ta~�t : a

y
~�t0a�t0 :

� : ay�ta~�t :
u

ay~�t0a�t0+
u

ay�ta�t0 : a
y
~�t0a~�t : + :a

y
�ta�t0 :

u
ay~�t0a~�t

+ : ay�ta
y
~�t0a~�ta�t0 :

Les termes entièrement contractés conduisent à :

E0 =
X
�>0;t

"�t

 
u

ay�ta�t +
u

ay~�ta~�t

!

� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

(
u

ay�ta
y
~�t0

u
a~�t0a�t �

u
ay�ta~�t0

u
ay~�t0a�t

u
+ay�ta�t

u
ay~�t0a~�t0 (2.19)

+
u

ay�ta
y
~�t0

u
a~�ta�t0 �

u
ay�ta~�t

u
ay~�t0a�t0 +

u
ay�ta�t0

u
ay~�t0a~�t

)
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Les termes à deux opérateurs donnent :

H11 +H20 +H02 =
X
�>0;t

"�t

�
: ay�ta�t : + : a

y
~�ta~�t :

�
� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0(

: ay�ta
y
~�t0 :

u
a~�t0a�t +

u
ay�ta

y
~�t0 : a~�t0a�t : �

u
ay�ta~�t0 : a

y
~�t0a�t :

� : ay�ta~�t0 :
u

ay~�t0a�t+
u

ay�ta�t : a
y
~�t0a~�t0 : + :a

y
�ta�t :

u
ay~�t0a~�t0

+ : ay�ta
y
~�t0 :

u
a~�ta�t0 +

u
ay�ta

y
~�t0 : a~�ta�t0 : �

u
ay�ta~�t : a

y
~�t0a�t0 :

� : ay�ta~�t :
u

ay~�t0a�t0+
u

ay�ta�t0 : a
y
~�t0a~�t : + :a

y
�ta�t0 :

u
ay~�t0a~�t

)
(2.20)

et les termes H22 +H13 +H31 +H40 +H04 sont contenus dans l�opérateur Hres tel que :

Hres = �
1

2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

n
: ay�ta

y
~�t0a~�ta�t0 : +: a

y
�ta

y
~�t0a~�t0a�t :

o
(2.21)

2.4.1 Calcul des contractions

On utilise la transformation généralisée inverse de Bogoliubov-Valatin pour calculer

les di¤érentes contractions. Tous calculs faits, on trouve :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u
ay�ta�t0 =

X
�

v��tv��t0��� ;
u

ay�ta�t =
X
�

v2��t��� ;
u

ay�ta�t =
X
�

v2��t

u
ay~�ta~�t =

X
�

v2��t ;
u

ay~�t0a~�t0 =
X
�

v2��t0��� (�; � > 0)

u
ay�ta~�t0 =

u
ay~�t0a�t =

u
ay�ta~�t =

u
ay~�t0a�t0 = 0 ;

u
ay~�t0a~�t =

X
�

v��t0v��t���

(2.22)

De même :

u
a~�ta�t0 = �

X
�

u��tv��t0 ;
u

ay�ta
y
~�t0 = �

X
�

v��tu��t0 ;
u

a~�t0a�t = �
X
�

u��t0v��t (2.23)
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Les expressions de ~"�r et �rt données respectivement par (1:36) et (1:39) deviennent :

~"�r = "�r � �r �
X
t

Gtr (1 + �tr)
X
�

v2��t (2.24)

�rt = �tr = �Grt
X
�>0;�

(u��tv��r + u��rv��t) (2.25)

2.4.2 Calcul des produits normaux

Les di¤érents produits normaux sont donnés par :

: ay�ta�t0 :=
X
�� 0

u��tu�� 0t0�
y
����� 0 �

X
�� 0

v��tv�� 0t0�
y
~�� 0�~�� +

X
�� 0

u�� 0t0v��t��� 0�~��

�
X
�� 0

u��tv�� 0t0�
y
���

y
~�� 0

: ay�ta�t :=
X
�� 0

u��tu�� 0t�
y
����� 0 �

X
�� 0

v��tv�� 0t�
y
~�� 0�~�� +

X
�� 0

u�� 0tv��t��� 0�~��

�
X
�� 0

u��tv�� 0t�
y
���

y
~�� 0

: ay~�ta~�t :=
X
�� 0

u��tu�� 0t�
y
~���~�� 0 �

X
�� 0

v��tv�� 0t�
y
�� 0��� �

X
�� 0

u�� 0tv��t�~�� 0���

+
X
�� 0

u��tv�� 0t�
y
~���

y
�� 0

: ay�ta�t :=
X
�� 0

u��tu�� 0t�
y
����� 0 �

X
�� 0

v��tv�� 0t�
y
~�� 0�~�� +

X
�� 0

u�� 0tv��t��� 0�~��

�
X
�� 0

u��tv�� 0t�
y
���

y
~�� 0
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: ay~�t0a~�t :=
X
�� 0

u��t0u�� 0t�
y
~���~�� 0 �

X
�� 0

v��t0v�� 0t�
y
�� 0��� +

X
�� 0

u�� 0tv��t0����~�� 0

+
X
�� 0

u��t0v�� 0t�
y
~���

y
�� 0

: ay~�t0a~�t0 :=
X
�� 0

u��t0u�� 0t0�
y
~���~�� 0 �

X
�� 0

v��t0v�� 0t0�
y
�� 0��� +

X
�� 0

u�� 0t0v��t0����~�� 0

+
X
�� 0

u��t0v�� 0t0�
y
~���

y
�� 0

: ay�ta
y
~�t0 :=

X
�� 0

u��tv�� 0t0�
y
����� 0 +

X
�� 0

v��tu�� 0t0�
y
~�� 0�~�� +

X
�� 0

v��tv�� 0t0��� 0�~��

+
X
�� 0

u��tu�� 0t0�
y
���

y
~�� 0

: a~�ta�t0 :=
X
�� 0

v��tu�� 0t0�
y
����� 0 +

X
�� 0

u��tv�� 0t0�
y
~�� 0�~�� �

X
�� 0

u��tu�� 0t0��� 0�~��

�
X
�� 0

v��tv�� 0t0�
y
���

y
~�� 0

: a~�t0a�t :=
X
�� 0

u��t0v�� 0t�
y
~�� 0�~�� +

X
�� 0

v��t0u�� 0t�
y
����� 0 �

X
�� 0

u��t0u�� 0t��� 0�~��

�
X
�� 0

v��t0v�� 0t�
y
���

y
~�� 0
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2.5 L�hamiltonien en représentation quasi-particule

2.5.1 Expression de E0

En utilisant les relations (2:22) et (2:23), l�expression (2:19) devient :

E0 = 2
X
�>0;t

"�t

 X
�

v2��t

!
� 1
2

X
tt0;�>0

Gtt0

24 X
�

v��tv��t0

!2
+

 X
�

v2��t

! X
�

v2��t0

!35
� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

" X
�

v��tu��t0

! X
�

v��tu��t0

!#

� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

" X
�

v��tu��t0

! X
�

u��tv��t0

!#
(2.26)

Soit,

E0 = 2
X
�>0;t

"
"�t �

1

2
Gtt

 X
�

v2��t

!# X
�

v2��t

!

� 1
2
Gnp

X
�>0

24 X
�

v2��n

!2
+

 X
�

v2��p

!2
+ 2

 X
�

v��nv��p

!235
� �2

nn

4Gnn
�
�2
pp

4Gpp
�
�2
np

2Gnp
(2.27)

où l�on a noté par :

�pp = �2Gpp
X
�>0

X
�

u��pv��p

�nn = �2Gnn
X
�>0

X
�

u��nv��n (2.28)

�pn = �Gpn
X
�>0

X
�

(u��pv��n + u��nv��p)
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2.5.2 Expression de H11

En utilisant les résultats de calcul des di¤érents produits normaux, H11 s�écrit :

H11 =
X
�>0;t

"�t
X
�� 0

(u��tu�� 0t � v��tv�� 0t)
�
�y����� 0 + �

y
~���~�� 0

�
� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�>0

X
�� 0

" X
�

v2��t

!
(u��t0u�� 0t0 � v��t0v�� 0t0)+ X

�

v��tv��t0

!
(u��tu�� 0t0 � v��tv�� 0t0)

#�
�y����� 0 + �

y
~���~�� 0

�
+
1

2

X
tt0

Gtt0
X
�>0

 X
�>0;�

u��t0v��t

!X
�� 0

[u��tv�� 0t0 + u�� 0tv��t0+

v�� 0tu��t0 + v��tu�� 0t0 ]
�
�y����� 0 + �

y
~���~�� 0

�
(2.29)

qui se met sous la forme :

H11 =
X

�>0;�� 0

E��� 0
�
�y����� 0 + �

y
~���~�� 0

�
(2.30)

avec la notation :

E��� 0 =
X
t

"
"�t �

1

2

X
t0

Gtt0
X
�

v2��t0

#
(u��tu�� 0t � v��tv�� 0t)

� 1
2

X
tt0

Gtt0

" X
�

v��tv��t0

!
(u��tu�� 0t0 � v��tv�� 0t0)

#
�
X
tt0

�tt0 [u��tv�� 0t0 + u�� 0tv��t0 ] (2.31)

et

�tt0 = �Gtt0
X
�>0;�

(u��tv��t0 + u��t0v��t) (2.32)
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2.5.3 Expression de H2

Concernant le terme H2, on peut le mettre sous la forme :

H2 = H02 +H20 (2.33)

Il s�écrit :

H2 =
X

�>0;�� 0

H��� 0

2

�
�y~���

y
�� 0 + ��� 0�~��

�
(2.34)

où l�on a noté par :

H��� 0

2 =

"X
t

"�t �
1

2

X
tt0

Gtt0

 X
�

v2��t0

!#
(u��tv�� 0t + u�� 0tv��t)

� 1
2

X
tt0

Gtt0

 X
�

(v��tv��t0)

!
(u��t0v�� 0t + u�� 0tv��t0)

� 1
2

X
tt0

Gtt0
X
�>0;�

(u��tv��t0 + u��t0v��t) (u�� 0tu��t0)

+
1

2

X
tt0

Gtt0

 X
�>0;�

(v��tv�� 0t0)

!
(u��t0v��t + u��tv��t0) (2.35)

qu�on peut mettre sous la forme :

H��� 0

2 =
X
t

"
"�t �

1

2

X
t0

Gtt0

 X
�

v2��t0

!#
(u��tv�� 0t + u�� 0tv��t)

� 1
2

X
tt0

Gtt0

 X
�

(v��tv��t0)

!
(u��t0v�� 0t + u�� 0tv��t0)

+
1

2

X
tt0

�tt0 (u�� 0tu��t0 � v��tv�� 0t0) (2.36)
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2.5.4 Expression de Hres

Hres se met sous la forme :

Hres = H22 +H3 +H4 (2.37)

où H22 regroupe les termes en �y�y�� , H3 regroupe les termes en �y�y�y� et �y��� et

H4 regroupe les termes en �y�y�y�y et ����:

a/Expression de H22 :

Nous avons :

H22 = �
1

2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

X
�1�2�3�4n

(u��1tu��2t0u��3t0u��4t + u��1tu��2t0u��3tu��4t0)�
y
��1
�y~��2�~��3���4

+ (u��1tv��2t0v��3t0u��4t + u��1tv��2t0v��3tu��4t0)�
y
��1
�y��3���4���2

+ (u��1tv��2t0u��3t0v��4t + u��1tv��2t0u��3tv��4t0)�
y
��1
�y~��4�~��3���2

+ (v��1tu��2t0u��3t0v��4t + v��1tu��2t0u��3tv��4t0)�
y
~��2
�y~��4�~��3�~��1

+ (v��1tu��2t0v��3t0u��4t + v��1tu��2t0v��3tu��4t0)�
y
��3
�y~��2�~��1���4

+ (v��1tv��2t0v��3t0v��4t + v��1tv��2t0v��3tv��4t0)�
y
��3
�y~��4�~��1���2

o
(2.38)

b/Expression de H3

H3 peut se mettre sous la forme :

H3 = H31 +H13 (2.39)
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Il s�écrit, alors :

H3 = �
1

2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

X
�1�2�3�4

fu��1tu��2t0 (u��3tv��4t0 + u��3t0v��4t)�
�y��1�

y
~��2
�y~��4�~��3 + �

y
~��3
�~��4�~��2���1

�
+ u��1tu��2t0 (u��4t0v��3t + u��4tv��3t0)�

�y��1�
y
~��2
�y��3���4 + �

y
��4
���3�~��2���1

�
� v��2t0u��1t (v��4tv��3t0 + v��4t0v��3t)�

�y��1�
y
��3
�y~��4���2 + �

y
��2
�~��4���3���1

�
� v��1tu��2t0 (v��3tv��4t0 + v��3t0v��4t)�

�y~��2�
y
��3
�y~��4�~��1 + �

y
~��1�~��4���3�~��2

�o
(2.40)

c/Expression de H4

H4 se met sous la forme :

H4 = H40 +H04 (2.41)

Il devient :

H4 = �
1

2

X
tt0

Gtt0
X
�;�>0

X
�1�2�3�4

f(u��1tu��2t0v��3tv��4t0 + u��1tu��2t0v��3t0v��4t)�
�y��1�

y
~��2
�y~��4�

y
��3
+ ���3�~��4�~��2���1

�o
(2.42)

2.6 Énergie BCS dans la représentation quasi-particule

L�énergie de l�état fondamental des noyaux pair-pairs EBCS est l�énergie d�un système

où toutes les particules sont appariées. Elle est dé�nie par :

EBCS = hBCS jHjBCSi (2.43)

où H est l�hamiltonien exprimé dans la représentation quasi-particule dont le vide est

l�état jBCSi donné par l�expression (2:16).

L�expression (2:43) devient alors :

EBCS � E0 (2.44)
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où E0 est donnée par l�expression (2:27) :

L�apport des termes

 
Gtr
X
�

v2��t

!
et

0@Gtt0  X
�

v2��t

!21A qui apparaissent dans les

expressions de ~"�r et E0 données respectivement par (2:24) et (2:26) est petit comparé à

celui des autres termes, on peut alors les négliger dans une première approximation.

Si de plus �pn = 0, les expressions des di¤érentes amplitudes de probabilité s�écrivent :

v2�1p

u2�1p

9=; =
1

2

8<:1� "�p � �pq
("�p � �p)2 +�2

pp

9=; et
v2�2n

u2�2n

9=; =
1

2

8<:1� "�n � �nq
("�n � �n)2 +�2

nn

9=;
(2.45)

Par ailleurs, si �pp = �nn = 0, ces amplitudes de probabilité deviennent :

v2�1p

u2�1p

9=; =
1

2

�
1� "�p � �p

j "�p � �p j

�
et

v2�2n

u2�2n

9=; =
1

2

�
1� "�n � �n

j "�n � �n j

�
(2.46)

On distingue deux cas, suivant que l�on soit en dessous ou au dessus des niveaux de Fermi

respectifs pour les protons et les neutrons.

En conclusion, lorsqu�on annule les e¤ets d�appariement les amplitudes d�occupation et

d�inoccupation se réduisent à :8<: v2�1p = 1 u2�1p = 0 "�p � �p < 0

v2�1p = 0 u2�1p = 1 "�p � �p > 0
(2.47)

et 8<: v2�2n = 1 u2�2n = 0 "�n � �n < 0

v2�2n = 0 u2�2n = 1 "�n � �n > 0
(2.48)

Dans ce cas l�énergie EBCS devient :

EBCS (� = 0) = 2
X0

�>0

"�p �Gpp
X0

�>0

1� 1
2
Gnp

X0

�>0

1

+ 2
X00

�>0

"�n �Gnn
X00

�>0

1� 1
2
Gnp

X00

�>0

1 (2.49)
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où les deux sommations
X0

�>0

et
X00

�>0

portent respectivement sur tous les niveaux occupés

par les protons et les neutrons (en dessous de leurs niveaux de Fermi respectifs). Or, dans

la théorie BCS habituelle pour un système de particules identiques, l�énergie de l�état

fondamental [30�32] est donnée par :

EBCS (�) = 2
X
�>0

"�v
2
� �G

X
�>0

v4� �
�2

G
(2.50)

qui devient :

EBCSp (� = 0) = 2
X0

�>0

"�p �Gpp
X0

�>0

1 pour le système protons (2.51)

et

EBCSn (� = 0) = 2
X00

�>0

"�n �Gnn
X00

�>0

1 pour le système neutrons (2.52)

où les signes sommes
X0

�>0

et
X00

�>0

portent sur tout les niveaux occupés par le système de

particules identiques (protons ou neutrons). En utilisant les expressions (2:51) et (2:52),

l�expression (2:49) devient :

EBCS (� = 0) = EBCSp (� = 0) + EBCSn (� = 0)

� 1
2
Gnp

 X0

�>0

1 +
X00

�>0

1

!
(2.53)

En conclusion, on véri�e bien que lorsqu�on annule l�appariement, l�énergie de l�état jBCSi

du noyau (protons+neutrons) est égale à la somme des énergies des systèmes protons et

neutrons pris séparément et du terme

 
�1
2
Gnp

 X0

�>0

1 +
X00

�>0

1

!!
qui traduit la coexis-

tence des deux systèmes protons et neutrons.

L�énergie de corrélation due à l�appariement des nucléons est donc :

Ep = EBCS (�pp;�nn;�pn)� EBCS (�pp = �nn = �pn = 0) (2.54)

37



En ce qui concerne l�état jBCSi donné par l�expression (2:16), il devient en absence

d�appariement (n-p) :

jBCSi =
Y
�>0

n�
u�1p + v�1pa

y
~�pa

y
�p

��
u�2n + v�2na

y
~�na

y
�n

�o
j0i (2.55)

L�expression (2:55) peut se mettre sous la forme :

jBCSi = jBCSip jBCSin (2.56)

où jBCSip et jBCSin sont respectivement les états fondamentaux des systèmes protons

et neutrons pris séparément [30�32].

2.7 Équations du gap

Compte tenu de l�expression (2:25) ; les paramètres du gap pour les di¤érents systèmes

sont donnés par :8>>>>>>><>>>>>>>:

�pp = �2Gpp
X
�>0

(u�1pv�1p + u�2pv�2p)

�nn = �2Gnn
X
�>0

(u�1nv�1n + u�2nv�2n)

�np = �Gnp
X
�>0

(u�1pv�1n + u�1nv�1p+u�2pv�2n + u�2nv�2p)

(2.57)

Les potentiels chimiques �p et �n sont obtenus en �xant en moyenne le nombre de

protons et de neutrons c�est-à-dire
D
BCS

���N̂p���BCSE et DBCS ���N̂n���BCSE :
En utilisant l�expression (1:15) et le calcul des contractions donné par (2:22) et (2:23) ;

on obtient : D
BCS

���N̂p���BCSE = 2 X
�>0;�

v2��p = 2
X
�>0

�
v2�1p + v

2
�2p

�
D
BCS

���N̂n���BCSE = 2 X
�>0;�

v2��n = 2
X
�>0

(v2�1n + v
2
�2n)

(2.58)
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En imposant à la fois la conservation du nombre de protons et du nombre de neutrons, ceci

entraîne à la fois la conservation du nombre total de particules et la troisième composante

de l�isospin. Soit, en utilisant l�expression (2:58) :8>>>><>>>>:

D
BCS

���N̂ ���BCSE = 2X
�>0
�;t

v2��t avec � = 1; 2 et t = p; n

D
BCS

���T̂z���BCSE = 1

2

D
BCS

����N̂n � N̂p����BCSE = X
�>0;�

�
v2��n � v2��p

�
(2.59)

Les équations du gap (2:57) et (2:58) forment un système non linéaire de cinq équa-

tions à cinq inconnues : �pp;�nn;�pn; �p et �n. Ce système a été résolu numériquement

dans le cas où l�appariement isovectoriel concerne des paires de nucléons renversées par

rapport au sens du temps [11,16,18,62]. Pour une forme d�hamiltonien plus générale telle

que la notre, cette solution reste valable.
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Chapitre 3

Nouvelle transformation de

Bogoliubov-Valatin

Dans le chapitre précédent, l�hamiltonien du système a été écrit dans la représen-

tation quasi-particule à l�aide de la transformation généralisée inverse de Bogoliubov-

Valatin. Ceci a permis de mettre H sous la forme donnée par l�expression (2:18) où

le terme constant représente l�énergie du fondamental; H11 est l�hamiltonien des quasi-

particules indépendantes sous forme non diagonale.H2 représente l�interaction entre quasi-

particules, il sera inclus dans le terme d�interaction résiduelle Hres. L�approximation des

quasi-particules indépendantes consiste à négliger Hres.

Il s�agit maintenant de diagonaliser H11 et de trouver la nouvelle transformation générali-

sée de Bogoliubov-Valatin. Ainsi, on dé�nira de nouveaux opérateurs �y�� et ��� qui seront

combinaisons linéaires des opérateurs de création et d�annihilation de vraies particules.

Nous utiliserons par la suite cette nouvelle transformation pour écrire l�état fondamental

des systèmes pair-pairs ainsi que les états excités à deux particules et leurs énergies.
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3.1 Les nouvelles quasi-particules et leurs énergies

Nous constatons qu�avec la transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin donnée

par l�expression (2:2) H11 n�est pas diagonal. En e¤et,

H11 =
X
��� 0

E��� 0�
y
����� 0 (3.1)

expression dans laquelle E��� 0 est donnée par l�expression (2:31) où on a remplacé ("�t)

par ("�t � �t). Dans le même ordre d�idée, comme en première approximation le terme 
Gtr
X
�

v2��t

!
est négligeable devant les autres termes dans l�expression de ~"�r alors de

même, l�apport du terme

 X
t0

Gtt0
X
�

v2��t0

!
est négligeable devant les autres termes qui

apparaissent dans l�expression de E��� 0.

Comme � ; � 0 = 1; 2 , l�expression (3:1) s�écrit sous la forme matricielle suivante :

H11 =
X
�

8<:��y�1; �y�2�
0@ E�11 E�12

E�21 E�22

1A0@ ��1

��2

1A9=; (3.2)

Notre but à présent est de trouver la transformation qui diagonalise H11. Cherchons les

valeurs propres de la matrice A� en annulant son polynôme caractéristique det (A� � ��I)

où la matrice A� est dé�nie par :

A� =

0@ E�11 E�12

E�21 E�22

1A (3.3)

L�hamiltonien étant hermitique : E�12 = E�21: Les valeurs propres de A� sont :

��1;2 =
1

2

�
(E�11 + E�22)�

q
(E�11 � E�22)2 + 4E2�12

�
(3.4)
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Les vecteurs propres normés correspondant respectivement à ��1 et �
�
2 sont :0@ x�11

x�12

1A et
0@ x�21

x�22

1A (3.5)

avec : 8><>:
x�11 =

E�12p
E2�12+(�

�
1�E�11)

2

x�12 =
��1�E�11p

E2�12+(�
�
1�E�11)

2

,

8><>:
x�21 =

(��2�E�22)p
E2�12+(�

�
2�E�22)

2

x�22 =
E�12p

E2�12+(�
�
2�E�22)

2

(3.6)

La transformation T qui diagonalise H11 est :

T =

0@ x�11 x�21

x�12 x�22

1A et T�1=

0@ x�11 x�12

x�21 x�22

1A (3.7)

L�opérateur H11 s�écrit donc :

H11 =
X
�

8<:��y�1; �y�2�T
0@ ��1 0

0 ��2

1AT�1
0@ ��1

��2

1A9=; (3.8)

qui devient :

H11 =
X
�

8<:��y�1; �y�2�
0@ ��1x

�2
11 + �

�
2x
�2
21 ��1x

�
12x

�
11 + �

�
2x
�
21x

�
22

��1x
�
12x

�
11 + �

�
2x
�
21x

�
22 ��1x

�2
12 + �

�
2x
�2
22

1A0@ ��1

��2

1A9=;
(3.9)

Cette expression s�écrit alors :

H11 =
X
�

X
�

���

 X
j

x��j�
y
�j

! X
k

x��k��k

!
(3.10)

Si l�on pose :

��� =
X
k

x��k��k de même �y�� =
X
k

x��k�
y
�k (3.11)
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H11 s�écrit :

H11 =
X
��

����
y
����� (3.12)

D�après l�expression (3:12) H11 qui décrit un système de quasi-particules indépendantes

est sous forme diagonale. Les valeurs propres ��� représentent les énergies de ces quasi-

particules et les vecteurs propres correspondant dé�nissent ainsi la nouvelle transformation

généralisée de Bogoliubov-Valatin. Elle est donnée par :0BBBBBB@
�y�1

�y�2

�~�1

�~�2

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
U�1p U�1n V�1p V�1n

U�2p U�2n V�2p V�2n

�V�1p �V�1n U�1p U�1n

�V�2p �V�2n U�2p U�2n

1CCCCCCA

0BBBBBB@
ay�p

ay�n

a~�p

a~�n

1CCCCCCA (3.13)

où l�on a noté par :8>>><>>>:
U��t =

X
j

x��ju�jt

V��t =
X
j

x��jv�jt
� = 1; 2 ; t = n; p et j = 1; 2 (3.14)

L�expression (3:13) se met sous la forme compacte suivante :

8>><>>:
�y�� =

X
t

�
U��ta

y
�t + V��ta~�t

�
�~�� =

X
t

�
�V��tay�t + U��ta~�t

� � = 1; 2 et t = n; p (3.15)

La transformation inverse de la nouvelle transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin

est : 8>><>>:
ay�t =

X
�

�
U��t�

y
�� � V��t�~��

�
a~�t =

X
�

�
V��t�

y
�� + U��t�~��

� � = 1; 2 et t = n; p (3.16)

Les relations qui expriment l�unitarité de la nouvelle transformation généralisée de Bogoliubov-

Valatin et de sa transformation inverse ont des formes analogues à celles données par les

43



expressions (2:8) et (2:13) où il faut remplacer les u et v par les U et V respectivement.

3.2 L�état fondamental des systèmes pair-pairs

L�état fondamental des noyaux pair-pairs est obtenu quand toutes les particules sont

appariées et occupent les niveaux de plus basses énergies. Un tel état a une énergie plus

petite comparée à un autre état où les particules sont non appariées ou appariées en

partie.

En utilisant la nouvelle transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin, l�état fon-

damental des systèmes pair-pairs est représenté par l�état j	i qui s�écrit :

j	i = C
Y
�>0

��1�~�1��2�~�2 j0i (3.17)

où C est la constante de normalisation.

En utilisant la relation (3:15) ; l�expression de l�état normé j	i devient :

j	i =
Y
�>0

n
B�1a

y
~�pa

y
�pa

y
~�na

y
�n +B

�
pa
y
~�pa

y
�p +B

�
na
y
~�na

y
�n +B

�
4

�
ay~�pa

y
�n + a

y
~�na

y
�p

�
+B�5

o
j0i

(3.18)

où les coe¢ cients B�1 , B
�
p , B

�
n, B

�
4 et B

�
5 sont tels que :

B�1 = b
�
1:C ; B

�
p = b

�
p:C ; B

�
n = b

�
n:C ; B

�
4 = b

�
4:C et B

�
5 = b

�
5:C

où l�on a noté par :

b�1 = (V�1pV�2n � V�1nV�2p)
2

b�p =
�
V 2�1p (U�2pV�2p + U�2nV�2n) + V

2
�2p (U�1nV�1n � U�1pV�1p)� 2U�1nV�1pV�2pV�2n

�
b�n = (V

2
�1n (U�2pV�2p + U�2nV�2n)� V 2�2n (U�1nV�1n � U�1pV�1p)� 2U�1pV�1nV�2pV�2n)

b�4 =
�
V�1nV�1p (U�2pV�2p + U�2nV�2n)� V 2�2n (U�1nV�1p)� V 2�2p (U�1pV�1n)

�
b�5 =

�
(U�1nV�1n + U�1pV�1p) (U�2pV�2p + U�2nV�2n)� (U�1nV�2n + U�1pV�2p)2

�
et C =

"Y
�>0

n
(b�1)

2 +
�
b�p
�2
+ (b�n)

2 + 2 (b�4)
2 + (b�5)

2
o#�1

2
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Dans le but d�alléger notre notation, l�expression (3:18) se met sous la forme :

j	i =
Y
�>0

j	�i (3.19)

avec

j	�i =
h
B�1a

y
~�pa

y
�pa

y
~�na

y
�n +B

�
pa
y
~�pa

y
�p +B

�
na
y
~�na

y
�n +B

�
4

�
ay~�pa

y
�n + a

y
~�na

y
�p

�
+B�5

i
j0i

(3.20)

L�énergie E0 de cet état aura une forme analogue à celle donnée par l�expression (2:27)

où nous remplacerons les u et v par leurs expressions en fonctions des U et V .

3.3 Calcul de l�énergie BCS dans la représentation

particule

L�hamiltonien H peut être mis sous la forme suivante :

H = H0 �
1

2
(Hap1 +Hap2) (3.21)

où

H0 =
X
j>0;t

"jt

�
ayjtajt + a

y
~jt
a~jt

�
(3.22)

Hap1 =
X
tt0

Gtt0
X
j,k>0

ayjta
y
~jt0
a~kt0akt (3.23)

et

Hap2 =
X
tt0

Gtt0
X
j,k>0

ayjta
y
~jt0
a~ktakt0 (3.24)

La valeur moyenne E0 = h	 jHj	i avec j	i donné par l�expression (3:18) est alors :

E0 = h	 jH0j	i �
1

2
[h	 jHap1j	i+ h	 jHap2j	i] (3.25)
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3.3.1 Calcul de h	 jH0j	i

Nous avons :

h	 jH0j	i =
Y
�>0

h	� j
"X
j>0;t

"jt

�
ayjtajt + a

y
~jt
a~jt

�#Y
�>0

j	�i (3.26)

qu�on réécrit sous la forme :

h	 jH0j	i =
Y
�>0

h	� j
"X
j>0;t

"jt

�
ayjtajt + a

y
~jt
a~jt

�#
h
Bj1a

y
~jp
ayjpa

y
~jn
ayjn +B

j
pa
y
~jp
ayjp +B

j
na
y
~jn
ayjn +B

j
4

�
ay~jpa

y
jn + a

y
~jn
ayjp

�
+Bj5

i
Y

�>0;� 6=j

j	�i (3.27)

En utilisant les relations d�anti-commutation entre les opérateurs de création et d�annihi-

lation de particules, on obtient :

h	 jH0j	i =
Y

�>0;� 6=j

h	� j
�
Bj1ajna~jnajpa~jp +B

j
pajpa~jp +B

j
najna~jn +B

j
4

�
ajna~jp + ajpa~jn

�
+Bj5

�
X
j>0

h
Bj4 ("jn + "jp)

�
ay~jpa

y
jn + a

y
~jn
ayjp

�
+ 2Bjn"jna

y
~jn
ayjn + 2B

j
p"jpa

y
~jp
ayjp

+2Bj1 ("jp + "jn) a
y
~jp
ayjpa

y
~jn
ayjn

i Y
�>0;� 6=j

j	�i (3.28)

qui devient :

h	 jH0j	i = 2
X
j>0

��
Bj24 +B

j2
1

�
("jn + "jp) +B

j2
n "jn +B

j2
p "jp

�
(3.29)

3.3.2 Calcul de h	 jHap1j	i

D�après l�expression (3:23) ; Hap1 peut se mettre sous la forme :

Hap1 = Hn +Hp +Hpn (3.30)
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où l�on a noté par :

Hp = Gpp
X
j;k>0

ayjpa
y
~jp
a~kpakp

Hn = Gnn
X
j;k>0

ayjna
y
~jn
a~knakn (3.31)

Hpn = Gpn
X
j;k>0

�
ayjpa

y
~jn
a~knakp + a

y
jna

y
~jp
a~kpakn

�

On obtient alors :

h	 jHap1j	i = h	 jHpj	i+ h	 jHnj	i+ h	 jHpnj	i (3.32)

a/ Calcul de h	 jHpj	i

Le terme Hp peut se mettre sous la forme :

Hp = Hp1 +Hp2 (3.33)

où :

Hp1 = Gpp
X
j>0

ayjpa
y
~jp
a~jpajp et Hp2 = Gpp

X
j;k>0
j 6=k

ayjpa
y
~jp
a~kpakp (3.34)

On obtient alors :

h	 jHp1j	i = Gpp
X
j>0

�
Bj21 +B

j2
p

�
(3.35)

et

h	 jHp2j	i = Gpp
X
j;k>0
j 6=k

�
Bj1B

j
n +B

j
5B

j
p

� �
Bk1B

k
n +B

k
5B

k
p

�
(3.36)

et par conséquent :

h	 jHpj	i = Gpp

2664X
j>0

�
Bj21 +B

j2
p

�
+
X
j;k>0
j 6=k

�
Bj1B

j
n +B

j
5B

j
p

� �
Bk1B

k
n +B

k
5B

k
p

�3775 (3.37)
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b/ Calcul de h	 jHnj	i

Le terme Hn se met sous la forme :

Hn = Hn1 +Hn2 (3.38)

où l�on a noté par :

Hn1 = Gnn
X
j>0

ayjna
y
~jn
a~jnajn et Hn2 = Gnn

X
j;k>0
j 6=k

ayjna
y
~jn
a~knakn (3.39)

Comme :

h	 jHn1j	i = Gnn
X
j>0

�
Bj21 +B

j2
n

�
(3.40)

et

h	 jHn2j	i = Gnn
X
j;k>0
j 6=k

�
Bj1B

j
p +B

j
5B

j
n

� �
Bk1B

k
p +B

k
5B

k
n

�
(3.41)

il vient :

h	 jHnj	i = Gnn

2664X
j>0

�
Bj21 +B

j2
n

�
+
X
j;k>0
j 6=k

�
Bj1B

j
p +B

j
5B

j
n

� �
Bk1B

k
p +B

k
5B

k
n

�3775 (3.42)

c/Calcul de h	 jHpnj	i

De la même manière, nous mettons Hpn sous la forme :

Hpn = Hpn1 +Hpn2 (3.43)
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avec la notation :

Hpn1 = Gpn
X
j>0

�
ayjpa

y
~jn
a~jnajp + a

y
jna

y
~jp
a~jpajn

�
(3.44)

Hpn2 = Gpn
X
j;k>0
j 6=k

�
ayjpa

y
~jn
a~knakp + a

y
jna

y
~jp
a~kpakn

�
(3.45)

Étant donné que :

h	 jHpn1j	i = 2Gpn
X
j>0

�
Bj24 +B

j2
1

�
(3.46)

et

h	 jHpn2j	i = 2Gpn
X
j;k>0
j 6=k

Bj4
�
Bj1 �B

j
5

�
Bk4
�
Bk1 �Bk5

�
(3.47)

On aboutit à :

h	 jHpnj	i = 2Gnp

2664X
j>0

(Bj24 +B
j2
1 ) +

X
j;k>0
j 6=k

Bj4
�
Bj1 �B

j
5

�
Bk4
�
Bk1 �Bk5

�3775 (3.48)

Finalement, l�expression (3:32) devient :

h	 jHap1j	i = Gpp

2664X
j>0

�
Bj21 +B

j2
p

�
+
X
j;k>0
j 6=k

�
Bj1B

j
n +B

j
5B

j
p

� �
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�3775
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j 6=k
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�
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�
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�
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�3775 (3.49)
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3.3.3 Calcul de h	 jHap2j	i

Comme dans le cas précédent, on a :

h	 jHap2j	i = h	 jHpj	i+ h	 jHnj	i+


	
��H 0

pn

��	� (3.50)

où les termes h	 jHpj	i et h	 jHnj	i sont donnés par les expressions (3:37) et (3:42). Le

seul terme que l�on doit calculer à présent est


	
��H 0

pn

��	� :
En adoptant la même démarche, le terme H 0

pn se met sous la forme :

H 0
pn = H

0
pn1 +H

0
pn2 (3.51)

où :

H 0
pn1 = Gpn

X
j>0

�
ayjpa

y
~jn
a~jpajn + a

y
jna

y
~jp
a~jnajp

�
(3.52)

H 0
pn2 = Gpn

X
j;k>0
j 6=k

�
ayjpa

y
~jn
a~kpakn + a

y
jna

y
~jp
a~knakp

�
(3.53)

On obtient donc : 

	
��H 0

pn1

��	� = 2GpnX
j>0

Bj24 (3.54)

et 

	
��H 0

pn2

��	� = 2Gpn X
j;k>0
j 6=k

Bj4
�
Bj1 �B

j
5

�
Bk4
�
Bk1 �Bk5

�
(3.55)

soit :



	
��H 0

pn

��	� = 2Gpn
2664X
j>0

Bj24 +
X
j;k>0
j 6=k

Bj4
�
Bj1 �B

j
5

�
Bk4
�
Bk1 �Bk5

�3775 (3.56)
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et donc :

h	 jHap2j	i = Gpp

2664X
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+
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�3775 (3.57)

En utilisant les expressions (3:29), (3:49) et (3:57) la valeur moyenne E0 est alors

donnée par :

E0 = 2
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��
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j
5B

j
p

� �
Bk1B

k
n +B
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j
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j
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�
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��
(3.58)

3.4 Les états excités à deux particules

A�n de trouver l�état excité à deux particules, nous allons d�abord donner l�expres-

sion de l�état excité à une quasi-particule que l�on utilisera pour trouver l�état excité à

deux quasi-particules non appariées. Finalement, nous utiliserons ce dernier pour obtenir

l�expression de l�état excité à deux particules non appariées.

51



3.4.1 L�état à une quasi-particule

En utilisant l�expression (3:15) ; l�état à une quasi-particule s�écrit :

�y�� j	i =
�
U��pa

y
�p + U��na

y
�n + V��pa~�p + V��na~�n

��
B�1a

y
~�pa

y
�pa

y
~�na

y
�n +B

�
pa
y
~�pa

y
�p +B

�
na
y
~�na

y
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�
4

�
ay~�pa

y
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y
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y
�p

�
+B�5

�
Y

j>0;j 6=�

j	ji (3.59)

qui devient :

�y�� j	i =
�
Bp;n3��A

y
�pa

y
�n +B

n;p
3��A

y
�na

y
�p + ��pa

y
�p + ��na

y
�n

� Y
j>0;j 6=�

j	ji (3.60)

où l�on a noté par :

Ay�t = a
y
~�ta

y
�t t = p; n

Bp;n3�� = B
�
pU��n +B

�
1V��n �B�4U��p

Bn;p3�� = B
�
nU��p +B

�
1V��p �B�4U��n

��p = B
�
5U��p +B

�
pV��p +B

�
4V��n

��n = B
�
5U��n +B

�
nV��n +B

�
4V��p

(3.61)

On constate alors que l�état à une quasi-particule correspond à une superposition d�états

ayant un nombre impair de particules. En e¤et, le niveau d�énergie "� peut être occupé soit

par un neutron ou un proton célibataire ou bien par une paire de protons appariés et un

neutron célibataire ou encore par une paire de neutrons appariés et un proton célibataire.

Quant aux autres niveaux, ils sont occupés par des particules appariées.
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3.4.2 L�état à deux quasi-particules

a/L�état à deux quasi-particules appariées

En utilisant la relation (3:15), l�état à deux quasi-particules appariées s�écrit :

�y���
y
~�� 0 j	i =

�
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�
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j	ji (3.62)

En utilisant les relations (1:3) ; cette expression devient :

�y���
y
~�� 0 j	i =

h
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y
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y
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y
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y
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y
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y
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j 6=�
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(3.63)

où l�on noté par :

Ay�t = a
y
~�ta

y
�t t = n; p

C�1 = �U��pB
n;p
3�� 0 � U��nB

p;n
3�� 0 (3.64)

C�p = �U��p�� 0p + V��nB
p;n
3�� 0

C�n = �U��n�� 0n + V��pB
n;p
3�� 0 (3.65)

C�;n;p4 = ��� 0nU��p �B
p;n
3�� 0V��p

C�;p;n4 = ��� 0pU��n �B
n;p
3�� 0V��n

C�5 = V��p�� 0p + �� 0nV��n

Ainsi l�état à deux quasi-particules appariées est une superposition d�états à nombre pair

de particules. Le niveau d�énergie "� peut ne comprendre aucune particule, tous les autres

niveaux sont occupés par des particules appariées ; comme il peut être occupé soit par

une paire de protons appariés, soit par une paire de neutrons appariés ou bien une paire
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mixte, ou encore deux paires homogènes. Quant aux autres niveaux, ils sont occupés par

des particules appariées.

b/L�état à deux quasi particules non appariées

En utilisant l�expression (3:60) ; l�état à deux quasi-particules non appariées s�écrit :
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y
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i Y
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j 6=� 6=�

j	ji (3.66)

Comme dans le cas précédent, l�état à deux quasi-particules non appariées correspond à

une superposition d�états à nombre pair de particules.

3.4.3 L�état excité à deux particules

Les états excités des systèmes à nombre pair de particules dont l�une est bloquée dans

l�état jkT i et l�autre dans l�état
���~lT 0E où k 6= l et T; T 0 = n; p ont pour expression :

���kT ~lT 0E = KTT 0

kl a
y
kTa

y
~lT 0

Y
j>0;
j 6=k 6=l

j	ji (3.67)

où KTT 0
kl est la constante de normalisation.

Nous allons distinguer successivement les états :

���kn~lpE = Knp
kl a

y
kna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji ,
���kp~lnE = Kpn

kl a
y
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y
~ln

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji (3.68)

���kp~lpE = Kpp
kl a

y
kpa

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji ,
���kn~lnE = Knn

kl a
y
kna

y
~ln

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji (3.69)

A�n de trouver les états physiques à deux particules, nous allons d�abord écrire la relation

de fermeture dans la base des états de quasi-particules.
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Soient Pj	i; Pj��i; Pj��~�� 0i et Pj���� 0i les opérateurs projection sur les sous espaces

engendrés respectivement par les états j	i ; j��i, j��~�� 0i et j���� 0i tels que :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

Pj	i = j	i h	j

Pj��i = a
X
��

j��i h�� j = a
X
��

�y�� j	i h	j ���

Pj��~�� 0i = b
X
��� 0

j��~�� 0i h��~�� 0j = b
X
��� 0

�y���
y
~�� 0 j	i h	j �~�� 0���

Pj���� 0i = c
X

�;�;� 6=�
�� 0

j���� 0i h���� 0j = c
X

�;�;� 6=�
�� 0

�y���
y
�� 0 j	i h	j ��� 0���

(3.70)

où a, b et c sont des constantes de normalisation.

La relation de fermeture dans la représentation quasi-particule est :

1 = j	i h	j+a
X
�;�

�y�� j	i h	j ���+b
X
�;�� 0

�y���
y
~�� 0 j	i h	j �~�� 0���+c

X
� 6=�
�� 0

�y���
y
�� 0 j	i h	j ��� 0���+::

(3.71)

Dans le but de déterminer les coe¢ cients a, b et c, on utilise le fait que les opérateurs

P sont des projecteurs et en particulier :

P2 = P (3.72)

et sachant que :

D
	
�������y�� 0���	E = ������ 0D

	
����~�� 0����y��1�y~��2���	E = �~���� 0�1���2 + ����� 0�2���1 (3.73)D

	
������ 0����y�1�y��2���	E = �������� 0�1���2 + ������� 0�2���1

On obtient : a = 1, b = 1
2
et c = 1

2

55



La relation de fermeture est donc :
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L�état à deux particules
���kn~lpE s�écrivant :
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On doit à présent calculer les di¤érents produits scalaires qui apparaissent dans cette

expression.
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1/Calcul de h	j aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji

On a :

h	j aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji =
Y
�>0

h	� j aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji (3.76)

Étant donné que l�on s�intéresse au niveau d�énergie où une particule est bloquée dans

un état jki et l�autre est bloquée dans un état jli où k 6= l et en utilisant le théorème de

Wick pour le calcul de l�expression (3:76), on obtient :

h	j aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji = 0 (3.77)

2/Calcul de h	j ���a
y
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y
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y
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y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji

En procédant de la même manière et en utilisant l�expression (3:60), on aboutit à :

h	j ���a
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y
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Y
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j 6=k 6=l

j	ji =
Y
j>0
j 6=�

h	jj
�
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�
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y
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Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji (3.78)

Comme l�état �y�� j	i est une superposition d�états à nombre impair de particules, il est

donc orthogonal à l�état à deux particules non appariées aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji. En utilisant le

théorème de Wick, on trouve :

h	j ���a
y
kna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji = 0 et h	j �~��a
y
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y
~lp

Y
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j 6=k 6=l

j	ji = 0 (3.79)
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3/Calcul de h	j �~�� 0���a
y
kna

y
~lp

Y
j>0;j 6=k 6=l

j	ji

On s�intéresse dans notre calcul aux états excités à deux particules non appariées c�est

à dire occupant des niveaux d�énergie distincts. Or, comme on l�a déjà vu précédemment,

l�état �y���
y
~�� 0 j	i est une superposition d�états à nombre pair de particules appariées.

Par conséquent, l�état aykna
y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji lui est perpendiculaire. D�où :

h	j �~�� 0���a
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y
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Y
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j	ji = 0 (3.80)

4/Calcul de h	j �~�� 0���a
y
kna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji

En utilisant l�état à deux quasi-particules non appariées donné par l�expression (3:66),

on obtient :
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�
aykna

y
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Y
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j 6=k 6=l
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(3.81)

Le seul terme qui a une contribution non nulle est :

Y
j>0

j 6=� 6=�

h	jj
�
�� 0pa~�p + �� 0na~�n

� �
��pa�p + ��na�n

�
aykna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji (3.82)

qui se réduit à :

k�nl� 0p�k���l (3.83)
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5/Calcul de h	j ��� 0���a
y
kna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji et h	j �~�� 0�~��a
y
kna

y
~lp

Y
j>0
j 6=k 6=l

j	ji

En suivant le même raisonnement, on montre aisément que la contribution de ces deux

termes est nulle.

En conclusion, l�état excité à deux particules non appariées donné par l�expression

(3:75) prend la forme suivante :

���kn~lpE = Knp
kl

X
�� 0

k�nl� 0p�
y
k��

y
~l� 0
j	i (3.84)

où

Knp
kl =

 X
�� 0

2k�n
2
l� 0p

!� 1
2

(3.85)

D�une manière générale, les états excités à deux particules normés sont donnés par :

���kT~lT 0E = KTT 0

kl

X
�� 0

k�Tl� 0T 0�
y
k��

y
~l� 0
j	i (3.86)

avec :

KTT 0

kl =

 X
�� 0

2k�T
2
l� 0T 0

!� 1
2

(3.87)

D�après l�expression (3:86) ; nous remarquons que les états excités à deux particules

se présentent comme combinaisons linéaires d�états à deux quasi-particules.

3.5 Énergie des états excités à deux particules

L�énergie de l�état excité à deux particules dé�ni précédemment est :

ETT
0

kl =
D
kT~lT 0 jHj kT~lT 0

E
=
�
KTT 0

kl

�2 X
�1�2�3�4

k�1Tl�2T 0k�3Tl�4T 0
D
	 j �~l�4�k�3H�

y
k�1
�y~l�2

j 	
E

(3.88)
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L�approximation des quasi-particules indépendantes consiste à négliger le terme d�in-

teraction résiduelle Hres [26]. L�hamiltonien H s�écrit alors :

H = E0 +
X
��

����
y
����� (3.89)

En injectant cette équation dans l�expression (3:88) et en utilisant le théorème de

Wick, on obtient :

ETT
0

kl = E0+
�
KTT 0

kl

�2 " X
�

�k�
2
k�T

! X
�

2l�T 0

!
+

 X
�

�l�
2
l�T 0

! X
�

2k�T

!#
(3.90)

où ��� et E0 sont donnés respectivement par les expressions (3:4) et (3:58) :

En conclusion, nous avons écrit dans le présent chapitre la transformation généralisée

de Bogoliubov-Valatin qui diagonalise l�hamiltonien du système H dé�nissant ainsi une

base de représentation pour les états sur lesquels il est diagonal. Ceci nous a permis

par la suite de trouver les états excités à deux particules des systèmes pair-pairs et leurs

énergies dans le cadre de l�approximation des quasi-particules indépendantes. Ces derniers

se présentent comme combinaisons linéaires d�états à deux quasi-particules contrairement

à leurs homologues de la méthode BCS; pour un système de particules identiques, qui se

réduisent aux états à deux quasi-particules [30�32].
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Chapitre 4

Le moment d�inertie

Le moment d�inertie est une grandeur physique très importante qui joue un rôle pri-

mordial dans la description des mouvements de rotation des noyaux. Du fait qu�il est

sensible à la déformation, sa mesure peut donner des indications précieuses sur la forme

du noyau [30�32]. Or, son évaluation n�a pas donné les résultats espérés compte tenu des

grands écarts existant entre les valeurs théoriques et les données expérimentales corres-

pondantes et ceci malgré les di¤érentes méthodes utilisées pour les réduire. A�n d�évaluer

le moment d�inertie plusieurs modèles furent élaborés tels que : le modèle du �ux irro-

tationnel, rotationnel et le modèle du cranking. Des améliorations ont été apportées à

ces modèles et cela en introduisant les interactions résiduelles dont la composante la plus

importante est celle due aux corrélations d�appariement [60,63].

Dans le présent chapitre nous allons étudier l�e¤et de l�interaction d�appariement sur

le moment d�inertie dans l�approximation BCS. Aussi, le moment de l�état fondamental

sera calculé par la méthode du cranking d�Inglis [21�23].

4.1 Modèle du cranking d�Inglis

Dans le modèle du cranking d�Inglis (1954), les nucléons ne suivent pas d�une manière

rigide le mouvement global de rotation. En e¤et, le noyau est considéré comme un ensemble

de nucléons se déplaçant indépendamment les uns des autres dans un champ moyen et
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l�e¤et de rotation est traité comme perturbation du système. Ce modèle admet que le

processus étudié est approximativement adiabatique [30,60,63] c�est-à-dire que les vitesses

collectives sont petites comparées aux vitesses du mouvement intrinsèque des nucléons.

Cette approximation permet de justi�er le découplage entre le mouvement des particules

indépendantes dans le champ moyen et les modes collectifs du noyau.

Si l�on désigne par ! la vitesse angulaire de rotation du système de coordonnées autour

d�un axe �xe dans l�espace, généralement l�axe Ox, l�axe de symétrie Oz lui sera perpen-

diculaire, alors les nucléons qui sont considérés comme des particules indépendantes se

meuvent dans un potentiel moyen qui tourne avec le repère. La méthode du cranking

consiste à chercher les fonctions d�onde intrinsèques stationnaires dans le repère en rota-

tion.

4.1.1 Formule d�Inglis

La fonction d�onde pour le système en rotation exprimée dans le repère �xe est solution

de l�équation de Schrödinger dépendante du temps :

H'! (
�!r ; t) = ih@'! (

�!r ; t)
@t

(4.1)

Cette solution est de la forme :

'0! (
�!r ; t) = ei!tjx'! (�!r ; t) (4.2)

où jx représente la projection sur l�axe Ox du moment angulaire.

Les expressions (4:1) et (4:2) conduisent à :

(H � h!jx)'0! (�!r ; t) = ih
@'0! (

�!r ; t)
@t

(4.3)
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La fonction d�onde '0! (
�!r ; t) est stationnaire dans le repère en rotation, elle s�écrit alors

sous la forme :

'0! (
�!r ; t) = e�

iE0!t
h �! (

�!r ) (4.4)

L�expression (4:3) devient donc :

(H � h!jx)�! (�!r ) = E 0!�! (�!r ) (4.5)

qui se met sous la forme :

H!�! (
�!r ) = E 0!�! (�!r ) (4.6)

où l�on a noté par :

H! = H � h!jx (4.7)

H! représente l�hamiltonien du cranking pour un système de particules indépendantes.

D�après l�équation (4:5) nous constatons que les fonctions �! (
�!r ) ne sont pas états

propres de l�hamiltonien du système H ni du moment angulaire jx et c�est là le principal

défaut du modèle du cranking. Étant donné que la composante jx du moment angulaire

total commute avec l�hamiltonien H et comme toute valeur moyenne est indépendante de

la représentation utilisée, nous avons :

E (!) = h'! (�!r ; t) jHj'! (�!r ; t)i = h'0! (�!r ; t) jHj'0! (�!r ; t)i (4.8)

L�expression (4:4) nous permet d�écrire :

E (!) = h�! (�!r ) jHj�! (�!r )i (4.9)

Nous considérons le terme !jx comme terme perturbatif à l�hamiltonienH. La vitesse

angulaire de rotation étant petite, nous développons E (!) en série de puissance de !

jusqu�à l�ordre 2. L�équation aux valeurs propres pour le système perturbé s�écrit alors :

H! j�!i = E (!) j�!i (4.10)
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Nous avons jusqu�au deuxième ordre en ! :

E (!) = E0 + !E1 + !
2E2 (4.11)

j�!i = j	i+ !
��	(1)�+ !2 ��	(2)� (4.12)

Sachant que j	i et E0 représentent respectivement la fonction d�onde et l�énergie du

système non perturbé. Nous supposons que les états propres de H! sont orthonormés :



	(i) j 	(j)

�
= �ij d�où h	 j �!i = 1 (4.13)

En remplaçant les expressions (4:11) et (4:12) dans l�expression (4:10) et par identi�cation

nous aboutissons à :

j	i = E0 j	i (4.14)

H
��	(1)�� jx j	i = E0 ��	(1)�+ E1 j	i (4.15)

H
��	(2)�� jx ��	(1)� = E2 j	i+ E1 ��	(1)�+ E0 ��	(2)� (4.16)

En multipliant les deux membres de l�équation (4:15) par le bras h	j et en tenant compte

de la relation d�orthonormalisation donnée par l�expression (4:13) nous aboutissons à :

E1 = 0 (4.17)

Pour déterminer l�état
��	(1)� ; nous développons ce dernier sur la base fj	kig :

��	(1)� =X
k

ak j	ki (4.18)

L�équation (4:15) devient :

(H � E0)
X
k

ak j	ki = jx j	i (4.19)
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En multipliant les deux membres de l�équation (4:19) par le bras h	�j où h	�j 6= h	j ;

nous obtenons :

a� = h
h	� jjxj	i
E� � E0

où les E� sont les énergies propres de H.

L�expression (4:18) devient :

��	(1)� = hX
� 6=0

h	� jjxj	i
E� � E0

j	�i (4.20)

En procédant de la même manière et en injectant ce résultat dans l�expression (4:16),

nous obtenons :

E2 = h
2
X
� 6=0

jh	 jjxj	�ij2

E0 � E�
(4.21)

Les expressions (4:11) et (4:12) deviennent :

E (!) = E0 + !
2h2
X
� 6=0

jh	 jjxj	�ij2

E0 � E�
(4.22)

j�!i = j	i+ !2
��	(2)� (4.23)

Sachant que :

E (!) = E0 +
1

2
I!2 (4.24)

où I est le moment d�inertie du système en rotation. Par identi�cation, on obtient :

I = 2h2
X
� 6=0

jh	� jjxj	ij2

E� � E0
(4.25)

L�expression (4:25) représente le moment d�inertie statique.

Posons :

j	�i = j�i et j	i = j0i (4.26)
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L�expression (4:25) s�écrit alors :

I = 2h2
X
�
� 6=0

jh� jjxj 0ij2

(E� � E0)
(4.27)

4.2 L�e¤et de l�appariement isovectoriel sur le mo-

ment d�inertie

Nous nous intéressons dans ce qui suit à l�e¤et des corrélations d�appariement dans

le cas isovectoriel sur le moment d�inertie. Pour cela, l�hamiltonien qui apparaît dans

l�expression (4:7) est notre hamiltonien sous sa forme diagonale donnée par l�expression

(3:89) et l�état fondamental j0i est représenté par l�état fondamental des noyaux pair-

pairs j	i donné par l�expression (3:18) d�énergie EBCS. Le moment d�inertie donné par

l�expression (4:27) prend alors la forme suivante :

I = 2h2
X
i
i6=0

jhi jjxj	ij2

Ei � EBCS
(4.28)

où l�état jii est di¤érent de l�état jBCSi

L�opérateur moment angulaire étant un opérateur à un corps, il s�écrit dans le formalisme

de la seconde quanti�cation comme :

jx =
X
kl
tt0

hkt jjxj lt0i ayktalt0 (4.29)

et compte tenu de la transformation généralisée inverse de Bogoliubov-Valatin donnée par

(3:16), jx prend la forme :

jx =
X
kl;tt0

�� 0

hkt jjxj lt0i
�
Uk�t�

y
k� � Vk�t�~k�

��
Ul� 0t0�l� 0 � Vl� 0t0�

y
~l� 0

�
(4.30)
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L�élément de matrice hi jjxj	i s�écrit alors :

hi jjxj	i =
X
kl;tt0

�� 0

hkt jjxj lt0i
D
i
���h�Uk�tVl� 0t0�yk��y~l� 0 + Vk�tVl� 0t0�~k��y~l� 0i���	E (4.31)

Le seul terme ayant une contribution non nulle dans l�expression (4:31) est le terme :

�
X
kl;tt0

�� 0

hkt jjxj lt0iUk�tVl� 0t0
D
i
����yk��y~l� 0���	E (4.32)

où l�état jii ne peut être que l�état à deux particules donné par l�expression (3:86) d�énergie

ETT
0

�� donnée par l�expression (3:90) : L�expression (4:31) s�écrit alors :

h�T�T 0 jjxj	i = �
X
kl;tt0

�� 0�1�2

hkt jjxj lt0iKTT 0

�� ��1T��2T 0Uk�tVl� 0t0
D
	
����~��2���1�yk��y~l� 0���	E

(4.33)

Or, en utilisant le théorème de Wick nous avons :

D
	
����~��2���1�yk��y~l� 0���	E = �k~��l~����2�� 0�1 + �l��k��� 0�2���1 (4.34)

L�expression (4:33) se met sous la forme :

h�T�T 0 jjxj	i = �
X
tt0
�� 0

KTT 0

�� ��T�� 0T 0 [U�� 0t0V��t h~�t0 jjxj ~�ti+ U��tV�� 0t0 h�t jjxj�t0i]

(4.35)

L�opérateur jx étant impair par renversement par rapport au sens du temps :

h�t jjxj�t0i = �h~�t0 jjxj ~�ti (4.36)
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L�expression (4:35) devient :

h�T�T 0 jjxj	i =
X
tt0
�� 0

KTT 0

�� ��T�� 0T 0 [U�� 0t0V��t � U��tV�� 0t0 ] h�t jjxj�t0i (4.37)

On obtient alors pour l�expression du moment d�inertie dans le cadre de notre étude où

l�e¤et d�appariement entre particules identiques et l�appariement neutron-proton sont pris

en compte la formule suivante :

I = 2h2
X
�;�
� 6=�
TT 0

�������
X
tt0
�� 0

KTT 0
�� ��T�� 0T 0 h�t jjxj�t0i [U�� 0t0V��t � U��tV�� 0t0 ]

�������
2

ETT 0�� � EBCS
(4.38)

Dans le cas où l�appariement neutron-proton est nul (�np = 0) et compte tenu du

résultat donné par les expressions (1:61) et (1:62) ; les éléments de la matrice A� donnée

par l�expression (3:3) s�écrivent en première approximation :

E�11 = ["�p � �p]
�
u2�1p � v2�1p

�
� 2�ppu�1pv�1p

E�22 = ["�n � �n]
�
u2�2n � v2�2n

�
� 2�nnu�2nv�2n (4.39)

E�12 = 0 ; E�21 = 0

Dans ces expressions les demi-largeurs du gap �pp et �nn sont données par :

�pp = ��pBCS ; �nn = ��nBCS (4.40)

où �pBCS et �nBCS sont les demi-largeurs du gap des systèmes protons et neutrons pris

séparément [30�32]. Notons que dans le présent travail, nous avons :

GpBCS = 2Gpp et GnBCS = 2Gnn (4.41)

68



où GpBCS et GnBCS sont les constantes d�appariement habituellement utilisées dans la

théorie BCS pour un système de particules identiques [30�32].

En utilisant les expressions (2:45) ; nous obtenons pour le système protons :

u2�1p � v2�1p =
["�p � �p]q

["�p � �p]2 + [�pBCS]
2

(4.42)

et

2u�1pv�1p =
[�pBCS]q

["�p � �p]2 + [�pBCS]
2

(4.43)

et des relations analogues pour le système neutrons.

L�expression (4:39) s�écrit :

E�11 =

q
["�p � �p]2 + [�pBCS]

2 et E�22 =

q
["�n � �n]2 + [�nBCS]

2

(4.44)

E�11; E�22 sont respectivement les énergies des quasi-particules de type 1 qui correspondent

aux protons et de type 2 qui correspondent aux neutrons. Par conséquent, l�hamiltonien

diagonal H11 donné par l�expression (3:1) se met sous la forme :

H11 =
X
�

�
E�p�

y
�1��1 + E�n�

y
�2��2

�
(4.45)

où l�on a noté par : E�p = E�11 et E�n = E�22:

Ainsi, les opérateurs ��� et �
y
�� donnés par l�expression (3:11) se réduisent aux opérateurs

��� et �y�� respectivement.

Aussi, nous pouvons conclure que lorsque l�appariement neutron-proton est nul, les am-

plitudes de probabilité U��t; V��t qui apparaissent dans l�expression (3:13) sont identiques

aux amplitudes de probabilité u��t; v��t donnés par (1:61) et (1:62) respectivement.
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L�expression (4:38) du moment d�inertie s�écrit :

I (�pn = 0) = 2h
2
X
�;�
� 6=�
TT 0

1�
ETT 0�� � EBCS

� ���KTT 0

��

�
�1T�1T 0 h�p jjxj�pi [u�1pv�1p � u�1pv�1p]

+ �1T�2T 0 h�p jjxj�ni [u�2nv�1p � u�1pv�2n]

+ �2T�1T 0 h�n jjxj�pi [u�1pv�2n � u�2nv�1p]

+ �2T�2T 0 h�n jjxj�ni [u�2nv�2n � u�2nv�2n]
��2 (4.46)

où T; T 0 = n; p

Or, dans le cas où l�appariement neutron-proton est nul, les coe¢ cients �1T et �2T

donnés par l�expression (3:61) deviennent :

�1p = B�5u�1p +B
�
pv�1p

�1n = B�4v�1p (4.47)

�2p = B�4v�2n

�2n = B�5u�2n +B
�
nv�2n

De même, les coe¢ cients B�5 ; B
�
p ; B

�
n et B

�
4 qui apparaissent dans l�expression (3:18)

s�écrivent sous la forme :

B�5 = C (u�1pv�1p) (u�2nv�2n)

B�p = C
�
v2�1pu�2nv�2n

�
(4.48)

B�n = C
�
v2�2nu�1pv�1p

�
B�4 = 0

où la constante C vaut :

C =

 Y
�>0

v2�1pv
2
�2n

!� 1
2

(4.49)

En remplaçant les expressions (4:48) et (4:49) dans les expressions notées par (4:47) ; on
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obtient :

�1p = (u�2nv�2nv�1p)

 Y
�>0

v2�1pv
2
�2n

!� 1
2

�2n = (u�1pv�1pv�2n)

 Y
�>0

v2�1pv
2
�2n

!� 1
2

(4.50)

�1n = �2p = 0

En ce qui concerne la constante de normalisation des états à deux particules non appariées

donnée par l�expression (3:87) ; elle devient pour T; T 0 = n; p :

Kpp
�� =

�
�1p�1p

��1
Knn
�� =

�
�2n�2n

��1
(4.51)

Kpn
�� =

�
�1p�2n

��1
Knp
�� =

�
�2n�1p

��1
Quant à l�énergie de l�état excité à deux particules par rapport à l�énergie du fondamental

donnée par l�expression (3:90) ; elle devient toujours pour T; T 0 = n; p :

Epp�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) =
�
Kpp
��

�2
(E�p + E�p) 

2
�1p

2
�1p

Enn�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) =
�
Knn
��

�2
(E�n + E�n) 

2
�2n

2
�2n (4.52)

Epn�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) =
�
Kpn
��

�2
(E�p + E�n) 

2
�1p

2
�2n

Enp�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) =
�
Knp
��

�2
(E�n + E�p) 

2
�2n

2
�1p
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En injectant les expressions (4:51) dans (4:52), on obtient :

Epp�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) = (E�p + E�p)

Enn�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) = (E�n + E�n) (4.53)

Epn�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) = (E�p + E�n)

Enp�� (�np = 0)� EBCS (�np = 0) = (E�n + E�p)

Ce qui conduit à l�expression suivante du moment d�inertie :

I (�pn = 0) = 2h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�p + E�p)
jh�p jjxj�pi [u�1pv�1p � u�1pv�1p]j2

+2h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�n + E�n)
jh�n jjxj�ni [u�2nv�1p � u�1pv�2n]j2

+4h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�p + E�n)
jh�n jjxj�pi [u�1pv�2n � u�2nv�1p]j2 (4.54)

Or, dans la théorie BCS habituelle pour un système de particules identiques le moment

d�inertie [21,60,63] est donné par l�expression suivante :

I = 2h2
X
�;�
� 6=�

jh� jjxj�i (u�v� � u�v�)j2

E� + E�
(4.55)

L�expression (4:54) devient alors :

I (�pn = 0) = Ip + In + Ipn (4.56)
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où l�on a noté par :

Ip = 2h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�p + E�p)
jh�p jjxj�pi [u�1pv�1p � u�1pv�1p]j2 (4.57)

In = 2h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�n + E�n)
jh�n jjxj�ni [u�2nv�1p � u�1pv�2n]j2 (4.58)

Ipn = 4h2
X
�;�
� 6=�

1

(E�p + E�n)
jh�n jjxj�pi [u�1pv�2n � u�2nv�1p]j2 (4.59)

Nous remarquons que le moment d�inertie du système (neutrons+protons) lorsqu�on an-

nule l�appariement (n-p) ne se réduit pas à la somme des moments d�inertie des systèmes

respectifs. En e¤et, le terme Ipn n�est nul que si les éléments de matrice h�n jjxj�pi sont

nuls.

En conclusion, nous avons commencé dans le présent chapitre par établir à titre de

rappel le moment d�inertie d�Inglis dans le modèle du cranking. Par la suite, nous avons

calculé le moment d�inertie pour les noyaux pair-pairs dans le cas où les corrélations

d�appariement qui sont prises en considération sont celles qui s�exercent entre particules

identiques ou non, sachant qu�on s�est limité au cas isovectoriel (T = 1). Finalement, nous

avons utilisé le résultat concernant la forme que prennent les di¤érentes amplitudes de

probabilité lorsqu�on annule l�appariement neutron-proton (�np = 0) et on a constaté

que le moment d�inertie se présente comme la somme du moment d�inertie du système

protons, du système neutrons ainsi que d�une autre quantité qui dépend de l�élément de

matrice h�n jjxj�pi qui exprime l�existence des deux systèmes en commun. Rappelons

que nous avons supposé dans le premier chapitre que les niveaux protons et neutrons sont

identiques donc cet élément de matrice est à priori non nul. Toutefois, s�il est nul, alors le

moment d�inertie se présente sous la forme d�une somme de moment d�inertie du système

protons Ip et du système neutrons In, ce cas se présente lorsque les orbitales "neutrons"

et "protons" sont di¤érentes.
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Conclusion

Dans la présente étude une méthode de traitement des corrélations d�appariement du

type isovectoriel (T=1), incluant à la fois l�appariement entre particules identiques et une

partie de l�appariement neutron-proton, a été développée.

L�expression de l�hamiltonien nucléaire a été d�abord établie. Cette observable a été

diagonalisée approximativement en utilisant la méthode de linéarisation après avoir ex-

plicité la matrice d�excitation correspondante.

La transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin qui décrit la nouvelle représen-

tation de quasi-particule a été formulée. En exprimant l�hamiltonien dans cette repré-

sentation, il a été noté que contrairement à la théorie BCS habituelle pour un système

de particules identiques, il n�était pas sous forme diagonale. Il était alors naturel de le

diagonaliser, trouvant ainsi la nouvelle transformation généralisée de Bogoliubov-Valatin.

Ceci a permis de dé�nir de nouvelles amplitudes d�occupation et d�inoccupation des états.

Les nouveaux opérateurs, dans cette représentation, sont combinaisons linéaires des opé-

rateurs de création et d�annihilation de particules.

Dans une deuxième étape, les états fondamental et excités à deux particules ont été

déterminés. Ces derniers se présentent comme combinaisons linéaires d�états à deux quasi-

particules contrairement à leurs homologues de la méthode BCS pour un système de

particules identiques, qui se réduisent aux états à deux quasi-particules. Leurs énergies

ont été calculées dans le cadre de l�approximation des quasi-particules indépendantes.

Nous nous sommes intéressés par la suite à l�expression du moment d�inertie calculé

dans le cadre du modèle du cranking d�Inglis en présence des corrélations d�appariement

isovectoriel. L�expression du moment d�inertie du système (neutrons+protons) a alors été
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établie. Il a été constaté que lorsqu�on ne tient pas compte de l�appariement (n-p), en

annulant �np, le moment d�inertie du système (neutrons+protons) ne se réduit pas, en

général, à la somme des moments d�inertie des systèmes pris séparément. Ce cas ne se

présente que si l�on suppose que les neutrons et protons se meuvent dans des champs

moyens di¤érents car le moment cinétique ne connecte pas les orbitales de ces deux types

de particules.
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Annexe A

Calcul des commutateurs
h
H 0; ay�r

i
et�

H 0; a~�r
�

A.1 Calcul de
�
H 0; ay�r

�
L�hamiltonien auxiliaire s�écrit :

H 0 =
X
;t

("t � �t) aytat �
1

2

X
tt0

Gtt0
X
;�>0

�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
(A.1)

d�où :

�
H 0; ay�r

�
=
X
>0;t

("t � �t)
h
aytat; a

y
�r

i
�1
2

X
tt0

Gtt0
X
;�>0

h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; ay�r

i
(A.2)

On est alors amené à calculer les di¤érents commutateurs qui apparaissent dans l�expres-

sion (A:2)

A.1.1 Calcul de
h
aytat; a

y
�r

i
On a :

h
aytat; a

y
�r

i
= aytata

y
�r � ay�ra

y
tat

En tenant compte des relations d�anti-commutation des opérateurs a; ay données par les
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relations (1:3) ; on obtient : h
aytat; a

y
�r

i
= ay�r���tr (A.3)

A.1.2 Calcul de
h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; ay�r

i
On a :h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; ay�r

i
=
h
ayta

y
~t0a~�t0a�t; a

y
�r

i
+
h
ayta

y
~t0a~�ta�t0 ; a

y
�r

i
Or,

h
ayta

y
~t0a~�ta�t0 ; a

y
�r

i
= ayta

y
~t0a~�ta�t0a

y
�r � ay�ra

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

= ayta
y
~t0a~�t����t0r � a

y
ta

y
~t0a~�ta

y
�ra�t0 � ay�ra

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

= ayta
y
~t0a~�t����t0r � ��~��tra

y
ta

y
~t0a�t0 (A.4)

= ayta
y
~ra~�t����t0r + ��~��tra

y
ra

y
~t0a~�t0 (��~� = ��~��)

et

h
ayta

y
~t0a~�t0a�t; a

y
�r

i
= ayta

y
~t0a~�t0a�ta

y
�r � ay�ra

y
ta

y
~t0a~�t0a�t

= ayta
y
~t0a~�t0����tr � a

y
ta

y
~t0a~�t0a

y
�ra�t � ay�ra

y
ta

y
~t0a~�t0a�t

= ayta
y
~t0a~�t0����tr � ��~��t0ra

y
ta

y
~t0a�t (A.5)

= ayra
y
~t0a~�t0����tr + ��~��t0ra

y
ta

y
~ra~�t (��~� = ��~��)

En utilisant (A:3) ; (A:4) , (A:5) et comme t, t0 sont des indices muets l�expression (A:2)

devient : �
H 0; ay�r

�
= ("�r � �r) ay�r �

X
t

Gtr
X
>0

�
ayta

y
~r + a

y
ra

y
~t

�
a~�t (A.6)
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A.2 Calcul de [H 0; a~�r]

On a :

[H 0; a~�r] =
X
>0;t

("t � �t)
h
aytat; a~�r

i
�1
2

X
tt0

Gtt0
X
;�>0

h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; a~�r

i
(A.7)

A.2.1 Calcul de
h
aytat; a~�r

i
On a :

h
aytat; a~�r

i
= aytata~�r � a~�raytat

En suivant les mêmes étapes de calcul, on trouve :

h
aytat; a~�r

i
= �a~�r�~��tr (A.8)

Ce résultat est prévisible à partir du moment où :

h
aytat; a

y
�r

iy
= �

h
aytat; a�r

i
(A.9)

En utilisant (A:3) , on obtient :

h
aytat; a�r

i
= �a�r���tr (A.10)

d�où, h
aytat; a~�r

i
= �a~�r�~��tr (A.11)

A.2.2 Calcul de
h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; a~�r

i
On a :h�
ayta

y
~t0a~�t0a�t + a

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

�
; a~�r

i
=
h
ayta

y
~t0a~�t0a�t; a~�r

i
+
h
ayta

y
~t0a~�ta�t0 ; a~�r

i
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Or,

h
ayta

y
~t0a~�ta�t0 ; a~�r

i
= ayta

y
~t0a~�ta�t0a~�r � a~�ra

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

= ayta
y
~t0a~�ra~�ta�t0 � a~�ra

y
ta

y
~t0a~�ta�t0

= ayta~�ta�t0���t0r � �~��tray~t0a~�ta�t0 (A.12)

= ay�ta~�ta�r���t0r + �~��tra
y
�t0a~�ra�t0

�
a~ = a�

~�
= �a�

�
De même :

h
ayta

y
~t0a~�t0a�t; a~�r

i
= ayta

y
~t0a~�t0a�ta~�r � a~�ra

y
ta

y
~t0a~�t0a�t

= ayta~�t0a�t���t0r � ayta~�ray~t0a~�t0a�t � a~�ra
y
ta

y
~t0a~�t0a�t

= ayta~�t0a�t���t0r � ay~t0a~�t0a�t�~��tr (A.13)

= ay�ta~�ra�t���t0r + a
y
�t0a~�t0a�r�~��tr

�
ay~ = a

y
�
~�
= �ay�

�
En utilisant (A:8) ; (A:12) et (A:13) et comme t, t0 sont des indices muets l�expression

(A:7) devient :

[H 0; a~�r] = � ("�r � �r) a~�r �
X
t

Gtr
X
�>0

ay�t (a~�ra�t + a~�ta�r) (A.14)

 et � étant des indices muets, on retrouve les expressions données par (2:22) et (2:23) :

79



Annexe B

Application du théorème de Wick

Les expressions (A:6) et(A:14) étant non linéaires par rapport à a et ay, nous allons

appliquer le théorème de Wick pour les linéarisées.

pour l�expression(A:6), on obtient :

8><>: ayta
y
~ra~�t =

u
ayta

y
~ra~�t �

u
ayta~�ta

y
~r +

u
ay~ra~�ta

y
t+ : a

y
ta

y
~ra~�t :

ayra
y
~ta~�t =

u
ayra

y
~ta~�t �

u
ayra~�ta

y
~t +

u
ay~ta~�ta

y
r+ : a

y
ra

y
~ta~�t :

(B.1)

De même, pour l�expression (A:14) on obtient :

8><>: ay�ta~�ra�t =
u

ay�ta~�ra�t �
u

ay�ta�ta~�r +
u

a~�ra�ta
y
�t+ : a

y
�ta~�ra�t :

ay�ta~�ta�r =
u

ay�ta~�ta�r �
u

ay�ta�ra~�t +
u

a~�ta�ra
y
�t+ : a

y
�ta~�ta�r :

(B.2)

La linéarisation consiste à négliger les produits normaux [27,33] à savoir : ayta
y
~ra~�t : et

: ayra
y
~ta~�t : dans l�expression (B:1) ainsi que : a

y
�ta~�ra�t : et : a

y
�ta~�ta�r : dans l�expression

(B:2) :

En ce qui concerne les di¤érentes contractions qui apparaissent dans les expressions (B:1)
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et (B:2) ; elles sont non nulles [33] si :8>>>>><>>>>>:

u
ay�ta

y
�t0 = ��~�

u
ay�ta

y
~�t0

u
ay�ta�t0 = ���

u
ay�ta�t0

u
a�ta�t0 = ��~�

u
a�ta~�t0

(B.3)

En utilisant l�expression (B:3) ; on obtient pour les contractions de l�expression (B:1) :8>>>>><>>>>>:

u
ayta

y
~r 6= 0

u
, ayra

y
~t 6= 0

u
ayta~�t = 0 ,

u
ayra~�t = 0 (,� > 0)

u
ay~ra~�t = ���tr

u
ay~�ra~�r ,

u
ay~ta~�t = ��

u
ay~�ta~�t

(B.4)

En ce qui concerne ceux de l�expression (B:2) ; on obtient :

8>>>><>>>>:
u

a~�ra�t 6= 0 ,
u

a~�ta�r 6= 0
u

ay�ta~�r = 0 ,
u

ay�ta~�t = 0 (�,� > 0)
u

ay�ta�t = ���

u
ay�ta�t ,

u
ay�ta�r = ���

u
�tra

y
�ra�r

(B.5)

En tenant compte de ces résultats, les expressions (B:1) ; (B:2) deviennent respective-

ment :8>>><>>>:
�
ayta

y
~r + a

y
ra

y
~t

�
a~�t =

 
u

ayta
y
~r +

u
ayra

y
~t

!
a~�t + ��

u
�tra

y
~�ra~�ra

y
�r + ��

u
ay~�ta~�ta

y
�r

ay�t (a~�ra�t + a~�ta�r) =
�

u
a~�ra�t +

u
a~�ta�r

�
ay�t � ���

u
ay�ta�ta~�r � ���

u
�tra

y
�ra�ra~�r

(B.6)

Les expressions (A:6) et (A:14) s�écrivent respectivement :

�
H 0; ay�r

�
=

 
("�r � �r)�

X
t

Gtr (1 + �tr)
u

ay~�ta~�t

!
ay�r �

X
t

Gtr
X
>0

 
u

ayta
y
~r +

u
ayra

y
~t

!
a~�t

(B.7)
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[H 0; a~�r] = �
 
("�r � �r)�

X
t

Gtr (1 + �tr)
u

ay�ta�t

!
a~�r�

X
t

Gtr
X
�>0

�
u

a~�ta�r +
u

a~�ra�t

�
ay�t

(B.8)

Or, 8><>:
u

ay~�ta~�t =
u

ay�ta�t
u

ayta
y
~r =

u
a~rat et

u
ayra

y
~t =

u
a~tar

(B.9)

Par conséquent, les expressions (B:7) et (B:8) deviennent respectivement :

�
H 0; ay�r

�
= ~"�ra

y
�r �

X
t

�tra~�t (B.10)

[H 0; a~�r] = �~"�ra~�r �
X
t

�tra
y
�t (B.11)

où l�on a posé :8>>>><>>>>:
~"�r = ("�r � �r)�

X
t

Gtr (1 + �tr)
u

ay~�ta~�t

�rt =
X
>0

 
u

ayta
y
~r +

u
ayra

y
~t

!
= Grt

X
�>0

�
u

a~�ta�r +
u

a~�ra�t

� (B.12)

; � étant des indices muets, on retrouve les expressions (1:34) et (1:35) :
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