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RESUME

Le présent travail traite un sujet de la statistique inférencielle en utilisant les
méthodes non
paramétrique (NP), et plus exactement 'estimation NP de quelques parameétres fonction-
nels, et
application & la prévision dans les processus.
Il est successivement présenté:

» Des généralités sur ’estimation fonctionnelle.

» L’estimation NP de ’espérance conditionnelle, en choisissant une approche qui géneralise
les méthodes connues du noyau et du régressogramme au travers de ’estimation de la densité
conditionnelle.

» L’estimation NP de la médiane dans les deux cas unidimensionnel et multidimensionnel.

» L’estimation NP de la médiane conditionnelle par deux méthodes; celle du médi-
anogramme et celle du noyau pour le cas univarié et le cas multivarié.

Il est & remarquer que les deux paramétres espérance conditionnelle et médiane condition-
nelle

se confondent dans les populations statistiques de lois conditionnelles symétriques, d’ou
Iintéret de les étudier simultanement dans une classe de loi plus large.

Et en guise de conclusion, nous présentons une application de cette étude & la prévision
dans

les processus, en utilisant deux prédicteurs (Prédicteur du médianogramme et prédicteur
du noyau).

L’étude du présent théme a permis d’obtenir certains résultats concernant:



Les propriétés asymptotiques des estimateurs étudiés, les divers modes de convergences des
différents estimateurs utilisés, ainsi que leurs performances et la confirmation de certains

résultats théoriques, a ’aide des simulations.

Directeur deThése:

M'Bentarzi Mohamed Professeur a ’'U.S.T.H.B

Chapitre 0
0.1 Introduction

La statistique non paramétrique a connu un développement trés intense ces deux derniéres
décennies, notamment ’estimation fonctionnelle.

Cette derniére a donné lieu a beaucoup d’articles.

L’évolution des résultats étant continuelle, cependant certains parameétres ont éte moins
étudiés que d’autres.

Si estimation non paramétrique de la densité a été 'objet de nombreux travaux, depuis
larticle de  Rosenblatt(1956), la littérature concernant l’estimation non paramétrique des
paramétres de régression est beaucoup moins abondante.

Parmi les parameétres les moins étudiées:

L’espérance conditionnelle et la médiane conditionnelle.

On s’est intéressé a I’étude de ces deux paramétres dans le cas des échantillons et dans le
cas des processus (cas fortement mélangeant).

0. 2 Présentation de la thése et Apport de I'étude

Le travail que je presente est une contribution modeste dans la théorie de I'inférence dans la
statistique non paramétrique: Estimation des fonctions de régresion (Espérance conditionnelle

et Médiane conditionnelle) et application a la prédiction.



Notre choix s’est porté sur ses méthodes non paramétriques car d’une part les méthodes
paramétriques sont mal adaptées a lestimation fonctionnelle (lorsque la loi est connue). En
effet:

Les estimateurs sans biais sont rares et les méthodes bayésiennes sont difficiles a utiliser et
d’autre part lorsque la loi est inconnu, les méthodes paramétriques ne peuvent pas répondre a
ce genre de probléme (I’estimation d’un paramétre fonctionnel, i. e: 'existence d’une infinité
de paramétres).

Le travail qu’on présente se décompose en deux parties contenant successivement deux et
quatre chapitres. La premiére partie est une introduction.

le premier chapitre traite les généralités sur l'estimation fonctionnelle: Propriétés et
classification des parameétres, construction d’estimateurs et étude de la convergence. On a
choisit une présentation dans le cadre générale: Les observations sont a valeurs dans un espace
de Hilbert.

Le deuxiéme chapitre est réservé a ’estimation non paramétrique de:

ro(x) =E(Y*/X =x)

en particuliéer @« = 1(dans les deux cas Y borné et Y non borné). On a choisit une
approche qui généralise la méthode du noyau et la méthode du régressogramme, en passant par
I’'estimation non paramétrique de la densité conditionnelle.

La deuxiéme partie: est consacrée a l’estimation non paramétrique de la médiane, et de
la médiane conditionnelle- paramétres trés peu étudiés- dans les deux cas univarié, et multivarié
par deux méthodes: Méthode du noyau et méthode du médianogramme -cas d’un échantillon
et cas d’un processus- et 'application de cette étude & la prédiction, et la comparaison avec le
modele paramétrique avec la déscription de la démarche de Box et Jenkins.

Les résultats obtenus sont résumés dans les points suivants:

& Dans ’étude des propriétés des parameétres:

Les parameétres étudiés ne sont pas sans biais il sont asymptotiquement sans biais, on 'a
montré par des contres exemples, et par ’application d’une conséquence du théoréme de

Bickel. Neimann.



Les estimateurs utilisés ne sont pas stricts, et c’est I’'un des inconvénients de cette méthode:
Approcher un parameétre continu, lipschitzien par un etimateur fonction en éscalier.

& Dans I’étude de la convergence,on a suivi les étapes suivantes:

Le point de démarrage est le fameux théoréme de Glivenko. Cantelli qui donne la con-
vergence de p,, mesure empirique vers la mesure théorique pu, et de Fjfonction de répartition
empirique vers F' fonction de répartition théorique ainsi celle de Fy,(-/z)fonction de réparti-
tion conditionnelle empirique vers F(-/x) puis déduir celle de 1, (z) estimateur de la médiane
conditionnelle vers m(z) = F~(3/x).

Pour I’étude de la convergence de 7, () estimateur de I’espérance conditionnelle vers r(x), la

réflexion est la suivante : Soit écrire r(x) sous la forme d’un rapport r(x) = (5((5)) ou ¢(x)=

[ yPxy(dy) et g(x) = [ Pxy(dy)

(g9(x) est la marginale deX ), étudier séparément la convergence de ¢, estimateur du numéra-

teur ¢, puis celui de g, estimateur du dénominateur g et ainsi déduire par composition d’ap-
plications continues, les différents modes de convergence de 7, vers 7.

Les propriétés de la convergence de I'estimateur de la densité marginale se déduisent de
celle de F,.

Ou de mettre r sous la forme:

o) = [uPE@

et étudier la convergence de la loi conditionnelle empirique( P =), (estimateur de P{f=2la loi
conditionnelle théorique).

Les propriétés de convergence de
(PE="),, vers PX=2

se déduisent de celles de deF}, (- /x) vers F(-/z). Parmi ses avantages elle permets de retrouver les
méthodes du noyau et celle du régressogramme. D’autre part afin d’évaluer la vitesse de conver-
gence on a appliqué 'inégalité des grandes déviations (inégalité de Bernstein. Fréchet).On
a Déduit et confirmer que la vitesse de convergence par la méthode du noyau est plus grande

que celle de la méthode empirique: celle de I’ histogramme pour la densité, régressogramme



pour l'espérance conditionnelle et le médianogramme pour la médiane conditionnelle.
& On a appliqué le Théoréme deBochner pour évaluer:

lim ET,(x)

n—oo

et
lim VT, (x)

n—oo

Ainsi on déduit la convergence en m. q de T, vers T ou T est le paramétre étudié et T}, est

I'estimateur utilisé. Et par I’ application du théoréme de Borel Cantelli:
P.CO = P.S

avec un choix convenable du terme majorant, on a montré la convegence forte. La formule des
probabilités totales, le developpement limité ainsi que les propriétés de la compacité de I'espace
ont été largement utilisés.
& L’étude dans le cas des processus a été étudié et particulierement dans le cas des mélangeances.
& On a confirmé la convergence des prédicteurs, et la comparaison avec les méthodes
paramétriques (déscription de la démarche de Box et Jenkins en quatre étapes) nous a per-
mis de déduir et de confirmer que les méthodes non pramétriques sont mieux adaptées que les

méthodes paramétriques, par leurs facilités dans la pratique

0. 3 Notations et Abréviations:

[x] : partie entere de x

0A : frontiére de A

V2 : laplacien

o, 0: notation de Landau petit o, et grand o

Bg : tribu borélienne de F

LI(E, F) : espace des classes d’équivalence des applications de E dans F' de pMEpuissance
intégrable, par rapport a la mesureu

14 : fonction indicatrice de A

d4: mesure de Dirac au point a



o(X) : Tribu engendrée par la v. a X

fu, F, densité de la loi p(resp . fonction de répartition de la loi p)

E(Y/X =z), EXY espérance de Y conditionnelle & X

V(Y/X = z) : variance de Y conditionnée par X = x

w*v, f*g: produit de convolution des mesures p et v(resp des applications f et g)
fi, f: Transformée de Fourier de la mesure p(resp. densité f)

Abréviations:

v. a. r: variable aléatoire réelle

e. m. v: estimateur du maximum de vraisemblance

e. s. b: estimateur sans biais

i. d: indépendantes et identiquement distribuées

—e

d° : degré de 'estimateur
E. Q. I: erreur quadratique intégrée.
S. O: Statistique d’ordre.
0. 4 Symboles et renvois

Symboles:
N* = N— {0}
<

R = RU {o0}

C : Esemble des nombres complexes
Renvois:

1. 2. 3: signifie chapitrel section 2, sous section 3.
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Chapter 1

Généralités sur ’estimation
fonctionnelle

1.1 Etude Préliminaire

1.1.1 Introduction et Motivation

Introduction:

On présente les notions de base de la théorie de la statistique non
paramétrique et en particulier la théorie de 'estimation fonctionnelle:

On énonce des théoremes importants, utiles pour la suite et qui vont
nous permettre de répondre a certaines questions telles que: L’existence
d’estimateurs sans biais, résolue en appliquant un corollaire du théoreme
de Bickel-Lehmann, amélioré par Bosq (1970). La question de 'existence
d’estimateurs convergents. La question de classification des estimateurs et
I'optimalité traité parRao-Blackwell et Lehmann-Scheffé.

On a privilégie dans cette présentation le cadre générale:

Les observations sont & valeurs dans (H, Bg) : Espace de Hilbert
séparable muni de son produit scalaire<, >pget de sa norme||-|| ; ot Bydésigne
sa tribu borélienne. Le cas L2 (R, Bg, \) espace des classes d’équivalence
des applications réelles de carré intégrable muni de son produit scalaire usuel
<f, g>= [ [ (z) g (z) dz et X la mesure de Lebesgue, en fait partie.

La notion d’intégration au sens de Bochner-intégration forte- (Intégrale
au sens de Pettis-Intégrale faible) des variables aléatoires a valeurs dans un
Banach s’impose (Voir annexe).



Remarque: La validité des théoremes importants tel que les théoremes
de Lebesgue, de Fubini dans les Banach. Ces derniers sont d’une grande
utilité lors de la généralisation des propriétes a des espaces de Hilbert. Voir:
Hoffmann-Jorgensen (1976) ou (Grenander (1981) pour une étude détaillée
des Probabilités dans les Banach.

Motivation:

Cette démarche: Le choix de présenter les notions de base de ’estimation
non-paramétrique dans les Banach et en particulier dans les Hilbert, est
motivée par :

1) l'identification d’un processus a trajectoire continue a une variable
aléatoire a valeur dans un Banach tel que par exemple [C'[0,1],]],]:
Espace des fonctions réelles continues sur [0,1] muni de sa norme de la
convergence uniforme.

2) La correspondance entre la notion d’estimation d’un parametre de
régression et la prévision.

Ce qui conduit par transitivité a I’étude de la prévision dans les Banach.

Shématiquement:

Estimation de la régression < Prévision.
Processus <= v. a. a valeur dans C'[0, 1]
= Prevision dans C'[0, 1]

L’analyse statistique d’un processus a temps continu observé sur des in-
tervalles de temps sccessifs de méme longueur est facilitée par I'interprétation
des observations comme des réalisations de vriablles aléatoires a valeurs dans
un espace fonctionnel par exemple C'[0,1] ou D [0, 1] (Espace des fonctions
c. a. d, 1. a. g: fonctions continues a droite, possédant une limite finie a
gauche), cette technique connue est peu utilisé.

Parmi les recherches actuelles dans ce sens: Modélisation d’un processus
a trajectoire continue par un AR [p] Hilbertien noté ARH [p] ( processus
autorégressifs d’order p dansH)

Remarque: Beaucoup de questions sont encore ouvertes.

1.1.2 Définitions préliminaires et Exemples

Définitions:

Un modeéle statistique est la donnée d’un triplet (E, A, P) ou:

E est un ensemble appelé espace des observations, A une tribu sur E, P
une famille de mesures de probabilité sur (E, A).

Remarque: P peut s’écrire sous la forme (P 6 € ©), ot © est I'espace
des parametres.



L’ensemble des variables observées est résumé par une variable aléatoire
X a valeurs dans E et de loi inconnue P appartenant a P = (P60 € ©).

Soit g une application de P dans un ensemble quelconque ©' (généralement
un espace fonctionnelle, un espace de Hitbert H, ou un espace de Banach
séparable).

Estimer g (P) c’est chercher a ’évaluer au vu d’une réalisation de X
i, e d’'un élément de E tiré au hasard suivant P. Ainsi la regle choisie pour
procéder & cette estimation est donc une application de E dans ©'; on dit
que c’est un estimateur 7' du parametre g (P).

On appelle souvent parametre Iapplication g : P +— ©' ou méme
lapplication 0 — g (Pyp) quand P = (P, 6 € ©).

Les Méthodes Non Paramétriques
Modele non paramétrique:

Lorsque © est ”vaste” on dit que le modele (E, A, (FPy) gco) est non
paramétrique, expression discutable mais qui est devenue classique. Il n’y a
pas de définition précise d’un modele non paramétrique car la frontiere entre
paramétrique et non paramétrique est assez floue. Il y a d’autre modele p.
ex le modele semi paramétrique dont la définition est moin précise, pour
fixer les idées, on peut considérer la définition suivante:

Définition:

Le modele est non paramétrique si © contient un ensemble convexe de
dimension infinie, il est paramétrique si © est un ouvert de R*, (s> 1).

A ces modeles sont associés les méthodes d’estimation non paramétriques.

On considére essentiellement le cas ou g prend ses valeurs dans un es-
pace vectoriel topologique de dimension infinie, autrement dit un espace de
fonctions, on dit alors que g (P) est un parametre fonctionnel.

Exemples:
A ) Cas d’un échantillon
Soit X = (X3, . . ., X,) oules X;, 1 <i<mn,sontdesv. a 2a

valeurs dans R® muni de sa tribu borélien
B = Brs= B]% * (Qdésigne le produit tensoriel) -tribu engendrée par les
pavés de R*-Remarquer la derniére égalité est dii a la séparabilité de R*-
On suppose en outre que les. (X;) j=1,.. nest un échantillon de taille
n de loi (u) "ou p € Pyavec P, une famille de probabilités sur R® et, par
conséquent le modele statistique est:

(Ea A> P) = (Rsn, Bn> (:U*n)MEPo)

avec: B" = tribu produit B&) .. . ® B (n fois) et u” = u® "mesure produit
de p par u, n fois



Exemple 1:
La fonction de répartition (f. d. r), la fonction définie par:

Fu(z1,..,x5) = p {H]—oo,xi}} (21, ..., x5) € R®

=1

(pour une réalisation X;, 1 < i < n), le parametre g est l'application
de P dans l'espace fonctionnelle © = Dy, (R®) définie par: p — F, , ou
Dy (R®) est l'espace des fonctions réelles définies sur R® bornées, continues
par morceaux et n’admettant que des discontinuités de premiére éspece.

Exemple 2:
la fonction caractéristique (f. c. ), définie par:

pu(t) = Eyexpli <t, X; >],t € R*

(‘au vu d’une réalisation X; de R, i fixé, soit i = 1 car les X; ont méme
lois) p est un parametre a valeurs dans Cj, (R®) : espace des fonctions réelles
ou complexes définies sur R°continues et bornées.

Exemple 3:

Pour s = 1, la fonction quantile d’ordre « définie par:

F(a)=inf{teR: F,(t)>a},0<a<l
Fy lest un parametre & valeurs dans ©' I'espace des fonctions réelles définies
sur |0.1[ monotones non décroissantes et continues a gauche (pour o = %,
on retrouve la médiane)

Exemple 4:

La densité et ses dérivées.

si P, est dominé par A, %f est un parametre & valeurs dans L.

Lorsque%f admet une version f,, bornée (resp. continue et bornée) on
peut la considérer comme un paramétre & valeurs dans L? (resp. Cj, (R?) ). enfin,
si f, est différentiable, on définit de nouveaux parametres fonctionnels: les
dérivées partielles de la densité.

Exemple 5: les parameétres de régression:

Posons X; = (Xi(l), Xi(Q)), 1<i:<nou Xi(l) (resp. XZ-(2)) prend ses
valeurs dans R®! (resp. R®2), s1+4 s = s, et soit (/,L;(Q), x € R*1) une

Jsachant que xY = 2. Toute

famille de versions spécifiées des lois de Xi(2 ;

fonction de la forme:

x— T (i)



est un parameétre de régression. les plus importants sont la densité condi-
tionnelle, I’espérance conditionnelle (la ”régression”), la médiane
conditionnelle et la fonction frontiére. -

La fonction frontiere elle est définie pour sg = 1 par:

x— M (2, p)

ou M (z, p) désigne la borne supérieure du support de ,u?{ (2)> quand X i(l)suit

la loi i, ce support étant supposé compact pour tout u € 7506‘5 tout x € R,

B). Cas d’un processus

Remarque: Les parametres précédents sont encore définis quand X1, . . . . . .
sont corrélés mais de méme loi. voici d’autres exemples de parametres fonc-
tionnels associés a I'observation d’un processus:

Exemple 1:

La densité spectrale d'un processus réel (Xy, ¢t € Z) du second ordre,
faiblement stationnaire, définie par:

P(A) = = ez cov(Xo, Xp)e, X € [—m, +7] dés que >, |cov(Xo, Xy)| <
+00.

Exemple 2:

Soit (Xy, t € Ry) un processus de diffusion solution de 1’équation

différentielle stochastique

dXt =m (Xt, t) dt—f-O' (Xt, t) dBt
avec
By =W, —tW,
ou Wy est le processus de Wiener et (B, t € R;) est un pont Brownien.
la dérivé de (X;) est le parametre fonctionnel défini par
(x, t) —m (x, t)

Remarque: En combinant les exemples précédents on peut construire de
nouveaux parametres, les parametres composés, en particulier:
Exemple 3: Le taux de panne défini sur R par

fu(X)

T ——

I_FN(X)

Exemple 4: la dérive d’un processus de diffusion vérifiant certaines
conditions de régularité permettant de ’écrire:

m (z :U2f/(l‘)
) =)

z € R. ou o est supposé constant.



1.2 Propriétés et Méthodes d’estimations

1.2.1 Classification des parametres fonctionnels et Etude de
P’optimalité

Les exemples précédents montrent que les parametres fonctionnels peuvent
prendre des formes variées. Il est cependant possible de regrouper certain
parametres en tenant compte de leurs propriétés communes. Ceci per-
met de dégager les méthodes naturelles d’estimation pour chaque classe de
parametres ainsi définie. Dans ce qui suit on présente ces propriétés avec
des exemples.

a) Homogénéité et localisation.

Soit (E, B, P) un modele statistique ou E est un espace métrique
muni de sa tribu borélienne et soit g un parametre a valeurs dans un espace
vectoriel H. pour p € P, on note:

Pg (A) =P (ANB); AecB, BeB

PB(A) =P (AnB) /P (B); AcB, B€B, P (B) >0.

Définitions

Définition 1: on dit que le parametre g est homogene sur le fermé F'
de E si: Pour tout ouvert U contenant F' et pour tout P et @) dansP on a:

g(P)=0si P{U)=0 (1)

9P _ 0@ PV QU
PO = 00) PUQU) >0et PY = QY. (2)

Définition 2: On dit que g est localisé par le fermé Fsi, pour tout
ouvert U contenant F, (1) est vérifié et

)

9(P) = g(Q) si Py = Qu (2)

Définition 3: On dit que g est local s’il est localisé par un point; g est
global s’il n’est localisé que par E.

Remarquons qu’un parametre homogene sur F' est localisé par F, la
réciproque étant fausse.

Exemples:

Exemple 1: Le parametre g (P) = P (F) est homogene sur le fermé
F. -

Exemple 2: Si une version F), de Z—’/{ est continue au voisinage d’un
point a de R?,

le parametre g (P) = f, (a) est homogene sur le fermé {a} et local.

Exemple 3: g (P) = F/jl (po) est global (p, €]0.1]).



Exemple 4: Pour un choix convenable des ,u;”( (2) la fonction frontiere en

un point a de R*'est localisée par la droite x = a mais n’est pas homogene.

b) Parameétres intégraux et leurs limites.

Définition:

Soit g un parametre fonctionnel & valeurs dans un espace F (E;, C) =
CE1: T'espace des applications de E;dans C

Définition: On dit qu'il est intégral de noyau K s’il existe K € F (E x
E;, C) tel que:

(V¢ € E1), K (., t) € (| Lb (ExEq, C)et g (P) (t) :/K(m, t)dP (z);t € By, P€P
peEP E

Exemples:
Exemple 1: Soit F}, La fonction de répartition de la loi p. F), est un
parametre intégral puisque:

F,u(tla ) ts) = /RS 131—[?:1]_007 t:] (:L')d/'t(l‘)

Exemple 2: La fonction caractéristique est un parametre intégral de
noyau

(T1, . . . ., Ty, ) —efSTLE

De nombreux parametre fonctionnels sont limites d’une suite de parameétres
intégraux (le mode de convergence étant a préciser). La densité est 'exemple
le plus important d’un tel parametre. .

Comparaison d’estimateurs

Soit g un parametre a valeurs dans H espace vectoriel topologique muni
de sa tribu borélienne B et soit 7 une famille d’estimateurs mesurables de
g. Afin de comparer Defficacité des éléments de 7 on utilise une relation de
préférence,selon un sens qu’on précisera:

<:8=<T

se lit " S est préférable & T .
Si g est a valeurs réelles il est usuel de mesurer Uefficacité de 'estimateur
T au point de # de © par son erreur quadratique:

Ep|T —g(0)]° € RT U {+o0}
on en déduit la relation de préférence:

S<T & (Ve 0),Ey|S—g0)> < Es|T —g(0). (3)



Plus généralement, si H est un espace de Hilbert séparable muni de son
produit scalaire <., . >p et de sa norme ||.|| yon définit < par:

S<T& (VyeH),(Yge0), By|l<S—g(0),y>ul> <Ey|<T—g0),y>ul* (4)
Ce qui signifie que:
S<Te (Vye H,<S, y>p=<<T, y>pg

pour estimer le parametre réel < g (6), y >g .

Remarques:

Remarque 1: La comparaison d’estimateurs a valeur dans un espace de
Hilbert se ramene a la comparaison dans un espace réel. Quand les éléments
de T sont du second ordre i. e:

(¥t € T), (¥ € ©), B | T|[3; < +00)
(4)& a
S<T <+ (Vg€ 6)70%—5](9) == c%_g(g) (5)

ou cio/ désigne l'opérateur de covariance de Y pour Py et << la relation
d’ordre usuelle entre opérateurs symétriques d’un espace de Hilbert.

Remarque 2: IL y a une relation de préférence moins précise mais plus
maniable qui est définie par:

S<'T = (Vp€0), By (IIS—9gO)7) < Eq (IT—g(0)lI7) (6)
Dans le cas particulier important ou:
H=1I13

A la mesure de Lebesgue, la fonction de risque associée a <’ s’appelle I’erreur
quadratique intégrée (E. Q. I. ), car le théoreme de Fubini permet de
I’écrire sous la forme:

JA(T, 0) = /Ee [T(t) = g(6)()]* dA (t). (7)

Remarque 3: Quand H est un e. v. t. dont le dual topologique H*
est suffisamment riche, on peut encore définir < en remplagant dans (4)
" (Vye H)” par” (Vy € H") .

3) Que l'on choisisse < ou=<’ il n’est pas possible en général d’obtenir
un estimateur optimal (i. e. préférable a tout élément de 7') si 7 est trop
vaste. On a cependant les résultats suivants:
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Etude de 'optimalité.

Théoréme (Rao-Blackwell et Lehmann-Scheffe).

Soit g un parametre a valeurs dans I’espace de Hilbert séparable H;soit
T un estimateur du second ordre et U une statistique exhaustive. Alors:

S = Ep(T/U) est un estimateur préférable a “T pour < et <’

Remarque: S est un fonction de U. Si de plus U est complete, S est
alors optimal dans la familleZrdes estimateurs de g () qui sont du second
ordre et meme espérance que 1’ pour tout 6.

Preuve: Comme U est exhaustive, il existe une version de la loi condi-
tionnée par U qui est indépendante de 8, donc Sest bien un estimateur, il
est clair qu’il suffit d’établir les résultats annoncés pour <et pour g a valeurs
réelles, d’apres la définition (4) et en remarquant que:

<E((T/U), y>g=E (<T, y>p /U), y € H.

or:
(V0 € ©), Eg|T — g(0)]> = Eg|S — g(0)]* + Eg |T — S|?,

donc S < T'. maintenant si Ty € Tp, S1 = Ey (1T1/U) € Tp est préférable a
T;. alors comme Ey (S1—5S) =0, 6 € ©, et que S — S est une fonction de
U, la complétude de U entraine S; — S = 0, donc S est optimal dans 7p. B

Remarque: En pratique pour montrer qu’une statistique (estimateurl)
n’est pas compléte il suffit d’éxiber ¢ # 0 : FEp (U) = 0, exple: La
statistique d’ordre n’est compléte.

On rappelle: U est compléte: ¢ (U) réelle, Ey (¢ (U) ) =0 =
¢ (U) =0pg p. s pour tous 6.

Conclusion: Le meilleur estimateur sans biais du parametre g (0) est
celui qui est fonction d’une statistique exhaustive, si de plus la statistique
est compléte elle réalise I’optimalité.

Remarque: Dans les modeles non parametriques les statistiques ex-
haustives non triviales sont rares. si X = (X, . ., Xy) oules X;
forment un échantillon de variables réelles, la statistique exhaustive la plus
importante est la statistique d’ordre(S. O)

U (a:l,. o ey :Iin) = (le,. . oy Xnn)

)

avec X, 1 <k <nestla k-iéme S. O.
U engendre la tribu By des boréliens symétriques (invariants par permu-
tation des coordonnées ) et les fonctions Byy— mesurables sont les fonctions
mesurables symétriques.

11



Considérons alors les égalités:

u®"(ANB) :/ 1A(21, ooy 2 )dp(zr) . dp(,) =

B
/,
A € Brn, B € By, u € P,; ou S désigne 'ensemble des permutations

des n premiers entiers.
On constate que:

1
ﬁ Z 1A(xa(l)a ey ma(n))] d#(xl)dﬂ($n)

" oes

1
a Z 5(z0(1)7"'aza(n) )

c€eS

est la loi conditionnée par U pour tout u € P, : U est bien exhaustive
dés que P, est suffisamment vaste, U est également complete; c’est le cas
si P, contient les lois uniformes par morceaux, le théoremed’optimalité de
Rao-Blackwell permet alors d’affirmer qu’il existe un seul estimateur 1" du
second ordre, symétrique et d’espérance 8 — Ey T fixée.

Remarque: La plupart des résultats précédents s’étendent au cas ou
H est un espace de Banach séparable

(espace polonais)

1.2.2 Estimation sans biais et Estimation minimax.

Soit (E, A, P) un modele statistique et g un parametre a valeurs dans
I’espace de Banach séparableH. soit T un estimateur de ler ordre (i. e. T
est mesurable et (Vp € P), E,|T|y < 00).

Définition 1: On dit que 7" est un estimateur sans biais de g(p) si:

(Vp € P), E,T = g(p).

Remarque: Si g est a valeurs dans un espace de fonctions concret, on
peut donner une définition plus directe d’un estimateur sans biais (e. s. b).

Soit (E, A, P) un modele statistique et g un parametre a valeurs dans
F (E, C).

Définition 2: Un estimateur x — T (x, . ) est dit sans biais de g(p)
point par point si pour tout ¢t € E' et tout p € P, T (., t) est p-intégrable
et

E,T(X,t) = g(p)(t).(x)

Pour H = C'[0.1] on vérifie aisément qu'un e. s. b. est sans biais point

par point. Il en est de méme si H est un espace de Hilbert séparable a noyau
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reproduisant, la réciproque étant fausse sans hypotheéses supplémentaire sur
T. Enfin il est clair que(*) signifie simplement que g est un parametre
intégral de noyau T (zx, t). en effet:

ET (X, t) =g(p) (t) < g(p) (t) :/EIT(QJ, t)dP (z);t € E', P e P.

Etant donnés une suite
(B, AD" u®" i eP,), n>1

de modeles statistiques et un parametre g : P, — H, ou H est un espace
de Banach séparable.

Définition 3: On appelle estimateur d’ordre n toute application T;, de
E7 dans H. On dira que g est estimable s’il existe un entier n > 1 tel que
g admette un estimateur sans biais d’ordre n.

Le degré de g noté d°g est le plus petit entier n pour lequel g est
estimable (en ce sens), par convention, un parametre constant est de degré
zero et un parametre non estimable est de degré infini.

Exemple: L’espérance mathématique est estimable d’ordre 1, une ob-
servation suffit pour évaluer:

n
-1
X == g X;
n
i=1
Pour la variance, au moins deux observations, D’une maniére générale les
moments d’ordre k :
my = E (X%)

sont estimables d’ordre k
Existence d’estimateur sans biais.
Théoréme de Bickel-Lehmann (Existence d’un estimateur sans
biais).
Si P, est convexe et si g est estimable, les conditions suivantes sont
équivalentes:
(1) <= (ii) =aeth
ol:
i)g est de degré n.
(qui signifie: On peut construire un estimateur sans biais a partir de n
observations au minimum

iia) YV, v € Py, Va € [0,1], Quyp (o) =g (ap+ (1—a)v)

13



est un polynome en « a coefficients dans H et de degré inférieur ou égal a
!

iib) Vi € P,, v € P, telque @, () soit exactement un polynome de degré n.

L’essentiel de la démonstration est contenu dans le lemme suivant:
Lemme: Sous les hypotheses du théoreme, on a:

i) d°g <n=Vu, vE Py Quu (@)
est un polynéme de degré < n.
ii) Si: Ju € P, telque: Vv € Py, Qu (o)
soit un polynome de degré strictement inférieur a n, alors

d’g <n

Preuve: i) Soit 7}, un estimateur sans biais d’ordre n que 'on peut
toujours supposer symétrique. Alors:

Quv (@) = /nTn (15 ey xp) d (ap+ (1 =) v) ™ (z1,..., @) =

o

ZCzak (1—-a) ”_k/ T (21, oy ) d (WFV70Y (24, .., 2y)
k=o0 Eg

-a cause de la multinéarité du produit tensoriel ce qui montre i.

ii) Il suffit de montrer que s'il existe un estimateur sans biais d’ordre n,
on peut trouver un estimateur sans biais d’ordre n — 1. Soit donc T, un
estimateur symétrique sans biais d’ordre n. la décomposition de @, ()
donnée précédemment est unique. en écrivant que le coefficient de o™ est
nul on obtient:

n

S (—1)nkch / Tod(it Qv ) =0

k=0 Emo

et par suite:

n

g(u) _ Z(_1)2n—k+lcﬁ /En Tnd(,uk ® V(n—k))'

k=1
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posons:
T (21, ey Tp_g) = /Tn(:nl,..., 20)dp® F (2 _ji1s oy )

quand cette intégrale est définie, sinon on pose 7}, = 0.
par application du théoreme de Fubini, on a pour tout v € P

n

9v) = Y (~1P I [ T @0k -
k=1

n

S (-1 / (1, ooy 2ni) 0B D (a1, ey o)
k=1

ce qui montre

n

(@1, i at) = YDA a1, o 300)
k=1

est un estimateur

sans biais d’ordre (n — 1): ii) est établi. B

Preuve du théoréme:

Si d°g = n, le lemme (i) montre que @, () est un polynome de degré
< n. Si la seconde condition n’est pas vérifiée, le lemme (ii) montre que
d°g < n ce qui contredit I’hypothese.

Réciproquement le lemme (ii) montre que d°g < n + 1. Montrons que
d°g > n —1: Si lon avait d°9 < n — 1 le lemme (i) impliquerait degré de
Quy (@) <n—1 ce qui est contradictoire. Donc d°g =n. R

Corollaire:

Si P est convexe et s’il existe ;1 et v dans P tel que Q,, () ne
soit pas un polyndéme en «, g n’est pas estimable.

Résultat:

Les parametres de régression augels on est intérressé (la densité condi-
tionnelle, ’esperance conditionnelle, la médiane conditionnelle) ne sont pas
estimables (dans le sens: Estimation sans biais). Ce résultat a lieu aussi
bien globalement que point par point, conséquence directe du corollaire, a
titre d’exemple pour ’esperance conditionnelle.

En effet: supposons (Xj, Y;) i=1,, de méme loi que le couple (X, Y)
de densité f, on a:

_ Jyf(z,y)dy

re(a) = By (Y/X =) = / )y = S,
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ainsi on a:

(2) = o [yf(z,y)dy+ (1 — ) [yg(z,y)dy
Taft (=09 =70 T )y + (1— a) [ g(z, y)dy

on a obtenue une fraction en a (pourvue que: [ f (z, y) dy #
[ g (z, y) dy) d’ott la non existence d’estimateur sans biais.

Théoréme: (Degré d’un parametre homogene ).

Soit (E, B, P) un modele statistique ou E est un espace métrique muni
de sa tribu borélienne B.

Soit g un parametre réel, non constant homogeéne sur un fermé F de
P-mesure nulle. V P € P alors si:

¥ Uouvert contenant ', P € P, P(U) >0 = PY € P(ou PYdésigne la
loi conditionnelle)

Alors: g est de degré strictement supérieur a 1.

Applications: Si

(Ea Ba 7)) = (Rsna BRsna M®nvu S 7)0)

ou P, est constitué des lois de R? a densité continue dans un voisinage de
a € R?, les théoremes précédents impliquent que pour ce modele statistique,
la densité au point a n’est pas estimable.

Existence d’estimateur minimax

Estimation minimax.

Remarque: Il n’existe pas d’estimateur optimal pour un parametre g
lorsque la classe d’estimateurs envisagée est trop vaste. Cependant on va
voir qu’il y a souvent un estimateur minimax.

On reprend le modele (E?, Bl, u™;u € P,) ou P, est dominé par une
mesure \ o— finie.

Soit g un parametre défini sur P, et & valeurs dans L2 supposé séparable.
olt v est une mesure o— finie sur (E,, B,) . pour h € M (ErFt! R)
Ensemble des application mesurables de E**!'dans R, on pose:

1
2
||h||p = sup [/ th(uny)]
Ent!

HEP,

Si 'on identifie h a sa classe d’équivalence pour la relation:
hR hy < {hl = ho M”®1/ p.p pour tout p € 730}

alors Ay = {h: Allp, < +00} muni de ||.|[p,est un espace de Banach. Par
ailleurs, tout estimateur mesurable posséde une version dans M (E"T! R):
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on peut donc identifier Ay a une classe d’estimateurs de g. Maintenant pour
mesurer 'efficacité de h € Ay on pose:

N

o = sup [ / o [ = @)  4u® " (2 )dv ()

ot z(™ = (1, . . ., xp) décrit E. On dit que h, € Ay est minimax si
d (ho) = minpep, 0 (h).

Existence d’un estimateur minimax.

Théoréme: Si

sup / [9(p)(x))? dv(z) < 400, alors g admet un estimateur minimax
HEP,

Exemples: 1) la densité: si

_dp 2
g (1) —EGLA

et si

N
Msg}j)o/ (d)\) dX\ < 400
Alors: g admet un estimateur minimax.
2) Despérance conditionnelle: SiP, est dominée par la mesure
de Lebesgue sur R?, et
si le support de la loi de XZ-(2)
régression admet un estimateur

minimax pourvu que:

est borné indépendamment de u, alors la

2
sup / [EM(XZ-(Q)/XZ-(I) =2x)| dr <400
HEP,

v est ici la mesure de Lebesgue sur R*! x (', ou C' est une boule contenant
le support de la loi de X 2(2).

1.3 Estimation Fonctionnelle Asymptotique

La théorie de I'estimation asymptotique est ’etude des suites d’estimateurs
lorsque le nombre d’observations tend vers l'infini d’un point de vue pure-
ment théorique le modele asymptotique est caractérisé par la donnée d’un
modele statistique:

(Eoo; Aso; (Po,00)oco)et d'une suite croissante (Aj,,n > 1)des sous-tribus de A
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Etant donnée un parametre g a valeurs dans I’espace mesurable (H, 7)), suite

d’estimateurs mesurables (ou par abus de langage, un estimateur) est une
suite (T, n>1) de M (Eo, H) quiest (A,) adaptée (i. e. Vn > 1, T,
est A, — mesurable). Dans le cas ot X = (X, n > 1) est un échantillon
de Py probabilité sur (E, .A) on a: Le modele statistique:

(Eoos Aoo; (Py.co)oco) = (EN; AN (P))geo)

et A, =0(Xy, ..., Xp), n>1

1.3.1 Modes de convergence.

On rappelle maintenant les définitions des principaux modes de convergence
stochastique.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, H un espace métrique séparable

muni de sa distance d et de sa tribu borélienne B, (§,, n € N) une suite
de v. a. A — B mesurables

Remarque: La séparabilité de 'espace assure alors que d (&, &,) est

une v. a. r.

Notations.
On note —la convergence en loi, —pla convergence en probabilité

— p.s.la convergence presque slire — p., la convergence presque complete et
— nNpla convergence en moyenne d’ordre p (p > 1).

Ces convergences sont définies de la fagon suivante:
Définitions.
¢n =1 & < VBEB: P({,€0B) =0, P (&, € B) — P (& € B)

ou 0B désigne la frontiere de B.

A\

fn —P fo = Ve>0, P [d(gmfo)
gn —P.s. 50 <~ P [d(gnago) - O] =
&n —Peo. €0 <= Ve >0, 2@1 Pld

n —Np So—= L [d(gnago)P} —0
Si H = R, la convergence en moyenne d’ordre 2 s’appelle ”convergence

e] — 0.

[

ns&o) = €] < +oo0.

—

en moyenne quadratique” et se note —,,4 . si H = Li, elle s’appelle
”convergence en moyenne quadratique intégrée”.

Un estimateur (7},) de g, parametre a valeurs dans H, sera dit conver-

gent suivant le mode stochatique M (T,, —pr g) si (VO € ©), T, —rr g (0)
pour (2, A, P) = (Ex, Ao, Ppoo); on aura par exemple

T, —pg<= (M0eQ), (Ve>0), Ppoo (d(Tn, g(0)) >¢) —-n-co 0.
Tableau des convergences:

’p.co.:>p.s.:>p:>L‘
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Ny, =0p

1.3.2 Estimateurs convergents

Existence d’un estimateur convergent.

Etant donné le modele (EN; AN: PN p € P,) et le parametre g : P, —
H. On va enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
un estimateur de g convergent presque sirement. On munit ’ensemble
P (E, A) des probabilités sur (E, A) de la structure uniforme U définie
par la famille d’écarts:

en s (P Q) = ' [ 5 ars— [gaay) new

f € My (E", R) -Ensemble des applications mesurables et bornées de
E"dans R-ou P,, Q, € P (E, A). D’autre part, on suppose que (H, d) est
un espace métrique séparable: il est donc homéomorphe & un sous-espace
cube [0,1] N muni de la topologie associée & sa distance usuelle définie par:

+oo

5(‘T’ y) = ZQ_Z‘xl *y1| ;L= (.’Ei, (&S N)’ y= (yl’ (&S N)a T, yec [Oa ]-]N
=0

Soit une hypothese plus forte en supposant que d a été choisie de telle
sorte que H soit isométrique a un tel sous-espace: Cela permettra d’identifier
H & une partie du cube.

Condition nécessaire et suffisante d’existence d’un estimateur
convergent

Théoréme:

Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Il existe un estimateur de g qui converge en probabilité.

2) II existe un estimateur de g qui converge presque strement.

3) 1l existe une suite (g) de parametre & valeurs dans [0,1]" telle que:

i) pour chaque k, g est U — § uniformément continue.
ii) (gx) tend vers g.

Corollaire: . Si H est un espace métrique séparable et g limite d’une

suite:

(gkv k > 1)

de parametres, vérifiant I'une des conditions suivantes:

a) Vk > 1, g est U—06 uniformément continu
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b) Vk > 1, gr admet un estimateur convergent en probabilité, uniformément sur P,

Alors:

g admet un estimateur qui converge presque surement

Application aux parametres limites d’une suite de parametres
intégraux.
Si: E=[0,1], H = C[0,1] muni de sa distance usuelle et

g (P) () =/[0Hsok (.- ) dP (x); P € Poik > 1

ot gy € C ([0,1] x [0,1]), alors:
gr. est U — § uniformément continu

Si g tend vers g dans C'[0, 1] le corollaire permet d’en déduire l'existence
d’un estimateur (7},) qui converge presque strement vers g, autrement dit

(VP €P,), sup |[T,(t) —g(P)(t)] — o P®p. s
te(0,1]

Etude de la vitesse de convergence

On se contente d’énoncer un théoreme de C. J. Stone (1980) relatif aux
deux parametres fonctionnels les plus importants: La densité et I'espérance
conditionnelle. . On considere le modele asymptotique:

(RSNv BN’ (PGN) 96@)

B tribu borélienne de R® et © désigne une famille de fonctions réelles
définies sur un voisinage ouvert U de lorigine dans R®'. on se propose
d’estimer le parametre g (§) =6 (0), 6 € © (a lorigine).

Définition:
a) Un réel positif r sera appelé borne supérieure de la vitesse de conver-
gence vers g () ) si pour tout estimateur (7)) de g () on a:

(Ve > 0), lim sup P [T}, — g(6)| > en™) >0
=0 geo
et

. N - -y _
glggn_)oo;ggPa(lTn 9(0)| > en™) = 1.
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b) on dit que la vitesse de convergence r est atteinte s’il existe un estimateur-
une suite d’estimateur (7, ) tel que:

lim lim sup Py (|T, — g.0)| > c¢(n™ ") =0

C— 00 N—00 0cO

c¢) on dit que r est la vitesse de convergence optimale s’il vérifie a)
et b).

Remarque: On va maintenant préciser deux modeles pour lesquels la
vitesse de convergence est bien déterminée, on introduit d’abord quelques
notations:

Notations:

Soit h € C (U) et soit hile polynome de Maclaurin de degré k associé
a h. on désignera par Gy, (U) l'ensemble des h € Cj, (U) tels que:

Ih(2) = hi(@)I] < m ]|

ou m est une constante fixée

Exemplel:

Régression: On considére le modele décrit dans 'exemple 5 dul. 1. 2,
le parametre 0 est la fonction de régression .

z— B(XP /XY = 2) et © = {6, + h,h € GL(U)}

ou f,est fixée dans C,,.
On suppose que la variance conditionnelle vérifie:

(VzelU), 0<a<V (X?P/xV =2)<B< o0

ol « et [ sont des réels ne dépendant que de 6, et que la loi de Xi(2) sachant

que Xi(l) = z est de la forme:

/ f (), 0 (2))dA (y)

ou (z, t, y, ) — f (y/x, t) est strictement positive, mesurable et telle
que [yf (y/z, t) dX (y) =1, pour ¢ variant dans un ouvart Uy D 6~ (U)
et « variant dans U. On suppose de plus que: (z, t, y) — f (y/z, t)
est dans Cy (U) et que l'égalité [ f (y/z, t) d\ (y) = 1 est deux fois
différentiable sous le signe somme par rapport a t. enfin, on suppose qu’il
existe ¢, et C positifs et (x, t, y) — M (y/x, t) mesurable tels que:
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0?log fly/z,t+¢)
ot?

Exemple2: Densité. On considere le modele décrit dans ’exemple 4 de
1. 1. 2, 0 est la densité et © = {90(1 +h),h € Gy, |h| <1, [bphd\= 0}
ouf, € C, (U) vérifie 0, (0) > 0. ici sy =s

Théoréme C. J. Stone (1980). Vitesse de convergence optimale
en probabilité .

Dans les modeles de densité et de régression la vitesse de convergence
optimale est:

S M (y/wz, t), e <eoet /M (y/z, t)f (y/z, t)dA (y) < C.

k+1/(2(k+1) +s5,

On retrouve le fameux: r = 2 (k=1,s1 = 1)
Preuve: Voir: C. J. Stone (1980).

1.4 Construction d’estimateurs Fonctionnelles

1.4.1 Etude de la convergence de la mesure empirique vers
la mesure théorique

Soit un échantillon X X, de la loi u on peut lui attribuer la mesure

aléatoire:
1 n
Hn n;_l X;

appelée mesure empirique. C’est I’estimateur de p le plus naturel puisque il
s’agit de la distribution uniforme sur I’ensemble des observations.
Remarque: les statistiques utilisée en estimation non parametrique
s’en déduisent par régularisation. Avant d’étudier les principales proprietés
asymptotiques de u,. On présente une variante de I'inégalité de Bernstein
Inégalité de Bernstein-Frechet. Pour les variables bornées. Soit la
version suivante:

Théoréme: Soient &1, . ., &, des v. a. r indépendantes définies sur
(©, A, P) un espace probabilisé.
(i)sia; <& < Bi,i=1,. . . ., noulesa  sont des constantes

reélles, on a:

Py (¢ -E&) |2 1] < 2exp | -5 | (1)
i=1 > (Bi — i)
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(ii) S’il existe une constante ¢ > 0 telle que:
E|&—E&|P<eP2plWVaré. i=1,. . ., n;p=3, 4.. .ona:

n 2
Pl S (6—Fe) 2 1] < 2exp [ —— (2)
i=1 4> Varg; + 2ct
=1

Corollaire: Soit C' une population de N nombres c1, ¢, . . ., ¢, et
&, - . . ., &, un échantillon sans remise issu de C. Alors, I'inégalité de
Bernstein-Fréchet s’applique aux variables bornées &!.

Théoréme: Approximation uniforme de la mesure théorique
par la mesure empirique.

Ve>0, ona:

P [ sup |pn(B) — u(B)| > | < 46T 01(0,n?)e 2" (3)
BeC
ou M(C, n) désigne la compexité d'une classe C, il est égale a:

M(C,n) = max  Neo(xi,...,2p)
(z1,eeeyxn) ERS™

ou N¢(x1, ..., o) est le nombre d’ensembles distincts dans{(z1, ...,z,) N B,B € C}
Exemple: 1) Lorsque C est réduit a un singleton: C = {B}: M(C, n) =
1
2) Lorsque C = {jzl]—oo,aj] (a, ..., € R} : M(C, n)=
(1+n)s
Corollaire: Convergence uniforme presque compléte de u,, vers
i

Si (Ve>0), X,51 M (C, n?) e™2me* < 400, alors:
sup |lun(B) - /'L(B)| —7p.co. 0 (4)
BeC

Application: Estimation de la fonction de répartition
Pour le borélien B de R?,

s

B =]-o0,z] = H]foo,z:j]

J=1

on retrouve la fonction de répartition F'de p noté F,, L’estimateur le plus
naturel de F), est la fonction de répartition empirique:

Fu (5) = in (=00, 2]) = = D" 1oy (Xikiz € R
=1
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otz = (z1, . . . .x5) et]—o0,x] =[]} ]-00,z;].

Le théoréme suivant résume les propriétés d’optimalité et de convergence
de F,,. On suppose que p appartient a P,. , sous-ensemble donnée de P (R?).

Estimation de la f. d. r. par la f. d. r. empirique.

a) Si (S. O) la statistique d’ordre est complete alors, pour chaque = de
R®, F, (x) est un estimateur sans biais optimal de F}, (x). de plus, si
m désigne une mesure bornée sur (R*, B), F), est un estimateur sans biais
optimal de F), dans I'espace de Hilbert L? (R, B, m).

b) On a l'inégalité suivante:

2

Ve >0, sup P |sup |Fp(x) — Fu(z)] > el < 46(45—’_482)(1 + n?)Sem2ne
nEPo reRS

(5)

et par conséquent:
Théoréme de Glivenko-Cantelli:

(Vi € Po), Suﬂl; [Fn(x) = Fu(@)] —p.co. 0 (6)
rERS
De plus
logn. 1
(Vi € Py), sup |Fp(z) — Fu(z)] = 0(—22)2p.s (7)

zERS n

En utilisant des méthodes directes, 'intégalité (5)devient pour s = 1:

z€R

p [Sup |Fy(z) — Fy(z)| > 5} < Ce 2’ (8)

ou C' est une constante universelle, comme C' n’est pas connue explicitement,
cela diminue la portée pratique de (8). Quand s > 1, on obtient l'inégalité
explicite: Vn > s2¢™2

P [sup |Fo(x) — F(x)] > E:| < 262(271)56_2”52 (9)
zeRS

Remarque:

La fonction de répartition empirique a des défauts habituels des estima-
teurs sans biais qui ne sont souvent ni stricts (i. e. ne prennent pas leurs
valeurs dans I’ensemble © des valeurs possibles du parametre ) ni admissi-
bles (i. e il existe des estimateurs qui leurs sont strictement préférables ).
Pour un modeéle dominé, les estimateurs stricts de la densité induisent par
intégration des estimateurs stricts de la fonction de répartition. les estima-
teurs admissibles usuels sont bayésiens. En statistique non parametrique
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leur construction est difficile car la loi a priori doit répondre a deux exigences
contradictoires: Avoir un support assez vaste et cependant permettre un cal-
cul simple des lois a posteriori. Le processus de Dirichlet est un compromis
acceptable.

Lois limites: Le théoreme central limite multidimensionnel permet
d’établir directement le résultat suivant:

Théoréme: Pour toute probabilité p sur R®, pour k > let (t1, ..., tx) €
R** . on a:

\/E[Fn(tl) - Fu(t1)7 ""’Fn(tk) - Fu(tk)} —L N

pour n tendant vers I'infini ot N suit une loi de Gauss centrée et de méme
matrice de convariance que

(]‘{X1§t1}7 LS} 1{Xk§tk})
On peut préciser cette convergence en montrant que le processus empirique:
(Vi (Fy () —F, (1), t € RY)

converge vers un processus gaussien réel. Lorsque p est la loi uniforme sur
[0,1]%, ce processus est un pont brownien:

(B(t),t € [0,1])

C. a. d: un processus gaussien séparable tel que:

EB(t) =0
et s s
cov (B (1), B (w)) =[] min (ts, us) =[] tous
J=1 J=1
out= (t1, . . . ., ts) €[0,1];u= (ug, . . . ., us) €[0,1]°.

Remarque: Un pont brownien peut s’exprimer en fonction d'un pro-
cessus de Wiener multidimensionnel (W (t), t € [0,1]®) par la relation:

B(t) = W(t) — t1..tsW(A);t € 0,151 = (1, ..., 1) € R®

avec:

EW (t) =0



Notons A,, le processus empirique associé a la loi uniforme sur [0, 1]°, pour
s=1ona:

A, =+vn (F, (x) —x)

ot Fy () = > 1{x,<4})- On peut énoncer:
Théoreme: Approximation forte du processus empirique par
un pont brownien
Il existe un espace probabilisé (2, A, P), des versions AY de A,, et B}
de B telles que:

sup [A%(r) - B(r)] = 018

telo,1)® " \/ﬁ

Pour s = 1, ce résultat a été obtenu par (K. M. T) abréviation de: Komlos-
Major et Tusnady (1975) et par Borisov (1980) pour s > 1

1.5 Remarques et Conclusion.

& Les méthodes naturelles d’estimation sont basées sur la mesure empirique:
Elles consistent a estimer le parametre inconnu g (u) par le parametre
empirique correspondant g(s,, ).

Les estimateurs obtenus ont alors des propriétés intéresantes. on a vu
celles de F;,. Cependant dans bien des cas le parametre empirique n’est pas
défini (densité, régression, densité spectrale par exemple ).

On est alors amenés a construire des estimateurs fonctionnels en régularisant
la mesure empirique ou en modifiant le parametre a estimer.

Si X1, . ., X, est un échantillon d’une loi & densité définie sur R® on
peut construire la fonction de répartition empirique régularisée F;, au moyen
d’une fonction spline qui interpole F}, et admettra une densité.

Une autre méthode consiste a faire le produit de convolution

Kn*,un

ou K, est une densité donnée; on obtient ainsi une densité empirique qui
dépend de K, ou:

1 .
Ky () = m (W)
et:
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avec% et K un noyau. C’est cette méthode qu’on a appliqué pour ’estimation
des parametres étudiés, si le noyau K est égale a:
K (2) =11, (@)
12

[N

on retrouve la méthode de la fenétre mobile.
& La modification du parametre & estimer s’effectue souvent par pro-
jection dans I'espace du parmetre.

Plus généralement, si g est un parametre fonctionnel limite d’une suite
(gr) de parametre intégraux, on peut remplacer g (u) par gg, (@) ou la
suite k,, sera choisie de facon a permettre de définir le parametre empirique
gk, (). Dans le cas d’un parametre possédant le propriétés de localisation,
il peut étre intéressant de construire un estimateur spécifique pour en tenir
compte.

Ainsi pour un parametre localisé par un point, on peut construire un
estimateur basé sur les observations situées au voisinage de ce point. On
peut également se donner un entier k inférieur a n et n’utiliser que les k
observations les plus proches de ce point (Méthode qui fait intervenir la
statistique d’ordre). L’histogramme des fréquences et le régressogramme
font également partie de ces méthodes locales.

& Les méthodes d’estimation par projection sont trés intéressantes lorsque
les observations sont dans un éspace de dimension infinie.

& Ce qui précede peut faire penser qu’il existe une classification rigoureuse
des méthodes d’estimation fonctionnelle en réalité: les familles d’estimateurs
évoquées ci-dessus se recouvrent en partie. .
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Chapter 2

Estimation
Non-Paramétrique de
I’espérance conditionnelle

2.1 Etude Bibliographique et Résultats

Le terme régression trouve son origine dans les travaux de Pearson et Lee
(1903) qui introduisent la notion de régression a propos d’observations du
couple (X, Y) = (taille du pere, taille du fils) afin d’étudier la corrélation
entre la taille du pére et la taille du fils. La droite de régression est déterminée
a 'aide d’une présentation graphique (Pearson et Lee1903) associée aux ob-
servations (X;, Y;) i =1, n, et qui n’est autre chose qu'un régressogramme.
Ce travail a été fondamental dans I’évolution ultérieure de la statistique non
paramétrique. Le regressogramme est introduit pour simplifier le calcul
(peu automatisé a cette époque) des coefficients de la droite de régression,
mais 1’étude mathématique du régressogramme trés tardive par rapport a
Pearson et Lee (1903), repose sur le développement de la statistique non
parametrique, développement qui est lié a celui des moyens automatiques
de calcul.

Les données:

Soient X un vecteur aléatoire de R*(s > 1), Y unev. a. ret (X;, Yi)i=1,..n
un n échantillon de méme loi que le couple (X, Y'), on désigne par r
I’esperance conditionnelle de Y en X

r(x) =E(Y/X =x)

et on considere 'estimation de cette fonction, lorsqu’on ne fait a priori sur

28



la loi inconnue de (X, Y)aucune hypothese autre que celle de l'existence de
r,c a. d: E(JY]) < oc.

2.1.1 Présentation des méthodes

Les divers estimateurs de régression” qu’on considére sont notés r,.

Concernant leurs construction, la plupart des méthodes ont en commun
I’approche suivant:

Pour tout z € R®, r, () est la moyenne des Y;, i =1, ..., n tel que
X, soit proche de z.

Ainsi les divers méthodes se différencient par le fait que la notion de
proximité utilise ou non la notion de la statistique d’ordre(SO) .

Parmi les méthodes n’utilisant pas la SO, il s’agit p. ex de la méthode
de la fenétre mobile(cas particulier de la méthode du noyau)qui consiste a
prendre comme voisinage de x une boule de centre x et de rayon h,, ainsi:
rn(x) est la moyenne des (Y;) j=1,..» tel que X; appartienne a la boule de
centre x et de rayon h,,.

Parmi les méthodes utilisant la SO, a titre d’exemple la méthode des k
points les plus proches(k-nearst neighbour notée £k — NN) . La conception
de cet estimateur est comme suit: 7,(x) est la moyenne des(Y;) j=1,...n tel
que X; appartienne a la plus petite boule de centre x contenant au mons k,
points X;, j=1, ..., n

Les résultats qu’on cherche sont de type asymptotique liant la con-
vergence de 1, vers r, selon divers modes aux propriétés asymptotiques de
suites réelles intervenant dans la définition de 7, il s’agit de h,, (la fenétre)

ou de k,
1

=7
Ces résultats font également intervenir des hypotheses sur la loi du couple(X,
et la loi marginale de X

Hypothéses générales

Les méthodes considérées ici sont qualifiées de non parametriques car
elles ne se rameénent pas a l'estimation d’'un nombre fini de parametres
réels associés a la loi Py y du couple (X, Y). Cette loi est cependant assu-
jettie a des hypotheses trés générales, qui se réduisent a la seule condition:

kn

ElY|"<o0, ¢g>1
lorsque r,, vérifie la propriété de convergence universelle (Stone 1977) :

Vg>1LE|Y|"<o00o= E|rp(X)—r(X)|?—0
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X indépendant de {(X;,Y;),i = 1,n}. Lorsqu’on s’intéresse a la convergence
de rp(z) vers r(x), x fixé

(resp; la convergence uniforme de r,vers r, sur une partie non vide G
de R?),

les hyphoteses sont toujours du type suivant :

i) r est continue en x (resp. sur un voisinage de G) .

ii) La loi marginale Py admet par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R® une densité f minorée par un nombre positif sur un voisinage de =x.
(resp. G)

iii) EY? < 0o et la variance conditionnelle v définie par:

v(@) = B((Y —r(x) )*/X = z)

Vx € R%est bornée sur un voisinage de z (resp. G)

Remarque : Ces hypotheses sont toujours de simples hypotheses de
régularité, analytique sur r et probabiliste sur la loi marginale Px et la loi
conditionnelle P{,( =T

D’autres approches font intervenir des hypotheses plus restrictives (par
exemple Y bornée) ou, au contraire rendent moins restrictives ces méme hy-
potheses (par exemple Geffroy (1975) pour l'existence de f, Collomb (1979)
pour lexistence de EY)

Remarque: On donne dés maintenant un résultat: Conséquence di-
recte (Bosq 1969) d’un théoreme du a Bickel et Lehmann (1969). Sous les
hypotheses (i), (i), (iii)

Il n’existe pas d’estimateurs sans biais de r, en ce sens que si
D désigne l'ensemble des lois P vérifiant (i) (ii) et (iii), il n’existe pas
d’estimateur r,, vérifiant:

VP € D,Vx € R®, Erp(z) =r(x)

Cependant on note que les estimateurs r, qu’on considére sont asympto-
tiquement sans biais .

2.1.2 Méthodes d’estimations: déscription et résultats

A) Parmi les méthode n’utilisant pas la statistique d’ordre:

1) Méthode du régressogramme(a pas fixe) :

Cet estimateur proposé par Tukey (1961) a une origine intuitive immédiate,
( X avaleurs dans [0, 1] ) on divise l'intervalle [0, 1] en k,, intervalles égaux et
disjoints et on estime la régression par la fonction en escalier qui sur chaque
intervalle est constante et égale a la moyenne des Y;, ¢ = 1, n, tels que X;
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appartienne a cet intervalle et nulle si aucun X; n’appartient a l'intervalle.
Cette définition se généralise au cas ou X prend ses valeurs dans R®, s > 1
en posant:
ro(z) = >0 Vil (2, X5)/ >0 Kn(z, X;) st > Kn(z, X;)
0
=0 sinon
ou Ky (z,z) = 14,(z)avec :
R
9 n kn

5 @ @
x x
Ay = ho | =— | s hn(| — 1
(Notation: 14 est la fonction indicatrice sur A, [%ﬂ est la partie entiere

i=1

de%?, 2@ 1a litmme coordonnée de x),

Remarque: L’analogie avec I’histogramme (estimateur de la den-
sité) est évidente .

L’étude des propriétés de convergence du régressogramme: A
d’abord eu pour objet :

M, = sup [rn(z) — 7(z)]

Bosq (1969) donne pour r,, une condition suffisante de convergence presque
sur de M, vers 0. Ce résultat a été amélioré par Geffroy (1975) qui montre
que pour X a valeurs dans [0, 1]°

kn/n —n—oo 0 et ky/logn —p o0 00 U ky = his

n
est une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme presque
str. Sabry (1978) obtient une condition suffisante de convergence presque
stire uniforme sur unintervalle (avec s = 1) dont la longueur dépend asymp-
totiquement de n . Collomb (1976) (1979) étudie les propriétés de con-
vergence ponctuelle de r,, en donnant pour tout x fixé une évaluation
asymptotique du biais b,(x) et de la variance V,,(z) de r(x) , en
fonction de '(z), f(z), v(z) (variance conditionnelle) et h, lorsque h,
—n—ooo 0, NhY —n_00 00.

2) Méthode du noyau:

Soient (hy,), une suite réelle positive vérifiant :

lim h, =0

n—oo
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K un noyau de R?: Une fonction de densité sur R*bornée et vérifiant

(condition de Parzen), on suppose de plus qu’il est symétrique : K(x) =
K(—z), Vx € R®. Watson (1964) et Nadaraya (1964) on proposé, indépendamment
et simultanément ’estimateur:

n
D YiK((x = Xi)/hn)
ro(z) = = sy K((z = X;)/hn) # 0
S K((@— Xi)/ha) =T
i=1
rn(z) = 0 sinon. Le premier en utilisant les échantillons empiriques de

loi connue, le second donnant quelques résultats de convergence pour le
cas s = 1(les démonstrations sont analogues a celles de Parzen (1962) sur
I'estimateur de densité) :

1
nh

fulw) = ==Y K((x—X) [hn)
=1

S
n ;—

déja étudié par Rosenblatt (1956) .

Propriétés de convergence ponctuelle : On s’intéresse aux résultats
concernant les propriétés de r, en point x fixé, ou éventuellement, en un
nombre fini de points . Rosenblatt (1969) et Konakov (1973) étudient r,,(x)
dans le cas s = 1, en I’écrivant sous la forme:

(@) = [ byl [ ey

Faley) = SR (@ = X0) s (5= Y0)/hn)
=1

K noyau de R?tel que: [ K(z, y) dy =K(z) est un noyau sur R. Et en
utilisant les propriétés de f,, en tant qu’estimateur de la densité f de la loi
du couple (X, Y), densité dont on suppose alors l'existance et la continuité .
Ils obtiennent ainsi divers résultats de convergence ponctuelle, en imposant
a (hy) n la condition:

nhffl — oo 00

La premiere étude directe de (), x fixé, est celle de Schuster (1972) qui ob-
tient la propriété de convergence asymptotiquement normale, en corrigeant
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le résultat du méme type donné par Nadaraya (1964) . Il montre également
que rp(x1) et rp(x2), 1 # w2, sont asymptotiquement indépendantes.
Noda (1976) étudie les propriétés de convergence ponctuelle et donne une
majoration asymptotique de l'erreur quadratique

E(rp(z) —r(x))?

Collomb (1976 ou 1979) donne une évaluation asymptotique du biais et de la
variance de 'estimateur r,, (), x fixé, en fonction de h,,, v'(x), " (z), f(z), f'(x)
et v(z) (variance conditionnelle)

bn(z) = Erp(z) — r(2) ~n—so %hi D bim() / 20 MK (2)dz

=1 m=1

_ 9%r(x) or(x) O0log f(x) or(x) O0log f(x)
avec bl,m(m) — Ox;0xm + ox; OTm + OTm ox; et

— E(r () — Er ()2 va(x) 2(,)dx
Vale) = E(ra(a) = Eraf@) Puse = o 505 [ K2

Ces formules permettent notamment de montrer que:

: E " _ 2 ~ 74/(8‘#4)
min B(r(x) = (@)} o =~ on

ou c¢ est une constante dépendant uniquement du noyau K et de la loi du
couple (X, Y).

Collomb (1979) généralise le résultat de Schuster (1972) et obtient en
particulier:

P((Tn(2)) Y2 (rn(z) — 7(2)) < t) —pooo (277)1/2/ o—2/2

To(x) = (Yi—ra(@) K@z —Xi) [ha) /O K((x—Xs) [hn) )’
i=1 =1
et

lim nhit = 0.

n—oo

(r resp. f dérivable a l'ordre 2 respl). Ce résultat permet de définir pour
r(x) un intervalle de confiance de sécurité asymptotique donné .
Remarques:
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1) Tous les résultats asymptotiques qu’on vient d’enoncer ne permettent
pas de répondre a l'importante question que posent les praticiens de la
statistique: Pour n fixé, comment choisir la fenétre h,,”

Réponse:

Duhamel (1978) propose de remplacer dans la définition h, par une
v. a. r. minimisant une vraisemblance empirique ;Collomb (1979) propose
une méthode du type ’cross-validation’consistant a remplacer h,, par une v.
a. r minimisant une erreur quadratique empirique.

2) On note que tous les résultats sur la méthode du noyau(pour I'estimation
de la densité ou de la regression) reposent sur un résultat (lemme de Bochner
(1955)), relatif a la limite de l'intégrale:

lim(g + K3)(o) = im [ g(6)(1/R3)K (2 = £)/h)dt
ou g est continue en x et

Ki() = 5 K(G)

Importance des méthodes n’utilisant pas la Statistiques d’ordre

L’importante place qu’occupent les méthodes n’utilisant pas des statis-
tiques d’ordre a une double origine:

1) L’existence de résultats plus précis que de simples convergences

(évaluation du biais et de la variance de 7,(x), la loi limite de v. a. 7.
associées a ry) .

2) L’importance méme du nombre des travaux et la diversification
des méthodes: Importance et diversification qui sont liées au considérable
développement, depuis Parzen (1962), des travaux sur I’estimation non parametrique
de la densité: Bosq(1973), Deheuvels(1977) ou Roussas (1987)) .

B) Parmi les méthodes utilisant la statistique d’ordre:

1) Régressogramme a pas aléatoire:

Le plus ancien travail relatif a un estimateur de régression défini a I’aide
de statistiques d’ordre est du a Bhattacharya et Parthasarathy (1961) qui
étudient pour X a valeur sans [0, 1] et n = kyl,,, la méthode consiste a diviser
'intervalle [0, 1] en [, intervalles disjoints contenant chacun exactement ki,
points X;, ¢ =1, n, et estimer la régression par la fonction en escalier qui,
sur chaque intervalle de cette partition est constante et égale a la moyenne
des Y; tels que X; appartienne a cet intervalle . Cet estimateur est nommé
‘régressogramme & pas aléatoire ’ en raison de ’analogie de sa définition avec
la méthode’ régressogramme a pas fixe’
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2) Méthode des k points les plus proches:

Stone (1976) étudie cette méthode a I’aide d’échantillons empiriques de
loi connue et montre que cet estimateur possede la propriété de convergence
universelle si et seulement si:

kn/n —n—o00 07 kn —n—oo OO

Devroye(1978a) obtient le résultat de convergence uniforme presque stre:

kn/n —n—oo 0,kn/logn —p oo 00 = sup |, () — r(x)| —n—oo 0.
x
lorsque X prend ses valeurs dans un compact de R,

2.1.3 Application a la prédiction:

Soit X,,, n =1, 2, ... un processus réel strictement stationnaire, ’objectif
est prédire X, a partir des observations Xy, ... .. , Xp,n>k>1, k<
oo. Pour fixer les idées, on choisit ’horizon k = 1 et on suppose que le
processus est markovien . Si ce processus est connu, le meilleur prédicteur

est la régression
r(Xn) = E(Xnq1/Xn)

Lorsque le processus est inconnu et non assujetti & des hypotheses perme-
ttant d’estimer r a I’aide de méthodes parametriques, il est naturel d’utiliser
comme prédicteur un estimateur non parametrique de la régression r, défini
par exemple (méthode du noyau) comme suit:

n—1 n—1
fn(Xn) = Z Xz'—i—lK((Xn - Xi)/hn)/ Z K((Xn - Xi)/hn)
i=1 =1

Ce prédicteur est introduit par Watson (1964) a propos d’un probléme con-
cret relevant de la météréorologie (étude d’une suite de relevés de températures
journalieres) .
Exemplel: Si X; désigne la pression moyenne de I'air le jour jou j =
1, ..., n+1. Yjla quantité de pluie tombée le jour j + 1, alors :
7n(Xn+1) est un prédicteur(ou une prévision) de Y,,41;i. e un prédicteur
de la quantité de la pluie qui tombera le jour n + 2, lorsqu’on a observé

Xl, ey Xn+1etY1, Ceey Yn;
Exemple 2: X, ..., X, 11 sont les taux de cholestérol observés dans
le sang de n + 1 malades. Y1, . .., Y, sont les taux de calcium observés

dans le sang des n premiers malades: , alors: 7, (X,+1)est un prédicteur(ou
une prévision) du taux de calcium chez le (n 4 1)“malade.
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2.2 Estimation de la densité conditionnelle

2.2.1 Introduction et Hypotheses

L’intéret de ’estimation de ’espérance conditionnelle(“régression”)

En statistique, on rencontre souvent le probléme de ’approximation, au
sens des moindres carrés, de Y par une fonction affine des composantes de
X : C’est le probléme de la régression multiple. Il peut étre géneralisé
en cherchant une application mesurable quelconque 7, telle que r(z) soit
la plus proche de Y au sens des moindres carré. Si Y est de carré intégrable
L’espérance de Y conditionnelle a X

r(z) =EY/X =x)

est la solution du probléme. C’est une des raison pour laquelle I'estimation
de la“ regression” r est un probleme fondamentale de la statistique non
paramétrique. Sans oublier son importance dans la prévisio

Objectif: Dans ce paragraphe on montre qu’a partir de toute suite
d’estimateurs de la densité possédant certaines propriétés asymptotiques, on
peut construire une suite d’estimateurs de la ”régression” qui converge uni-
formément presque surement . Pour cela, on passe par I'intermédiaire d’un
estimateur de la densité conditionnelle Bhattacharya et Parthasarathy
(1961) . Cette approche généralise la méthode du régressogramme et la
méthode du noyau.

Les données:

On se place sur (R?, Bg2), on désigne par F la fonction de répartition
du couple de variables aléatoires (X, Y'), par f sa densité . On suppose que
: F est absolument continue, f bornée et qu’elle est définie partout par la
relation:

82
axgy(x, y) = f(x, y)

g(z) désigne la densité marginale de X :

g9() Z/Rf(x, y) dy

ha.q(y) est la densité de Y conditionnée par
Xelo=[r—axz+d]
x €R, a>0.hy(y) estladensitédeY conditionnée par: X =z, x € Rou

B(z, a) :Ix,axR:{(x',y’)ERQ:x—an'<x+a,y'€R}
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p(z, a) =P[(X,Y) € B(z,a)]

Xi, Yi) 1<i<n est un échantillon de taille n tiré suivant F' (de méme loi que
X,Y) ). ly(z, a) estle nombre de points de I’échantillon appartenant &
B(z, a) ;ly(z, a) est laréalisation d’une variable aléatoire L,,(z, a) . Enfin
Yigsy « oo v - , Yiy,, sont les ordonnées des points de I’échantillon appartenant a
B(z, a) . On suppose que a est une suite positive de n(a = a(n) >0, Vn €
N) et telle que:

—

lima(n) =0 (1)

noo

a(n) joue le role de la fenétre.

2.2.2 Construction de 'estimateur et Etude de la conver-
gence

Définition d’une classe d’estimateurs.

Pour définir un estimateur de h,(y), il semble naturel de partir d'un
estimateur de la densite univariée . Comme on aura besoin dans la suite, que
de certaines propriétés d’un estimateur de la densité, il est inutile de préciser
la méthode utilisée pour construire cet estimateur . Cette construction est la
suivante: On désigne donc par f =( fn) n=0,1,2,...... une suite d’estimateurs

de la densité univariée, pour des raisons qui apparaitront ci-dessous, on pose
arbitrairement :

foly) =07y €R (2)
et on suppose que fn(y, Ce y) est une application mesurable de R™1
dans R Vn € N. Soit alors F(f) l’ensemble des densités univariées telles
que :

Yy eR, YneN, Vg e F(f) . )

2) d(fi, 9) = supyer|fi(y) — g(y)| — 0 avec 3, Vg € F(f) .

3) Il existe deux constantes positives C7 et Cy et une fonction de n,
ay,, non décroissante tendant vers 400 avec n et vérifiant la condition:

. n
lim ) = 400
an

telles que:

P |sup

< Chexp [—0252]
yeR (0%

faly) = F29)] > €
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A~

Ve >0, Yn €N, Vg e F(f) .
Remarque: Les conditions précédents impliquent que

sup | fn(y) —g(y)| —p 0
yeR

quand n — +oo, Yg € F(f) ou f étant donnée et z étant fixé, on prend
comme estimateur de h, la fonction aléatoire définie par:

ﬁnx(y) = fln (1,5 - Yir,, 3 ¥) (Vy € R,V € N. (3)

Ol Yiyy «vvw s » Yiy, sont les ordonnées des points de ’echantillon (X, Y;) ;=1
appartenant a B(z, a) = I, x R.

Etude de la Convergence de 1’estimateur

On présente des lemmes préliminaires qui vont nous permettre d’aboutir
au théoreme: Résultat de convergence de I'estimateur. Etude ponctuelle: z
est fixé une fois pour toutes .

Lemme 1: Sig(x) > 0 et ¢'il existe 6 > 0 tel que, pour a < §, f est
lipchitzienne d’ordre 1 dans B(z, a) et g est lipchitzienne d’ordre -y, dans

Ipog =[x —a,z+d]

alors il existe d; € ]0,0] tel que a < ¢; entraine:

?elg |hea(y) — ha(y)| < A(z)a”.  (4)

ou A(x)est indépendante de y et de a et ou 'on a posé:
y = max(71, 72)
Démonstration: Sig(z) >0, on a:
F(zx+a, +00) —F(x —a, +o0) >0
Va > 0 et 'on peut écrire :

gi}F/(x—i_a’ay) - %(m - a')y)

hz.a =
aly) F(x 4+ a,+o0) — F(z — a,+00)

et pour a < ¢, f est lipchitzienne donc continue et, a fortiori, continue par
rapport a x; il en est de méme pour g et I’on peut écrire:

flz —a+260a,y)
g(x —a+20'a)

hea(y) = 0<h<1,0<0 <1
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d’autre part

et comme, pour a assez petit (a < d1) on a:

g(x—a+20'a) > g(2:1:)
il vient
2 2f(x, ,
) = ()] <~ 1 = a+ 2a.) = fa )+ 22 o) ~ glo — o+ 20'0)|

or, il existe deux constantes ki et ko telles que: Va < § on a:

|f(z —a+20a,y)— f(z,y)] < kia" |1 —20|" < kya™

et
’g(m) —g(x—a+ 29’@)‘ < koa? < ‘1 - 29"72 < koa?
d’ott ) 2/ ()
T,y
hza(y) — he(y)| < —=kia™ + koa™?
) = 1W< 55 2 ()
or, on sait que:
M= sup f(z,y) < +oo
(z,y)ER?
on a donc: immédiatement 'inégalité (4) avec:
2 2M
Alr) = k1 + ——5ko i)
D= 5@ gy )

On a bien A(z) est indépendante de y et de a (la fenétre) . W
Pour simplifier ’énoncé du lemme suivant, on pose:

hoo(y) = fi5¢  (y),YneR,YyeR  (6)

n(z,a)

autrement dit, Yy € Ret Vn € N, h, »(y) est une variable aléatoire liée a
L, (z, a)par la relation fonctionnelle suivante :

Lo(w,a) =1 = hna(y) = By, [fily)] (7

Vi=0, 1, ...., n. On a alors le lemme suivant:
Lemme 2:
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Sous les hypothéses du lemme 1 et en supposant, de plus que:

wae}—(f)

au moins pour a assez petit et que:

lim % = 400
n—oo o
on a:
sup | hn 2 (y) — hn,x(x)‘ —p 0 quand n — oo (8)
yeR
Démonstration:

En appliquant la formule des probabilités totales, on obtient :
P [d(ﬁn,x, o ] Z " p(x,a) p(:c,a)]nfl P [d(ﬁn,x; hpo)>¢e/Ly = l]

or d’apres (7), on a:

P [d(f}n,z; hng) > ¢/Ln = z} —p [d( fir fleey > e}

Cette derniére probabilité étant calculée par rapport a la loi conditionnelle
de densité h;, . Comme on a supposé que pour a assez petit

hea € F(f)

on peut pour n assez grand appliquer 3 et écrire :

1
P [ o) > €] £ €03 Chptaa) 1 - pla e [-01 L]
=0

et comme o a été supposée non décroissante :

. "~ 1
P [d(hn,x; hpz) > 5] <( Z Clp(z, a) '[1 —p(x,a)] " exp [_0204252}

=0 n

cafi-pteai-encol]]

n

or pour a assez petit on a:
p(z,a) = F(z + a,+00) — F(z — a,+00) = 2ag(¢) > 2. 2%

40



ou ¢ €lx—a,z+al. Il vient alors :

P [d(ﬁw; hng) > 5} <0 [1 — ang() [1 - exp(ogj%)Hn 9)

Le deuxieme membre de cette inégalité tend vers 0 si et seulement si :

2
nlog [1 — ang(x) [1 - exp(—C’2€2H — —00
aTL
donc, compte tenu du fait que:

lim a, =0
n—oo

Si:

2
5
na, |1 — exp(—CQO?) — +00
n

or a;, — +oo donc 1—exp(—02§—§) Cje et la condition s’écrit finalement.
. n
na
lim —" = +oo (10)

n—oo a2

Lemme 3:
Sous les hypotheses du lemme 2 et 'hypothese supplémentaire suivante:

Zexp { )\] < 400, YA>0 (11)
On a:

2 1
d(hn,a:; hn,x) —p.s. 0 avec—

n

Démonstration : On sait puisque:
log(l —u) < —u,Vu <1

et que
2 2
nlog[l —ang(z)] |1 — exp(—Cgoﬂ)] < —nang(x) [1 — exp(—C'QO?) (12)

n n
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pour n assez grand . D’autre part, on a pour n assez grand :

0262 0262
2 ) <2 2
an aTL

1—exp(—

Les deux inégalités précedentes(12) et (13) entrainent alors :

0252

nlog [1 — ang(z) [1 —exp(—— H < —202529(:[:).?

n

d’ou, d’apres (9) et toujours pour n assez grand :

i [d(hn’x; o) > 6} < Crexp [202829(95)?}

n

(13)

(14)

La condition (11) permet alors de conclure via le fameux théoréme de Borel

Cantelli: p. co=p. s. R .

Remarque: Pour le lemme suivant, on aura besoin d’une nouvelle pro-

priété de la classe d’estimateurs utilisée

Définition: On dit que f est uniformément asymptotiquement sans

~ ~

biais sur F'(f) C F (f) sila condition 2) est valable uniformément pour

g€ F'(f) ,autrement dit si :

lim sup d(fJ;9)=0
T ger(f)

Par abréviation f est u. a. b. sur F'(f) .
Lemme 4:
Si les conditions suivantes sont vérifiées:
1) g(z) >0
2) g est lipchitzienne dans un voisinage de x

A~

3) hag € F(f), Vn €N

A~

4) f est u. a. b. sur 'ensemble{h; 4, },, € N.
et na, — +oo, alors :

d(hnz; haa) —p 0.

Démonstration : D’apres (6), on peut écrire :

Pd(hnzihea) > €) = Y Chp(x,a)' [1 = p(z,a)]" ™ Pd(f**; haa) > £/ Ln = 1)(16)
=0
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Les probabilités qui figurent au second membre de (16) valant 0 ou 1 puisque

d( flhz’“; hz o) est une variable certaine quand L,, = [. Comme festu.a.b. sur
I'ensemble{hy 4, } n € N, il existe un entier [, indépendant de a,(donc de n)
tel que [ > [, entraine:

A(f" hea) <e

Va,, donc ¥n € N. Dans ces conditions, pour n > [,, on peut écrire :

lo
Pld(hnsihoa) > €] < Clpla,a)' [L = pla, a)]"! (17)
=0

Or pour n assez grand, on aura:

lo <np(z,a)—[1 — p(z,a)] (18)

En effet : On a vu dans la démonstration du lemme 2 qu’a partir d’un
certain rang, on a l'inégalité:

p(z, a) > ag(z)
et comme, par hypothese, na,, — 400 on aura toujours
lo < nang(x)
a partir d’un certain rang, ce qui entraine (18). Donc, pour n > v,
Chp(e, a) '[1 = p(a,a)]"

sera fonction non décroissante de [ pour [ < [, (propriété connue de la loi
binominale) .
Dans ces conditions, (17) implique :

P [d(hng; haa) > €] < 1,Clop(z,a) [1 — p(x,a)]" " (19)
et en choisissant n assez grand pour que
ag(z) < p(z,a) < 3ag(x) (19bis)

on obtient facilement :

lo

Pld(hng;haa) > €] < lon [3@9(33)]10 exp [—(n — lp)ag(z)] (20)

lo!
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a partir de (20), on obtient donc une inégalité de la forme:

Pld(hpz; hea) > €] < A(nay)tee™B man
et a partir d’un certain rang
P [d(hpz; hya) > €] < AemBran

ou A et B sont indépendants de n. I’hypothese na,, — —4oo permet de
conclure H.

Lemme 5) :

Dans les mémes conditions du lemme précedent et si de plus

—+00

Zexp(—vnan) < 400,Vy >0 (23)

n=0

Alors :

d(hn,x; h:c,a)n—wo —p.s 0

Démonstration : C’est une conséquence immédiate du lemme4, en
effet de I'inégalité (22) on permet de conclurell

Convergence presque siir de ’estimateur.

Theoréme 1: Sous les conditions suivantes :

1) pour a assez petit, f est lipchitzienne dans B(z, a)et g est lipchitzi-
enne dans I(z, a) = [z —a,z+ a](conditions du lemmel) .

2) hya, € F(f), Vn € Net f est u. a. b sur {hy,, } n € N(conditions du
lemme 4) .

3) S0 exp [—/\%} < +00, VA > 0 (conditions du lemme5) On a:

d(ibn,z; hx)n—»oo —p.s 0.

Demonstration: Cette décomposition :

~

d(;ln,ar; ha:) < d(hn,:c; hn,x)+d(hn,x; hx,a)+d(hx,a; hz)

et I'application des lemmes préléminaires précedents permettent de conclure.
[ |
Etude de la vitesse de convergence
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les inégalités (4), (14) et (22) montrent que, pour n assez grand, on a
I'inégalité :

P [d(ﬁmx; hy) > 5} < Kjiexp [—?Kggﬂ
n

En examinant les démonstrations des lemmes précédents, on constate que
(25) reste valable, uniformément sur un intervalle compact, si les hypotheses
faites sont uniformes sur cet intervalle . Les hypotheses du lemmel7, la
formule (5), les inégalités (19bis), la formule (15), I'inégalité (14) et les
valeurs de A et de B dans l'inégalité (22) On peut donc énoncer le résultat
suivant:

Théoréme 2: Soit [u,v] un intervalle compact tel que :

1) Il existe un voisinage V' de [u,v] dans R tel que f soit lipchitzienne
sur VaR et g lipchitzienne sur V.

2) g(x) >0, Vz € [u,v].

3) hya, € F(f), Vo € [u,v], ¥n € N.

4) f est u. a. b. sur {hgq, } u<z<o ;n > v ouv € N. Alors si

et si € > 0 est donnée, il existe deux nombres positifs K1(g) et Ka(e) et
un entier N(e) tels que:

sup P |d(hpg;hy) > 6] < Ki(e)exp [—K2(5)nan}

2
u<lz<v (074

Vn > N (e) . Pour préciser un peu plus la vitesse de convergence, supposons
que l'on ait:

haa _
Bn=sup d(fn""*;hea,) <Cin,C > 0,b>0
u<lz<v,k>v

o =0Chn% 0<c<y
(28)

an=Ch n 4 0<d<1-2c
(29)

On peut énoncer alors le corollaire suivant:
Corollaire 1: Si:

Mm=7=1
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et si 1—d
0 <6 < inf(d, b(1 — d), %70)

Alors: Sous les hypotheses du théoréme 2, on a:
nad(ﬁn’x; ha)n—oo —p.s. 0,V € [u,v].

Démonstration : Tout d’abord, compte tenu de (4), (29) et du fait
que § < d, on a Vz € [u,v] :

n2d(hya; hay) — 0 (30)

D’autre part, si I'on reprend les démonstrations des lemmes 2 et 3, on arrive
a 'inégalité :

nan,

P d(izmx; hiz) > s.n*‘;} < Cjexp [—2025271269(@ (14bis)

ay

Remarque: (14bis) est la méme que (14) avec € remplacé par €. n~0

et le deuxieme membre de l'inégalité (14bis) est le terme général d’une série
convergente puisque

!
n20 nan C5 1 _d-95-2¢

a2 —cp”
et que
1—-d
d< — ¢
on a donc, V& € [u,v] :
1 .d(Tn,z5 B ) —p.s. 0 (31)

Enfin, si ’on reprend le démonstration du lemme 4, on constate que I'inégalité:
hz,a -4
d(f; " hea) <en
est vérifiée pour [ > [, avec [, tel que:
Ol <en™® (32)

En prenant:
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avec C/
K> (1) s
3

on a (32) et comme § < b on a aussi [, < n, au moins pour n assez grand :
les inégalités (18), (19) et (20) restent donc valables si I’on remplace € par
en0. 1l en est de méme pour (21) puisque :

exp [an log(x)] — 1

quand n — +o00. d’autre part, comme

log(na,) ' = Kn%(l —d) logCy~.n
on a
Yu > 0: (nay) < e’

au moins pour n assez grand . en choisissant

4]
1—d-
u < b

il vient :

P [d(hn,m; ha.a) > sn_é] < Ale~B'nan

ot A’ et B’ sont positifs et indépendants de n. donc:

néd(hn,x; hx,a) —p.s. 0 (33)

ce qui avec (30) et (31) permet de conclure . B

2.2.3 Application a la méthode du noyau

Examinons comment on peut appliquer les résultats obtenus aux deux classes
usuelles d’estimateurs de la densité puis de la densité conditionnelle.
Méthode du noyau
L’estimateur utilisé est de la forme :

Jaly) =237 K fou(y — u2) (34)
i=1

ou les y; sont les points de ’échantillon et ou K est une densité a variation
bornée (un noyau), alors d’aprés un théoreme de Nadaraya on sait que si g
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est une densité uniformément continue, g € F(f) de plus Vg € F(f) on
a l'inégalité (Le fameux lemme de Bochner)

d(Ey(frn), g) <sup.sup |g(y — 2z) — g(y)| + 2sup g(y)-/ K(u) du
yeR |z|<§ y€eR [u>dan |

Vo > 0, VYn € N. On en déduit immédiatement que si (g;) ;s est une famille
de densités uniformément continues, uniformément bornées et uniformément
équicontinues, alots f est u. a. b. sur (9i) icr-

Conséquence : Pour fn, si les hypotheses 1) et 2) du théoreme 2 sont
vérifiées, les hypotheses 3) et 4) le sont aussi. car la relation:

f(x —a+20a,y)

he.a =
aly) gz —a+20a)

(35)

ou0 <6 <1, 0<¥6 <1, montre que la famille {hyq,}n € N, vérifie les
conditions indiquées ci-dessus Enfin, d’apres les résultats de Schuster(1969)
on voit que, sous les hypotheses 1) et 2) du théoréme 2, et en supposant, de
plus .

sup |h;’an’ =D < +o00
neN

si I’on choisit § € }O, H on aura:

n‘s.d(ﬁmx; ha)n—oo —p.s. 0,V € [u,v].

2.3 Estimation des fonctions de régression

2.3.1 Cas : Y est bornée

Soit [u,v] un intevalle compact pour lequel les hypotheses du théoreme 2
sont vérifiées . On suppose que

Y| <M

ou M est un nombre positif connu . On choisit a,, tel que

v—u
kn =
2ay,
soit entier, Vn € N et posons : u; =u+ap, U2 =u+3an, . ..., U, =

u+ (2k, — 1) a, . Soit alors:

+M
rolz) = / Y ha(y)dy, a >0
—M
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une fonction de régression de Y en X . On définit un estimateur ro(z) en

posant :
M
uale) = [yl (i)
-M
pour x € [u+ (20 — 2)an, u+ 2ia,[,Vi=1, ... .. , kn —1et:

+M .
fn,a(m) :/M yahn,ukn (y)dy

pour: x € [u+ (2k, — 2)an, u + 2kpay) .
Théoréme 3:
Sous les hypotheses du théoréeme 2 et ’hypothese supplémentaire:

Za exp [ )\} < 400,VA >0 (36)

On a:
lim p.s. sup |fpa(z) —ro(z)] =0,Ya > 0.

n—oo z€[u,v)

Démonstration : D’aprés les hypotheses 1) et 2) du théoreme 2, on voit
immédiatement que h;(y) est lipchitzienne sur [u,v] x R d’ou 'on déduit
que 7o(x) Dest aussi sur [u,v], Va > 0 : Il existe donc deux constantes
positives 0 et v telles que

ra(x) = ra(u)| < 6|z —ul”
Vo € [u,v], Vi€ {l,....k,} dou pour x € [u; — ap,u; + a,] on a:
ra(z) = ra(u)| < d.a
Vi e {1,.,k,}. Compte tenu du fait que :

lim a, =0
n—oo

et de I'inégalité:
Pna(®) = ra(2)] < |Pna(z) = ra(ui)] + [ra(ui) — ra(z)]

Vo € [uj — an,u; + ay), Vi€ {1,...... ,kn}, il vient pour n assez grand :

. €
sup |7n,a(ui) — ro(u)| > =

P | sup |Fpa(z) —Ta(z)| >€ 5
1<i<kn,

x€[u,v)
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ou ¢ est un nombre positif donné. Or, Vi € {1, ..., k,}, on a l'inégalite

+M

P 115) — ()] < / 1yl dy. sup
-M ly|<M

~

s (9) = P (0)|

d’ou

sup
ly| <M

kn
sup |7n.a(z) — rol(z)] > 8] < ZP
z€[u,v] i—1

en appliquant (26) on obtient, en posant

a+1 €

1 et

P

Sup |Fn,a(2) = ra(@)] > 5] < 1)2; uKl(ﬁ) exp [—Kz(ﬁ)zl;]

z€(u,v] n n

VYn > N(n) et 'hypothese(36) permet de conclure . B

2.3.2 Cas : Y n’est pas nécessairement borné

Moyennant de légeres modifications, la méthode précédente s’applique au
cas ol Y n’est pas nécessairement borné : on suppose que les hypotheses du

théoreme 2 et du corollaire sont vérifiées et que :

ro(z) = /R y*he(y) dy

a > 0 existe, Vz € [u,v]. On définit alors un estimateur de r,(z)
posant :

T,
TholT) = / . Y P (y)dy

pour = € [u+ (2i — 2)an, u+2iay]i=1, ... .. , kn—1et

T

P0@) [ 5, )y

pour x € [u+ (2k, — 2)ay,v], on aura alors:
Théoreme 4 Si:
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1) Les hypotheses du théoréme 2 et de son corollaire sont vérifiées .
2) limp oo - SUPze[u,v] f\yzﬂ |y|a ha (y) dy = 0.

3) T, =n* avec 0 < pu < a%rl inf(d, b(1 —d), 152 —c) . Alors :

lim p.s. sup |r} ,(z) —ra(z)| = 0.
n—oo z€[u,v] '

Démonstration : Posons

+Thn
Tn,a(x) :/T y“he(y) dy

d’apres le 2), il suffit de montrer que

lim sup !rfm(x) — Tna(x)| = 0. p.s
=00 pefu,v]

la démonstration est alors analoque a celle du théoreme 3 : 7, o(z) est
lipchitzienne d’ordre 1 et il existe une constate ¢ telle que :

2
Tn0() — Tna(ui)| < rﬂ.&.Tﬁ“.an
Vx € [uj — an,u; + ay), Vi € {1,.....k,}. comme on a
< d
a a+1

il vient
lim 72" .a, =0

n—oo
on a donc, pour n assez grand et € positif donné, une inégalité analogue a
(37), c’est -a-~dire que :

€
P | sup ‘r;a(a:) — rnva(az)‘ >e| <P| sup ‘r;a(uz) — rn,a(uiﬂ > 2]
T€[u,v] 1<i<kp
or, Vi € {1,....,k,} on a l'inégalité:
+T )
Fia) = @) < [ ol d 50D [ () = b0
+Tn ly|<Tn

~

s (8) = P ()| > £

d’ou: P [Supxe[u,v] |77 0 (@) = Pa(@)] > 5} < Zf;l P [supyeR
(38)

o1



or dans la démonstration du corollaire du théoréme 2 on a: Pour

0 < & < inf(d, b(1 — d), 1%d —¢)

une inégalité de la forme:

sup P [n‘s.d(ﬁn,x; hy) > 5} < Crexp [—anﬁ} (39)

z€[u,v]

ou C1, Cy et (3 sont positifs. Alors (38) et (39) entrainent :

P sup [ a(@) = roa(e)]e| < G Crexp [~Con’ | 1)
z€[u,v] ' 2(1n
car
1-d
0<pla+1) <(d bl—d), ———c)
or on a:

an = Chn™?

(d > 0), donc le deuxieme membre de (40) est le terme général d’une série
convergente et la démonstration est ainsi achevée. l
Cas: particulier important(Le régressogramme)

Tukey(1961) a proposé d’estimer la courbe de régression sur un intervalle
compact [u,v] & l'aide du régressogramme . Cet estimateur est défini de la
maniere suivante : On fait une partition de [u,v] en intervalles de méme
longueur et on estime la fonction de régression par la fonction en escalier qui,
dans chaque intervalle de la partition, est constante et égale & la moyenne des
ordonnées des points de I’échantillon dont I’abscisse appartient a l'intervalle
considéré, et 0 si aucun point de I’échantillon n’est dans ce cas. Tukey pose
alors le probleme du choix de la partition : le théoreme 3 permet de répondre
partiellement & cette question ;en effet, le régressogramme appartient a la
famille d’estimateurs de la régression qu’on vient d’étudier . Pour le voir,
il suffit d’estimer h,(y) & l'aide d’'un noyau K possédant les propriétés

suivantes : Il existe un nombre positif A vérifiant K (t) = 0 pour [t| > A
et tel que:
+A
K(t)dt =1
—A
+A
/ LK (f)dt = 0
—A
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L’estimateur de r1(z) (aw=1) sera alors défini par:

ln +Tn
(@) = =+ Z/T yK [ou, (y — yi,)] dy,si L, > L.
k=1""1In

et r:’l(:n) =0, si I, = 0 d’ou en faisant les changements de variables

ti, =, (y—vi), k=1, ..... s bn.mha(@) =0, sil, =0,

l l s
* 1 ~ aln(Tn*yi ) 1 n al"(Tn yzk)
() = lzyz'k/ Y OK(ty) dty /

nQ, =1
si l, > [. Comme lim,,_,o a;, = 400 on peut toujours choisir a,, > 1, Vn €
N;alors, si 'on suppose

Liy K(tik ) dtik

In(=Tn—y;, ) Qjy, (_Tn_yik)

ly| < M

et si 'on tient compte du fait que:

lim 7, = +o0
n—oo

il vient pour n assez grand :
ap,(Th—vyi,) >2Th—M>A

et
aln(—Tn —yik) <-T,+M<A

d’ot, en tenant compte de (41) et (42) (spécifités du noyau K) :

l
Tn,l(x) = T Zylk silp, >1
" k=1

" PO . . , s
nl(x) = 0sil, = 0 et on obtient ainsi: Le régressogramme associé a la par-

tition de [u,v] en intervalles de longueur 2a,. Remarquons que l'estimateur
obtenu ne dépend pas de la suite «,. on aura donc le corollaire suivant:

Corollaire: Sous les hypotheses du théoréeme 4, le régressogramme as-
socié aux intervalles de longueur

r

0(n~9)

0 < d < 1, converge presque surement vers ri(x), uniformément pour
x € [u,v].
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2.3.3 Synthese et Conclusions:

L’approche qu’on vient de présenter est la synthese et 'adaptation de plusieurs
articles dont D'article principale est celui de Bosq(1969) qui a repris les
travaux de Nadaraya(1965) et de Tukey(1961).

C’est une méthode analytique, parmi ses avantages: Elle permet de
retrouver d’autres méthodes comme celle du régressogramme(la plus an-
cienne), outre elle utilise des rudiments simples dans le raisonnement (pro-
priétes simples d’analyse et de probabilité).

Partiell

Introduction Générale

Dans cette partie on présente une étude détaillée du parametre de posi-
tion (médiane)et de régression (médiane conditionnelle), on remarque
une grande similitude avec 1’espérance conditionnelle parametre plus
connu.

On constate que la médiane conditionnelle n’est autre que la médiane
par rapport a la loi conditionnelle i. e: Le quantile conditionnel d’ordre
a= %, qu’on note m.

Ainsi dans tout ce qui suit m(z)désigne la médiane conditionnelle de la
variable aléatoire (v, a)Y sachant la v, a X = 2 avec (X, V) € (R® x R%)
i. e: m(z) est caractérisé par I’équation :

F(m(z)/x) = 3

ou F(Y/x)désigne la fonction de répartion conditionnelle de Y sachant
X = z, Le cas: da = 1(cas unidimensionnel) est traité dans le chapitre
4, On a énoncé: Les différentes définitions et les propriétés les plus im-
portantes (Inégalité de Jensen, de Chebychef et la relation avec 'espérance
conditionnelle ainsi les propriétes essentielles d’éxistence et la non unicite
du parametre). Outre, on a remarqué pour certaines classes de lois dont
les lois conditionnelles sont symétriques comme les lois uniformes et les lois
normales, les deux parametres (espérance conditionnelle et médiane condi-
tionnelles) coincident.

En voila un exemple simple pour ilustrer cette egalité.

Exemple: Soit la loi uniforme sur un pavé de R? du couple(X, Y)
éxprimée par sa densité:

f(x,y) =2Ir

ou [ est la fonction indicatrice sur le triangle 7" de sommets: (0, 0), (0, 1), (1, 0);un
calcul simple donne la densité conditionnelle de Y sachant X = x,
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1
f(Y/x):mpourOSxSletOSySl—x

donc 'éspérancce conditionnellede Y sachant X = x noté:

1
r(z) =E(Y/X =x) = 5(1 —z)pour 0 <z <1
de méme la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x :

F(y/x)z%pourogxgl.

Ainsi la médiane conditionnelle de Y sachant X = x;m(z)qui est solution
de I’équation:

1
m(x) = F1(5 /)
est égale a:

r(z) = %(1 — )

Ensuite, on présente l'estimation (lorsque la loi Pxy du couple (X, Y)
est inconnue) par la méthode du médianogramme-une méthode similaire &
celle du régressogramme utilisée pour ’estimation de ’espérance condition-
nelle. On remarque que le parametre n’ést pas sans biais- il est biaisé-c’est
une conségence du théoréme de Bickel Leymann, donc I’étude se fait asymp-
totiquement: Elle consiste a faire intervenir une suite positive h(n)avec

lim h(n) =0

n—oo
h(n) est appelée fenétre, et 'objectif de toute 'étude: est de trouver des
conditions -conditions de régularités mathématiques -sur la loi du couple, la
loi conditionnelle et sur cette suite au voisinage de l'infini pour réaliser la
convergence de ’éstimateur:

. ~ 1

Mp(n) = Fh(,ll)(§/$)
vers my,y)(z) médiane conditionnelle locale(X au voisinage dex) puis vers
m(z) (globale)en prenant, en premier lieu :

Le couple (X, Y) issu des observations (X; Y;) non corrélées a travers
d’un n échantillon (Xj;, Y;)i=1, et en second cas le couple (X, Y)de méme
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loi que les observations(X;, Y;)i=1ncorrélées a partir de 1’étude des pro-
cessus U; = (X;, Y;)i=1n(a— mélangeants) avec le cas géométriquement
mélangeant comme cas particulier:

ak)=apfa>0et0<p<1)

Les mémes étapes ont été reprises avec la méthode du noyau de convolution
identique a celle utilisée pour l'estimation de ’espérance conditionnelle.

Le chapitre 5 est réservée a la généralisation au cas multidimensionnel
(dg > 1).

L’étude des différentes définitions, les propriétés ainsi ’estimation de la
médiane conditionnelle multivariée avec les deux méthodes: L ’estimateur
empirique(médianogramme) et la méthode du noyau ont été abordées.

Quant au dernier chapitre est consacrée a ’application a la prévision
dans le cas d’un processus strictement stationnaire, Markovien d’ordre k. La
comparaison avec le modele paramétrique, a travers la déscription de la
démarche de Box et Jenkis en quatre étapes pour le modele

ARIM A(p, q,d)

clos ce chapitre.

Avant de commencer 'etude de la médiane conditionnelle, on présente
dans le chapitre 3 des résultats importants pour la suite de notre étude
concernant la médiane (cas univarié et cas multivariés), les différentes car-
actérisations et les lois limites, ainsi que ’estimation dans le cas d’un échantillon
et dans le cas d’un processus .
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Chapter 3

Estimation Non
Parametrique de la Médiane

3.1 Cas univarié

Définitions et Propriétés

Fonction quantile: Soit X une variable aléatoire réelle (v. a. r) de loi
Px de fonction de répartition F' et a € ]0, 1[.La fonctions quantile d’ordre o
de X (ou de la loi Px) noté ¢x(«)ou tout simplement g,est : I'inverse de sa
fonction de répartition. Quand cette derniére est strictement croissante, son
inverse est définie sans aucune ambiguité. Mais une fonction de répartition
reste constante sur tout intervalle dans lequel la variable ne peut pas prendre
des valeurs . Pour cela, on énonce la définition suivante:

Définition 1:

gx(a) =inf{z: Fx(z) > a}

par convention: gx(0) est la plus petite des valeurs possibles pour X
et gx (1) est la plus grande, elles sont éventuellement infinies.

Remarque 1: La fonction quantile est un moyen de décrire la disper-

sion d’une loi.
Une valeure importante est la médiane:  m = gx(3)

Remarque 2: Les valeurs de la fonction quantiles sont souvent plus
utilisées en statistique que les valeurs de la fonction de répartition, on note
a titre d’exemple 'utilisation fréquente des intervalles de dispersion

I, = [Q(ﬂ)7q(1 — o+ B)]

avec 0 < 8 < «a, Iyest appelé intervalle de dispersion de niveau 1 — «
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3.1.1 Définitions et Propriétés

Définitions de la Médiane d’une v. a univariée.

Soit X une v. a. r. Notons mx la médiane de la variable aléatoire X de
loi Px, de fonction de répartition F, de densité f.

Définition 1: mx est caractérisé par :

P(X >myx) > = < P(X <my)

Définition 2: : mx est caractérisé par :

1

F(mx) = B

Remarque 1: cette équation n’a de solution unique que dans des cas
rares.

Proposition 1: Lorsque F est continue et strictement croissante (F' =
f>0) Alors:
1
2
Neamoins on peut donner une définition plus génerale:

Définition 3: On pose : N ={z: F(z) > 3}, N' = {z: F(2) < }}

Ei!mX : F(mx) =

mx = inf N

et
myx = supN’

sont des médianes de X et toute valeur intermediaire est considérée comme
médiane:

(mx +mlx)/2

Exemples de médiane de lois connues: On présente des quantiles
god’ordre o (0 < o < 1) de quelques lois connues et on remplace « par %
pour obtenir la médiane.

1-lois uniforme sur [0,1] : g, = a et ainsi la médiane mx = 3

2-Lois Normale N (0, 1): g, = ¢ () et la médiane est my =0

3-Lognormale : g, = Exzp(¢~1(a)).

4-Weibull : ¢, = % {log(1 — a)_l}ﬁ.

5-Logistique: g, = log(a/1 — a).

6-Cauchy: g, = logm(a —1/2).

7- Paréto: qo = %(1 —a)7 b,
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8-Exponentielle€(\): go = —3 log(1 — )

ot (¢p(z) = 5= [*_ exp(—%)dt : fonction de répartition de la loi N (0, 1)

Remarque: pour les lois discretes, la fonction quantile est une fonc-
tion en escalier, comme la fonction de répartition, si X prend les valeurs
e, k=1, 2..... , rangées par ordre croissant, la fonction de répartition
(cumulative)est égale a :

F, = Z?Zl P(X = xj)sur lintervalle [z, z141[. la fonction quantile
vaut :

Qx(u) =21 pour u €]0, F]

=xp pour u € |Fy, Fry1]

par exemple, pour la loi géométrique G(p) la fonction quantile est la fonc-
tion qui, pour tout k =1, 2, ..... , vaut k sur 'intervalle ] 1-(1—pk11-(1- p)k] ,

Propriétés de la médiane d’une v. a. univariée :

Propriété 1: Non unicité de la médiane

Provient de la définition 2 que la médiane d’une v. a. . X

est unique que dans des cas rares, mais il existe toujours une ”plus
petite ” et une ”"plus grande ” médiane.

Toute valeur intermédiaire est considérée comme médiane de X.

Propriété2: relation entre mx et F(X) (La moyenne de X)

Proposition 2:

1
Yu > 0,|mx — E(X)| < Elog2é‘x(u)

ow: £x(u) = E(expu|X — E(X)|)
Démonstration : D’apres I'inégalité de Chernov (shorack, Welner(1986))
on a:

B(expu|X — B(X)])

Vu>0,P(|X —EX)|>a) <
exp au

=1/2

et:
Ex(u)

exp au

=12=a= %log(QSx(u))
donc:
B(X) ~ log(2x(u)) < mx < B(X) + © log(26x(u) W

Caractérisation: Réalisation de I’inf au sens de L', mx vérifie la
propriété suivante:

| X —mx|lp <X —ellf1 Ve e R

99



Poposition 3: On a:

E(|X —mx]|) =inf{E(|X —al|,a € R}

Pour toute médiane de X.

Remarque sur ’Estimation de la médiane: Non existence d’un
estimateur sans biais:

Conséquence du Théoréme de Bickel et Lehmann.

On présente un contre exemple. Soient: D Ensemble des mesures de
probabilité absolument continue,

1 =0 =R, on a D convexe. Soit Px la loi uniforme de X sur [—1,0]
sa densité est:

flz) = 1[71,0] ()

La fonction de répartition:
F(z)=0 stxz<1l,z4+1 size]-1,00 el si:xz>0.
Soit: Qx la loi exponentielle sur R* sa densité est:
g(z) =€ "lg+
sa fonction de répartition G(z) est alors définie par:
G(r)=1—exp—z,z > 0.

Soit: a €]0,1[, laloi aPx + (1 — a)Qx € D est de densité: af(xz)+ (1 —
a)g(z). Déterminer la médiane de aPx + (1 — a)Q x revient a résoudre
I’équation :

aF(z)+ (1 —a)G(x)=1/2, (1)

Pour cela, on distingue deux cas :
(i). <0, ()<= a(l+=z)=1/2.
(ii)). >0, ()<= a+(1—-—a)(l —exp—z) =1/2
En (i). (1) n’a de solution m que si a < 1/2 et

En (ii). (1) n’a de solution m que si a < 1/2 et
m =log2(1 — «).

Aucune de ces solutions n’est polynéme en «. Ce qui démontrela
propriété suivante:

Propriété 3: La non existence d’estimateur sans biais de la
médiane.
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3.1.2 Estimation de la médiane et lois limites:

On étudie deux cas, variables corrélées et non corrélées.

¢ 1. Variables non corrélées: Cas d’un échantillon:

(X1, ..., Xp)désigne un échantillon issu de X associé au modele
(Rn’ BR”)

Nous allons présenter et étudier plusieurs estimateurs (quatre) non paramétrique
de la médiane de la v. a. . X a partir des observations (X; )i=1n.

Des résultats sur différents types de convergences seront aussi exposés .

1-Estimateur empirique : (Statistique d’ordre )

a) Définition de la statistique d’ordre : On appelle statistique d’ordre
I’application mesurable T :

(R™, Bgrn) — (R™, Bgn) classant les (X;);=1, par ordre croissant .

(Xl, e ey Xn) [ — (X(l)a ...... 5 X(n)) , avec X(l) < X(g) <
...... < X (n)

X n’a de sens que si n est fixé . sinon X () serait noté X ...

b) Définition de I'estimateur empirique : Soit X une v. a. 7., {Xi},_,,
une suite d’observations i. i. d. de méme loi que X. Un estimateur de la
médiane de X noté m,, est donné par:

My = X([n/2]+1)

ou [| désigne la partie entiere.
L’estimateur empirique du a-quantile est donné par :

Gn(a) = X(jan)+1)

Plusieurs travaux ont été consacrés a la recherche de ces lois. On

énonce le résultat suivant et la généralisation aux a—quantiles avec des
exemples.

Théoreme 1 :

Si F est continue et strictement croissante et F'(mx) = f(mx) >0

Alors :
1

"4f2(mx)

Géneralisation de cette loi aux a—quantiles

)

M2 (i, — mx)noso —~ N(0

nl/2 —ala L a(l —a)
(X[na],n Q( ))TL—>OO N(Ov fZ(q(a))>

oll X4 ndésigne Destimateur empirique de g(o) = F™(a).

En effet: pour a = 3 on a g(a) = my
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Corollairel:
1)Loi uniforme

On a: ) b o)
a+ —a
n1/2(U[n/2],n - T)nﬂoo -t N(Oa 4 )
En effet si X ~ U [a,b] ou (a < b) on a:
1
a(3) = (@t D)2
médiane théorique, et f(q(%) = ﬁ
2). loi normal
On a:
o’n

n1/2 (X[na],n - m)n—wo -t N(O, )

2
En effet si X ~ N(m, 0?) oit (m € R, 0 € R"), on a:

Q(%) =m

et f(m) = - 127r

Erreur quadratique moyenne et convergence en moyenne quadra-
tique (m. q. ):

Notons r, = [n/2] + 1.

Falk (1983) a démontré le résultat suivant :

Théoréme 2 :

On suppose que : V§ > 0, limy o t°(1 — F(t) + F(—t)) = 0, que F~!
existe, est deux fois différentiables au voisinage de 1/2 et que la dérivé
seconde est bornée, alors : La moyenne et la variance de m,, existent et on
a:

Tn
n+1

Tn
n+1

Tn
n+1

B [(1n —mx)?] = (n42) 7 (1 (P01 )40 )
d’ou le :

Corollaire 2 : Sous les conditions du théoréme 2, on a:
My > m

Meédiane non unique :
On suppose qu'il existe a et b tels que a < bet, a=inf{x/F(x)>1/2}
b=sup{z/F(x) <1/2}
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Une présentation de la loi du logarithme itérée :
Notons: 02 =0?%(X,) = E(X2)

Sn= Sy X, B(S,) =0

s2 =0%(Sy) =Y}, 0%
un énoncé de la loi du logarithme itérée est le suivant :

si 82 — 00, N — o0, |)§:| = O(log log s%)fé et ¢, = (2loglog 5%)%
alors: P(lim,_~ sup Sf;n =1)=1 et si on remplace X par —X
on a:

P(lim,, o inf 22 = —1) =1
ou plus simplement: Sous les hypotheses:
Z; v.a.r,i.i.d avec E(Z;) =pu

et Var(Z;) =oc* < oo, Spy=31" 17

On a: 5
lim sup =+ {Sp = nu}

n—oo 0v/2nloglogn

=1 ps

qui est équivalent a:

P(limsup,, ., oy/2nloglogn =1 (1) et en remplacant
oy/2nloglogn

dans (1) Xpar —X, on obtient (2)
1: Exemple classique: Application de la loi du logarithme itéré au pro-
cessus empirique uniforme o, ()

But : Déduction du comportement symptotique:
Soit X;v. a. ri. 1. ddeloi F

Zz‘ =z 0 1
P(Z; 1—F(x) F(x)

)
ona: u=FE(Z)=F(x),0?=VarZ; = F(z)(1 — F(x)) et donc:
. Sn—nu} 1 {nFp(x)—nF(z)}
lim sup;, .o iam = limsup,, o0 £ \/F(a:)(l—F(z))2n loglogn
T VI (Fn(z)—F(z))
= limsup & \/QF(m)(l—F(:v)) loglogn
en posant ay(z) = /n{F,(x) — F(x)}processus empirique deF'(z), la
loi du logarithme itéré (de;vient:
lim sup =+ \/QF(x)(l—nF(x)) loglogn
F(x) = z on obtient:

=z

= 1, pour un échantillon de loi uniforme
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o () _
v2loglogn

Exemple: Application du logarithme itéré a I’estimateur empirique de

la médane m,,
But: Etude de l'effet de 'oscillation de 7y,sur [a, b]
ouna=inf{x: F(z) >1/2}et b=sup{z: F(x) <1/2}

Effet d’oscillation de la médiane :

Proposition 1:

la suite d’estimateurs {m,,} obéit a un effet d’oscillation par rapport a
l'intervalle [a, b], c-a-d:

lim sup + (1 —z)

P(n <a is)=Pli,>b is)=1 VE(f.r.)

(i. s. = infiniment souvent, noté i. o ).
Démonstration: On va montrer que: P(1hy, > b, i.s.) =1 indépendament
de Fen appliquant la loi du log itéré avec: Zi = 11x,>p) — 1{x,<a)

Zi =z -1 +1

P(Zi=z) 3 3

les v. a. r Z; sont indépendantes de loi :

Montrons que: {S, = > Z; > 0} C {m,, > b}

Rappelons que m,, = X 2] la kieme statistique d’ordre avec k = [%] +
2

T
1)
{m, > b} = {au moins n — [%] des X;,i=1,...,n, sont > b}
cad: {rhy, >0} ={>0" Zi>n-2[2]+1} >{}", % >0}
il es claire que = E(Z;) =0, et 02 =VarZ; =1

En utilisant la loi du log itéré, on obtient: P(limsup,,_,., % =
=1 (1

. . ’_rL7 Zl .
Ainsi Ve > 0, P({% >(1—¢) = z.s}) =1
ou P(}"" 1 Z; >0 p. s) =1, ceci prouve que:

Pim,>b is)=1

De la mém facon, en changeant Z; par —Z; on prouve que:
{21 Zi < -1} C {rhn < a}
en utilisant la loi du log itéré on obtient : P(liminf,,_, % =

-1)=1 (2)
ce qui prouve que :
Pim,<a is)=1

64



ce qui acheve la démonstrationll

Remarque : L'effet d’oscillation de 'estimateur de la médiane ne per-
met pas sa convergence vers une constante,

I'existence d’estimateurs convergents de a et b et un probleme auquel
nous répondrons dans les paragraphes suivants .

Existence d’estimateurs de a et étude de ses modes de conver-
gence :

On remarque que 1, = X([,/24+1) n'est pas un estimateur consistant
de a . Cependant on va montrer que sous certaines hypotheses, il existe
mrm) = X(Lw)), L(n) <[n/2]+ 1, un estimateur qui converge vers a.

les résultas suivants sont des cas particuliers des théoremes de Feldman
et Tuker (1966) .

Proposition 2 :

Si pour K >0, § > 0, la suite {L(n)} satisfait:

(i) 0< [71/2]—1—1—L(n)SKn%Jr8 avec 0<e<1/2

(ii)  [n/2]+1—L(n) > (1+446)(2nlog logn/2)%

Alors:

mL(n) —a Pp.S.

Proposition 3:
Une condition nécessaire et suffisante pour que 7y, converge en prob-
abilité vers a est la suivante:

- (i) limy, oo L(n)/n=1/2
’ (i)  limp—eo v/n(1/2 = L(n)/n) = 400

Estimation de la médiane d’une loi symétrique :
Soit X une v. a. r.symétrique (La loi de X est identique & la loi de —X),
F sa f. r, on appelle médiane centrale de X la médiane m5 vérifiant :

a+b
2
Dans ce cas F*F(2x) admet une médiane unique, comme on va le voir
dans le résultat suivant :
Proposition 4 :
si F' est symétrique alors F*F(2x) a une médiane unique: m = m%.
Proposition 5 :

my =

sous les hypotheses de la proposition 4, on a : 7m;, — m¥%, p. s.

Remarque :

Ce résultat n’est valable que si F' est symétrique pour deux raisons :

(1) si F n’est pas symétrique, F' * F(2z) peut avoir une médiane en
dehors de l'intervalle des médianes de F'.
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(2) au contraire du cas symétrique, F' « F'(2x) peut avoir un intervalle
non dégénéré de médianes .
Ceci est confirmé par le contre exemple suivant di a Feldman et Tukey

(1966) :
On considere 0 < a < b, soit € > 0 tel que 0 < € < a, soit ¢ > 2b+ ¢ et
0<d< 3.
soit f la densité de F' définie par:
= si r€(a—e, a)
) .
fla) = —(Cl_b) si x € (b, ¢)
(5—0)/¢ si z € (c, c+e)
0 ailleurs

Soient X et Y deux v. a. i.1i.d. de densité f (ci dessus ), les médianes
de X sont tous les points de lintervalle [a,b] et, on montrera que la plus
petite médiane de (X + Y)/2 est plus grande que b en prouvant que :

P(X+Y)/2>0b]>1/2.

Comme ¢ > 2b, on a juste a montrer que: P(X +Y > ¢) > 1/2 ou
P(X+Y <¢)<1/2

PX+Y <c¢) <i+28)+62=(3+0)>2

et comme § < 1/2,ona: P(X+Y <¢) < (3)?<1/2.M

2- Estimateur alternatif: noté (1 1/2,)

Nous présentons dans ce qui suit cet estimateur sans détailler ses pro-
priétés .

Cet estimateur a été explicité dans I’ article de Kaigh (1983) .

Définition :

Soit (Xy, ... , Xp) un n-échantillon de v. a.r. i.4.d. et k un entier
fixé .

soit (Y(1.k), - - -, Y{ak)) une sous statistique d’ordre de k wv. a. prise
sans remise parmi les n v. a. 7. Xj.

Un estimateur de la médiane des Y; est déterminé par Y /o).

dans le n-échantillon défini précédemment il y a C¥ k-sous échantillons,
et I'estimateur 7(y1)/2,, est défini comme suit:

r+n—=k

Mernyzn= > PV = 2a) X Gm)
j=1

r=[k+1)/2], et
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r<j<r+4+n-—k.oou(})=Ck

Estimation de la médiane par la méthode du noyau et la méthode
des L-statistique :

3- Méthode du noyau:

a. Définition d’un noyau de probabilité :

Un noyau K est une application de R vers R bornée, intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1.0n dit qu’un noyau est de
Parzen -Rosemblatt si:  lim| x| [X|" K(z) =0

b.Estimation de la médiane :

Dans tout ce paragraphe on suppose que la médiane de X, mx est unique

Un estimateur de la fonction de répartition F par la méthode du noyau
K a la forme suivante :

r 1 Xi—1t 1
FE(z) = K dt, ot h 0 —
() /OO () ( h(n) )dt, ou h(n) — 0 avec -
ou (X;)<1i<pest un n—échantillon issu de X.
Il en résulte 'estimateur suivant de la médiane :

mE = inf {z: FE(z) > 1/2}
Reiss (1980) a défini un estimateur basé sur la "moyenne ” des termes
de la statistique d’ordre (X7, ...., X,).

Cet estimateur est repris par Falk (1984 (a)) et est présenté sous la forme
suivante :

k[t 1 1/2 —a .
ml = [ R @) K (s ()

mX est un estimateur de la médiane par la méthode du noyau .
Etude de la convergence de m/:
Soient les conditions suivantes :
(1) X a une densité f(z) continue et positive au voisinage de mx.
(2) f'(x) existe et est continue au voisinage de mx.
(3) Le noyau K (z) est de support fini .
(4) K(x) est bornée .
(5) limy 00 % [F(—2) —|— 1—F(z)]=0, pour a > 0.

(6) on suppose que F~lest (m + 1) différentiable au voisinage de 1,2
, avec une dérivée seconde continue si m = 1 , et de dérivée (m + 1)éme
bornée si m > 2.

7) [K(x)dx =1, [xK(xz)dz = 0.
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(8) limy, oo n'/*h(n) =0

n

1 [in —1/2
il = (9 = 3 Xom s /( k(i

i— i—1)/n

Evaluation de ’erreur quadratique,

et étude de la convergence en moyenne quadratique (m.q) de

mi

n
Il s’agit d’étudier :  E([mkE — mX]Q) = M.S.E.(mX), et de conclure
pour n tendant vers l'infini :
Théoreme 3:
On suppose que les conditions (3) , (5) , (6) , et (7) sont vérifiées , alors

pour n assez grand la M.S.E.(mX) existe et :

n.M.S.E.(mX) = (F71)2(1/2) {i — 2h(n) / xK(m)k(x)dx}—|—0(nh(n)2m+2)+0(n_1/4)—|—0(h(n))

ot k(z) = [*, K(y)dy.
Corollaire 3 :
Sous les conditions du théoréme 3 , on a

K m.q
m, —""mx

Pour n tendant vers l'infini, la M SE(mnK ) tend vers 0, ce qui prouve
le corrollaire3.

Etude de la loi limite :

Yang (1985) a démontré le théoreme suivant :

Théoreme 4 :

On suppose que les conditions (1) , (2) , (3), (7) , et (8) sont vérifiées ,
alors :

nY2 [k — mx] = —nl/2 [Fy (max) — 1/2) /f(mx) + 0p(1)

olt 0p(1) converge vers 0 en probabilité quand n tend vers oco.
ce théoreme permet d’avoir le résultat suivant :

Corollaire 4 :

Sous les conditions du théoreme 4, on a :

P2l — ) b N0, 1 £ my)
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Remarque :

On obtient la méme loi limite que lestimateur empirique 7, (voir 1
-Théorémel)

Etude de la vitesse de convergence de la variance et du biais
de mf :

Ce résultat est du a Yang (1985) .

Théoréme 5 :

On suppose que les conditions (1) , (2) , (3) ,(4) , (7) et (8) sont vérifiées
, alors :

Var(m) o(1/nh(n)?) et
|E(my) —mx| = o(n™"/?) +0(h(n)?)

4- Méthode des L-statistiques :
Définitions des L-estimateurs :
Un L-estimateur est une fonction de la statistique d’ordre, de la forme:

=1

H étant une application quelconque de R dans R , les a, sont des
constantes .

Estimation de la médiane par la méthode des L-statistiques:

En s’inspirant de la méthode du noyau , on définit cet estimateur, qu’on
note L , de la facon suivante :

LA LT - (1))
" n;X“’”h(n)K[ h(n) ]

K est un noyau et h(n) une suite tendant vers 0.

Remarque:

L'estimateur mX  classé dans la méthode du noyau est aussi un L-
estimateur .

du fait de la relation étroite entre mX et ML, on a des résultats sem-
blables concernant les convergences :

Loi limite , variance et biais :

Corollaire 5 :

En supposant que les conditions (1) , (2) , (3) et (7) ainsi que la condition:

(A): lim 1/(n®®h(n)) =0

n—oo
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sont vérifiées ,alors les résultats des théoremes 4 et 5 s’appliquent a I’estimateur
mk.

Equivalence asymptotique entre mnK et mﬁ :

Du fait de leur définitions ,ces estimateurs sont assez liés .

Théoréme 6:

On suppose vérifer les conditions (3) et (5) et que le noyau K est Lip-
chitzien alors :

E((1i; —my )?) = o(1/(nh(n)*a3,))

n n

avec a, — 00 et a,/(nh(n)) — 0,n — oo.

(On dira que les estimateurs mﬁ et mff sont asymptotiquement équivalents
en moyenne quadratique ).

Remarque:

1- La démonstration du théoreme 6 est du a Yang (1985).

2- Quand h(n) est grand , la variance de mff est petite alors que le biais
est grand , si h(n) est petite on a la phénomene inverse .

3- En raison de I’équivanlence asymptotique de mff
conclure aux mémes phénomenes pour mﬁ

4- On a défini précédemment la médiane d’une v.a.X comme étant une
constante m telle que: |X —m|, =inf|[X —¢|; ,c€R.

Soit (X7, ..., X;) un n-échantillon de v.a.r i.i.d. de méme loi que X ,
un estimateur de la médiane de X est la valeur § qui minimise la somme
suivante : Y., |X; —6].

si: n est impair n = 2r + 1, cet estimateur est donné par X, 1.,).

si: n est pair n = 2r , on peut prendre pour 6 toute valeur de 'intervalle

[X(T’:n) ; X(r+1:n)] .

L

et m,; ,

on peut

3.1.3 Comparaison des différents estimateurs de la médiane

Nous avons choisi comme critére de comparaison des estimateursT,et T, de
la médiane mx le rapport de leurs erreurs quadratiques, noté (RE.Q) et
défini ainsi:

E(T, —mx)?

E (T/l —m X)2

a .Comparaison des estimateurs empirique m, et alternatif m 1)/,
Les données du tableau suivant proviennent de Kaigh (1983) .

RE.Q. =

E(Thn — mx)2

RE.Q. =

~

E(mk+1/2,n —mx)
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Tableau 1: "R.E.Q

Lois uniforme normale Double exponentielle Cauchy

n=99,k=39 1,16 1,12 1,05 1,08

n=99k=9 1,48 1,31 0,96 0,94

n=99k=19 1,28 1,22 1,04 0,96
Constatation :

Pour ces lois connues , les simulations montrent que dans 2/3 des cas ,
Iestimateur alternatif de la médiane est plus performant que ’estimateur
empirique .

cette performance varie suivant k dont il serait intéressant de connaitre
la valeur optimale, un début de solution est proposé par Lecoutre et Tassi
(1987) .

b. Comparaison des estimateurs empirique et L-estimateur :

Le noyau K utilisé pour la définition de m’ est la suivant :

K(u) = (1 = ul) (<)

Ce méme noyau est aussi utilisé pour la définition de m® les données figurants
dans le tableau qui suit sont obtenues par simulation et sont dis & Yang
(1985) .

B = E (mn —m X)2
E(mLt —mx)?’ - E(mE —mx)?

Tablean 2:

] h(n) 0,06 0,08 0,10 0,12 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26

Normale

n=30 0,94 0,94 1,06 1,05 1,11 1,14 1,14 1,17 1,18
A—|n=50 1,06 1,08 1,10 1,12 1,17 1,19 1,21 122 1,24

Double exponentielle

n=30 0,80 0,91 0,99 0,96 0,97 0,99 0,97 0,97 0,96
A—|n=50 1,00 1,00 1,01 1,01 1,00 0,99 0,98 0,97 0,96

Exponentielle

n=30 1,13 1,18 1,28 1,27 1,35 1,39 1,39 1,42 1,43
A—|n=50 1,19 1,21 1,23 1,25 1,30 1,32 1,33 1,34 1,35

Constatation:

Pour les lois exponentielle et normale , I'estimateur /m’ de la médiane
est plus performant que 'estimateur m ,,.
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cette performance augmente quand h(n) croit .
pour la simulation double exponentielle , I’estimateur empirique est plus
performant que 7.
d'une maniere générale , m% est plus performant que 7.
Tablean 3 : n. =100
’h(n) 0,05 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 0,19 0,21 0,25
Normale
A= 1,03 1,07 1,08 1,10 1,12 1,14 1,15 1,17 1,20
= 1,04 1,07 1,09 1,010 1,12 1,14 1,16 1,17 1,20
Double exponentielle
= 1,03 1,04 1,04 1,04 1,04 1,03 1,03 1,02 1,00
B= 1,04 1,05 1,06 1,06 1,06 1,05 1,04 1,04 1,02
Exponentielle
A= 1,056 1,09 1,11 1,13 1,1 ) 1,17 1,18 1,18
= 1,03 1,07 1,08 1,10 1,11 1,11 1,12 1,12 1,10

<t
—_
D

Interprétation
Ce tableau confirme les constatations du tableau 1 concernant ’estimateur
mg , il nous permet de tirer les mémes conclusions pour l'estimateur mff .
Plus n est grand , plus la performance des estimateurs mff et m{; est
meilleure.

K ~ L

c. Comparaison des estimateurs m, et 1, :

E(mE —mx)?

C =
E(mf —mx)?
Tablean 4:
| h(n) 0,05 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 0,19 0,21 0,25 |
Normale

[C= 0,99 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
Double exponentielle

[C= 0,99 0,99 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 |
Exponentielle

|C= 1,001 1,01 1,02 1,02 1,03 1,04 1,04 1,05 1,07

"Ce tableau illustre le théoreme 6 concernant la relation entre les esti-
mateurs mX et mk
d .Comparaison des estimateurs alternatif iy ,/, et m

St~
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E(mk+1/2,n - mX)2
E(mf; — mx)?
Les données de ce tableau figurent dans l'article de Yang (1985)
Tablean 5:
’h(n) 0,05 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 0,21 0,23 0,25
Normale
k=39 0,92 0,94 0,96 0,98 1,00 1,00 1,04 1,06 1,07
k=79 0,99 1,01 1,03 1,05 1,07 1,08 1,12 1,14 1,15

D=

Double exponentielle
k=39 0,98 0,99 0,99 0,99 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95
k=79 0,98 0,99 0,99 0,99 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95
Exponentielle
k=39 0,95 0,99 1,00 1,01 1,03 1,04 1,06 1,06 1,06
k=79 1,00 1,04 1,05 1,07 1,09 1,10 1,12 1,12 1,12
Interprétation :

Suivant les distributions des résultats simulés , I'un ou 'autre des deux
estimateurs mff ou 7gq1/2, est meilleur . cependant , il apparait que

généralement mX est plus performant . Cette performance varie avec h(n).

Yang (1985) a proposé un choix optimale de h(n) en minimisant I’erreur
quadratique moyenne déterminée par la méthode des Bootstrap ou la méthode
du Jacknife .

¢ II. Variables corrélees : Cas d’un processus.

Soit (Xj)i=1,, une suite d’obsrevations corrélées de la v.a.r. X, mx
désigne encore la médiane de X supposée unique et m,, représente son es-
timateur empirique défini comme dans le cas d’observations non corrélées

plus précisément , nous supposons que les observations (Xj;)i=1 sont
a-mélangentes , c’est a dire :

Définition de variables a-mélangeantes :

Une suite de v.a. est dite a-mélangeante (ou fortement mélangeante )
sl existe une suite o(n) vérifiant :

1t2 a(1) > a(2) > a(n) avec  a(n) — 0 avec

e

sup sup sup |P(ANB)— P(A)P(B)| < a(n)
k>1 BeMF AeMps,

oit: MYF  représente la tribu engendrée par (Xi, ..., X)
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My, représente la tribu engendrée par (Xktns Xgtnt1s---)

Carbon (1983) a établi le résultat suivant :

Lemme 1:

Soit (X;)ien une suite de v.a. a-mélangeantes définies sur (€2, 4, P) et

vérifiant :

P(

VieN,E(X;) =0,|X1| <det E(X?) < D.
On pose :
Vk e N*, £(k) = Zle a(7) (La somme des coefficients de mélangence)

Ve >0et Vn e N* telquen >3 ona:

>

i=1

>¢) < 2exp [—ae +402e(D + 8d%¢(k))n + 2\/E(oz(k))2k/3".%

a vérifiant : 0 < a < ﬁ, et k € N* tel que k < n/2.
les nombres « et k ainsi que D et d peuvent dépendre de n.
Convergences de m,, vers my :

Soit k(n) une suite entiére coissante vérifiant avec « :
2k(n)

(H) lim,, oo a(k(n)) 3n =0 et lim, .o k(n) = 0.
(Hy k(n)/logn — oco,n — oc.
Lemme 2 :

Sous les conditions du lemme 1 et sous '’hypothese (H) , on a pour n

assez grand ,

sup P(|Fu(z) = F(2)] > €) < 2exp(— 5505

Démonstration :
Soit z € R, on pose A; = 1yx, <5y — F(x),
1A <2=d et E(A})<2=D.
Fo(z) — F(z) =237 | A;, donc:
P(5 X0 Al > €) = P(|[Fu(x) — F(x)| > ) = (%)
En appliquant le lemme 1 et en choisissant o = ﬁ , on obtient pour

tout € > 0,

(*) < 2exp(—3 [é — (2328 2\/504(]{)2’6/3”}

d’aprés (H) , %, % et a(k)?*/3" -0, quand n — oco.
Pour n assez grand , on obtient :
1%6@(% + 32%) + 2y/ea(k)?H/3n) < % , donc :

P([Fn(z) — F(z)| > ¢) < 2exp(—g35;)
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Il suffit de remarquer que le majorant ne dépend pas de x pour finir la
démonstration H.

Ces deux lemmes permettent de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 7:

Sous les hypotheses (H) et (H)", on a :

sup [Fy(z) — F(x)| =P 0
zeR
Démonstration :
Il suffit d’utiliser le lemme 2 et la démonstration classique du théoreme
de Glevenko-Cantelli.
Théoreme 8:
Sous les hypotheses (H) et (H)’ ,on a :

A .CO.
mn _J;L*)oo mX

Démonstration :
D’aprés le théoreme 1, sisup,cp |Fn(z) — F(z)| =P 0 et sila médiane
est unique alors:
my =P mx

11 suffit d’appliquer le théoréme 7 pour terminer la démonstration .
Application :
Corollaire:
Si (X;)i=1,n est processus réel géométriquement mélangeant (a(k) =
ap®,a>0,0<p<1,kcN¥)
Alors

mn _,p-co. mx

Démonstration :
11 suffit de vérifier les hypotheses (H) et (H)’ et d’appliquer le théoréme

a(k) = aexp klog p,
2
a(k)Zk/?)n — a2k/3n exp 23% log p = (*)
On pose: k(n) = B,n*9/2 1< 3, <2 0<3<2.
(*) = exp %Bnn(ﬁ_l)/z log a. exp log p%ﬁ%nﬁ — 0,n — o0.
(H) est immédiate.l
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3.2 Cas multivarié:

3.2.1 Définitions et Propriété

Définitions de la Médiane d’un Vecteur Aléatoire:

Définition 1: Mood(1941)

Soit: X = (X1, ..., Xs), s > 1 un vecteur aléatoire, Mood(1941) a
défini une médiane mx par le vecteur:

(mx,..mxs),00 my,,i=1,...,s

est une médiane de la v. a. r X;, Median(s): X;

Remarquel: Cette définition de la médiane multivariée présente quelques
faiblesses : Si on remplace X;, (i = 1, s), par une fonction monotone de
X, la médiane est invariante mais elle ne le sera plus si le repére subit une
rotation. Ceci appelle des définitions plus opérationnelles.

Autres définitions :

Définition 2: Médiane de Haldane (1948) Soit X un vecteur
aleatoire intégrable, soit ® la fonction de R* dans R™ définie par

#(a) = [ o= alldFx(@

Une médiane de X est le vecteur M, qui minimise ®. La médiane suivant
Mood est appelée ” Médiane arithmétique” et celle de Haldane est appelée
"Médiane géometrique”de maniere générale Kemperman(1987) a défini
la médiane d’une mesure finie sur un Banach :

Définition 3: Kemperman: Soit A une mesure finie sur un espace de
Banach ( E, ||-||). La médiane de A est tout point y € E minimisant f ou:

f(y)Z/E(va—yH—HxH)A(dw) )

Remarque 2:

Si [ llz|| A(dz) < co on retrouve la définiton de Haldane. Isogai (1985)
a repris la définition de Haldane pour la généraliser de la fagon suivante :

Définition 4: Isogai. Soit ¥ une fonction strictement croissante défine
sur [0, +o00[, ayant une dérivée second continue sur (0, +o00) et vérifiant :

W(0) >0

U(up +u2) < V(up)+ V(uz) pour ug, ug >0 (1)

(1) implique que ¥(u) < ¥(1). (u+ 1). On définie la distance entre X
et 0 par :

W(X,0) = (| X —6])
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ou || X — 6] représente la norme défine par:
{(X = 0)'B(X — )} avec § = (Bi5)ii.5 =15

est la matrice de convariance du vecteur aléatoire X' : (X1, ..., X,)
transposé du vecteur X de moyenne M (M = (my, ..., mg)). Posons:
A(f) = E(V(X, 0)) et notons 0y la valeur qui minimise A(0):

fpest appelé médiane généralisée de X associée a ¥

Médiane d’un echantillon:

Définition 5:

Soit un n-echantillon multivarié d’oservations X;, une médiane de cet
échantillon est une des valeurs m,, qui minimisent la somme suivante :

igld(a, Xz)

d etant une distance de R® ou a € R®. Si d est la distance euclidienne,
la médiane de I’échantillon appartient au plud petit polygone convexe C
contenant la répartition. C’est aussi I'intersection des demi-plans contenant
les X;.

Existence et unicite de la médiane multidimensionnelle :

L’existence de la médiane d’un vec. a. X de fonction de répartition
F est assuré par le fait que sa loi Py est tendue- Notion de tightness(Billingsley1968,
p9).

Valadier(1984) a prouvé le résultat suivant:

Théoréme 1: Valadier(1984): Soit E un espace de Banach séparable
et réflexif et P une mesure de probabilité sur E. On suppose que P est
d’ordre 1. Alors:

La fonction ¢ : E — R définie par: ¢(a) = [p|la— x| P(dz), est
convexe, lipchitzienne de rapport 1, on a:

lim @ =1

n—o |lal
et elle atteint sa borne inférieure sur un convexe fermé borné non vide M.
Pour a € M, on a:

Jall < 2 / || P(dz)

Kemperman (1987) a démonté que f définie par:
£0) = [l =yl = leDAdo) (%)
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est continue et lipchitzienne.
Défintion 6: Soit E un espace de Banach, E est dit strictement convexe
si:

VX, Y) € B2 et (|X] = V]| = 1,X #Y),ona: [(X+Y)/2 <1.

Remarque : Tout espace de dimension finie muni de la norme
euclidienne est strictement convexe.

Théoréme 2: (Kemperman (1987)): La fonction f : E — R, est
convexe et 'ensemble des médianes M = M (P) est fermé et convexe. Si en
plus E est strictement convexe et si le support de P n’est pas une droite.
Alors: f est strictement convexe et P posséde au plus une médiane.

Démonstration : C’est le théoreme de Kemperman (1987).

Dans toute la suite, £ = R?® et est muni de la norme euclidienne (sauf
indication contraire).

Corollaire 1: Sile support de P n’est pas une droite, la médiane
de P est unique.

Démonstration : On présente deux démonstrations pour ce résultat;
la deuxiéme qui est directe est due aMilasevic -Ducharme (1987(b)).

1. FE est strictement convexe d’aprés la remarque a, 'existence de la
médiane est assurée par le théoremel et on utilise le théoréeme 2 pour con-
clure a I'unicité de la médiane. M

2. Supposons que a1, g sont deux médianes de P, a1 # «a, L est la
droite qui passe par a1 et as. Soit 0 < A< 1letxz € E/L, on a:

2 = Aar = (1 = Naa|| = [Jzf| < A([lz = oall = [lz]) + (1= A) ([l — el — [|l2])
comme le support de P n’appartient pas a L, alors :

FQar + (1= Aaz) < Af(ar) + (1 = A)f(az) = min f(a)

Ceci est en contradiction avec le fait que a; et ag sont deux médianes dis-
tinctes de P. B

Relation entre médiane et distance:

Propositionl: La mediane dépend de la distance utilisée En
effet: Soit 'exemple suivant: On munit R? de la norme L.:

]| = max(|at], |#?])

ou x = (|w1}, ‘:L’Q‘) Soient P la mesure de support les points (x;);=1de
coordonnées (1, 0), (=1, 0), (0, 1) et (0, —1)affectés uniformément des
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poids(w;)i=1,4 = zet g la fonction définie par:

91(y) =q |y —x2’

La médiane de cette mesure est tout point ¥y minimisant g. On remarque que
g est symétrique et convexe donc elle est minimale & son origine et g;(0) =
1. g1(z;) = 1(Vi =1, 4), donc le carré @, de sommets x;(i = 1, 4), est inclus
dans M (P)car M (P) est convexe d’apres le théoréeme 1 et donc:

M(P)=Q.

Changeons la métrique, soit R? maintenant muni de la norme euclidienne,
il est strictement convexe. Soit g la fonction définie par :

92(y) = 924" %) Z\/y—x + (Y —a)?,

goest convexe et symétrique. Sa valeur minimale est obtenue en son origine,
donc y(0, 0) est 'unique médiane de P. Donc la médiane dépend
de la métrique utilisée.ll
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Chapter 4

Mediane conditionnelle: Cas
univarié.

4.1 Résultats Théoriques:

4.1.1 Définitions

Définitions de la mediane conditionnelle: Soient (2, F, P) un espace
probabilisé, Y une v. a. réelle, G une o-algébre telle que G C F.

Définition 1: La médiane conditionnelle de Y sachant la o—algébre G,
qu’on note m, est une v. a. vérifiant propriétes suivantes:

i) m est G—mesurable

i) PY>m /G) > 1/2 < P(Y <m/G) p. s. Cette définition est a
rapprocher de la définition de la médiane non conditionnelle.

Soient les données suivantes:

X un vec. a. de R4 Y une v. a. r. |, Px y la probabilité du couple
(X, Y) € (R B(RIFL) otz B(RI*) est la tribu borélienne de R4*+ic. A.
d: la tribu engendrée par les pavés de R4, Soit P{f une version réguliere
de la probabilité conditionnelle de Y par rapport & X et F(. /x) une version
de la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x et notons :

N= {y: Fy/z) >1/2} (resp. N' = {y : F(y/z) < 1/2}

Définition 2: Une médiane conditionnelle deY sachant X = z. m(z),
est la borne inférieure de NV : (resp. m/(z) est la borne supérieure de N”)

m(z) =inf N et m/(z) =sup N’

En cas d’unicité de la médiane conditionnelle on a :
m(z) = m'(x)
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Analogie avec I’Esperance conditionnelle:

On suppose que: E(|Y]) < oo. Par analogie a I’espérance conditionnelle
(Meilleure appoximation de Y par un fonction de X au sens de L?). la
Médiane conditionnelle de Y sachant X = z est la meilleure approximation
de Y par une fonction de X au sens de la norme L' soit:

Définition 3: m(x) est telle que:

E(Y —m(@)| / X =2) = inf B(Y —al /X =2)

4.1.2 Géneralisation aur a—quatiles conditionnels

La généralisation de la définition (1) aux a-quantiles conditionnels se fait
comme suit:

Soit a € )0, 1[, le a—quantile conditionnel de Y sachant la o-algebre G,
noté q,, est une v. a. vérifiant :

i) go est G-mesurable

i) PY >2¢a/G) > 1= a, P(Y < ¢ /G) > a.

La généralisation de la définition 2 se fait de la facon suivante :

Notons: Ny ={y : F(y/x) > a}(resp N, ={y: Fly/z) <a}),

On appelle a-quantile conditionnel de Y sachant X = z, noté ¢, (z), la
borne inférieure de N,. (resp ¢, (z) la borne supérieure de N),):

go(x) = inf N, et ¢ () = sup N},

Quant a la définition 3 sa généralisation est comme suit : Stone(1977)

Pour E(]Y| < oo, posons H(y, a) = c(a (y—a)t + (1 —a)(y —a)7),
c>0.

Le a-quantile conditionnel g, (z) est tel que:

BH(Y, a0 (1)) = inf B(H(Ya) / X = 1)

ol: z7 =max(z, 0), =~ = —min(z, 0)

Lorsque la loi conditionnelle est symétrique, la médiane conditionnelle
et ’espérance

conditionnelle coincident (p. s. ) lorsqu’elles existent.

C’est une des motivation de notre choix d’étudier ces deux parametres
simultanément, qui ont beaucoup de propriétés communes.

81



4.1.3 Proprietés de la médiane conditionnelle:

Propriéte 1: Existence de la médiane conditionnelle.
C’est le résultat du théoreme suivant:
Théoréme 1: Soit G une o—algebre.

Pour toute v. a. r. il existe une médiane conditionnelle m
sachant G.

Preuve: Si Y est une v. a. r. , il existe une version réguliere de la
fonction de répartition conditionnelle P(Y < y / G), on définit, pour chaque
w dans 2,

m(w)=inf{ye R: PY <y /G) (w) > 1/2}

m est une v. a. G-mesurable. Soit n un entier positif fixé et k un entier
quelconque.

Lorsque I’éveénement
w:k—1 < nm(w) <k
est réalisé, on a :

PY < m-n"1/G)

< P(Y s’“ /G) < 1/2
<P(Y< 2/G) < PY < Y/

m+n g) p.s.

et, en faisant varier k dans Z, on obtient les inégalités suivantes :

Vn >1PY<m-n"'/G) <1/2 < PY <m+n"'/G)ps
Il suffit de faire tendre n vers l'infinit, et remplacer la premiére inéquation
PY<m—-n"'/G) < 1/2

par:
PY>m-n"t/G) > 1/2

(passage a I’evénement complémentaire)on retrouve la définitionl:
i) PY>m/G) > 1/2 < P(Y <m/G) p.s

et on a i) m est une v. a. G-mesurable, pour conclure de I'existence de la
médiane conditionnelle. W

Théoréme 2: (Valadier(1984)
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Notons M(z) 'ensemble des médianes conditionnelles de Y sachant X =

x, alors:
sup{lla] : a e M(2)} < 2E(|Y]| /X ==)pp

Preuve: Voir Valadier (1984)

Propriété 2:

Non unicité de la médiane conditionnelle.

Tomkins (1976) a démontré le résultat suivant:

Théoréeme 3:

Il existe une médiane conditionnelle m* et une médiane conditionnelle
m** telles que :

m*< m < m*™ ps

pour toutes médianes conditionnelles m et Y sachant G.

Propriété 3: Inégalité de JENSEN pour les médianes condi-
tionnelles.

Théoreme 4:

Soit ¢ une fonction réelle convexe définie sur un intervalle I ouvert de
R, alors :

pour toute o-algebre G, pour toute v. a. r. Y telle que P(Y € I)=1
et pour toute v. a. r. m(Y/ G)

Il existe une médiane conditionnelle de la v. a. ¢(Y') qui satisfait :

m(o(Y)/G) = ¢(m(Y / G) p.s
En particulier : m(]Y| /G) et m(Y? / G) existent et vérifient :
m([Y] /G) = |m(Y/G)] et m(Y?/G) =m*(Y|G)  ps

(les fonctionsz + || et = +— 22 sont des de fonctions convexes sur R)

Propriété 4: Inégalité de Chebychef pour les médianes condi-
tionnelles.

Proposition 1:

Soit € une v. a. r. positive alors :

P(lY|>¢ /X =2) <e® E(|Y]* /X =) p.s

pour « > 0
Preuve : Posons Z = ¢! |Y], alors:
E(Y|*/X =2)e™ = E((e' |Y[")/X =2) = BE(Z*/X = x)
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> E(Z°1zon /X =2) > E(lz-1y/X = 1)
CP(Z>1/X =)= P([Y] > /X = ).

Proposition 2: Pour tout a > 0
m(@)| < E(Y]* /X =)/ p.s

Preuve: D’apres la proposition 1, pour tout é > 0, .
P(Y| > [(2+6) B(Y[* /X = 2)]/* /X =) < 2L = Lop s
Le théoreme 4 permet de finir la démonstration. W
Propriété 5:
Relation entre Médiane conditionnelle et Espérance condition-
nelle.
Notons V(Y/X = z) la variance conditionnelle de Y sachant X = x.
Proposition 3: On a |m(z) — E(Y/X =z)| < /2V(Y/X =x)
Preuve: IL suffit de remplacer dans la proposition 1

o par 2 e  par \/2B(|Y — B(Y/ X = 2)]* /X = ). B

Dans ce qui suit on propose une suite de résultats qui se démontrent assez
facilement en utilisant les définitions de la médiane conditionnelle(Tomkins(1976))

Théoreme 5:

Soit ¢ une fonction strictement monotone sur R, alors:

(i) ¢(m) est une médiane conditionnelle deY sachant G

Soit T une v. a G-mesurable, alors :

(ii) si m(T/G) est une médiane conditionnelle de T' sachant G alors:
m(T/G) =T p. s.

(iii) m(Y/G) + T est une médiane conditionnelle de Y + T, i. e.

m(Y +T/G) =m(Y/G) +T.

(iv)Tm(Y/G) est une médiane conditionnelle de 7Y, i. e. m(YT/G) =
Tm(Y/G).

Soient a un réel et Z une v. a. , alors :

(v) am(Y/G) est une médiane conditionnelle de aY’, i. e.

m(aY/G) =a m(Y/G).

(vi)siY > Zp.s., (Y, Zdeuxv. a. r. ), alors: Il existe une médiane
conditionnelle m(Z/G)

telle que: m(Y/G) > m(Z/G) p. s

Propriété 6:

Remarques sur la médiane conditionnelle d’une somme de v. a. , sur la
médiane conditionnelle d’une

médiane conditionnelle et sur l'inégalité de Cauchy-Schartz pour les
médianes conditionnelles.
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Au contraire de I’Espérance conditionnelle,
la Médiane conditionnelle ne vérifie pas les égalités suivantes :

m(Y +Z/G) =m(Y/G) + m(Z/G)

ouY, Zdeuxuwv. a.r. et:

m(M(Y/G) | G1) = m(Y/G1)

ou G étant une o—algebre et Gy C G et M une médiane conditionnelle.
L’inégalité de Cauchy-Schartz n’est pas toujours vérifiée pour les médianes
conditionnelles
(i. e) L’inégalité:

m*(|2Y]/G) <m(Y?/G) M(Z*/G)

n’est pas vraie.

Estimation de la médiane conditionnelle cas uni-
varie

Introduction: La loi Pyy de (X, Y') est inconnue et n’est assujettie
qu’a des hypotheses simples de régularité mathématique. On va utiliser pour
I’estimation de la médiane conditionnelle deux méthodes non paramétriques.
La premiere est empirique appelé médianogramme, est a rapprocher du
régressogramme étudié notamment par Bosq (1969) et Geffroy (1980). La
deuxieme est la méthode du noyau abondamment utilisée dans le cas de 1
‘espérance conditionnelle

Méthode du Médianogramme.

Methode du Médianogramme:

Estimation Empirique de la Médiane conditionnelle.
(Xi, Yi)i=1, désigne une suite d’observations du vec. a. i. i. d. (X, Y)
dont I'espace d’états est (R, B(RIH)).

4.1.4 Construction du Médianogramme.

Soit:
Ty = {In,z,z € Zd}

le pavage de R¢  défini par :

d
2=(2,.,2) €L et I,. =[] [zn(n), (z, + Dh(n)[
k=1
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h(n) étant une suite positive tendant vers 0 avec % Pour tout z € R%, on

désigne par I(z, h(n)) le pavé de J, contenant x, Fj,,(./x) représente la
f. r. ¢ de Y sachant que X € I(z, h(n)), on suppose qu’elle est absolument
continue et qu’elle a une densité notée fy,)(. /).

iy (@) = Fyk) (1/2/2)

est une médiane conditionnelle locale de Y sachant que X € I(z, h(n)). On
note: ¢(x, h(n)) le nombre de X; appartenant a I(z, h(n)): Clest la
réalisation d’une v. a. Q(z, h(n))

Y

919

Yi,, - Y;

i2 7 Zq(z,h(n))

sont les Y; telles que X; € I(x, h(n)). A
On définit I'estimateur empirique de Fj,,)(y/z) qu’on note Fj,,)(y/z)
de la fagon suivante:

Fumy /) = Fy@nm) Y -5 Yoo ¥)
. qr(l“ﬁ(?”b))1 . ) 0
_ 2@ R(R))) J; {Yz‘j < y} Sl Q(x, (n)> 7é
0 si: q(x,h(n)) #0

Ainsi 'estimateur empirique 1y, ,)(z) demy,(,)(w) est défini de la fagon
suivante: X
ey (@) = Bk (1/2/2)

Yliaeniny/2)) si g(x, h(n)) est imj
= (Y([iq(x,h(n)l/Q)]) + Y([iq(rc,h(n)1/2+1)]) )/2, si g(x, h(n)) est pai

m, si g(x,h(n)) =0

avec m, valeur arbitraire

4.1.5 Etude des modes de convergences

Etude des Différents Modes de convergences du Médianogramme.
les principales hypothéeses H sont :
(H1) laf r. F(., .) ducouple aléatoire (X, Y )est absolument continue
et ayant une densité f bornée.

86



(H2) laf. r. c. F(. /z)est absolument continue et on notef(. /z) sa
densité.

(H3) la loi marginale de X a une densité g strictement minorée.
(H4) f(., .) est lipschitzienne d’ordre 1 sur I(z, h(n)) x R.
(H5) g(. )est lipschitzienne d’ordre 1 sur I(z, h(n)).
(H6) la médiane conditionnelle m(z) de Y sachant X = x est unique.
(H7) lamédiane conditionnelle locale m, ,, de Y sachant X € I(x, h(n))

est unique.
(H8) 3 exp(—Anh(n)) < VYA > 0.
n=0

¢ Cas d’un échantillon: Observations Non Corrélées

Dans ce qui suit (X;, Y;)i=1ndésigne une suite d’observations indépendantes
et de méme lois que le couple(X, Y)

Convergence Ponctuelle de m,  vers m(z)

On commence par établir (ou rappeler) les lemmes qui seront utilisés
pour les démonstrations des théorémes qui vont suivre:

Lemme 1: Bosq(1969):

Sous les hypothéses: (H1), (H2), (H3), (H4) et (H5), on a :

sup | Fy(ny (y/2) — Fly/z)| __ —0,
yeR

Preuve: Bosq (1969) a démontré :

sup | fun)(y/z) — f(y/z)| — 0, n — oo
yeR

la démonstration du lemme est une conséquence de ce résultat et d’un
théoreme bien connu de Scheffe Billingsley (1968)p. 224. Des indications
complémentaires se trouvent dans l’article de Bosq (1973). B
Le lemme suivant a été établi par Dvoretzky-Kieffer-Wolfowitz (1956)
Lemme 2:
Soit F'(. ) la fonction de répartition d'une v. a. r. Y. F,désigne
I’estimateur empirique de F' défini par

. 1<
Fo(y) = Ezl{Yi <y}

(Yi)i=1,n étant des v. a. de méme loi que Y. Alors, Ve > 0

Plsup | Fu(y) = F(y) | > &) < C exp(—2ne?)
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C étant une constante universelle positive
Preuve: Se reférer a l’article de Devroy (1982). B.
Ceci servira pour la démonstration du lemme suivant:
Lemme 3: Sous 'hypothese (H3), si:

lim nhi(n) = oo

n—oo

alors: X
sup Fh(n) (y/x) - Fh(n) (y/x) n—oco =¥ 0
Y

Preuve: Soit:
B(x,h(n)) = {(x,y) € I(a,h(n)) x R}
On note
p(z, h(n)) = Prob((X,Y) € B(z, h(n))) = F(z+h(n), +00)—F(z—h(n), +00)
et:

En utilisant la formule de probabilité totale, on peut écrire
P(d(Fy(ny, Fam)) > €) = ZOCZ p (z, h(n))?(1 = p(z, h(n))"~Ix
q =

P(d(Fygny, Frmy) > efa(e, h(n)) = q)
D’aprés la définition de Fj,), on peut écrire

P(d(Fyny, Funy) > €/a(z, h(n) = q) = P(d(Ey, Fypiny) > €)

quésignant la f. r. empirique obtenue a partir des ¢Y;. Le lemme 2 permet
d’avoir :

n
P(d(Fyny, Famy) > € <Y _Clp (z,h(n))!(1—p(z, h(n))" Ixexp(—2¢c> )
q=0

< ¢ G p (@ h(n) exp(—2e2) ! (1—p(a, h(n))"™ < c(1=(p(x, h(n))(1—exp(~252)))"
q=0
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or I'expression:
(1= (pl, h(m) (1 — exp(—2¢2)))" = exp(nlog(1 - p(z, h(n))(1 - exp(~2¢2))

En utilisant le théoreme de la moyenne, on peut affirmer qu’il existe: &£ €
I(z, h(n)) tel que:
p(z, h(n)) = h(n)g(¢)

D’aprés 'hypothese (H3), g est strictement minorée, alors il existe b > 0 tel
que: V2 € R% g(z) >b. Ona:

log(l —z) < -z
Ceci entraine:
nlog(l — h(n)b(1 — exp(—2¢?))) < —nh?(n)b(1 — exp(—2¢?))

comme:
1 — exp(—2¢?) < 2¢2

nlog(1—h(n)b(1 —exp(—2¢?))) < —nh?(n)b(1 —exp(—2¢?) < —nh?(n)2e%b

donc: R
P(d(Fynys Fhin)) > €) < cexp(—2¢°bnh?(n)) (1)

lim,, .o nh4(n) = oo d’aprés (H8) donc: la serie de terme général
exp(—2¢2bnh?(n))
est convergente et donc le majorant de
P(d(Fynys Frimy) > €)

tend vers 0. W
Lemme 4: Sous les hypotheses: (H3) et (H8) on a :

d(Fh(n)v Fh(n))n—>oo —P0

Preuve: En utilisant (1) dans la démonstration du lemme 3, on a

> P(d(Fyny, Fumy) > €) < ¢ exp(—2e%bnh®(n))
n=0

n=0
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Le majorant est fini d’aprés (H8). B

Lemme 5: Sous (H6) et (H7), si Fh )(- /) converge uniformément
vers Fii) (- | 2): (C)

Alors, pour tout x fixé :

mh(n)(x)nﬂoo - mh(n)($) p-s

Preuve:

Fhyny (mpmy(z)/7) — (mh ) (@)/2)| <

‘Fh(n) (M) (@) /) — (Fpny (my, () (@) /) +‘Fh(n) (Mpm) () /7) = Froy (mpy(z)/2)
= + B
A< igg ‘Fh(n)(y/m) - Fh(n)(y/m)’ — 0 p. s. en raison de (C).

B = 0 d’aprés la définition de 1710,y (z) et mypen)(z). L'unicité de la
médiane conditionnelle et la continuité de Fj,(,)(. /) permettent de finir la
démonstration. l

Théoreme 1: Convergence ponctuelle p. s

Sous les hypothéses H: (H1)- (H8), Vz fixé on a:

lim 1y, (z) =m(x) p.s.

n — oo

Preuve:

[y () = mU(@)] < [y (@) = Moy (@) |+ [y (2) = m(a) | < A + B

A converge vers 0 (p. s. ) d’aprés les lemmes 4 et 5. Pour terminer la
démonstration du théoreme, il faut prouver que B converge vers 0

|F(mpny (2)/2) = F(m(@)/2)] < [F(mpg(@)/z) = (Fy) (mam (@) /)| +
| Fhny () (%) /) — F(m(2) /)]

| F (i) (2) /) = Fny (Mg ()/x)|<sup}F y/x) = Fumy (y/7))|

d’aprés le lemme 1, le deuxieme membre de cette inégalité tend vers 0 et a
fortiori le premier.

| En(nymi(ny () /) — F(m(z)/z)| =0
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en raison de la définition de my(,(7) et de m(z). L'unicité de m(z) et la
continuité de F'(. /x) permettent de conclure que B converge vers 0, et ainsi
d’achever la démonstration. l

Convergence uniforme de 1y, vers m

Soit I'hypothese (H9): C un compact de R, on peut lui construire un
recouvrement par un nombre ¢n fini de cubes de R%d’aréte h(n), en ce sens
qu’il existe z1, 2, ..., g, dans C, tels que

n

Cc ,Zulf(xi, h(n)

1=

On choisit h(n)de sorte que:

< &
"= R

L est une constante positive indépendante de n.

On supose (H10) que F(. /z) est lispschitzienne de rapport 6 > 0 et de
l'ordre 1 sur C' uniformément par rapport a y, (I'avantage de ce choix est la
simplification des calculs), alors:

[F(y/x) = Fy/xi)| <0 fle — x| Vy €R

Soit (U): L’hypotheése supplémentaire suivante dite d’unicité uniforme :
Ve >0, da > 0, Vt: C —R

sup [m(z) — t(z)] = & = sup |F(m(z)/z) — F(t(z)/2)| >
zeC zeC

Lemme 6: Sous 'hypothese: (U), et si on a :

sup sup |y (y/2)) = Fly/a)| =<0
zeC yeR n—00
Alors:
sup |mh(n) (x) — m(x)‘n_)oo —PcoQ
zeC

Preuve: En remplagant dans I'hypothese (U) ¢ par 1y, (,,), on peut écrire

(a) Ve > 0, Ja > 0 tel que:

SUp 1oy (%) — ()] > & = sup [P (1) (2)/2) — F(m(z)/2)] > a
zeC zelC
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[Pty () /2) = F(m(@)/2)] < |F iy @)/) = B (i) (@)/2)| +
| By (o (@) /2) = F(m() /)|
ceci donne:

[F Gy () /2) = Fom(e)2)| < 25up sup | (v/2)) = Fu/)

En utilisant (a), on obtient : Ve > 0, Ja > 0 tel que:

sup |mh(n)(x) — m(z)| > £ = supsup ‘Fh(n)(y/x)) - F(y/x)‘ > w2
zeC zeC yeR

Dou: Ve > 0, da >0 tel que:

P(igg |ty () = m(z)| > €) < P(zggzlé% Eymy (y/)) — F(y/w)‘ > a/2)

Si la série dont le terme général est la partie droite de 'inéquation de dessus,
est convergente, alors il sera de méme pour la série dont le terme général est
la partie gauche par comparaison de la nature des deux séries. B
Théoreme 2:
Sous les hypotheses H: (H1)- (H7), (H9), (H10), (U) et ou (H8)est rem-
placée par
lim nhd(n)/logn =oco  (H11)

n—oo

Alors:

Sup(mh(n) (.CI?) - m(:r)) n—oo — 0
zeC

Preuve: 1l sufit de démontrer:

sup sup [ Fy ) (y/2)) — F(y/7)| nbo — 0
xeC zeR

et d’appliquer le lemme 6. D’aprés I'hypothese (H10),
|F(y/x) — F(y/z;)| <d|lx —xi||, Ve e Cet Vi € {1,....4n}.
Ainsi pour chaque = € I(z;, h(n)), on a:

|F(y/x) — F(y/z;)| < 6.h%(n), Viel, .. n
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Compte tenu du fait que lim h(n) = 0 et de I'inégalité:

n—:ao

By /%) = F(y/2)| < | By (/%) = Fugay (/22)
+ | Fumy (y/xi) — Fy/z:)| + |F(y/zi) — F(y/z)]

Vael(x, h(n)),Vi €1, ..., ¢n. En utilisant le lemme 1 et (1) de la
démonstration du lemme 3, On obtient pour n assez grand :

P(sup sup |Fp ) (y/z) —F(y/w)‘ > ) < P( sup sup |Fy(y/2:) — Fy/zi)| > € /3)

zeC yeR 1<i<lnyeR
In In 262
< ZP(SH% Funy (y/) = Fly/w:)| > € /3) < ey _exp—=-bnh’(n).
i=1 Y€ i=1
Notons

252 d
b(n) = Clnexp —?bnh (n)

lim,, oo nh%(n) = oo, alors : On peut trouver n > 0 telle que: (nh%(n))™! <
n et il s’en suit que :

b(n) < CLyn'~7™
avec:

252 d
v(n) = 5 bnh®(n) / logn — oo

avec n. L’hypothese (H11) permet de definir la démonstration. B
Etude de laVitesse de convergence.
Soient les hypotheses supplémentaires suivantes :
a) Il existe une constante My telle que :

[m(z) —m(@)] < Mo |lo — /|

V z, z dans C
b) Il existe Mjvérifiiant :

Mfl <g(z) < M

YV z dans Cou g est la marginale de X
¢) f(y/x) est bornée sur un voisinage de la médiane de sorte qu’il existe
une constante positive ¢g, telle que :

M < fly/z) < My
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VaeeCetye (m(x)—eo, m(x)+ep). On pose:
r=1/(d+2)

Truong (1989) a établi et démontré le résultat suivant:
Théoréme 3: Sous les condition : a), b), ¢), si:

h(n) ~ (n"tlogn)"
il existe 7 ) 0 telque:

lim P(sup |7, (x) — m(z)| > 7(n " logn)") = 0
n zeC
Remarque: Ce théoréme est la suite des travaux de Stone (1982) qui a
démontré que :
(n"tlogn)"

est la vitesse convergence optimale de ||r,(z) — r(x)|| ol r,(x) étant un
estimateur de r(z) = E(Y/X = x).

4.2 La Méthode du Noyau

On rappelle qu'une fonction de L;(R%) est un noyau si sup,cpa |K(z)| <

0o et lim ||z]|? K (z) = 0Desdétails et des exemples se trouvent dans I’article
de Rosemblatt(1956). On supposera par la suite que K est un noyau stricte-
ment positif

4.2.1 Construction de ’estimateur.

Définition de I’estimateur m,, de la médiane conditionnelle par la
méthode du noyau:
Notons:
1 T

Ky (z) = () K(h(n)

h(n) étant une suite réelle strictement positive de limite nulle. Soit PyX
une version réguliere de la probabilité conditionnelle de Y par rapport a X.
Vx € RY, on considere lestimateur (P =%),, de (P =) défini par :

) Vo € RY

> 0y, Ky (2 — X5)
(PF=")n = =4
;Kh(n) (x — X3)
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d’ou :
Fuyfo)= [ (B)utay)
{Yy <y}
est un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant
X = x définie par:

,_le{YiSy}Kh(m (z — Xi)
Foly/z) = / (PE=")(dy) = =
{Y <y}

;Kh(n) (z — X;)
Soient:

il (@) =inf {y : Fuly/z) > 1/2}

(@) =sup {y : Fuly/z) <1/2}
iy, (@) + 1 (2)
2
Alors: 1y, (z) est un estimateur par la méthode du noyau de m(z).

mp(x) =

4.2.2 Etude des Modes de convergences

Etude des Différents Modes de convergence de m,,.
Hypotheéses généralesH’ : Soient les hypotheses suivantes

Le noyau K est borné a support borné et / K(u)du =1 (H'1)

la suite nh%(n) — oo, n — o0
(H'2)
La loi marginale de X a une densité f continue est positive au
voisinage de x  (H’3)

La fonction F'(y/.) est continue au voisinage de z (H4)
Lafonction Fy(./x) est continue (H’5)
La médiane conditionnelle m(x) est unique (H’6)

On suppose l'existance (Vy) d’une application définie sur R? telle que :
E(lyy,<py /) =F(y/.) (1)
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On désigne par C un compact de R? et on suppose que la loi Px, de X; est
uniforment absolument continue par rapport a la mesure (A) de lebesgue c.

a. d. :
{ I < ©:P(X; € B)<T\B),Vi € N,VB € Brd

Fy > 0: P(X; € B) > yA(B),Vi € N,VB ¢ B, 2)

C étant un e— voisinage compact de C' dans R?
Le noyau K de R? vérifie :
{K(.)<K1<oo,fK(z)dz:1 (3)
211 K (2) — 0, ||z]| — oo
On se rétreint au cas d’un échantillon: Observations non
corrélées

Convergence en probabilité et dans L" de m,(. ) :
Lemme 1. Hardle et Tsybakov (1988):
Sous les hypotheses (H’1)-(H’6), on a :

sup |F(y/@) = F(y/a)| noo — 0
yeR

Preuve: voir Hardle et Tsybakov (1988).
Lemme 2:
Sous (H1)-(H6),ona: Ve >0

lim, P(my(z) > m
lim,, P(my,(z) < m(x) +

Preuve: On pose

et on montre seulement la premiere partie du lemme, la seconde est iden-
tique. Posons:

o(x) = F(m(x) - - /)

D’aprés le lemme 6 et le théoreme 1 de Stone(1977), on a:

im B ZWni(x)I{“mw_%} —¢(z)| =0

ceci implique:

1/2 + ()

2 = 0.(7)

dim Py Wai(2) (i <m(zi) /2y >
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la proposition 4 de Stone(1977) permet d’écrire:
ZWni(x)I{m(Ii) < m(z)—¢e/2} n—ce — 0
i
d’ou:

. 1/2 — p(x

(*) et (**) impliquent
Jim PO Woi(@) [y, < m(a)—e) < 1/2) =1
et donc

P(mp(x) >m((z) —¢e) =1

On suppose maintenant que: E(|Y]") < oo, r > 1, alors :
Théorémel: Sous les hypotheses (H2)-(H6), si le noyau K est a support
compact et minoré sur ce compact par un nombre strictement positif, alors:

en probabilité et dans L”
Preuve: On a:

P(jmn(z) —m(z)| =€) =1 = P(Imn(z) —m(z)| <e)

or:

P(lmp(z) —m(z)] < ¢)=Plm(z)—e <my(x) <e+m(x)) =
P(my(z) < e+m(z)) — P(my(x) > m(x) —¢)

=1—P(mn(z) = e+ m(x)) — P(mn(x) > m(z) —¢)
II suffit d’appliquer le lemme 2 pour conclure:
M (T ) n—o0 — m(x)

D’aprés la proposition (2)

m(a)|” < QE(Y]" /X = x)) = E(Im(x)]") <2B(Y]") (1)

97



propriété de 'espérance conditionnelle, pour m(z) > 0,
@) L@y zmi@yy < (2D Wai(@) [y]" Iy zm(e)s
i

en utilisant le lemme 2 et le théoreme 1 de Stone(1977), on peut écrire
(2)
E(Imn(@)|" Iim (2)2m()y < 2E(Y | Iy sm())- (2)

Comme:
E(Y|") < oo,

(1), (2) et la convergence en probabilité permettentd’avoir la convergence
dans L" de my, (z) vers m(x). B

Convergence simple(ponctuelle en x) de m,, (z) ver m(z)

On remplace dans ce qui précede ’hypothese (H2) par :

Zexp(—)\nhd(n)) <oo,YA >0 (H2)

n>1

Théoreme2: Sous les hypotheses du théoreme 1, on a : Pour presque
tout x

My (L)oo —> m(x)p.s.

Fu(y/z) — F(y/x)

—

Preuve: Sous la condition (H2")on a: sup
R n—00

ye

Fu(ma(2)/2) = F(m(z)/2)| <

Fr(ma(a) /) = F(m(x) /)
+|F(ma(@)/x) = F(m(@)/x)]

=A+B

.S.
LN
n—oo

A < sup|Fu(y/z) — F(y/=)

yeR

on a: B =0, d’aprés la définition de la médiane conditionnelle, ceci donne :

Fuly/2) = F(y/2)| nooo — 0

Fu(ma(2)/2) = F(m(z)/2)| < su

p
R

L’unicité de la médiane conditionnelle et la continuité de F'(. /x) permettent
de conclure. l
Convergence uniforme de m,, ver m
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Posons:

n 1 -
FY™x,y) = ﬁZI{YiSy}Kh(n)(x - Xi)

=1
) = gy iy
et: n
Fulw) = > Ky — X0)
=1
alors : Fn(y/x) ) w
Ceci donne :
. FLn(z,y) FY"(z,y) — fu(z)F(y/x)
Fu(y/z) — Fy(a) = — 29 pryjo) = -
(y/z) — Fy(z) 7@ (y/z) )

sup sup |[F1" (z,y) — E(FY"(z,y))|

zeC yeR
inf

sup sup | (y/x) — F(y/)| <

zeC yeR

+

Sup s | Ful@) — B(fn(@) 5,500 [PIF@,0) = Fly/0)B ()

zeC yeR
_|_

iz () 2t F@

Remarque: le lemme suivant servira dans la plupart de nos démonstrations
(Inégalité de Bernstein)

Lemme 3:

Soit: {A;};_;, unesuitedev. a. r. qui vérifie:

E(A;) =0,B(A?) < D?

alors:
n

1
P(~ | D N[> t) < 2exp(
=1

nt?

m),ogzt<D2

Preuve: voir par exemple Collomb (1976).
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Lemme 4: Sous les hypothéses: (2) et (3), on a: Pour n assez grand et
pour tout £ > 0

supsupP(| F1"(z,y) — E(F""(x,y)) [> t) < 2exp(—bnh?(n))
Ty

(cette relation sera appelée (R1) par la suite)
Preuve: C’est une application du lemme 3. Posons :

x—Xi x—Xi

A= I{%SU}K(W) - E(I{YZSU}K( h(n)

)

E(A?%) < h(n)K T = D?

" " 1 n 1 n
P(|F""(z,y) — E(F""(2,y))| > t) :P(W d A >t) = P(~ > A > hi(n)t)
=1 =1
on pose:
t2
b:
4K T

et on applique le lemme 3 pour avoir :
P(|FY™(z,y) — E(F""(z,y))| > t) < 2exp(—bnh?(n))
cette majoration ne dépend ni de x ni de y et ceci permet d’écrire

supsupP(| F" (w,y) — E(F"" (,y)) |> 1) < 2exp(—bnh’(n)) W
Ty

Lemme 5: Sous les hypotheses: (2) et (3), si :
(i) le noyau K est lipschitzien.
(ii) La serie Y20, exp(—Anhd(n) < oo, A >0,

Alors:

supsup | FU"(z,y) — BE(FY(2,9)) |nsoo— 0 p.co
zeC yeR

Preuve: On suppose que K est de rapport L < oo et d’ordre v > 0,
alors :

v

N(z,2') € R,

On se fixe un réel o qui vérifie :
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1
a>1+4— I
5 (1)

Pour tout n € N, on désigne par {I;,,k =1, ...,0,}un recouvrement de C
par des boules de centre t; de rayon< h(n)®. Puisque C' est borné, on peut
choisir un recouvrement tel que : Vn € N,

ln < Bh(n)~" (¥)

ol B est une constante strictement positive indépendante de n. On pose :

n

Xi Tz — X1
- nhd(n) ZI{YKy}K( h(n) )~ E(I{YZS@/}K( h(n) ))]

=1

An(fﬂyy) = An(tlmy) + An(-%@/) - An(tkay) (**)

or on a:

[Bn(@9)| < [Antrs y) = Dal@,9)| + [ Dnlte, y)| = ‘An(w,y)‘ + | Bn(th, )]

avec :

S )= iy P (R )~ K

x—X tr — X
Z {YM}[ SRR ToR))

En tenant compte du fait que I (Vie,} <1 et que K est Lipschitzien, on a
1Y

’A (x, y)‘ < (nh%(n +E K(I

< 2L h(n)~ ) ||z — ¢4 |

Puisue t, a été choisi de maniere a ce que la boule I;, contienne zalors:
|z =tk < h(n)*

ceci implique :

‘An(x,y)’ < 2L h(n)r=(@+),
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et cette majoration est indépendante de z et y. L’inégalité (I) et ’hypothese:
(h(n)n—co — 0) permettent de conclure que :

sup sup An(:c,y)‘ — 0,n — o0

zeC yeR

convergence certaine. Il reste a démontrer:

sup max

Daltisy)| "0 (74%)

Ve > 0, on pose :

B, = supP (maul( An(tkvy)‘ > ¢)

A, (tg, ‘> < P
supP (i [2,(14,)] > 2) < 3 supP(uae

yeR k=1,
< l,supsup P (‘An(tkvy)‘ >€)
zeC yeR

d’ot, en utilisant le lemme 4et les inégalités (*) et (I), on a:
By, < 2Bh(n)~ @) exp(—bnh?(n))

comme
nh(n)p—se — 00

alors
(nh?(n))™¢ — 0, >0 et n — oo

on en déduit qu’il existe § telle que:
(nhi(n))~¢ < 6.

en posant
& =d+1/y

on obtien
By, < 2Bénf~"™ | ~(n) = nhd(n)
et alors : La serie de terme génerale B, est convergent »_ B, < co et donc
n>1
on a (***), ce qui achéve démonstration. l
Lemme 6:

Sous le hypotheses du lemme 5, on a:

A~ ~

sup fn(x) - E(fn(x)) —pco 0

zeC n—00
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Preuve: Il suffit de remplacer 1;y;<,; par 1 dans toutes les étapes de la
démonstration. l

Lemme 7: On suppose que F(y/. ) est lipschitzienne en x uniformément
par rapport a y, si:

/ 2| K (2)dz < oo,

alors:
supsup | E(F'" (w,y)) = F(y/a) E(fa(a)| =0
zeC yeR n—00
Preuve: Ve e C,yc€ R, on a:
B(F""(2,y)) = F(y/x) B (fu(x)) =
1 - T — Xz 1 - T — Xz
Bty 2 e K gy )~ PO @) ey B K () =
S (B 0Ty ey K ) = Flufa) B ) K () =
=1

1 r _ JJ—XZ'
P e = Flw/o)] i K5 50 (9)

en utilisant un résultat bien connu sur l’espérance conditionnelle(Théoréme
de Blackwell : E(Y) = EE(Y/X)) ou chaque opérateur E a un sens), on a :

(46) = 2D BBy /X0) = Flafo)h ™) ()
i=1
d’apres (1), on a:
E(I{Yigy} /Xl) = F(y/X’L)7
donc
1 " —d xr — Xz
() = DOE(P/X) ~ P/l K(50) <
=1

1 z—X;
. — X —d(NVK v
On pose
;= Tr — Xl
~ h(n)



I'hypothese (2) sur la loi marginale de X; permet d’avoir :

(**):LZH:Lth(n) / #] K (t)dt = LTA%(n) / 1 K (1) dt
=1

comme

/|t|K(t)dt< oo et h(n) — 0,n — oo

Alors:
(%) — 0,n — o.M

Lemme 8: Sous I’hypothése du lemme 5, on a :

36 > OE P(inéfn(x) <) < o0
re
i=1

Preuve:
(x) ntfn(a) 2 inf E(fa(2)) = sup | fa(z) — E(fa(@))]
z€ zeC zeC
Vre(C,ona:
B(fa(a) = (' (n) S Bty = 0t [ o n) K G Pt
i=1 i=1

I'hypothese (2) et la derniére partie de (3) permettent d’affirmer
Ir > 0,3ne > 0: E(fn(z)) > T/K(z)dz =7,Vxe(C,VneN

et n > n, on pose:
d=1/2

et on utilise (*) et le lemme 5 pour conclure. W
Théoreme 3:
Sous les hypothesesl), 2), 3)et U), si:
(i)F(y/. ) est lipschitzienne en = unifomément en y.
(ii) Le noyau Kest lipschitzien et vérifie [ |u] K (u)du < oo.
(iif)La serie: >°°° jexp (—Anh%(n) < oo, A >0
Alors:

sup |my(z) — m(z)|
zeC

n—oo ~PCo 0

Preuve: C’est une conséquence du lemme 6 et des lemmes 8, 7, 6, 5 et
4. 1
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Loi limite de ’estimateur m. (x)

On se restreind a: d = 1 et : 'hypothese(*)

vV y, F(y/. ) est deux fois continuement dérivables dans un voisinage U
de x tel que :

sup sup ’F” y/x)’ 00 (*)
zeU vy

et
F(m()/z) = z<wm =0 (%)

Théoréme4: Sous 'hypothese (*), si: le noyau K vérifie [uK(u) du =
0et, si:
nh3(n) — oo et nh’(n) — 0

quand n — o0,
Alors, pour presque tout x:

(nh(n) 2 (mn(2) — m(2)) nos —  N(0,0?)

/K? ) d /(F'(m(z)/z))?.

Preuve: voir Stute (1986 (b
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Chapter 5

Etude de la Médiane
conditionnelle: Cas
Multidimensionnel

5.1 Résultats Théoriques

5.1.1 Définitions et Propriétés

Soient les hypothéses suivantes:

(X, Y) un couple de vec. a. de R4 x R, Px y laloi du couple(X, Y)
dont I’espace d’états est (R4 B(RA+41) ) E(||Y]]) < +oo ot : ||-]| désignant la
norme euclidienne de R% et P{f une version réguliere de la probabilité con-
ditionnelle de Y par rapport a X telle que:

V(z,a) € RY xR® on a: ¢, (a) = /d |V — ol PE=* (dy) < 400
R%2

Définition 1:
Une médiane conditionnelle m(x) deY sachant X est telle que:
Vo € R%, m(z) vérifie:

¢ (m(x)) = inf ¢, (a) = inf /Rd2 Y — «f| P{fzz (dy)

a€R42 a€R92

Propriétes Générales de ¢,(. ) :
Proposition 1: ¢,(«) est lipschitzienne de rapport 1.
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Preuve:
\¢A®—¢A@F:/ (ly — all — Iy — BIl) PE="(dy
Rd2

< Jpa Nl = Bl PF=" (dy) =
o =B
Corollaire: ¢,(. ) est continue
Preuve: Elle découle immédiatement de la proposition 1
Proposition 2:

Go() /el = 1,

im
ler|| =00

Preuve: Soit a(n) € R%avec ||a(n)| — +oo, n — oo,

Caat) [ ly—aml— el .
T P o
ly — ()] - ()] < [l
Alors:

ly — alm)l] = o ()] oy Wl oxes
L. ol T [ @

Le derniér majorant tend vers 0 quand n — oo
car par hypothese E(||Y]]) < co. On a en plus:

ly —a@)| = llat)ll _ vl
le(n)] — inf [la(n)]]
et on utilise le théoreme de Lebesgue(convergence dominée)pour conclure.
[ |

Proposition 3: ¢,(. ) est convexe
Preuve: Soit (A1, A2) € Rt x Rftels que: (A1 +A\2) =1, on a:

L o= di0 = X8I B ) < [ 10w+ da)y = v = Ao RE ()
= fuen Py — @) + Aaly — B PE==(dy)

<A1 gy ly — @l PE=%(dy) + X2 [ga, lly — Il PY="(dy)
donc:

Pz A+ X2f) < Mda(a) + Aoz (5). A
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5.1.2 Etude de L’existence et de L’unicité

Existence et Unicité de la Médiane conditionnelle:

A: Existence:

On pose: h(z) = E(|Y|| /X =12) < oo, ¢5 = inf{¢.(a), a € R}
on a:

—00 < 6% < 6,(0) = h(2)

Soit:
r=sup{|a| : ¢z(a) <h(@)},|lafl > 1 = ¢u(a) > ¢},

ceci implique que l’ensemble des médianes conditionnelles est un sous en-
semble de B(r)ou:

B(r) = {a cR% :||a < 7«} ,

donc:
¢y = inf {¢p, (), € B(r)}

B(r) est un compact on a montré (corollaire 1) que ¢ (. ) est continue sur

R?% et par conséquent bz|B(zx) l'est aussi, elle atteint donc son minimum

sur ce compact. ceci assure l'existence de la médiane conditionnelle. l
Toute médiane conditionnelle vérifie la propriété suivante :
Poposition 4:

(@)l <2 [ vl RE ()

Preuve: On a

@)l = [ @ R (an) < [y =mla)| B+ |l P )

= ¢a(m(z)) + ¢2(0) < 2620 = 2 [ [yl
PY=*(dy). m

B: Uncité de la médiane conditionnelle multidimensionnelle

Ceci résulte de la:

Proposition 5: Si le support de la loi conditionnelle n’est pas une
droite, alors: la médiane conditionnelle est unique.

Preuve: R®muni de la norme euclidienne est strictement convexe et par
conséquent : la fonction ¢ (. ) I'est aussi, le théoreme de Kemperman(1987)
indique que 1 ’ensemble des médianes (conditionnelles) est au plus réduit a
un point. W
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Remarque:
L’ unicité peut étre démontrée en utilisant le théoreme de Milasevic
Ducharme(1987) en remplagant ¢(«) par ¢, ().

Estimation de la Médiane conditionnelle dans le
cas Multivarié

5.2 Méthode du Médianogramme

5.2.1 Construction de ’estimateur:

Soit (Xj, Yi)i=1n, une suite de vec. a. i. i. d. et de méme loi que (X, Y)
(La loi étant inconnue)

J= {In,z ze Zdl}

le pavage de R% défini par: 2z = (21, ..., 24,) € Z% et
dy
I,. = kT:II [z h(n), (2 +1) h(n)[

ot h(n) est un suite: lim, .o h(n) = 0.V € R%, on désigne par I,,(x) le
pavé de J,, qui contient x, et par
¢n(x) le nombre des (X;)i=1,, qui appartiennent a I,(x).

Gln (z) )

X
On considere I'estimateur (P, n défini par :

n

Y 0vilx, crm)  n

i=1 .

o =12 n S ZlXieln(x) 70
EjllXieznu) i=1
1=

(P

= 0 sinon. Un estimateur de ¢, (a) qu’on note: qASn’x(a), est tel que:

XGI

nale) = [ IV =l (R, ()

Soit:

én,x(a) = Z ||Y - OéH X 11 x) len x) 0
;hn@ )(Xi) i=

109



0 sinon
Soit I'estimateur empirique de m(x) qu’on note 7y, (z)est tel que

Dra () = it G 2(0)

5.2.2 Etude de la convergence

Etude de la Convergence simple de mjvers m(x)
Soit F'(. /) une version continue de la f. r. c. de Y sachant X =z :

Flo/a)= [ B (@)
{Y<y}
Notons: F},(y / x) son estimateur empirique:
Buy /o) = [ (B,

Y <y}
Soit:
) 1 - R :
F.(y/z)=—; ZI{YiSy}lIn(x) (X;) si Z 17, (x)(Xi) # 0 et 0 sinon.

Zi:l 1[71(56) (Xz) =1 . i=1

Commencgons par des lemmes techniques:
Lemme 1:

Ve>0,P(sup |Fu(y) —F(y)| >¢) < 46(45+452)(1 + n?)% exp —2ne?
ycR92

Preuve: on pose:

~ n da

Fn(y) = %Ei:ll}—oo,y}(yvi)a Yy = (yb c e ydz) et ]—OO,:I/] = 11;[1]—007%]
et on utilise Devroy (1982).

Lemme 2:

On suppose que la loi marginale de X a une densité g continue et stricte-
ment positive. Si:

lim nh(n)% = 0o et hy_oo(n) — 0

Alors :

sup | Fn(y /.Z') - F (y / JJ) ’n—>oo_>p 0.
yER%2
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i. e: pour z fixé, Vy € R%

(/) noso —P F(-/z)  Soit: Ve >0 on a: P(d(E,(-/x), F(-/z)) > €)nsso — 0

Preuve: Posons: d(F, ( Jx), F(x/ ) = sup,cpa, | Fn(y Jz) —F (y / x) |

Soit p(x, h(n)) la probabilité pour que(X, Y) € I,(x). en utilisant la
formule de probabilité totale

P(d(E(-/x),F(-/z) > ) ZC" n)*[1 —p (z, h(n)]"™

X P(d(Fya ) (-/2), F(-/7)) > &/ Q(Jfah(")ZQ)

q(z, h(n)) = le nombre de points X; qui tombent dans I,,(x)

A

P(d(Ey( () (-/2), F(-/2)) > €/ a(x, h(n) = q) = P(d(Ey(-/x), F(-/2)) > €).

Putilisation du lemme 1 permet d’écrire:  P(d(Fy(-/z), F(-/x)) >¢) =

= 4e1=H1) S O (1462)% [p(w, h(n)))* x [1 = p (2, h(n)]" ¢ exp —2qe>
=1

< 46U (14n2) 8 SO [p(a, h(n)))? % [1 = pla h(n)]" ™" exp—2qz2
=1

< deltetie) (1 4 p2)d iC’f{ [p(z, h(n)) exp —2¢%]? x [1 — p (z, h(n)]" "1
i=1

< 4eUetie?) (1 4 p2)d2 [1—p(z,h(n)) (1 —exp—2e2)]"
Le théoreme de la moyenne et la condition sur la loi marginale de X
permettent d’affirmer:
3¢ € I,,(x) tel que:

p(x, h(n)) = h(n)™g(&).

comme:

[1—p(z,h(n)) (1 —exp—2¢%)]" = exp [nlog(1l — p(z,h(n)) (1 — exp —2¢%))]

et pour z << 1,on a:
log(l —z) < —

donc:

nlog(1 — p(z, h(n))(1 — exp —2¢?) < —nh(n)"g(€)(1 — exp —2¢%) (¥)
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par ailleurs
1 —exp —2e2 < 2¢2,
Alors:
(*) < —nh(n)"g(¢)2e?

Donc:

P(d(Fu(-/2), F(-/2)) > €) < 415 (14n?) % exp —nh(n)" g(€)252  (A)

le deuxiéme membre de cette inégalité tend vers 0 quand n — oco. B
Lemme 3:
Sous les hypotheses du lemme (2) si:

n
S (1 +n?)% exp —Anh(n)® < oo pour tout A > 0, Alors pour x fixé:
i=1

sup |Fu(y/x) — F(y/z) =0

yERd2 n—oo
c-a-d: Pour z fixé, Vy € R%
Fo(/z) "5 F () @)

Preuve: On pose: A = 2e2g(¢)
on utilise (A) de la démonstration du lemme (2) pour obtenir

> P(A(F(-/x), F(-/x)) > €) < 4e! (4e+4e?) > (14n?)% exp —nh(n)™ g(&)2€>
-1 n=1

la condition du lemme permet de finir la démonstration.

Kemperman a démontré le lemme suivant:

Lemme 4:

Soient P une mesure de probabilité sur R% dont le support n’est pas
une droite et P,une suite de mesure de probabilité.

Si P, converge faiblement vers P, alors: La médiane de la mesure P,
converge presque strement vers la médiane unique de P.

Preuve: voir Kemperman(1987).

Théoréeme 1:

On suppose que le support de la loi conditionnelle n’est pas une droite
et que la loi marginale de X a une densité g strictement positive, si :

Z(l + )% exp —(Anh(n)h) < 0o

n>1
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Alors: V x fixé

M (D)nooo 23 m(z)

Preuve:

les lemmes 1, 2 et 3ont servi & démontrer la convergence faible de la
loi conditionnelle empirique vers la loi conditionnelle. on utilise le lemme 4
pour finir la démonstration du théoreme. B

5.3 La Méthode du Noyau

5.3.1 Construction de ’estimateur
Soient (X;, Y;) un échantillon de vec. a. i. i. d. de méme loi que (X, Y)
et K un noyau strictement positif de R% tel que: K(z) = HdllK(xi), x =
1=
(1, o vv .. , T4, ), K étant un noyau de R vérifiant :
IK()| <k < oo, [2|K(2) =0, |z]| > c0et [ K(z)dz =1.
K est a support et a variation bornés.

Vo € R%, considérons Pestimateur (P}),( =), défini par :

> oy K (550
X= =1
(P =) = T
SK (55

=1

Un estimateur de ¢y, 4, de ¢z () est défini par :

.

> I¥i-all K (55
nle) = [ = oll (RE)ulity) = =

n

—X;
2 K )
1=1
L’estimateur de la médiane conditionnelle m,,(x) est tel que:

an,x(mn(x)) = inf ¢na (@)

a€R42

5.3.2 Etude de la convergence

Convergence simple de m,, (z)vers m(z)
F),(y/ ) est un estimateur de la fonction répartition conditionnelle défini
par :
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i _ X Lz K Gi)
1‘21]1( Crey)

Stute (1986 (b)) a démontré le lemme suivant:
Lerréome 5: si:

3 exp (—Anh(n)?) < oo, pour A > 0, alors pour z fixé on a:
n=0
Fn( /x)n—mo —Pe R (/J})

Soit: sup | F(y /x) — F (y/x) |—=P*0
yER2
Théoréme 2:

On suppose que le support de la loi conditionnelle n’est pas une droite
et que le noyau K
est a support et a variation bornés. si:

S~ exp (—Anh(n)®) < oo, pour A > 0,
n=0

alors : Pour tout x fixé on a :

Preuve: lelemme 5 permet de montrer que ¢y, (. ) converge p. s. vers ¢z(.).
on utilise le lemme 4 pour finir la. démonstration. W
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Chapter 6

Application de I’Estimation
Non Paramétrique a la
Prédiction

Introduction.

les données: Soit (Z,), un processus strictement stationnaire, Markovien
d’ordre k et o -mélangeant dont

I’éspace d’état est une partie mesurable E de R. On considere le probleme
de la prédiction de Z,,11 a’aide des variables observées {Z;;i = 1,...,n}, pour
se faire en cherche & évaluer:

m(Zn—k—‘rla ) Zn) = m(ZnJrl/ [Zn—k-l-l’ ooy Zn])

avec m la médiane conditionnelle. Cette variable aléatoire réelle est le
meilleur predicteur probabiliste de Z, 1. dans le sens suivant (realisateur
de l'inf au sens de L) c-a-d:

1 Zns1 = m(Znkr1soes Zo)ll o = f {| Znyr = bl h € LN (B(Zn—ki1, -5 Zn)) }

On utilise deux predicteurs : Le Medianogramme et Le predicteur & noyau
pour l'estimation de ce predicteur probabiliste.

6.1 Prédicteur: Le Médianogramme

Le Médianogramme: IL a la méme conception que le regressogramme-
estimateur de I’ésperance conditionnelle- et 'histogramme -éstimateur de la
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densité. On se place dans le cas ou le processus est a valeur dans [0, 1](ou
a support compact). Pour n fixé soit P, une partition de [0,1]. Un esti-
mateur de la f. r. ¢ (fonction de répartition conditionnelle de Z,, ;1 sachant

Zn—k+1s - - -, Znest égale : a la moyenne des 147, <pi=1, ..., n—1
tel que: le vecteur de RF : (Zi—k+1, - - ., Z;) appartient a 1’élement de P,,
contenant (Z,_g+1, - - ., Zpn) et & 0 si aucun des vecteurs(Z;_g41, . . ., Z;)

n’appartient pas a cet element de P,, ce qui se traduit par:

n—k+1

« 1 .

Faly) = o] Y Wizin<oy X Wi ziensi a(n) #0
=1

N

et F,(y) = 0 sinon, avec J, € P, tel que:
(Zn—k+17 . Zn) € Jy

et
q(n) =card{Z; : (Zi—gs1,..v2Z;) € Jn,i=1,.5n—1}

Zi si g(n) est impair
Zns1 =mp (ka1 ooy Zp) = (lig(n)/2]+1) . ‘
! (Zntrs ) { (Ziigny/2) + Z((ig(n)/2)+1))/2 s q(n)est pair
(Z; est tel que(Z;—g+1, - - -y Zi) €dp, i=k, ..., n—1).

Pour toute partition P, on désigne par h(n) le plus petit réel positif tel
que tout élément de P,, soit contenu dans un cube de coté h(n), h(n) vérifie
I’hypothese suivante:

lim h(n) =0 et lim n*h(n) = oo
n—oo n—od
Posons: X; = (Zi—g41, - -, Zi) et Yi=Zits

(X, Y;) est aussi un processus a-mélageant, voir Billingsly(1968), on

suppose que «(n) vérifie avec h(n) :

lim nh(n)*/(k(n)logn) = oo

n—oo

ou k(n) est une suite entiere croissante vérifiant

lim sup noe(k(n))m;g?) / k(n) <oo,avec 1 < k(n) < n.

n—oo

lim,, o0 k(n) = oo et lim, oo k(n)/n=0
Corollaire:
On a:
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Zn+1 — m(Zn,k+1, 7Zn> l(zn—k+17---,2n) crk —Ps

Preuve: (Zp11 —m(Zp_ks1y - - -5 Zpn)) =
M (Zn—kt1s s Zn) — M Zp—kt1s ooy Zn)| < SUPLepr |mp(x) —m(x)|. La
derniere expression converge
vers 0 . W

6.2 Etude du Modele Paramétrique

Prédiction d’'un Processus Stationnaire. Décomposition de Wold.

Soit (X,t € Z) un processus du second ordre (HXtH%g(p) = B(X}) <
+00); on suppose qu’on a observé les (X;) jusqu’a Uinstant ¢ : (X, s < t).

Le but: Prévoir g(X;.1) € L%(p) avec g une fonction de X, (futur de
X; al’horizon h).Pour cela on cherche la meilleure approximation au sens de
L?(p)(en m.q)de g(Xyyp) par une fonction des (X,,s < t) (i.e) on cherche
a:

minimiser F(¢ — g(X;4p)?

ou ¢ est réelle est fonction des (X5, s < t) avec ¢ de carré intégrable.
la solution est connue.
Elle est unique et c’est:

E(g(Xi4n)/Bt)

Espérance conditionnelle de g(X;yp) sachant B; = o(X,, s < t) tribu
engendré par le passé de X i. e La projection orthogonale de g(X;yp,) sur
L?(By).

Remarque: On a ¢ € L2(Q, B;, P) C L*(Q, A, P)

Erreur de prédiction(Probabiliste):

Notée A:

A = lg(Xerm)l 72y = IE(9(Xr1n) /Bl 72 )

et

A = B((9(Xesn) = E(9(Xesn)/Br))?

en appliquant la relation de Pythagor on obtient

A = Hg(XH-h) - E(g(Xt+h)/Bt)‘|%2(p)
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Remarque: Si le processus est strictement stationnaire. Alors A ne
dépend pas de t et ne dépend que de 'horizon h (Plus h est loin, plus la
prédiction est mauvaise).

Prédiction Linéaire:

Méme données avec ¢ linéaire par rapport a X,, s < t, et de carré
intégrable, on désigne par M; = e(Xs, s < t) espace fermé engendré par les
X, s <t. D’aprés le théoreme de la projection orthogonale:

La solution:

est la projection orthogonale de g(X;4p)sur My, notée Pr(g(X,,p).

Erreure de prédiction(probabiliste):

2
Ap = E((g(Xen)—Pr(g(Xern))? = ||9(Xt+h)||i2(p)—HPTMt(9(Xt+h)HLz(p) :

Remarque

Si le processus X; est faiblement stationnaire;alors A; ne dépend pas de
t, dépend uniquement de

I'horizon h, pour h = 1(Hannan(1970)):

™
A} = 2mexp [1/ log f()\)d)\]
2 J_,
ou f désigne la densité spectraledu processus X;.
Décomposition de Wolde d’un processus faiblement station-
naire:
Définition:
Un processus faiblement stationnaire (Xy, t € Z)est dit régulier, si:
Ay & I'horizon h = 1(la premiére valeure future du processus) est stricte-
ment positive.
Remarque:
Processus régulier = 02 > 0 (ou o2désigne I'erreur)
Théoreme:
Soit X; un processus faiblement stationnaire, centré régulier, alors:
On a la la décomposition suivante :

oo
Xp=> NUij+Vi, teZ
j=0
V; est appelé la partie réguliere de X;.
ol N\g =1, Zj /\? < 00 et Uy bruit blanc de variance o2.

U; € My, Uy € M- (orthogonale de M;_1 C M,).
Vi € ﬂ;?io M;_jet Uy LV t, s € Z et cette décomposition est unique.
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Processus Linéaire(modele ARIMA)

Objectif:

Soit (X, t € Z) un processus linéaire, ayant observer X, ..., X; on
veut prévoir X;i1.

On présente la démarche de Box et Jenkins:

Elle a pour objectif de définir des modeles statisiques qui sont a la fois
simple, ayant le minimum de parametres & éstimer et un maximum de fidelité
et d’adéquation. En effet: Cette méthode permet de faire des prévision a
partir des series chronologiques sans disposer au préalable d’une spésification
du processus a l'origine de la série, et la détermination de celui-ci est résolue
vu 'existence d’une classe générale de modeles:

C={ARI[p],MAlq],ARMA][p,q], ARIMA|p,q,d]}

a laquelle peut se rattacher n’importe quelle serie chronologique.

D’ailleurs l'identification et la modélisation fait partie de cette méthode.

Le principe:

Une démarche en quatre étapes:

1)L’identification:

On modelise (X, t € Z). 1l sagit de choisir un ou plusieurs élements
de la classe C, les plus appropriés a la serie étudiée(i. e identifier p ou
q ou d), ce choix est lié a la fonction d’autocorrélation py et la fonction
d’autocorrélation partielle ri. k=10, 1, 2, . . .

2)Lestimation:

On estime les parametres du modele identifié, p. ex pour un ARM A(p, q)
on a (p+q+1) parametres: En effet un ARM A(p, q) avec p, q connus s’ecrit
sous la forme:

O, (B)X(t) = 04(B)U(1)

les parametres & estimer sont (¢1, . . ., ¢p, 01, . . ., 04 o2). Pour les
AR(p) fonction liniéaire des parametres on utlise la méthode des moindre
carrés;on obtient des estimateurs trés proches de la méthode de la régression
multiple.

3)La validation du diagnostique:

Vérifier si le modele est adéquat avec la série donnée. Ce controle est
basé principalement sur ’analyse résiduel. En effet, dans la mesure ou le
modele proposé est correcte, les résiduts doivent suivre un processus de bruit
blanc. Les tests de signification des autocorrélations résiduelles permette de
le vérifier parmi ces tests celui de Durbin-Waston et un test utilisant la
stasistique de Box-Pierce, valable pour tout processus ARIM A(p, q, d).
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4)Prévision des valeurs futures: Construire un prédicteur(fonction
des observations)c’est I'objet de notre préocupation.

Identification, Estimation, Prévision d’un processus ARIM A(p, q, d)

Introduction:

Un processus stationnaire peut en génerale étre approché par un ARM A(p, q)et
comme en réalité la plupart des séries chronologiques ne sont pas station-
naires, et les différence premiéres ou plus géneralement les différences d’orde
d (notéV4X; = (I — B)?X,) d’une séri chronologique rendent ’hypothése de
stationnarité plus vraissemblable alors I'idée est de considérer la classe des
processus dont la différence d’un certain ordre est un ARM A(p, q).

Définition:

Soit (X;, t € Z) un processus du second d’ordre, on dit qu’il un
ARIMA(p, q, d) ou un ARM A intégré d’ordre d s’il s’ecrit sous la forme:

®y(B)(I — B)X(t) = ©4(B)U(t) (*)

avec B opérateur de retard (B*X; =X,_)et ®,, polynome de degré p, O,
polynome de degré ¢ (¢, # 0, 0, # 0)etég = Oy = lavec les racines de® etde
© de module supérieur a 1.

Remarque: Pour compléter la définition(*), il, faut introduire le mécanisme
de démarage du processus

Exemple:

Soit le cas particulier suivant(marche aléatoire):

Xe=Uh1+..4+U; t>1

avec Uy des bruits blanc Xy est un ARIMA(0, 0, 1), eneffet: X;—X; 1 = Uy
se met sous la forme:

®o(B)(I - B)'X(t) = ©0(B)U (1)

Pour compléter la définition de X;on introduit une valeur initiale du pro-
cessus qu’on note X_g1(S € N) X; peut alors s’écrir:

t+5-2

Xe=X_g11+ Z Ui—i
i=0

sit > —S + 2;plus géneralement pour un ARIMA(p, q, d) on se donne
p' = p+d valeurs initiales: z_gy1, ..., T—gqpqu’on suppose non aléatoires;
la définition est valable pour t > —S + p/ avec Uy = 0 Vt < —S + p/ par
conséquent la relation (*) aura atteint son régime de croisiére au sens ou
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toutes les Uzqui interviennent sont tous non nul a partir de la date —S +
P +q+1.

Identification:

1) Pour identifier d, la méthode est la suivante.

On commence par calculer:

n—k n
Pk = Z(X] - X)/Z(XJ - X)

(Empirique basé sur les observations) Estimateur de py, fonction d’autocorrélation
Pr = 77’3
avec 7 fonction d’autocovarince. Si on constate que :
pr. = 0 on calcule : X; — X;_;(on différentie le processus) puis on con-
tinue.

2) Pour identifier p, ¢, on calcule 7 (estimateur de ry fonction d’autocorrélation

partielle)définie comme suit:
re = p(Xe — Xy, X — Xoi)

avec X, : projection orthogonale des X; sur e = e(Xe—1, - - -y Xi—ga1)
I’éspace fermé engendré par le passé de Xy et X;_ : projection orthogonale
deX;_g sur e (On a toujours 71 = p;), on a:

Tt = Or(P15 s Pi)

Plusieurs possibilités & envisagées. Le principe empirique est le suivant. Si
on constate que:

P, est trés petit a partir de k > g on a affaire & M A[q].

Si 7 est trés petit a partir de k > p on a affaire & un AR [p];

et si on constate que py, et 7y petits on a affaire & un ARM A [p, q] .

Pour déterminer p et ¢ on utilise une méthode dite méthode du coin
décrite dans Gourieroux, Monfort(1980), en cas ou il ya plusieurs coins on
applique le principe de parcimonie qui consiste au choix de (p, ¢) qui min-
imise une certaine fonction de p et ¢ soit p. ex p + q.

Estimation:

L’idée génerale est la méthode: Estimateur du maximum de vraissem-
blance(EMV), un des avantages de cette méthode elle permet d’obtenir
des estimateurs asymptotiquement optimale (la taille est grande et I'erreur
quadratique petite). Par contre EMV n’est pas robuste(Si le modele est
légerment faux 'estimateur peut devenir mauvais).

1: a. Cas : MA][q] Gaussien:
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q
Xy = Z YU
j=1

avec Uy bruit blanc Gaussien U; ~ N (0, 02) si on observe X = (X1, ..., X,)
et si on considére (Uy_g, - . ., Uy, Ur, ... Up,) saloi est N(0, o2)®(n+a)
et comme X = [(U) avec [ fonction linéaire, on déduit la loi de X et ainsi
sa matrice de variance covariance.

b. cas: M A(q) non Gaussien.

Box et Jenkins ont proposé une méthode d’estimation non linéaire par
les moindres carrés(vu la non linéarité des parametres dans les M A(q))

2: a. cas: ARMA(p, q) Gaussien:

®,(B)X(t) = ©4(B)U(t). on écrit

X(t) = @ (B)OBIU() = 3 sUs X,
=0

est une transformation linéaire des U; du type M A(oco) donc on se raméne
a MA(Q)et on choisit un ARMA(p, q) qui ressemble & M A(Q);ainsi

Q
X() =Y U
j=1

b. cas: ARMA(p, q) non Gaussien:
La premiére méthode consiste a le considérer comme s’il est Gaussien;
la deuxiéme méthode est celle du maximum de vraissemblance condi-
tionnelle(EMVC); on se place dans le cas d'un AR(p) sinon on fait comme
s’il était en effet : supposons X (t) = Z§:1 i X¢—; + Uy avec les hypothéses
usuelles: N = n + p observations (X1—p, ..., Xo, X1, ..., Xp).
La densité est incalculable! On considére alors le vecteur: (Xi—p, ..., Xo, Ui, ...Uy)sa
—_—

densité g(z1—p, ..., To, w1, ..., Up)est f(z1—p, ..., xg)x(rxl/ﬂ)” exp [—ﬁ Doy ut] , par
le changement de variables suivants:

!
xl_p — l’l_p
—_

_ p
Ut = Ty — Zj:l TjTt—j
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Le Jacobien de la transformation est égalle a 1. On a:
9(x1—p, .y o, ULy ooy Up) = f(@1—p, .y o) f (U1, -0y Up)
On a l'indépendance car des U; sont des innovations de la forme
X — X}
ils sont orthogonales & M;_jespace fermé engendré par le passé de X;_1.e(Xs, s <
l— 1)7
et dans le cas Gaussien on a: faiblement stationnaire <stictement

stationnaire.
La densité de (X1—p, ..., Xo, X1, ..., X)) est:

1 1 & L
f(m‘l,p, ...,xo)(m)n exXp _? ;(l‘t - ]_Zlﬂjl't])

Si on cherche la densité de X1, ..., X,/X1-p, ..., Xo, on a:

1 1 <« u
f(@1, s zn/T1p) s 20) = (m)"exp T952 ;(izt—;ﬂjfﬁt—j)

Estimer (71, ..., mp, o) par la méthode MV, on obtient le systeme le deux
équations suivants:

n p n
ZXtXt_j—ZmZXt_i:o ot j=1,...p
t=1 t=1 t=1

et:

o I X ;
52 = - Z(Xt — X1 — e — T X—p)
t=1

Remarque: Les estimateurs obtenus sont presque du MV.

6.3 Remarque Générale:

Les méthodes non paramétriques s’adaptent mieux a la prévision que les
méthodes paramétriques par leurs simplicité de calcul : On a pas besoin
d’evaluer des densités conditionnelles souvent difficiles & évaluer,et par leurs
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rigueur: On a pas besoin de I’étape d’identification du modele comme dans
le cas paramétrique, donc moins de doute.

Par contre un des inconvénient, on a des estimateurs qui ne sont pas
stricts (tous les estimateurs cités sont des fonctions en éscaliers) et toute
I’estimation se fait asymptotique d’ou le choix de la fenétre et du noyau
qui se pose; quoique pour une certaine classe de noyau de convolution le
probleme de I'optimalité est réglé par le choix du noyau d’Epanechnikov et
de Konakov.

Conclusions:.

Ce travail a été consacré a l’étude de la convergence des estimateurs
des parametres fonctionnels a savoir la densité conditionnelle, ’espérance
conditionnelle, la médiane et la médiane conditionnelle en utilisant:

— Les propriétés des parametres.

— Les résultats aquis.

— En s’inspirant de 1’étude concernant I'estimation NP de ’espérance
conditionnelle(synthese de plusieurs articles).

On a pu aboutir a des résultats sur les différents modes de convergence
(consistence faible et fortes) en suivant les mémes étapes de démonstration
utilisées pour ’estimation NP de ’espérance conditionnelle.

L’utilisation des données de simulation de Kaigh (1983) a permis de
confirmer certains résultats théorique, concernant la performance des esti-
mateurs de la médiane.

On pense qu’en utilisant les deux prédicteurs celui de l'espérance con-
ditionnelle et de la médiane conditionnelle simultanément sur les mémes
données (séries réelles ou simulées) on peut avoir meilleurs résultats dans la
prévision.

cela se justifie par le fait que le parametre médiane conditionnelle est
peut influencé par les valeurs abérantes relativement a l’espérance condi-
tionnelle, des simulations sont souhaitables pour le vérifier.

A souligner que les méthodes NP sont mieux adaptées que les méthode
paramétriques dans la prédiction par leurs facilités dans la pratique.

Outre toute 1’étude est faite dans le cas d'un échantillon (i. i. d), et
comme ’hypothese de I'indépendance des variables statistiques est difficile
a satisfaire dans la pratique, une étude dans le cas des processus est entrain
de se faire avec I’hypothese de mélangeance dans toutes ses formes, on a
entamé le cas fortement mélangeant reste les autres cas.

Entre autre, parmi mes préocupations, c’est de refaire I’étude dans le
cas d’un espace de dimension infini: 'estimation NP avec les observations a
valeurs dans un espace de Banach tel que: (C'[0,1], [|||,, ) et ainsi retrouver
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les résultats sur les processus (en utilisant les notion de probabilités dans le
espaces de Banach )

Il est a préciser que 'utilisation de la compacité de la boule unité de
R* n’est plus valable dans un tel cas car la boule unité deC [0, 1] n’est pas
compact; une méthode d’estimation est adaptée dans ce cas, c’est la méthode
par projection, qui consiste a estimer les coefficient de Fourrier du parametre
projeté.
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Annexe:

Intégrale au sens de Bochner

Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé ,X un espace vectoriel normé et B
sa tribu borélienne.

Définition de l'intégale au sens de Bochner :

une X— v. a. X admet une espérance mathématique, notée E(X) =
fQ XdP, au sens de Bochner, si X est intégrable au sens de Bochner (
ou fortement intégrable ) ce qui est équivalent & dire que X est forte-
ment mesurable et que || X|| est intégrable au sens de Lebesgue (F || X|| =
Jo I X[ dP < o) .

L’intégrale de Bochner d’une fonction étagée

X = mlg,

el

(Viel), z; € X, A; € A sur tout ensemble A € A étant définie par:

B(X) = [ Xap =3 aip(an )

i€l

Appelons L'(Q2, A, P) l'espace vectoriel des classes de X —v. a. fortement
mesurables (deux fonctions étant équivalentes si elles ne différent que sur
ensemble de probabilité nulle ) et Bochner - intégrables.

L’espace vectoriel des classes de fonctions étagées est dense dans L' :

Soit X une X —wv. a, il existe une suite de X — v. a. étagées (X,,) telle
que: Xp =3 o Tigla, , (Vin € In), z;, € X, A, € Aet X, —P> X

X sera Bochner intégrable si : limy . [, | Xn — X|[dP = 0, et nous
aurons par définition :

(VAe A), [, XdP =lim, . [, XndP.

Si X € L', nous avons les principaux résultats suivants : [|E(X)| <
EX];

Si T est une application linéaire continue de X’ dans un e. v. normé ),
alors :

T(X) est Bochner -intégrable avec F [T(X)] =T [E(X)]; siY € L:

(Va et beR), E(aX +bY) =aB(X)+bE(Y).

Si X est un espace de Banach, alors L' est aussi un espace de Banach,
muni de la norme X = [ IX(w)]| P(dw).

Inégalité de Holder :

Si pour certain p > 1, E || X||© < oo alors : |E(X)| < (E|X||7)/P.

Définition de I’intégrale au sens de Pettis :
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une X. — v.a X admet une espérance mathématique, notée F(X), au
sens de Pettis, si X est intégrable au sens de Pettis, ce qui signifie pour tout
x* € X*(dual de X) 2*(X) est intégrable au sens de Lebesgue, on écrit:

E(X) = JoXdP, ot E(X) est P'élément (unique s'il existe ) de X tel
que :

(va* € X*) E[ (X)) = 2* [B(X)]

i.e. x* fQ *(X)dP (au sens de Lebesgue ).

par exemple si: C0,1], X* = M4 [0,1]: D’ensemble des mesures
positives de [0, 1]

Comme l'intégrale de Bochner, I'intégrale de Pettis est linéaire et com-
mute avec toute application linéaire continue , si E(X) et E(Y) existent
(X et Y étant des X — . v. a), nous avons en effet les principaux résultats
suivants :

-(Vaet beR), E(aX +0bY) =aFE(X)+bE(Y);

Si T est une application linéaire continue deX dans un e. v. normé ),
alors :

- B[T(X)] = T[E(X))

|E(X)| < E||X]|| (mais il se peut que E || X | = 400).

dans le cas ou X est un espace de Banach, toute X — v. a. l’intégrable
au sens de Bochner est I'intégrable au sens de Pettis et les deux intégrales
ont la meéme valeur . Par contre , si X n’est pas complet , il est possible de
trouver des contre -exemples ou F | X|| < oo et ou E(X) , au sens de Pettis
, n’existe pas .

Méme dans le cas ou X est un espace de Banach , la réciproque n’est pas
vraie : il existe des X -v.a. intégrables au sens de Pettis mais pas au sens
de Bochner .lorsque mnous ne préciserons pas E(X) désignera l'espérance
mathématique au sens de Pettis

si X est intégrable , on appelle variance de X:

V(X) = [ IX = E(X)|]* dP.

E(X) existe et que (Vz* € X*), E(z* [X — F(X)])? < oo, alors la forme
bilinéaire symétrique, non négative, définie sur X* par :

(covX) (a1, 75) = E(x1 [X — E(X)]) (23 [X — E(X)])

est appelée la covariance de X.

X et Ysont indépendantes: cov X+cov Y = cov (X +Y).
Théoréme :

Soit X1, ..., X;, des X-v.a. (X Banach ) indépendantes, symétriques .
Posons Sy, = Zf:l X .

Alors , ¥t > 0 : P {maxj<g<y, ||Sk|| >t} < 2P {[|Sn|| > t},
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et P {maxj<p<p || Xl >t} < 2P {||S,]| > t}.

Espérance conditionnelle :

soit X € L' et C une sous tribu de A. il existe une X-v.a. Z, C-
mesurable , intégrable , telle que :

VAeC [, ZdP= [, XdP;

Z est unique , a une équivalence pres ( pour la relation d’équivalence
d’égalité presque sire ) et sa classe d’équivalence est appelée espérance
mathématique conditionnelle de X en C , et notée :

E(X/C) ou E¢(X).

I'application de L' dans L(€2,C, P; A) qui & X fait correspondre E(X/C)
, est linéaire et a comme

propriétés : (VX € L), (Yh € L=(Q,C, P; X)), E(ho X/C) = ho E(X/C)
, oul L est lespace vectoriel des classes de X-v.a. essentiellement bornées ;
(VX € L), |E(X/C)] < 1 X].

Bibliographies

[1]. Bartlett M. S. (1963): Statistical estimation of density functions.
Sankya, A25, 245-254.

[2] . Benedetti, J. (1975): Kernel estimation of regression function. U.
C. L. A. 405-408.

[3]. Bhattacharya, P. K et Parthasarthy, K. R. (1961): Some limit the-
orems in regression theory. Sankya, Ser. A 23 91-102.

[4]. Bickel, P. J et Lehman, E. L. (1969): Unbiased estimation in convex
families. Ann. Math. Statist. 40, 1523-1525.

[5]. Billingsley, P. (1968): Convergence of Probabilitey Measures. Wiley
(1968)

[6]. Bochner, S. (1955): Harmonic Analysis and the Theory of Probabil-
1ty. University of california Press.

[7] . Borisov, I. S. (1980): Abstracts of the colloquium on non parametric
statistical inference (Budapest).

[8]. Bosq, D. (1969): Estimation de la densite conditionnelle et de la
régression. C. R. A. S. Paris, t. 269 p 661-66

[9]. Bosq, D. (1973): Estimation de la densité d’un processus stationnaire
mélangeant. C. R. A. S. Paris, t 277.

[10]. Bosq, D. (1989): L’estimation et prévision non paramétrique d’un
processus non stationnaire. C. R. A. S. Paris(1989)

[11]. Cacoulos, T. (1966): Estimation of a multivariate density. Ann.
Ins. Statist. Math. 18, 179-189.

[12]. Carbon, M. (1983): Inegalité de Bernstein pour les Processus Forte-
ment mélangeants. C. R. A. S. Paris, t. 297.

128



[13]. Cencov, N. N(1962): Evaluation of an unknown distribution density
from observations. Sov. Math. Vol. 3, 1559-1562.

[14]. Collomb, G. (1976): Estimation NP de la régresion par la méthode
du noyau. Toulouse.

[15]. Collomb, G(1979): Conditions nécessaires et suffisantes de conver-
gence uniforme d’un estimateur de la régression, estimation des dérivées de
la régression. C. R. A. S. PARIS A, 288, 161-1635.

[16]. Deheuvel, P(1974): Conditions nécessaires et suffisantes de conver-
gence ponctuelle presque str et uniforme presque sir des estimateurs de la
densité. C. R. A. S. Paris. Vol. 278, 1217-1220.

[17]. Deheuvels, P. (1977): Estimation non paramétrique de la densité
par les histogrammes généralisés. Rev. Statist. Appl. 35, 5-42.

[18]. Devroye, L. P(1978): Consistency of a sequential nearest neighbour
regression function estimate. J. M. Analysis

[19]. Devroye, L. P(1978a): The uniforme convergence of nearest neigh-
bour regression function estimators and their application in optimisation.
I. E. E. E. Trans. Info. Theory, 24, 142-151.

[20]. Devroye, L. P(1982): Bound of the uniforme deviation of empirical
measures. J. M Analysis.

[21]. Devroye, L et Gyorfi, L(1985): Non parametrique Density Estima-
tion. The L'view. Wiley. 1985.

[22] . Ducharme, G et Milasevic, P. (1987): Uniqueness of the spatial
median. Ann. of Stat. , Vol. 15, N°3, 1332-1333

[23] . Duhamel, C(1978): Estimation d’une courbe de régression de la
moyenne. Revue de Statistique et d’analyse des données, 47-52.

[24]. Dvoretzky, A. Kiefer, JetWolfitz, J. (1956): Asymptotique minimax
character of the sample distribution function and the classical multinomial
estimator. . Ann. Math. Statist. Vol. 383, 642-669.

[25]. Epanechnikov, V. A. (1969): Non parametric estimation of a mul-
tidimensional probability density.

Theory Probab. Appl. 14, 153-158.

[26]. Feller, W. (1968): An introduction to Probability Theory and its
Application, 2nd. Wiley.

[27] . Ferguson, T. (1973): A bayesian analysis of some non parametric
problems. Ann. Statist. 1, 2, 209-230.

[28]. Fix, E et Hodges, J. L, (1951): Discriminatory analysis, non
paramétric discrimination, consistency properties. Texas, Report n°4

[29]. Geffroy, J. (1973): Sur la convergence uniforme des estimateurs
d’une densité deprobabilité. I. S. U. P. Parisé.

129



[30]. Geffroy, J. (1975): Sur l'estimation de la densité dans un éspace
métrique. C. R. A. S. Paris, t. 278.

[31]. Geffroy, J. (1980): Etude de la convergence du Régressogramme.
1. S. U. P. Jussieuzr, Paris6.

[32]. Gourieroux, C. Monfort, A. (1983): Cours de series temporelles.
Economica(1983)

[33] . Grenander, Ulf. (1981): Abstract inference. Wiley(1981)

[34]. Haldane, J. B. S. (1948): A note on the Median of a Multivariate
Distribution. Biometrika Vol. 35, 414-415.

[35]. Hall, P. (1984): Integrated square error properties of kernel es-
timators of regression functions. Annals ofstatistics, 1984, Vol 2, n°1,
241-260.

[36]. Hannan, E. J: Multiple time series. Wiley(1970)

[37]. Hardle, W. et Tsybakov, A. B(1988): Robust non parametrique
regression with simultaneous scale curve estimation. Ann of Stat Vol1l6

[38] . Hoeffding, W. (1963): Probability inequalities for sums of bounded
random variables. J. am. stat. assoc, 48, p 13-30.

[39] . Hoffmann-Jorgensen, J. (1976): Probability in Banach spaces. Saint-
Flour. (1976)

[40]. Isogai, T. (1985): Some Extension of Haldane Multivariate Median
and its Application. Ann. Ins. Stat. Math. Vol. 87, Part. A, 289-301.

[41] .Kaigh, W. D. (1983) Quantiles Interval estimation. Comm. Stat.
Theo. Math. Vol. 12; N 21; 2427-2443.

[42] Kempermann, J. H. D. (1987): The median of finite measure on
Banach space. Y. Rodge Ed. North Holland Amestrdam.

[43] Komlos, J. Major, P. et Tusnady, G. (1975): An approximation of
partial sums of independent r. v. and the sample d. f. I. Z. Wahr. verw.
geb. 32, 111-151. .

[44]Konakov, V. D. (1973): Asymptotic properties of some functions of
non-parametric estimate of density function. J. Multi. Anal. 5, /54-468.

[45] Lecoutre, J. P. (1975)(1983): Convergence et optimisation de cer-
tains estimateurs des densités de probabilité. I. S. U. P. Paris 6.

[46] . Major, P. (1973): On non-parametric estimation of the regression
function. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica, 8, 347-361

[47] Mood, A. M. (1941): On the joint Distribution of the Median in
Sample from Multivariate Population. Ann. Math. Stat. Vol. 12, 268-278

[48] Nadaraya, E. A(1964): On estimating regression. TheoryProb. Ap-
plic. Vol. 9, 141-142.

[49]. Nadaraya. E. A(1965): On non-parametrique estimates of density
functions and regression curves. Theory. Prob. Applic. Vol. 10, 186-190.

130



[50] Nadaraya. E. A(1970): Remarks on non-paramrtric estimates for
density functions and regression curves. Theory. Prob. Applic. Vol. 15,
134-187

[51] Noda, K. (1976): Estimation of a regression function by the Parzen
kernel-type density estimators. Ann. Inst. Math. Statist. 28, 221-234.

[52] Parzen, E(1962): On estimate of probability density function and
mode. Ann. Math. Stat, Vol. 33, 1065-1076.

[53] Pearson, K. et Lee, A. (1903): On the laws of inheritance in a man.
Biometrika 2, 357-462.

[54] Prakaza Rao, BLS. (1983): Non parametric functional Estimation.
Academic Press. 1983.

[55] Rousas, G. (1987): Non parametrique Estimation in mixing se-
quences of random variables. U. C. L. A. (1987).

[56] Rosenblatt, M. (1956): Remarks on some non -parametric estimates
of a density function. Ann. Math. Statist. Vol. 27, 642-669.

[57] Rosenblatt, M. (1969): Conditional probability density and regres-
sion estimators. In Multivariate Analysis II, pp. 25-31. New York: Aca-
demic Press.

[58] Rosenblatt, M. (1971): Curve estimates. Ann. Math. Statist. 42,
1815-1842.

[59] Sabry, H. (1978): Sur l'estimation non-paramétrique des fonctions
de régression. C. R. A. S. Paris 286A, 941-944.

[60]Schlee, W. (1982): Estimation Non paramétrique du a-quantile con-
ditionnel. Stat. et analyse des données Vol. 1, 32-47.

[61]. Schuster, E. F. (1969): Estimation of probability density function
an its derivatives. Ann. Math. Stat. 40p. 1187-1195.

[62]Schuster, E. F. (1972): Joint asymptotic distribution of the estimated
regression function at a finite number of distinct points. Ann. Math. Stat.
Vol. 43, 84-88.

[63].Shorack, G. R. et Wellner, J. A. (1986): Empirical Processs With
Appliation to Statistics. Wiley (1986)

[64] .Siddiqui, M. M. (1960): Distribution of Quantiles in samples from
a bivariate Population. J. Res. NBS 64B N°3, 145-150.

[65] Stone, C. J. (1976): Nearest neighbour estimators of a non linear
regression function. Proc. Comp. Sci. Statist. U. C. L. A }13-418.

[66] Stone, C. (1977): Consistent Non parametric Regression. Ann. of
Stat, Vol. 5, n°4 594-645.

[67] Stone, C. (1980): Optimal rates of convergence for non parametric
estimators. Ann. Statist. 8, 6, 13/8-1360.

131



[68] Stone, C(1982): Optimal global rate of convergence for non-parametric
regression. Ann. of stat, Vol. 10, n°4, 1040-1053.

[69] Stute, W. (1986a): Conditional Empirical process. Ann. of Stat.
vol. 14, n°2, 638-647.

[70] Stute, W. (1986b): On almost sure convergence of conditionnal em-
pirique distribution

function. Ann of Prob. Vol. 14, n°3, 891-901

[71] Tomkins, R, J(1976): On conditional Median. Ann of Prob. Vol.
3, 375-379.

[72].Truong, Y. R. (1989): Asymptotique properties of kernel estimators
based on local median. Ann. of. Stat.

[73] Tukey, J. W. (1961): Curves as parameters, and touch estimation.
Proc. 4th. symp. math. stat. Prob. Berkeley, p. 681-694

[74] Valadier, M. (1984): La multi-application Mediane Conditionnel.
Z. W. G. Vol. 67, 279-282

[75] Watson G. , Leadbetter M. , (1963): On the estimation of probability
density, Ann. Math. Statist. 34, 475-491.

[76] .Watson, G. S. (1964): Smooth régression analysis. Sankhya A26,
359-372.

132



	Page de garde.pdf
	resumé.pdf
	THESE MAGISTER RAHMOUNE AHMED.pdf

