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Introduction

Introduction :

Indubitablement, I'un des développements les plus remarquables en physique, qui a eu lieu
au cours des trois derniéres décennies était la découverte d'une relation entre certaines lois
physiques des trous noirs et les lois de la thermodynamique [1-7]. Il semble que ces lois des
trous noirs et les lois ordinaires de la thermodynamique sont deux piéces majeures d’un
puzzle qui vont parfaitement ensemble au point qu’il puisse y avoir un peu de doute que
cette relation soit d’une signifiance profonde et puisse nous fournir une clé pour la compré-
hension de la nature fondamentale du trou noir en gravitation quantique, aussi bien que la
compréhension de certains aspects de la thermodynamique elle-méme [8-11] . Par exemple la
finitude de 'entropie du trou noir est vue comme une manifestation directe de la discrétion
de I'espace-temps a I’échelle de Planck, et pointe vers une réduction nécessaire du nombre
de degrés de liberté sur 'horizon [11]. Cependant, malgré toutes les évidences pour une
entropie associée avec I’horizon du trou noir, une compréhension compléte de son origine
statistique est encore manquante, et il reste incertain a quoi référent ces degrés de liberté
[11]. Idéalement nous chercherions la réponse dans une théorie quantique de I'espace-temps
plus fondamentale, mais malheureusement aucune approche pour construire une telle théo-
rie n’a suffisamment avancé au point qu’elle offre une réponse définitive. Néanmoins, il est
presque indubitable que la thermodynamique du trou noir a ouvert un chemin pour une
connaissance meilleure de la structure fondamentale de I'espace-temps. En effet, le role joué
par la thermodynamique du trou noir est trés semblable au role joué historiquement par la
thermodynamique d’un gaz dans une boite révélant ’atomicité et la nature quantique de
la matiére et la radiation. Cette analogie peut étre mise en évidence en rappelant quelques
faits concernant la thermodynamique en présence d’un horizon des événements. On pense

souvent a l'entropie comme une mesure de 'information manquante ou indisponible sur
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un systéme physique, et de ce point de vue, on attend qu’une certaine quantité d’entropie
doive accompagner un horizon des événements, puisque par définition il est par excellence
un dissimulateur d’information. En particulier, on peut associer a chaque champ quantique,
en présence d’un horizon, I’entropie d’intrication résultant nécessairement de l’'ignorance de
modes intérieurs inaccessibles qui sont en corrélation (intriqués) avec ceux de l'extérieur
[10, 13, 14]. Dans un espace classique continu, cette entropie d’intrication s’avére étre infi-
nie, au moins lorsqu’elle est calculée pour un champ quantique libre sur un espace-temps
avec un background fixé. Cependant, si on impose un cutoff & courte distance sur les dé-
grées de liberté du champ, on obtient plutot une entropie finie, et si le cutoff est choisi de
I'ordre de la distance de Planck alors cette entropie a la méme grandeur que celle de 1’ho-
rizon [11]. Basé sur ce résultat attrayant, il y a eu beaucoup de spéculations en attribuant
I'entropie du trou noir a la somme des entropies de divers champs dans la nature [19, 3.
Indépendamment du fait que I'intrication des champs fournit toute I’entropie ou seulement
une portion, les contributions de ce type doivent étre présentes, et n’importe quelle théo-
rie consistante doit rendre compte de ces entropies. L’entropie d’intrication a été explorée
extensivement par plusieurs auteurs, cependant la plupart des travaux étaient consacrés au
calcul de cette entropie en utilisant diverses méthodes de régularisation et I’étude du degré
et 'universalité de la divergence [22-24]. Par exemple dans [18] il était démontré qu’a P'ex-
ception de 'espace-temps 141 le coefficient de divergence est non-universel et dépend de
la méthode de régularisation. C’est pour cela qu’aucune comparaison quantitative n’était
possible. Récemment l'entropie d’intrication a été étudiée sur des espaces flous [20]. Il y a
beaucoup de motivations derriére la considération des espaces flous comme une alternative
de réseaux. Une raison évidente est I’espoir que la non-commutativité pourrait atténuer les
divergences UV et possiblement rendre finies certaines quantités qui sont UV divergentes
dans les espaces classiques et au méme temps préserver la symétrie de ’espace. Par exemple
des résultats venant de la théorie des champs quantiques a température finie ont montré que
les modéles non-commutatifs se comportent comme s'ils ont beaucoup moins (D.L)! en UV

que les théories des champs conventionnels. Dans certains cas les D.L étaient si fortement

1. D.L =degrés de liberté
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réduits que les divergences UV pourraient étre évitées [21]|. En effet, le cas d’entropie du
trou noir, comme déja signalé, est semblable & celle du gaz ordinaire dans une boite, ou
nous savons que la finitude de I'entropie de gaz provient de la finitude du nombre de mo-
lécules et la nature quantique non-commutative de I’espace de phase. Un autre phénomeéne
analogue qui pointe vers une nature floue de I’espace-temps vient de la combinaison de la
mécanique quantique et de la gravitation qui nous conduisent indubitablement a une image
floue de l'espace-temps. Une réalisation possible de cette image est fournie par la géomé-
trie non-commutative et floue. Une autre motivation est ’émergence naturelle de géométrie
non-commutative dans le cadre de la théorie des cordes en connexion avec les D-branes . En
fait il a été suggéré récemment par plusieurs auteurs que le compte des états microscopiques
pour un trou noir extrémal en utilisant une théorie des champs duale pourrait étre interprété
comme découlant de U'intrication [22-24].

Lorsqu’on considére l'entropie d’intrication sur les espaces flous ou non-commutatifs
nous sommes obligés a confronter la question de la définition de la frontiére par rapport a
laquelle I'intrication doit étre calculée. En effet, en vue de la non-localité des théories non-
commutatives on s’attend que la frontiére soit floue. Cela nous améne a poser la question
comment on définit des régions disjoints dans un espace flou ou non-commutatif pour définir
proprement l'entropie d’intrication. Dans [20] il était démontré que lorsque les variables des
champs sont proprement choisies il y a presque une voie unique pour obtenir l'intrication
entre les divers D.L dans des régions différentes. Dans [20] I'entropie d’intrication résultant
de l'ignorance des D.L résidents dans une région donnée était calculée pour deux modéles
d’espaces flous.

Dans tous les cas considérés ’entropie s’avére proportionnelle au surface de la borne qui
sépare les deux régions, accessible et inaccessible. De plus, une interprétation intéressante des
résultats , qui n’était pas possible dans le cadre des autres régularisations, était que I’entropie
d’intrication pourrait étre interprétée aussi comme étant proportionnelle au nombre des D.L
sur ’horizon. Une autre question intéressante a la quelle on fait face lorsque on considére
les espace flous ou non-commutatifs est la question de localisation des D.L qui donnent

la contribution dominante & lintrication. Dans le contexte du réseau il a été démontré
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numériquement que la contribution dominante a l’entropie d’intrication provient de D.L
qui sont situées au voisinage de I’horizon (la frontiére de séparation) [25, 26]. La méme
question a été adressée dans dans le cadre de la régularisation floue [27]. Il a été trouvé
que dans les espaces flous aussi ’entropie d’intrication est dominée par les D.L prés des
bornes de séparation, et dans la mesure ot ce point est concerné par non-commutativité et
la non-localité n’ont pas modifié 'image obtenu en utilisant le réseau comme régulateur. Des
arguments étaient aussi données en faveur du fait que dans la limite macroscopique les D.L
qui donnent la valeur essentielle de ’entropie d’intrication sont infiniment prés au frontiére
de séparation. De plus, il a été démontré que lorsque seulement les D.L prés au frontiére sont
inclus la loi de surface est facilement obtenue en utilisant la méthode 1/N - expansion. Un
autre point intéressant concernant cette dérivation et que la loi de surface est presque dictée
par la forme du le potentiel flou et les propriétés générales de ’entropie d’intrication. En
particulier plusieurs calculs numériques suggérent que I’entropie d’intrication est controlée
par la géométrie au voisinage de la frontiére.

Dans cette dissertation nous nous concentrons sur l’entropie d’intrication sur les es-
paces flous et réseau-régularisés a basse dimensions . Cette dissertation est organisée comme
suit : Dans le premier chapitre on commence par une revue bréve de quelques aspects de la
thermodynamique du trou noir, puis on introduit le concept de ’entropie d’intrication en
connexion avec le trou noire et on présente une dérivation détaillée de la formule principale
qui permet de calculer ’entropie d’intrication résultante de I'ignorance dun sous-ensemble
de N-oscillateurs harmoniques couplés. Dans le deuxiéme chapitre cette formule est appli-
quée a deux modeéles de théorie des champs scalaires, le premier est une sphére et le deuxiéme
est un linge (segment) ot on adopte le réseau comme régulateur. Le troisiéme chapitre est
consacré a l'espace-temps 2-+1 avec des espaces flous, on considére deux modéles différents
pour l'espace. Le premier cas est une sphére floue, les variables de champ sont décomposée
sur une base ou l’entropie d’intrication peut étre définie sans ambiguité, les résultats du
|27] sont obtenus. Le deuxiéme modéle considéré est un disque flou. Dans le cas du disque
il s’avére qu’il y a deux cas intéressants qui peuvent étre investigues. Le premier cas ré-

sultera de 'ignorance d’un sous-disque et le deuxiéme résultera de 'ignorance de la moitié
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du disque. Dans le premier cas la région ignorée restera finie lorsqu’on approche la limite
du plan de Moyal, tandis que le deuxiéme cas explose et devient infini. Dans les deux cas
I'entropie est proportionnelle & la surface de frontiére de séparation et peut étre aussi vue
comme proportionnelle au nombre de D.L sur la frontiére. Dans le deuxiéme cas ’entropie
par unité du surface diverge a la limite du plan de Moyal et cette divergence est attribuée
au phénomeéne du mélange IF-UV . Nous concluons par quelques remarques concernant la

localisation de D.L qui donnent la contribution dominante a I'entropie d’intrication.



Chapitre 1

Entropie de N-O.H couplés

1.1 Thermodynamique du trou noir

Il était d’abord signalé par Benkenstein que des relations proches peuvent exister entre
certaines lois satisfaites par les trous noirs en relativité générale et les lois ordinaires de
la thermodynamique [1, 2, 3|. Le théoréme de la surface de la relativité générale classique
annonce que la surface A du trou noir ne peut qu’augmenter au cours de n’importe quel

processus,

AA >0 (1.1)

Benkenstein observait que ce résultat est trés analogue a I’annonce de la deuxiéme loi
de la thermodynamique: L’entropie totale S d’un systéme fermé (isolé) est une fonction

monotone croissante.

AS >0 (1.2)

En effet, Benkenstein proposait que la surface du trou noir (multipliée par une constante
de lordre de 'unité de Planck) doit étre interprétée comme l’entropie physique du trou
noir. Un peu plus tard, 'analogie entre les deux ensembles de lois était systématiquement
développé par Badreen, Carter et Hawking [6]. Ils ont démontré que dans le cadre de la re-

lativité générale, la gravité de surface x, pour un trou noir stationnaire doit étre, constante
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partout sur I’horizon. Ils signalaient que ce résultat est analogue a la loi zéro de la thermo-
dynamique, i.e. la température 7' doit étre uniforme sur un corps en équilibre thermique.
Finalement, Badreen, Carter et Hawking ont démontré la premiére loi de la mécanique du
trou noir. Dans le vide, cette loi assure que la différence de masse M, de surface A et de
moment angulaire J pour deux trous noirs stationnaires proches sont reliés par ’équation

suivante :

oM = i/<;5A +QoJ (1.3)
8

ou {2 désigne la vitesse angulaire de 1’horizon des événements. Ils remarquérent que
cette loi est treés analogue a la premiére loi de la thermodynamique, qui assure que la
différence d’énergie, E/, 'entropie S et d’autres paramétres d’état entre deux états d’équilibre

thermique voisins pour un systéme est donnée par:

OFE =TS + travail (1.4)

Si on compare les lois zéro, premiére et deuxiéme de la thermodynamique ordinaire avec
les lois correspondant au trou noir, on observe que les quantités analogues sont, £ < M,
T < aket S % ol « une constante indéterminée. Méme dans le contexte de la relativité
générale, un soupcon que cette relation puisse étre de signifiance physique provient du fait
que E et M représentent les mémes quantités physiques, a savoir I’énergie totale du systéme.
Cependant, dans le cadre de la relativité générale, la température physique d’'un trou noir est
zéro absolu, donc il ne peut y avoir aucune relation physique entre 7' et x. Par conséquent,
il serait inconsistant de supposer une relation physique entre S et A. Pour cette raison
Badreen, Carter et Hawking et la plus part des chercheurs a I’époque voyaient 1’analogie
entre le trou noir et les lois de la thermodynamique comme une curiosité dépourvue de toute
signifiance physique. Ce point de vue a change aprés la découverte de Hawking, [4, 5], que

di aux effets quantiques le trou noir rayonne a I'infini toutes les espéces de particules avec

un spectre du corps noir parfait a température ( dans les unités G =c=h=k=1)
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O (1.5)

Donc - est effectivement la température physique du trou noir. Cela nous rameéne a
conclure que la mécanique du trou noir doit correspondre physiquement aux lois de la

thermodynamique appliquées au systéme consistant du trou noir.

1.2 Entropie d’intrication: Concepts et définitions

L’intrication quantique est une corrélation non locale entre deux systémes quantiques.
Ce type de corrélation est purement quantique. L’intrication est un phénoméne réel qui a
été démontré a plusieurs reprises par I’expérimentation. Le mécanisme derriére ne peut pas
étre expliqué par une quelconque théorie existante. Dans cette section on va donner une
revue détaillée sur ’entropie d’intrication résultant de l'intégration sur un sous-ensemble
d’oscillateurs harmoniques couplés. La raison pour laquelle on considére les oscillateurs
harmoniques couplés est que n’importe quelle théorie scalaire libre s’exprime dans 'espace
de position comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés. En particulier on va

donner une dérivation systématique des résultats de [14, 15].

1.2.1 Entropie d’intrication

On considére un systéme composé de deux sous-systémes A et B et soit H4®Hp 'espace
d’Hilbert de ce systéme. On suppose que le systéme global est dans un état pur p = [ >< 9|
et que pour un observateur, les informations sur le sous-systéme B sont indisponibles. Pour
cette raison I'observateur décrirait la situation avec un opérateur de densité réduit obtenu
en faisant la moyenne sur le sous-systéme indisponible. L’opérateur de densité réduit p,.q

est obtenu en faisant la trace sur la base Hp ,

prea =Trep=>»  <alpla> (1.6)
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L’entropie associée a p,.q est donnée par I'entropie de Von Neumann
SA = _TTA,ared In /A)red (17)

La caractéristique remarquable de S, est qu’elle est différente de zéro lorsque 1'état
initial pur |¢) > est un état intriqué. Un état est appelé intriqué s’il n’est pas séparable. Un

état séparable est un état qui peut étre écrit sous la forme suivante,

| >=1[¢ >4 |x >B

Par conséquent I’entropie S4 est une mesure de U'intrication de I'état |¢) > et pour cette
raison ’entropie définie de cette maniére est appelée [’entropie d’intrication. L’entropie
d’intrication a plusieurs applications en physique quantique, allant des fondaments de la
mécanique quantique, le calcul quantique jusqu’a la physique du trou noir. Dans la suite

nous serons intéressés par I’application de ’entropie d’intrication a la physique du trou noir.

1.2.2 L’entropie d’intrication pour N- O.H couplés
L’entropie d’intrication pour deux O.H couplés

On considére deux O.H couplés dont I’Hamiltonien est donné par

2
1
H=g > (BatPaps + Vartas) (1.8)
a,b=1
V' est une matrice symétrique définie positive. La fonction d’onde de I'état fondamental

est donnée par:

W 1 _ 1Nt
Yo(q1,42) = (det?)‘*e 2 (@WQ) (1.9)

a1 . . , ..
ou @ = et W =V = W.W = V. Notons ici qu’on prend la racine carrée positive

qz2
de V, i.e W est une matrice symétrique définie positive. Maintenant si les informations sur

le premier O.H sont indisponibles on construit la matrice densité réduite en intégrant sur la
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coordonnée correspondante ,

pred(dosd's) = / Ao (q1.00) 8 (01.') (1.10)

—00

En utilisant (1.9) on trouve,

N|—=

]_ > ! !
/)red(CI2,q/2) _ ;(detW) / dqle—%(w1qf+w2q§+2wq1q2)e—%(wm%—&-wzq §+2wq1q 2) (1‘11)

[e.9]

ou W est paramétrée comme suit

W w
W =
w  Wa
En faisant U'intégration (1.11) on obtient,
w2 / wQ /
Pred(QZ,qlg) _ W_%(detw>%€—%(w2—m)(qg+q %)-I—le 112(1% (1‘12)

wq

@
2w1

Soit v = (wy — Z=) et f = %, alors la matrice densité de 'état fondamental devient

prea(a,ds) = T2 (y — B)2e” 2B Fa D) Hheds (1.13)

En notant que v,et v — 3 'sont positifs car West définie positive .
L’étape suivante pour trouver ’entropie correspondant & cette matrice densité réduite

est de chercher les valeurs propres de p,.q. L.’équation aux valeurs propres est

[me@wansznu> (1.14)

e}

Maintenant, la forme gaussienne de p,..q suggére qu’on cherche des fonctions propres sous

2
. . . PV .
forme gaussienne. Nous commencons par le choix le plus simple, f ~ e™*% et voyons si «

1. Cela résulte du fait que W soit définie positive.

10
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peut étre choisi tel que f soit une fonction propre.

/L
2
I
K
S~—
N[
P
8
ml
[N])
"
S
+
<
<
+
®
8
<
rtjl
NI}
<
)
QU
<
I
>
Q)
|
8

1 1 2T L 2_ Y2 a2
_(f}/ — /6)5 62(’Y+C¥)x 2T = Aeiéx (115)
NS v+ a

La comparaison des arguments de l’exponentielle nous permet de fixer o = /~? — 52
Qu’en est-il du reste des fonctions propres? L’affaire ici est simple a deviner. Parce que

a2

le reste des fonctions propres doivent étre orthogonales sur f = e 2%, et on sait de la
mécanique quantique d’un oscillateur harmonique que f = e 2% est la fonction d’onde de
I’état fondamental , et les autres états excités sont données par: f, = Hn(\/ax)e’%xQ, H,
sont les polyndmes d’Hermite. Les fonctions propres satisfont les conditions d’orthogonalité

suivantes:

(frrSfu) = /00 Hn(\/ax)e_%w2Hn/(\/ax)e_%$2dx = Opm-

Nous démontrons maintenant que les f, sont vraiment les fonctions propres de pr.q et

trouvons les valeurs propres correspondantes, a savoir, on démontre que,

/ prea(wy)e” 3V Hy(vay)de = M3 H,(vax) (1.16)

[e.e]

A cette fin on utilise I'identité suivante [28],

h ve” @V [ () = V(1 — A)EH,[— :
[ e ) = VR = ) (117

Pour profiter de cette identité on fait un changement de variables, de z,y 4 = = ,/%To‘a:,

y=p0 my Avec ces nouvelles variables (1.16) devient:

2c

. En utilisant 'identité (1.17) on trouve que
Y+a

ouc=

11
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- 5 00 *(Efg)QJer*leH d 20 2 2('7 - ﬁ) o\ cT
™ /—ooe 2 (Voy)dy = =2 vt (1= (\/1—02)
(1.19)

En utilisant le fait que ¢ = , /ﬁL—O‘a et v2 — 32 = o? il est facile de démontrer que

() = e T H(Vay)

Donc les f,,(x) sont les fonctions propres de p,.q, Les valeurs propres peuvent étre lues de
(1.19),
2

M= (1= iy = 0% [

, n=20,12---00.

Avec quelques manipulations algébriques, les valeurs propres peuvent étre écrites sous

une forme plus simple

An = p"(1 = p), z= 0/ (1.20)

z
M_l—l—\/l—z?’

Ce n’est pas difficile de voir que z < 1 et donc p < 1.
On note que » >~ A, = 1, qui signifie que 'ensemble des valeurs propres obtenues est

exhaustif.
CONCLUSION:

Soit pr.q un opérateur dont les éléments de matrice sont donnés par,

Y- ﬁe?(22+y2)+ﬁmy _ /1= ﬁef%(’ﬁ*yz)*g(xfyy (1.21)

plxy) = - -

Les fonctions propres sont données par

Fol@) = fo = Ho(Vax)e 5%, a = /42 — 32
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Entropie d’intrication : Concepts et définitions

D’ou il découle que I'entropie d’intrication est donnée par

Sent = _Trpred lOg Pred = — Z /\n IOg )‘n - (122)

0

= —log(1—p) — 1 log (1.23)

Avant de considérer le cas général de N O.H couplés, il y a d’abord une propriété im-
portante qui doit étre mentionnée ici. Le fait que p ne dépend que du rapport entre 3 et ~
signifie que les valeurs propres sont invariantes par rapport a une mise en échelle simultanée
de 3 et 7, ce qui équivaut a une mise en échelle de V. Cette propriété restera valide méme

lorsque on consideére le cas général de N O.H et elle nous sera utile.

N-Oscillateurs Harmoniques Couplés.

Avant d’entrer dans le détail on commence par résumer le résultat principal. On considére

un systéme de N-O.H couplés dont I’ Hamiltonien est donné par

N
1 A A 1 ~oA
H=- 0apPpPs + =VapqiqP 1.24
2ZABBA+2Aqu (1.24)
A=1
ou V est une matrice définie positive. Le cas ot V' a des valeurs propres nulles a besoin d’un
traitement spécial. Il correspond au champ sans masse et nous allons le reconsidéré plus
tard . La fonction d’onde de 1'état fondamental est donnée par?

¢0 — (detK) i e*%WABquB
T

et la matrice densité

§QQ) = (det s Wan(a'a® s e
™

ou @ = (q1,92,----,qn) et Q" = (¢},¢b,----¢y ). Maintenant si les informations sur les degrés de

libertés ¢®,ac = n,N sont indisponibles, on forme la matrice densité réduite en intégrant sur

2. La convention de sommation d’Einstein sous-entendue.

13



Entropie d’intrication : Concepts et définitions

e —
q ,OK—TZ,N,

preal{q ")) = / 1T daarl(ar, - Gn-1.n - -an); (i - @1 - -qw] (1.25)

a=n

Ici on utilise la convention dont les indices latins (a,b,i,7,,) vont de 1 jusqu’a n — 1 et les
indices grecs («,3..) vont de n + 1 jusqu’a N. L’entropie d’intrication pour n’'importe quel

Hamiltonien de la forme (1.24) est donnée par

Sent = Y _ [log (%\/X-) +/1+ X log (\/LA_ +4/1+ Ai)} (1.26)

]

ou les \; sont les valeurs propres de la matrice suivante,
n
Nig ==Y Wi'W, (1.27)
a=1

W, et Wigl sont les éléments de W et W1 respectivement avec 4,5 allant de n+1 jusqu’a N
et v allant de 1 jusqu'a n . A est une matrice (N —n) X (N —n) et i,j varient de n+ ljusqu’a
N.

Passons a présent a la démonstration de (1.26). La démonstration est basée sur la dia-
gonalisation de p,.q en la réduisant & un produit tensoriel des opérateurs densité ayant la

méme forme que (1.21). A cette fin on commence par décomposer W comme suit,

A B Aw  Bug
W= _ (1.28)
BT D BY, Doy
Puis
Wapa*e® = Awq"q" + 2Bapq°q" + Dapq®q”. (1.29)

14



Entropie d’intrication : Concepts et définitions

Donc la matrice réduite prend la forme

Pred = (dety);e_éAab(qaqb"Fqlaqlb)/dqn‘.‘que_(Daﬂqan"’Baﬁqg(qa+q/a))
™

On a d’abord besoin de calculer I'intégrale précédente. Soit Jz = Bg.(¢'* + ¢*) donc

I'intégrale devient

I = / dy,...dgye P10 (1.30)

Cette intégrale peut étre évaluée en diagonalisant D. On note que D est une matrice symé-
trique réelle et positive qui peut étre diagonalisée par une transformation orthogonale avec
un déterminant égal & 1: D = T'D,T,DetT = 1.

En changeant les variables ¢ = T'q et en posant J' = T'J, I prend la forme

I = /dq’n...dq’Ne_q/thq'_q/tJ/

F)
— /dq' ~~-dq’Ne* Cy(daq/g7(1/(1‘]/(1(1/(1)
n

P ;2 J'q

p !
I = e ““Z/dq’n...dq’zve o(ViaT'at3700)?

P 1
= e i (detD )27

N—n+1
2

Donc
ra _1b P ﬁ

o e 3@ +q ") o i

—n+1
2

%% 1
pred = (det—)(detD )27
T
En utilisant J =TJ et TthlT = D71l est facile de démontrer que

12

>, % = (B(¢+¢))'D™'Blg+4)

Remplacant dans p,.q et faisant quelques simples arrangements, on trouve:
Dred = (detWDfl)%ﬂ-*L;l)e[*%AazﬂLi(BtD_lB)ab](q“qurq’“qw)ei(BtD_lB)ab(q’bqurq“q’b)(1_31)
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Entropie d’intrication : Concepts et définitions

L’étape suivante est de mettre (1.31) sous une forme analogue a (1.21). Ceci peut étre achevé

en utilisant 'identité suivante

a tb

(¢*¢" +d"¢) = ("¢ +4d"d") = (" — ¢")¢" —¢")
et en introduisant les deux matrices suivantes;
My, = Agp — (B'D™'B)y, et Ny = (B'D™'B)y
La matrice densité réduite devient alors

(n=1)

Pred = (detWD—l)%ﬂ-— 3 6—%Mab(q“qb-ﬁ-q’“(/b)e—i[Nab(q“—q’“)(q”—q’b)] (1‘32)

D’autre part, d’aprés la normalisation de p, il est aisé de démontrer que det(WD™!) =

detM, et nous nous retrouvons avec,

Dred = (det%) 3 e*%[Mab(q“q’“rq’“q’b)} e*i[Nab(q“fq’“)(qbfq’b)] (1.33)
T

Pour se servir des résultats obtenus dans le cas de deux-O.H couplés on a besoin de dia-
gonaliser p,.q. cette fin, on passe a la base {G*} dans laquelle M est diagonale. Soit U la

matrice de diagonalisation de M (detU = 1) avec M = U*MyU et soit Uq = . Dans cette

base pr.q prend la forme

P ;
Dred = (det%)%e*% i@+ )~ 40 2(G-7) (1.34)
s
ouw Z =UNU!
. ~ e _ Zi
Encore on passe aux nouvelles variables z; = ¢;\/m; et on définit Fi; = v \J/WTJ_, on
trouve

P
2
Pred = 067% i(x?er/i 7% ij(xfz/)gFij(x*f)j

16



Entropie d’intrication : Concepts et définitions

En passant de §; & z; un jacobien est introduit. Il est égal a detM~/2 et il se simplifie avec
1/2. 5 - 1
detM+/=; il nous reste ¢ = N

On peut démontrer que la matrice F' est positive et symétrique, donc elle est diagonali-

sable par une matrice orthogonale T" avec detT' = 1. Soit z; = Tj;x; un nouvel ensemble de

variables. Dans cette base p,.q est complétement diagonalisée et prend la forme voulue
—L(22427) -t Ni(2—2")2
Pred = Hpred H —6 2 i+ ) 4/\1( )’ (135)

ot les \; sont les valeurs propres de la matrice F'. Les valeurs propres de p,.q peuvent étre
directement déduites des résultats de la section précédente. Cependant, avant de pouvoir
le faire, nous devons nous débarrasser des matrices de diagonalisation avec lesquelles F
est exprimée et lier les valeurs propres de \; directement a la matrice W. En utilisant la

définition de Fj; et Z on trouve que

UZJ
i

Combinant avec UMY2 = M}/*U on trouve
F=UM:NM:U*

On note d’abord que les valeurs propres de F' sont les mémes que les valeurs propres de
U'FU, cela signifie qu’on peut utiliser la matrice F=M"2NM"2 au lieu de F.
Une forme standard plus simple et équivalente a F peut étre obtenue comme suit. On

commence par I’équation caractéristique des valeurs propres det(ﬁ — M) =0.

det(F — X) = det(M " 2NM~2 — \I)
= det(M":NM~2 — \M "Mz
= det(NM~2 — AM2)M~2 = det(NM~* — \I) (1.36)
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Entropie d’intrication : Concepts et définitions

Soit (M~1)2Ng = AL,

La matrice A peut étre écrite en termes des éléments de W et son inverse. Pour ce faire,

on commence par décomposer W, I’équation (1.29).

Aab Ba,@

W:

On considére maintenant la décomposition analogue de W1,

avec

et

Aab Baﬁ
Bba Daﬁ

W=

(Wfl)ABWBC _ 5/—\0

A A, + BOBL — o

ABy, + B¥Dg, = 0= B = —A"B,, D!

Substituant I’équation (1.39) dans (1.38) on trouve

il s’ensuit que

et

A®(Ay. — By, D BE) = A M, = 6°,
Aab — M&)I

A= ABD'BT

18
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Entropie d’intrication : Concepts et définitions

A partir de (1.39) on a B = —A~'BD. Substituant dans (1.27) on trouve,

A=ABD'BT = —BB" (1.41)
On conclut que

Ay = BBl ==Y W, Wy, (1.42)
B

W,z et Wﬁ_; sont les éléments de W et W' respectivement, avec a ,b allant de n+1 a N et
B de 1 a n. Finalement, I’équation (1.35) nous informe que la matrice densité réduite peut

étre écrite comme un produit tensoriel de N — n opérateurs de densité,
Pred = ®p(/\a) (143)
a

Les valeurs propres de p()\,) peuvent étre facilement déduites de I'équation (1.21) en

substituant § = ’\2—°’ et v=1+ ’\7‘1 ; on trouve,

A
n(Aa) = g (1 — fa), = ———— 1.44

A partir de (1.43) il découle que I'entropie est donnée par,

S=>5\) (1.45)

D’autre part,

S(Aa) = —In(1 — pg) — ! Ha In 1

- Ma

En substituant pour /i, et en utilisant (1.44) on trouve pour S(\,),
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Entropie d’intrication : Concepts et définitions

S(\,) = log (%\/A_a) + /14 A\, log (\/LT +4/1+ Ai) (1.46)

Avec I’équation (1.46) nous avons démontré le résultat principal de cette section.
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Chapitre 2
Espaces-Réseaux

Dans ce chapitre on applique les résultats obtenus dans le chapitre précédent sur une
théorie scalaire réelle définie sur un espace-temps ayant une topologie R x S2%, ou R est
le temps et S? la partie spatiale, La raison pour laquelle on considére ce modéle est que
cela nous sert comme une préparation pour aborder le modéle plus compliqué de la sphére
floue. Effectivement, la sphére classique régularisée avec un réseau s’avére avoir beaucoup
de similarité avec la sphére floue et cela renforcera nos arguments heuristiques sur le modéle
de la sphére floue. Une autre application sera deux modéles 1-+1, a savoir S* x Ret I x R
ou I est un segment, dans ces modéles les bornes résultantes ne sont que des points discrets
et donc ce sera intéressant de savoir la mise en échelle de I'entropie d’intrication. En effet,

la gravitation avec dimension 1 4+ 1 a été toujours intéressante et spéciale.

2.1 Le modéle S% x R

L’entropie d’intrication que nous sommes en train de calculer résulte de la considération
suivante : On suppose que les D.LL d’un champ scalaire qui résident dans 'hémisphére supé-
rieure (ou de maniére équivalente I’hémisphére inférieure) comme étant indisponibles. Si la
sphére est vue comme étant plongée dans R? par I'équation 22 + 3% + 22 = R?, ’hémisphére
supérieure correspond aux z > 0 et l'inférieure aux z < 0, ’équateur est le cercle en z =0

et qui correspond a la borne de séparation (I’horizon). Le lagrangien de la théorie scalaire
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Le modéle S?> x R

avec masse m sur une sphére est donné par:

L3 [0+ o - 0 @2.1)

Pour des raisons de calcul il s’avére que la régularisation est mieux faite dans les coordonnées

cylindriques. Le Laplacien A dans ces coordonnées est donné par:

0 1 0?

1 0
(R* = 2%) ) + R 205

A 2
R2 0z

- (2.2)

ol R est le rayon de la sphére. Cette relation peut étre facilement démontrée comme suit :

Le Laplacien dans les coordonnées sphériques (avec un rayon constant) est donné par:

1 0 0 1 0?

TR sin&%(sm 0%) - R2(sin 0)2 9¢?

A = 2 (2.3)

_ﬁa%' L’équation (2.2) s’ensuit en substituant Jy

En utilisant z = Rcosf = 9, =
dans (2.3).
Pour la partie angulaire du champ on utilise le développement de Fourier pour I'écrire

sous la forme suivante,
1 (o]
= —— Y ™, G(2) = bnlz
0= 7= 3 onld) 6r(2) = 6-m(2)

En substituant dans (2.1) on trouve que le Lagrangien L est une somme directe des la-

grangiens microscopiques L, chacun associé avec une valeur possible du nombre azimutal

m. -
L=) Ln (2.4)
ou
1 R . 2 o m 2
Lo = 5 [ @@ - 0= O - (s )k (25)
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Le modéle S?> x R

otl Qo = ¢(2) et Qn = V2Redp,, pour m > 0 et m = v/2Im¢,, pour m < 0. Le calcul de
(2.4)et (2.5) est donné dans les appendices.

Parce que 'entropie d’intrication est divergente en I'absence d’un cutoff UV la théorie
doit étre d’abord régularisée. On peut le faire par introduire un cutoff sur les énergies ou
par mettre la théorie dans un réseau. Pour des raisons de calcul et 'analogie avec la sphére

floue on va utiliser la régularisation avec réseau: régularisation. Dans notre régularisation

I’axe des z est remplacé par un réseau unidimensionnel, i.e. 2 — 2, = na, o a = % — 0 est
la maille du réseau, n = —(N — 1),....,(IV — 1). La dérivation par rapport a z est remplacée

par la différence finie. Le Lagrangien microscopique régularisé pour un secteur est donné
par(voir I"appendicel):

2

m
TnQ‘HLQMz) 2ol (2.6)

Lo=gn 5 [0+ 35 @nn— Qo+ (5

D’ou 'Hamiltonien correspondant:
N-1
Hm - Z Hm,an,n - Lm

n=—(N-1)

ou I, , le moment conjugué de @), est donné par

OL,, .
mm : = an,n =
0Qmn
1 = 2 n’ 2 m? 2. 2\ 2
o= e 3 Mt (1= )@ = Qo) + (s + )@ | 21
n=—(N-1)

Par une redéfinition du champ (Q — @/+/a) et changement des variables de sommation

(n — A,B=n+ N) H,, peut étre porté a la forme standard de (2N — 1)-O.H couplés.

23



Le modéle S?> x R

2N —1
Hy= > [asT417 + VIHQAQE]
A,B=1

ol ng est donnée par:

(m) _ (N-A2 (N-A+1)? m?
Vish = Ryt e v a0
N — A)? N — B)?
- - <T)}5B,A1 —[1- %}%Bl (2.8)

L’Hamiltonien macroscopique et donc donné par

o0

H=>" H, (2.9)

Comme on a déja mentionné dans le début de ce chapitre on va calculer 'entropie d’in-
trication résultant de I'ignorance des informations sur les D.L qui résident dans 'hémisphére
supérieure. Donc nous allons intégrer sur tous les D.L. Q4 pour A > N. Puisque 1’'Hamilto-
nien macroscopique est une somme directe des Hamiltoniens microscopiques H,,, les secteurs
correspondant aux valeurs différentes de m ne se mélangent pas, et I'opérateur densité réduit

sera le produit tensoriel direct des opérateurs densité résultant de chaque secteur,

o0
prea= Q) Pl . Pl = pod” (2.10)

L’entropie d’intrication totale est donc donnée par:
o0

Sy=2S+2)> S (2.11)
m=1

S est calculée en appliquant les résultats du chapitre précédent, a savoir
al 1 1 1
Sm = log (=v/A™, 1+ 27,1 — 1+ — 2.12
3 e e R v R ) I

a=1
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Le modéle S?> x R

ou A\, sont les valeurs propres de la matrice suivante,

A == Do (2.13)

Evidement n’importe quel calcul de Sy est impossible et on doit nécessairement faire
appel aux méthodes numériques pour évaluer cette entropie. Mais on voit que Sy est donnée
par une somme infinie qui rend aussi les méthodes numériques inutiles. Heureusement il
s’avére que pour N donné la somme peut étre toujours tronquée a une valeur maximale 7,4,
de telle sorte que le reste de la somme soit calculable analytiquement et aussi montrer que ce
reste est tres petit et donc négligeable. Donc on commence d’abord par démontrer que pour
m grand,l’entropie correspondante S, est négligeable. Considérons maintenant V'™ avec
m >> N. C’est facile de voir & partir de (2.8) que pour ces secteurs les termes diagonaux
sont dominants par rapport aux termes non diagonaux, et sous ces conditions W™ et
W =1 peuvent étre calculées perturbativement. Dans les appendices il est démontré que
pour m >> N

S Sl 0((%)6) (2.14)

Am#

Cela signifie que si on néglige les termes d’ordre (N/m)® toutes les valeurs propres sont
nulles & 'exception des derniéres valeurs. On a donc pour S,
4 N4

N
~ 1—1
Sm Tt o8 eg

) (2.15)

Ce résultat montre d’abord que la somme (2.11) est convergente. Deuxiémement on peut
utiliser ce résultat pour évaluer le reste de la somme et qui nous permet aussi de décider de

la valeur de m,,q,. Soit 6S la contribution du secteur m > my,qz,

4

08=2 3, Su=2 ) o—(l-logi—) (2.16)

Mm=Mmaxzx Mm=Mmaxzx
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Le modéle S?> x R

Au vu du fait que m/N < 1, la somme dans (2.16) peut étre approximée par une intégrale

b

5S = 2N /oo S(x)dr ,S(x) = —— (1 + 4log(22)) (2.17)

Mamaz /N 16274
L’intégrale est facilement évaluée et sa valeur essentielle est donnée par

2N3 Mmaz
N = |
35S/ 33 og N

max

+o(N?/m?))

Par exemple pour N = 80 et M4 = 2000 on trouve pour §S/N ~ 1074,
Ayant démontré que la somme peut étre tronquée pour N donné a un certain m,,, de
telle sorte que 65 peut étre rendu négligeable, nous nous tournons maintenant a I’évaluation

de la partie pertinente de I’entropie, a savoir,

Mmazx

Sv="5+2) Su (2.18)
m=1
Pour N donné on calcule numériquement I’entropie Sy. Cela implique I’évaluation des va-
leurs propres de A pour chaque paire (IN,m) et puis le calcul de entropie en utilisant (2.12)
et (2.18).

Le résultat obtenu pour Uentropie mise en échelle S = Sy/N,mua. = 2000 et pour
un champ sans masse est représenté sur la Figure 1. On observe que ’entropie converge
rapidement vers la valeur 0.465N et N = R/a . D’ou ’entropie résultante est proportionnelle
a la surface (circonférence) de la borne avec un coefficient de proportionnalité qui va comme
1/cutoff, via

Sy = 0'46514 (2.19)

2ma

o A =27 R, qui est la loi de surface a 2 dimensions.
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Modéles 1+1

0.5
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F1G. 2.1 — L’entropie d’intrication mise en échelle S pour une théorie du champ sans masse
sur une spheére, avec Myy,q,. = 2000.

2.2 Modéles 1+1

Dans cette section on considére une théorie scalaire définie sur un espace-temps 1+ 1. Le
cas & deux dimensions est intéressant parce que il a été démontré dans [18] que, contrairement
aux dimensions supérieures le coefficient de divergence est universel, i.e il ne dépend pas de
la méthode de la régularisation, donc ce sera intéressant de vérifier cette propriété dans le
cas du réseau. On commence d’abord par considérer le cas dont I’espace est un segment de

longueur 2L. Le Lagrangien d’une théorie scalaire de masse m sur une ligne est donnée par:

L= /_ iy [dﬂ — (8,0) — m2¢2] (2.20)

L

La ligne est récupérée dans la limite L — oo . Le modeéle est régularisé en remplacant le

segment par un réseau unidimensionnel, i.e x, = na o a = % — 0 est la maille du
réseau et n = —N,..,N. La dérivée est remplacée par la différence finie, et I'intégrale par une
sommation finie. Aprés quelques changements de variables le Lagranigien prend la forme

suivante,
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2N

L= 00+ (dni1 — ¢n)’ — 1) (2.21)

n=0
ol 4 est la masse mise en échelle et ¢,,, = ¢, avec les conditions au bornes ¢g = ¢goy =0 .
Dans le but de calculer I’entropie d’intrication on a seulement besoin du potentiel qui peut

étre lu a partir de I'équation (2.21)

VA,B = [2 + a2m2]5A7B - 6,473_1 - 5B,A—1 (222)

Considérerons maintenant ’entropie d’intrication résultant de 'ignorance des D.L résidants
sur la partie négative de la ligne. I’évaluation de l'entropie peut étre fait numériquement
en utilisant le méme formalisme. On note d’abord que la frontiére dans ce cas n’est qu’un
point et donc nous nous attendons la divergence soit plus "soft" que celui de la section
précédente . Cependant il n’est pas difficile de deviner que I’entropie résultante doit avoir
une divergence logarithmique. Dans la figure 2,Sy/log(N) est représentée. On observe que

les valeurs convergent vers la valeur suivante,

Sy = 0.161log(N) (2.23)
Ce résultat peut étre écrit sous la forme suivante,

Sy = 0.161log(L/a) (2.24)

Ce résultat diverge a la limite continue et on note que la coefficient de divergence est le méme
obtenue dans [18], & savoir 0.16 ~ 1/6, ce qui confirme la universalité de ce coefficient dans
1+ 1. On remarque ici que ’entropie a aussi une divergence de type IR lorsque L — o0.
Equation (2.24) est exactement le méme le résultat obtenu par [18] en utilisant la méthode

du Heat-Kernel.
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Maintenant ,on considére la méme théorie scalaire mais sur une cercle de rayon R. Le

Lagrangien est donné par ,

27 . 1
L— /0 I — 3 (000)? — m6? (2.25)

La théorie est régularisée en remplagant la variable angulaire 6 par 0, = 5F avec n =

0....2N. Les variables dynamiques sont maintenant ¢, avec la condition de périodicité ¢y =
¢on. En passant par les mémes étapes que celles de la ligne on trouve que le potentiel est

donné par

Vap=1[2+a*m?|6ap — 06451 —0BAa1— O6aant10Ban+1 + OBan+1041 (2.26)

Oua= %, L’entropie d’intrication résultante de I'ignorance de la moitie du cercle peut

étre facilement évaluée numériquement. Elle est égale a,

Sy = 0.1675log(N) (2.27)

Ici aussi on retrouve le méme coefficient bien que la frontiére soit constituée de deux points.

Ce résultat confirme encore 'universalité du coefficient de divergence en 1 + 1.
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0.3

0.28 4 *  line
circle

0.26 - ]

0.2} 1

0.18 b

0.16 . . . . . . . .
0

F1G. 2.2 — L’entropie mise en échelle S = Sy/log(N) pour un champ scalaire sur deux
réseaur unidimensionnels .
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Chapitre 3

L’entropie d’intrication sur les espaces

flous

D’une maniére simple et intuitivement, la géométrie non - commutative est une géo-
métrie dont les coordonnées ne commutent pas. Puisque les coordonnées ne peuvent pas
étre diagonalisées simultanément, la notion de point classique disparait. Ce fait est déja
connu de la mécanique quantique ou les relations des commutations canoniques dans I’es-
pace des phases conduit au principe d’incertitude d’Heisenberg. L’espace des phases en
mécanique est un exemple évident d’un espace non-commutatif. Une théorie des champs
définie sur un espace non-commutatif est appelée une théorie des champs non-commutative
[21, 31]. Il y a plusieurs arguments plus ou moins indépendants en faveur de l'usage de
la géométrie non-commutative en physique des hautes énergies. Le besoin de remplacer la
continuité et la structure commutative de I'espace-temps par la version non-commutative
trouve ses origines dans le fait qu’en théorie des champs quantique les divergences UV se
présentent lorsqu’on essaye de mesurer les amplitudes d’oscillation du champ en un point
précis de I'espace-temps. Autrement dit, ce sont les infinités qui tracassent toutes les théories
des champs renormalisables , lorsque nous essayons de faire des prédictions . Ces infinités
peuvent étre traitées avec la Renormalization, cependant ceci est vu par plusieurs physiciens
comme insatisfaisant et n’est qu’une indication que quelque chose ne va pas a certaines éner-

gies. Une facon de contourner ce probléme serait de donner une structure additionnelle au
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point qui rendrait telle mesure impossible. Par exemple, on peut modifier la structure de
I’espace-temps avec 'hypothése que a une échelle [. suffisamment petite le point devient
un opérateur non-commutatif. Ce signifie en particulier qu’il serait impossible de mesure
exactement la position d’une particule parce que ses coordonnées ne peuvent pas étre dia-
gonalisées simultanément. La position de particule n’aurait pas un sens bien définie. En
effet, il a été postulé il y a quelques temps [30] que la structure non-commutative a petite
échelle pouvait introduire une coupure effective en théorie des champs, similaire a celle du
réseau mais préservant en méme temps 'invariance de Lorentz. Une autre motivation pour
la géométrie non-commutative est l'infinité qui entrave toute procédure de quantification
de la gravitation, car dans ce cas la procédure de renormalisation est inapplicable. La troi-
siéme infinité, qui est généralement moins appréciée par rapport aux autres, est l'infinité
qui se produit chaque fois qu’on essaye de tenir compte des contributions a I’entropie du
trou noir, qui ne peuvent étre exclues pour aucun motif physique. Ces contributions sont
inévitablement infinies sauf si un cut-off a courte distance est introduit. Et il semble que
cette infinité est assez liée a I'infinité rencontrée lorsqu’on essaye de quantifier la gravitation
[34]. En effet, cette infinité est la motivation principale derriére la considération de I’entropie
d’intrication sur les espaces-temps non-commutatifs. La quatriéme infinité est la singularité
en relativité générale classique qui est inévitable dans plusieurs contextes physiques rai-
sonnables, a l'intérieur du trou noir ou dans le Big-Bang,aux singularités, nos lois ne sont
plus valables et on s’abstient de faire une quelconque prédiction. En plus de ces infinités
il y a d’autres raisons qui suggérent la discrétisation et une nature floue. Le fait qu'on a
une échelle avec une dimension de longueur, a savoir 1’échelle de Planck, peut déja étre
comprise comme une preuve d'une discontinuité sous-jacente a la structure fondamentale de
I'espace-temps, cette échelle ne peut pas émerger d’une structure continue "variété lisse ",
( au moins dans le cas on Pespace a une topologie simple) , une telle échelle s’avérait nulle
ou infinie. Les développements récents de la théorie des cordes et Loop-gravity suggérent
tous une sort de discontinuité ou une nature flou de 'espace-temps. Le principe d’incerti-
tude se combine avec la relativité général de telle sorte qu’il soit impossible de mesurer la

métrique sous I’échelle de Planck sans risquer de créer un trou noir, conduisant a une nature
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La Spheére Floue

flou de l'espace, et 'image continue de la géométrie cesse d’avoir un sens.Bien que l'idée
de remplacer les espaces commutatifs par des espaces non-commutatifs ait été proposée de-
puis des décennies, la formulation mathématique précise de la géométrie non-commutative
n’est apparu qu’aprés les travaux de Connes [35]. Dans les deux derniéres décennies, I'idée
de la théorie des champs non-commutative a connu un renouveau et plusieurs modéles ont
été étudiés. Récemment, ’émergence de la géométrie non-commutative dans la théorie des
cordes a donné un grand coup de pouce a ce sujet. Une introduction mathématique précise
a la géométrie non-commutative dépasse le cadre de ce mémoire et donc on va se limiter

aux définitions heuristiques et intuitives des espaces flous considérés.

3.1 La Sphére Floue

La sphére floue est I'un des plus simples, plus canoniques et mieux des compris modéles de
la géométrie non-commutative. Une construction explicides te de sphére floue a été réalisée
pour la premiére fois dans [36] et depuis lors, elle a été étudiée par plusieurs auteurs a
partir de différents points de vue. Une description mathématique précise de la sphére floue
est au-dela de la portée de ce mémoire, cependant, grosso modo la sphére floue peut étre
comprise comme suit. Considérons le plongement de la sphére dans 3-dimensions. L.’équation

du plongement est,

2’ +y* 42 = R (3.1)

On suppose maintenant qu’on veut remplacer les coordonnés par des opérateurs non-
commutatifs et tout en gardant I’équation de plongement. C’est-a-dire on cherche trois
opérateurs qui satisfont 1’équation (3.1). Une supposition naturelle est de remplacer z,y,z

par trois opérateurs qui satisfont I’algébre du moment angulaire, a savoir algebre de SU(2)

r,y,z—T=0,,9y=0,,2=0, (3.2)
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La Spheére Floue

avec

L, L, =L, = [2,9] =102

Donc,

PP =020 =0%(+1) (3.3)

oit L? est 'opérateur du Casimir de SU(2) sont I(l + 1), [ = O,%,l,%,2 - -+ 00. La dimension
du paramétre 6 est celle d’'une longueur et ce paramétre définit I’échelle de distance. Dans
la limite § — 0 et [ — oo avec R fini on retrouve la sphére classique. Les fonctions sur
la sphére floue sont des matrices (20 + 1) x (20 4+ 1). On peut démontrer que I'algébre de
ces matrices sur la sphére floue se réduit a I’algébre des fonctions classiques sur une sphére

continue. L’intégrale sur la sphére floue est donnée par,

/f1f2dQ - %TT%%

L’ingrédient important de la sphére floue est le Laplacien qui définit la métrique sur les
espaces non-commutatifs. Il peut étre démontré que le Laplacien sur la sphére floue est

donné par,

A=L=L1+ L5+ L5 (3.4)

ot I'action sur les fonctions est définie par I’action adjointe, L£;(¢) = [L;,¢] et L3(¢) =
[L;,[L;,¢]]. Tl peut étre aussi démontré que ce Laplacien se réduit dans la limite commutative
au Laplacien standard sur la sphére continue. Mathématiquement la géométrie de la sphére

floue peut étre spécifiée par un triplet ,
SFESN = {HN,MatN,AN}, N:2l—|—1 (35)

ou Hpy est l'espace d’Hilbert de dimension N sur lequel ’algébre des matrices Mat y
agit avec un produit scalaire < N,M >= %TT(N*M), et Ay est le Laplacien décrit ci-
dessus. On considére maintenant une théorie du champ scalaire sur un espace-temps avec

une topologie RxS% ot S?y est une sphére floue de dimension matricielle N = 21 + 1.

34



La Spheére Floue

Un champ scalaire est représenté par une matrice ¢ hermitienne N xN . Le Lagrangien est

donné par,

1

L= Tr(¢" = o[LF + 1] 0). (3.6)

i étant le paramétre de masse. Pour définir I'entropie d’intrication on a besoin d’abord
d’exprimer le Lagrangien (3.6) en utilisant des variables de champ ou 'intrication entre les
différents D.L est apparente. D’autre part, a cause de la non-commutativité des coordonnées
on a besoin de choisir une base dans laquelle on peut parler des D.L résidents dans des
régions différentes (des régions disjointes). En effet, il y a plusieurs possibilités pour le
faire, cependant, un choix standard est la base sur laquelle la troisieme composante L3 soit
diagonale. Sur cette base on peut parler d’hémisphére inférieure et hémisphére supérieure,
aussi le formalisme porte beaucoup de similitude avec la régularisation a réseau étudiée dans
le chapitre précédent.

Maintenant, soit |a > le vecteur propre de Lz associé a la valeur propre —a + 1+ 1, a
allant de 1 a N =20+ 1 ie. Lzla >= (—a+ 1+ 1)]a >.

Décomposons maintenant le Lagrangien en termes des éléments de matrice ¢.

D’abord on observe que, voir Appendice 2,

TT¢£?¢ - 2¢abMab,cd¢cd (37)

Mab,cd = (L?)bcéda - (Li)bc(Li)da = 025b05da - (Li)bc(Li)da- (38)

et ¢ est le Casimir de spin [ de la représentation irréductible de SU(2), i.e. co = [({+1). Pour
mettre la théorie sous forme d’ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés on introduit deux
champs matriciels réels en divisant ¢ comme suit ¢ = ¢1 + 1¢o. L’herméticité de ¢ implique

que ¢F = ¢y et ¢I = —¢o, autrement dit ¢; est une matrice NxN réelle et symétrique,
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tandis que ¢9 est réelle et antisymétrique. En utilisant aussi le fait que la matrice Mg cq

satisfait Mg dc = Map ca, 1l est facile de démontrer que, appendice 2,

TroLig = 2(¢1 + ¢2)asMapac(D1 + D2)ea = 2P oty Map 4cPca- (3.9)

ot ® = ¢; + ¢o. Dans la base ou L3 est diagonal les éléments des matrices Ly,Lo et L3 sont

donnés pour [ arbitraire par,

l

9 [Bbaa,bJrl - Baaa,bfl] ’ (LS)ab = Aaéa,b (310)

1
(L1)ap = §[Bb6a,b+1 + Balap-1] 5 (L2)ap =

avec B, = \/a(N — a) et A, = —a+2FL. Les indices a,b vont de 1 & N = 2{+1, les formules

ci-dessus sont démontrées dans 1'appendice 2. En substituant dans (3.9) on obtient,
TT¢£?¢ = 2(I)ab (CQ - AaAb) (I)ab - (I)ab (Balebfl)(I)afl,bfl - (I)ab (BaBb) (I)a+1,b+1- (311)

Maintenant, cette expression suggére I'introduction des champs suivants: Q™ définis par
ng) = Dy oym et fom) = D4y m pour m = 0,..N — 1. De fagon plus explicite nous avons

pour m = 0 le champ Q©® avec N D.L donné par
QY = (1,022, ... VN, (3.12)
Pour m = 41 on a les champs QY et Q=Y chacun avec N — 1 D.L donnés par
QUY = (312,02 @3, .. oN-LN) QLD = (¢21 32 o1 .. VN1 (3.13)

Pour m positif on a les champs Q"™ et Q=™ chacun contient (N —m) D.L donnés par
Q(m) _ ((Dll+m’(b22+m7 L. ’(I)N—m,N) , Q(—m) — ((I)l+m,1’(1)2+m,2’ L. ’(I)N,N—m> (314)
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Les deux derniers champs QN1 et Q== contiennent un seul D.L chacun,
Q(N—l) _ ((I)lN) 7 Q(—N—H) — ((I)Nl). (315)

En utilisant cette paramétrisation on peut démontrer que (Appendice 2)

N—-1  N—|m|
1 1 m
TT¢£12¢ = 2 Z Qém) |:(02 - AaAa+|m|)6a,b - §Ba—1Ba—1+\m\6a—1,b - §BaBa+|m|5a+1,b QZ() )
m=—(N-1) a=1
(3.16)
De méme, nous pouvons calculer
‘ N—-1  N—|m|
Tr(¢® —’¢®) = QU (=07 +1”) Q™. (3.17)
m=—(N-1) a=1
D’ou 'Hamiltonien H de la théorie scalaire prend la forme
N-1 N-1  N—|m]| 1 1
He Y Ha= Y Y [fEmregviere]. e
m=—(N-1) m=—(N-1) a,b=1
ou
(m) w 1 1
Vab =2 (C2 + 7 - AaAa+|m|)§a,b - §Ba71Ba—1—Hm\5a71,b - §BaBa+|m|5a+1,b . (319)

Et 7™ = Qém). Avec ce résultat on peut voir que la théorie libre se divise en 2(21)+1 secteurs
indépendants {H,,},m = —(N — 1), ----,(N — 1), chaque secteur H,, ayant N — |m| D.L
((N — |m|)- oscillateurs harmoniques couplés) et décrit par 'Hamiltonien H,,. La matrice
densité de I'état fondamental est donnée par

N-1

p= pm. (3.20)
m=—(N-1)
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Il est & noter ici que le formalisme de la sphére floue porte beaucoup de similitude avec
la régularisation a réseau présentée dans le chapitre précédent. Cependant la sphére floue
fournit un cut-off naturel pour le nombre quantique m qui joue un role similaire au role joué
par le nombre azimutal dans le cas de la sphére classique.

Ayant porté 'Hamiltonien sur la sphére floue a la forme de N oscillateurs harmoniques
couplés nous sommes maintenant préts a discuter I’entropie d’intrication. Pour introduire
cette entropie il faut d’abord diviser les D.L du champ en deux ensembles résidents sur
deux régions disjointes correspondantes, par exemple, I’hémisphére inférieure et supérieure.
Pour ce faire rigoureusement on a besoin de donner un critére précis qui nous permet de
décider quand un ensemble de deux champs donnés (deux matrices) aient deux supports
disjoints. Nous ne sommes pas en train de donner un critére mathématique précis, mais on
va se limiter a quelques arguments heuristiques [20]. On observe d’abord que le fait qu’on
travaille dans la base ou la troisiéme composante est diagonale nous permet de parler des
D.L qui résident sur ’hémisphére inférieure et ’hémisphére supérieure. De 'autre coté, la
forme de 'Hamiltonien suggére que I’on prenne chaque secteur H,, et que 'on intégre sur
la moitié des D.L!.

Pour N et m fixés, le nombre de D.L dans le secteur H,, est N — |m|, si N — |m]| est

pair on intégre sur les D.L suivants,

m m m N — m

si N — |m| est impair on a deux options, soit on intégre sur

soit on intégre

1. Notons que les D.L dans les secteurs avec m différents sont découplés, une chose qui est analogue 4 la
régularisation sur réseau.
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Cependant les deux options donnent la méme valeur de 'entropie lorsque N est grand et

les D.L Q(Nm,)‘m|+1 seront, interprétés comme les D.LL de borne et il y en a N de ces D.L.
2

Cela correspond dans la notation matricielle originale a diviser la matrice ¢ en deux parties,

triangulaire supérieure gauche ¢y et triangulaire inférieure droite ¢, . Par exemple, la

premiére option pour N = 5 les matrices ¢y et ¢ sont comme suit,

11 P12 P13 Pua
Ga1 P22 a3 0
pv=1| ¢z ¢z 0 O
¢an 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 ¢
0 0 ¢ ¢
0 ¢33 P31 @35 (3.24)
P12 Pa3 Pua Pus
P51 P52 P53 Psa Pss

o o o o o
<
h
|

o o o o

Les composantes ¢s1,042,033,024,015 sont les D.L. de borne. ¢y et ¢y peuvent étre interpré-
tés comme correspondant aux fonctions avec des supports disjoints, 'un dans 'hémisphére
supérieure et 'autre sur l'inférieure. Un soupcgon pour cela découle de I'observation que
Tr(ouor) = 0, ¢y et ¢ arbitraires, qui suggere fortement que ¢y ety ont des supports
disjoints. De plus, on a déja motionné qu’on travaille dans la base sur laquelle L3 est diago-
nale et donc on peut parler de z négatif et positif (i.e.hémisphére supérieure et inférieure).En
effet ceci est le choix unique ot les D.L semblent étre intriqués et donnent une entropie d’in-
trication différente de zéro. Maintenant, I’équation (3.18) nous dit que 'opérateur densité

réduit résultante est donné par

N-1
= Q (3.25)
m=—(N-1)
et I’entropie associée est
20
Si=5+2) Sm N=20+1. (3.26)
m=1
N p , -1 5, . m) Jseo e (m) k -1
oil S,, sera évaluée en utilisant I’équation (2.12) avec A™ définie par Ay = =i Wia Way

et W est la racine carrée de la matrice du potentiel V™ donnée par I'équation (3.19) . Les
indices 4,5 allant de k 4+ 1 & N —m (la région disponible). Puisque nous nous attendons

que notre entropie soit proportionnelle a la circonférence de 1’équateur qui est une sorte de
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cercle flou, on définit une entropie mise en échelle en divisant 'entropie par le racine carrée

du Casimir cs,
§= v (3.27)
I(l+1)

1.8

— — 12510 |

|
|
16
| + u2:0.5
|
|

1.4 p~=0 b

0.6 - b

0.4F P———————— T

{}.‘44*'*‘*“‘4"”**'
0.2 ( b

F1G. 3.1 — [Uentropie scalaire résultante S pour le trace sur la moité de sphere floue . .

On évalue 'entropie mise en échelle S numériquement pour N =4 - - - .- ,200 et pour
des valeurs différentes de la masse. Les résultats sont représentés sur la figure 3.1. On voit
immédiatement que les diverses courbes avec masses 2 = 0,5 x 107°,0.5 convergent vers la
méme valeur pour N grand. Par exemple pour [ = 600 ’entropie pour les diverses masses
est égale a 0.39 et les différences ne sont que dans le troisiéme chiffre. Donc on peut sans
risque extrapoler a des valeurs trés grandes de [ ou NV et conclure que ’entropie d’intrication

est donnée par,
Sy =0.39\/1(1 4+ 1). (3.28)

Puisque le rayon de la sphére floue peut étre mis en échelle avec [ en gardant le paramétre

0= z5+1) fixé, nous pouvons écrire I'entropie sous la forme suivante,
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R 0394
§1=030 == (3.29)

Ceci est exactement la loi de surface en deux dimensions. Bien que ’établissement de la loi
de surface dans le contexte de régularisation floue ait un intérét en soi, le résultat obtenu
est plus simple, intéressant et a une interprétation naturelle. Notant d’abord que la loi de
surface est valable seulement pour des valeurs grandes de [ ou N, donc I'équation (3.28)

peut étre écrite comme suit,
Sy =0.19(20 + 1) ~ log 2%+ (3.30)

Par conséquent 'entropie est directement proportionnelle au nombre de D.L sur la frontiére
qui est dans ce cas " un cercle flou ". Ce résultat s’adapte avec I'image de I’horizon (simulé
ici par I'équateur) comme étant quantifié en petites cellules du volume Planckien et chaque
cellule portant & peu prés un bit d’information[11]|. Cette image s’adapte aussi avec 1'an-
cienne suggestion que la surface de I'horizon du trou noir a un spectre quantifié. Voir par
exemple [36]. Avant de passer aux autres modéles flous, il y a un point important concernant
le comportement de ’entropie d’intrication pour des petites valeurs de N et [. On peut faci-
lement observer qu’il y a une dépendance claire de la masse qui domine le comportement de
Ientropie pour des valeurs petites de [. L’entropie est une fonction décroissante comme on
peut le voir & partir de la figure 3.1. Cependant elle montre une discontinuité pour la masse
nulle ou elle passe des valeurs grandes pour des petites masses aux petites valeurs pour
des grandes masses. Cependant, ce comportement discontinu disparait pour des grandes
valeurs de [. Pour comprendre cette discontinuité nous devons revoir le potentiel original.
C’est facile d’observer a partir de 1’équation (3.19) que le potentiel VO du secteur Hy est
une matrice singuliére dans le cas de la masse nulle et donc le formalisme développé dans
le premier chapitre n’est pas directement applicable & ce cas?. Donc ce cas a besoin d’un

traitement spécial. Cet effet nous revenons a la dérivation originale de la formule principale

2. Le fait que,la matrice V(© ou W soit singuliers est di aux modes zéros qui se manifestent dans le
Laplacien dans la limite de masse nulle.

41



Le plan de Moyal et le disque flou

d’entropie d’intrication pour deux oscillateurs couplés. On note que le fait que la matrice W
soit singuliére puisse étre exprimé par Det(W) = 0, ou en utilisant la notation de la section
2 v = f3, donc u = 1. Cependant la formule (1.22) a été déduite avec la supposition p < 1, et
donc on ne peut pas simplement prendre la valeur = 1. Mais c’est facile de voir que dans la
limite v = 3 les valeurs propres deviennent nulles et donc la somme est identiquement nulle
dans le cas ou p = 1. Effectivement, ce qui se passe est un comportement typique d’une
série qui est convergente point par point mais pas uniformément convergente. D’ott nous
concluons que le secteur Hy donne une contribution nulle a 'entropie d’intrication dans la
limite de la masse nulle et donc ce secteur doit étre exclu de la somme de 1'équation (3.26).

Donc dans le cas de la masse nulle I’entropie associée est donnée par

Sip=0)=2» S, (3.31)

ou les termes S, sont évalués en utilisant le formalisme de la section précédente puisque
aucun potentiel n’est singulier. Dans la limite des grands [ (macroscopique) nous nous at-
tendons naturellement a obtenir le méme résultat que celui du cas massif, parce que la
différence relative serait de l'ordre de Sp/l qui devient trés petite & la limite de [ grand,
ce qui explique le comportement régulier de ’entropie a cette limite. Par exemple déja a
[ =400 et pour p? = 0.1 les deux équations (3.26) et (3.31) donnent la méme valeur pour
Sy, S =0.396. Maintenant la raison pour laquelle dans le calcul sur réseau, celui qui a été
présenté dans le chapitre précédent ou le calcul de [15], on n’a pas vu le probléme des modes
zéros est due au fait que les régularisations sur réseau brisent la symétrie de translation ou

de rotation auxquelles les modes zéros sont liés.

3.2 Le plan de Moyal et le disque flou

Dans cette section nous allons considérer la méme théorie scalaire définie sur Rx R2 ou
RZ est maintenant le plan de Moyal. Le plan de Moyal est peut-étre le modéle concret le

plus ancien des espaces non-commutatifs. Le plan de Moyal est construit simplement en
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remplacant les coordonnées cartésiennes par des opérateurs,
[,9] = 6 (3.32)

0 a la dimension d’une longueur au carré. L’algébre du plan de Moyal est mieux étudié en

utilisant les opérateurs de création et d’annulation définis par,
a=2+iy and a* =7 —ig = [a,a"] =0 (3.33)

Cette algébre admet seulement une représentation de dimension infinie qui refléte le fait
que le plan de Moyal est une version non-commutative d’un espace non-compact. On peut

construire un opérateur qui représente le rayon comme suit,

~

R=#+¢9=a"a+0 (3.34)

Les valeurs propres de R? sont (n+ 1)0 avec n = 0,1,2 - -00. Les états propres forment

I'espace standard de Fock, {|n >} avec,
al0 >=0, atin>=+/(n+1)0n+1>, an >=vVnln—1>

Maintenant, du fait que 'algébre est de dimension infinie I'usage des méthodes numé-
riques pour calculer I'entropie d’intrication n’est pas possible. Donc on a besoin de tronquer
'algébre a une certaine dimension finie. Notons qu’il a été montré dans [37] qu’en tronquant
I’algébre a une dimension finie N — 1 on obtient naturellement un espace flou correspondant
a un disque flou avec un rayon R* = N6. Ceci peut étre déduit de 'équation (3.34), si on
tronque l'algébre & une certaine valeur propre maximale N — 1 | R? ne dépassera pas N6
et I'algébre représenterait un disque flou Dy du rayon R = V/NG. On retrouve le plan de

Moyal & la limite, quand N — oo tandis que le disque classique est recouvré en prenant la
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limite # — 0 et N — oo en gardant R fixé. Pour ce faire, on considére les matrices N XN ¢,

N-1
¢= D Gmn|m><n| , " =0, ¢}, = dmn. (3.35)
n,m=0
Le Laplacien sur le plan est donné en termes d’opérateurs de création et d’annulation comme
suit,

V=~ 6] = ~ lafa* 6] (3.30)

Iz
Si on tronque l'algébre & N — 1 il n’est pas difficile de voir que 'action du Laplacien défini
dans (3.36) est toujours bien définie sur les matrices N x N et ne nous fait pas sortir de
I’algébre tronquée. Considérons maintenant une théorie scalaire définie sur R xD?%,. L action

est donnée par,

S = % / dtTry (6% + ¢(V2 — u?)g). (3.37)

De méme, ici on a aussi besoin d’écrire la théorie sous forme d’oscillateurs harmoniques
couplés. Une base naturelle a choisir est la base ou 'opérateur R2 = ata+ 0 est diagonal.
En effet, cette base nous permettra d’étudier deux cas, intéressants. Le premier cas est de
calculer I'entropie d’intrication résultant de l'ignorance d’un sous-disque de rayon r < R
correspondant a n < N. Le deuxiéme cas est d’intégrer la moitié du disque flou, dans ce
cas le diamétre joue le role de frontiére. Les deux cas ont deux comportements différents
lorsque (N — o0), a savoir lorsque on retrouve le plan de Moyal. Dans le premier cas la
région intégrée restera finie une fois la limite du Plan de Moyal est prise, tandis que dans
le deuxiéme cas, la région intégrée explose et devient infinie. Décomposons maintenant le

potentiel de 'action. La partie pertinente de I’action est donnée par

4
Vo= —Tryo(V:— o= (1’ + E)TTNng + ;%TrN¢2a+a — ;%TTN¢G¢G+ (3.38)

En utilisant (3.35), il est montré dans I’ Appendice 2 que
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o (3.39)
ou d’une maniére équivalente ( avec qgnm = On_1m—1)
0 al 120 -~ - .
§V - 2 Z |:(_1 + T +n+ m)¢nm¢mn - \/(n - 1>(m - 1)¢nm¢m—1n—1 + vV nm¢nm¢m+1n+1:| .
" (3.40)

En utilisant la méme astuce que nous avons utilisée dans le cas de la sphére floue, a savoir

on divise les champs en une partie symétrique ¢,(71% = ¢%1n)1 et une autre antisymétrique

2 = —qbgn)@ ,en mettant (gz;)mn = qbﬁzl + @'gbg%, et puis on recombine les deux en un champ

réel ¢, = <;§,(7}}L + ¢£321, on peut mettre ’action sous la forme suivante,

N 2
—gTrNcb(VQ i) = 2 ) P~ 1+ “Te + An + Ap) P
n,m=1

N
- Z |:(I)nm (ananfl)(anlmfl + (I)nm (Ban) q)nJrlerl
1

n,m=

(3.41)

ot A, et B, sont maintenant définis par A, = n et B, = v/2n. Les éléments non diagonaux
ont exactement la méme structure que ceux sur la sphére floue, tandis que les éléments
diagonaux impliquent la somme A, + 4,, au lieu du produit —A, A,, sur S%. En suivant les
mémes étapes faites dans le cas de la sphére floue on peut écrire 'action ci-dessus sous la

forme, voir préciser la formule I"appendice4.4,

N-1  N—|m|

BN\ P S S alorele (3.42)

2
m=—(N-1) a,b=1
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ou
. 22 1 1
‘/a(b ) = 2 |:< -1+ Iu4 + Aa + Aa+|m|)5a,b - §Ba—1Ba71+\m\5a—1,b - §BaBa+|m|5a+1,b:|
20
= 2 {(2@ +|m| -1+ %)5%1) —(a—1)(a—1+|m|)da1p — Vala+ |m|)5a+1,b] :
(3.43)

Les champs Q™ et Q4™ ( m>0) sont définis de la méme fagon que dans S%, i.e.

QQELm) - 2C1)a,a+m - (1 - i)¢a—1,a+m—1 + (1 + i)ﬁb:;—l,a-s-m—l

2@((1—771) = 2q)a+m7a = (1 - Z)gba—l-m—l,a—l + (1 + i)¢2+m—1,a—1‘ (344)

En tout nous obtenons 2N —1 secteurs indépendants ‘H,,, ,,m = —N+1,—N+2,... N—2 N —1.

3.2.1 L’intégration sur un sous-disque

Comme on a déja signalé le disque flou nous permet d’étudier deux cas intéressants
concernant I'entropie d’intrication. Le premier est de prendre un disque flou et supposer que
les D.L résidents a l'intérieur d’un sous-disqueD,, de rayon r sont indisponibles. Ce n’est
pas difficile de voir que les D.L correspondant a ce sous-disque de rayon r (ou un nombre

quantique n) sont donnés par les sous-matrices (n + 1) x (n + 1) avec n < N

quO ¢01 ¢02 ¢On

b0 P11 P12
P20 P2 o o |- (3.45)
R

Les D.L représentés par cette matrice ont un support sur un sous-disque D,, avec r? = nf.
Nous allons supposer que cette région est inaccessible pour un observateur extérieur et par

conséquent on va intégrer sur les D.L résidents dans cette région. On peut facilement vérifier
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que les secteurs Hi,, ne seront pas concernés par cette opération si [m| > n. Cela est da au

fait que les D.L de ces secteurs ne sont pas concernés par l'opération d’intégration et par
, N . . , C e

conséquent leur contribution est identiquement nulle. L’entropie d’intrication dans ce cas

aura des contributions seulement des secteurs H,, avec |m| < n et sera une fonction de N

et n. D’ou 'opérateur densité réduit ,

Pred = ® Pizzi) (346)

m=—n

Et Dentropie correspondante est donnée par ( aussi avec pl™) = p{™)

Sn(n) =So+2) S (3.47)
m=1

ot S,, est calculé en utilisant la matrice A donnée par

n+l—m
A == T w ., (3.48)
a=1

Les indices disponibles 7,7 vont de n + 1 — m & n. Définit encore I’entropie mise en échelle

S par
Sn(n)
S = . 3.49
2n+1 ( )
Pour N fixé, on calcule S numériquement pour n = 2---- N — 1. Les résultats pour N = 400

sont représentés sur la Figure 3. Pour toutes les valeurs de n avec 30 < n < 370 I'entropie
mise en échelle est presque constante: S = 0.235 pour n = 75 et décroit trés lentement
jusqu’a ce qu’elle atteigne S = 0.230 pour n = 350. Le fait que S ne peut pas étre constante
tout le temps est di a la finitude du rapport n/N, qui est 1ié au fait que I'entropie ne peut pas
étre constante sur tout le chemin a n = N, puisque a ce point on aurait I'intégré sur tout le

disque et le résultat devrait étre nul. Lorsque n approche N i.e. n > 380 ’entropie commence
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a diminuer plus rapidement jusqu’a ce qu’elle atteigne zéro. Donc pour N > n > 1 on peut

sans risque conclure que,

Sn(n) =0.23(2n + 1) (3.50)

N=400
0.45 T

0.4

0.35

0.3

0.25

SN(n)/2n+1

T T T T f@xx XT T T
|

0.2

S=

0.1

0 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

F1G. 3.2 — [D’entropie résultante d’ignorance d’un saus-disqe flou

La condition N > n ne sera pas nécessaire,bien qu’il soit difficile de décider, en utilisant
seulement des calculs numériques, & quel point n pourrait étre proche de N. Ici on trouve
aussi que l'entropie est directement proportionnelle au nombre des D.L sur la frontiére , ce
nombre est 2n + 1. Il est intéressant de noter que la contribution principale a Sy(n) est

indépendante de V.

3.2.2 L’ignorance de la moitié du disque flou

Considérons maintenant le deuxiéme cas. Dans le cas précédent nous avons supposé que

les D.L représentés par une sous-matrice n X n sont indisponibles et c’était clair que ces
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D.L ont un support sur un sous-disque D,,. Cependant, la forme du Lagrangien suggére une
autre possibilité pour introduire I'entropie d’intrication: nous réalisons la méme opération
que pour la sphére floue. C’est-a-dire que 1’on calcule 'entropie résultant de I'ignorance de la
moitié du disque. On prend chaque secteur et on intégre sur la moitié des D.L. La procédure
est exactement similaire au cas de la sphére floue ou on distingue entre les secteurs qui
contiennent un nombre pair et ceux qui contiennent un nombre impair. L’opérateur densité

réduit est donc donné par,

N
prea = Q) oLy
m=—N
Et 'entropie d’intrication .
Sv="5+2 ) Sm
m=—N
Encore, parce que nous nous attendons que I’entropie d’intrication soit proportionnelle au
nombre de D.L sur la frontiére, on définit S = Sy/N et on calcule numériquement ’en-
tropie résultante pour un champ scalaire sans masse pour chaque N. Les résultats sont
représentés sur Figure 3.3. On observe que S converge rapidement vers une valeur constante

indépendante de N égale a 0.341, a savoir,
Sy = 0.34N. (3.51)

Au vu de la discussion précédente ce résultat est prévu. L’entropie d’intrication est
proportionnelle au nombre de D.L sur la borne qui est dans ce cas N + 1.

Maintenant, la seule différence entre I’équation (3.50) et I’équation (3.51) est le coefficient
de proportionnalité, cette différence peut étre attribuée a la forme de borne. Lorsque on a
intégré sur un sous-disque D,, la borne était une sorte de sphére floue avec 2n+1 D.L, tandis
que l'intégration sur la moitié intérieure ou inférieure du disque la borne était linéaire avec
N D.L. Avant de considérer l'interprétation de nos résultants, on note que dans le cas du
disque flou on a limité notre calcul au cas sans masse. Cela est di au fait que contrairement

a la sphére floue aucune des matrices W™ n’est singuliére, et cela vient de I’absence des
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F1G. 3.3 — [D’entropie résultante de 'ignorance de la moitié du disque flou S .

modes zéros pour le Laplacien, parce que l'invariance par translation est brisée, et par
conséquent il ne faut pas un traitement spécial pour le cas sans masse. En outre pour le cas
massif on peut facilement montrer numériquement qu’a moins que la masse soit de ’ordre
du cutoff ;20 ~ 1, entropie a la méme valeur que dans le cas sans masse. Cependant,
si 420 ~ 1 Pentropie résultante différe légérement du cas sans masse mais elle commence
a converger vers la valeur du cas sans masse pour N grand. Nous passons maintenant a
'interprétation de nos résultats. D’abord nous devons noter que malgré le travail de [37],
le disque flou n’est pas encore un objet bien compris et donc notre discussion se situe au
niveau qualitatif. Le rayon du disque flou est défini & travers 1’équation R? = N. Pour
interpréter ’équation (3.51) comme la loi de surface a deux dimensions, nous définissons le

cut-off effectif de distance pour le disque® comme \y = R/N = \/%. D’ou I'équation (3.51)

3. En effet, 'entropie est sans dimension (unité) et pour une théorie libre sans masse ,notre action ne
dépend pas de I’échelle 6 et tout ce que nous pouvons obtenir et un nombre pur. Cependant le fait que
I’entropie est proportionnelle au nombre de D.L sur la frontiére rend l'interprétation des résultats comme
étant une surface naturelle.
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devient ( D = 2R étant le diamétre du disque).

D
Sy = 0.17—. (3.52)
AN

Dans la limite continue N — oo avec R fixé (la limite du disque continu de rayon R) on
retrouve la divergence UV usuelle puisque dans cette limite \y—0.
De méme nous pouvons réécrire 'équation (3.50) (avec r? = nf, \, = R/vV/Nn = \/g et

C' est la circonférence du disque donnée par C' = 271 ) comme suit

_umc

T A

Sy(n) (3.53)

Encore dans la limite commutative n — oo avec r fixé on retrouve la divergence UV usuelle.
Bien que les deux entropies obtenues dans le cas du disque flou divergent dans les limites
commutatives, elles ont des limites différentes lorsque N — oo avec 0 fixée, i.e. la limite non-
commutative du plan de Moyal. Dans le cas de I’équation (3.53) si on garde la taille du sous-
disque finie, i.e. n fini, le résultat reste fini méme dans la limite N — oo.En prenant notre
calcul comme étant une régularisation du plan de Moyal, nous nous attendons que I’entropie
d’intrication résultant de l'ignorance d’une région finie (disque) soit finie et proportionnelle
au nombre de D.L sur la frontiére de la région ignorée. Pour le cas de I'équation (3.52), la
prise de la limite N — oo revient aussi au recouvrement du plan de Moyal. Cependant,
la région que nous sommes maintenant en train d’ignorer est la moitié du plan de Moyal.
On voit dans I’équation (3.52) que l’entropie par unité de longueur qui est donnée par
S/D = 0.17\/§ diverge lorsque N approche l'infinité. Mais cette divergence n’est pas
d’origine UV puisque elle se manifeste comme conséquence de I'explosion de la région, i.e.
la divergence est une conséquence de l'intégration d’'un nombre infini de D.L. En outre on
observe que quel que soit N I'entropie par unité de longueur diverge dans la limite § — 0
qui est la divergence UV. En effet, dans le cas continu l'entropie (par unité de surface) peut
étre rendue finie en introduisant simplement un cut-off a courte distance dans la direction

normale, et aucun cut-off IR n’est nécessaire. Donc la divergence de I'entropie dans la limite
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du plan de Moyal peut étre interprétée comme due au mélange UV-IR plutdt que d’origine

UV.
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3.3 Conclusion:

Dans cette dissertation nous avons considéré ’entropie d’intrication pour une théorie sca-
laire définie sur divers espace-temps ou les espaces sont modelés soit par des espaces flous
a deux dimensions soit par des réseaux a deux dimensions ou unidimensionnels. Dans tous
les modeéles flous étudiés I'entropie d’intrication est proportionnelle au nombre de D.L sur
les bornes. Une fois ’échelle de dimension est restaurée on obtient la loi de surface en deux
dimensions. Pour les modéle 1-+1 (réseaux unidimensionnels) I'universalité du coefficient de
divergence est confirmée et les résultats de [18] sont obtenus. Des questions naturelles que
se posent : Dot vient la contribution pertinente a I’entropie d’intrication? Quelle est la per-
tinence de D.L loin de borne pour I’entropie d’intrication? Cette question de la localisation
de D.L pertinents était discutée dans le contexte du réseau dans |25, 26].11 a été constaté
que la contribution pertinente provient de D.L qui sont a la proximité de la borne. Récem-
ment la méme question était adressée dans [27] dans le contexte de régularisation floue. En
particulier il a été montré que pour les trois modéles que nous avons discutés dans cette
dissertation aussi la contribution pertinente provient de D.L interprétés comme étant rési-
dents a proximité de la borne. En outre, il a été soutenu que dans la limite macroscopique
les D.L pertinents sont infiniment proches de la borne. Dans telle limite et lorsqu’on inclut
seulement les D.L infiniment proches de la borne il a été montré que la loi de surface pour-
rait étre dérivée analytiquement en utilisant le développement 1/N. En particulier il a été
trouvé que la loi de surface est presque dictée par la forme du potentiel flou et les propriétés
générales de ’entropie d’intrication. En outre, des preuves numériques ont été données pour

" near-horizon " est suffisante pour capturer

mettre en évidence le fait que I’approximation '
I’entropie d’intrication dans la limite macroscopique. Notons que des remarques tout a fait
semblables s’appliquent aussi pour le cas de la sphére régularisée avec réseau; les secteurs
avec m beaucoup plus grand que N ont des contributions infimes [20]. Cependant dans la

régularisation avec réseau aucun calcul analytique n’était possible pour montrer la loi de

n" !

surface dans la limite d < N. La validité de 'approximation " near-boundary" montre que

pour I'entropie d’intrication tout ce qui compte est la géométrie de la région proche de la
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conclusion

borne (near horizon ou near boundary). Ce résultat va en accord avec les résultants standard
et le paradigme concernant la thermodynamique des trous noirs et les théories des champs
en présence des trous noirs [34, 38]. Finalement, il est intéressant de signaler que malgré la
non-localité et le phénoméne de " UV-IR mixing " sur les espaces flous et non-commutatifs,

I’entropie d’intrication est toujours controlée par la géométrie de la région proche a I'horizon.
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Chapitre 4

Appendices

4.1 La sphére continue:Régularisation par réseau

b= ] i+ ia

1

\/(27r)

. 1

¢ = \/Z27T) ; ¢m(2)6_

O =

Yo bm(2)e”™?

] 1 % —i(m—
P = o Zﬁbm%@ (m—k)p
m,k

27
] = Em,k/ dgogbmgbZe_’(m_k)‘p
0

_ gwam,k%zm,wm(z)qﬁk(z)
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27 27
1 * —1(m—
/ [ = o Sk / 12 pke MR dp
0 0
= Z;j*—oo lu2 | Qbm |2

/27r 1 ¢ 82 ¢ 1 _]. /27( 2 2¢*¢ —Z(m—k)(ﬂd
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1 ~ Z? m? ) )
L = §/Rd22m |¢|2—(1—§)|82¢m |2—(m+ﬂ)|¢m|
1 R . Z2 2
= Sy [ 0P (1= 000 ~ (s + 1) | 0 )
= 270710: 0 Lm
b= =S bu(2)e
- \/% m=—00 m
O (2) = G—m(2)
Cb* = ¢—m(2)
1 1
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V2r
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Y $-m(2)e™?
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| & 2= Redrn + Imer,.

Y Regn' =371 Red®+dy +5° Red .

m=—00 m=—00

S Regm = 07° Redlm +o +3F° Red
= 25% Reg +do

Lo Imén. = SZh Imén + 60 +5F Im,
= 257 Img,

S | ém 2= 2571 Imgn,’ +25° Redy, + do
Define: Q= \/§Im¢m m <0
Qm = V2Red,, m >0
Qo=¢9 m=0
By | Om =5 G

1 R . Z2 2
Ly = 5/ 2@ — (1 - ﬁ)(%@m - (ﬁ + 1) Q] (4.-19)
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2 — 2, = na = dz = adn, where a:%—>0

dQn(2) = Qm(n)a — Qun(n —1)a .
dz " a
Qmn = Qm(na)
an(na) _ Qm,n - Qm,n—l
0z a
1 N-1 T2 n’a’ Qm,n - Qm,n—l 2 m? 2\ A2
Lo = 508y (@ = (L= ) (=) = (G g 400 @l
= ﬁzn [(an,n)z - (1 - ﬁ)(@m,n - Qm,nfl)2 + (m -+ &2/L2> i%n]
Lyv- ) )2 n’ 2 m? 2,2
= %En:—(n—l) [(an,n) + (1 - m)(@m,n - Qm,nfl) + (m +a 1% )Qiﬁln-}20)
Hm - En Hm,n@m,n - Lm
(OUTT . = B%Lm le moment est conjugué, ) mais
oL, 2a% . :
C Q20 ’
)2 1 ) )2 n’ 2 m’ 22\ 2
= Hm = En an,n - %2 [(an,n> - (1 - W(Qm,n - Qm,n—1> - (m +a 1% ) m,n]
1 _ n2 m2
- %ZnNz_l(N_l) [7T72n,n + (1 - m)(@m,n - Qm,n—1)2 + (N2 —n2 + a2lu2) ?n,n] (4_20)
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4.2 Evaluation perturbative

Considérons un potentiel avec des éléments de matrice :

Vap = Fa0ap + @adp a1+ apdap_

On utilisera la condition ,On sait que Fy >> a4,ap.0n sait que Wyip = /Vap = Wap =

VE404 5+ 0Wap La valeur de 6W4p est trés faible, donc:

Wap =/ Fadap + Badp a1 + Bpdap—1

On néglige tous les termes contenant O(dW3 ) — (a,a%) Par conséquent,

WAchB
( V FA5AC + 61450,14—1 + ﬁc(;A,c—l)( V FA56B + /6B50,B—1 + /605B,c—1)
VFuBadp a1+ FaBpdap-—1+VFpBadp a1+ FebBpoap-

Comparant chaque terme, on trouve:

g .
A p—
VEA+ vV Fs
et
ap
BB =
VI ++VFp_1

a propos de termeWgé? supposons que
W=A+B and B<< A

donc
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Evaluation perturbative

et

W= Al ATBAT

Aup — ALl BaAyg

Bap = Badp.a-1+ Bpdap-1

1 )
VEL P

-1 _
AAB -

On remplace ces termes dans 1’équation ci-dessus, on aura:

Wip =
1

1

1
Wi =

Lo
NI
VEE
\/—F—A(SAB
\/—F—A5AB

1

1
\/—5Ac(5c5dc 1+ Babde,a— 1)\/E5d3
1
5Acﬁcédc I — 5Acﬁd c,d—1

VF4 \/_ \/_
1 1 1

[ ) [ — ) o —
\/F—AﬁA B,A 1\/F_B \/F—AﬁB A,B 1\/F_B

1 1 1 1

[ ) [ — ) o —
\/F—AﬁA B,A 1\/F_B \/F—A/BB A,B 1\/F_B

L
Vi

(4.-27)

On remplace W et W5 dans 'équation (2.6.10), notons que.(2.6.10) notons que 4,5 : 1 —

N a: N+1— 2N — lce qui implique que tous les termes vont disparaitre, sauf le terme

qui satisfait la relation

comme suit:

2N—1
m .
Az’j -
a=N-+1

2N—-1

-y WilWa,

a=N+1—i=N and j=N

1

- -y j_

a=N-+1

_BaBi

\/—\/— % O¢—15j,oc—1

1
\/—61 a,i— 1\/?&
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Evaluation perturbative

on applique la condition :
mo __ 6N+16N

mo— 5 N
Y VEVEva

et on utilise la relation entre 8 et F,qui nous ont été construits avant .

Ba=—
4 VEA 4+ Faq
et
(N—A2 (N—A+1? m?
Fa=(2- -
a=( N? A gy v

pour les grandes valeurs de m; m >> N >> 1 les termes qui dépendent de ce dernier vont

dominer.
2
m
Fa= N? — (N — A)?
(N—-AP (N-A)y
ap = —(1 — N2 ) = N2 —1

On calcule la quantité :
o

- N
VEN+ vV Fy_

On remplace dans les équations de « et F avecA = N et on aura:

Bn

-1 =N
ERESput

2% 2m

On utilise encore la méme approximation, on trouve:

—-N
5N+1 = —2
m
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Evaluation perturbative

On met tous les termes dans I'expression de A, et on change les indices ¢ — a and j — b

le résultat final aura la forme:

N\/—N
Ny (SN N
mow @G5 oYy
NZ m
= 45 ) 0((N)6) 4.-30
—44aNb,N+ - (4.-30)
la forme de matrice A est:
00 0 O
000 O
Aa,b—
000 O
000 X

C’est une matrice diagonale avec zéro valeurs propres a I’exception du terme non nul N**
qui contribue a ’entropie d’intrication, c¢’est un résultat trés important puisque, selon Von
Neumann, la relation d’une entropie suffit de connaitre les valeurs propres de l'opérateur

Ales sortes de calcul de 'entropie d’intrication devenues faciles maintenant:

St = 1og<ém) + (VI loa( =+ 1+ o)

avec \ = 744 — VA 2 =5 nous élargissons la quantité (v/1 + Ay) comme:
1 1
(14+My)2 =1+ §>\N
depuis Ayest trés petite , aussi nous utilisons:

log(1+2z) ~x
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La sphére floue

pour x trés petite .

1
Sent = log(§\/)\ N)+(1+ )\N)log 1+\/1+>\N

1 1 AN AN 1 A
= log(§)+log(\/)\]v)+log( )+log(1+1+ + Xlog )+ N og(2 + ZX

Noye 2+ SV
A A AN
2N og(an) + X log2 + 0(N%)
4 4 2
4 N4

1-1
Tomi\L ~ 108 76.5)

12

12

4.3 La sphére floue

Nous commengons par un scalaireR x S3 ou S% est une sphére floue de dimension de

la matrice N = 2l + 1.I’action est donnée :

1

avec L = %Tr(gﬁZ — @[L? + p?]¢). le champ scalaire ¢ est N X N la matrice hermitienne avec
le paramétre de masse p.le Laplacien £? et le SU(2) I'opérateur de casimir est donné par

L2 = L34 L3+ L3 Vaction de L2(¢) = [L;,¢] et L2(¢) = [Li,[Ls,)].les L; satisfont|[L;,L;] =

N—-1

i€;j Ly ils générent de SU(2) représentation irréductible de spin [ = =—. D’abord, nous

observons que:

Tr(oL: D) = 2(¢)abMab,ca(¢)ea (4.-34)

avec

Mab,cd = ((L?)bcéda - (Li)bc(Li>da>
= (ca0bedda — (Li)ve(Li)da)- (4.-34)

ou ¢y est le casimir de spinl de SU(2),i.e c; = [(I41).Maintenant .On introduit deux matrices
réelles des scalaires champs par un fractionnement ¢comme suit ¢ = ¢; + i¢s.hermitienne

par ¢ implique que ¢ = ¢; et ¢L = —¢y,en d’autres termes ¢ est une matrice réelle
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La sphére floue

symétrique N X N ou ¢- est une matrice antisymétrique N x N .en utilisant aussi le fait

que la matrice Mgy, .4 ,satisfaisante est My, 4o = Mg cqil est facile de montrer que

TT(¢£?¢) = 2(¢2 + i¢2)abMab,cd<¢1 + Z.(b2>cd
= 2[¢1abMab,cd¢lcd + i¢1abMab,cd¢2cd + i¢2abMab,0d¢10d - ¢2abMab,cd¢20d]
= 2[¢1abMab,cd¢10d - ¢2abMab,cd¢2cd] (4—35)

Les termes deuxiéme, troisieme et quatriéme sont égaux a zéro selon 1'une des conditions de

symétrie, qui est::

¢1abMab,cd¢26d = _¢1baMba,dc¢2dc (Change b with a and c with d )
= —O1a6Mab,cdP2cd (and this is valid only when the left hand said equals to ze
= Zero

On peut ajouter ces termes (P2 Map ca®ied) €t (Prap + G200 Mab.cadaca) ) & Péquation (4.4),

car ils sont égaux a zéro.

TT(QS‘CZQQS) = 2[¢1abMab,cd¢lcd + ¢2abMab,cd¢lcd + (¢1 + ¢2)abMab,cd¢20d]
- 2(Cbl + ¢2)abMab,cd(¢1 + ¢2)cd
= 2(I)ab-/\/lab,cd(I)cd~ (4_39)

o & = ¢; + ¢so.pour le calcul explicite, nous utilisons la forme d’une matrice de L et Lo

dans la base L3 est diagonale, est donnée pour 'arbitraire [ par:

1
(L1)a = §[Bb5a,b+1 + Bydap-1,
1
(LQ)ab = E[Bb(sa,bJrl - Baéa,bfl]a
(L3)ab = Aaéa,b- (4—40)
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La sphére floue

Pour prouver les relations de L; et Lo exprimer sous la forme de 1'easing et en abaissant

opérateurs L, et L_ comme suit::
(Lw = glalis+ b
= S(alLalb) + (B 18)
_ %((H-l—a|ﬁ+]l+1—b>+<l+1—a!ﬁ_|l+1—b>)
= %(Ba<l—|—1—a,l+1+1—b>+Bb<l+1—a,l—|—1—1—b>)

1
= §[Ba5a,b—1 + Bb(sa,b—&-l]
En utilisant le méme traitement nous obtenons (Ls)as

(L) = ({alLslb)

= Slalby — )

_ 2%(<|L+|b> — (a|L_|b))

— %(Ba<l+1—a\l+1+1—b>—B—<l+1—“|l+1_1_b>)
— %(Ba(5a7b1 — B_04p41)

- —%(Bb(SmHl — Badap-1)

i
- §[Bb5a,b+1 - Baéa,b—l]
pour identifier B,le paramétre que ’on applique les conditions de la normalisation sur L, :

Lill+1—a)=B,(l+1—a)+1)
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La sphére floue

= B?

a

ici la quantité {(I + 1)

(Lil+1—a+1Lil++1—a+1)
(I+1—a|llL_Ly|l+1—a)
(I+1—a|ll>—L>— L.|L.Jl+1—a)

l(l+1)—(—a+%)2+(—a+$)
%_(_a %)%L(_CH_(N;J))
—(N24_1>—(a2—a(N+1)+—(N11>2)—a (N;_D
(N24_1)—(Nl_l)Q—cﬂ—l—a(N—l—l)—a—l—(N;_l)

—a’+a(N+1)—a

—a® +aN

_ (V-1

4

= B, =+v/a(—a+ N)

Par la méme maniére que nous pouvons By. indices a, b vont de 1 & N = 2[4 1.puis substituer

le résultat de ’équation (?7?) comme suit :

TroLl

2q)ab<025bc5da - (Li)bc(Li)da)(I)cd
2q)ab(026bc5da - (Ll)bc(Ll)da - (LQ)bc(LQ)da - (L3)bc(L3)da)¢)cd

(4.-62)
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La sphére floue

substituer sur le coté gauche de I'équation (?7?) on obtient:

TroLip = 2Pa(ca — (L3)uw(L3)aa) Pab
1
- Q(I)ab[Z(Bc(sb,c-i-l + Bype—1)(Badd,ar1 + Bibga-1)
1
Z(Bcfsb,c—l-l — Bbéb,c—l)(Ba(;d,a—o—l — Bdéd,a—l)]q)cd
(4.-64)

nous utilisons également le fait que 0 .41 = dp—1, et ainsi de suite, substituer et simplifier

la relation ci-dessus nous obtenons:

Trgbﬁfqb = Qq)ab(CQ — AaAb)CI)ab
- cI)ab(Bb—l-B(JL—I)(IDI)—I,(JL—I
— Doy (ByBa) Pyt ast- (4.-65)

ceci nous ameéne a introduire le texte suivant le champ: Q™ défini par ng) = Py ogm et

((l_m) = ®yimq pour m = 0,...,N — 1.Plus explicitement que nous avons pour m = 0 le

champ Q) avec N degrés de liberté donnés par:
QY = (M,0%2.. dNN) (4.-65)

Pour m = 41, nous avons les champs Q™Y et Q=Y chacun N — 1 degrés de liberté donnés

par:

Q(+1) — (@12’(?23,”'7@]\/'—1,]\/),
QY = (9% 9% NN (4.-65)
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La sphére floue

en général pour m positive nous avons les champsQ™ et Q=™ qui contiennent chacun

(N —m) degrés de liberté donnés par:

Q(m) — ((I)l’1+m’q)2,2+m’._.7(I)me,N)

QU™ = (pltml g2m2  GN.N-m) (4.-65)

N-1)

Les deux Champs derniers Q¢ et Q=1 contiennent 1 degré de liberté de chacun,

Q(N—l) _ ((I)lN) : Q(—N-i-l) _ ((I)Nl). (4—65)

Par I'utilisation de ce paramétrage on peut montrer que:

N—-1) N-—|m|-1

(I)ab(BaBb)(I)a-i-l,b-i-l Z Z Q B Ba+|m|Qb a+1b

N-1) ab=1

(Nous pouvons ajouter un terme qui a = N — |m| a la sommation parce que (By = 0). ce

qui signifie
-1)  N-|m|

(I)ab(BaBb)q)a—H,b—l—l = Z Z Q( B Ba+|m|Qb a+1b (4‘65)

m=—(N-1) a,b=1

N-1  N—|m|

q)ab(Ba—le—l)(I)a—l,b—l - Z Z Q(m a— lBa 1+|m|Qb a—1,b- (4_65)

=—(N-1) a,b=1

Tout ensemble, on obtient:

— N—|m]|

1 1 m
TT¢£12¢ =2 Z Z Q 02_AaAa+1)511,17_§Ba—1Ba—1+|m|5a—l,b_§BaBa+|m|6a+1,b]Ql() )

m=—(N-1) a,b=1

(4.-65)
Maintenant, en calculant les parties restantes du lagrangien::
1 12 2 1 P2 2
-T — S — -
17 =000 = 5 D (6~ Gk ) (4-65)

69



Plan Moyen et le disque flou:

ot ¢ - a%a g ((1m) = gb;m. I’hamiltonien H de la théorie libre prend la forme suivante:

- (M) = S ) + QU Qb0

1 1

1 m
+ 52 ng)[(c2 - AaAa+|m|)5a,b - _Ba—lBaflJr\m\(Sa—Lb - _BaBa+|m|5a+l,b]Ql(; )

2 2

]' m mym
>+ iva(’b )Qa Qy

(me™)

ol Va(bm ) prend la forme:

‘/a(l:n) = ([IUQ + 2(62 - AaAaJr\m\)](Sa,b - BaBoH»\m\(Sa—&—l,b - Ba—lBa71+|m|5a—1,b)
2

= 2([% + (CQ — AaAa-i-\m\)]éa,b
1

1
9 BaBa—i—\m\(scH»l,b - §Balea—1+|m|6a71,b> (4‘68)

4.4 Plan Moyen et le disque flou:

Nous considérons maintenant une théorie mise a I'échelle sur R x RZou R2est I'action

de plan Moyen est donné par::

S = % / dtTr(¢? + ¢(V? — 1?)o). (4.-68)

La trace est une infinité de dimensions et le Laplacien est donné par les opérateurs de

création et d’annihilation a et atpar I'expression:

V2= —lat lad]) = —lale.d] — [adla”) (1.-68)
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Plan Moyen et le disque flou:

En rappelant que [a,a™] = 0 ouf est le paramétre non-commutatif. On utilise cette commu-

tation par rapport a prouver l'équation (4.4) comme suit:
aat —ata=0=aa" =0+ata (4.-68)
substituer sur le coté gauche de I'équation (4.4):

a* o]l = afag] — [a¢la*
= a'(ap — ¢a) — (ad — pa)a”
= atagp — atoa — adat — paa*
= atap+ ¢aat — atpa — ada®
= (aa™ —0)p+ &0 +ata) — a"pa — aga™
= aat ¢ — 00+ 00+ pata—atda — apa”
= aa" o+ pata—atpa — agpa”
= a(@"¢—¢a’) - (a"¢ —da")a
= ala",¢] —[a" gla
= [a,[a".¢]]

Nous considérons la dimension finie N x N matrice ¢:
N—-1
o= > |m)mlgln)(n| . ¢" =0¢ (4.-78)

m,n=0

On peut prouver cette équation en utilisant la relation de complétude de telle sorte que

D ] S fndin] = 1
= Y mmllnyin] = 1
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Plan Moyen et le disque flou:

N-1

o= |m)mlgln)(n] (4.-80)

m,n=0

depuis(m|@|n) est ¢, Pélément de matrice, on obtient :

6= Gualmin (4-80)

m,n=0

en utilisant la condition hermitienne on obtient :

ot = ¢
N—
ot = Z ((Pmn|m) n|) )"

)_l

Ensuite, il peut étre démontré que le Laplacien V? est une action sur la matrice (N + 1) x
(N +1). Paction dans R x D% est donc donnée par(4.4)oi la trace Tay est tout simplement

coupée N.On désigne cette trace:

R?> = N0o

En d’autres termes lorsque N — oo nous devons prendre 6 — 0 & récupérer un disque
commutatif. Aux fins du calcul de 'entropie d’enchevétrement sur cet espace de la piéce

concernée de 'action est donnée par:

Vo= “Tryg(V? = i)o
= (2 + g)Tm@ + 8 —=Try(¢*ata) — %TTN(qﬁ(uba*). (4.-85)
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Plan Moyen et le disque flou:

qui peut prouver que:

Vo= TV - i)
= —Try¢Vio+ 1’Tryd’
= JPTrNg? — Tro( ) (0la fa* o))
= WPTrg? + Trxolala™s — 6a") — (a™p — 6a)a)

= *Trye* + 1 TTN(¢aa+¢ pagpa™ — patpa + ¢*ata)

= (u*+ 3)TT’N¢ + 1 —Try(pa*ap + p*ata) — iT?"N(gbagzﬁa + gat ¢a)
= (u*+ 3)T7”N¢ + 8 TTN(¢2CL+CL) — ETTN(¢CL¢G )

Explicitement, nous pouvons calculer :

4 8 8
Vo= (i E)TTNqb + —Try¢*ata— QZTTNgbagf)a

2 2

= %[(1 + GL)TTNQS + >Try¢*ata — Trypapat]
0 4 0 0
2 2

gV = 2[(1+ %)TTNQSQ + gTrNngQaJra - ETTN(ﬁagzﬁaJ“]

Tryéd*a™a = Tryatad?
Tryd*aTa = ;(TTN¢2(I+CL + Trya*ap?) (4.-95)

nous avons aussi

alm) = Vov/m|m — 1)

et

atlm) = Vovm+1jm +1)
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Plan Moyen et le disque flou:

= D )l Y Gl ik
= % Gt lminlli) ik

mn  jk

= ZZ ¢mn¢]k‘m><k|5"y]

mn  jk

mn k

a+agb2 — ZZ ¢mn¢nka+a|m><k|

mn k

Tryatap® = 6 Z Z GrnPrxm(i[m) (kli)
mn k
= 0 Z Z ¢mn¢nkm5i,m6k,i

mn k

¢2a+a = ZZ ¢mn¢nk’m><k|a+a
mn k
- QZZ ¢mn¢nkk|m><k|a+a
mn k
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Plan Moyen et le disque flou:

T’I"N¢2a+a = QZZ ¢mn¢nkk<l|m><k|l>
mn k

nous avons une symeétrie dans m et n

= TTN¢20J+G = 9 Z ¢mn¢nmn

mn

1
= TrN¢2a+a = 59 Z (m + n)¢mn¢nm

N—-1 9

(4.-108)
Maintenant on décale vers le haut a partir de la sommation: n,m : 0 = N — 1 jusque

n,m:1= N avec (q?)nm = ¢n_1,m-1) , hous obtenons:

2
3V = 25 () = D)t
- \/(n - 1)( )¢n 1 m—1¢m—2,n—2 - \/ﬁgbn—l,m—lgbmn
2
= 2 Z +n+ m)‘bnfl,mfl(émfl,nfl
m,n=1
- \/(n - 1)( - )¢n—1,m—1¢m—2,n—2 - \/%an—l,m—lgbmn
= gv = 2”;1 —1+ —9 + 10+ 1) Prin P
- \/(n - 1)<m - 1)énm95n—l,m—1 - W&nm&m—i—l,n—l—l- (4‘112)
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Plan Moyen et le disque flou:

En utilisant la méme astuce que nous avons utilisée sur la sphére floue, & savoir, nous
avons divisé les champs en@%% = @%21 et partie symétrique ¢$221 = —¢512,21 par écrit (&)mn =

1
)+ wﬁmn, nous pouvons organiser I’action qui prend la forme:

0 26 N
_§TTN¢<V2 - 2 = 2 Zl nm 1 +—+4,+A )q) - Z_l [cbnm(anlefﬁq)nfl,mfl
+ (I)nm(Ban)ch-‘rl,m—i—l} (4—112)

ou A, et B, sont maintenant définis par A, = n et B,, = v/2n .les mémes étapes que nous

ont prises dans le cas de sphére floue, on peut écrire I'action ci-dessus sous la forme:

- N—|m|
0
—5Trvo(V? = i) = Z Yo vreme (4.-112)
m_— — ) a,b=1
ou:
m *0 1 1
‘/a(b ) = 2[(_1 + MT + Aa + AaJr\m\)(sab - §Ba—1Ba71+\m\5a—1,b - §BaBa+|m|5a+1,b]

= 2[(2a+|m| -1+ %9511,1) —V(a—1)(a—1+|m)du1p — Vala+|m|)ddali2)

les champs Q™ et Q=™ (m > 0) sont définis par la méme maniére que tous les S%.

76



BIBLIOGRAPHIE

Bibliographie

1]
2]
3]

4]
5]
[6]
7]
18]

19]

[10]

[11]
[12]

[13]
[14]

J.D.Bekenstein, Lett.Nuov.Cimento 4 (1972) 737.

J.D.Bekenstein, phys.Rev.D 7(1973) 2333.

J.D.Bekenstein, Plenary talk at Seventh Marcel Grossman meeting at Stanford Uni-
versity, gr-qc/9409015.

S.Hawking, Nature (physical Science) 248 (1974) 30.

S.W.Hawking, Commun.Math.Phy 43(1975) 199.

J.W.Bardeen, B.Carter, S.W.Hawking . (1973) Commun.Math.Phy.31, 161.
G.Gibbons and S.W.Hawking, Phys.Rev.D 15, 2752 (1977)

R.Wald, Black Holes and Thermodynamics, in Black Holes and Relativistic Stars,
edited by R.Wald (University of Chicago Press, 1998).

R.Sorkin, The Stistical Mechanics of Black Hole Thermodynamics,in Black Holes and
Relativistic Stars, edited by R.Wald (University of Chicago Press, 1998).

R.Sorkin, "On the Entropy of the Vacuum Outside a Horizon", in B.Bertotti, F.de Fe-
lice, Pascolini, (eds.), Tenth International Conference on General Relativity and Gra-
vitation (held Padova, 4-9 July, 1983), Contributed Papers, Vol.2 pp.734-736 (Roma,
Consiglio Nazionale Delle Ricerche, 1983)

Rafael Sorkin, Ten Theses on Black Hole Entropy, [hep-th/0504037].

Daniela Bigatti, Leonard Susskind, TASI lectures on the Holographic Principle, [hep-
th/0002044]

G.’t Hooft, Nucl.Phys. B 256 727 (1985).
L.Bombelli, R.K.Koul, J.Lee, and R.Sorkin, Phys.Rev. D34,373 (1986).

77



BIBLIOGRAPHIE

[15] M.Srednicki, Phys.Rev.Lett 71 666 (1993)

[16] C.Callan and F.Wilczek, Phys.Lett. B333 55-61 (1994), [arXiv:hep-th/9401072].

|17|] L.Susskind and J.Uglum, Phys.Rev. D50 2700-2711 (1994) , |arXiv:hep-th/9401070].

[18] D. Kabat, M. J. Strassler, Phys.Lett. B329 (1994) 46-52 |arXiv:hep-th/9401125].

[19] Ted Jacobson, Black Hole Entropy and Induced Gravity Authors, [gr-qc/9404039).

[20] D. Dou, B.Ydri, Entangelement Entropy on Fuzzy Spaces, Phys.Rev. D74 044014
(2006) , | arXiv:gr-qc/0605003].

[21] Michael R. Douglas, Nikita A. Nekrasov, Rev.Mod.Phys. 73 (2001) 977-1029.

[22] Ram Brustein, Martin B. Einhorn, Amos Yarom, JHEP 0601 (2006) 098,|arXiv: hep-
th/0508217].

[23] Roberto Emparan, Black hole entropy as entanglement entropy: a holographic deriva-
tion, [arXiv:hep-th/060308].

[24] Shinsei Ryu, Tadashi Takayanagi, Holographic Derivation of Entanglement Entropy
from AdS/CFT , [arXiv: hep-th/0603001].

[25] S.Das,S. Shankaranarayanan, Class. Quant. Grav 24 5299-5306,(2007), [gr-qc/0703082].

[26] S. Das, S. Shankaranarayanan, S.Sur, Can.J.Phys 86,653-658, (2008), |[gr-
qc/07102013).

[27| D.Dou, Comments on the Entangelement Entropy on Fuzzy Spaces, Mod. Phys. Lett. A
24: 2467-2480 (2009), | arXiv:0903.3731]. .

[28] Table of Integrals, Series, and Products, by I. S. Gradshteyn , I. M. Ryzhik, Alan
Jeffrey , D. Zwillinger.

[29] Noncommutative Field Theory Michael R. Douglasl, 2, . and Nikita A. Nekrasov2, 3
[30] Snyder, H. S., 1947, Quantized space-time, Phys. Rev. 71, 38.
[31] hep-th/9912072 S. Minwalla, M.Van Raamsdonk, N.Seiberg,

[32] T. Filk, “Divergences in a Field Theory on Quantum Space,” Phys. Lett. B376 (1996)
93.

[33] J.C. Varilly and J.M. Gracia-Bondia, “On the ultraviolet behavior of quantum fields
over noncommutative manifolds,” Int. J. Mod. Phys. A14 (1999) 1305, hep- th /9804001

78



BIBLIOGRAPHIE

|34] L.Susskind and J.Uglum, Phys.Rev. D50 2700-2711 (1994) , |arXiv:hep-th/9401070].
[35] Connes A 1990 Non-commutative Geometry (Paris: InterEditions)

[36] J.Madore, The fuzzy sphere, Class.Quant.Grav 9 69-87,(1992).

[37] F. Lizzi, P. Vitale, A. Zampini, JHEP 0308 (2003) 057,[arXiv:hep-th/0306247] .

[38] A.Strominger, JHEP 9802 (1998) 009,[arXiv:hep-th/9712251|

79



