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Introduction

Introduction :

Indubitablement, l'un des développements les plus remarquables en physique, qui a eu lieu
au cours des trois dernières décennies était la découverte d'une relation entre certaines lois
physiques des trous noirs et les lois de la thermodynamique [1-7]. Il semble que ces lois des
trous noirs et les lois ordinaires de la thermodynamique sont deux pièces majeures d'un
puzzle qui vont parfaitement ensemble au point qu'il puisse y avoir un peu de doute que
cette relation soit d'une signi�ance profonde et puisse nous fournir une clé pour la compré-
hension de la nature fondamentale du trou noir en gravitation quantique, aussi bien que la
compréhension de certains aspects de la thermodynamique elle-même [8-11] . Par exemple la
�nitude de l'entropie du trou noir est vue comme une manifestation directe de la discrétion
de l'espace-temps à l'échelle de Planck, et pointe vers une réduction nécessaire du nombre
de degrés de liberté sur l'horizon [11]. Cependant, malgré toutes les évidences pour une
entropie associée avec l'horizon du trou noir, une compréhension complète de son origine
statistique est encore manquante, et il reste incertain à quoi référent ces degrés de liberté
[11]. Idéalement nous chercherions la réponse dans une théorie quantique de l'espace-temps
plus fondamentale, mais malheureusement aucune approche pour construire une telle théo-
rie n'a su�samment avancé au point qu'elle o�re une réponse dé�nitive. Néanmoins, il est
presque indubitable que la thermodynamique du trou noir a ouvert un chemin pour une
connaissance meilleure de la structure fondamentale de l'espace-temps. En e�et, le rôle joué
par la thermodynamique du trou noir est très semblable au rôle joué historiquement par la
thermodynamique d'un gaz dans une boite révélant l'atomicité et la nature quantique de
la matière et la radiation. Cette analogie peut être mise en évidence en rappelant quelques
faits concernant la thermodynamique en présence d'un horizon des évènements. On pense
souvent à l'entropie comme une mesure de l'information manquante ou indisponible sur
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Introduction

un système physique, et de ce point de vue, on attend qu'une certaine quantité d'entropie
doive accompagner un horizon des évènements, puisque par dé�nition il est par excellence
un dissimulateur d'information. En particulier, on peut associer à chaque champ quantique,
en présence d'un horizon, l'entropie d'intrication résultant nécessairement de l'ignorance de
modes intérieurs inaccessibles qui sont en corrélation (intriqués) avec ceux de l'extérieur
[10, 13, 14]. Dans un espace classique continu, cette entropie d'intrication s'avère être in�-
nie, au moins lorsqu'elle est calculée pour un champ quantique libre sur un espace-temps
avec un background �xé. Cependant, si on impose un cuto� à courte distance sur les dé-
grées de liberté du champ, on obtient plutôt une entropie �nie, et si le cuto� est choisi de
l'ordre de la distance de Planck alors cette entropie a la même grandeur que celle de l'ho-
rizon [11]. Basé sur ce résultat attrayant, il y a eu beaucoup de spéculations en attribuant
l'entropie du trou noir à la somme des entropies de divers champs dans la nature [19, 3].
Indépendamment du fait que l'intrication des champs fournit toute l'entropie ou seulement
une portion, les contributions de ce type doivent être présentes, et n'importe quelle théo-
rie consistante doit rendre compte de ces entropies. L'entropie d'intrication a été explorée
extensivement par plusieurs auteurs, cependant la plupart des travaux étaient consacrés au
calcul de cette entropie en utilisant diverses méthodes de régularisation et l'étude du degré
et l'universalité de la divergence [22-24]. Par exemple dans [18] il était démontré qu'à l'ex-
ception de l'espace-temps 1+1 le coe�cient de divergence est non-universel et dépend de
la méthode de régularisation. C'est pour cela qu'aucune comparaison quantitative n'était
possible. Récemment l'entropie d'intrication a été étudiée sur des espaces �ous [20]. Il y a
beaucoup de motivations derrière la considération des espaces �ous comme une alternative
de réseaux. Une raison évidente est l'espoir que la non-commutativité pourrait atténuer les
divergences UV et possiblement rendre �nies certaines quantités qui sont UV divergentes
dans les espaces classiques et au même temps préserver la symétrie de l'espace. Par exemple
des résultats venant de la théorie des champs quantiques à température �nie ont montré que
les modèles non-commutatifs se comportent comme s'ils ont beaucoup moins (D.L) 1 en UV
que les théories des champs conventionnels. Dans certains cas les D.L étaient si fortement

1. D.L =degrés de liberté
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réduits que les divergences UV pourraient être évitées [21]. En e�et, le cas d'entropie du
trou noir, comme déjà signalé, est semblable à celle du gaz ordinaire dans une boite, où
nous savons que la �nitude de l'entropie de gaz provient de la �nitude du nombre de mo-
lécules et la nature quantique non-commutative de l'espace de phase. Un autre phénomène
analogue qui pointe vers une nature �oue de l'espace-temps vient de la combinaison de la
mécanique quantique et de la gravitation qui nous conduisent indubitablement à une image
�oue de l'espace-temps. Une réalisation possible de cette image est fournie par la géomé-
trie non-commutative et �oue. Une autre motivation est l'émergence naturelle de géométrie
non-commutative dans le cadre de la théorie des cordes en connexion avec les D-branes . En
fait il a été suggéré récemment par plusieurs auteurs que le compte des états microscopiques
pour un trou noir extrémal en utilisant une théorie des champs duale pourrait être interprété
comme découlant de l'intrication [22-24].

Lorsqu'on considère l'entropie d'intrication sur les espaces �ous ou non-commutatifs
nous sommes obligés à confronter la question de la dé�nition de la frontière par rapport à
laquelle l'intrication doit être calculée. En e�et, en vue de la non-localité des théories non-
commutatives on s'attend que la frontière soit �oue. Cela nous amène à poser la question
comment on dé�nit des régions disjoints dans un espace �ou ou non-commutatif pour dé�nir
proprement l'entropie d'intrication. Dans [20] il était démontré que lorsque les variables des
champs sont proprement choisies il y a presque une voie unique pour obtenir l'intrication
entre les divers D.L dans des régions di�érentes. Dans [20] l'entropie d'intrication résultant
de l'ignorance des D.L résidents dans une région donnée était calculée pour deux modèles
d'espaces �ous.

Dans tous les cas considérés l'entropie s'avère proportionnelle au surface de la borne qui
sépare les deux régions, accessible et inaccessible. De plus, une interprétation intéressante des
résultats , qui n'était pas possible dans le cadre des autres régularisations, était que l'entropie
d'intrication pourrait être interprétée aussi comme étant proportionnelle au nombre des D.L
sur l'horizon. Une autre question intéressante à la quelle on fait face lorsque on considère
les espace �ous ou non-commutatifs est la question de localisation des D.L qui donnent
la contribution dominante à l'intrication. Dans le contexte du réseau il a été démontré
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numériquement que la contribution dominante à l'entropie d'intrication provient de D.L
qui sont situées au voisinage de l'horizon (la frontière de séparation) [25, 26]. La même
question a été adressée dans dans le cadre de la régularisation �oue [27]. Il a été trouvé
que dans les espaces �ous aussi l'entropie d'intrication est dominée par les D.L prés des
bornes de séparation, et dans la mesure où ce point est concerné par non-commutativité et
la non-localité n'ont pas modi�é l'image obtenu en utilisant le réseau comme régulateur. Des
arguments étaient aussi données en faveur du fait que dans la limite macroscopique les D.L
qui donnent la valeur essentielle de l'entropie d'intrication sont in�niment prés au frontière
de séparation. De plus, il a été démontré que lorsque seulement les D.L prés au frontière sont
inclus la loi de surface est facilement obtenue en utilisant la méthode 1/N - expansion. Un
autre point intéressant concernant cette dérivation et que la loi de surface est presque dictée
par la forme du le potentiel �ou et les propriétés générales de l'entropie d'intrication. En
particulier plusieurs calculs numériques suggèrent que l'entropie d'intrication est contrôlée
par la géométrie au voisinage de la frontière.

Dans cette dissertation nous nous concentrons sur l'entropie d'intrication sur les es-
paces �ous et réseau-régularisés à basse dimensions . Cette dissertation est organisée comme
suit : Dans le premier chapitre on commence par une revue brève de quelques aspects de la
thermodynamique du trou noir, puis on introduit le concept de l'entropie d'intrication en
connexion avec le trou noire et on présente une dérivation détaillée de la formule principale
qui permet de calculer l'entropie d'intrication résultante de l'ignorance d'un sous-ensemble
de N-oscillateurs harmoniques couplés. Dans le deuxième chapitre cette formule est appli-
quée à deux modèles de théorie des champs scalaires, le premier est une sphère et le deuxième
est un linge (segment) où on adopte le réseau comme régulateur. Le troisième chapitre est
consacré à l'espace-temps 2+1 avec des espaces �ous, on considère deux modèles di�érents
pour l'espace. Le premier cas est une sphère �oue, les variables de champ sont décomposée
sur une base ou l'entropie d'intrication peut être dé�nie sans ambiguité, les résultats du
[27] sont obtenus. Le deuxième modèle considéré est un disque �ou. Dans le cas du disque
il s'avère qu'il y a deux cas intéressants qui peuvent être investigues. Le premier cas ré-
sultera de l'ignorance d'un sous-disque et le deuxième résultera de l'ignorance de la moitié
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du disque. Dans le premier cas la région ignorée restera �nie lorsqu'on approche la limite
du plan de Moyal, tandis que le deuxième cas explose et devient in�ni. Dans les deux cas
l'entropie est proportionnelle à la surface de frontière de séparation et peut être aussi vue
comme proportionnelle au nombre de D.L sur la frontière. Dans le deuxième cas l'entropie
par unité du surface diverge à la limite du plan de Moyal et cette divergence est attribuée
au phénomène du mélange IF-UV . Nous concluons par quelques remarques concernant la
localisation de D.L qui donnent la contribution dominante à l'entropie d'intrication.
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Chapitre 1

Entropie de N-O.H couplés

1.1 Thermodynamique du trou noir
Il était d'abord signalé par Benkenstein que des relations proches peuvent exister entre

certaines lois satisfaites par les trous noirs en relativité générale et les lois ordinaires de
la thermodynamique [1, 2, 3]. Le théorème de la surface de la relativité générale classique
annonce que la surface A du trou noir ne peut qu'augmenter au cours de n'importe quel
processus,

∆A ≥ 0 (1.1)

Benkenstein observait que ce résultat est très analogue à l'annonce de la deuxième loi
de la thermodynamique : L'entropie totale S d'un système fermé (isolé) est une fonction
monotone croissante.

∆S ≥ 0 (1.2)

En e�et, Benkenstein proposait que la surface du trou noir (multipliée par une constante
de l'ordre de l'unité de Planck) doit être interprétée comme l'entropie physique du trou
noir. Un peu plus tard, l'analogie entre les deux ensembles de lois était systématiquement
développé par Badreen, Carter et Hawking [6]. Ils ont démontré que dans le cadre de la re-
lativité générale, la gravité de surface κ, pour un trou noir stationnaire doit être, constante
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Thermodynamique du trou noir

partout sur l'horizon. Ils signalaient que ce résultat est analogue à la loi zéro de la thermo-
dynamique, i.e. la température T doit être uniforme sur un corps en équilibre thermique.
Finalement, Badreen, Carter et Hawking ont démontré la première loi de la mécanique du
trou noir. Dans le vide, cette loi assure que la di�érence de masse M , de surface A et de
moment angulaire J pour deux trous noirs stationnaires proches sont reliés par l'équation
suivante :

δM =
1

8π
κδA + ΩδJ (1.3)

où Ω désigne la vitesse angulaire de l'horizon des évènements. Ils remarquèrent que
cette loi est très analogue à la première loi de la thermodynamique, qui assure que la
di�érence d'énergie, E, l'entropie S et d'autres paramètres d'état entre deux états d'équilibre
thermique voisins pour un système est donnée par :

δE = TδS + travail (1.4)

Si on compare les lois zéro, première et deuxième de la thermodynamique ordinaire avec
les lois correspondant au trou noir, on observe que les quantités analogues sont, E ↔ M ,
T ↔ ακ et S ↔ A

8πα
où α une constante indéterminée. Même dans le contexte de la relativité

générale, un soupçon que cette relation puisse être de signi�ance physique provient du fait
que E et M représentent les mêmes quantités physiques, à savoir l'énergie totale du système.
Cependant, dans le cadre de la relativité générale, la température physique d'un trou noir est
zéro absolu, donc il ne peut y avoir aucune relation physique entre T et κ. Par conséquent,
il serait inconsistant de supposer une relation physique entre S et A. Pour cette raison
Badreen, Carter et Hawking et la plus part des chercheurs à l'époque voyaient l'analogie
entre le trou noir et les lois de la thermodynamique comme une curiosité dépourvue de toute
signi�ance physique. Ce point de vue a changè après la découverte de Hawking, [4, 5], que
dû aux e�ets quantiques le trou noir rayonne à l'in�ni toutes les espèces de particules avec
un spectre du corps noir parfait à température ( dans les unités G = c = h̄ = k = 1 )
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

T =
κ

2π
(1.5)

Donc κ
2π

est e�ectivement la température physique du trou noir. Cela nous ramène à
conclure que la mécanique du trou noir doit correspondre physiquement aux lois de la
thermodynamique appliquées au système consistant du trou noir.

1.2 Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions
L'intrication quantique est une corrélation non locale entre deux systèmes quantiques.

Ce type de corrélation est purement quantique. L'intrication est un phénomène réel qui a
été démontré à plusieurs reprises par l'expérimentation. Le mécanisme derrière ne peut pas
être expliqué par une quelconque théorie existante. Dans cette section on va donner une
revue détaillée sur l'entropie d'intrication résultant de l'intégration sur un sous-ensemble
d'oscillateurs harmoniques couplés. La raison pour laquelle on considère les oscillateurs
harmoniques couplés est que n'importe quelle théorie scalaire libre s'exprime dans l'espace
de position comme un ensemble d'oscillateurs harmoniques couplés. En particulier on va
donner une dérivation systématique des résultats de [14, 15].

1.2.1 Entropie d'intrication

On considère un système composé de deux sous-systèmes A et B et soitHA⊗HB l'espace
d'Hilbert de ce système. On suppose que le système global est dans un état pur ρ̂ = |ψ >< ψ|
et que pour un observateur, les informations sur le sous-système B sont indisponibles. Pour
cette raison l'observateur décrirait la situation avec un opérateur de densité réduit obtenu
en faisant la moyenne sur le sous-système indisponible. L'opérateur de densité réduit ρ̂red

est obtenu en faisant la trace sur la base HB ,

ρ̂red = TrBρ̂ =
∑

a

< a|ρ̂|a > (1.6)
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

L'entropie associée à ρ̂red est donnée par l'entropie de Von Neumann

SA = −TrAρ̂red ln ρ̂red (1.7)

La caractéristique remarquable de SA est qu'elle est di�érente de zéro lorsque l'état
initial pur |ψ > est un état intriqué. Un état est appelé intriqué s'il n'est pas séparable. Un
état séparable est un état qui peut être écrit sous la forme suivante,

|ψ >= |φ >A |χ >B

Par conséquent l'entropie SA est une mesure de l'intrication de l'état |ψ > et pour cette
raison l'entropie dé�nie de cette manière est appelée l'entropie d'intrication. L'entropie
d'intrication a plusieurs applications en physique quantique, allant des fondaments de la
mécanique quantique, le calcul quantique jusqu'à la physique du trou noir. Dans la suite
nous serons intéressés par l'application de l'entropie d'intrication à la physique du trou noir.

1.2.2 L'entropie d'intrication pour N- O.H couplés

L'entropie d'intrication pour deux O.H couplés

On considère deux O.H couplés dont l'Hamiltonien est donné par

H =
1

2

2∑

a,b=1

(δabpapb + Vabqaqb) (1.8)

V est une matrice symétrique dé�nie positive. La fonction d'onde de l'état fondamental
est donnée par :

ψ0(q1,q2) = (det
W

π
)

1
4 e−

1
2
(QtWQ) (1.9)

où Q =


q1

q2


 et W =

√
V ⇒ W.W = V . Notons ici qu'on prend la racine carrée positive

de V , i.e W est une matrice symétrique dé�nie positive. Maintenant si les informations sur
le premier O.H sont indisponibles on construit la matrice densité réduite en intégrant sur la
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

coordonnée correspondante ,

ρred(q2,q
′
2) =

∫ ∞

−∞
dq1ψ0(q1,q2)ψ

∗
0(q1,q

′
2) (1.10)

En utilisant (1.9) on trouve,

ρred(q2,q
′
2) =

1

π
(detW )

1
2

∫ ∞

−∞
dq1e

− 1
2
(w1q2

1+w2q2
2+2$q1q2)e−

1
2
(w1q2

1+w2q′22+2$q1q′2) (1.11)

où W est paramétrée comme suit

W =


ω1 $

$ ω2




En faisant l'intégration (1.11) on obtient,

ρred(q2,q
′
2) = π−

1
2 (

detW

w1

)
1
2 e
− 1

2
(w2− $2

2w1
)(q2

2+q′22)+ $2

2w1
q2q′22 (1.12)

Soit γ ≡ (w2 − $2

2w1
) et β = $2

2w1
, alors la matrice densité de l'état fondamental devient

ρred(q2,q
′
2) = π−

1
2 (γ − β)

1
2 e−

1
2
γ(q2

2+q′22)+βq2q′2 (1.13)

En notant que γ,et γ − β 1sont positifs car W est dé�nie positive .
L'étape suivante pour trouver l'entropie correspondant à cette matrice densité réduite

est de chercher les valeurs propres de ρred. L'équation aux valeurs propres est
∫ ∞

−∞
ρred(x,y)fn(y)dy = λnfn(x) (1.14)

Maintenant, la forme gaussienne de ρred suggère qu'on cherche des fonctions propres sous
forme gaussienne. Nous commençons par le choix le plus simple, f ∼ e−α x2

2 et voyons si α

1. Cela résulte du fait que W soit dé�nie positive.
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

peut être choisi tel que f soit une fonction propre.

1√
π

(γ − β)
1
2

∫ ∞

−∞
e−

γ
2
(x2+y2)+βxye−

α
2

y2

dy = λe−
α
2

x2 ⇒

1√
π

(γ − β)
1
2

√
2π

γ + α
e

β2

2(γ+α)
x2− γ

2
x2

= λe−
α
2

x2 (1.15)

La comparaison des arguments de l'exponentielle nous permet de �xer α =
√

γ2 − β2.
Qu'en est-il du reste des fonctions propres ? L'a�aire ici est simple à deviner. Parce que
le reste des fonctions propres doivent être orthogonales sur f = e−

α
2

x2 , et on sait de la
mécanique quantique d'un oscillateur harmonique que f = e−

α
2

x2 est la fonction d'onde de
l'état fondamental , et les autres états excités sont données par: fn = Hn(

√
αx)e−

α
2

x2 , Hn

sont les polynômes d'Hermite. Les fonctions propres satisfont les conditions d'orthogonalité
suivantes :

〈fn,fn′〉 =

∫ ∞

−∞
Hn(

√
αx)e−

α
2

x2

Hn′(
√

αx)e−
α
2

x2

dx = δn,n′ .

Nous démontrons maintenant que les fn sont vraiment les fonctions propres de ρred et
trouvons les valeurs propres correspondantes, à savoir, on démontre que,

∫ ∞

−∞
ρred(x,y)e−

α
2

y2

Hn(
√

αy)dx = λne
−α

2
x2

Hn(
√

αx) (1.16)

A cette �n on utilise l'identité suivante [28],
∫ ∞

−∞
dxe−(x−y)2Hn(cy) =

√
π(1− c2)

n
2 Hn[

cx

(1− c2)
1
2

] (1.17)

Pour pro�ter de cette identité on fait un changement de variables, de x,y à x =
√

γ+α
2

x,
y = β

√
1

2(γ+α)
y. Avec ces nouvelles variables (1.16) devient:

√
γ − β

π

∫ ∞

−∞
e−(x−y)2+x2− γ

2
x2

Hn(
√

αy)dy = ex2− γ
2
x2

√
2(γ − β)

π(γ + α)

∫ ∞

−∞
e−(x−y)2Hn(cy)dy

(1.18)
où c ≡

√
2α

γ+α
. En utilisant l'identité (1.17) on trouve que
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

√
γ − β

π

∫ ∞

−∞
e−(x−y)2+x2− γ

2
x2

Hn(
√

αy)dy = ex2− γ
2
x2

√
2(γ − β)

γ + α
(1− c2)

n
2 Hn(

cx√
1− c2

)

(1.19)
En utilisant le fait que c =

√
2α

γ+α
et γ2 − β2 = α2 il est facile de démontrer que

ey2− γ
2
y2

Hn(
cy√

1− c2
) = e

−α
2

y2

Hn(
√

αy)

Donc les fn(x) sont les fonctions propres de ρred, Les valeurs propres peuvent être lues de
(1.19),

λn = (1− c2)
n
2 (γ − β)

1
2

√
2

γ + α
, n = 0,1,2 · · · ∞.

Avec quelques manipulations algébriques, les valeurs propres peuvent être écrites sous
une forme plus simple

λn = µn(1− µ), µ =
z

1 +
√

1− z2
, z = β/γ (1.20)

Ce n'est pas di�cile de voir que z < 1 et donc µ < 1.
On note que

∑∞
n=0 λn = 1, qui signi�e que l'ensemble des valeurs propres obtenues est

exhaustif.

CONCLUSION:

Soit ρred un opérateur dont les éléments de matrice sont donnés par,

ρ(x,y) =

√
γ − β

π
e
−γ
2

(x2+y2)+βxy =

√
γ − β

π
e−

γ−β
2

(x2+y2)−β
2
(x−y)2 (1.21)

Les fonctions propres sont données par

fn(x) = fn = Hn(
√

αx)e−
α
2

x2

, α =
√

γ2 − β2

12



Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

D'où il découle que l'entropie d'intrication est donnée par

Sent = −Trρred log ρred = −
∑

n

λn log λn = (1.22)

= − log(1− µ)− µ

1− µ
log µ (1.23)

Avant de considérer le cas général de N O.H couplés, il y a d'abord une propriété im-
portante qui doit être mentionnée ici. Le fait que µ ne dépend que du rapport entre β et γ

signi�e que les valeurs propres sont invariantes par rapport à une mise en échelle simultanée
de β et γ, ce qui équivaut à une mise en échelle de V . Cette propriété restera valide même
lorsque on considère le cas général de N O.H et elle nous sera utile.

N-Oscillateurs Harmoniques Couplés.

Avant d'entrer dans le détail on commence par résumer le résultat principal. On considère
un système de N -O.H couplés dont l' Hamiltonien est donné par

H =
1

2

N∑
A=1

δABP̂BP̂A +
1

2
VAB q̂Aq̂B (1.24)

où V est une matrice dé�nie positive. Le cas où V a des valeurs propres nulles a besoin d'un
traitement spécial. Il correspond au champ sans masse et nous allons le reconsidéré plus
tard . La fonction d'onde de l'état fondamental est donnée par 2

ψ0 = (det
W

π
)

1
4 e−

1
2
WABqAqB

et la matrice densité
ρ(Q,Q′) = (det

W

π
)

1
2 e−

1
2
WAB(qAqB+q′Aq′B)

où Q = (q1,q2,.....,qN) et Q′ = (q′1,q
′
2,....q

′
N). Maintenant si les informations sur les degrés de

libertés qα,α = n,N sont indisponibles, on forme la matrice densité réduite en intégrant sur
2. La convention de sommation d'Einstein sous-entendue.

13



Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

qα,α = n,N ,

ρred({qa},{qb}) =

∫ N∏
α=n

dqαρ[(q1, · ·qn−1,qn · ·qN); (q′1, · · · q′n−1,qn · ·qN ] (1.25)

Ici on utilise la convention dont les indices latins (a,b,i,j,,) vont de 1 jusqu'à n − 1 et les
indices grecs (α,β..) vont de n + 1 jusqu'à N . L'entropie d'intrication pour n'importe quel
Hamiltonien de la forme (1.24) est donnée par

Sent =
∑

i

[
log

(1

2

√
λi

)
+

√
1 + λi log

(
1√
λi

+

√
1 +

1

λi

)]
(1.26)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice suivante,

Λi,j = −
n∑

α=1

W−1
iα Wαj (1.27)

Wαj et W−1
iα sont les éléments de W et W−1 respectivement avec i,j allant de n+1 jusqu'à N

et α allant de 1 jusqu'à n . Λ est une matrice (N−n)×(N−n) et i,j varient de n+1jusqu'à
N .

Passons à présent à la démonstration de (1.26). La démonstration est basée sur la dia-
gonalisation de ρred en la réduisant à un produit tensoriel des opérateurs densité ayant la
même forme que (1.21). A cette �n on commence par décomposer W comme suit,

W =


 A B

BT D


 =


 Aab Baβ

BT
aβ Dαβ


 (1.28)

Puis

WABqAqB = Aabq
aqb + 2Baβqβqa + Dαβqαqβ. (1.29)
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

Donc la matrice réduite prend la forme

ρred = (det
W

π
)

1
2 e−

1
2
Aab(q

aqb+q′aq′b)
∫

dqn...dqNe−(Dαβqαqβ+Baβqβ(qa+q′a))

On a d'abord besoin de calculer l'intégrale précédente. Soit Jβ ≡ Bβa(q
′a + qa) donc

l'intégrale devient

I =

∫
dqn...dqNe−qtDq−qtJ (1.30)

Cette intégrale peut être évaluée en diagonalisant D. On note que D est une matrice symé-
trique réelle et positive qui peut être diagonalisée par une transformation orthogonale avec
un déterminant égal à 1 : D = T tDdT ,DetT = 1.

En changeant les variables q′ = Tq et en posant J ′ = TJ , I prend la forme

I =

∫
dq′n...dq′Ne−q′tDdq′−q′tJ ′

=

∫
dq′n · · · dq′Ne−

P
α(dαq′2a−q′aJ ′aq′a)

I = e
P

α
J′2a
4dα

∫
dq′n...dq′Ne

−Pα(
√

dαJ ′a+ J′a
2
√

dα
)2

= e
P J′2a

4dα (detD−1)
1
2 π

N−n+1
2

Donc
ρred = (det

W

π
)(detD−1)

1
2 π

N−n+1
2 e−

1
2
Aab(q

aqb+q′aq′b)e
P J′2a

4dα

En utilisant J = TJ et T tD−1
d T = D−1 il est facile de démontrer que

∑ J ′2a
dα

= (B(q + q′))tD−1B(q + q′)

Remplaçant dans ρred et faisant quelques simples arrangements, on trouve :

ρred = (detWD−1)
1
2 π−

(n−1)
2 e[− 1

2
Aab+

1
4
(BtD−1B)ab](q

aqb+q′aq′b)e
1
4
(BtD−1B)ab(q

′bqb+qaq′b)(1.31)
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

L'étape suivante est de mettre (1.31) sous une forme analogue à (1.21). Ceci peut être achevé
en utilisant l'identité suivante

(qaq′b + q′aqb) = (qaqb + q′aq′b)− (qa − q′a)(qb − q′b)

et en introduisant les deux matrices suivantes;

Mab = Aab − (BtD−1B)ab et Nab = (BtD−1B)ab

La matrice densité réduite devient alors

ρred = (detWD−1)
1
2 π−

(n−1)
2 e−

1
2
Mab(q

aqb+q′aq′b)e−
1
4
[Nab(q

a−q′a)(qb−q′b)] (1.32)

D'autre part, d'après la normalisation de ρ, il est aisé de démontrer que det(WD−1) =

detM , et nous nous retrouvons avec,

ρred = (det
M

π
)

1
2 e−

1
2
[Mab(q

aqb+q′aq′b)]e−
1
4
[Nab(q

a−q′a)(qb−q′b)] (1.33)

Pour se servir des résultats obtenus dans le cas de deux-O.H couplés on a besoin de dia-
gonaliser ρred. cette �n, on passe à la base {q̃a} dans laquelle M est diagonale. Soit U la
matrice de diagonalisation de M (detU = 1) avec M = U tMdU et soit Uq ≡ q̃. Dans cette
base ρred prend la forme

ρred = (det
M

π
)

1
2 e−

1
2

P
i mi(q̃

2
i +q̃′2i )− 1

4
(q̃−q̃′)tZ(q̃−q̃′) (1.34)

où Z = UNU t

Encore on passe aux nouvelles variables xi = q̃i
√

mi et on dé�nit Fij ≡ Zij√
mi
√

mj
, on

trouve
ρred = ce−

1
2

P
i(x

2
i +x′2i )− 1

4

P
ij(x−x′)t

iFij(x−x′)j

16



Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

En passant de q̃i à xi un jacobien est introduit. Il est égal à detM−1/2 et il se simpli�e avec
detM1/2 ; il nous reste c = 1√

π
N−n .

On peut démontrer que la matrice F est positive et symétrique, donc elle est diagonali-
sable par une matrice orthogonale T avec detT = 1. Soit zi = Tijxj un nouvel ensemble de
variables. Dans cette base ρred est complètement diagonalisée et prend la forme voulue

ρred =
∏

i

ρred(λi) =
∏

i

1√
π

e−
1
2
(z2

i +z′2i )− 1
4
λi(z−z′)2i (1.35)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice F . Les valeurs propres de ρred peuvent être
directement déduites des résultats de la section précédente. Cependant, avant de pouvoir
le faire, nous devons nous débarrasser des matrices de diagonalisation avec lesquelles F

est exprimée et lier les valeurs propres de λi directement à la matrice W . En utilisant la
dé�nition de Fij et Z on trouve que

Fij =
∑

kl

Uik√
mi

Nkl

U t
lj√
mj

Combinant avec UM1/2 = M
1/2
d U on trouve

F = UM− 1
2 NM− 1

2 U t

On note d'abord que les valeurs propres de F sont les mêmes que les valeurs propres de
U tFU , cela signi�e qu'on peut utiliser la matrice F̃ = M− 1

2 NM− 1
2 au lieu de F .

Une forme standard plus simple et équivalente à F̃ peut être obtenue comme suit. On
commence par l'équation caractéristique des valeurs propres det(F̃ − λI) = 0.

det(F − λI) = det(M− 1
2 NM− 1

2 − λI)

= det(M− 1
2 NM− 1

2 − λM− 1
2 M

1
2

= det(NM− 1
2 − λM

1
2 )M− 1

2 = det(NM−1 − λI) (1.36)
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Entropie d'intrication : Concepts et dé�nitions

Soit (M−1)a
cN

c
b = Λa

b .
La matrice Λ peut être écrite en termes des éléments de W et son inverse. Pour ce faire,

on commence par décomposer W , l'équation (1.29).

W =


 Aab Baβ

BT
aβ Dαβ




On considère maintenant la décomposition analogue de W−1.

W−1 =


 Ãab B̃aβ

B̃bα D̃αβ




avec

(W−1)ABWBC = δA
C (1.37)

ÃabAbc + B̃aβBT
βc = δa

c (1.38)

et
ÃabBbγ + B̃aβDβγ = 0 ⇒ B̃aβ = −ÃabBbγD

−1
βγ

Substituant l'équation (1.39) dans (1.38) on trouve

Ãab(Abc −BbγD
−1
γβ BT

βc) = ÃabMac = δa
c (1.39)

il s'ensuit que
Ãab = M−1

ab

et

Λ = ÃBD−1BT (1.40)
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À partir de (1.39) on a B = −Ã−1B̃D. Substituant dans (1.27) on trouve,

Λ = ÃBD−1BT = −B̃BT (1.41)

On conclut que

Λab = B̃aβBT
βb = −

∑

β

W−1
aβ Wβb (1.42)

Wa,β et W−1
β,b sont les éléments de W et W−1 respectivement, avec a ,b allant de n+1 à N et

β de 1 à n. Finalement, l'équation (1.35) nous informe que la matrice densité réduite peut
être écrite comme un produit tensoriel de N − n opérateurs de densité,

ρred =
⊗

a

ρ(λa) (1.43)

Les valeurs propres de ρ(λa) peuvent être facilement déduites de l'équation (1.21) en
substituant β = λa

2
et γ = 1 + λa

2
; on trouve,

pn(λa) = µn
a(1− µa), avec µa =

λa

(1 +
√

λa)2
(1.44)

À partir de (1.43) il découle que l'entropie est donnée par,

S =
N−n∑
a=1

S(λa) (1.45)

D'autre part,
S(λa) = − ln(1− µa)− µa

1− µa

ln µa

En substituant pour µa et en utilisant (1.44) on trouve pour S(λa),
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S(λa) = log
(1

2

√
λa

)
+

√
1 + λa log

(
1√
λa

+

√
1 +

1

λa

)
(1.46)

Avec l'équation (1.46) nous avons démontré le résultat principal de cette section.
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Chapitre 2

Espaces-Réseaux

Dans ce chapitre on applique les résultats obtenus dans le chapitre précédent sur une
théorie scalaire réelle dé�nie sur un espace-temps ayant une topologie R× S2, où R est
le temps et S2 la partie spatiale, La raison pour laquelle on considère ce modèle est que
cela nous sert comme une préparation pour aborder le modèle plus compliqué de la sphère
�oue. E�ectivement, la sphère classique régularisée avec un réseau s'avère avoir beaucoup
de similarité avec la sphère �oue et cela renforcera nos arguments heuristiques sur le modèle
de la sphère �oue. Une autre application sera deux modèles 1+1, à savoir S1 × R et I × R

où I est un segment, dans ces modèles les bornes résultantes ne sont que des points discrets
et donc ce sera intéressant de savoir la mise en échelle de l'entropie d'intrication. En e�et,
la gravitation avec dimension 1 + 1 a été toujours intéressante et spéciale.

2.1 Le modèle S2 ×R

L'entropie d'intrication que nous sommes en train de calculer résulte de la considération
suivante : On suppose que les D.L d'un champ scalaire qui résident dans l'hémisphère supé-
rieure (ou de manière équivalente l'hémisphère inférieure) comme étant indisponibles. Si la
sphère est vue comme étant plongée dans R3 par l'équation x2 + y2 + z2 = R2, l'hémisphère
supérieure correspond aux z > 0 et l'inférieure aux z < 0, l'équateur est le cercle en z = 0

et qui correspond à la borne de séparation (l'horizon). Le lagrangien de la théorie scalaire
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Le modèle S2 ×R

avec masse m sur une sphère est donné par:

L =
1

2

∫
dΩ(φ̇2 + φ(∆− µ2)φ (2.1)

Pour des raisons de calcul il s'avère que la régularisation est mieux faite dans les coordonnées
cylindriques. Le Laplacien ∆ dans ces coordonnées est donné par:

∆ =
1

R2

∂

∂z
((R2 − z2)

∂

∂z
) +

1

R2 − z2

∂2

∂φ2
(2.2)

où R est le rayon de la sphère. Cette relation peut être facilement démontrée comme suit :
Le Laplacien dans les coordonnées sphériques (avec un rayon constant) est donné par :

∆ ≡ 52 =
1

R2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

R2(sin θ)2

∂2

∂φ2
(2.3)

En utilisant z = R cos θ ⇒ ∂z = − 1
R sin θ

∂
∂θ
. L'équation (2.2) s'ensuit en substituant ∂θ

dans (2.3).
Pour la partie angulaire du champ on utilise le développement de Fourier pour l'écrire

sous la forme suivante,

φ =
1√
2π

∞∑
m=−∞

φm(z)e−ımϕ , φ∗m(z) = φ−m(z)

En substituant dans (2.1) on trouve que le Lagrangien L est une somme directe des la-
grangiens microscopiques Lm chacun associé avec une valeur possible du nombre azimutal
m.

L =
∞∑
−∞

Lm (2.4)

où

Lm =
1

2

∫ R

−R

dz

[
Q̇2

m − (1− z2

R2
)
(∂Qm

∂z

)2 − ( m2

R2 − z2
+ µ2

)
Q2

m

]
(2.5)
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Le modèle S2 ×R

où Q0 = φ(z) et Qm =
√

2Reφm pour m > 0 et m =
√

2Imφm pour m < 0. Le calcul de
(2.4)et (2.5) est donné dans les appendices.

Parce que l'entropie d'intrication est divergente en l'absence d'un cuto� UV la théorie
doit être d'abord régularisée. On peut le faire par introduire un cuto� sur les énergies ou
par mettre la théorie dans un réseau. Pour des raisons de calcul et l'analogie avec la sphère
�oue on va utiliser la régularisation avec réseau : régularisation. Dans notre régularisation
l'axe des z est remplacé par un réseau unidimensionnel, i.e. z → zn = na, où a = R

N
→ 0 est

la maille du réseau, n = −(N − 1),....,(N − 1). La dérivation par rapport à z est remplacée
par la di�érence �nie. Le Lagrangien microscopique régularisé pour un secteur est donné
par(voir l'appendice1):

Lm =
1

2a

N−1∑

n=−(N−1)

[
(aQ̇m,n)2 + (1− n2

N2
)(Qm,n −Qm,n−1)

2 + (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n

]
(2.6)

D'où l'Hamiltonien correspondant:

Hm =
N−1∑

n=−(N−1)

Πm,nQ̇m,n − Lm

où Πm,n le moment conjugué de Qm,n est donné par

Πm,n =
∂Lm

∂Q̇m,n

= aQ̇m,n ⇒

Hm =
1

2a

(N−1)∑

n=−(N−1)

[
Π2

m,n + (1− n2

N2
)(Qm,n −Qm,n−1)

2 + (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n

]
(2.7)

Par une redé�nition du champ (Q → Q/
√

a) et changement des variables de sommation
(n → A,B = n + N) Hm peut être porté à la forme standard de (2N − 1)-O.H couplés.
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Le modèle S2 ×R

Hm =
2N−1∑
A,B=1

[δA,BΠAΠB + V
(m)
A,B QA

mQB
m]

où V
(m)
A,B est donnée par:

V
(m)
AB =

[
2− (N − A)2

N2
− (N − A + 1)2

N2
+ a2µ2 +

m2

N2 − (N − A)2

]
δA,B

− [
1− (N − A)2

N2

]
δB,A−1 −

[
1− (N −B)2

N2

]
δA,B−1 (2.8)

L'Hamiltonien macroscopique et donc donné par

H =
∞∑
−∞

Hm (2.9)

Comme on a déjà mentionné dans le début de ce chapitre on va calculer l'entropie d'in-
trication résultant de l'ignorance des informations sur les D.L qui résident dans l'hémisphère
supérieure. Donc nous allons intégrer sur tous les D.L QA

m pour A ≥ N . Puisque l'Hamilto-
nien macroscopique est une somme directe des Hamiltoniens microscopiques Hm, les secteurs
correspondant aux valeurs di�érentes de m ne se mélangent pas, et l'opérateur densité réduit
sera le produit tensoriel direct des opérateurs densité résultant de chaque secteur,

ρred =
∞⊗

m=−∞
ρ

(m)
red , ρ

(m)
red = ρ

(−m)
red (2.10)

L'entropie d'intrication totale est donc donnée par:

SN = S0 + 2
∞∑

m=1

Sm (2.11)

Sm est calculée en appliquant les résultats du chapitre précédent, à savoir

Sm =
N∑

a=1

[
log

(1

2

√
λm

a

)
+

√
1 + λm

a log

(
1√
λm

a

+

√
1 +

1

λm
a

)]
(2.12)
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Le modèle S2 ×R

où λm
a sont les valeurs propres de la matrice suivante,

Λ
(m)
a,b = −

∑
α

W (m)−1
aα W

(m)
αb (2.13)

Évidement n'importe quel calcul de SN est impossible et on doit nécessairement faire
appel aux méthodes numériques pour évaluer cette entropie. Mais on voit que SN est donnée
par une somme in�nie qui rend aussi les méthodes numériques inutiles. Heureusement il
s'avère que pour N donné la somme peut être toujours tronquée à une valeur maximale mmax

de telle sorte que le reste de la somme soit calculable analytiquement et aussi montrer que ce
reste est très petit et donc négligeable. Donc on commence d'abord par démontrer que pour
m grand,l'entropie correspondante Sm est négligeable. Considérons maintenant V m avec
m >> N . C'est facile de voir à partir de (2.8) que pour ces secteurs les termes diagonaux
sont dominants par rapport aux termes non diagonaux, et sous ces conditions W (m) et
W (m)−1 peuvent être calculées perturbativement. Dans les appendices il est démontré que
pour m >> N

Λ
(m)
ab = δabδbN

N4

4m4
+ O

(
(
N

m
)6

)
(2.14)

Cela signi�e que si on néglige les termes d'ordre (N/m)6 toutes les valeurs propres sont
nulles à l'exception des dernières valeurs. On a donc pour Sm

Sm ≈ N4

16m4
(1− log

N4

16m4
) (2.15)

Ce résultat montre d'abord que la somme (2.11) est convergente. Deuxièmement on peut
utiliser ce résultat pour évaluer le reste de la somme et qui nous permet aussi de décider de
la valeur de mmax. Soit δS la contribution du secteur m ≥ mmax,

δS = 2
∞∑

m=mmax

Sm = 2
∞∑

m=mmax

N4

16m4
(1− log

N4

16m4
) (2.16)
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Au vu du fait que m/N ¿ 1, la somme dans (2.16) peut être approximée par une intégrale
,

δS = 2N

∫ ∞

mmax/N

S(x)dx ,S(x) =
1

16x4
(1 + 4 log(2x)) (2.17)

L'intégrale est facilement évaluée et sa valeur essentielle est donnée par

δS/N =
2N3

3m3
max

log
mmax

N
+ o(N3/m3))

Par exemple pour N = 80 et mmax = 2000 on trouve pour δS/N ∼ 10−4.
Ayant démontré que la somme peut être tronquée pour N donné à un certain mmax de

telle sorte que δS peut être rendu négligeable, nous nous tournons maintenant à l'évaluation
de la partie pertinente de l'entropie, à savoir,

SN = S0 + 2
mmax∑
m=1

Sm (2.18)

Pour N donné on calcule numériquement l'entropie SN . Cela implique l'évaluation des va-
leurs propres de Λ pour chaque paire (N,m) et puis le calcul de l'entropie en utilisant (2.12)
et (2.18).

Le résultat obtenu pour l'entropie mise en échelle S = SN/N ,mmax = 2000 et pour
un champ sans masse est représenté sur la Figure 1. On observe que l'entropie converge
rapidement vers la valeur 0.465N et N = R/a . D'où l'entropie résultante est proportionnelle
à la surface (circonférence) de la borne avec un coe�cient de proportionnalité qui va comme
1/cuto�, via

SN =
0.465

2πa
A (2.19)

où A = 2πR, qui est la loi de surface à 2 dimensions.
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Fig. 2.1 � L'entropie d'intrication mise en échelle S pour une théorie du champ sans masse
sur une sphère, avec mmax = 2000.

2.2 Modèles 1+1
Dans cette section on considère une théorie scalaire dé�nie sur un espace-temps 1+1. Le

cas à deux dimensions est intéressant parce que il a été démontré dans [18] que, contrairement
aux dimensions supérieures le coe�cient de divergence est universel, i.e il ne dépend pas de
la méthode de la régularisation, donc ce sera intéressant de véri�er cette propriété dans le
cas du réseau. On commence d'abord par considérer le cas dont l'espace est un segment de
longueur 2L. Le Lagrangien d'une théorie scalaire de masse m sur une ligne est donnée par :

L =

∫ L

−L

dx
[
φ̇2 − (∂xφ)2 −m2φ2

]
(2.20)

La ligne est récupérée dans la limite L → ∞ . Le modèle est régularisé en remplaçant le
segment par un réseau unidimensionnel, i.e xn = na où a = L

N
−→ 0 est la maille du

réseau et n = −N,..,N . La dérivée est remplacée par la di�érence �nie, et l'intégrale par une
sommation �nie. Après quelques changements de variables le Lagranigien prend la forme
suivante,
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L =
2N∑
n=0

[φ̇2
n + (φn+1 − φn)2 − µ2φ2

n] (2.21)

où µ est la masse mise en échelle et φna ≡ φn, avec les conditions au bornes φ0 = φ2N = 0 .
Dans le but de calculer l'entropie d'intrication on a seulement besoin du potentiel qui peut
être lu a partir de l'équation (2.21)

VA,B = [2 + a2m2]δA,B − δA,B−1 − δB,A−1 (2.22)

Considèrerons maintenant l'entropie d'intrication résultant de l'ignorance des D.L résidants
sur la partie négative de la ligne. L'évaluation de l'entropie peut être fait numériquement
en utilisant le même formalisme. On note d'abord que la frontière dans ce cas n'est qu'un
point et donc nous nous attendons la divergence soit plus "soft" que celui de la section
précédente . Cependant il n'est pas di�cile de deviner que l'entropie résultante doit avoir
une divergence logarithmique. Dans la �gure 2,SN/ log(N) est représentée. On observe que
les valeurs convergent vers la valeur suivante,

SN = 0.16 log(N) (2.23)

Ce résultat peut être écrit sous la forme suivante,

SN = 0.16 log(L/a) (2.24)

Ce résultat diverge à la limite continue et on note que la coe�cient de divergence est le même
obtenue dans [18], à savoir 0.16 ' 1/6, ce qui con�rme la universalité de ce coe�cient dans
1 + 1. On remarque ici que l'entropie a aussi une divergence de type IR lorsque L −→ ∞.
Équation (2.24) est exactement le même le résultat obtenu par [18] en utilisant la méthode
du Heat-Kernel.
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Maintenant ,on considère la même théorie scalaire mais sur une cercle de rayon R. Le
Lagrangien est donné par ,

L =

∫ 2π

0

dθ[φ̇2 − 1

R2
(∂θφ)2 −m2φ2] (2.25)

La théorie est régularisée en remplaçant la variable angulaire θ par θn = nπ
N

avec n =

0....2N . Les variables dynamiques sont maintenant φn avec la condition de périodicité φ0 =

φ2N . En passant par les mêmes étapes que celles de la ligne on trouve que le potentiel est
donné par

VA,B = [2 + a2m2]δA,B − δA,B−1 − δB,A−1 − δA,2N+1δB,2N+1 + δB,2N+1δA,1 (2.26)

Où a = nπR
N

, L'entropie d'intrication résultante de l'ignorance de la moitie du cercle peut
être facilement évaluée numériquement. Elle est égale à,

SN = 0.1675 log(N) (2.27)

Ici aussi on retrouve le même coe�cient bien que la frontière soit constituée de deux points.
Ce résultat con�rme encore l'universalité du coe�cient de divergence en 1 + 1.
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Fig. 2.2 � L'entropie mise en échelle S = SN/ log(N) pour un champ scalaire sur deux
réseaux unidimensionnels .
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Chapitre 3

L'entropie d'intrication sur les espaces
�ous

D'une manière simple et intuitivement, la géométrie non - commutative est une géo-
métrie dont les coordonnées ne commutent pas. Puisque les coordonnées ne peuvent pas
être diagonalisées simultanément, la notion de point classique disparait. Ce fait est déjà
connu de la mécanique quantique où les relations des commutations canoniques dans l'es-
pace des phases conduit au principe d'incertitude d'Heisenberg. L'espace des phases en
mécanique est un exemple évident d'un espace non-commutatif. Une théorie des champs
dé�nie sur un espace non-commutatif est appelée une théorie des champs non-commutative
[21, 31]. Il y a plusieurs arguments plus ou moins indépendants en faveur de l'usage de
la géométrie non-commutative en physique des hautes énergies. Le besoin de remplacer la
continuité et la structure commutative de l'espace-temps par la version non-commutative
trouve ses origines dans le fait qu'en théorie des champs quantique les divergences UV se
présentent lorsqu'on essaye de mesurer les amplitudes d'oscillation du champ en un point
précis de l'espace-temps. Autrement dit, ce sont les in�nités qui traçassent toutes les théories
des champs renormalisables , lorsque nous essayons de faire des prédictions . Ces in�nités
peuvent être traitées avec la Renormalization, cependant ceci est vu par plusieurs physiciens
comme insatisfaisant et n'est qu'une indication que quelque chose ne va pas à certaines éner-
gies. Une façon de contourner ce problème serait de donner une structure additionnelle au
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point qui rendrait telle mesure impossible. Par exemple, on peut modi�er la structure de
l'espace-temps avec l'hypothèse que à une échelle lc su�samment petite le point devient
un opérateur non-commutatif. Ce signi�e en particulier qu'il serait impossible de mesure
exactement la position d'une particule parce que ses coordonnées ne peuvent pas être dia-
gonalisées simultanément. La position de particule n'aurait pas un sens bien dé�nie. En
e�et, il a été postulé il y a quelques temps [30] que la structure non-commutative à petite
échelle pouvait introduire une coupure e�ective en théorie des champs, similaire à celle du
réseau mais préservant en même temps l'invariance de Lorentz. Une autre motivation pour
la géométrie non-commutative est l'in�nité qui entrave toute procédure de quanti�cation
de la gravitation, car dans ce cas la procédure de renormalisation est inapplicable. La troi-
sième in�nité, qui est généralement moins appréciée par rapport aux autres, est l'in�nité
qui se produit chaque fois qu'on essaye de tenir compte des contributions à l'entropie du
trou noir, qui ne peuvent être exclues pour aucun motif physique. Ces contributions sont
inévitablement in�nies sauf si un cut-o� à courte distance est introduit. Et il semble que
cette in�nité est assez liée à l'in�nité rencontrée lorsqu'on essaye de quanti�er la gravitation
[34]. En e�et, cette in�nité est la motivation principale derrière la considération de l'entropie
d'intrication sur les espaces-temps non-commutatifs. La quatrième in�nité est la singularité
en relativité générale classique qui est inévitable dans plusieurs contextes physiques rai-
sonnables, à l'intérieur du trou noir ou dans le Big-Bang,aux singularités, nos lois ne sont
plus valables et on s'abstient de faire une quelconque prédiction. En plus de ces in�nités
il y a d'autres raisons qui suggèrent la discrétisation et une nature �oue. Le fait qu'on a
une échelle avec une dimension de longueur, à savoir l'échelle de Planck, peut déjà être
comprise comme une preuve d'une discontinuité sous-jacente à la structure fondamentale de
l'espace-temps, cette échelle ne peut pas émerger d'une structure continue "variété lisse ",
( au moins dans le cas où l'espace a une topologie simple) , une telle échelle s'avérait nulle
ou in�nie. Les développements récents de la théorie des cordes et Loop-gravity suggèrent
tous une sort de discontinuité ou une nature �ou de l'espace-temps. Le principe d'incerti-
tude se combine avec la relativité général de telle sorte qu'il soit impossible de mesurer la
métrique sous l'échelle de Planck sans risquer de créer un trou noir, conduisant a une nature
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La Sphère Floue

�ou de l'espace, et l'image continue de la géométrie cesse d'avoir un sens.Bien que l'idée
de remplacer les espaces commutatifs par des espaces non-commutatifs ait été proposée de-
puis des décennies, la formulation mathématique précise de la géométrie non-commutative
n'est apparu qu'après les travaux de Connes [35]. Dans les deux dernières décennies, l'idée
de la théorie des champs non-commutative a connu un renouveau et plusieurs modèles ont
été étudiés. Récemment, l'émergence de la géométrie non-commutative dans la théorie des
cordes a donné un grand coup de pouce à ce sujet. Une introduction mathématique précise
à la géométrie non-commutative dépasse le cadre de ce mémoire et donc on va se limiter
aux dé�nitions heuristiques et intuitives des espaces �ous considérés.

3.1 La Sphère Floue
La sphère �oue est l'un des plus simples, plus canoniques et mieux des compris modèles de

la géométrie non-commutative. Une construction explicides te de sphère �oue a été réalisée
pour la première fois dans [36] et depuis lors, elle a été étudiée par plusieurs auteurs à
partir de di�érents points de vue. Une description mathématique précise de la sphère �oue
est au-delà de la portée de ce mémoire, cependant, grosso modo la sphère �oue peut être
comprise comme suit. Considérons le plongement de la sphère dans 3-dimensions. L'équation
du plongement est,

x2 + y2 + z2 = R2 (3.1)

On suppose maintenant qu'on veut remplacer les coordonnés par des opérateurs non-
commutatifs et tout en gardant l'équation de plongement. C'est-à-dire on cherche trois
opérateurs qui satisfont l'équation (3.1). Une supposition naturelle est de remplacer x,y,z

par trois opérateurs qui satisfont l'algèbre du moment angulaire, à savoir l'algèbre de SU(2)

.

x , y , z −→ x̂ = θx , ŷ = θy , ẑ = θz (3.2)
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avec
[Lx,Ly] = Lz ⇒ [x̂,ŷ] = iθẑ

Donc,
x̂2 + ŷ2 + ẑ2 = θ2L2 = θ2l(l + 1) (3.3)

où L2 est l'opérateur du Casimir de SU(2) sont l(l + 1), l = 0,1
2
,1,3

2
,2 · · · ∞. La dimension

du paramètre θ est celle d'une longueur et ce paramètre dé�nit l'échelle de distance. Dans
la limite θ → 0 et l → ∞ avec R �ni on retrouve la sphère classique. Les fonctions sur
la sphère �oue sont des matrices (2l + 1) × (2l + 1). On peut démontrer que l'algèbre de
ces matrices sur la sphère �oue se réduit à l'algèbre des fonctions classiques sur une sphère
continue. L'intégrale sur la sphère �oue est donnée par,

∫
f1f2dΩ −→ 1

N
Trφ1φ2

L'ingrédient important de la sphère �oue est le Laplacien qui dé�nit la métrique sur les
espaces non-commutatifs. Il peut être démontré que le Laplacien sur la sphère �oue est
donné par,

∆ = L2
i = L2

1 + L2
2 + L2

3 (3.4)

où l'action sur les fonctions est dé�nie par l'action adjointe, Li(φ) = [Li,φ] et L2
i (φ) =

[Li,[Li,φ]]. Il peut être aussi démontré que ce Laplacien se réduit dans la limite commutative
au Laplacien standard sur la sphère continue. Mathématiquement la géométrie de la sphère
�oue peut être spéci�ée par un triplet ,

SF ≡ SN := {HN ,MatN ,∆N}, N = 2l + 1 (3.5)

où HN est l'espace d'Hilbert de dimension N sur lequel l'algèbre des matrices MatN
agit avec un produit scalaire < N,M >= 1

N
Tr(N+M), et ∆N est le Laplacien décrit ci-

dessus. On considère maintenant une théorie du champ scalaire sur un espace-temps avec
une topologie R×S2

N où S2
N est une sphère �oue de dimension matricielle N = 2l + 1.

34



La Sphère Floue

Un champ scalaire est représenté par une matrice φ hermitienne N×N . Le Lagrangien est
donné par,

L =
1

2N
Tr

(
φ̇2 − φ

[L2
i + µ2

]
φ
)
. (3.6)

µ étant le paramètre de masse. Pour dé�nir l'entropie d'intrication on a besoin d'abord
d'exprimer le Lagrangien (3.6) en utilisant des variables de champ où l'intrication entre les
di�érents D.L est apparente. D'autre part, à cause de la non-commutativité des coordonnées
on a besoin de choisir une base dans laquelle on peut parler des D.L résidents dans des
régions di�érentes (des régions disjointes). En e�et, il y a plusieurs possibilités pour le
faire, cependant, un choix standard est la base sur laquelle la troisième composante L3 soit
diagonale. Sur cette base on peut parler d'hémisphère inférieure et hémisphère supérieure,
aussi le formalisme porte beaucoup de similitude avec la régularisation à réseau étudiée dans
le chapitre précédent.

Maintenant, soit |a > le vecteur propre de L3 associé à la valeur propre −a + l + 1, a

allant de 1 à N = 2l + 1 i.e. L3|a >= (−a + l + 1)|a >.
Décomposons maintenant le Lagrangien en termes des éléments de matrice φ.
D'abord on observe que, voir Appendice 2,

TrφL2
i φ = 2φabMab,cdφcd (3.7)

Où

Mab,cd = (L2
i )bcδda − (Li)bc(Li)da = c2δbcδda − (Li)bc(Li)da. (3.8)

et c2 est le Casimir de spin l de la représentation irréductible de SU(2), i.e. c2 = l(l+1). Pour
mettre la théorie sous forme d'ensemble d'oscillateurs harmoniques couplés on introduit deux
champs matriciels réels en divisant φ comme suit φ = φ1 + iφ2. L'herméticité de φ implique
que φT

1 = φ1 et φT
2 = −φ2, autrement dit φ1 est une matrice N×N réelle et symétrique,
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tandis que φ2 est réelle et antisymétrique. En utilisant aussi le fait que la matrice Mab,cd

satisfait Mba,dc = Mab,cd, il est facile de démontrer que, appendice 2,

TrφL2
i φ = 2(φ1 + φ2)abMab,dc(φ1 + φ2)cd = 2ΦabMab,dcΦcd. (3.9)

où Φ ≡ φ1 + φ2. Dans la base où L3 est diagonal les éléments des matrices L1,L2 et L3 sont
donnés pour l arbitraire par,

(L1)ab =
1

2
[Bbδa,b+1 + Baδa,b−1] , (L2)ab =

i

2
[Bbδa,b+1 −Baδa,b−1] , (L3)ab = Aaδa,b (3.10)

avec Ba =
√

a(N − a) et Aa = −a+ N+1
2

. Les indices a,b vont de 1 à N = 2l+1, les formules
ci-dessus sont démontrées dans l'appendice 2. En substituant dans (3.9) on obtient,

TrφL2
i φ = 2Φab

(
c2 − AaAb

)
Φab − Φab

(
Ba−1Bb−1

)
Φa−1,b−1 − Φab

(
BaBb

)
Φa+1,b+1. (3.11)

Maintenant, cette expression suggère l'introduction des champs suivants : Q(m) dé�nis par
Q

(m)
a = Φa,a+m et Q

(−m)
a = Φa+m,m pour m = 0,..N − 1. De façon plus explicite nous avons

pour m = 0 le champ Q(0) avec N D.L donné par

Q(0) = (Φ11,Φ22, · · · ,ΦNN). (3.12)

Pour m = +1 on a les champs Q(+1) et Q(−1) chacun avec N − 1 D.L donnés par

Q(+1) = (Φ12,Φ23,Φ34, · ·,ΦN−1,N) , Q(−1) = (Φ21,Φ32,Φ43, · ·,ΦN,N−1) (3.13)

Pour m positif on a les champs Q(+m) et Q(−m) chacun contient (N −m) D.L donnés par

Q(m) = (Φ11+m,Φ22+m, · · · ,ΦN−m,N) , Q(−m) = (Φ1+m,1,Φ2+m,2, · · · ,ΦN,N−m) (3.14)
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Les deux derniers champs Q(N−1) et Q−(N−1) contiennent un seul D.L chacun,

Q(N−1) = (Φ1N) , Q(−N+1) = (ΦN1). (3.15)

En utilisant cette paramétrisation on peut démontrer que (Appendice 2)

TrφL2
i φ = 2

N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑
a=1

Q(m)
a

[(
c2 − AaAa+|m|

)
δa,b − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b − 1

2
BaBa+|m|δa+1,b

]
Q

(m)
b .

(3.16)

De même, nous pouvons calculer

Tr
(
φ̇2 − µ2φ2

)
=

N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑
a=1

Q(m)
a

(− ∂2
t + µ2

)
Q(m)

a . (3.17)

D'où l'Hamiltonien H de la théorie scalaire prend la forme

H =
N−1∑

m=−(N−1)

Hm =
N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

[
1

2
(π(m)

a )2 +
1

2
V

(m)
ab Q(m)

a Q
(m)
b

]
. (3.18)

où

V
(m)
ab = 2

[(
c2 +

µ2

2
− AaAa+|m|

)
δa,b − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b − 1

2
BaBa+|m|δa+1,b

]
. (3.19)

Et π
(m)
a = Q̇

(m)
a . Avec ce résultat on peut voir que la théorie libre se divise en 2(2l)+1 secteurs

indépendants {Hm},m = −(N − 1), · · · ·,(N − 1), chaque secteur Hm ayant N − |m| D.L
((N − |m|)- oscillateurs harmoniques couplés) et décrit par l'Hamiltonien Hm. La matrice
densité de l'état fondamental est donnée par

ρ =
N−1⊗

m=−(N−1)

ρ(m). (3.20)
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Il est à noter ici que le formalisme de la sphère �oue porte beaucoup de similitude avec
la régularisation à réseau présentée dans le chapitre précédent. Cependant la sphère �oue
fournit un cut-o� naturel pour le nombre quantique m qui joue un rôle similaire au rôle joué
par le nombre azimutal dans le cas de la sphère classique.

Ayant porté l'Hamiltonien sur la sphère �oue à la forme de N oscillateurs harmoniques
couplés nous sommes maintenant prêts à discuter l'entropie d'intrication. Pour introduire
cette entropie il faut d'abord diviser les D.L du champ en deux ensembles résidents sur
deux régions disjointes correspondantes, par exemple, l'hémisphère inférieure et supérieure.
Pour ce faire rigoureusement on a besoin de donner un critére précis qui nous permet de
décider quand un ensemble de deux champs donnés (deux matrices) aient deux supports
disjoints. Nous ne sommes pas en train de donner un critère mathématique précis, mais on
va se limiter à quelques arguments heuristiques [20]. On observe d'abord que le fait qu'on
travaille dans la base où la troisième composante est diagonale nous permet de parler des
D.L qui résident sur l'hémisphère inférieure et l'hémisphère supérieure. De l'autre côté, la
forme de l'Hamiltonien suggère que l'on prenne chaque secteur Hm et que l'on intègre sur
la moitié des D.L 1.

Pour N et m �xés, le nombre de D.L dans le secteur Hm est N − |m|, si N − |m| est
pair on intègre sur les D.L suivants,

Q
(m)
1 ,Q

(m)
2 , · · · ,Q(m)

k ,k =
N − |m|

2
(3.21)

si N − |m| est impair on a deux options, soit on intègre sur

Q
(m)
1 ,Q

(m)
2 , · · · ,Q(m)

k ,k =
N − |m| − 1

2
(3.22)

soit on intègre

Q
(m)
1 ,Q

(m)
2 , · · · ,,Q(m)

k ,k =
N − |m|+ 1

2
(3.23)

1. Notons que les D.L dans les secteurs avec m di�érents sont découplés, une chose qui est analogue à la
régularisation sur réseau.
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Cependant les deux options donnent la même valeur de l'entropie lorsque N est grand et
les D.L Q

(m)
N−|m|+1

2

seront interprétés comme les D.L de borne et il y en a N de ces D.L.
Cela correspond dans la notation matricielle originale à diviser la matrice φ en deux parties,
triangulaire supérieure gauche φU et triangulaire inférieure droite φL . Par exemple, la
première option pour N = 5 les matrices φU et φL sont comme suit,

φU =




φ11 φ12 φ13 φ14 0

φ21 φ22 φ23 0 0

φ31 φ32 0 0 0

φ41 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, φL =




0 0 0 0 φ15

0 0 0 φ24 φ25

0 0 φ33 φ34 φ35

0 φ42 φ43 φ44 φ45

φ51 φ52 φ53 φ54 φ55




(3.24)

Les composantes φ51,φ42,φ33,φ24,φ15 sont les D.L de borne. φU et φL peuvent être interpré-
tés comme correspondant aux fonctions avec des supports disjoints, l'un dans l'hémisphère
supérieure et l'autre sur l'inférieure. Un soupçon pour cela découle de l'observation que
Tr(φUφL) = 0, φU et φL arbitraires, qui suggère fortement que φU etφL ont des supports
disjoints. De plus, on a déjà motionné qu'on travaille dans la base sur laquelle L3 est diago-
nale et donc on peut parler de z négatif et positif (i.e.hémisphère supérieure et inférieure).En
e�et ceci est le choix unique où les D.L semblent être intriqués et donnent une entropie d'in-
trication di�érente de zéro. Maintenant, l'équation (3.18) nous dit que l'opérateur densité
réduit résultante est donné par

ρ =
N−1⊗

m=−(N−1)

ρ
(m)
red (3.25)

et l'entropie associée est

Sl = S0 + 2
2l∑

m=1

Sm, N = 2l + 1. (3.26)

où Sm sera évaluée en utilisant l'équation (2.12) avec Λ(m) dé�nie par Λ
(m)
ij = −∑k

α=1 W−1
iα Wαj

et W est la racine carrée de la matrice du potentiel V (m) donnée par l'équation (3.19) . Les
indices i,j allant de k + 1 à N − m (la région disponible). Puisque nous nous attendons
que notre entropie soit proportionnelle à la circonférence de l'équateur qui est une sorte de
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cercle �ou, on dé�nit une entropie mise en échelle en divisant l'entropie par le racine carrée
du Casimir c2,

S =
SN√

l(l + 1)
(3.27)

0 50 100 150 200
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0.6

0.8

1
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1.4
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S

µ2=5.10−5

µ2=0.5

µ2=0

Fig. 3.1 � l'entropie scalaire résultante S pour le trace sur la moité de sphère �oue . .

On évalue l'entropie mise en échelle S numériquement pour N = 4 · · · · · ,200 et pour
des valeurs di�érentes de la masse. Les résultats sont représentés sur la �gure 3.1. On voit
immédiatement que les diverses courbes avec masses µ2 = 0,5× 10−5,0.5 convergent vers la
même valeur pour N grand. Par exemple pour l = 600 l'entropie pour les diverses masses
est égale à 0.39 et les di�érences ne sont que dans le troisième chi�re. Donc on peut sans
risque extrapoler à des valeurs très grandes de l ou N et conclure que l'entropie d'intrication
est donnée par,

SN = 0.39
√

l(l + 1). (3.28)

Puisque le rayon de la sphère �oue peut être mis en échelle avec l en gardant le paramètre
θ = R√

l(l+1)
�xé, nous pouvons écrire l'entropie sous la forme suivante,
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Sl = 0.39
R

θ
=

0.39A

2πθ
(3.29)

Ceci est exactement la loi de surface en deux dimensions. Bien que l'établissement de la loi
de surface dans le contexte de régularisation �oue ait un intérêt en soi, le résultat obtenu
est plus simple, intéressant et a une interprétation naturelle. Notant d'abord que la loi de
surface est valable seulement pour des valeurs grandes de l ou N , donc l'équation (3.28)

peut être écrite comme suit,

Sl = 0.19(2l + 1) ∼ log 22l+1 (3.30)

Par conséquent l'entropie est directement proportionnelle au nombre de D.L sur la frontière
qui est dans ce cas " un cercle �ou ". Ce résultat s'adapte avec l'image de l'horizon (simulé
ici par l'équateur) comme étant quanti�é en petites cellules du volume Planckien et chaque
cellule portant à peu près un bit d'information[11]. Cette image s'adapte aussi avec l'an-
cienne suggestion que la surface de l'horizon du trou noir a un spectre quanti�é. Voir par
exemple [36]. Avant de passer aux autres modèles �ous, il y a un point important concernant
le comportement de l'entropie d'intrication pour des petites valeurs de N et l. On peut faci-
lement observer qu'il y a une dépendance claire de la masse qui domine le comportement de
l'entropie pour des valeurs petites de l. L'entropie est une fonction décroissante comme on
peut le voir à partir de la �gure 3.1. Cependant elle montre une discontinuité pour la masse
nulle où elle passe des valeurs grandes pour des petites masses aux petites valeurs pour
des grandes masses. Cependant, ce comportement discontinu disparait pour des grandes
valeurs de l. Pour comprendre cette discontinuité nous devons revoir le potentiel original.
C'est facile d'observer à partir de l'équation (3.19) que le potentiel V (0) du secteur H0 est
une matrice singulière dans le cas de la masse nulle et donc le formalisme développé dans
le premier chapitre n'est pas directement applicable à ce cas 2. Donc ce cas a besoin d'un
traitement spécial. Cet e�et nous revenons à la dérivation originale de la formule principale

2. Le fait que,la matrice V (0) où W (0) soit singuliers est dû aux modes zéros qui se manifestent dans le
Laplacien dans la limite de masse nulle.
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d'entropie d'intrication pour deux oscillateurs couplés. On note que le fait que la matrice W

soit singulière puisse être exprimé par Det(W ) = 0, ou en utilisant la notation de la section
2 γ = β, donc µ = 1. Cependant la formule (1.22) a été déduite avec la supposition µ < 1, et
donc on ne peut pas simplement prendre la valeur µ = 1. Mais c'est facile de voir que dans la
limite γ = β les valeurs propres deviennent nulles et donc la somme est identiquement nulle
dans le cas où µ = 1. E�ectivement, ce qui se passe est un comportement typique d'une
série qui est convergente point par point mais pas uniformément convergente. D'où nous
concluons que le secteur H0 donne une contribution nulle à l'entropie d'intrication dans la
limite de la masse nulle et donc ce secteur doit être exclu de la somme de l'équation (3.26).
Donc dans le cas de la masse nulle l'entropie associée est donnée par

Sl(µ = 0) = 2
2l∑

m=1

Sm (3.31)

où les termes Sm sont évalués en utilisant le formalisme de la section précédente puisque
aucun potentiel n'est singulier. Dans la limite des grands l (macroscopique) nous nous at-
tendons naturellement à obtenir le même résultat que celui du cas massif, parce que la
di�érence relative serait de l'ordre de S0/l qui devient très petite à la limite de l grand,
ce qui explique le comportement régulier de l'entropie à cette limite. Par exemple déjà à
l = 400 et pour µ2 = 0.1 les deux équations (3.26) et (3.31) donnent la même valeur pour
SN , S = 0.396. Maintenant la raison pour laquelle dans le calcul sur réseau, celui qui a été
présenté dans le chapitre précédent ou le calcul de [15], on n'a pas vu le problème des modes
zéros est due au fait que les régularisations sur réseau brisent la symétrie de translation ou
de rotation auxquelles les modes zéros sont liés.

3.2 Le plan de Moyal et le disque �ou
Dans cette section nous allons considérer la même théorie scalaire dé�nie sur R×R2

θ où
R2

θ est maintenant le plan de Moyal. Le plan de Moyal est peut-être le modèle concret le
plus ancien des espaces non-commutatifs. Le plan de Moyal est construit simplement en
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remplaçant les coordonnées cartésiennes par des opérateurs,

[x̂,ŷ] = iθ (3.32)

θ a la dimension d'une longueur au carré. L'algèbre du plan de Moyal est mieux étudié en
utilisant les opérateurs de création et d'annulation dé�nis par,

a = x̂ + iŷ and a+ = x̂− iŷ ⇒ [a,a+] = θ (3.33)

Cette algèbre admet seulement une représentation de dimension in�nie qui re�ète le fait
que le plan de Moyal est une version non-commutative d'un espace non-compact. On peut
construire un opérateur qui représente le rayon comme suit,

R̂2 = x̂2 + ŷ2 = a+a + θ (3.34)

Les valeurs propres de R̂2 sont (n + 1)θ avec n = 0,1,2 · ·∞. Les états propres forment
l'espace standard de Fock, {|n >} avec,

a|0 >= 0, a+|n >=
√

(n + 1)θ|n + 1 > , a|n >=
√

nθ|n− 1 >

Maintenant, du fait que l'algèbre est de dimension in�nie l'usage des méthodes numé-
riques pour calculer l'entropie d'intrication n'est pas possible. Donc on a besoin de tronquer
l'algèbre à une certaine dimension �nie. Notons qu'il a été montré dans [37] qu'en tronquant
l'algèbre à une dimension �nie N −1 on obtient naturellement un espace �ou correspondant
à un disque �ou avec un rayon R2 = Nθ. Ceci peut être déduit de l'équation (3.34), si on
tronque l'algèbre à une certaine valeur propre maximale N − 1 , R̂2 ne dépassera pas Nθ

et l'algèbre représenterait un disque �ou DN du rayon R =
√

Nθ. On retrouve le plan de
Moyal à la limite, quand N →∞ tandis que le disque classique est recouvré en prenant la
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limite θ → 0 et N →∞ en gardant R �xé. Pour ce faire, on considère les matrices N×N φ,

φ =
N−1∑

n,m=0

φmn | m >< n | , φ+ = φ , φ∗nm = φmn. (3.35)

Le Laplacien sur le plan est donné en termes d'opérateurs de création et d'annulation comme
suit,

∇2φ := − 4

θ2
[a+,[a,φ]] = − 4

θ2
[a,[a+,φ]]. (3.36)

Si on tronque l'algèbre à N − 1 il n'est pas di�cile de voir que l'action du Laplacien dé�ni
dans (3.36) est toujours bien dé�nie sur les matrices N × N et ne nous fait pas sortir de
l'algèbre tronquée. Considérons maintenant une théorie scalaire dé�nie sur R×D2

N . L'action
est donnée par,

S =
1

2

∫
dtTrN(φ̇2 + φ

(∇2 − µ2)φ). (3.37)

De même, ici on a aussi besoin d'écrire la théorie sous forme d'oscillateurs harmoniques
couplés. Une base naturelle à choisir est la base où l'opérateur R̂2 = a+a + θ est diagonal.
En e�et, cette base nous permettra d'étudier deux cas, intéressants. Le premier cas est de
calculer l'entropie d'intrication résultant de l'ignorance d'un sous-disque de rayon r < R

correspondant à n < N . Le deuxième cas est d'intégrer la moitié du disque �ou, dans ce
cas le diamètre joue le rôle de frontière. Les deux cas ont deux comportements di�érents
lorsque (N → ∞), à savoir lorsque on retrouve le plan de Moyal. Dans le premier cas la
région intégrée restera �nie une fois la limite du Plan de Moyal est prise, tandis que dans
le deuxième cas, la région intégrée explose et devient in�nie. Décomposons maintenant le
potentiel de l'action. La partie pertinente de l'action est donnée par

V = −TrNφ
(∇2 − µ2)φ = (µ2 +

4

θ
)TrNφ2 +

8

θ2
TrNφ2a+a− 8

θ2
TrNφaφa+ (3.38)

En utilisant (3.35), il est montré dans l' Appendice 2 que
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θ

2
V = 2

N−1∑
n,m=0

[
(1 +

µ2θ

4
+ n + m)φnmφmn −

√
nmφnmφm−1n−1 +

√
(n + 1)(m + 1)φnmφm+1n+1

]

(3.39)

où d'une manière équivalente ( avec φ̃nm = φn−1m−1 )

θ

2
V = 2

N∑
n,m=1

[
(−1 +

µ2θ

4
+ n + m)φ̃nmφ̃mn −

√
(n− 1)(m− 1)φ̃nmφ̃m−1n−1 +

√
nmφ̃nmφ̃m+1n+1

]
.

(3.40)

En utilisant la même astuce que nous avons utilisée dans le cas de la sphère �oue, à savoir
on divise les champs en une partie symétrique φ

(1)
mn = φ

(1)
nm et une autre antisymétrique

φ
(2)
mn = −φ

(2)
nm ,en mettant (φ̃)mn = φ

(1)
mn + iφ

(2)
mn, et puis on recombine les deux en un champ

réel Φmn = φ
(1)
mn + φ

(2)
mn, on peut mettre l'action sous la forme suivante,

−θ

2
TrNφ

(∇2 − µ2)φ = 2
N∑

n,m=1

Φnm

(− 1 +
µ2θ

4
+ An + Am

)
Φnm

−
N∑

n,m=1

[
Φnm

(
Bn−1Bn−1

)
Φn−1m−1 + Φnm

(
BnBm

)
Φn+1m+1

]

(3.41)

où An et Bn sont maintenant dé�nis par An = n et Bn =
√

2n. Les éléments non diagonaux
ont exactement la même structure que ceux sur la sphère �oue, tandis que les éléments
diagonaux impliquent la somme An +Am au lieu du produit −AnAm sur S2

N . En suivant les
mêmes étapes faites dans le cas de la sphère �oue on peut écrire l'action ci-dessus sous la
forme, voir préciser la formule l'appendice4.4,

−θ

2
TrNφ

(∇2 − µ2)φ =
N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

V
(m)
ab Q(m)

a Q
(m)
b (3.42)

45



Le plan de Moyal et le disque �ou

où

V
(m)
ab = 2

[(− 1 +
µ2θ2

4
+ Aa + Aa+|m|

)
δa,b − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b − 1

2
BaBa+|m|δa+1,b

]

= 2

[(
2a + |m| − 1 +

µ2θ

4

)
δa,b −

√
(a− 1)(a− 1 + |m|)δa−1,b −

√
a(a + |m|)δa+1,b

]
.

(3.43)

Les champs Q
(m)
a et Q

(−m)
a ( m≥0 ) sont dé�nis de la même façon que dans S2

N , i.e.

2Q(m)
a = 2Φa,a+m = (1− i)φa−1,a+m−1 + (1 + i)φ∗a−1,a+m−1

2Q(−m)
a = 2Φa+m,a = (1− i)φa+m−1,a−1 + (1 + i)φ∗a+m−1,a−1. (3.44)

En tout nous obtenons 2N−1 secteurs indépendantsHm ,m = −N+1,−N+2,...,N−2,N−1.

3.2.1 L'intégration sur un sous-disque

Comme on a déjà signalé le disque �ou nous permet d'étudier deux cas intéressants
concernant l'entropie d'intrication. Le premier est de prendre un disque �ou et supposer que
les D.L résidents à l'intérieur d'un sous-disqueDn de rayon r sont indisponibles. Ce n'est
pas di�cile de voir que les D.L correspondant à ce sous-disque de rayon r (ou un nombre
quantique n) sont donnés par les sous-matrices (n + 1)× (n + 1) avec n < N




φ00 φ01 φ02 ... φ0n

φ10 φ11 φ12 ... ...

φ20 φ21 ... ... ...

... ... ... ... ...

φn0 ... ... ... φnn




. (3.45)

Les D.L représentés par cette matrice ont un support sur un sous-disque Dn avec r2 = nθ.
Nous allons supposer que cette région est inaccessible pour un observateur extérieur et par
conséquent on va intégrer sur les D.L résidents dans cette région. On peut facilement véri�er
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que les secteurs H±m ne seront pas concernés par cette opération si |m| > n. Cela est dû au
fait que les D.L de ces secteurs ne sont pas concernés par l'opération d'intégration et par
conséquent leur contribution est identiquement nulle. L'entropie d'intrication dans ce cas
aura des contributions seulement des secteurs Hm avec |m| ≤ n et sera une fonction de N

et n. D'où l'opérateur densité réduit ,

ρred =
n⊗

m=−n

ρ
(m)
red (3.46)

Et l'entropie correspondante est donnée par ( aussi avec ρ
(m)
red = ρ

(−m)
red )

SN(n) = S0 + 2
n∑

m=1

Sm (3.47)

où Sm est calculé en utilisant la matrice Λ(m) donnée par

Λ
(m)
ij = −

n+1−m∑
α=1

W
−1(m)
iα W

(m)
αj . (3.48)

Les indices disponibles i,j vont de n + 1 −m à n. Dé�nit encore l'entropie mise en échelle
S par

S =
SN(n)

2n + 1
. (3.49)

Pour N �xé, on calcule S numériquement pour n = 2 · · · ·,N−1. Les résultats pour N = 400

sont représentés sur la Figure 3. Pour toutes les valeurs de n avec 30 ≤ n ≤ 370 l'entropie
mise en échelle est presque constante: S = 0.235 pour n = 75 et décroit très lentement
jusqu'à ce qu'elle atteigne S = 0.230 pour n = 350. Le fait que S ne peut pas être constante
tout le temps est dû à la �nitude du rapport n/N , qui est lié au fait que l'entropie ne peut pas
être constante sur tout le chemin à n = N , puisque à ce point on aurait l'intégré sur tout le
disque et le résultat devrait être nul. Lorsque n approche N i.e. n > 380 l'entropie commence
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à diminuer plus rapidement jusqu'à ce qu'elle atteigne zéro. Donc pour N À n À 1 on peut
sans risque conclure que,

SN(n) = 0.23(2n + 1) (3.50)
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S
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2n
+

1

N=400

Fig. 3.2 � l'entropie résultante d'ignorance d'un saus-disqe �ou

La condition N À n ne sera pas nécessaire,bien qu'il soit di�cile de décider, en utilisant
seulement des calculs numériques, à quel point n pourrait être proche de N . Ici on trouve
aussi que l'entropie est directement proportionnelle au nombre des D.L sur la frontière , ce
nombre est 2n + 1. Il est intéressant de noter que la contribution principale à SN(n) est
indépendante de N .

3.2.2 L'ignorance de la moitié du disque �ou

Considérons maintenant le deuxième cas. Dans le cas précédent nous avons supposé que
les D.L représentés par une sous-matrice n × n sont indisponibles et c'était clair que ces
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D.L ont un support sur un sous-disque Dn. Cependant, la forme du Lagrangien suggère une
autre possibilité pour introduire l'entropie d'intrication: nous réalisons la même opération
que pour la sphère �oue. C'est-à-dire que l'on calcule l'entropie résultant de l'ignorance de la
moitié du disque. On prend chaque secteur et on intègre sur la moitié des D.L. La procédure
est exactement similaire au cas de la sphère �oue où on distingue entre les secteurs qui
contiennent un nombre pair et ceux qui contiennent un nombre impair. L'opérateur densité
réduit est donc donné par,

ρred =
N⊗

m=−N

ρ
(m)
red

Et l'entropie d'intrication

SN = S0 + 2
N∑

m=−N

Sm

Encore, parce que nous nous attendons que l'entropie d'intrication soit proportionnelle au
nombre de D.L sur la frontière, on dé�nit S = SN/N et on calcule numériquement l'en-
tropie résultante pour un champ scalaire sans masse pour chaque N . Les résultats sont
représentés sur Figure 3.3. On observe que S converge rapidement vers une valeur constante
indépendante de N égale à 0.341, à savoir,

SN = 0.34N. (3.51)

Au vu de la discussion précédente ce résultat est prévu. L'entropie d'intrication est
proportionnelle au nombre de D.L sur la borne qui est dans ce cas N + 1.

Maintenant, la seule di�érence entre l'équation (3.50) et l'équation (3.51) est le coe�cient
de proportionnalité, cette di�érence peut être attribuée à la forme de borne. Lorsque on a
intégré sur un sous-disque Dn la borne était une sorte de sphère �oue avec 2n+1 D.L, tandis
que l'intégration sur la moitié intérieure ou inférieure du disque la borne était linéaire avec
N D.L. Avant de considérer l'interprétation de nos résultants, on note que dans le cas du
disque �ou on a limité notre calcul au cas sans masse. Cela est dû au fait que contrairement
à la sphère �oue aucune des matrices W (m) n'est singulière, et cela vient de l'absence des
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Fig. 3.3 � l'entropie résultante de l'ignorance de la moitié du disque �ou S .

modes zéros pour le Laplacien, parce que l'invariance par translation est brisée, et par
conséquent il ne faut pas un traitement spécial pour le cas sans masse. En outre pour le cas
massif on peut facilement montrer numériquement qu'à moins que la masse soit de l'ordre
du cuto� µ2θ ∼ 1, l'entropie a la même valeur que dans le cas sans masse. Cependant,
si µ2θ ∼ 1 l'entropie résultante di�ère légèrement du cas sans masse mais elle commence
à converger vers la valeur du cas sans masse pour N grand. Nous passons maintenant à
l'interprétation de nos résultats. D'abord nous devons noter que malgré le travail de [37],
le disque �ou n'est pas encore un objet bien compris et donc notre discussion se situe au
niveau qualitatif. Le rayon du disque �ou est dé�ni à travers l'équation R2 = Nθ. Pour
interpréter l'équation (3.51) comme la loi de surface à deux dimensions, nous dé�nissons le
cut-o� e�ectif de distance pour le disque 3 comme λN = R/N =

√
θ
N
. D'où l'équation (3.51)

3. En e�et, l'entropie est sans dimension (unité) et pour une théorie libre sans masse ,notre action ne
dépend pas de l'échelle θ et tout ce que nous pouvons obtenir et un nombre pur. Cependant le fait que
l'entropie est proportionnelle au nombre de D.L sur la frontière rend l'interprétation des résultats comme
étant une surface naturelle.
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devient ( D = 2R étant le diamètre du disque).

SN = 0.17
D

λN

. (3.52)

Dans la limite continue N → ∞ avec R �xé (la limite du disque continu de rayon R) on
retrouve la divergence UV usuelle puisque dans cette limite λN−→0.

De même nous pouvons réécrire l'équation (3.50) (avec r2 = nθ, λn = R/
√

Nn =
√

θ
n
et

C est la circonférence du disque donnée par C = 2πr ) comme suit

SN(n) =
0.23

π

C

λn

. (3.53)

Encore dans la limite commutative n →∞ avec r �xé on retrouve la divergence UV usuelle.
Bien que les deux entropies obtenues dans le cas du disque �ou divergent dans les limites
commutatives, elles ont des limites di�érentes lorsque N →∞ avec θ �xée, i.e. la limite non-
commutative du plan de Moyal. Dans le cas de l'équation (3.53) si on garde la taille du sous-
disque �nie, i.e. n �ni, le résultat reste �ni même dans la limite N → ∞.En prenant notre
calcul comme étant une régularisation du plan de Moyal, nous nous attendons que l'entropie
d'intrication résultant de l'ignorance d'une région �nie (disque) soit �nie et proportionnelle
au nombre de D.L sur la frontière de la région ignorée. Pour le cas de l'équation (3.52), la
prise de la limite N → ∞ revient aussi au recouvrement du plan de Moyal. Cependant,
la région que nous sommes maintenant en train d'ignorer est la moitié du plan de Moyal.
On voit dans l'équation (3.52) que l'entropie par unité de longueur qui est donnée par
S/D = 0.17

√
N
θ

diverge lorsque N approche l'in�nité. Mais cette divergence n'est pas
d'origine UV puisque elle se manifeste comme conséquence de l'explosion de la région, i.e.
la divergence est une conséquence de l'intégration d'un nombre in�ni de D.L. En outre on
observe que quel que soit N l'entropie par unité de longueur diverge dans la limite θ → 0

qui est la divergence UV. En e�et, dans le cas continu l'entropie (par unité de surface) peut
être rendue �nie en introduisant simplement un cut-o� à courte distance dans la direction
normale, et aucun cut-o� IR n'est nécessaire. Donc la divergence de l'entropie dans la limite
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du plan de Moyal peut être interprétée comme due au mélange UV-IR plutôt que d'origine
UV.
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Conclusion:

3.3 Conclusion:
Dans cette dissertation nous avons considéré l'entropie d'intrication pour une théorie sca-
laire dé�nie sur divers espace-temps où les espaces sont modelés soit par des espaces �ous
à deux dimensions soit par des réseaux à deux dimensions ou unidimensionnels. Dans tous
les modèles �ous étudiés l'entropie d'intrication est proportionnelle au nombre de D.L sur
les bornes. Une fois l'échelle de dimension est restaurée on obtient la loi de surface en deux
dimensions. Pour les modèle 1+1 (réseaux unidimensionnels) l'universalité du coe�cient de
divergence est con�rmée et les résultats de [18] sont obtenus. Des questions naturelles que
se posent : D'où vient la contribution pertinente à l'entropie d'intrication? Quelle est la per-
tinence de D.L loin de borne pour l'entropie d'intrication? Cette question de la localisation
de D.L pertinents était discutée dans le contexte du réseau dans [25, 26].Il a été constaté
que la contribution pertinente provient de D.L qui sont à la proximité de la borne. Récem-
ment la même question était adressée dans [27] dans le contexte de régularisation �oue. En
particulier il a été montré que pour les trois modèles que nous avons discutés dans cette
dissertation aussi la contribution pertinente provient de D.L interprétés comme étant rési-
dents à proximité de la borne. En outre, il a été soutenu que dans la limite macroscopique
les D.L pertinents sont in�niment proches de la borne. Dans telle limite et lorsqu'on inclut
seulement les D.L in�niment proches de la borne il a été montré que la loi de surface pour-
rait être dérivée analytiquement en utilisant le développement 1/N . En particulier il a été
trouvé que la loi de surface est presque dictée par la forme du potentiel �ou et les propriétés
générales de l'entropie d'intrication. En outre, des preuves numériques ont été données pour
mettre en évidence le fait que l'approximation " near-horizon " est su�sante pour capturer
l'entropie d'intrication dans la limite macroscopique. Notons que des remarques tout à fait
semblables s'appliquent aussi pour le cas de la sphère régularisée avec réseau ; les secteurs
avec m beaucoup plus grand que N ont des contributions in�mes [20]. Cependant dans la
régularisation avec réseau aucun calcul analytique n'était possible pour montrer la loi de
surface dans la limite d ¿ N . La validité de l'approximation " near-boundary" montre que
pour l'entropie d'intrication tout ce qui compte est la géométrie de la région proche de la
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conclusion

borne (near horizon ou near boundary). Ce résultat va en accord avec les résultants standard
et le paradigme concernant la thermodynamique des trous noirs et les théories des champs
en présence des trous noirs [34, 38]. Finalement, il est intéressant de signaler que malgré la
non-localité et le phénomène de " UV-IR mixing " sur les espaces �ous et non-commutatifs,
l'entropie d'intrication est toujours contrôlée par la géométrie de la région proche à l'horizon.
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Chapitre 4

Appendices

4.1 La sphère continue:Régularisation par réseau

L =
1

2

∫
dΩ(φ̇2 + φ(∆− µ2)φ (4.1)

φ =
1√
(2π)

Σ∞
−∞φm(z)e−ımϕ

φ̇ =
1√
(2π)

∑
m

φ̇m(z)e−ımϕ

φ̇2 =
1

2π

∑

m,k

φ̇mφ̇∗ke
−ı(m−k)ϕ

I = Σm,k

∫ 2π

0

dϕφ̇mφ̇∗ke
−ı(m−k)ϕ

= 2πδm,k
1

2π
Σm,kφ̇m(z)φ̇k(z)

∫ 2π

0

dϕφ̇2 =
∞∑

m=−∞
| φ̇m |2
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∫ 2π

0

µ2φ2 =
1

2π
Σm,k

∫ 2π

0

µ2φ∗mφke−ı(m−k)ϕdϕ

= Σ∞
m=−∞ µ2 | φm |2

∫ 2π

0

1

R2 − Z2
φ

∂2

∂ϕ2
φ =

1

2π
· −1

R2 − Z2

∫ 2π

0

Σk,mm2φ∗kφme−ı(m−k)ϕdϕ

= −Σm
m2

R2 − Z2
| φm |2

I =

∫ R

−R

dZ

∫ 2π

0

dϕ
φ

R

∂

∂z
((R2 − Z2)∂zφ).

En intégrant par partie u = φ =⇒ du = dz φ

dv = ∂z[(
R2 − Z2

R2
)∂φ]dz

v =
(R2 − Z2)

R2
∂zφ

I = φ
(R2 − Z2)

R2
∂zφ|R−R −

∫
dz

∫
dφ(∂zφ)(R2 − Z2)∂zφ

= −
∫ R

−R

∫ 2π

0

dφ(∂zφ)(1− Z2

R2
)(∂zφ)

= −
∫ R

−R

dz(1− Z2

R2
)Σm | ∂zφm |2
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L =
1

2

∫ R

−R

dzΣm | φ̇ |2 −(1− Z2

R2
) | ∂zφm |2 −(

m2

(R2 − Z2)
+ µ2) | φm |2

= Σm
1

2

∫ R

−R

dz(| φ̇ |2 −(1− Z2

R2
)(∂zφm)2 − (

m2

(R2 − Z2)
+ µ2) | φ |2)

= Σ∞
m=−∞ Lm (4.-3)

φ =
1√
2π

Σ∞
m=−∞ φm(z)e−ımϕ.

φ∗m(z) = φ−m(z).

φ∗ = φ−m(z).

(
1√
2π

Σm φm(z)e−ımϕ)∗ =
1√
2π

Σm φm(z)e−ımϕ

Σm φ∗m(z)eımϕ = Σm φm(z)e−ımϕ

Σm φ∗m(z)eımϕ = Σm φ−m(z)eımϕ

=⇒ φ∗m(z) = φ(−m)(z).

φ∗0(z) = φ0(z)

φm(z) = Reφm + ıImφm

φ∗m(z) = Reφ∗m + Imφ∗m

Reφ∗m = Reφ∗−m

= Reφm

Imφ∗m = Imφ−m

= −Imφm
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| φ̇m |2= Reφ̇m
2
+ Imφ̇m

2
.

Σ∞
m=−∞ Reφ̇m

2
= Σ−1

m=−∞ Reφ̇2 + φ̇0
2
+ Σ∞

1 Reφ̇m
2
.

Σm Reφ̇m
2

= σ∞1 Re ˙φ(−m)
2
+ φ̇0

2
+ Σ∞

1 Reφ̇m

= 2Σ∞
1 Reφ̇m

2
+ φ̇0

2

Σm Imφ̇m
2

= Σ−1
−∞ Imφ̇m

2
+ φ̇0

2
+ Σ∞

1 Imφ̇m
2

= 2Σ−1
−∞ Imφ̇m

2

Σ | φ̇m |2= 2Σ−1
−∞ Imφ̇m

2
+ 2Σ∞

1 Reφ̇m
2
+ φ̇0

2

Define : Qm ≡
√

2Imφm m < 0

Qm ≡
√

2Reφm m > 0

Q0 ≡ φ0 m = 0

Σ∞
(m=−∞) | φ̇m |2= Σ∞

−∞ Q̇m
2

Lm =
1

2

∫ R

−R

dz[Q̇m
2 − (1− Z2

R2
)∂zQm − (

m2

R2 − Z2
+ µ2)Qm] (4.-19)
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z −→ zn = na =⇒ dz = adn, where a = R
N
−→ 0

dQn(z)

dz
|n=

Qm(n)a−Qm(n− 1)a

a
a −→ 0

Qm,n ≡ Qm(na)

∂Qm(na)

∂z
=

Qm,n −Qm,n−1

a

Lm =
1

2
aΣN−1

n=−(N−1) [ ˙Qm,n
2 − (1− n2a2

N2a2
)(

Qm,n −Qm,n−1

a
)2 − (

m2

a2N2 − n2a2
+ µ2)Q2

m,n]

=
a

2a2
Σn [(aQ̇m,n)2 − (1− n2

N2
)(Qm,n −Qm,n−1)

2 + (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n]

=
1

2a
ΣN−1

n=−(n−1) [(aQ̇m,n)2 + (1− n2

N2
)(Qm,n −Qm,n−1)

2 + (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n](4.-20)

Hm = Σn Πm,nQ̇m,n − Lm

(oùπm,n = ∂Lm

∂Q̇m,n
le moment est conjugué, ) mais

πm,n =
∂Lm

∂Q̇m,n

=
2a2

2a
Q̇m,n = aQ̇m,n

⇒ Hm = Σn aQ̇2
m,n −

1

2a
Σ [(aQ̇m,n)2 − (1− n2

N2
(Qm,n −Qm,n−1)

2 − (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n]

=
1

2a
ΣN−1

n=−(N−1) [π2
m,n + (1− n2

N2
)(Qm,n −Qm,n−1)

2 + (
m2

N2 − n2
+ a2µ2)Q2

m,n] (4.-20)
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Évaluation perturbative

4.2 Évaluation perturbative
Considérons un potentiel avec des éléments de matrice :

VAB = FAδA,B + αAδB,A−1 + αBδA,B−1

On utilisera la condition ,On sait que FA >> αA,αB.On sait que WAB =
√

VAB ⇒ WAB =
√

FAδA,B + δWAB La valeur de δWAB est très faible, donc:

WAB =
√

FAδA,B + βAδB,A−1 + βBδA,B−1

On néglige tous les termes contenant O(δW 2
AB) → (α2

A,α2
B) Par conséquent,

WAcWcB = VAB

(
√

FAδAc + βAδc,A−1 + βcδA,c−1)(
√

FAδcB + βBδc,B−1 + βcδB,c−1) = FAδAB + αAδB,A−1 + αBδA,B−1

√
FAβAδB,A−1 +

√
FAβBδA,B−1 +

√
FBβAδB,A−1 +

√
FBβBδA,B−1 = αAδB,A−1 + αbδA,B−1

Comparant chaque terme, on trouve :

βA =
αA√

FA +
√

FA−1

et
βB =

αB√
FB +

√
FB−1

à propos de termeW−1
AB? supposons que

W = A + B and B << A

donc
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Évaluation perturbative

W−1 = A−1 − A−1BA−1

W−1
AB = A−1

AB − A−1
AcBcdA

−1
dB

On a:
BAB = βAδB,A−1 + βBδA,B−1

et
A−1

AB =
1√
FA

δA,B

On remplace ces termes dans l'équation ci-dessus, on aura:

W−1
AB =

1√
FA

δA,B − 1√
FA

δAc(βcδd,c−1 + βdδc,d−1)
1√
Fd

δdB

=
1√
FA

δA,B − 1√
FA

δAcβcδd,c−1
1√
Fd

δdB − 1√
FA

δAcβdδc,d−1
1√
Fd

δdB

=
1√
FA

δA,B − 1√
FA

βAδB,A−1
1√
FB

− 1√
FA

βBδA,B−1
1√
FB

W−1
AB =

1√
FA

δA,B − 1√
FA

βAδB,A−1
1√
FB

− 1√
FA

βBδA,B−1
1√
FB

(4.-27)

On remplace WAB et W−1
AB dans l'équation (2.6.10), notons que.(2.6.10) notons que i,j : 1 →

N α : N + 1 → 2N − 1ce qui implique que tous les termes vont disparaitre, sauf le terme
qui satisfait la relation

α = N + 1 → i = N and j = N

comme suit:

Λm
i,j = −

2N−1∑
α=N+1

W−1
i,α Wα,j

= −
2N−1∑

α=N+1

(
1√
Fi

δi,α − 1√
Fi

βiδα,i−1
1√
Fα

− 1√
Fi

βαδi,α−1
1√
Fα

)× (
√

Fαδα,j + βαδj,α−1 + βjδα,j−1)

=
βαβj√
Fi

√
Fα

δi,α−1δj,α−1
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Évaluation perturbative

on applique la condition :
Λm

i,j =
βN+1βN√
FN

√
FN+1

δi,Nδj,N

et on utilise la relation entre β et Faqui nous ont été construits avant .

βA =
αA√

FA +
√

FA−1

et
FA = (2− (N − A)2

N2
− (N − A + 1)2

N2
+ a2µ2 +

m2

N2 − (N − A)2
)

pour les grandes valeurs de m; m >> N >> 1 les termes qui dépendent de ce dernier vont
dominer.

FA ' m2

N2 − (N − A)2

αA = −(1− (N − A)2

N2
) =

(N − A)2

N2
− 1

On calcule la quantité :
βN =

αN√
FN +

√
FN−1

On remplace dans les équations de α et F avecA = N et on aura:

βN ' −1

2m
N

=
−N

2m

On utilise encore la même approximation, on trouve:

βN+1 ' −N

2m

62



Évaluation perturbative

On met tous les termes dans l'expression de Λ, et on change les indices i → a and j → b

le résultat �nal aura la forme:

Λm
a,b ' (−N

2m
)(−N

2m
)

m2

N2

δa,Nδb,N + O((
N

m
)6)

=
N4

4m4
δa,Nδb,N + O((

N

m
)6) (4.-30)

la forme de matrice Λ est:

Λa,b =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 N4

4m4




C'est une matrice diagonale avec zéro valeurs propres à l'exception du terme non nul N th

qui contribue à l'entropie d'intrication, c'est un résultat très important puisque, selon Von
Neumann, la relation d'une entropie su�t de connaitre les valeurs propres de l'opérateur
Λles sortes de calcul de l'entropie d'intrication devenues faciles maintenant:

Sent = log(
1

2

√
λN) + (

√
1 + λN)(log(

1√
λN

+

√
1 +

1√
λN

)

avec λ = N4

4m4 →
√

λN = N2

2m2 nous élargissons la quantité (
√

1 + λN) comme:

(1 + λN)
1
2 ' 1 +

1

2
λN

depuis λNest très petite , aussi nous utilisons:

log(1 + x) ' x
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pour x très petite .

Sent = log(
1

2

√
λN) + (1 +

1

2
λN) log(

1√
λN

(1 +
√

1 + λN)

= log(
1

2
) + log(

√
λN) + log(

1√
λN

) + log(1 + 1 +
λN

2
) +

λN

2
log(

1√
λN

) +
λN

2
log(2 +

λN

2
)

' λN

4
− λN

4
log(λN) +

λN

2
log 2 + O(λ2

N)

' N4

16m4
(1− log

N4

16m4
)

4.3 La sphère �oue
Nous commençons par un scalaireR × S2

N où S2
N est une sphère �oue de dimension de

la matrice N = 2l + 1.l'action est donnée :

SN =
1

N

∫
dtL

avec L = 1
2
Tr(φ̇2−φ[L2

i +µ2]φ). le champ scalaire φ est N ×N la matrice hermitienne avec
le paramètre de masse µ.le Laplacien L2

i et le SU(2) l'opérateur de casimir est donné par
L2

i = L2
1 + L2

2 + L2
3 l'action de L2

i (φ) = [Li,φ] et L2
i (φ) = [Li,[Li,φ]].les Li satisfont[Li,Lj] =

iεijkLk ils génèrent de SU(2) représentation irréductible de spin l = N−1
2

. D'abord, nous
observons que:

Tr(φL2
i φ) = 2(φ)abMab,cd(φ)cd (4.-34)

avec

Mab,cd = ((L2
i )bcδda − (Li)bc(Li)da)

= (c2δbcδda − (Li)bc(Li)da). (4.-34)

où c2 est le casimir de spinl de SU(2),i.e c2 = l(l+1).Maintenant .On introduit deux matrices
réelles des scalaires champs par un fractionnement φcomme suit φ = φ1 + iφ2.hermitienne
par φ implique que φT

1 = φ1 et φT
2 = −φ2,en d'autres termes φ1 est une matrice réelle
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symétrique N × N où φ2 est une matrice antisymétrique N × N .en utilisant aussi le fait
que la matrice Mab,cd ,satisfaisante est Mba,dc = Mad,cdil est facile de montrer que

Tr(φL2
i φ) = 2(φi + iφ2)abMab,cd(φ1 + iφ2)cd

= 2[φ1abMab,cdφ1cd + iφ1abMab,cdφ2cd + iφ2abMab,cdφ1cd − φ2abMab,cdφ2cd]

= 2[φ1abMab,cdφ1cd − φ2abMab,cdφ2cd] (4.-35)

Les termes deuxième, troisième et quatrième sont égaux à zéro selon l'une des conditions de
symétrie, qui est::

φ1abMab,cdφ2cd = −φ1baMba,dcφ2dc (change b with a and c with d )

= −φ1abMab,cdφ2cd (and this is valid only when the left hand said equals to zero)

= Zero

On peut ajouter ces termes (φ2abMab,cdφ1cd) et (φ1ab + φ2abMab,cdφ2cd) ) à l'équation (4.4),
car ils sont égaux à zéro.

Tr(φL2
i φ) = 2[φ1abMab,cdφ1cd + φ2abMab,cdφ1cd + (φ1 + φ2)abMab,cdφ2cd]

= 2(φ1 + φ2)abMab,cd(φ1 + φ2)cd

= 2ΦabMab,cdΦcd. (4.-39)

où Φ ≡ φ1 + φ2.pour le calcul explicite, nous utilisons la forme d'une matrice de L1 et L2

dans la base L3 est diagonale, est donnée pour l'arbitraire l par:

(L1)ab =
1

2
[Bbδa,b+1 + Baδa,b−1],

(L2)ab =
i

2
[Bbδa,b+1 −Baδa,b−1],

(L3)ab = Aaδa,b. (4.-40)
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Pour prouver les relations de L1 et L2 exprimer sous la forme de l'easing et en abaissant
opérateurs L+ et L− comme suit::

(L1)ab =
1

2
〈a|L̂+ + L̂−|b〉

=
1

2
(〈a|L̂+|b〉+ 〈L̂−|b〉)

=
1

2
(〈l + 1− a|L̂+|l + 1− b〉+ 〈l + 1− a|L̂−|l + 1− b〉)

=
1

2
(Ba〈l + 1− a,l + 1 + 1− b〉+ Bb〈l + 1− a,l + 1− 1− b〉)

=
1

2
[Baδa,b−1 + Bbδa,b+1]

En utilisant le même traitement nous obtenons (L2)ab

(L2)ab = 〈a|L̂2|b〉
=

1

2i
〈a|L̂+ − L̂−|b〉

=
1

2i
(〈|L̂+|b〉 − 〈a|L̂−|b〉)

=
1

2i
(Ba〈l + 1− a|l + 1 + 1− b〉 − B−〈l + 1− a|l + 1− 1− b〉)

=
1

2i
(Baδa,b−1 −B−δa,b+1)

= − 1

2i
(Bbδa,b+1 −Baδa,b−1)

=
i

2
[Bbδa,b+1 −Baδa,b−1]

pour identi�er Bale paramètre que l'on applique les conditions de la normalisation sur L+ :

L̂+|l + 1− a〉 = Ba|(l + 1− a) + 1〉
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B2
a = 〈L̂+l + 1− a + 1|L̂+l + +1− a + 1〉

= 〈l + 1− a|L̂−L̂+|l + 1− a〉
= 〈l + 1− a|L̂2 − L̂2

z − L̂z|L̂z|l + 1− a〉
= l(l + 1)− (−a +

(N + 1)

2
)2 + (−a +

N + 1

2
)

⇒ B2
a =

(N2 − 1)

4
− (−a +

(N + 1)

2
)2 + (−a +

(N + 1)

2
)

=
(N2 − 1)

4
− (a2 − a(N + 1) +

(N + 1)2

4
)− a +

(N + 1)

2

=
(N2 − 1)

4
− (N + 1)2

4
− a2 + a(N + 1)− a +

(N + 1)

2

= −a2 + a(N + 1)− a

= −a2 + aN

ici la quantité l(l + 1) = (N2−1)
4

⇒ Ba =
√

a(−a + N)

Par la même manière que nous pouvons Bb. indices a, b vont de 1 à N = 2l+1.puis substituer
le résultat de l'équation (??) comme suit :

TrφL2
i φ = 2Φab(c2δbcδda − (Li)bc(Li)da)Φcd

= 2Φab(c2δbcδda − (L1)bc(L1)da − (L2)bc(L2)da − (L3)bc(L3)da)Φcd

(4.-62)
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substituer sur le côté gauche de l'équation (??) on obtient:

TrφL2
i φ = 2Φab(c2 − (L3)bb(L3)aa)Φab

− 2Φab[
1

4
(Bcδb,c+1 + Bbδb,c−1)(Baδd,a+1 + Bdδd,a−1)

− 1

4
(Bcδb,c+1 −Bbδb,c−1)(Baδd,a+1 −Bdδd,a−1)]Φcd

(4.-64)

nous utilisons également le fait que δb,c+1 = δb−1,c et ainsi de suite, substituer et simpli�er
la relation ci-dessus nous obtenons:

TrφL2
i φ = 2Φab(c2 − AaAb)Φab

− Φab(Bb−1Ba−1)Φb−1,a−1

− Φab(BbBa)Φb+1,a+1. (4.-65)

ceci nous amène à introduire le texte suivant le champ: Q(m) dé�ni par Q
(m)
a = Φa,a+m et

Q
(−m)
a = Φa+m,a pour m = 0,...,N − 1.Plus explicitement que nous avons pour m = 0 le

champ Q(0) avec N degrés de liberté donnés par:

Q(0) = (Φ11,Φ22,...,ΦNN) (4.-65)

Pour m = +1, nous avons les champs Q(+1) et Q(−1) chacun N − 1 degrés de liberté donnés
par:

Q(+1) = (Φ12,Φ23,...,ΦN−1,N),

Q(−1) = (Φ21,Φ32,...,ΦN,N−1) (4.-65)
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en général pour m positive nous avons les champsQ(+m) et Q(−m) qui contiennent chacun
(N −m) degrés de liberté donnés par:

Q(m) = (Φ1,1+m,Φ2,2+m,...,ΦN−m,N)

Q(−m) = (Φ1+m,1,φ2+m,2,...,ΦN,N−m) (4.-65)

Les deux Champs derniers Q(N−1) et Q−(N−1) contiennent 1 degré de liberté de chacun,

Q(N−1) = (Φ1N) , Q(−N+1) = (ΦN1). (4.-65)

Par l'utilisation de ce paramétrage on peut montrer que:

Φab(BaBb)Φa+1,b+1 =

(N−1)∑

m=−(N−1)

N−|m|−1∑

a,b=1

Q(m)
a BaBa+|m|Q

(m)
b δa+1,b

(Nous pouvons ajouter un terme qui a = N − |m| à la sommation parce que (BN = 0). ce
qui signi�e

Φab(BaBb)Φa+1,b+1 =

(N−1)∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

Q(m)
a BaBa+|m|Q

(m)
b δa+1,b (4.-65)

Φab(Ba−1Bb−1)Φa−1,b−1 =
N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

Q(m)
a Ba−1Ba−1+|m|Q

(m)
b δa−1,b. (4.-65)

Tout ensemble, on obtient:

TrφL2
i φ = 2

N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

Q(m)
a [(c2−AaAa+1)δa,b−1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b−1

2
BaBa+|m|δa+1,b]Q

(m)
b

(4.-65)
Maintenant, en calculant les parties restantes du lagrangien::

1

2
Tr(φ̇2 − φµ2φ) =

1

2

N−|m|∑
a=1

(φ̇2
aa − φaaµ

2φaa) (4.-65)
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où φ̇ = ∂L
∂φ̇2 , π

(m)
a = ˙φaa. l'hamiltonien H de la théorie libre prend la forme suivante:

H =
N−1∑

m=−(N−1)

Hm

=
N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

(π̇(m)
a )2 − 1

2
(π̇(m)

a )2 +
1

2
Q(m)

a µ2Q
(m)
b δa,b

+
1

2
2

N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

Q(m)
a [(c2 − AaAa+|m|)δa,b − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b − 1

2
BaBa+|m|δa+1,b]Q

(m)
b

=
N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

1

2
(π(m)

a )2 +
1

2
V

(m)
a,b Qm

a Qm
b (4.-67)

où V
(m)
ab prend la forme:

V
(m)
ab = ([µ2 + 2(c2 − AaAa+|m|)]δa,b −BaBa+|m|δa+1,b −Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b)

= 2([
µ2

2
+ (c2 − AaAa+|m|)]δa,b

− 1

2
BaBa+|m|δa+1,b − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b) (4.-68)

4.4 Plan Moyen et le disque �ou:
Nous considérons maintenant une théorie mise à l'échelle sur R ×R2

θou R2
θest l'action

de plan Moyen est donné par::

S =
1

2

∫
dtTr(φ̇2 + φ(∇2 − µ2)φ). (4.-68)

La trace est une in�nité de dimensions et le Laplacien est donné par les opérateurs de
création et d'annihilation a et a+par l'expression:

∇2φ := − 4

θ2
[a+,[a,φ]] = − 4

θ2
[a[a,φ]− [a,φ]a+] (4.-68)
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En rappelant que [a,a+] = θ oùθ est le paramètre non-commutatif. On utilise cette commu-
tation par rapport à prouver l'équation (4.4) comme suit:

aa+ − a+a = θ ⇒ aa+ = θ + a+a (4.-68)

substituer sur le côté gauche de l'équation (4.4):

[a+,[a,φ]] = a[a,φ]− [a,φ]a+

= a+(aφ− φa)− (aφ− φa)a+

= a+aφ− a+φa− aφa+ − φaa+

= a+aφ + φaa+ − a+φa− aφa+

= (aa+ − θ)φ + φ(θ + a+a)− a+φa− aφa+

= aa+φ− θφ + θφ + φa+a− a+φa− aφa+

= aa+φ + φa+a− a+φa− aφa+

= a(a+φ− φa+)− (a+φ− φa+)a

= a[a+,φ]− [a+,φ]a

= [a,[a+,φ]]

Nous considérons la dimension �nieN ×N matrice φ:

φ =
N−1∑

m,n=0

|m〉〈m|φ|n〉〈n| , φ+ = φ (4.-78)

On peut prouver cette équation en utilisant la relation de complétude de telle sorte que

N−1∑
m=0

|m〉〈m|
N−1∑
n=0

|n〉〈n| = 1

⇒
N−1∑

m,n=0

|m〉〈m||n〉〈n| = 1
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φ =
N−1∑

m,n=0

|m〉〈m|φ|n〉〈n| (4.-80)

depuis〈m|φ|n〉 est φmn l'élément de matrice, on obtient :

φ =
N−1∑

m,n=0

φmn|m〉〈n| (4.-80)

en utilisant la condition hermitienne on obtient :

φ+ = φ

φ+ =
N−1∑

m,n=0

((φmn|m〉〈n|)t)∗

=
N−1∑

m,n=0

(|m〉〈n|)t(φt
mn)∗

=
N−1∑

m,n=0

|n〉〈m|φ∗nm

⇒ φ∗nm = φmn

Ensuite, il peut être démontré que le Laplacien ∇2 est une action sur la matrice (N + 1)×
(N +1). l'action dans R×D2

N est donc donnée par(4.4)où la trace TaN est tout simplement
coupée N .On désigne cette trace :

R2 = Nθ

En d'autres termes lorsque N → ∞ nous devons prendre θ → 0 à récupérer un disque
commutatif. Aux �ns du calcul de l'entropie d'enchevêtrement sur cet espace de la pièce
concernée de l'action est donnée par:

V = −TrNφ(∇2 − µ2)φ

= (µ2 +
4

θ
)TrNφ2 +

8

θ2
TrN(φ2a+a)− 8

θ2
TrN(φaφa+). (4.-85)
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qui peut prouver que:

V = −TrNφ(∇2 − µ2)φ

= −TrNφ∇2φ + µ2TrNφ2

= µ2TrNφ2 − TrNφ(
4

θ2
)(φ[a,[a+,φ]])

= µ2TrNφ2 +
4

θ2
TrNφ(a(a+φ− φa+)− (a+φ− φa+)a)

= µ2TrNφ2 +
4

θ2
TrN(φaa+φ− φaφa+ − φa+φa + φ2a+a)

= (µ2 +
4

θ
)TrNφ2 +

4

θ2
TrN(φa+aφ + φ2a+a)− 4

θ2
TrN(φaφa+ + φa+φa)

= (µ2 +
4

θ
)TrNφ2 +

8

θ2
TrN(φ2a+a)− 8

θ2
TrN(φaφa+)

Explicitement, nous pouvons calculer :

V = (µ2 +
4

θ
)TrNφ2 +

8

θ2
TrNφ2a+a− 8

θ2
TrNφaφa+

=
4

θ
[(1 +

θµ2

4
)TrNφ2 +

2

θ
TrNφ2a+a− 2

θ
TrNφaφa+]

θ

2
V = 2[(1 +

θµ2

4
)TrNφ2 +

2

θ
TrNφ2a+a− 2

θ
TrNφaφa+]

TrNφ2a+a = TrNa+aφ2

TrNφ2a+a =
1

2
(TrNφ2a+a + TrNa+aφ2) (4.-95)

nous avons aussi
a|m〉 =

√
θ
√

m|m− 1〉

et
a+|m〉 =

√
θ
√

m + 1|m + 1〉
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φ2 =
∑
m,n

φmn|m〉〈n|.
∑

jk

φjk|j〉〈k|

=
∑
mn

∑

jk

φmnφjk|m〉〈n||j〉〈k|

=
∑
mn

∑

jk

φmnφjk|m〉〈k|δn,j

⇒ φ2 =
∑
mn

∑

k

φmnφnk|m〉〈k|

a+aφ2 =
∑
mn

∑

k

φmnφnka
+a|m〉〈k|

= θ
∑
mn

∑

k

φmnφnkm|m〉〈k|

TrNa+aφ2 = θ
∑
mn

∑

k

φmnφnkm〈i|m〉〈k|i〉

= θ
∑
mn

∑

k

φmnφnkmδi,mδk,i

= θ
∑
mn

∑

k

φmnφnmm

φ2a+a =
∑
mn

∑

k

φmnφnk|m〉〈k|a+a

= θ
∑
mn

∑

k

φmnφnkk|m〉〈k|a+a
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TrNφ2a+a = θ
∑
mn

∑

k

φmnφnkk〈i|m〉〈k|i〉

= θ
∑
mn

φmnφnmm

nous avons une symétrie dans m et n

⇒ TrNφ2a+a = θ
∑
mn

φmnφnmn

⇒ TrNφ2a+a =
1

2
θ
∑
mn

(m + n)φmnφnm

θ

2
V = 2

N−1∑
n,m=0

(1+
µ2θ

4
+n+m)φnmφmn−

√
nmφnmφm−1,n−1−

√
(n + 1)(m + 1)φnmφm+1,n+1.

(4.-108)
Maintenant on décale vers le haut à partir de la sommation : n,m : 0 ⇒ N − 1 jusque
n,m : 1 ⇒ N avec (φ̃nm = φn−1,m−1) , nous obtenons:

θ

2
V = 2

N∑
n,m=1

(1 +
µ2θ

4
+ (n− 1) + (m− 1))φn−1,m−1φm−1,n−1

−
√

(n− 1)(m− 1)φn−1,m−1φm−2,n−2 −
√

nmφn−1,m−1φmn

= 2
N∑

m,n=1

(−1 +
µ2θ

4
+ n + m)φn−1,m−1φm−1,n−1

−
√

(n− 1)(m− 1)φn−1,m−1φm−2,n−2 −
√

nmφn−1,m−1φmn

⇒ θ

2
V = 2

N∑
m,n=1

(−1 +
µ2θ

4
+ n + m)φ̃nmφ̃mn

−
√

(n− 1)(m− 1)φ̃nmφ̃n−1,m−1 −
√

nmφ̃nmφ̃m+1,n+1. (4.-112)
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En utilisant la même astuce que nous avons utilisée sur la sphère �oue, à savoir, nous
avons divisé les champs enφ

(1)
mn = φ

(1)
nm et partie symétrique φ

(2)
mn = −φ

(2)
nm par écrit (φ̃)mn =

φ
(1)
mn + iφ

(2)
mn, nous pouvons organiser l'action qui prend la forme :

−θ

2
TrNφ(∇2 − µ2)φ = 2

N∑
n,m=1

Φnm(1 +
µ2θ

4
+ An + Am)Φnm −

N∑
n,m=1

[Φnm(Bn−1Bm−1)Φn−1,m−1

+ Φnm(BnBm)Φn+1,m+1] (4.-112)

où An et Bn sont maintenant dé�nis par An = n et Bn =
√

2n .les mêmes étapes que nous
ont prises dans le cas de sphère �oue, on peut écrire l'action ci-dessus sous la forme:

−θ

2
TrNφ(∇2 − µ2)φ =

N−1∑

m=−(N−1)

N−|m|∑

a,b=1

V
(m)
ab Q(m)

a Q
(m)
b . (4.-112)

ou:

V
(m)
ab = 2[(−1 +

µ2θ

4
+ Aa + Aa+|m|)δab − 1

2
Ba−1Ba−1+|m|δa−1,b − 1

2
BaBa+|m|δa+1,b]

= 2[(2a + |m| − 1 +
µ2θ

4
δa,b −

√
(a− 1)(a− 1 + |m|)δa−1,b −

√
a(a + |m|)δa+1,b].(4.-112)

les champs Q(m) et Q(−m) (m ≥ 0) sont dé�nis par la même manière que tous les S2
N .
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