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Introduction

L’étude des corrélations d’appariement est trés importante et est toujours d’actualité
en physique de la structure nucléaire. L’observation que les noyaux ayant un nombre pair
de nucléons sont systématiquement plus liés que ceux ayant un nombre impair conduisit
a proposer I’hypothése de l'appariement nucléaire. L’idée, fort simple, est que chaque
nucléon se lie avec un autre pour former une paire. Lorsque le noyau posséde un nombre
pair de nucléons, chacun d’entre eux profite de ’appariement. Pour exciter un tel systéme,
il faut lui fournir une énergie au moins égale a ’énergie nécessaire pour briser une paire.
Au contraire, dans le cas des noyaux impairs, il existe un nucléon célibataire, qui requiert
moins d’énergie d’excitation.

Ce phénomeéne est trés analogue a celui de la supraconductivité en physique du solide
décrit par Bardeen, Cooper et Schrieffer [1]. La premiére description théorique de I'ap-
pariement nucléaire a été proposée a la fin des années cinquante par Bohr, Mottelson et
Pines [2]. IIs se sont basés sur une explication analogue a celle de la théorie de la supra-
conductivité dans les métaux. Sur le plan théorique, le phénoméne d’appariement tel que
décrit par la théorie BCS se superpose a I'approximation du champ moyen. Autrement
dit, les nucléons sont a la fois soumis au potentiel de champ moyen et a l'interaction
d’appariement, mais 'un est indépendant de 'autre.

Or, linteraction d’appariement est une interaction résiduelle. Il a été montré que
dans ’approche Hartree-Fock, le potentiel de champ moyen est déterminé a partir de
Iinteraction nucléon-nucléon & deux corps. Plusieurs études concernant cette théorie ont
traité en plus de l'appariement entre particules identiques : proton-proton et neutron-

neutron, I’appariement neutron-proton [3,4].
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Les corrélations d’appariement sont traitées généralement par la théorie BCS [1,5-7]
malgré que cette derniére présente un défaut majeur qui est la non conservation du nombre
de particules [8-13]. Ceci entraine des erreurs considérables dans le calcul des observables
physiques. Par ailleurs, cette fonction d’onde ne décrit pas un état de moment angulaire
déterminé et ne décrit donc pas convenablement un état du systéme physique [13].

Les noyaux chauds ont été étudiés dans la théorie "Finite Temperature BCS (FTBCS)"
[14-19] par plusieurs auteurs en physique statistique pour déterminer les différentes gran-
deurs thermodynamiques. Ces derniéres sont obtenues a partir de la fonction partition
ou la grande fonction partition pour ’ensemble canonique ou grand canonique [20, 21].
Sano et Yamasaki [19] ont étudié I'interaction d’appariement dans les noyaux chauds en
utilisant une approche dynamique statistique, afin de traiter le comportement des états
excités notamment I’énergie d’excitation et ’entropie en fonction de la température. Mo-
retto [17] a utilisé la méme méthode en intégrant le moment angulaire dans I’hamiltonien
du systéme. Il a ainsi déterminé les grandeurs statistiques et les a explicitées dans le cadre
du modele uniforme. En effet, le moment angulaire a été pris en compte par I'introduction
dans I’hamiltonien d’un parametre de Lagrange pour assurer sa conservation en moyenne.

L’approche du modeéle en couche (Shell Model Monte Carlo (SMMC)) [22-24] a été
aussi utilisée pour étudier la fonction partition et les grandeurs statistiques telles que
I’entropie et la capacité calorifique ainsi que les transitions de phase et la densité des
niveaux des noyaux chauds.

Les corrélations d’appariement ont été étudiées en physique statistique pour étudier
Ieffet de la température et du moment angulaire sur le paramétre de la densité de ni-
veaux nucléaire par M. Rajasekaran [25]. De plus, la correction de couches en fonction du
moment angulaire est également calculée en prolongeant la méthode thermodynamique.
Par ailleurs, Rossignoli [26] a utilisé le moment angulaire pour étudier les fluctuations des
observables physiques par I’approximation thermique du champ moyen.

Récemment, les corrélations d’appariement ont été étudiées par le formalisme des
intégrales de chemin de Feynman [27-35]. Au cours de ces derniéres années, il a été montré

que le formalisme des intégrales de chemin est une alternative au moins aussi puissante



que ’approximation BCS.

Le but du présent travail est I’étude des effets de la conservation, en moyenne et
simultanément, des opérateurs nombre de particules et moment angulaire dans les noyaux
chauds. Afin d’étudier les corrélations d’appariement entre particules identiques et en
vue de voir 'influence du moment angulaire des noyaux chauds, on utilise en premiére
approche I'approximation BCS puis en seconde approche le formalisme des intégrales de
chemin en explicitant les équations du gap et la grande fonction partition du systéme.
Nous commencerons pour cela par rappeler dans le premier chapitre la théorie BCS a
température finie qui a été déja traitée par Moretto [17]. Le second chapitre est consacré
a I’étude du méme systéme décrit par le méme hamiltonien par le formalisme de I'intégrale
de chemin en explicitant la grande fonction partition du systéme. Une fois cette derniére
établie, toutes les grandeurs thermodynamiques usuelles (énergie, nombre de particules,
moment angulaire, chaleur spécifique, entropie) seront déduites. Le troisiéme chapitre
concerne I’application d’un modeéle schématique (modeéle uniforme) dans lequel on suppose
la densité des niveaux constante. Dans cette partie, les expressions lissées des différentes
grandeurs thermodynamiques ont d’abord été établies. Ces dernieres ont été évaluées
numériquement dans le cadre de trois modéles : deux modeles schématiques (le modele
uniforme [36] et le modele de Richardson [37]) et le modele réaliste de Woods-Saxon [6].

Dans cette derniére partie, les résultats numériques sont présentés et discutés.



Chapitre 1

Description statistique des
corrélations d’appariement avec

conservation du moment angulaire

1.1 Introduction

L’étude microscopique de la structure nucléaire consiste en la prise en considération
des interactions résiduelles a courtes portées négligées en premiére approximation dans la
théorie du champ moyen. La plus importante de ces interactions est celle dtie aux effets
d’appariement des nucléons dont 'importance est fondamentale en physique nucléaire.

La prise en compte de ce type d’interaction se fait le plus souvent dans le cadre de la
théorie de la supraconductivité développée par Bardeen, Cooper et Schrieffer [1]. Cette
théorie a été étendue a la physique nucléaire pour I’étude des noyaux finis sphériques par
Belyaev [40]. En effet, ce dernier supposa 'existence des corrélations d’appariement uni-
quement entre nucléons occupant des états se déduisant I'un de ’autre par renversement
du sens du temps [41].

Cependant, il est bien connu que approximation BCS présente une faiblesse majeure qui

est la non conservation du nombre de particules et du moment angulaire ce qui entraine



des erreurs dans les calculs des observables physiques tells que(moment d’inertie, transi-
tion béta,...). En dépit de cela, cette approximation reste la plus utilisée en raison de sa
simplicité.
D’autre part, et dans le but de prendre en considération I'excitation du noyau et I’étude
des noyaux chauds, il a été tenu compte explicitement de l'effet de la température [19].
Le présent chapitre a pour but d’étudier I'effet des corrélations d’appariement & tem-
pérature finie en tenant compte du moment angulaire M. La conservation en moyenne
simultanée de ce dernier et de celle du nombre de particules N sera prise en considé-
ration par l'introduction de deux parameétres de Lagrange dans ’hamiltonien nucléaire.
Les équations du gap et la grande fonction partition du systéme seront explicitées. Etant
donné que toutes les propriétés thermodynamiques du systéme peuvent étre déterminées
a ’aide de la grande fonction partition Z et ses dérivées, les grandeurs usuelles comme le
nombre de particules, la projection du moment angulaire, I’énergie du systéme, 1’entropie

et la chaleur spécifique seront déduits.

1.2 Effet d’appariement

Dans ce travail nous négligerons l'interaction d’appariement neutron-proton. Le noyau
se présente alors comme un ensemble de deux sous-systémes, un systéme de neutrons et
un systéme de protons, indépendants.

L’hamiltonien nucléaire est donc la somme des hamiltoniens neutron et proton et la
fonction d’onde nucléaire est le produit tensoriel des fonctions d’onde des deux sous-
systémes.

Soit un systéme de N particules identiques (neutrons ou protons) décrit par I’hamil-
tonien :

H=Hy+V (1.1)

ou Hj est un hamiltonien correspondant & un champ moyen local et dans lequel les nu-

cléons (neutrons ou protons) se déplacent indépendamment les uns des autres. Hy est



supposé maximal et est obtenu soit par un calcul d’Hartree-Fock, soit donné phénomé-
nologiquement comme celui de Nilsson ou de Woods-Saxon. Dans le formalisme de la

seconde quantification, il est donné dans sa propre base par :

Hy = Za,,(ajau +alaz) : (1.2)

v>0

et V est une interaction résiduelle. Dans le méme formalisme ’hamiltonien H s’écrit :

1
H= Zey(aja,, +ajaz) + 1 Z (vpl V' Imn) o) a;; anan, (1.3)

v>0 vumn

ou l'on a noté par a et a, les opérateurs de création et d’annihilation d’une particule
dans 'état |v). Ces opérateurs obéissent aux relations d’anti-commutation habituelles des

fermions :

{ay,a,} ={a),a} =0 | {a),a,} = by (1.4)

Les quantités €, et (vu| V' |mn) représentent respectivement les énergies du champ moyen
et les éléments de matrice antisymétrisés de l'interaction résiduelle. Il est connu qu’une
partie importante de cette interaction est celle due aux corrélations d’appariement. Dans
la présente étude, on admet que cette force ne s’exerce qu’entre nucléons occupant des
états |v) et |P) renversés I'un de 'autre par rapport au sens du temps. Pour plus de clarté
il conviendrait, de rappeler sommairement les propriétés de 'opérateur renversement du

sens du temps T [41]. Ce dernier est défini par [43] :
T=RK =¢ ™K (1.5)

ol R et K sont respectivement I'opérateur de rotation d’un angle 7 autour de I'axe Oy et
I'opérateur de conjugaison complexe attaché a la représentation. Dans le cas d’un noyau

sphérique ou ’état |v) est entiérement caractérisé par les nombres quantiques habituels



Ny Lyy Ju, My, sOit |v) = |n,l,j,m,), son état renversé par rapport au temps s’écrit :
D) =T |v) = (=)™ In,1,j, — m,) (1.6)

Pour un noyau déformé, 1’état |/) du nucléon peut toujours étre développé sur la base des
états |n,l,j,m,), soit :

v) = Z nglm|nvlvjum1/> (1.7)

nulujumu

et son renversé par rapport au sens du temps s’écrira :
)= > G (1T gl — my) (1.8)
nulvjumy

*U
njlm

v

ol désigne le complexe conjugué de Cy, .

1.2.1 Force d’appariement

L’interaction d’appariement est I'une des composantes les plus importantes de I'inter-
action résiduelle. Pour en tenir compte, Belyaev [40] a introduit la notion d’interaction
résiduelle entre deux états renversés I'un de I'autre par rapport au sens du temps. Cette

force est définie par ses éléments de matrice :
(vp|V Imn) = —4G6,10mn (1.9)

ou G est une constante positive appelée constante d’appariement. Le signe moins dans
I'expression (1.9) signifie que 1’ensemble des éléments de matrice sont négatifs, ce qui
correspond & une interaction attractive.

L’hamiltonien (1.1) devient :

H= Zs,, (afa, + afaz) — GZaja;jaﬁau (1.10)

v>0 vu>0
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Il s’agit donc a présent de trouver les fonctions propres de cet ’hamiltonien qui soient
en méme temps fonctions propres de 'opérateur nombre de particules et du moment
angulaire. Ce probléme n’admet pas en général de solution exacte simple; il a cependant

été résolu approximativement dans le cadre de la théorie BCS.

1.3 Théorie BCS

1.3.1 Transformation de Bogoliubov-Valatin et ’état BCS

Dans le but de diagonaliser 'hamiltonien H, Bogoliubov et Valatin ont défini des
nouveaux opérateurs o et a,, qui sont des combinaisons linéaires des opérateurs de créa-
tion et d’annihilation a, a, des vraies particules, définis par la transformation canonique

suivante :

oy, = U,Q, — vl,a;r

. (1.11)

_l’_
Q; = UyQy + VG

La quasi-particule créée par o} est une vraie particule avec une amplitude de probabilité
u, et un vrai trou avec une amplitude de probabilité v,. Les parametres u,, v, sont des

nombres positifs et satisfont aux conditions :

Uy = Uy, , vy = U, Vv (1.12)

La transformation (1.11) n’est rien d’autre que la transformation bien connue de Bogo-

liubov Valatin dont I'inverse est donné par :

+
ay = UpyQy + V0
1.13
al = u,ad —v,a ( )
v — Wy vy

La transformation (1.11) étant unitaire alors, les opérateurs o et «, doivent satisfaire

aux relations d’anticommutation habituelles des fermions. Soit :

{OéIJ/r7 aﬂ} = (u12/ + Ug) 51//1, = 61/# (114)
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ce qui conduit & :

u? i =1 (1.15)

qui est la relation qui assure 'unitarité de la transformation de Bogoliubov-Valatin.
L’état BCS est le vide de quasi-particules. 11 est obtenu du vrai vide de particules |0) en

éliminant de ce dernier toutes les quasi-particules ; soit :

1BCS) = [ [ewes |0) (1.16)

v>0

En injectant les expressions de «,, et a; dans cette relation, le vide de BCS normalisé a

I'unité prend la forme usuelle :

|BCS) = H (w, +v,a7at) |0) (1.17)

v>0
1.3.2 Valeur moyenne de opérateur nombre de particules

Afin de conserver en moyenne ’opérateur nombre de particules donné par :

N = Zajau = Z(ajal, +ataz) (1.18)

v>0

que 'on peut écrire sous la forme :

N=> n+> ns (1.19)

ot 'on a noté par :

n, = aa, ; ny = ajag (1.20)

n,, ng sont les opérateurs nombre d’occupation des états |v) et |) respectivement et dont

les valeurs propres sont 0 et 1.
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En utilisant la transformation donnée par I’équation (1.13), il vient :

N|BCS) = (Zv ) [BCS) +> uyv,a; 07 |BCS) (1.21)

L’état |BC'S) n’est donc pas état propre de l'opérateur N, il est combinaison linéaire
de 'état |BCS) et d’états a deux quasi-particules. En effet, dans cette approximation,
les fonctions BCS sont approximativement fonctions propres de ’hamiltonien H, mais
le nombre de particules n’est conservé qu’en moyenne. La condition sur ce nombre est
donnée, a température nulle, par :

(BCS|N|BCS) = v =ng (1.22)

v

v

ol ng est le nombre réel de particules du systeme.

La méme expression, avec température, sera donnée par la suite.

1.3.3 Valeur moyenne de 'opérateur moment angulaire

Une autre observable, indispensable pour caractériser les états nucléaires, et qui n’est
pas conservée par la théorie BCS, est la composante J, du moment angulaire total. Ce

dernier étant un opérateur a un corps, il s’écrit dans la base de représentation de Hj :

L= Wi afa, =Y Wl |pafa, + > (| J. i) ata; (1.23)

vy vp>0 vu>0

Si I’'on tient compte du fait que le moment angulaire est impair par renversement du sens

du temps :

@S2 i) = = (ul J=|v) (1.24)

I’expression du moment angulaire J, devient :

J, = Zm ata, = Zm ata, — Zmya az (1.25)

v>0 v>0
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ou l'on a tenu compte du fait que les états a particules indépendantes sont états propres
de J., soit :
J. V) =my,|v) (1.26)

ot m,, est la valeur propre du moment angulaire pour I'état |v).
En substituant la transformation de Bogoliubov-Valatin donnée par ’équation (1.13)

dans ’expression de 'opérateur .J,, on aboutit a :

J.|BCS) = (Zm,, )|BCS > myuv,0f0f |BCS) (1.27)

Nous voyons bien que 'état BCS, comme 'opérateur nombre de particules, n’est pas état
propre de 'opérateur J,. Il se présente comme une combinaison linéaire de 1’état BCS et
d’états a deux quasi-particules. L’opérateur moment angulaire J, n’étant conservé qu’en

moyenne, nous avons :

(BCS| J.|BCS) = myu) =M (1.28)

La conservation en moyenne de ces deux grandeurs (nombre de particules et moment
angulaire) se traduira par 'introduction de deux multiplicateurs de Lagrange A,~ dans
I’expression de ’hamiltonien.
Le but & présent est donc de diagonaliser approximativement 1’hamiltonien auxiliaire
H' [16,17] donné par :

H =H— AN —~J, (1.29)

1.4 Equations du gap

1.4.1 Diagonalisation de I’Hamiltonien

Compte tenu de (1.10), (1.18) et (1.25) 'expression (1.29) devient :

H = Z a a,,+2§ azaz GZaJra aga, (1.30)

v>0 v>0 vpu>0
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ou l'on a noté par :

Il est nécessaire a présent de calculer la valeur moyenne d’un certain nombre de pro-
duits d’opérateurs de création et d’annihilation. Exprimons donc I’hamiltonien donné par
I'équation (1.30) en fonction des opérateurs quasi-particules donnés par la transformation

(1.13). En utilisant le théoreme de Wick, H" admet la décomposition :
H' = Ey+ Hyy + Hyo + Hoo + Hoo + Hyz + Hs1 + Hyo + Hos (1.32)

ou Fj contient les termes entierement contractés et H;; sont les termes contenant i opé-
rateurs de création o™ et j opérateurs de destruction «.

Les termes entiérement contractés conduisent a :

Ey = Y ol&+&)+ ) mi(Ehd —&,00)

v>0 v>0
2
Y (Gul — &0l = G D Jww, (1—nf —ny)
v>0 v>0
—G> {[ulng + vl (1 =mn,)] [uln, + 0l (L—n))]} (1.33)
v>0
ou :
nt = {afo) ; m, = {(afay) (1.34)

qui devient :

By = Y &l +&)+ ) ni(&hu, —&v) + Y, (& u) — §v))
v>0 v>0 v>0
2

—G ) ww, (1=nf —n,) (1.35)

v>0
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ou 'on a négligé 'apport du dernier terme qui apparait dans I'expression (1.33). En effet,
ceci revient a négliger les termes de puissance quatre en u, et v, et qui sont en principe
trés petits devant les autres termes qui sont de puissance 2 en u, ou v,.

Apres le calcul des différents produits normaux, H;; s’écrit :

Z {(&) vh)afon, + (& up — Efvl)ag as )
v>0
_GZ{ U _U (1_771/_771/)_7711_ny}_quUV(l_nj_Tll/ (Zuﬂvﬂ)}
v>0 ©>0
(afa, +afay) (1.36)
Les termes Hgs et Hsg, peuvent étre mis sous la forme :
Hy = Hoz + Hao (1.37)
avec
Hoyy = Hy, (1.38)
qui s’écrit :
Hyy = Z{[§++§_ [(u —0 ) (771/ +n, — 1)+1Huyv,,
v>0
G(u2 —v? Zuuvu —nt—n,) | e ay (1.39)

n>0

Les cinq derniers termes de ’équation (1.32) forment la partie résiduelle de I'hamiltonien
H’, que 'on note :
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Nous avons pour Hs, I'expression suivante :

_ o
Hy = -G g {(ulv? +v202) af o e,
vi>0
+ o+ + o+
+u, v u,v, (o o QpQ + oy ozuozy—i—Qoz o auozl,)}
Pour Hi3 et H3; on a:
Hz = H3 + Hyz
avec
+
Hsz = H3

qui prend la forme suivante :

Concernant Hyy et Hyg, ils sont tels que :
Hy = Hyo + Hoy
ou
fiﬂ)::fﬂﬁ
et :

_ 2,2 4 + + +
H40—GE Uy, U, 00, 0 O O

vu>0

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

L’approximation BCS, appelée également approximation des quasi-particules indépen-

dantes, consiste a négliger le terme H,.; défini dans 1’équation (1.40).

Par la suite, en remplagant chaque terme dans I’équation (1.32) par son expression, puis
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en calculant la valeur moyenne de H’, on aboutit & :

H = > ol (& +&) + > b (Grul —600) + ) my (§up —&5v))

v>0 v>0 v>0
2

—G D ww, (1=nf —n,) (1.47)

v>0

Afin de déterminer les probabilités d’occupation et d’inoccupation des quasi-particules
ainsi que les équations du gap, nous devons passer par une étape intermédiaire qui est
la minimisation de la valeur moyenne de ’équation (1.47) par rapport a u, et v,. La

minimisation de l'expression (1.47) conduit a I’équation :

wiv; (& +&7) — G (v —v}) Zuyvy (L—nf—n,)=0; Vi (1.48)

v>0

ot 'on a utilisé le fait que u, et v, sont liés par la relation (1.15) qui conduit a :

du,, Uy,

=—— 1.49
dv,, Uy (1.49)
L’expression (1.48) devient alors :
wv, (6 +&)) = (ul —vl) A 7 (1.50)
ou l'on a noté par :
A= GZuyvy (1—nf—n,) (1.51)
v>0

celle-ci étant la demi-largeur du gap.
La résolution du systéme d’équations (1.15) et (1.50) ayant pour inconnues les u, et

v,,conduit aux relations habituelles :

_ % (1 + = A) Vi (1.52)

AN NN V)

18



ou :

E, = \/(ey —\)? 4+ A? (1.53)

est ’énergie des quasi-particules d’un systéme de protons ou neutrons en ’absence de la
prise en considération de la conservation en moyenne de la projection du moment angulaire
sur 'axe Oz.

En substituant ces relations dans ’équation (1.50), nous obtenons :

A
vUpy = 1.54
Uy =5 £ (1.54)
qui substituée a son tour dans ’équation (1.51) donne :
2 (L—=n, —n,)
2 N2 e v 1.55
G2 & (1.55)

v>0

L’équation (1.55) est I’équation du gap sous sa forme la plus générale et qui est la plus
connue.
On peut a présent déduire les énergies des quasi-particules. La substitution des équations

(1.52) et (1.55) dans 'équation (1.47), conduit & :

A2
H = - A—F tEr B+ — 1.
2(61/ >\ V)+Z77V v +Z771/ v + G ( 56)
v>0 v>0 v>0
ou :
E* =FE,Fym, (1.57)

Les moyennes 7)) et 1, définies dans la représentation quasi-particules sont remplacées

par les nombres d’occupations [52] donnés par la statistique de Fermi-Dirac, soit :

4 1
= 14 ePES
R (1.58)
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1

7 est I'inverse de la température.

ET et E; sont les énergies des quasi-particules et 5 =

Sachant que :

1 1 B

L’équation (1.55) devient :

f(A N7, B) = % = 22; {tanh g(EV — ym,) + tanh g(EV + ”ym,,)} (1.60)
v>0 v

Les quantités A, A\, v et 3 sont reliées entre elles par I’équation du gap ci-dessus.

La valeur moyenne de l'opérateur nombre de particules s’écrit :

ng = Z {(uZ —=v2) (0} +mny,) +202} (1.61)

v>0

En remplagant w,,, v, et 07, n, par leurs expressions, on obtient :

ng = VZN)[I — E;;V)\ {tanh §<E” — ymy) + tanh g(EV +ym,) ] (1.62)

Concernant 'opérateur moment angulaire, sa valeur moyenne s’écrit :

M= "m, [(u}+]) (0} —n,)] (1.63)

v>0

En substituant 1, 1, par leurs expressions données précédemment ainsi que celles de u,,

et v,, nous aboutissons & I’expression suivante de M :

L 1

qui prend la forme finale donnée par :

M = Z% [tanh g(El, + ym,) — tanh §<El’ — ’ym,,)} (1.65)

v>0
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1.5 Grande fonction partition

Dans le but de déterminer la grande fonction partition, nous devons utiliser I’équation
(1.56). La grande fonction partition et ses dérivées peuvent étre utilisées pour déterminer
les quantités thermodynamiques et statistiques du systéme. Cette fonction est donnée

par :
Z =t =Tr e P (1.66)

ou (2 est le logarithme népérien de la grande fonction partition; Tr désigne la trace
habituellement exprimée dans la base des états propres de H'.

) est donné par :

2

-8 { S (e A-E)+ % B X nf (Bu—ymu)+ 3, (Eutym)
Q=~Loge L>° + Log Tr e L>° v>0 (1.67)
L’équation précédente peut étre écrite sous la forme suivante :
A? =B 32 mf (By—ymw) =B 32, (Butymy)
Q=-p Z(SV—A—E,,)—i—— + Log Tr e =y ! + Log Tr e =y !
v>0 G
(1.68)

n, , 1} sont respectivement les valeurs moyennes des opérateurs nombre d’occupation de
I'état |v) et |7) par une quasi particule. Les seules valeurs possibles de ces valeurs moyennes

sont donc les valeurs 0 et 1, alors I’équation (1.68) peut prendre la forme suivante :

2

Q=-B> (e, —A—E)+> Log[L+ e F=rm)] 13 "Log [1 + e /Frtrm)] — BA—
v>0 v>0 v>0 G

(1.69)
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1.6 Densité de niveaux et grandeurs statistiques

1.6.1 Casou~y#0,T #0

La densité de niveaux du systéme est [17] :

p(E,N,M) = (i)?’j{dﬁfdafdu e® (1.70)

271

ou :

a = [ ; p= B (1.71)

L’entropie S d’un systéme est une grandeur qui permet de caractériser sa capacité a subir
des transformations spontanées : plus grande est la valeur de ’entropie, plus faible est
la capacité de ce systéme & se transformer. Le second principe de la thermodynamique
précise que 'entropie d’un systéme fermé ne peut qu’augmenter au cours du temps. Cela
signifie qu’en évoluant il perd nécessairement de sa capacité a évoluer davantage. Un
systéme fermé tend donc, naturellement, vers un état d’entropie maximale, dans lequel
toute transformation spontanée lui deviendra impossible. L’entropie d’un systéme est donc
une grandeur qui mesure le degré de désordre [55] d’un systéme par rapport a son état

initial, et est donnée par :

S=Q—aN — uM + BE (1.72)

L’intégrale de Darwin-Fowler de 1’équation (1.70) fixe 1’énergie, le nombre de particules
et la projection du moment angulaire dans la grande fonction partition. L’intégrale pré-
cédente peut étre évaluée avec une bonne approximation au moyen de la méthode du col.
L’exposant S a un point de selle lorsque :

o9 o9 (09
a=cte
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La densité de niveaux est donnée par [17] :

p(N,E', M) = (1.74)

ou :
92Q 920 92Q
Oa? fadu  Oadp
— 920 920 920
D Ouda Ou? oudpB (175)
920 920 9%*Q
0B0a  OBOwu 032

S et D doivent étre évalués au col.
Notons que les équations (1.72) et (1.73) définissent également les grandeurs thermodyna-
miques du systéme (le nombre de particules, la projection du moment angulaire, I’énergie

du systéme et l’entropie du systéme). Elles peuvent étre calculées explicitement comme

suit :
no = g—;\é% ; g—i = % (1.76)
Or:
2—2 - 5;0 [1 - aaj%\y (1 15 eﬁ(flEu—'ymu) 14 eﬁéyﬂm»ﬂ (1.77)
ou :
8;;” - A;f” (1.78)

Les différents calculs conduisent au méme résultat que celui donné par 'expression (1.62).

Concernant le moment angulaire, il devient :

0y 0N) oy 1
M - . _— = — 1.
oy Oy ’ on B (1.79)
ou :
o0 1 1
8_,}/ = Bgm” { 14+ eB(Ev—ymy) o 1+ eB(Ev+ymy) } (180)

Remarquons que 'expression de M obtenue (1.79) est identique & celle trouvée précédems-

ment et est donnée par (1.65).
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L’expression de I’énergie donnée par (1.73) prend la forme suivante :

, 03E, 1 1 A2
B = Z[gl’ B ( 85 )acte {1 B 1+ eB(Ey—ymy) o 1+ eB(Ev+ymy) }] + ? (1'81)

v>0

ou :

(86&,) g, (e, — A\) + A? BA A
a=cte

33 = 7 5 35 (1.82)

qui devient :

r 51/<€z/ - )\) 6 6
E = ;[sy - Q—EV{tanh §(EV —ym,,) + tanh §(EV +ymy)}]
_%2 (1.83)

Afin d’obtenir l'expression de ’entropie S, nous substituons les équations (1.62), (1.65)

et (1.83) dans I’équation (1.72). On obtient :

S = ZLO.Q [1 + eXp(_B(EV - Vmu»] + ZLOQ [1 + exp(_ﬁ(Eu + fymzx))]

v>0 v>0

E, —~ym, E, + vm,
+BVZ>0 {1 + exp(B(E, —ymy)) + 1+ exp(B(E, + ymy)) (1.84)

La capacité calorifique d’un corps est une grandeur permettant de quantifier la possibilité
qu’a un corps d’absorber ou restituer de ’énergie par échange thermique au cours d’une

transformation pendant laquelle sa température varie. Elle est définie par [44] :

as as
dE
- = (1.86)
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Tous calculs faits, cette derniére prend la forme suivante :

¢ = EZ (EBV — ) [52 (B, —ym,) + 5° aa%]
v>0 cosh? E(EV —ym,)
1 (E, +ym,) 9 30L,

g cosh? g(E,, +ym,)

Apres avoir dérivé I’équation du gap donnée par 'expression (1.60) par rapport a 3, on

aboutit a :
1 i E, —ym, n E,+ym,
4 E, 2 B 5 3
A v>0 cosh §(El, —ym,)  cosh §(EV + ymy,) (1.88)
9B I~ A E E 1§45 |
§Zﬁ {tanh E(EV —ym,,) + tanh E(EV +ymy) ¢ — ZZ 2 r
v>0" Y v>0 ¥
ou 'on a utilisé :
o0F, A OA
_ =a/Y= (1.89)
ap E, 03
et :
1 1

cosh? g(E" —ym,)  cosh? g(EV +ym,)

1.6.2 Casou~vy=0,T#0

Les équations précédentes qui représentent les grandeurs thermodynamiques du sys-
téeme peuvent étre étudiées de la maniere suivante dans le cas ou v = 0.

L’équation (1.62) qui représente le nombre de particules devient :

no=3 [1- ’3”E_ A tanh (§E>] (1.91)

v>0 v

Concernant le moment angulaire donné par I’équation (1.65), il devient nul dans ce cas

(v =0).
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L’énergie du systéme, prend la forme :

E=Y {1 . (EVE_ M tanh <§E)] - %2 (1.92)

v>0 v

Les expressions de la capacité calorifique et I’entropie du systéme données par les équations

(1.84) et (1.87) respectivement deviennent :

E,
et
1 E, 30F,
_ = _ , 1.94
2VZ>OCOSh2 (gE,,) [ﬁ op } (1.54)
ou : ] ]
N 5;608112 (35)
P St (35) - e .
— tanh (5 F,) —
>0 12 ’ >0 2B} cosh”® (gE,,)

L’équation du gap donnée par I’expression (1.60) prend la forme suivante :

2oy {tanh (§E) } (1.96)

v>0
1.6.3 Casou~v=0,T=0

La condition sur le nombre de particules ng est donnée par :

no=Y [1- g”E_V A (1.97)

v>0

et I’énergie du systéme est donnée par I'expression :

Eg=Y ey {1 - (EEE—_A)] — %2 (1.98)

v>0
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En ce qui concerne I'entropie et la capacité calorifique, elles deviennent nulles : S = C' = 0.

Par ailleurs, 1’équation du gap prend la forme simple :
2 1
— = — 1.99
% ; B (1.99)

Il est intéressant d’introduire I’énergie d’excitation. Pour cela, on définit cette grandeur

par :

E — E = Zgl,(g”E—_)\) {1 — % [ta,nh g(E” —ym,) + tanh g(E” + fym,,)] } (1.100)

v>0 v

et devient pour v =0 :

E — E, = Zey% {1 — tanh (gE,,) }

v>0
1.6.4 Dérivées partielles du deuxiéme ordre

Les différents calculs des dérivées secondes de €2 par rapport aux parameétres de La-
grange (i, o, 3 qui entrent dans le dénominateur de ’expression de la densité de niveaux

donnée par ’équation (1.75) sont données par :

0%*Q 1 9 2 3 2
e = Z;Omy {sech §<E” — ym,,) + sech §(El, +ym,,)

OA—=m, 2B B 2 B
BA(‘?—MZZLEV [Sech §(El, ~ym,) — sech Q(Ey+vm,,)} (1.101)

v>0

0?Q 0A
oz = (e = Na, + AT b, = FASZS (e, — N)(ay — by) (1.102)

v>0 v>0 >0
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ﬁg = )\Azz&/b +A2Z€V Ev )‘)aVJngl?/(g -

1/>0 v>0 >0
2
+BA ev(er — M(ay — b)) + =] (1.103)
P i
?Q my (e, — , 5 L9
dadn —;0 sech E(Ey — ym,,) — sech E(El, +ym,)]
5 5 B
+BA Z4E [sech (E + ym,,) — sech (El, —ym,)] (1.104)
20 my 2 8 y
opon _Z V — A) + A*}[sech (E + ym,,) — sech (EV — ym,)]

V>O

E + ym,,) — sech® g(Eu —ym,)] (1.105)

920
600 MY b, =Y e(es — Nay, — A?) g(e, — Na

V>0 v>0 v>0

—BA Z —b,) (1.106)

l/>0
8A 0A ¢ 0A td d
et — sont donnée ci-dessous.
85 da ou
et les quantités a, et b, sont données par les expressions suivantes :
a, = L sech? é(E,, — ym,,) + sech® é(El, +ym,) (1.107)
4E? 2 2
b, = tanh E(E,, —ym,,) + tanh E(E,, +ym,,) (1.108)
20E3 2 2

Les détails de ces calculs se trouvent en Annexe B.
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1.6.5 Dérivées de A par rapport aux multiplicateurs de La-
grange

Les dérivées de second ordre données par les équations (1.101) & (1.106) contiennent les
dérivées du premier ordre de A par rapport aux parametres de Lagrange. Nous procédons
maintenant au calcul de ces dérivées. En effet, A est défini comme une fonction implicite
en 3, a et p. Les dérivées partielles du premier ordre de A peuvent étre donc calculées

explicitement. Tous calculs faits, elles sont données par :

AN (e, =N b, — Y e, (e, — N a, — A a,

aA v>0 v>0 v>0
— 1.109
B BAZO (ay, —by) (1.109)
v>

LS my,E; ' {sech? g (E, 4+ ym,) — sech® § (B, —ym,)}
v>0

0A
o= BA; o= (1.110)
> (v =) (a, — b))
08 _ izt (1.111)

% N 5AZ (a,,—b,,)

v>0
ou a, et b, sont donnés par les équations (1.107) et (1.108). Les détails de ce calcul se

trouvent en Annexe B.
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Chapitre 2

Etude des corrélations
d’appariement par le formalisme de

I’intégrale fonctionnelle

2.1 Introduction

A Theure actuelle, deux méthodes de description des systémes quantiques coexistent.
La plus ancienne est la quantification canonique dont les principes fondamentaux ont été
établis essentiellement entre 1922 et 1927 par Bohr, Dirac, de Broglie, Heisenberg, Jordan,
Pauli et Schrodinger. Cette méthode a remporté un franc succes de par ses multiples utili-
sations par exemple pour expliquer le comportement de la matiére condensée notamment
la supraconductivité, la superfluidité,... etc.

Les notions de base de la mécanique quantique sont connues. Il s’agit de la notion
d’espace de Hilbert sur lequel agissent des opérateurs correspondant aux différentes obser-
vables (opérateur position, d’impulsion, d’évolution ou la matrice densité) et des fonctions
d’ondes.

A partir de I'opérateur d’évolution de la mécanique quantique, Feynman a développé

en 1948 la seconde méthode dite d’intégrale de chemin [45-48] utilisée dans la mécanique
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statistique. Cette derniére s’intéresse aux propriétés moyennes d’un systéme pris sur un
ensemble d’états.

La représentation des éléments de matrice d’'un opérateur d’évolution dans les in-
tégrales de chemin est basée sur deux propriétés fondamentales qui sont : la propriété
caractéristique des systémes isolés ou sans influence sur leur environnement et la localité
de I’évolution pour des intervalles de temps courts. Ces deux propriétés sont satisfaites

—itH/h

a la fois par 'opérateur unitaire e qui décrit I’évolution en mécanique quantique et

I'opérateur statistique e 7 qui est la matrice densité obtenue de la substitution de %
par (.

Le formalisme d’intégrales de chemin [27-29] développé dans le cadre de la mécanique
quantique conduit a représenter les quantités physiques par des moyennes.

Nous proposons dans le présent chapitre d’étudier I'effet de ces corrélations par le
formalisme des intégrales de chemin & température finie. Pour cela nous considérerons
I’hamiltonien du systéme en tenant compte de deux contraintes : 'une sur le nombre
de particules N et lautre sur le moment angulaire J,. Aprés la diagonalisation de 1'ha-
miltonien du systéme, on obtient la transformation de Bogoliubov-Valatin. Sachant que
toutes les propriétés thermodynamiques du systéme peuvent étre déterminées a l’aide de
la grande fonction partition Z, cette derniére sera établie dans le cadre du formalisme
des intégrales de chemin. Ceci nous permettra de déduire les équations du gap correspon-

dantes.

2.2 Hamiltonien du systéme

On considére le méme hamiltonien auxiliaire donné par ’équation (1.29), qu’on peut
écrire sous la forme suivante :

H' = Hy+ H; (2.1)

ou :

H) = Hy— AN —~.J, (2.2)
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Hj est donné par I'équation (1.2) et H; est donnée par :

H, = —GZaja;aﬂau (2.3)

vp>0

qui représente le terme tenant compte des interactions résiduelles d’appariement.

L’hamiltonien H' s’écrit alors :

H — Z sata, + ZS;agaD — GZaja,fjaﬁau (2.4)
v>0 v>0 vu>0
avec les notations :
g:_ = (EV — )\ - ’}/my) ; S; — (51/ — )\ + /ymy) (25)

2.3 Grande fonction partition

La grande fonction partition de la statistique quantique contient toutes les informa-
tions sur les propriétés thermodynamiques du systéme. Toutes les observables du systéme
quantique se déduisent de la grande fonction partition. Nous supposons que le systéme
nucléaire chaud, en équilibre thermodynamique, est correctement décrit par la grande

fonction partition Z définie par :
7 =Tr {e_'BHI} (2.6)

ou 3 = % est I'inverse de la température du systéme, et Tr désigne la trace habituel-
lement exprimée dans la base des états propres de I’hamiltonien H’, ou dans n’importe
quelle autre base.

Pour des raisons de simplicité, nous traitons la thermodynamique du gaz de Fermi-Dirac
a partir de ’ensemble grand-canonique, vu que les formules des propriétés thermodyna-

miques du systéme s’écrivent en fonction de la trace.
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On note par py la matrice densité définie par :
pp = e PH (2.7)

qu’on peut écrire également sous la forme :

pr = ¢S () (2.8)
ot S(p) est l'opérateur donné par :
S(B) = efHoe=PH (2.9)
On a donc :
o= 0, 5(9) (2.10)

Compte-tenu de I’équation (2.8), la grande fonction partition s’écrit :

Z = Tre s (p) (2.11)

r{ePHo
Ir {675%} TT{r {e—ﬁi’('()i)} (2:12)

D’aprés la définition de la moyenne dans I’ensemble grand canonique, 1’équation précé-
dente s’écrit donc :

Z =Zy(S(B)) (2.13)

avec la notation :

Zy =Tr {e—ﬁHé} (2.14)
qui est la grande fonction partition du systeme de particules sans interaction et

r{ePHo
(S(B))y = a T{r {egié(}6>}

(2.15)
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est la valeur moyenne de l'opérateur S(f3) dans ’ensemble décrit par I’hamiltonien Hy.
On s’intéresse maintenant a ’équation d’évolution de S(3). Pour cela, dérivons I’équation

(2.9) par rapport a (3, on obtient :

95(8)

L — {IS(B) — P | e (2.16)
op
H{ et H' ne commutent pas, donc :

D’apres les équations (2.1) et (2.17), on obtient :

O5(8) _ _ ot gy, 51t g 3) (2.18)

9p

d’otu :

B - —m()s(6) (219)
La notation O (1) désigne la représentation de Heisenberg de 1'opérateur O pour le temps
imaginaire 7, soit :

O (1) = exp (TH}) O exp (—TH)) (2.20)

En tenant compte de la condition initiale S(0) = 1, I’équation différentielle (2.19) admet

pour solution :
B

S(B)=1- /Hl(Tl)S(Tl) d T (2.21)

0
On voit que S(f) est donnée sous forme implicite par I’équation intégrale ci-dessus. La
solution de cette équation est généralement obtenue par itération en utilisant la méthode

des approximation successives.
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En itérant, on obtient la série :

SpB) = 1-— 7[{1(71) d T+ 7d717d72H1(71)H1 (T2)
0 0 0
B8 1 Tn—1
+...+ (—1)”{d7’10/d7'2... { AT, H1(70) ... Hy (Th1) (2.22)
B T1 Tn—1
_ 1+;(—1)"{d71[d72...[drnHl (1) . Hy () (2.23)

Le deuxiéme terme de la somme de ’équation (2.22) :

B T1

I, = /dTl/dTgH1<T1)H1 (T2) (2.24)

0 0
devient en tenant compte de la propriété suivante :

b T b b

/dx/dy f (z,y) = /dy/da: f (x,y) , (2.25)

a a a Y

B T1 B B
]2 = /dTl/.dTQHl(’Tl)Hl (7’2) = /d’Tg/dTlHl(Tl)Hl (’7’2) (226)
0 0 0 T2

En changeant les variables d’intégration du second mombre (7; — 79,79 — 71), on

trouve :
B B
IQ = /dTl/dTQHl(T2>H1 (7'1) (227)
0 T1
Compte-tenu de (2.24) et (2.27) :
] B T1 B
[2: 5/(17’1 /deHl(’Tl)Hl (T2)+/d72Hl<T2)H1 (7‘1) (228)
0 0 T1
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On définit le produit chronologique 7’ par :

A (7'1) .B (TQ) SiT1 > To
T, {A(71).B(19)} = (2.29)
—B (13) A(11) Sl T9 > T
dont les facteurs sont rangés par ordre croissant en fonction du parameétre 7, de droite a

gauche. L’expression (2.28) devient :

B B
L= % / drs / droTo {Hy(r1).Hy ()} (2.30)
o o
L’équation (2.21) devient :
B ] B B
SB)=1— [Hi(r1)d 11+ [dry [d 7T {H(71).Hi(72) } S(72) (2.31)
Jreanesfe]

En généralisant ce résultat aux autres intégrales triple, quadruple, ...n-uple, I’équation

(2.23) devient :

B g B
S(B) =1+ Z(_n1!> /drl/d@..../dmﬂ {H, (1) .Hy (3) .. Hy (7,)} (2.32)
d’ot :
(—1)" B B B
S(B) = Z —n! /dTl/dTQ.../dTnTT {Hy (11) .Hy1(12) ...H1 (1)} (2.33)

Ce développement est celui d’une exponentielle qu’on peut écrire de la maniére suivante :

B
S(8) = 7. { exp(~ [ #y(r) d) (2.34)

36



Afin de traiter l'interaction résiduelle H;, il est nécessaire d’utiliser la décomposition
introduite précédemment donnée par 1’équation (2.8) et comme Hy et H; ne commutent

pas, 'expression de 'opérateur densité p, devient :

B
pg = exp(—FBH))T, exp —/dTHl(T) (2.35)
0

Remplagons, & présent, I'intégrale sur 7 par une sommation discréte, en divisant l'intervalle

[0, 5] en N intervalles égaux puis en faisant tendre N vers l'infini :

B

/ drH,(7) = lim NZHl i) (2.36)

0
S (B) devient alors :

S(B) = TTNliLnoo exp {—%Zl‘h(ﬂ)} (2.37)

Soit :
S(9) =T,

Nliinmﬁ exp {—%Hl(ﬂ) }] (2.38)

La grande fonction partition devient donc :

Z="Tr {exp(—ﬁHé)TT

Nliglooﬁ exp {—%Hl(ri) }] } (2.39)

Le but de cette partie est d’établir les équations du gap du modéle BCS par la méthode
des intégrales de chemin. Pour une interaction de type (2.3), la grande fonction partition

du systeme s’écrit :

Z—Tr{exp( BH)T.

hm Hexp {ﬁG Z @ a“a“ }] } (2.40)

v,u>0

L’interaction d’appariement étant une interaction a deux corps, elle peut étre remplacée

par l'interaction d’un corps avec un champ externe, au moyen de la transformation de
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Hubbard-Stratonovich [49].

2.3.1 Transformation de Hubbard-Stratonovich

L’approximation du champ moyen qui consiste a remplacer l'interaction entre parti-
cules par I'interaction d’une particule avec un potentiel moyen di a la présence des autres
particules, est I’approximation la plus utilisée dans la résolution des systémes de particules
en interaction. La transformation de Hubbard-Stratonovich constitue la base de la mé-
thode générale du remplacement de 'interaction a deux particules par I'interaction dune
particule avec un champ externe. Cette transformation est donnée sous forme d’intégrale

généralisée [49] :
+o0o

e’ = /dx T 2/l (2.41)

—0o0
ou # est un opérateur hermitique et borné; et x un champ externe.

Supposons que Hi(7;) figurant dans I’équation (2.3) peut étre écrit sous la forme :
Hy(7;) = 01 (1) .02 (73) (2.42)

En admettant que 6, (7;)et 05 (7;) commutent, on peut écrire :

B01 (1) 02 (1) B0 (1:) + 02 (74))° B0 (1:) — 02 (74))”
exp (— N ) = exp(— N ) exp ( N )

(2.43)
Ainsi, la transformation de Hubbard-Stratonovich donnée par I’équation (2.41) peut étre
appliquée a chacun des deux termes du second membre de I’équation (2.43). Il est né-

cessaire de définir deux champs : un champ z (7;) pour le terme [f; (7;) — 05 (7:)]” et un
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champ y (7;) pour le terme [6; (7;) + 05 (7:)]>. On a donc les deux relations :

2
) — . m
5 [91 (Tl) & (Tl)] “+oo —Tz?— —ﬁmi[91(n)—€2(n)]

(

2
-5 [01 <TZ) + 6> <TZ)] +oo —myZ—iy ﬂyi[el(ﬂ')-i-é?z(ﬂ')}
e AN = [dy e N

\

(2.44)

IN [N
En effectuant les changements de variables suivants : X; = E:UZ et Y, = Eyi dans

le systéme d’équations (2.44), on obtient :

( B10: () — 0 (13))? 5 5
+oo 1(7i)—02(73
. AN _ f %dXie N X; \fNX[e( )—02(73)]

—B 101 (15) + 04 (Ti)]2 8 . B
e AN _ f dY e* NYz- fﬁNYﬂ[el(n)wQ(n)]

Celles-ci substituées dans ’équation (2.39), conduisent a :

N+°°

- —B Hy
Z Tr{ e o7, A}l_f)noo Uﬁ/

f , .
(X24Y3) —fﬁ[(XrHYi)@l(Ti)—(Xi—lYi)QZ(Ti)}

e N

Ensuite, on introduit les mesures suivantes :

/DX: lim \/ dX ; /DY: lim \/ dY
N~>oo NHoo
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En remplacant les sommations discrétes par des intégrales, I’équation (2.46) se réduit a :

8 8
, — [dr| X?(T)+Y?(7) = [drv/m{[X (7)Y (7)]01 (1) = [X (1) =i (7)]02(7)}
Z =Tr eﬁHo/DXDYe bl b et ' ’
(2.48)
Pour simplifier davantage ’équation précédente, on introduit la fonction complexe sui-
vante :
2(1) = X(7) +1iY (1) (2.49)
L’équation (2.48) devient alors :
*?dl()\z *?df[()H()**(W()]
Z=Trle" Hé/Dz e 0 T, |e o 1 ’ (2.50)

Cette derniére équation est une intégrale fonctionnelle représentant la grande fonction

partition d’un systéme & particules indépendantes interagissant avec le champ complexe

2(T).

2.4 Equation du gap

2.4.1 Approximation statique

Le calcul de la grande fonction partition Z figurant dans I’équation (2.50) serait exact,
si on tenait compte de tous les chemins complexes z(7). Mais la complexité des calculs
conduit & utiliser certaines approximations. L’une d’elles est I'approximation du chemin
statique, qui consiste a supposer que les champs X (7) et Y (7) et par conséquent z(7) sont

indépendants du parameétre 7. La grande fonction partition devient :

7 —=Tr {e_ﬁ Hp /dz e~ mBlA? [6—5\/77[291—2*921]} (2.51)
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Pour une interaction de type (2.3) et compte-tenu de I’équation (2.42), les opérateurs 6,

et #, indépendants de 7, s’écrivent :

0, = —@Zaja; et 0y = \/EZaDa,, (2.52)

v>0 v>0
de sorte que :
-B H”+6vﬁﬁj§: atag z4+apay, z*
7 = /dz e3Py {e ’ zl ]} (2.53)
Posons :
H" = H} — VWGZ(CL;LLL;Z' + aza,z") (2.54)
v>0

L’équation (2.53) s’écrit également :
7 = /dz e A Ty o BH" (2.55)

, . _ " . R .
Il est nécessaire de calculer la trace de e ?" pour arriver & I'expression de la grande

fonction partition. Pour cela il faut écrire H” sous forme diagonale.

2.4.2 Diagonalisation de ’opérateur H”

Compte tenu de 'équation (2.54), 'opérateur H” s’écrit :

H' =Y ¢fafa, + 3 6 ata; — VG (afaf =+ asa, =°) (2.56)

v>0 v>0 v>0

Définissons 'opérateur vectoriel suivant :

dF = (af,—az) , etson conjugué P, = (2.57)
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ainsi que la matrice :

& VrGz
VrGz =g,

Nous constatons que :

&r TGz a,
- +
vVrGz* =, —a;
= &afa, — € azat —VnGzatfal — VrG2taza,

OrAW)P, = (af,—az)

et par conséquent :

OFAW)®, =& ata, + & ata; — VrG(zalaf + 2*aza,) — &

v

L’exposant dans I’équation (2.55) s’écrit :

—BH" = =B [2FA(1)®, + &, ]

v>0

- ” —B Y OLAW)D,
Z = /dz e Pl = Tre PR A

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Le calcul de la trace étant indépendant de la base utilisée, il est intéressant d’utiliser

la base dans laquelle la matrice A(v) est diagonale. Cherchons ses valeurs propres et

les vecteurs propres correspondants. Pour cela, résolvons I’équation aux valeurs propres

suivante :

det(A(v) —al) =0

Soit :

& —a  VrGz

TGz* =, —
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Le calcul du déterminant conduit aux deux valeurs propres, qu’on note :

Ef=E,—~ym,

ES =—-F,—ym,

ou :

By = /(es = A2+ |AP

est I’énergie de quasi-particules habituelle de la théorie BCS.
et :
A" = 7G|z

(2.65)

(2.66)

(2.67)

Notons par V; et V5 les vecteurs propres normalisés & 1'unité correspondants a ces valeurs

Ty
. o N + .
propres. Soit V] = le vecteur propre associé a la valeur propre E :

Yu

AV = E; W

avec :
2, + |y |* =1
On obtient :
& A T, Erz,
A* _f; Yv E;ryy
ou encore :
(E,j_ - fj)xu = Ayu (A)
(Erj_ + 517)3/1/ = A'z, (B)

On obtient a partir de I’équation (A) :

Bt ¢t
e 1
A
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En remplacant y, par 'expression (2.72) dans 1’équation (2.69), nous obtenons la relation

suivante :

ol = a0+ 22 (2.73)

A partir des deux équations(2.69) et (2.73), on déduit que :

!w%=¢%@—62;A) (2.74)

La composante x, s’écrit, en posant :

1 €y — A
=u, =4/=(1 2.
o = =30+ 222 279

On peut donc écrire :

r, = |1,| ¥ (2.76)

ol ¢, est un facteur de phase arbitraire.

Nous avons de méme :

A=A| e (2.77)

Ensuite, en remplacant A et x, par leurs expressions respectives dans ’équation (2.72),

on obtient :

1 L= AL
yo— J R (2.78)

En posant :

1 g, — A
%:¢jp &) (2.79)

Le vecteur V; peut s’écrire comme suit :

u]/ €i<pl/
Vi = (2.80)

UV ei(@y 70‘)
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ol u, et v, sont donnés par les expressions (2.75) et (2.79).

On obtient de méme le second vecteur propre V5 :

Ty Vy ei(‘tay*o‘)
Vy = = (2.81)

_ylj _u]/ echl/

La matrice A(v) se met donc sous cette forme :

A(v) = T,D(v)T,* (2.82)
ot 'on a noté par :
EX 0
D(v) = (2.83)
0 E
et
uy ei(f’y fUV ei((pufa)
T, = (2.84)

/Ul/ ez((p,,—a) _uV eupu

On voit que nous avons une infinité de transformations 7, diagonalisant la matrice A(v),
puisque 7, dépend de deux facteurs de phase arbitraires ¢, et .
Afin de trouver les équations du gap habituelles, fixons arbitrairement les phases ¢, et «

a:p, =a=0. La matrice 7, se réduit a :

T, = (2.85)

D’apres les équations (2.83) et (2.85), on déduit que :

Efr 0 Uy Ay — Va7
OrA(V)D, = (ua — vyaz, u,a; + v,a)) Y Y (2.86)
0 Ej uya; + v,a,
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Définissons a présent la transformation linéaire suivante :

_ +

Qp = U,y + V4,
(2.87)

af =w,al —v,ap

ol u,, v, sont donnés par les expressions (2.75) et (2.79). Les opérateurs «, et ot
ne sont autres que les opérateurs de création et d’annihilation de quasi -particules habi-
tuelles de la théorie BCS. La transformation correspondante est donc la transformation

de Bogoliubov-Valatin dont la transformation inverse est donnée par :

ap = U,y — v,00)

2.88
al =u,af +v,az ( )
L’équation (2.86) devient :
EF 0 a,
AP, = (), ap) (2.89)
0 £ i
Posons :
Ut =0T ; v, =1T,Pv (2.90)
soit :
a,
L O A (2.91)
Compte-tenu de ceci, expression (2.62) devient :
. - _ + D (v
Z = /dz e_ﬂ—ﬁ‘ZF e ﬁugogy TT e Bugoq,y D( )\I’V
_ / T e T[] e-8E oFavEratas+Bs) (2.92)

v>0

Or, o et oy, sont les opérateurs de création et d’annihilation de quasi-particules, Popéra-

teur o} v, est donc 'opérateur nombre d’occupations de 1’état |v) par une quasi-particule.
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Les seules valeurs propres possibles de cet opérateur, et celles de l'opérateur o oy, sont

les valeurs 0 et 1. L’équation (2.92) devient :
8T _ .
7 = /dz e~ ¢ S0 He_’BE” (1+ e_BEJ)(l + e+’8E”) (2.93)
v>0

ou encore :

—nBla—B X & + X Log[ePBv (1+e=BBS ) (14050
Z:/dze v>0 " v>0 d ] (2.94)

En introduisant 1’énergie libre du systéme F'(z), Z est donnée par :

7 = / dz e PFE) (2.95)
P(z)=r s+ > {& + B, - %[Log (14 51+ e757)] ]} (2.96)

v>0

2.4.3 Approximation au point de selle-Equations du gap

L’approximation au point de selle [57] consiste & déterminer la valeur minimale que
peut prendre 'exposant dans ’équation (2.95) (dans notre cas c’est 1'énergie libre du
systéme). Ce qui nous permet de déterminer les valeurs les plus probables(demi largeur

du gap,...) cette méthode conduit dans ce qui suit a ’expression de I’équation du gap, soit

alors :
OF (2) 0B, 1g~ 0 —B(Ey—ym) —B(By+ym)
S 2rz — 5 Ezaz* [Log(l +e )y + Log(l + e g )]
v>0 v>0
1 1 oE,
= 2mz+ Z T oA ) + Zl e R (2.97)
v>0 v>0
qui s’écrit également :
oF 1 oL,
8,2(*2) =21z — 52 {tanhg (E, —ym,) + tanhg (E, + 'ymy)} 5 (2.98)

v>0
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ou :
oFE, wGz

= (2.99)

et F, donné par l'expression(2.66).
En annulant I’équation (2.98), puis en remplagant le résultat donné par I’équation (2.99)

dans cette derniére, on obtient :

% = ;02;/ ltanhg (E, —ym,) + tanhg (E, +ym,) (2.100)
L’équation (2.100) est ’équation du gap généralisée de la théorie BCS ou G est la force
de l'interaction d’appariement et A la demi largeur du gap.
On voit que, dans la prise en compte du moment angulaire, la seule différence réside dans
I’expression des énergies de quasi-particules.

En substituant les expressions données par (2.65) dans I’équation (2.96), on trouve

également ’expression suivante de I’énergie libre de systéeme :

F(z) = 7|2/ + Z{gl, —-A—FE, — %Log(l + e BB =ymw)y
v>0
—%Log(l 4 e BB AT (2.101)
out |z|?> donné par 1’équation (2.67). ,
La valeur zp qui minimise F(z) est donnée par :]zo|2 = %, et la grande fonction
partition prend la forme :
7 = e () (2.102)
ce qui conduit a :
Q= —BF(2) (2.103)
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La forme finale de ’énergie libre est :

A? 1
F (ZO) = 5 + Z{ey — A — EV — BLog(l _|_ e_B(Eu—’me))

v>0

1
—BLog(l + e BB (2.104)
qui s’écrit alors dans le cas ot v = 0 sous la forme suivante :

F(z) = %2 +) (e, = A= E,) —2) Log(1+e %) (2.105)

v>0 v>0

On retrouve ainsi ’expression de ’énergie libre du systéme lorsque le moment angulaire

est conservé (v = 0).
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Chapitre 3

Application au modéle uniforme

3.1 Le modéle uniforme

Le modeéle uniforme est constitué d’un ensemble de niveaux a particules indépendantes
doublement dégénéré d’égal espacement énergétique ayant une densité de niveaux g et un
moment angulaire constant m, = m. Pour des raisons de commodité et de symétrie,
’échelle des énergies est choisie de sorte que le potentiel chimique soit égal a zéro (A = 0)
pour toute température, bien qu’en toute généralité, le potentiel chimique A varie en fonc-
tion de la température [17]. Il sera supposé ci-dessous, que les corrélations d’appariement
ne sont effectives que dans un intervalle d’énergie de largeur 2w (—w < ¢ < 4w) au-dessus
et en-dessous du niveau de Fermi. Par conséquent, toutes les sommations discrétes dans
les expressions déduites précédemment peuvent étre remplacées par des intégrales dans les
limites +w [56]. Pour cela, on introduit une densité de niveaux lissée g que I'on suppose
constante au voisinage du niveau de Fermi.

Le lissage consiste alors en la substitution suivante [36,54] :

b

b
SN g [fahde = Yfe) g [ fan (3.1)

v
a a

oul'onaposé:r=cetou:a=—-wetb=+w

Dans le but de lisser quelques quantités statistiques [44] qui ont été déduites dans le
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premier chapitre, on utilisera la substitution (3.1) dans les expressions de ces quantités.

3.2 Grandeurs statistiques et équation du gap

3.2.1 Le moment angulaire

Dans le cas d’une distribution uniforme de niveaux et dans le but d’obtenir ’expression
de la demi largeur du gap en fonction du moment angulaire M, nous intégrons d’abord

I'équation (1.64) :

y de y de
M=2 — 3.2
g /l-l—expB(E—ym) /1+eXpB(E+7m) (32)
0 0

ou :

E =+Ve? 4 A? (3.3)

Calculons les deux intégrales lorsque § — +o00. La seconde intégrale de ’équation (3.2)
tend vers zéro, alors que dans la premiére intégrale, la fonction & intégrer, est égale a

I'unité si £ < ym. Ceci conduit & ’expression suivante :

—\/(ym)® — A2 < £ < +4/(ym)* — A2 (3.4)

L’équation (3.2) devient en tenant compte de (3.4) :

M =2mg / de = 2myg ((ym)2 — A%)? (3.5)

3.2.2 Le nombre de particules

L’expression du nombre de particules pour une température nulle et un moment an-

gulaire nul donnée par I’équation (1.97) s’écrit dans le cas d’une distribution uniforme de
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niveaux, comme suit :

—w “+w
g
N = d—l—/(l——)d 3.6
o] it vaia) " (36)

la premiére intégrale du second membre vaut (1 — %), et ’expression précédente devient :

N_gw—g(1—5) (3.7)

3.2.3 L’équation du gap

En remplacant la somme discréte par une somme continue, I’équation du gap donnée

par l'expression (1.60) s’écrit :

+w
2
F(A Ny, 8) = el g/% {tanhg (E—~ym)+ tanhg (E+ fym)} de (3.8)
et pour v =0:
b
fA N y=0,8) = GL / tanh — Ede (3.9)

0

Afin d’exprimer le paramétre du gap Ag & moment angulaire nul et aprés avoir fait tendre

[ vers +00, on obtient :

1 de w
i = — d
Ga / — Argsh (A()) (3.10)

Ng=— (3.11)
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ou l'on a utilisé le fait que :

[ (x) dz
V1t f2(2)

En tenant compte de approximation ¢G << 1, (3.11) devient :

= Argsh f(z)+C (3.12)

Ag &~ 2w exp (——) (3.13)

a) Expression de A en fonction du moment angulaire

Revenons a I’équation du gap donnée par 1'expression (3.8). Cette derniére peut étre

exprimée sous la forme suivante :

f (Av7 = 0) =f (A/}/) (314)

ce qui conduit a :

+w +w
1 g [1 6 s
/E tanh §Ed5 = /ﬁ {tanh B (E — ym) + tanh B (E + ’ym)} de (3.15)

—Ww

Dans le cas ot § — 400, on aboutit a :

V (ym)?—A2

y de y de de

= — 3.16
[ e\ [A,/H(‘g)z [ A,/1+(5)2 o

1 = — =

Ay + (Ao) A A

Tous calculs faits, nous obtenons :
w w (ym)* — A2\ ? 1

Argsh (A_o) = Argsh <A) — Argsh <—A2 =4 (3.17)
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D’apres 1'équation (3.5), on déduit que :

(ym)* = A?\* M
A2 -~ 2mgA

Sachant que :

Argsh (z) = Log (m +V1+ m2>

L’équation (3.17) devient :

M
Log :Log< A+ 1+ ——
w w 2mg

Considérons 'approximation — >> 1, nous obtenons :
0
Ay M " M?
A 2mgA 4m?2 g2 A?
on encore

expression qui conduit a :

ot 'on a noté par :

M, = gmAO

le moment angulaire critique correspondant & A = 0.

Dérivons A par rapport & M, pour M = 0. Nous obtenons :

dA -1
dM ) 1—o "~ 2myg

o4

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)



Calculons la limite de la dérivée de A par rapport & M lorsque M — M,. Cela donne :

. dA
thrz\l@ <d_M) = —00 (3.25)

Ceci montre que la tangente, pour M = M., a la courbe A(M) est perpendiculaire &

I’axe OM.

b) Expression du paramétre du gap A en fonction de la température T

Afin d’étudier I’évolution du paramétre du gap A en fonction de la température & mo-
ment angulaire nul ; on remplace I'expression donnée par I’équation (3.8) dans la condition

suivante :

(Ao, T=0)=f(AT) (3.26)

Ce qui conduit & I’expression suivante :

+w +w
de de 15}
= tanh — ( vVe2 + A2 3.27
[\/S%A% [V52+A2 ah ) (3:27)

ou 'on a tenu compte du fait que les deux fonctions a intégrer sur un méme domaine,

sont positives, et donc :

7f(:v) de = a/g(:c) dx Va (3.28)

f(a) = g(a) (3.29)
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L’équation (3.27) conduit alors & :

1 B 1 I6; 5 5
N R tanh 5 (\/w +A > Vw (3.30)

Pour w = 0, on obtient :

A 1
T=— (3.31)
2 Argtanh A
rgtanh | —
g Ay
sachant que
1 1+
A he=-1 .32
rgtanh x sIn|T— (3.32)
L’expression (3.31) peut étre réécrite sous la forme suivante :
A
T=—-—7— 3.33
S (3.3

c) Température critique 7,

Les corrélations d’appariement disparaissent lorsque le gap A(7T) s’évanouit. La tem-

pérature critique 7T, est alors définie par :

1 1
— = /—tanh e de (3.34)

En supposant que T, << w et dans la limite de I’approximation Gg << 1. La température

critique est donnée par [17,19] :

T. = 1.14dwexp(—1/¢G) (3.35)

56



Remplagons cette expression dans I’équation (3.11), on aboutit a [44] :

2A¢
= 3.50 3.36
- (3.36)
Cette derniére prend la valeur :
T, ~ 0.571A, (3.37)

Si on traite les noyaux de la région des terres rares Aq est de Uordre de 1 MeV [53], ce

qui entraine que T, ~ 0.571 MeV.

3.2.4 Energie

Il est bien connu que la notion de température est trés importante dans ’étude des
noyaux chauds. Il s’avére plus intéressant de parler plutét de noyaux en termes d’énergie
d’excitation donnée plutot qu’en terme de température donnée. L’expression de 1’énergie
du systéme étant donnée par I’équation (1.83), en remplagant la somme discréte par une

somme continue, cette derniére donne :

“+w

E' = /5 —— tanhé(E— m)—l—tanhE(E—l— m) dg—A—Q (3.38)
—9 °F g\ g\ G '
M
e +w62 o 22 A2

E = g/ada - g/Eds + Edg el (3.39)

—w —w _%

Dans le cas ou v = 0, I’équation ci-dessus devient :
+w 6 AQ
€
E = 1— —=tanh=F - — A

g/s[ Etan 5 ]dé? G (3.40)

—Ww
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a) Energie en fonction du moment angulaire

Dans le but de traiter la variation de ’énergie en fonction du moment angulaire M et

apres avoir fait tendre 3 vers co, ’expression donnée par I’équation (3.39) se réduit a :

e "o 2 e A2
E’:g/ada—g/%da—g/%dg—g (3.41)
et et +2]7\r{g
qui s’écrit également :
+w
g2 A?
E =-2 —de — — .
g / Eda e (3.42)
s

Dans le but de calculer I'intégrale ci-dessous on procéde au changement de variable ¢ =

A sinh x, ce qui conduit a :

+w ) Argsh X
/ %ds = A? / sinh® r dx (3.43)
+% Argsh ﬁ

Tous calculs faits on obtient le résultat suivant :

Argsh ¥ tw
1 2
/ sinh®2 dox = 3 % 1+ <%> — Argsh% . (3.44)
Argsh 51 +3mg
D’aprés I’équation (3.17) et le résultat donné par ’équation ci-dessus, on obtient :
1 M M? 1
E = —guw? — —gA\* + — A?%)2 3.45

Pour f — oo et v = 0, U'expression de ’énergie est égale a :

1

29A3

By = —gu* —

ou E c’est la valeur de I’énergie la plus basse, c’est-a-dire I’énergie du fondamental.
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b) L’énergie d’excitation :
L’expression de ’énergie d’excitation B’ — E! peut étre écrite comme suit :
0

1 M, M 1
E — E| = 5g(Ag — A?) + %(4m2g2 + A?)2 (3.46)

Pour v = 0, cette derniere prend la forme suivante :

1
E' — By = 59(A) - &%) (3.47)

En utilisant les équations (3.46) et (3.22), ainsi que approximation suivante :

(3.48)

(1—e)"=1—mne pour € petit,

nous arrivons a 'expression de E' — E|| en fonction de M dans le cas ot M < M, :

1 M 1 M M M?
E' — El = —gA\? —gA? 1-— 2 3.49
0 29 OMC+2g OMC( Mc+4Mc2)2 ( )
qui s’écrit également :
1 M M
E' —E,=—gN\2— (2 — 3.50
0= 99501 ( 2MC> (3.50)

Dans le cas ou M > M., I’équation (3.46) devient :

1 M? 2m?2g? A2
E' — E) = —g(A; — A? 1+ — 3.51
= o83 — &%+ g (14 20 (351)

qui prend la forme finale suivante :

1 M?
'~ Bl = —g(A2 — A? 52
E 0 29( 0 )+4mgg (3.52)
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3.2.5 Energie libre

L’expression de ’énergie libre du systéme donnée par ’équation (2.105) devient dans

le cas d’une distribution uniforme des niveaux :

+w +w
A2
F:g/(e—E) ds—?g/Log(l—l—eﬁE) d€+E
ou encore :
+w +w
F:—g/Eda—Qg/Log(l—l—e de—l—g/—tanh ) de

On fait tendre § vers l'infini. L’expression (3.54) prend la forme suivante :

+w +w
A2
F:—2g/\/52+A2 d€+g/ﬁ de
A 0\/5 + A

Z\/ 222 +1+Argsh(A)

Le calcul de ces intégrales conduit a ’expression suivante :

w2
F=—-wAg\/1+ — A

ou :

2

+w

AQ
/V52+A2 de = —
0

w
En tenant compte de 'approximation d’ordre — >> 1, ’équation (3.57) devient :

A

F=—gw

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Les différentes grandeurs évaluées dans le cadre du modeéle uniforme seront étudiées

numériquement et discutées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Résultats numériques-Discussion

4.1 Introduction

Afin d’étudier I'impact de la température du noyau et du moment angulaire sur la
variation des grandeurs thermodynamiques déduites précédemment, nous allons dans ce
qui suit évaluer ces grandeurs en utilisant deux modeéles schématiques : le modeéle uniforme
[16,17] et le modele de Richardson [37] puis le modele réaliste de Woods-Saxon. Ce dernier
sera appliqué a deux noyaux : le Gadolinium (};2Gd) et 'Hafnium (}3*H f). Le but est
d’étudier le comportement de certaines grandeurs thermodynamiques données par les trois

modeles, en fonction de la température et du moment angulaire.

4.2 Cas des modéles schématiques

4.2.1 Le modéle uniforme

Nous avons utilisé ce modele avec les valeurs (g =7 MeV ™1 Ag =1 MeV,m = 2 h)
qui correspondent approximativement a celles des terres rares.

L’équation (3.22) nous permet d’obtenir I’allure illustrée par la figure (4-1) qui repré-
sente les variations du parametre du gap A en fonction du moment angulaire pour une

température nulle.
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T =0MeV

1.0

F1G. 4-1 — Variation du paramétre du gap en fonction du moment angulaire pour une
température nulle.

Les équations (3.24) et (3.25) donnent les pentes de la fonction donnée par I’équation
(3.22) pour un moment angulaire nul (y = 0) et pour un moment angulaire ayant sa
valeur critique (M = M,) respectivement.

Lorsque M = 0, le paramétre du gap atteint sa valeur maximale. Il diminue lorsque
le moment angulaire augmente et s’annule pour M = M.. Les corrélations d’appariement
s’annulent au dela de M = M, = 14h. Le parameétre du gap s’annule également avec une
pente infinie (voir la figure 4-1).

Nous constatons que, plus le moment angulaire augmente, plus les corrélations d’appa-
riement diminuent jusqu’a s’annuler. En fait, quand le moment angulaire atteint sa valeur
critique, toutes les particules se regroupent autour du niveau de Fermi.

Les variations de la demi largeur du gap en fonction de la température, pour un
moment angulaire nul, sont données par ’équation (3.33). Cette derniére nous permet de

tracer la courbe de A en fonction de T représentée par la figure (4-2). Elle est monotone

62



0=

oz

oo T T T T T T T T T 1

| | C T(MeV) |

F1G. 4-2 — Variation du parameétre du gap en fonction de la température pour un moment
angulaire nul(y = 0).

décroissante et s’annule pour T = T,. Par ailleurs elle atteint son maximum 4, pour
T =0.

L’équation (3.47) nous permet d’étudier I’évolution de la demi largeur du gap en
fonction de I’énergie d’excitation ; ceci est illustré par la figure (4-3). Cette derniére montre
que la demi largeur du gap est inversement proportionnelle & I’énergie. A diminue lorsque
I'énergie augmente et s’annule pour la valeur £ — Ejj = % gAZ qui est énergie a partir de
laquelle le systeme devient un gaz de Fermi.

La figure (4-4) est obtenue par la résolution des équations (3.50) et (3.52). Pour M <
M., comme on I’a déja constaté, la demi largeur du gap est positive et s’annule pour
M = M, (voir figure (4-1)). Ceci correspond a une énergie d’excitation correspondant &
un regroupement des particules autour du niveau de Fermi. Par ailleurs, pour M > M.,

I’énergie d’excitation a ce stade permet aux particules de quitter le niveau de Fermi.
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F1a. 4-3 — Variation de la demi largeur du gap en fonction de 1’énergie d’excitation pour
un moment angulaire nul.
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F1c. 4-4 — Evolution de I’énergie d’excitation en fonction du moment angulaire pour une
température nulle.
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4.2.2 Le modéle schématique de Richardson

Dans le but de tester la validité des équations établies dans le premier chapitre, nous
avons utilisé le modele schématique de Richardson. Il s’agit d’un modéle simple consistant
en un spectre discret de niveaux d’énergie équidistants €, = v; avec 1 < v < N doublement
dégénéré, ou N est le nombre de particules.

Les équations du gap (1.60), (1.62) et (1.65) se présentent sous forme d’un systéme

non linéaire de trois équations :

(2 _ tanhB(E — m)—i—tanhB(E—i- m,)
G~ Z2E, g\ T M g \ v T
gy — A B B
no= >y |1— tanh = (&, —ym,) + tanh = (E, +ym,) (4.1)
P 2F, 2 2
M= L é(E,, + ym,) — tanh é(E,, - vml,)}
\ v>0 2 2 2

a trois inconnues A\, A et .
Nous avons élaboré un code de calcul pour résoudre numériquement ce systéme. Dans
une premiere étape nous avons étudié le cas v = 0 ce qui permet de réduire le systeme

précédent & un systéme de deux équations données ci-dessous :

ny = Eo[l & tanh (gE,, ] W)

2 1 3
E —V>; E {tanh <§Ey)}

les inconnues étant A\ et A.

g, — A

La résolution de ce systeme a été réalisée par un code de calcul basé sur la méthode
de Newton-Raphson. Le modeéle de Richardson correspondant a un nombre de particules
valant 8,10, 16 et 32 respectivement ainsi que pour N = 10 [59], a été utilisé. Les résultats

obtenus sont consignés dans le tableau ci-dessous :
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N | G (MeV) | A (MeV) | A (MeV)

8 0.8 45 2.501

10 0.4 5.5 0.822 (4.3)
16 | 0475 8.5 1.979

32| 0375 16.5 2.234

Afin d’obtenir la température critique, on pose A = 0 dans le systéme (4.2). Ce dernier

se réduit a deux équations données par :

N=X[i-

2_

G

v>0

€, — A

v>0 ’51/ —A

5 1

lew — Al

B
tanh | —
anh | 5

= A1)

e (3l

(4.4)

Pour les mémes valeurs de N (8,16, 10 et 32 particules) nous obtenons les résultats

suivants :

N | G (MeV) | A (MeV) | T, (MeV)

8 |08 45 1.335

10 || 0.4 5.5 0.466 (4.5)
16 || 0.475 8.5 1.105

32 | 0.375 16.5 1.260

La prise en compte du moment angulaire nécessite la résolution du systéme (4.1).

La résolution de ce type de systémes est généralement traiter en utilisant la méthode
de Newton qui est, rappelons-le, un procédé itératif consistant a calculer, pour chaque
itération, la matrice jacobienne, ce qui nécessite 1'évaluation de n? dérivées, ol n est le
nombre des inconnues du systéme.

Cependant, la méthode de Newton présente un inconvénient majeur, car la matrice
jacobienne obtenue ne peut étre inversée systématiquement. C’est pourquoi, 'utilisation

des méthodes quasi-Newton, qui sont des méthode dérivées de la méthode de Newton, est
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privilégiée et parmi ces derniéres, on trouve la méthode de Broyden [50]. Cette méthode
permet de calculer un nombre plus important de dérivées parce qu’elle utilise des approxi-
mations successives pour calculer et inverser la matrice jacobienne en effectuant des mises
a jour de rang un dans la direction de progression de 1’algorithme [51]. Notons toutefois
que cette méthode est trés sensible au choix des valeurs initiales des parameétres. Si ces
derniéres sont bien choisies, la méthode converge rapidement vers les solutions physiques
du probléme.

En tenant compte du moment angulaire, nous avons résolu le systéme (4.1) par la
méthode de Broyden.

Les résultats obtenus, par cette méthode, pour les trois systemes a 8, 16 et 32 particules

sont donnés dans le tableau suivant :

N |G (MeV) | XN(MeV) | A(MeV) || v (MeV/h)
8 108 4.401 1.819 3.036
16 || 0.475 8.482 1.357 6.620
32 || 0.375 16.485 3.208 10.891

Nous remarquons sur la figure (4-5) que la valeur du niveau de Fermi reste pratiquement
constante avec I'inclusion du moment angulaire. Par contre, on note une influence notable
sur les valeurs de la demi largeur du gap. La prise en compte du moment angulaire diminue
la valeur de A pour N = 8 et 16 et 'augmente pour N = 32.

Pour obtenir la température critique pour les trois systémes de particules, on résoud le

systéme (4.1) en annulant A. On obtient les valeurs :

N | G (MeV) | XN(MeV) | v (MeV/h) (| T (MeV)
8 | 0.8 4.411 2.981 0.873

16 || 0.475 8.512 6.567 0.753

32 | 0.375 16.421 10.980 0.8124
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F1c. 4-5 — Variations du niveau de Fermi en fonction de la température pour différentes
valeurs du nombre de particules.
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Fic. 4-6 — Evolution de la demi largeur du gap en fonction de la température pour un
moment angulaire nul.
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Fic. 4-7 — Variation de la demi largeur du gap en fonction de la température pour un
moment angulaire nul et pour différentes valeurs de G' dans le cas N = 8.

Lorsque v = 0, la résolution du systéme (4.2) nous permet d’obtenir les variations de
la demi largeur du gap en fonction de la température pour différentes valeurs de N (N =
8,16, 32). Nous avons représenté dans les figures (4-7) et (4-8) 'allure de la demi-largeur
du gap en fonction de la température pour différentes valeurs du nombre de particules puis
différentes valeurs de I'intensité de la force d’appariement. Le comportement des courbes
(4-6), (4-7) et (4-8) est semblable & celui obtenu avec le modeéle uniforme.

La figure (4-6) nous montre 'influence du nombre de particules ainsi que la constante
d’appariement G sur la température critique. Ces derniers permettent, par leur accroisse-
ment, d’augmenter la température critique et la demi largeur du gap comme l'indiquent
respectivement les figures (4-7) et (4-8).

L’intégration du moment angulaire comme le montre la figure (4-9), diminue la demi-
largeur du gap. En effet la température critique a diminué, pour N = 8, de 7'~ 0.46 MeV
par rapport a la premiére situation (Lorsque v = 0). La figure confirme également la

conclusion concernant l'influence du nombre de particules. Il apparait clairement que
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F1G. 4-8 — Comportement de le demi largeur du gap en fonction de la température pour
un moment angulaire nul et pour différentes valeurs de N avec G = 0.4.

I’acccroissement du moment angulaire s’accompagne d’un accroissement de brisure de
paires appariées.

Les résultats précédemment établis nous permettent & présent d’étudier les variations
de quelques observables du systéme de particules en fonction de la température.

Il s’agit en particulier de :

a) L’énergie d’excitation

Pour un moment angulaire nul, nous avons représenté dans la figure (4-10), I’énergie
d’excitation. Cette derniére est d’abord nulle sur un premier intervalle de température.
Sur cet intervalle, la demi largeur du gap est stable autour d’une certaine valeur (voir
figure (4-6)). Au dela de celle-ci, on enregistre un accroissement parabolique de 1’énergie
d’excitation jusqu’a la température critique. Sur le méme intervalle, la demi largeur du
gap diminue significativement jusqu’a s’annuler. A partir de la température critique, la

courbe est monotone croissante avec une allure quasi-linéaire.
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Fic. 4-9 — Méme commentaire que celui de la figure 4-6 dans le cas v # 0.

L’inclusion du moment angulaire, comme le montre la figure (4-11) augmente signifi-
cativement ’énergie d’excitation par rapport a la situation précédente lorsque la tempé-
rature est en dessous de la température critique. Au dela de celle-ci, I’énergie d’excitation
décroit presque linéairement.

En fait, & partir de la température critique, la chaleur annihile graduellement les effets
du moment angulaire comme le montre la figure (4-12) pour N = 8,16 et 32.

Pour N = 8 nous remarquons une décroissance de 1’énergie d’excitation en fonction
de la température presqu’a la valeur 0.3MeV, puis croit de nouveau jusqu’a T,.. Ceci
s’explique par le fait que l'effet du moment angulaire a été diminué par le fort couplage

(G = 0.8) des particules appariées.

b) La capacité calorifique

La figure (4-13) montre ’évolution en fonction de la température de la capacité calori-
fique pour un moment angulaire nul. Celle-ci augmente rapidement pour une température

T < T, et atteint son maximum pour 7' = T,. Elle diminue significativement par la suite
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sur un petit intervalle donné. Au dela de cet intervalle, I’allure de la courbe dépend de

la valeur de la constante d’appariement utilisée. Plus cette derniére est petite plus la
courbe a tendance & prendre une forme parabolique avec une pente plus élevée comme
c’est indiqué dans la figure (4-14).

Aprés inclusion du moment angulaire, les résultats obtenus sont présentés dans la figure
(4-15). Cette derniére montre que dans le cas T' < T, les deux courbes qui correspondent &
N =8 G=0.35et N =16, G = 0.475 nous donnent une capacité calorifique négative. En
effet, pour cet intervalle de température, le systéeme change d’état pour une température
inférieure a la température critique (passage a 1’état liquide ou vapeur).

Pour N = 8, G = 0.8 la courbe suit le méme comportement que celui dans la figure
(4-14) qui correspond & v = 0, cependant on observe une diminution dans les valeurs de la
capacité calorifique. Par contre, pour le méme nombre de particules (N = 8) et G = 0.35,

la capacité calorifique devient négative, le systéme change donc d’état.

c) L’entropie

En ce qui concerne 'entropie, la figure (4-16) montre que la variation de I'entropie
suit les méme tendances que I'énergie d’excitation pour un moment angulaire nul (voir
commentaire ci-dessus). En effet, pour 7' < T, 'entropie est plus faible que dans le cas
T > T.. Ce qui prouve que les particules sont plus ordonnées dans 1’état supraconducteur
que dans ’état normal (gaz de Fermi).

Par contre, en incluant le moment angulaire, comme le montre la figure (4-17), l’en-
tropie croit a partir d’'une valeur quasi-nulle sous forme concave jusqu’a la température
critique. Le degré de concavité augmente avec la diminution de la constante d’apparie-
ment. Ensuite, elle continue son ascension sous forme linéaire. Le désordre du systéme est
alors plus important pour 7' < T, (évolution parabolique) a cause de l'effet de la tempéra-
ture et du moment angulaire. Au dela de celle-ci, I’effet du moment angulaire est diminué
par la température et le désordre s’accroit moins vite (évolution linéaire). Contrairement
au cas précédent, les particules sont moins ordonnées dans le cas supraconducteur que

dans le cas d'un gaz de Fermi.
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F1G. 4-10 — Variation de I’énergie d’éxcitation en fonction de la température pour diffé-
rentes valeurs du nombre de particules et pour un moment angulaire nul.
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angulaire.
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valeurs du nombre de particules.
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nombre de particules lorsque v = 0.
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F1a. 4-15 — Méme commentaire que celui de la figure 4-13 avec prise en compte du moment

angulaire.
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F1G. 4-16 — Evolution de I’entropie en fonction de la température pour différentes valeurs

de N et un moment angulaire nul.
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4.3 Cas réaliste

Apres avoir étudié ces modeles schématiques, nous avons tenté de nous intéresser au cas
réaliste. Nous avons pour cela opté pour les énergies et états propres d’'un champ moyen
déformé de Woods-Saxon en prenant en compte les niveaux d’énergie correspondant & un
nombre de couches maximal égal & 12 (Nyax = 12). Les parametres de ce modele sont
ceux des références [38,39]

A titre d’exemple, nous avons choisi deux noyaux : le Gadolinium ({1>Gd) et 'Hafnium

154

(79°H f). Le premier est un noyau du début de la table des noyaux des terres rares et le

second est en fin de la table. Nous avons étudié séparément les systéme neutrons et protons
pour chaque noyau, car nous avons supposé que ces systémes n’interagissent pas.

N’ayant pas pu résoudre le systéme non linéaire (4.1) nous nous sommes limité au cas
v = 0, c’est a dire a la résolution du systéme habituel (4.2) sans la prise en compte du
moment angulaire. En effet, la méthode itérative de Broyden ne converge pas lors de la
résolution (4.1) et ce malgré le changement fréquent des valeurs initiales, contrairement
aux cas schématiques.

Dans le présent travail, nous avons choisi de déduire les valeurs de G, et G,,,, directe-
ment & partir des valeurs expérimentales des parametres du gap A,, et A,,,,. Ces derniéres
sont déterminées a partir des différences de masse pair-impair définies par [4] :

ATP = —%[M(Z+2,N) —AM(Z+1,N)+6M (Z,N) —4M (Z —1,N)
+M (Z —2,N)]

ASP = —% (M (Z,N+2)—4M (Z,N +1)+6M (Z,N) —4M (Z,N — 1)
+M (Z,N — 2)]

ot M est la masse expérimentale déduite de la table de Moller [58].
Les valeurs des constantes d’appariement correspondant aux différents noyaux consi-

dérés sont données dans le tableau ci-desous pour la théorie BCS habituelle dans le cas
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de 'appariement entre particules identique.

Nous avons représenté dans les tableaux ci-dessous les valeurs du parametre du gap,

(pour les systémes protons et neutrons), et les valeurs des niveaux de Fermi pour le noyau

Noyaux || G, G)
@$2Gd 0,0782 || 0,0797
By | 0,0786 | 0,078

Gadolinium en fonction de la température.

T(MeV) | Ap(MeV) | Ap(MeV)
0 0.974 —11.805
0.1 0.974 —11.805
0.2 0.967 —11.806
0.3 0.919 —11.808
0.4 0.787 —11.806
0.5 0.487 —11.797
0.55 9.2 x 1073 | —11.788
0.6 5.3 x 1073 | —11.758
0.61 0 —11.751

T(MeV) | Apy(MeV) | \p(MeV)
0 1.428 —2.2
0.1 1.428 —2.2
0.2 1.427 —2.2
0.3 1.411 —2.198
0.4 1.361 —2.193
0.5 1.257 —2.182
0.55 1.178 —2.175
0.6 1.07 —2.166
0.7 0.76 —2.144
0.75 0.476 —-2.13
0.8 4.3 x107% | —2.123
0.82 0 —2.119

La méme étude pour le Hafnium donne les valeurs :
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T(MeV) | Ap(MeV) | A\(MeV) T(MeV) | Ay(MeV) | Ap(MeV)
0 0.923 —11.995 0 1.295 —0.0296
0.1 0.923 —11.995 0.1 1.295 —0.0296
0.2 0.918 —11.991 0.2 1.294 —0.0296
0.3 0.886 —11.977 0.3 1.273 —0.0275
0.4 0.805 —11.955 0.4 1.213 —0.0189
0.5 0.64 —11.927 0.5 1.092 1.3 x 1072
0.6 0.242 —11.894 0.6 0.88 3.1x1072
0.61 0.13 —11.891 0.7 0.462 7.6 x 1072
0.63 5x 1073 —11.888 0.74 6.7 x 107* | 0.097
0.64 0 —11.872 0.75 0 0.091

A partir de ces valeurs, nous obtenons les graphes donnant les variations de la demi
largeur du gap en fonction de la température pour les systémes neutrons et protons donnés
par la figure (4-18) ci-dessous. Nous remarquons que l’allure des courbes est semblable a
celle obtenue par les modele uniforme et de Richardson.

Aussi, il apparait clairement que la demi largeur du gap s’annule plus vite pour les
neutrons que pour les protons et ce pour les deux noyaux considérés. La température
critique est de 0,8 M eV pour les protons du Gadolinium et de 0,6M eV pour les neutrons
alors qu’elle est de 0,74MeV pour les protons de ’'Hafnium et de 0,63MeV pour les
neutrons. Ceci signifie que les paires de neutrons nécessitent moins d’énergie pour se

briser en comparaison aux paires de protons.

4.3.1 L’énergie d’excitation

La courbe (4-19) donne I’évolution, pour chacun des noyaux, de I’énergie d’excitation
en fonction de la température. Cette courbe conserve la méme allure que celle obtenue dans
le cas du modele de Richardson pour les systémes neutrons et protons. Pour le Hafnium,
I’énergie d’excitation est plus importante pour les neutrons que pour les protons lorsque

T < T.. Au-dela de la température critique, la tendance s’inverse. L’énergie d’excitation
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Fic. 4-18 — Evolution de la demi largeur du gap pour les deux systémes protons et neu-

trons, en fonction de la température, pour le Gadolinium (}32Gd) et le Hafnium (33*H f).
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des protons du }42Gd est plus petite que celle pour le noyau 3*H f. On a une situation

inverse pour les neutrons.

4.3.2 L’entropie

Le comportement de ’entropie en fonction de la température pour ces deux noyaux
est semblable & celui du modele de Richardson (voir figure(4-20)).Toutefois, il convient
de préciser que le désordre atteint les neutrons plus vite que les protons parce que les
neutrons perdent leur appariement avant les protons, donc l’énergie requise pour leur

excitation est plus faible.

4.3.3 La capacité calorifique

La figure (4-21) montre que le pic au point 7' = T, pour les neutrons et les protons
des deux noyaux est plus élevé pour les protons que pour les neutrons. Ce comportement
peut s’expliquer par le fait que les paires de protons ont besoin de plus d’énergie pour se
briser que les paires de neutrons (voir figure(4-18)).

Pour T' > T, les deux courbes ont des comportements différents que ceux relatifs au
modele schématique de Richardson et ce pour le méme intervalle de température. Ceci
confirme notre conclusion concernant ’effet de la constante d’appariement sur la capacité
calorifique dans le cas du modéle de Richardson. Le fait que la constante d’appariement
soit petite, la capacité calorifique ne diminue pas sur I'intervalle considéré mais pour une
température plus grande. Le comportement observé dans le cas du modele de Richardson
pourra ainsi étre observé dans ce cas.

En conclusion , 'utilisation des trois modeéles nous a permis de dégager des résultats
analogues concernant ’appariement des particules. Ce dernier diminue avec I’augmenta-
tion de la température et du moment angulaire. Cette diminution est accompagnée par
I'excitation des particules qui, sans moment angulaire, est plus importante au dessus de
la température critique. Dans le cas contraire, la situation est inversée du fait que 'effet

du moment angulaire diminue au dela de cette température. A partir de la température
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F1c. 4-19 — Comportement de I’énergie d’excitation pour les deux systémes protons et neu-
trons, en fonction de la température, pour le Gadolinium (}32Gd) et le Hafnium (33*H f).
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F1a. 4-20 — Variation de I’entropie pour les deux systémes protons et neutrons, en fonction
de la température pour le Gadolinium (}3°Gd) et le Hafnium (33*H f).
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critique le systéme se transforme en gaz de Fermi.
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F1G. 4-21 — Evolution de la capacité calorifique pour les deux systémes protons et neutrons,
en fonction de la température pour le Gadolinium ({32Gd) et le Hafnium (331H f).
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Conclusion

A travers ce travail, nous avons d’étudié les effets simultanés des corrélations d’appa-
riement et du moment angulaire sur les noyaux chauds.

Pour ce faire, nous avons établi dans le cadre de la méthode FTBCS(méthode BCS a
température finie) I'expression de la grande fonction partition, a partir de laquelle nous
avons explicité les équations du gap et les expressions des grandeurs statistiques usuelles
comme le nombre de particules, le moment angulaire, ’énergie du systéme, la capacité
calorifique et I’entropie.

Nous avons par la suite repris I’étude en utilisant la méthode des intégrales de chemin.
La théorie des perturbations nous a permis de reformuler la grande fonction partition.
Cette derniére a été écrite sous forme d’intégrale de chemin par le biais de la matrice
densité. Le calcul de la grande fonction partition est difficile du fait qu’elle contient une
interaction & deux particules. Ce probléme a été contourné par l'utilisation de la trans-
formation de Hubbard-Stratonovich. L’interaction & deux corps a été remplacée par une
interaction & un corps avec un champ moyen. Cette méthode est 1’équivalent du champ
moyen d’Hartree-Fock. L’évaluation approximative de I'intégrale de chemin a été ensuite
établie dans le cadre de 'approximation statique qui consiste & supposer que les chemins
d’intégration sont indépendants du temps imaginaire. On a pu ainsi obtenir un nouvel
hamiltonien dont la diagonalisation a mené & 1’établissement de la transformation de
Bogoliubov-Valatin et de I’énergie libre du systéme. Cette derniére a été minimisée par la
méthode du col afin d’obtenir I’équation du gap. Les résultats obtenus sont identiques a
ceux de la précédente méthode (FTBCS).

Nous avons appliqué les équations précédemment obtenues ainsi que les grandeurs
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statistiques & un modéle schématique uniforme. Ceci nous a permis de lisser I’ensemble
des équations et, donc, de passer des expressions discrétes a des expressions continues a
I’aide d’une densité de niveaux supposée constante dans un domaine contenant le niveau
de Fermi. Ainsi, nous avons obtenu I’expression de la demi largeur du gap en fonction de
la température puis du moment angulaire. Nous avons aussi exprimé ’énergie d’excitation
en fonction de la demi largeur du gap puis du moment angulaire.

La résolution de ces équations a été effectuée par un code de calcul que nous avons
confectionné. Il nous a permis de comprendre le comportement des corrélations d’appa-
riement par rapport aux variations de la température et du moment angulaire.

En effet, ces corrélations disparaissent & partir d’une température critique ce qui per-
met de générer une énergie d’excitation transformant le systéme en un gaz de Fermi. Le
moment angulaire a le méme effet que la température sur les noyaux car pour un moment
angulaire critique, le systeme adopte 1’état normal c’est & dire celui de gaz de Fermi et
dans lequel les particules deviennent excitées.

Nous avons, enfin, appliqué ces équations au modeéle schématique de Richardson et
comparé le comportement des grandeurs statistiques en fonction de la température avec
et sans moment angulaire. Le méme travail a été réalisé pour le modéle réaliste de Woods-
Saxon. Ce dernier a été effectué sans prise en compte du moment angulaire du fait de
la difficulté de la résolution du systéme non linéaire, en utilisant la méthode itérative de
Broyden. Les résultats obtenus ont confirmé nos conclusions précédentes concernant le
comportement des corrélations d’appariement par rapport a la température. Aussi, nous
avons constaté que le moment angulaire a tendance a détruire 'appariement. De plus,
leffet de ce dernier s’estompe graduellement une fois que la température tend vers la
température critique. L’énergie d’excitation est plus importante en présence du moment
angulaire et ce pour une température inférieure a la température critique. Au dela de
cette température, I’énergie diminue. Ces conclusions nous ont permis de comprendre les
variations de l’entropie c’est a dire le degré de désordre du systéme avant et apres la
température critique. En fait, en ’absence du moment angulaire, le degré du désordre est

plus important pour une température supérieure a la température critique alors que s’il
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existe, la tendance s’inverse.

Nous avons finalement étudié 'effet de la température sur les systémes neutrons et
protons des noyaux Gadolinium({3?Gd) et Hafnium(33*H f) en utilisant le champ moyen
réaliste de Woods-Saxon. Cette étude nous a montré que la brisure des paires de neutrons
nécessite moins d’énergie que celle des paires protons. Globalement, le comportement
général de toutes les grandeurs statistiques est identique a celui étudié dans le modéle
schématique de Richardson sans prise en compte du moment angulaire.

En conclusion, la température et le moment angulaire sont des facteurs qui brisent les
corrélations d’appariement existant entre les nucléons du fait qu’ils aident a générer une
énergie d’excitation capable de transformer le systéme nucléaire en un gaz de nucléons de

Fermi.
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Annexe A

L’hamiltonien du systéme en

représentation quasi particule

Soit ’hamiltonien donné par I’équation (1.30) auquel nous appliquons le théoréme de

Wick. Le premier terme de ’hamiltonien s’écrit comme suit :

afa, = (afa,)+:afa,: (A1)

afa; = (afaz)+:afa;: (A.2)

Considérons maintenant le terme correspondant & la deuxiéme partie de ’hamiltonien. I1

s’écrit :

dtatosa, = (atal)an) — (oo (ata,) + (afan) (afos)
+(afar) : apa,:—(afaz):ata,:+ (a}a,):afay:
+ : oafal :(azay) —:atan: (afa,) +:afa,: (afag)

+ : afalaza,: (A.3)
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Appliquons la transformation donnée par ’équation (1.13) aux différents opérateurs. On

obtient pour les termes entiérement contractés les résultats suivants :

(afa ) = 6 upvr {ogf ap) — Spuur, (o o) + Spunv (A.4)
<akal) = 5M”U,ﬂ}k <CY;~:CY1> — 5,;lukvl <Oélj_0ék> + 5klukvk (A5)
<a$al> = R <a;al> — VUL <Ozlf“oz,;> + 5klv,% (A.6)
<akal+> = VR <a']~:o¢l~> — UL <ozl+ozk> + O (A.7)

Le calcul des différents produits normaux conduit & :

cafa)l = wpwol of + wued ap — woradag + vviagag (A.8)
cafap = ukvlaZalf + upwe; oy — vkvlalfa,; + wogagay (A.9)
Capay = vlvkagalfr — ukvla;ak + ulvka}:al + UpU O p Oy (A.10)
Caga) = ulvkaga;r — wpwe; oy, + vkvlaga[ + upviag g (A.11)

Le produit normal de quatre opérateurs s’écrit :

+ot e (0,20,2 2,2\ + + P + +
ay a; apay = (ukul + v, ) Qy O oy + ukvkulvl(ak Qg agag, + o o) oy
+ o+ 2 2 + o+ (At + + + .\ A
—1—20% Q; Qi — WY (uk + vk) [ak a; (ai ar + al) + (al o) + oz al) alal]
2,2 ( + + 4+ + e
—ULV; (&k oz o af + alalakak> (A.12)

L’hamiltonien, donné par 'équation (1.30), devient :

H' = Ey+ Hyy + Hao + Hop + Hoo + Hiz + H3y + Hyo + Hos (A.13)

ou Ey, Hyy, (Ha et Hog), Hao, (Hy3 et Hsy), (Hyo et Hoy) sont donnés respectivement par
les équations (1.33), (1.36), (1.39), (1.41), (1.43) et (1.46).
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Annexe B

Dérivées partielles du deuxiéme

ordre

L’expression du dénominateur de la densité de niveaux donnée par ’équation (1.75)

contient des dérivées partielles du premier et deuxiéme ordre de {2 par rapport aux para-

meétres a, A et 5 que 'on doit expliciter.

En tenant compte de 1’équation (1.65), on obtient :
920 ) eP(Ev—ymy) ) eP(Bvtymy)
a3 5 — vy & El/ - v a EV v
g7 = 2" { g B (B = ma)) o+ B (B ama))

(B.1)
Sachant que :
0 A OA OE, A 0A
L BE,+ym)) ==L 4m, -2 B.2
aﬂ(@( ymy)) ﬁEyc?u m on B on (B.2)
il vient :
920 A —m,, BBy —ymy) eP(Evt+ymy)
W:_BAa_Z?{ BB )Y BBy yms))2
H pizg Er | (14 ePEvyme))® (1 4 efEvtymy))
eB(EV_'YmV) eﬁ(EV+7mV)
+y m? s + - (B.3)
"\ W erEmma T (1 o)
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En tenant compte du fait que :

e 1

(1+ e2)? " 4cosh’x

I'expression (B.3) devient :

it

v>0

OA < my , B
_BAEZZLEV |:SeCh 5 (E,, —

v>0

1
— —sech’z

: (B.4)

{sech2 g (E, —ym,) + sech? g (E, + WWLV)]

ym,,) — sech? g (B, + vm,,)} (B.5)

La condition de conservation du nombre de particules donnée par I’équation (1.62) nous

2

permet de calculer En effet, nous avons :

(B, —9my,) + tanhg (B, + 'Ymu)}

eﬁ(Ev+’YmV)

a2’
920 1 0 (Be, —a B
P02 —ﬁgﬁ( 7 ){tanhE
€, — A O eB(Ev—ymy)
_Z E a_(ﬁE”){ B(Ey—ymu))2
<o bv Oa (14 ePBym))

} (B.6)

+
(1 + eﬂ(Eu+'7mV))2

& A BAOA
90 VB = 5T e (B.7)
et de :
8 ﬁgy — B 1 5 8A
on arrive & :
52Q A2 e, — A A ﬂ ﬁ
da2 ; (QBE:Vs + 153 5A%) {tanhE (B, —ymy) + tanhE (B, + 'ymy)}
e 2 [ ceen? y
+Z 4F? (51, e 5A%) {sech 5 (E, —ym,) + sech 5 (B, + 7%3})

v>0

2

Pour le calcul de —
B
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Cette dérivée est donnée par :

9*Q — A
T~ i (on ) (g B s

L (e, — A 8 B(Ey—ymy) B(Ev+ymy)
e R ) e s
2E, 0p (1 4 eBB—rm)) (1 4 eBBEutrm))

v>0
2A 0A
+?% (B.10)
expression dans laquelle :
0 (Ble, =N\ 1 A
o (7 = ey (B.11)
et :
1 _ 9 6A}
6(5E) E,F”(” A) 4+ A% 4 A 35 (B.12)

En remplagant les dérivées partielles ci-dessus dans I’équation (B.10), on obtient I’équation
donnée par 'expression (1.103).
En dérivant par rapport & o I’équation (1.65) donnant la condition du conservation du

moment angulaire, on aboutit a :

B(Eu+’7mu) IB(EU_'YmU)
¢ ¢ } (B.13)

70 S w68, -
dadp ~ Yoo T (1 + eBEArm)E (1 4 eB(Bu—ym))?

En tenant compte de I’équation (B.7) on obtient l’expression (1.104).

En dérivant la méme équation (1.65) par rapport a 3, on trouve :

B(EV+'YmV) E(EV_’YmV)
c ‘ } (B.14)

0%Q 0
= — (BE _
0B0u Zm” o3 (BE,) { (14 eBEArm))? (1 4 eBB—ym))?

v>0
En tenant compte de I’équation (B.12), on établit I’équation (1.105).
2

Concernant le terme ———, la dérivée seconde par rapport a (5 de la condition de conser-

5B0a
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vation du nombre du particules donnée par I’équation (1.62) conduit & :

>0 1 0 (Ble,—N) 8 B
ow ~ I E) (e B anh (Bt

gy — A0 eBEv+ymy) eB(Ey—ymy)
-2 55 (PEV) 7+ : (B.15)
E, 08 (1 + eB(EVJr'ymu)) (1 + e,@(Ey—ymy))

En substituant les équations (B.11) et (B.12) dans ’équation (B.15), on obtient I’équation
(1.106).

Les dérivées de A par rapport aux multiplicateurs de Lagrange sont obtenues a partir de
I'équation du gap donnée par I'expression (1.60). En dérivant cette derniére par rapport

a (3, on obtient :

0
0 = %;()Eig (EV — % (BEZ,)) {tanhg (E, —ym,) + tanhg (B, + vmy)}

1 8 eﬂ(Eu“r'me) e/B(EU_'YmU)
—— (BE, B.16
+Z E,, 86 <ﬁ ) { (]_ + eﬁ(Eu-i-’Ymu))Z + (]_ + eﬁ(EV_'YmV))2 ( )

v>0

L’équation (B.12) nous permet de passer a l’expression donnée par ’équation (1.109).

En dérivant I’équation (1.60) par rapport a y, on aboutit a :

LB B 8
0 = Z {tanh 5 (E, —ym,) + tanh 5 (E, + 7my)}

YR
v>0 2El’ a’u
1 a eﬁ(Ev_’YmV)
T o Eu - v
eB(EV+7mV)

0

B.17
(1+ e,B(Eu+'ymu))2) ( )

En tenant compte des deux expressions données par I’équation (B.2), on arrive a I’équation

(1.110).
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En dérivant ’équation (1.60) par rapport a «, on obtient :

0
0 = Zﬁ% (BE,) {tanhg (E, —ym,) + tanhg (E, + vmy)}

v>0

1 8 eB(E”—i_,Ym”) eB(EV_'Ymu)
7 5 (BEy B.18
+Z EV O (ﬁ ) { (1 + eﬁ(Ey+’Ymu))2 + (1 + @B(Eu*’YmV))2 ( )

v>0

En remplagant ’équation (B.7) dans 'équation (B.18) on trouve lexpression (1.111).

99



Bibliographie

[1] J. Bardeen, L. N. Cooper and J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 108 (1957)1175.
[2] A. Bohr, B. R. Mottelson and D. Pines, Phys. Rev. 110 (1958)936.

[3] M. Fellah, N.H.Allal, M.Belabbas, M.R.Oudih et N.Benhamouda, Phys. Rev. C 76
(2007)047306.

[4] F. Simkovic, Ch. C. Moustakidis, L. Pacearescu and A. Faessler, Phys. Rev. C68
(2003)054319.

[5] P. Ring and P. Schuk ”The Nuclear Many Body Problem” (Springer, Berlin Heidel-
berg, 2000).

[6] S.G. Nilsson and I. Ragnarsson ”Shapes and Shells in Nuclear Structure” (Cambridge
University Press, USA, 1995).

[7] W. Greiner and J. A. Maruhn ”Nuclear Models” (Springer, Berlin, Heidelberg, 1996).

[8] M. R. Oudih, M. Fellah, N. H. Allal, and N. Benhamouda, Phys. Rev. C 76
(2007)047307.

[9] M. Fellah, N. H. Allal, M.R. Oudih and N. Benhamouda. Alg. Rev. Sci. 2 (1998)59.

[10] M.R. Oudih, N. Benhamouda, M. Fellah and N.H. Allal. Acta Phys. Hung. A : Heavy
Ion Phys. 19 (2004)217.

[11] N. Benhamouda, N.H. Allal, M. Fellah and M.R. Oudih, Int. J. Mod. Phys. E14
(2005)197.

[12] M. Fellah, N.H. Allal, M.R. Oudih and N. Benhamouda, Eur. phys. J. A27 (2006)301.

100



[13] M. R. Oudih, M. Fellah, N.H. Allal and N. Benhamouda, Int. J. Mod. Phys. E15
(2006)643.

[14] N. Sandulescu, R. Rossignoli and R. J. Liotta, Phys. Rev. C61 (2000)044317.
[15] O. Civitarese, G. G. Dussel and R. P. J. Perazzo, Nucl. Phys. A404 (1983)15.
[16] L. G. Moretto, Phys. Lett. B35 (1971)379.

[17] L. G. Moretto, Nucl. Phys. A185 (1972)145.

[18] A. Goodman, Nucl. Phys. A352 (1981)30.

[19] M. Sano and S. Yamasaki, Prog. Theor. Phys. 29 (1963)397.

[20] C. Ngo et H. Ngo, "Physique statistique a I’équilibre et hors d’équilibre" (Masson,
Paris 1995).

[21] R. Balian, "Du microscopique au macroscopique". Tomel (Ellipses, Paris , 1982).
[22] Y. Alhassid, G.F. Bertsch, L. Frang, and S. Liu, Phys. Rev. C72 (2005)064326.

[23] S. Liu and Y. Alhassid, Phys. Rev. Lett. 87 (2001)022501.

[24] S. Rombouts, K. Heyde and N. Jachowicz, Phys. Rev. Lett. C58 (1998)3295.

[25] M. Rajasekaran, T. R. Rajasekaran, and N. Arunachalam, Phys. Rev. C37 (1988)314.
[26] R. Rossignoli and A. Plastino, Phys. Rev. C37 (1988)307.

[27] M. Marinus, H.G. Miller, R.M. Quick, F. Solms, and D.M. Van der Walt, Phys. Rev.
C48 (1993)1713.

[28] G. Puddu, Phys. Rev. C59 (1999)2500.

[29] K. Kaneko and A. Schiller, Phys. Rev. C75 (2007)044304.
[30] G. Puddu, Phys. Rev. C47 (1993)1067.

[31] G. Puddu, Phys. Rev. B45 (1992)9882.

32] G. Puddu, Phys. Rev. B44 (1991)905.

[33] G.Puddu, J. Phys. G : Nucl. Part. Phys. 27 (2001)73.

[34] N. Karchev, J.Phys : Condens.Matter. 18 (2006)1553.

101



[35] L. Ait Gougam, These de Magister, USTHB (1998).

[36] P. Moller and J. R. Nix, Nucl. Phys. A536 (1992)20.

[37] R. M. Richardson and N. Sherman, Nucl. Phys. 52 (1964)253.

[38] N. H. Allal and M. Fellah, Phys. Rev. C48 (1993)1656.

[39] N. H. Allal and M. Fellah, Phys. Rev. C50 (1994)1404.

[40] S. T. Belyaev, K. Dan. Selsk, Mat. Fys. Medd. 11 (1959)31.

[41] A. Messiah ”Mécanique Quantique, Tome 2” (Dunod, Paris 1995).

[42] J. Bardeen, L. N. Cooper and J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 106 (1957)162.
[43] 1. Ami, These de Magister, USTHB (2005).

[44] J-L. Hwang, Chi. J. of Phys. 3 (1965)35.

[45] J. Zinn-Juin, ”Intégrale de chemin en mécanique quantique” (EDP sciences, Paris

CNRS 2003).
[46] R. P. Feynman, Phys. Rev. 90 (1953)1116.
[47] R. P. Feynman, Phys. Rev. 91 (1953)1291.
[48] R. P. Feynman, Phys. Rev. 91 (1953)1301.
[49] J. Hubbard, Phys. Rev. Lett. 3 (1959)77.
[50] F. Jedrzejewski "Introduction aux méthodes numériques" (Springer, France 2005)
[51] www.tn.refer.org.
[52] Tony Sumaryada and Alexander Volya, Phys. Rev. C76 (2007)024319.
[53] K. Kaneko, and M. Hasegawa, Nucl. Phys. A740 (2004)95.
[54] S. Kerrouchi, These de Magister, USTHB (2005).
[55] C. Kittel, "Introduction & la physique de 1’état solide" (Dunod, Paris 1972).
[56] C. Kittel, "Théorie quantique du solide" (Dunod, Paris 1967).
[57] Y. Alhassid, G.F.Bertsch and L. Fang, Phys. Rev. C68 (2003)044322.
[58] P. Moller and J. R. Nix, Atomic Data and Nuclear Data Tables 59 (1995)185.
[59] V. Yu. Ponomarev and A. I. Vdovin, Phys. Rev. C72 (2005)034309.

102



