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Introduction

L’article de Chern-Moser est consacré a 1’étude des hypersurfaces analy-
tiques réelles de C"*! dont la forme de Levi est non dégénérée, essentiellement
du point de vue local.

Cette étude est inspirée par la géométrie riemannienne classique et par le
casn = 1, traité par E. Cartan qui, en 1907, a montré par un argument heuris-
tique qu'une hypersurface réelle dans C? admet des invariants locaux pour les
transformations biholomorphes et a reconnu I'importance du groupe spécial
unitaire agissant sur les hyperquadriques réelles [1]. L’hyperquadrique est
I’hyperquadrique réelle associée a une forme sesquilinéaire. C’est un espace
homogene sous un groupe spécial unitaire; on note H le groupe d’isotropie
d'un point.

On cherche un changement de coordonnées sous la forme 1 o ¢y avec ¢
dans H et fortement tangente a l'identité en un certain sens. On démontre
alors qu’il existe un unique changement de coordonnées de ce type qui mette
I’équation de M sous « forme normale ». Les « formes normales » sont définies
par 'annulation de certains coefficients . Ce résultat permet par exemple de
déduire que M peut, par changement de coordonnées, étre rendue osculatrice
a l'ordre 3, mais en général pas a 'ordre 4, a une hyperquadrique.

Soient z!,...,2""1 les coordonnées dans C"!; on étudie a l'origine les
hyperquadriques réelles définies par I’équation

r (zl, o 2V

zl,...,z”H) —0, (0.1)

ol r est une fonction analytique réelle qui s’annule a 'origine, telles que ses
dérivées partielles ne sont pas toutes nulles a 1’origine.
On pose

z= (.., 2"), 2" =w = u+iv. (0.2)

Suite a un changement de variables linéaire convenable, I’équation de M peut
s’écrire comme
v=F(z,z,u) (0.3)

ou F est une fonction analytique réelle qui s’annule, ainsi que toutes ses
dérivées partielles en 0. L’hypothese de base sur M est que M est non
dégénérée : i.e. sa forme de Levi est non dégénérée en 0

P ) gaﬁz( i )0. (0.4)
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Dans les paragraphes 2 et 3, on étudie le probleme de réduction a la forme
normale par des transformations biholomorphes en z, w. Ceci s’étudie d’abord
en terme de séries formelles au §2 et leur convergence vers une fonction
holomorphe est établie au §3 . Les résultats sont énoncés dans les théoremes
2.2 et 3.5. Il est bon de noter que la preuve de convergence se réduit a celle
des E.D.O.

La forme normale est trouvée en adaptant I'image holomorphe de 'hy-
perquadrique a la variété donnée.

Pour n = 1 ceci conduit a une osculation d’ordre 5 de I'image holomorphe
de la sphere au point en question, alors que pour n > 2 'approximation est
plus compliquée. Dans les deux cas, cependant 'approximation a lieu le long
d’une courbe transverse a l’espace tangent complexe ; la famille de courbes
ainsi obtenues satisfait a un systeme d’E.D.O. d’ordre 2 est associé de facon
holomorphiquement invariante a la variété.

A cause du role principal que jouent les hyperquadriques réelles, le cha-
pitrel est consacré a la discussion de leurs diverses propriétés. Dans la sec-
tion 2, on établit la réduction a la forme normale par des séries entieres
formelles ; au chapitre 3, on montre que les séries obtenues convergent vers
des applications biholomorphes. On termine au chapitre 4 par 1’étude des
points ombilicaux.



1 Hyperquadriques réelles de C"*!

1.1 Généralités

On note z* (1 < a < n), 2" = w = u + iv les coordonnées canoniques
dans C"*1.

Soit h: h(z) = >0 > 5 hyge® 29 une forme hermitienne non dégénérée
sur C", de signature (p,q). On considere 'hyperquadrique réelle Q c C**!
définie par

v = h(z). (1.1)
Par la transformation
2z¢ — 1
70 =2 W= (1.2)
w1 w1
I'équation (1.1) devient o
h(Z)+WW = 1. (1.3)
En effet, les relations (1.2) et v = Imw entrainent
WV — w? —2v+ 1’
ww +2v+1
4h(z)
WZ)= —————
(2) ww + 20+ 1
— 4(h(z) —
h(Z)—i—WW—l:M;
ww + 2v + 1

ce qui montre 1'équivalence de (1.3) et (1.1).
On note P, (C) 'espace projectif complexe de dimension n

P,.(C) = {droites complexes de C"™! passant par l’origine} ;

la droite passant par z = (2Y,...,2") € C"™™\ {0} est notée [2°,...,2"].
L’application

C\ {0} — P,(C)

est surjective et P,(C) est le quotient de C"*\ {0} par cette application.
On munit P,(C) de la structure quotient de variété analytique complexe
correspondante.



L’espace C™™! est plongé dans 'espace projectif complexe P, 1(C) par

(2. 2" ) = 1,22 2

ce plongement identifie un point (z!,..., 2", 2""1) de C"*! avec le point de

coordonnées homogenes [V, ¢t ..., (" ("1 (¢° #0) tel que
=0/ 1<j<n+]),

Par cette identification, I’équation (1.1) devient

hct, .. () + % (c”“@ — Wg‘)) =0. (1.4)
En effet, on a

v=1Imz"" = 1 (z”“ — z”“)
24

- (C"“/CO - 0)
= co ¥ (¢ - g,

o) =0 = o (W) 5 (1T - T ).
1.2 Actions de groupes

Soit { , ) la forme hermitienne définie dans C"™2 par

(2.2)= Y hpoTP+ 2 (10 - T, (L5)
a,f=1
avec

Z = (¢ ... ¢m ), 2= (¢ ). (1.6)

L’hyperquadrique réelle ) est alors la trace sur C*™! de la sous-variété @ de
P,+1(C), d’équation homogene

(Z,7) = 0. (1.7)



(Pour vérifier que @Q est une sous-variété réelle de P, 1(C), il suffit d’écrire
son équation dans les cartes canoniques de P,,41(C)).

Comme h est de signature (p, ¢), la forme hermitienne (1.5) est de signa-
ture (p+ 1, + 1). Soit SU (p + 1, ¢ + 1) le groupe des matrices de déterminant
1 qui préservent la forme hermitienne (1.5). Désignons par J la matrice de
la forme (1.5) dans la base canonique de C"* :

i
2

o O

0
J = h
0

o O

IS

décomposée en blocs, avec h = (haﬁ)- Une matrice A appartient a SU (p+ 1,q¢ + 1)
si elle vérifie

A JA=J detA=1,

ot A* = *A est la matrice adjointe de A. .
SiAeSU(p+ 1,9+ 1), A opere sur Q) par

A[] = [Ad]

On définit ainsi une action de SU (p + 1,q + 1) sur Q.

Cette action est transitive :pour Z, 7" € @, ilexiste A € SU (p+1,q+ 1)
tel que AZ = Z'. Ceci revient a démontrer la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soient (, (" deux vecteurs non nuls isotropes pour la forme
hermitienne non dégénérée (1.5) :

(€. Q) =« ) =0.
Alors il existe A € SU (p+1,q+ 1) tel que AC = \('.

Démonstration. Appelons base orthonormale pour ( , ) une base (7o, ..., Mn+1),
orthogonale pour ( , ) et telle que

(Mo, mo) = -+ = <77p777p> =1,
<77p+1a77p+1> == (Mut1, My1) = — 1.

Alors B e U (p+1,q+ 1) si et seulement si elle transforme une base ortho-
normale en base orthonormale.



Un vecteur non nul ¢ est isotrope pour ( , ) si et seulement s'il existe une
base orthonormale (7o, . .., 7,11) telle que ¢ = a (1o + Mpt1). Cette condition
est évidemment suffisante. Si  est un vecteur isotrope non nul, soit £ un
sous-espace vectoriel de dimension 2 contenant ( ; la restriction de ( , ) a E
est alors de type (1,1). Soit alors (19, 7,+1) une base orthonormale de E :

M0,m0) =1, (Mgt Mg1) = =1, {10, Mga) = 0.

Dans cette base, ¢ s’écrit ¢ = ang + Bnuy1 et on a (¢,¢) = |of> — |8]?;
comme ( est isotrope, on a |a| = || # 0. On obtient v = [ en multipliant
1o par le nombre complexe de module 1 convenable. Il suffit maintenant de
compléter (g, 7,+1) en une base orthonormale (7o, . .., 7,+1), €n prenant pour
(M1, ...,m,) une base orthonormale de I'orthogonal de (79, 7,+1) par rapport

a (, ), qui est un supplémentaire de (1o, 7,11)-
Si ¢, ¢’ sont deux vecteurs isotropes, ils s’écrivent

(=a (770 + 77n+1) ) Cl = o (776 + 77’:7,—1—1) )

ot (Mo, - - -, Mnt1) €t (), - .., 741 ) sont des bases orthonormales. La matrice B
qui transforme (7o, ..., Nn41) €n (776, o ,77;L+1) appartient a U (p+1,¢+ 1),
et B( est un multiple de ¢’. On a |det B| = 1; si p est une racine d’ordre
n + 2 de det B, la matrice A = u~'B a les propriétés cherchées. m

Soit K le sous-groupe formé des éléments de SU (p + 1, ¢ + 1) qui operent
trivialement sur @ Alors K est un sous-groupe normal de SU (p+1,q¢+ 1)
et de SU (p+1,q+ 1) /K opeére transitivement et effectivement sur @

Proposition 1.2. Le groupe K est formé des homothéties €l telles que
ent? = 1.

Le groupe K est donc un groupe fini d’ordre n + 2.
Démonstration. Soit A € K; on a donc A[(] = [(], c’est-a-dire A =
A (€) ¢, pour tout vecteur isotrope non nul . Soit (7o, ...,n,11) une base
orthonormale pour ( , ). Les vecteurs

770+67]n+17 <|ﬁ| = 1)

sont alors des vecteurs isotropes, donc des vecteurs propres de A. Comme ils
engendrent le sous-espace (1o, Dni1), on a A (Ng, My1) = (Mo, Nnr1). Comme



A restreinte a (1o, np+1) possede au plus deux valeurs propres, il existe 3, 3/,

G # 3 tels que

Ao+ Bnus1) = A (Mo + Bins1) s
Ao+ B'Mns1) = X (10 + B'1ns1) -

Les vecteurs 1o+ 80,41 €t no+ 3'Mpe1 engendrent (1, n,+1), donc A restreinte
a (1o, Mnt1) est 'homothétie de rapport A, et on a Ang = Ao, Anpy1 = M1

Pour tout couple (7,j) tel que 0 < i < p, p+1<j <n+1,le méme
raisonnement montre que A induit une homothétie sur le sous espace (1;,7;).
On en déduit que A est une homothétie €/. La condition det A = 1 entraine
alors e"t2 = 1.

La réciproque_est immédiate : toute matrice eI, avec "™ = 1, opere
trivialement sur Q). O

+2

1.3 Bases adaptées

Une base adaptée a @) (appelée Q-frame dans [3]) est une base (Zo, ..., Z,41)
de C"*2 dans laquelle la forme hermitienne (1.5) a la méme matrice que dans
la base canonique :

<ZO7ZO> <207Zﬁ> <207Zn+1> 00 _%
<Z0m Z0> <Za7 Zﬁ) <Za7 Zn+1> = 0 haﬁ 0 (1‘8>
<Zn+1, Zo> <Z(), Zn+1> <Zn+17 Zn+1> % 0 0
et vérifie
det (Zo, Zh ...... ZnJrl) = 1. (19)

Les matrices de passage d'une base adaptée a une autre sont alors exactement
les éléments de SU (p+ 1,q + 1).

Si (Zo, Z1yeeeeey Ziny Zny1) est une base adaptée, les points [Zp] et [Z,41]
appartiennent a Q B

On fixe Zy € C"™2, tel que [Zy] € Q (on peut prendre Zy = (1,0, ....... ,0))
et on compléte en une base adaptée (Zy, 21, ....., Zn, Zn+1) ( on peut prendre
la base canonique de C"*2).

Proposition 1.3. La forme générale d’une base adaptée (Zg, Z5y e, 27, Z;H)
telle que [Z5] = [Zo] est alors
Z5 = tZy,
7 =toZy+ t8Zs, (1.10)
7t =120+ TP 25+ 1 Zppa,

10



avec -
ta = —21tt8Ths = —21tt27,,
tt " det (t2) = 1,
tgé%hgg = hO‘E’
hﬁﬂﬁ+§Gﬁd—ﬁ4>:Q

Démonstration. En effet, la condition [Z}] = [Zy] équivaut a Z§
avec t £ 0. Si 1 < a < n, soit

7 =taZo + 1225 + uaZnia

la décomposition de Z* dans la base (Zy, ..., Zy41). On a alors

(%.22) = 5t

2

et la condition (Z§, Z%) = 0 équivaut donc a u, = 0, d’ou

7 =taZo+122Z5.
On en déduit (Z . Z;) = tg%hgg, ce qui entraine les conditions

t21%hes = h,3,

pour 1 < a < (3 < n. Soit
Zi =120+ 725+ uZps.

n

On a
<ZE)ku Z:L+l> =lu (ZOJ Zn+1)

(1.11)

- tZO,

(1.12)

(1.13)

et la condition (Z3, Z: ) = (Zy, Zy+1) équivaut donc a u = 7' on a donc

Zh =720+ TP 25+ T Zna.

n

De (1.12) et (1.14), on déduit

(Z:,Z7%,) = —%tatl + 277 R,

! — 1__
(Zicr Zin) = =5t + 7T hs + 5T

2

11

(1.14)



Les conditions (Z7, Z% ) =0et (Z7,,,Z% ;) = 0 sont alors équivalentes &
ta = —21tt27% hys, (1.15)
hToT + % (ﬁ_l — Tt_1> = 0. (1.16)
En définissant les coordonnées covariantes 7, par « descente des indices » :
Ty = 77 hys,
la relation (1.15) s’écrit encore
to = —21tteT,. (1.17)

Les éléments du stabilisateur H de [Zy] dans SU (p+ 1,¢q + 1) sont donc les
matrices de déterminant 1

t to T

0t 7° (1.18)
+—1

0 0 ¢

dont les coefficients vérifient les relations (1.15), (1.13), (1.16). En écrivant
que la matrice (1.18) est de déterminant 1, on obtient

t " det (12) = 1. (1.19)

1.4 Le sous-groupe d’isotropie H

On choisit pour (Zy, Z1, ..., Zn, Znys1) la base canonique de C"*2. Soit H
le stabilisateur de [Zy] dans SU (p + 1,¢ + 1). Comme H est un sous-groupe
fermé de SU (p + 1,q + 1), c’est un groupe de Lie.

Les relations (1.10) et (1.11) peuvent étre écrites de la fagon suivante. Les
éléments de H sont les matrices

t i
A=[o00 7 |, (1.20)
00

12



avec t = (t*), 7 = (13), T€C, 0 = (¢5), vérifiant les conditions

t = 2it7*ho,
det = 1,
610 = h, (1.21)
: (t—lr - %‘%) +7*hT = 0.

La troisieme équation signifie que # € U (h) ~ U (p, q), qui est de dimension
n? . La deuxieéme condition montre que 'argument de ¢ est déterminé par 6.
La derniere condition montre que la partie imaginaire de ¢t ~'7 est déterminée
par 7. La premiére condition montre que ¢ est déterminée par ¢, 7 et 6. On
peut donc prendre comme coordonnées locales sur H : 6 (dimension réelle n?),

7 (dimension réelle 2n), |t| et Re (t717) ; ceci montre que H est de dimension
n®+2n+2.

Comme @ est isomorphe au quotient SU (p + 1,q + 1) /H, on peut également

obtenir ce résultat a partir de

dim H = dim SU (p+1,¢+ 1) — dim Q,
dim SU (p+1,q+1) = (n+2)* — 1,
dimQ = dimQ = 2n + 1.

1.5 Propriétés de H

Soit A € H, représentée par la matrice (1.18); soit [(] € Q et ¢* = AC.
on a alors
Q*O — tco + taé-a + 7_<’n+17
Cm—o—l — zflcn—o—l‘

En coordonnées non homogenes
d=0/0 (1<ign), w="/E

les relations (1.22) s’écrivent

(Bea 4 pBentl 60 4 10

*0 _ a< _'_TC _ taz + 77w (1§ﬁ§n),
tC0 + o> + 7CM T - ta2® + Tw

. Fl¢nt T tw

w = =
tC0+ o+ 7t taz W

13



c’est-a-dire

*B:(jﬁ(a+a)5—1
z oz a”“w ,
{7 (1.23
avec
§=1+t T2+t Tw (1.24)
et
COl=t° CPa™=1t"7° o=|t|™". (1.25)

1.6 Structure de )

D’autre part, 'hyperquadrique ) peut étre munie d’une structure de
groupe de Lie. _

Pour cela, on considere le sous-groupe d’isotropie H' de [Z,,+1] dans Q).
La matrice

0 0 -1
E=|01, O
1 0 O

induit une involution E de Q, qui échange [Zo] et [Zn1]. Les éléments de H'
sont les matrices FAE ! avec A € H. Ce sont donc les matrices

-1

t 0 0
-7 80 |,
—T T4 t

dont les coefficients vérifient les conditions (1.11).
Soit Hy le sous-ensemble de H’ formé des matrices telles que (t) =

(65) = I,, et t = 1. Pour un élément de Hy, les conditions (1.11) deviennent

ta == _QIthg = _2i7_0“
{ hesmeT? + Im7 = 0. (1.26)
Ces conditions montrent que ’application
1 0 0
U : ( ; ) — | 2z I, 0[],
w t 1
otl ¢ est défini par
to = 212Phyz, (1.27)

14



est un isomorphisme de variétés de () sur H,. Pour ( 5} ) € @, 'image

U ( Z} ) est I'unique élément de Hy qui transforme Z; en ( (ou, en
z
w

1
z
w

Démonstration. Les éléments de Hy sont les matrices de H' qui peuvent
s’écrire sous la forme

coordonnies non homogenes, qui transforme 0 = ( ) (

Proposition 1.4. L’ensemble Hy est un sous-groupe de H'.

1 0 O
z I, 0 ]. (1.28)
w t 1

Le produit de deux matrices de ce type appartient & H' et est égal a

1 0 0 0 0 1 0 O
z I, 0 2 I, 0 | = z+ 2 L, 0 ]; (1.29)
w t 1 AN | wHtd +w t+t 1

il appartient donc a Hy. La matrice unité est obtenue pour z = 0, t = 0 et
appartient donc a Hy. La relation (1.29) montre que l'inverse de la matrice
(1.28) est
1 0 0
—z I, 0],
1

—w+tz —t
qui appartient également a Hy. O
Comme t, = 212Ph,s, on a

’{Zl = 2ita2/a = 21?@,52'& = 21%(2/7 Z) )

ol h désigne la forme hermitienne sur C* dont la matrice est (Eaﬁ) = (hga)-
La loi de multiplication dans H s’écrit donc

1 0 0 1 0 0 1 0 0

z I, 0 2 I, 0 | = z+ 2 I, O

w t 1 w ot wH2ih (2, 2) +w t+t 1
(1.30)

15



A T’aide de I'isomorphisme de variétés u, on transporte cette loi de groupe
sur 'hyperquadrique réelle @) :

(Z)(i’)_<w+2i%zrzi/z)+w/)- (1.31)

Si 2,2’ sont tels que h (z', z) n'est pas réel, on a h (2, 2) # h(2,2'); la loi de
groupe sur () n’est donc pas commutative.

1.7 Formules de Maurer-Cartan

Les formules de Maurer-Cartan sont inspirées de la méthode dite du
repere mobile qui donne les formules de Serret-Frenet pour une courbe de
'espace euclidien R®.

Soit (g9, €1, - - -, €n, Ent1) la base canonique de C"*2. On identifie un élément
u du groupe spécial unitaire SU (p+ 1,¢ + 1) de la forme hermitienne (1.5)
avec la base adaptée

(Z(), Zl, ceey Zn, Zn+1) = U(go,gl, e ;€n75n+1) .

On identifie ainsi G = SU(p + 1,q + 1) a la variété des bases adaptées, qui

sont les suites (Zy, Z1, ..., Zp, Zni1) vérifiant les relations
(Za,ZB) = h,z (0< A B<n+1) (1.32)
et
det (Z(),Zl,...,Zn,ZnJrl) =1. (133)

Les formules de Maurer-Cartan de SU (p+ 1,q+ 1) sont alors
dZy =787 (1.34)

Elles définissent une matrice (Wf ) de formes différentielles de degré 1 sur G.
Soit (h,g) la matrice de la forme hermitienne (1.5) par rapport a la base
canonique. On définit (7w ,5), (m5,) par descente des indices par rapport a
cette matrice :

Ti5 = Tahes,  Tpa = Tghye = Tga. (1.35)
En utilisant les relations (1.32) on voit que la définition (1.35) équivaut a

Ty5 =424, Zp), 7pa=(Za,dZp) (0<AB<n+1). (136)

16



En différentiant les relations (1.32), on voit que la famille (7 ,5) de 1-formes
différentielles sur G vérifie les relations

g+ 754 =0 (0<A,B<n+1), (1.37)
que I'on peut aussi écrire
g T 7z =0 (0<A B<n+1). (1.38)
En dérivant (1.9), on obtient en plus
tr (Wf) =0,

c’est-a-dire
4 = 0. (1.39)

L’étude de la géométrie de @) est facilitée par I'écriture explicite des
équations (1.37) et (1.39); pour cela, on tient compte des propriétés par-
ticulieres des h 4 relatifs a une base adaptée (voir (1.8)) :

1<B<n+1), (1.40)

On a alors, en appliquant les relations de définition (1.35),

i
_ _ -n+l __ ~,.n+l
To,0 = To hn+1,0 = 27To )

Tos = Tohys (1< B <n),

. _ .0 1 0
Ton+i = Tollont1 2707
i
_ —n+l o n+1
oo = T " h = 7 (I1<a<n),

_ _ -ntl _
7Tn-‘,—l,O - 7Tn+1hn+1,0 - Eﬁn—&—l?

7TTL+LB = Trg—&-lhaﬁ (1 S ﬁ S n) )

. _ 0 - _
To+1ln+l — 7rn+1h0,n+l = 27Tn+1'



Compte tenu de ces relations, les relations (1.38), appliquées successivement
aux cas (A, B) = (o, ), (A,B) = (0,0), (A,B) = (n+1,n+1), (A, B) =
(n+1,0), (A,B) =(n+1,a) et (A, B) = (0, ), s’écrivent

T35+ 75, =0 (1<a,f<n),

77(7)l+1 SH_l = 7T2+1 - 7T2+1 =0,
)+ =0, (1.41)
1—
§7Ta+7Tn+1hﬂa=0 (1<a<n),
—;7?3+1+7T0h5a—0 (1<pB<n)

La relation (1.39) est alors, compte tenu de la troisieme de ces relations,
équivalente a o
7%+ 7y — 7 = 0. (1.42)

En différentiant les relations (1.34), on obtient
0= (dﬁf) Zg — Wf ANd Zg,
d’ou, en utilisant a nouveau (1.34),
(dT('A) Zp =7§ N8 Zp.
On en déduit les équations de structure de SU (p+1,q+ 1) :
drnf =n{ A78 (0<AB<n+1). (1.43)

1.8 Chaines

Rappelons que la sous-variété Q de P, 1(C) est I'ensemble des [Z] €
P,+1(C) tels que
(Z,7) =0,

ot Z = (¢Y ..., (") e C"*2\ {0} et
(2,2) = WL, ) + 5 (€0 - TC)

I’hyperquadrique réelle @) est alors la trace de @ dans C"*! identifié & un
ouvert de P, 1(C) par

(zl,...,z"H) — [1,21, e ,z”“} . (1.44)
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Soient zy € Q, Zy = (1,20) et soit [Zy] € @ le point associé a zy par
'identification (1.44) ci-dessus. L’hyperquadrique @ est définie par

o(z) =((1,2), (1, 2)) = 0;
son espace tangent réel T,,@Q) en 2y est 'ensemble des vecteurs liés (zp, w) tels
que
d¢<ZO>w = 07
c’est-a-dire
((0,w), (1, 20)) + (1, 20) , (0,w)) = 0.
Le fibré tangent réel de @) est donc

TQ = UszQ
={(z,w) € @ x C"™[((0,w), (1, 20)) + ((1,20), (0,w)) =0} .

Avec les mémes notations, 1'hyperplan complere H, () tangent en zy a )
est ’ensemble des vecteurs (zg, w) tels que

g(b(ZO)w = 07

c’est-a-dire
<(17 ZO) ) (va)> = 0
Cette relation s’écrit encore
(Z, (0,w)) = 0. (1.45)

—~—

L’hyperplan complexe affine tangent en zy a () est 'ensemble H, () des points
u=2z+w,ouw e H,Q. Comme (Zy, Zy) = 0, on voit que les points u de

—_~—

H, () sont caractérisés par
(Zo, (1,u)) = 0. (1.46)

Le complété projectif de ﬁ;@ pour l'identification u +— [(1,u)], qui sera
encore noté H, (), est alors ’ensemble des [V] € P,,,1(C) tels que

(Zy, V) = 0. (1.47)

Soit (Zy, ..., Zn.1) est une base adaptée a () dont le premier vecteur est
Zy. 1l résulte alors de la définition d’une base adaptée que V' vérifie (1.47) si
et seulement si V' appartient a ’espace vectoriel engendré par Zy, ..., Z,. Il
est équivalent de dire que ]—72\0@ (comme hyperplan projectif de P,,11(C)) est
engendré par [Zy|,...,[Zy,).
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Définition 1.1. On appelle chaine de Q) (passant par le point zy € Q) l'in-
tersection de () avec une droite compleze affine passant par zy, transverse a

Uhyperplan compleze tangent ﬁ;@

Le théoreme des fonctions implicites implique qu’une chalne passant par
2o est une courbe réguliere (sous-variété réelle de dimension 1) de @) au voi-
sinage de zj.
Soit D une droite complexe affine passant par zy € () et transverse a
H, Q. Ceci équivaut a
D= 20+ (Cw,

otw € C" et (29, w) ¢ H,,Q ; on en déduit comme ci-dessus que u = 2o+ w
vérifie

(Zo, (1, u)) #0. (1.43)
Soit u € DN Q, u # 2z et soit U = (1,u). En remplagant U par un
multiple complexe convenable, on a (Zy,U) = —i/2; comme u € @, on

a aussi (U,U) = 0. L’orthogonal (Zy, U)" par rapport & (, ) est alors un
supplémentaire de I'espace engendré par Zj et U ; en effet, si X = aZy+ (U,
on a (X,Z) = i8/2 et (X,U) = —ia/2, donc X € (Zy,U)" entraine
X =0.Si (Z,...,7Z,) est une base orthonormale de (Zy, U)" pour (, ),
(Zo, Z1, - .., Zy,U) est alors une base adaptée a Q.

Pour toute droite complexe affine D passant par zy et transverse a H, (@),
il existe donc une base adaptée (Zy, Z1, ..., Zn, Zni1) telle que [Zo] = [(1, 20)]
et telle que [Z,+1]| représente un point arbitraire u # zy de D N Q. Dans
P,.+1(C), la complétée projective de D est la droite projective qui joint [Zy]
a [Zni1]-

Dans ce cas, (Zn11, Z1, - - -, Zn, —Zp) est également une base adaptée a @ ;
ceci montre que la droite D, qui joint [Z,,1] & [—Zy] = [Zo] est également
transverse en u a ’hyperplan tangent complexe a Q).
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2 Construction d’une forme normale

2.1 Préliminaires

On considere une hypersurface analytique-réelle M d’une variété analy-
tique complexe X. Toute I'étude qui suit étant locale au voisinage d’un point
p € M, on se restreint au cas o X = C"*! et p = 0.

Soit M une hypersurface analytique-réelle dans C*™!; M est alors définie
au voisinage de 0 € M par

UNM={ze€U|r(z)=0}, (2.1)

ol U est un voisinage ouvert de 0 et r : U — R une fonction analytique-réelle,
telle que
r(0) =0, dr(0)#0.

L’hyperplan tangent (réel) a M en 0 est alors
To(M) = {€ ] (dr(0),£) = 0}
L’hyperplan complexe tangent a M en 0 est
Ho(M) =Ty (M) NiTy (M) = {¢ | (0r(0),&) = 0} .

. , . |
Soient (2, ..., 2"1) les coordonnées canoniques dans C™"* ; on note 2" =

w = u + iv. Les dérivées partielles de r sont notées

rzaz% (I1<a<n), Tz"‘:% (1<a<n),
e
Y ow’ Y ow

Comme r est a valeurs réelles, on a r,a =75 et r, = 5.
Par un changement unitaire de coordonnées, on peut supposer que 'hy-
perplan tangent a M en 0 est

To(M) = {& | Im&™ =0} . (2.2)
Ceci équivaut a

ra(0)=0 (a=1,...,n), Tw (0) = —rz (0) # 0 (2.3)



(la deuxiéme condition étant équivalente & 9= (0) = 0, &£ (0) # 0). On a dans
ce cas
To (M) = {(z,w) e C""" | Imw =v =0},
Ho(M) = {(z,w) € C"*" | w =0} .
Si M est définie au voisinage de 0 par (2.1) satisfaisant aux conditions

(2.3), il résulte du théoreme des fonctions implicites que M peut étre définie

au voisinage de 0 par
v=F(zZu), (2.4)

ol F' est une fonction analytique-réelle définie au voisinage de 0 dans C" x R,
a valeurs réelles, vérifiant

oF oFr

F(0,0)=0, —(0,0)=0, —(0,0)=0. 2.5
0.0)=0, 5-(0,0)=0, == (0,0) (25)
Le développement de Taylor de F' en 0 s’écrit
F(z,Z,u) = Z o5 2 2007, (2.6)
a,B,y

ouna= (ay,...,a,) € N"et 8 = (f1,...,0,) € N” sont des multi-indices,
v €N, 2 = 2" - z% . Les conditions (2.5) sont équivalentes a

a0,0,0 = 0, (la’()’() = O Si ’Oé| = ]., (10’071 = O, (27)

ol
la| = a1 + -+ + ay.

Pour que F' soit a valeurs réelles, il faut et il suffit que
aaﬁﬁ - CLB)OQ’Y (2‘8>

quels que soient «, (3, 7.

2.2 Groupes de transformations formelles
2.2.1

Soit h : C**! — C"*! une transformation biholomorphe de C**! définie
au voisinage de 0, telle que 2(0) = 0; on note h = (f, g), avec f : C"*1 — C"
et g: C"* — C.
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On suppose comme ci-dessus

Ty (M) = {(z,w) € C"™" |Imw = v =0}

et on note h(M) = M* ’hypersurface image de M par h. Soit ( f} ) (¢ eCn,

w € C) un vecteur tangent en 0 ; son image par I'application tangente a h est

< %f% §f§8§ > < : ) - ( %(0)<+*§—i<0>w > |

Les vecteurs tangents a M* en 0 sont les images des vecteurs tangents a M
en 0.
L’hypersurface M* a donc méme hyperplan tangent complexe que M en

0 si 5
g
20,0 =0 (29)
elle a méme hyperplan tangent réel ToM* = Ty M que M si on a de plus
9y
— R. 2.1
270,00 (210)

Si les deux conditions (2.9) et (2.10) sont vérifiées, 'hypersurface M* peut
étre définie par I’équation
vt = F* (2", 25 u")
avec
2" = f(z,w), w =g(z,w) (2.11)
et
v=F(z,Zu).

On cherche a simplifier F* par un choix convenable de la transformation

(2.11). On considere d’abord le cas ot F, F* sont des séries formelles. La

définition suivante définit un espace de séries formelles qui ont les propriétés
de I’équation de M.

Définition 2.1. On désigne par F [’espace vectoriel réel des séries formelles
F(z,z,u)= Z o5 2 20U
a,B,y
vérifiant les conditions

QoBry = (B any (o, eN", y€N),
Uapy =0  si|a|+ |8 +~v <1
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2.2.2

On définit ci-dessous un groupe G de transformations formelles qui con-
servent les éléments de F. La définition de [3] a été complétée de maniere
a assurer la conservation de I'hyperplan tangent réel (condition by; € R) et
I'inversibilité (condition (2.13)).

Définition 2.2. On désigne par G l'ensemble des transformations formelles

h=1(f,g), avec

f(z,w) = Z Aar 2w,

aeN™, AeN
g (Za w) = Z ba)\zaw)\7
aeN”, AeN
oU gy € C", box € C vérifiant
app = 0, (212&)
bgo - O, (212b)
bao =0 si|a| =1, (2.12¢)
bo1 € R (2.12d)
et
bo1 det C' # 0. (2.13)

Ici C' désigne la « partie linéaire en z » de f, définie par

Cz= E An02”.

laf=1

On munit G de la loi de composition o des applications formelles (qui est
définie parce que les éléments de G sont « sans terme constant »).

Lemme 2.1. (G, 0) est un groupe.

La condition (2.13) assure U'inversibilité des éléments de G.
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2.2.3

Définition 2.3. Soit P un polynome réel en z, Z, u. On dit que P est semi-
homogene de poids v st

P (tz, 1z, t2u) =t"P(z,z,u)
pour tout t > 0.

Cette définition attribue a u le poids 2 et a z, Z le poids 1. Un polynome
de poids v s’écrit

P(z,Z,u) = Z aamzazﬁuV,
lal+]B]+2v=v

avec Gq 8~ = ag.q, quels que soient o, 3, 7.
Une série formelle réelle F'(z,Z,u) se décompose de maniére unique sous
la forme

F(z,Z,u) = ZF" (z,Z,u),
v=0

ou F), est semi-homogene de poids v.

Si F'€ F,on a Fy =0 car I' est sans terme constant, et F; = 0 car F
est sans terme linéaire en z, z. La composante de poids 2 comprend le terme
linéaire en u (qui est nul) et les termes homogenes de degré 2 en z, Z ; comme
F; est réel, on a

Fy(z,Z,u) =Q(2) + Q(2) + H (2,2),

ou @ (z) est une forme quadratique complexe en z et H (z,z) une forme
hermitienne.

Proposition 2.2. Soit F' € F, avec




Alors
équivaut a

avec

Fy(z,z,u")=H(z,2).
Démonstration. En effet, on a

v =u+2ImQ(z),
v =v—-2ReQ(2).

La relation v = F (z,Z,u) équivaut donc a

avec

F*(z,Z,u") = H(z,z)—{—iFy (z,Z,u" —2ImQ(2)) .

v=3

Comme chacun des F, (z,Z,u* —2Im Q(z)) se décompose en polynomes semi-
homogenes de poids au moins égal a 3, on a

Fy(z,z,u") = H(z,2).

]

On vérifie facilement que la transformation utilisée dans cette proposition
est un élément de G.

2.24

On suppose désormais que ’équation de M s’écrit
v=H(z,z) —i—ZFZ,(z,E,u),
v=3
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avec H hermitienne. On suppose de plus que H est non dégénérée et on note
(', ) le produit scalaire hermitien associé a H. L’équation de M sera écrite

v=(2,2)+ F(z,Z,u), (2.14)
avec

F(z,%Zu) =) F,(2%u)
v=3

ne contenant que des termes de poids au moins égal a 3.
Soit h = (f, g) une transformation holomorphe formelle. On écrit

ou f,, g, sont les composantes de poids v de f, g (poids 1 pour z, poids 2
pour w). Si h € G, on a fy =0, go = 0; la condition (2.12¢) s’écrit g; = 0.
La composante f; est la partie linéaire en z de f et doit étre inversible; la
composante gy est

go(z,w) = borw + ¢(2),
avec bp; € R non nul et ¢ homogene de degré 2. Les éléments (f,g) de G
s’écrivent donc

flz,w)=Cz+ Z fo (z,w), (2.15a)
g(z,w) = pw+ ¢(2) + Zgy (z,w), (2.15Db)

avec C' linéaire inversible, p réel non nul et ¢ quadratique.

Définition 2.4. On désigne par Gy le groupe des transformations formelles
h = (f,g) € G qui transforment une relation

(o]
v=<z,z> —i—ZFy(Z,E,u)
v=3

en une relation de la forme

o
vt =< 2N 2 > +ZF; (2%, 2%, u").

v=3
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Proposition 2.3. Les éléments de Gy sont les transformations formelles

Z=Cz+ Z fo(z,w), (2.16a)
v=2

w* = pw + Z gv (z,w) (2.16b)
v=3

telles que p > 0 et (Cz,Cz) = p(z, 2).

Démonstration. La transformation h = (f,g) étant écrite sous la forme
(2.15a)-(2.15b), on a

V- < 252 >

= pv—l—Imgb(z)—irImZgl, (z,w) — < C’z—l—Zf,, (z,w),Cz—l—Zfl, (z,w) >
v=3 v=2

v=2

v=3

=p<zz> —|—pZFy (2,Z,u) + Im ¢(2) —i—ImZg,, (z,w)
v=3

—<Cz+Zf,,(z,w),C’z+ny(z,w) > .
v=2 v=2

Les termes de poids < 2 du dernier membre sont
p<zz>+Ime(z)— < Cz Cz >;

leur somme est nulle si et seulement si ¢ =0 et (Cz,Cz) = p(z,2). O

Soit h un élément de G, écrit sous la forme (2.16a)-(2.16b). Soit h? =
(f°,¢") la transformation définie par

o(zw)=Cz,  ¢°(zw) = pu.

Alors h° € Gy et h (ho)_1 est une transformation de la forme

z*:z—l—ify(z,w), w*:w—i—igy(z,w).
v=2

v=3
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Définition 2.5. On désigne par H l’ensemble des transformations
2 =Cz w" = puw, (2.17)

ot C' est linéaire et vérifie (Cz,Cz) = p(z,z), par V lespace vectoriel des
couples (f,g) de séries formelles

w) :Zfl/<z7w)7
w) :Zg,,(z,w)

(ot f, : C"*1 — C" et g, : C"' — C sont polynomiales de poids v) et par
G lUensemble des transformations

z*:z+ZfV(z,w), w*:w+Zgy(Z,w). (2.18)
v=2 v=3
On a immédiatement

Lemme 2.4. Tout élément de G, est le produit d’un élément de le et d’un
élément de 'H ; H est un sous-groupe de Gy, G1 un sous-groupe distingué de

G et on agl/QNl:H

2.2.5
Soit (f,g) € V. Les termes de plus bas poids de f et g s’écrivent

f2 (Zv )
93 (2, w)
9a (2, w)

ou ¢ est quadratique, b € C", ay € C et ou aq,as,as,as sont polynomiales
homogenes du degré indiqué par l'indice.

q(z) + bw,
az(z) + a1(z)w
as(2) + az(2)w + agw?,

Définition 2.6. On désigne par V, l'espace des séries formelles h = (f, g) €

V qui vérifient
2

f2(0,w) =0, Re 88—94 =0. (2.19)
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Cette condition équivaut a b =0, Reag = 0.
Un couple (f, g) de séries formelles appartient a V), si et seulement si les
séries formelles

of  of dg Oy d%g R d%g

L o @ 5 w9008 gz

s’annulent en 0 (i.e. sont sans terme constants). Les éléments de V), s’écrivent

/ (Z7w) = Q(z> + Zfl/ (Z,U)) )

g (z,w) = (a3(2) + a1 (2)w) + (as(z) + az(2)w + agw®) + Zg,,(z, w),

ou ¢ est quadratique, Reag = 0 et ou aq,as, az, as sont polynomiales ho-
mogenes du degré indiqué par l'indice.

Lemme 2.5. Les transformations formelles

2 =z+ f(z,w),
w*=w+ g (z,w)
telles que (f,g) € Vo forment un sous-groupe distingué Gy de Gi.

La bijection entre Vy et Gy définit alors une structure de groupe sur V.
Démonstration. Soient (f,g) et (F,G) deux éléments de V et soient u, U
les transformations correspondantes :

Z=z4 f(z,w), w'=w+g(z,w),

=+ F (w0, wr=w+G ().
La transformation composée U o u est donnée par

z**:z—i—f(z,w)+F(z—i—f(z,w),w—i—g(z,w)),
wr=w+g(z,w)+G(z+ f(z,w),w+ g(z,w))

et correspond donc au couple (¢, ) de séries formelles défini par

¢ (z,w) = f(z,w)+ Fz+ f(z,w),w+g(z,w)),
Y (z,w)=g(z,w)+G(z+ f(z,w),w+g(z,w)).
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Les termes de plus bas poids de ces deux séries sont

o2 (z,w) = fo(z,w) + Fy (2, w),

s (z,w) = g3(z,w) + G3(z,w),

Yy (z,w) = ga(z,w) + Ga(z,w) + d A3(2). fa(z, w)
+A41 (folz,w)) w+ Ai(2)gs (2,0) ,

sl

Gs (z,w) = Az(2) + A1 (2)w.

En particulier,

¢2 (O,UJ) = f2 (O,UJ) +F2 (0,UJ),
62 82 82
Ww (z,w) = @94(2,@0) + WG4(Z, w).
Autrement dit, ’application
51 —C"x R

qui, a I’élément de G défini par

=24 f(zw),
w' =w+g(zw),

associe

0? 0 0?
<f2 (0.1).Re 2g4(0 o>) _ (a—i 0.0).Re 290, o>) ,

est un homomorphisme de groupes. Son noyau est Gy, qui est donc un sous-
groupe distingué de G;. O]

2.3 Image d’une hypersurface par une transformation
formelle

Soit M une « hypersurface formelle » définie par la relation

Imw =< z,z>+F (2,Z,Rew) (2.20)
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ou F' est une série formelle

F(z,Z,u) = ZF" (2,Z,u) .
v=3

Soit M* définie par

Imw* =< 2%, 2" > +F* (2%, 2%, Rew") , (2.21)
avec -
F*(z,Z,u) = ZFV* (2,Z,u) .
v=3
Soit (f, 9g) :

z*:z—l—ny(z,w), w*:w+Zgy(2,w)
v=2

v=3

un élément de G;. On désire écrire les conditions pour que (f,g) transforme
la relation (2.20) en (2.21); on dira alors que (f,g) est une transformation
formelle de M en M*.

On doit donc avoir
Imw =< z,2>4+2Re <z,]7(z,w)> —Imyg(z,w)

+ <f(z, w) ,f(z, w)> + F* (z + ]7(2, w),z+ ]7(2, w),Re (w+7(z, w))) ,

avec

f(zw) = f(z0) — 2z = Z fo(z,w), (2.22a)
g(z,w)=g(z,w) —w= Zgy (z,w), (2.22b)

sous la condition Imw =< z,z > +F'. On obtient ainsi la condition
F(z,%Z,u) +1Img (z,w) (2.23)
= (=T )+ (Fzw),2) + (Fzw), f (zw)
+ F* (z +f(z,w), 2+ f(z,w),u+Reg(, w)> :
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ol w doit étre remplacé par

u+i<z,z>+iZFy(z,§,u) (2.24)
v=3

dans tous les termes du premier et du second membre.
On décompose 'égalité (2.23) suivant les poids en (z,Z,u). L'égalité des
termes de poids 3 s’écrit
F5(z,zZ,u) + Imgs (z,u+1< 2,2 >)
=2Re(z, fa(z,u+i<z,2z>))+ F;(2,Z,u).

L’égalité des termes de poids 4 donne

Fy(2,Z,u) +Imgy (z,u+1i< 2,2 >)

+ {termes provenant de Im gs(z,w)}
=2Re(z, f5(z,u+i<z,z>))+ F;(2,2z,u)
+ {termes provenant de 2Re (z, f2 (2, w)

+ {termes provenant de Fj (2%, z*, Rew
Plus généralement, 1’égalité des termes de poids p dans

F,(2,Z,u)+Img, (z,u+i<z,2>)

+ {termes provenant de Im g, (z, w) (v<p)}

=2Re(z, fu1(z,u+i<z,2>))+ F;(2,%Z,u)

+ {termes provenant de 2Re (z, f,_1 (z,w)) (v<p)}

+ {termes provenant de (fy (z,w), f, (z,w)) A+v<u)}
+ {termes provenant de F (z*, 2%, Rew”) (v<p)}.

Cette relation s’écrit encore

2Re(z, fu-1 (z,u+i< z,2>)) —Img, (z,u+i< 2,2 >)
:FH(ZJE7U)_F; (Z,E,u)‘i‘A#(Z,E,U), (225>
ou A, (2,7, u) est la composante de poids p de

Ingy(Z,UJ) - QRGZ <Za fl/—l (va» - Z <f>\ (va) 7fl/ (va»

v<p v<p Av<p

33



—ZF: (z—i— Z fi(z,w), z + Z fr(z,w),u+ Re Z gl(z,w)>

v<p J<p—2 k<p—2 l<p—1

apres la substitution

o0
w:u+i<z,z>+iZFy(z,E,u).
v=3

La fonction A, est déterminée par {(f,_1, 9., F,, F)) ;v < u}.
Définition 2.7. Soit (f,g) € V (définition 2.5); on définit L(f,g) par

L <f7 g) = Re (2 <Z7 f> + ig)’w:u—|—i<z,z> : (226>

On désigne par Lg la restriction de L a V.

Un élément (f, g) de V s’écrit

Z fu 1>g,u
n=3

ou f, : C"*! — C" et g, : C"™!' — C sont polynomiales de poids v;
L(fu-1,9,) est semi-homogene de poids p en (z,%Z,u). La relation (2.26)
définit ainsi une application linéaire

LIV—>F3,

ou Fj est l'espace vectoriel des séries réelles en (z,Z, u)

F= f:FM
n=3

dont tous les termes sont de poids au moins égal a 3.
Avec ces définitions, le systeme d’équations (2.25) équivaut a

L (fuflag#) = FM (’2727 u) o F: (2’37 u) + AH (2727 u) : (227>

La résolution de I’équation (2.23) par rapport a (f,g) est ainsi ramenée a la
détermination par récurrence de (f,-1,9,) (1 > 3).
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2.4 Contraction par rapport a la forme hermitienne h

On décompose un élément F' de F en termes homogenes de bidegré (k, 1)

en (z,2)
F=>Fu,
k,l>0
avec
Fkl ()‘27 ,LLE, u) = Akﬁlel (’2727 U) <)\7 IUS C) :

La composante Fy, de type (k,[) s’écrit

F = Z OB G2 e 2P 2P (2.28)

ou les coefficients a,,, 3, 5 sont des séries formelles en u, symétriques par
. ) Qg P1...0]
rapport aux indices (ayq, ..., ax) et (B, ..., G1)-
Soit Fj; 'espace vectoriel des séries formelles de la forme (8.1). SiV = C",
on considere un élément F' € Fy; comme un polynome réel de type (k,1) sur
V' a valeurs dans 'anneau C[[u]] des séries formelles en u :

F:V — Cllu]].

On note V l'espace vectoriel conjugué de V, ®,V la puissance tensorielle
d’ordre k£ de V, ®,V la puissance tensorielle symétrique d’ordre £ de V,
QFV = @,V*, &PV = ©,V*. L'espace Fj; est naturellement isomorphe &
I’espace des applications C-linéaires

F: (V)@ (V) — C[[u]],

par la correspondance F' < F, ou

Flz)=F(0 - 02020 -0 2).

k fois 1 fois

A ﬁ, appelé forme polaire de F'; on associe par la dualité du produit tensoriel
et par la dualité du produit tensoriel symétrique un élément

FeC(u]® (0"V)® (V).
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24.1
Soit h: V — R,
h(z) = Z ho52" 2"
a3

une forme hermitienne non dégénérée sur V.= C™. On désigne également par
h le produit scalaire hermitien associé h: V x V — C,

h(z,t) = Z hoﬁzo‘t—ﬁ.
af

Comme h est non dégénérée, elle définit un isomorphisme
a: V-V
z = az)
ou «(z) est caractérisé par
(t,a(2)) = h(z,t) (teV)

(ici (, ) désigne I'accouplement canonique entre un espace vectoriel et son
dual). Le transposé de cet isomorphisme est l'isomorphisme conjugué

a: V-V
z = az).

;. _ T7¥ - — o . .
On désigne par f=a':V — Vet B=a':V*—=V les isomorphismes
inverses, caractérisés par

(t,u)y = h(B(u),t) (teV).

Sie= (e,...,e,) est la base canonique de V = C", (e!,...,e") la base

duale de V*, (?, . ,e_”> la base duale de V*, on a

ale) = Z hﬁg.
J

Si (hkl> est la matrice inverse de (h;5) = (hj;) (au sens > hkghﬁ = 0F), on
a

3 (3) =2 hike;. (2.29)
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Par les isomorphismes «, @ on transporte h en une application bilinéaire
0:V*xV —C,
définie par
0 (u,v) = h (B(v), B(u)) = (B(u),v) = (u, B(v)).
On définit ainsi une forme hermitienne 6 sur V*, dont la matrice dans la base

(el,...,e") de V* est <h’d>.

2.4.2

L’application 6 se factorise en 6 = tr, o®, ol @ : V* x V' — V* @V est
I’application canonique du produit tensoriel. L’application

tr:trh:V*®V*—>C

est appelée trace ou contraction par rapport a la forme hermitienne h.
Pour k,1 > 1, on définit

tr = tr), : Cl[u]] ® (&*V) @ (&'V) — C[[u]] ® (&*1V) & (&'7'V)
par
tr (a®f1 Q- ®f’f ®gl Q- ®gl) —0 (fl’gl) a®f2®- . .@f’f@)g?@. . .®gl,
Cette application se restreint en une application

tr = tr), : Cl[u]] @ (&FV) @ (0'V) — C[u]] ® (0¥ V) & (&'7'V).
Par I'isomorphisme F' < F ,

Fu ~ Cl[u]] ® (0"V) ® ('V),
on en déduit 'application de contraction des polynomes par rapport a h :
tr = try : Fr — Fr—1,-1-

Si F € Fy s’écrit

— __ 0 Qg
Fkl—g Oy B T2 e 2 2P 2P
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ou les coefficients a

o1...opB1...B1

rapport aux indices (o, ..., ax) et (B1, ..., 3), on a

_ ! © 4
tr /7 = Zbal---ak—1ﬁ1--ﬂl—1z E

avec

b

ar..ap—1B1--Bi—1

Dy, g

ag,B1

2.4.3 Propriétés de la contraction

A S Te S

sont des séries formelles en u, symétriques par

Proposition 2.6. Soit h une forme hermitienne sur V.= C" et soient tr

1.

2. SiFEfll,

4. Si F e Faa,

6. St ' € Fo,

Fu — Fr—1,-1 les applications de contraction par rapport a h.

trh=n=dmV.

2
tr (hF) = ”I

tr (h2) =

tr? (h?) =

4
tr (hF) = = ;r

tr (h3

)

1

F+ - (tr F)h.

4

n+1
2

2

n+2

3

h,

n(n+1) ‘

F+ ghtrF.

h2

tl“2 (hg) _ (n+1)(n+2) h,

tr3 (h3) = n(

n+1)(n+2) .
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7. Si F € Fo,

tr (hF) = 3 p 4 % (tr F) b (2.39)

8. Si F € Fi,
tr (h2F) == ;r 2hF, (2.40)
tr? (h?F) = 2 p (2.41)

Démonstration. Lisomorphisme F < F entre Fj et C[[u]] ® ("V) ®
(@lV) transforme le produit de polynomes en produit tensoriel et produit
symétrique de tenseurs (dans ®*V et ©'V). Il suffit donc de démontrer les

relations (2.30)-(6.18) transposées dans (©*V) @ (®'V). On utilisera les bases
(e',...,e") de V* et

(e1,...,ex) = (aler),...,a(ey))
de V'. On a
tr(u® a(z)) =0 (u, a(z2)) = (u, )
et
tr (ei®e;) = 5;

(i.e., les bases (e!,...,e") et (eF,...,e’) sont duales par rapport & 6).

1. On a R
h = Zhﬁeiébgz Zei®6;,
,J ,J

d’ou

trh = dim V.

2. On démontre la relation (6.9) pour het F e V*@V'. Comme la relation
a démontrer est linéaire en F, il suffit de la démontrer pour

F=e®e;.
OnatrF = (55 D’autre part,

ﬁ@ﬁ:Z(eeri)@)(eZQe;)
k
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1
_Z ki + ezk (621‘ + e;kk) 7
k

W

ol on note €7 = €' ® e’ et ej; = ef ® e;. On en déduit

~ ~ n ~ 1~ 1~ 1 .~ n+ 2~ ~\ ~
w(hoF) = TP+ P+ poth = 2 F+4(trF>h.

3. De (6.9) et tr h = n, on déduit immédiatement tr (h?) et tr? (h?).

4. On démontre la relation (6.9) pour het Fe®V®oV . Comme
@9V est engendré par les éléments de la forme x ® z, x € V, on peut
se limiter au cas ou

F= (¢ 0e) @ (e ®ep) =7 @efy.
On a alors
ﬁ@ﬁ:Z(eiGejG)ej)®(e;‘®e}§®6k)

= EZ (€7 + eV + 7)) @ (e + €rin + €ppa) -

Ne}

On en déduit

~ ~ n .. 1 .. 1 ..
tr (h ® F) = 56” ® exr + §6J] ® er + 56” ® ers

1 . bY) g Y g
+oe @+ ) el @e+ Y el oe;

1 .. & y & y
+§e“ ® e, + 5’“ Zeﬂ ® e + = Ze” ® ey,

n+4~ 4~
= F htF
9 +9®r

car tr F' = 6lel @ ef.
5. On déduit (6.10)-(6.12) de (6.9) avec F' = h.

6. I suffit de montrer la relation (6.15) pour F' = ¢i. On a alors
hoF = Ze@e] Ze”®e+ Ze”@)e
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et 1
tr (h@F) = gej+§ej.

7. Il suffit de montrer la relation (6.16) pour het F= (¢? ®e") ®e;. On
a dans ce cas

hoF=Y (dodod) o o)

— E Z (emk + ezk] + ejzk; + ejkz + ekzj + ek]z) ® (efl + 671'),

%

d’out

tr(ﬁ@ﬁ):%ejk®€?+%ejk@)e?%—ln—zekj@e}kf%ekj@e}k
+%eﬁk®ej+f—é§i:ei’“®e;‘+%e’”@e;’#% : e ® e
+1—126kj®e}*+(15—ll; : eij®ef+%ejk®€}k+% : e ® el
:gﬁ+%ﬁ+é(5§ek+5l’“eﬂ’)@ﬁ=n23ﬁ+%(trﬁ>@ﬁ.

8. En remplagant dans (6.16) F' par hF' (F € Fjo) et en utilisant (6.15),
on obtient (6.17); d’ou (6.18) en appliquant & nouveau (6.15).

O
2.5 Formes normales
De la proposition précédente, on déduit les lemmes suivants :
Lemme 2.7. On a
Fao = hF11 & Nao,
o
NQQZ{NEJTQQ|U"N:0}.

Tout élément F' € Fog s’écrit

F=hG+ N, (2.42)
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avec tr N =0 et

F— 2h (tr)* F. (2.43)

= t
N R C RS I E)

Démonstration. Si F' € Fyy admet I'écriture (6.7) avec tr N = 0, la relation
(6.4) entraine

n+ 2 1
F= - )
tr 1 G—|—4(trG)h
On en déduit
2 1
tr2F:n+ trG+ﬁtrG:n+ tr G,
4 4
trG = 2 tr? F,
n+1
= tr F' — t h
¢ n+ 2 ' n—|—2(rG)
4 2h
= tr F' — (tr)* F,
n+2 (n+1)(n+2)

ce qui montre 1'unicité de la décomposition (6.7).
Inversement, si G est défini par (6.8), on a

n -+ 2

tr (hG) = 1

G+i(trG)h:trF.

Lemme 2.8. On a
Fsp = h*Fro ® Nz,

o
N32: {NGJT32 | (tr)2N20}.
Tout élément I € Fzo s’écrit
F =h?G + N,
avec (tr)> N =0 et
6

C= i Dmry @ F

Résulte directement de (6.18).
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Lemme 2.9. On a
Fsz = h* Foo @ Nis,
o
Nggz {NEfgg | (tI‘)gN:O}

Tout élément F' € Fz3 s’écrit
F=hG+ N,
avec (tr)* N =0 et

6 3
G:n(n+1)(n—|—2) (tr)" F.

Résulte directement de (6.12).
Rappelons (définition 2.1) que tout série formelle F' € F s’écrit

avee Fj; € Fy et L
Fr=Fy  (kl€N).

Définition 2.8. On désigne par R le sous-espace de F, constitué par les
séries formelles

F= Z Fy + hGhy + B? (Gro + Gor) + h3Goo

min(k,l)<1

telles que Fy, = Fry, Gi1 = G11, Gio = Go1, Goo = Goo.
On désigne par N le sous-espace de F, constitué par les séries formelles

N:ZNM

k,1eN

telles que
N =0si min (k,1) <1, tr Noy = 0, (tr)> Ngy =0, (tr)® Ngg = 0.

Des lemmes 2.7-2.9 et de tr F); = tr Fj;, = tr Fj, on déduit immédiatement

43



Proposition 2.10. L’espace vectoriel F des séries formelles est la somme
directe

F=R&N.

Définition 2.9. On désigne par P : F — R la projection associée a la
décomposition F = R ®N. Pour F = Zk,leN FueF, ona

PF= Y Fu+Guh+ (Gi+Gn)h®+ Gooh?, (2.44)
min(k,l)<1
o

2h
(n+1)(n+2)

Cho = (n+1)(n+2) (tr)” Fia,

(tr)* (F2)

GOO =

nn+1)(n+2) ()" Fs.

On remarque que, sin =1, on a

PF= Y Fuy+ Fp+ Fy+ P+ Py (2.45)
min(k,l)<1

2.6 Noyau de 'opérateur L

Les équations (2.27) ramenent la détermination d’un biholomorphisme
local (f,g) qui transforme une hypersurface réelle M en une hypersurface
M* & la résolution d’équations linéaires sur (f,—1,9,) (1t > 3).

Rappelons que L est défini par

L (fa g) = Re (2 <Z7.f> + ig)|u;:u—',-i<z,z> :

Soit, V* Iespace vectoriel des applications polynomiales (f, g)
f:ct ¢, g:C""'—=C,
ou f(z,w) est polynomiale de poids —1 et g(z,w) est polynomiale de poids

i (poids 1 pour z, poids 2 pour w). Soit F* 'espace des polynomes réels
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de poids p en z,Z,u (poids 1 pour z,Z, poids 2 pour u). Alors L est une
application R-linéaire

L:V :@V“ — fgz@f”
n>3 u>3

telle que
L(V")cF* (n>3). (2.46)

On désigne par
LF .V — FH (n>3)

la restriction de L a V. Pour déterminer le noyau et l'image de L, il suffit
donc de déterminer le noyau et 'image des L*.

2.6.1
Lemme 2.11. On a

ker L = {(2i (2, by) z + bow, 21 (2, by) w) | by € C"}.
Démonstration. Si (f,g) € V? on a

[ (z,w) = ba(z) + bow,
g (z,w) = az(z) + a1(2)w,

ou by, az, a; sont polynomiales homogenes du degré indiqué par leur indice.
On a donc
2<Z7f> = 2<Z7b2> _{—2<Zab()>E

et

L(f,9) =Re(2(z,b2) +2(2,bp) (u —i(z,2)) +iaz+iay (u—+i(z,2)))
=u Re(2(z,by) +1a1(2))
+ Re (2 (z,b2) —Re (2i(z,by)) (2, 2) +1ias — a1 (z,2)) .

La nullité du coefficient de u dans L(f, g) équivaut a
2(z,bp) +ia1(z) = 0. (2.47)
La nullité du terme indépendant de u implique a3 = 0 et

2 (by, z) — Re (21(z,bo)) (2, 2) — a1(z) (z,2) = 0.
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Cette relation est équivalente a
2by —2i(z,bo) z —a1(2)z2 =0
ou encore, compte tenu de (2.47), &
bao(2) = 2i(z,by) 2. (2.48)

Les éléments (f, g) du noyau de L vérifient donc az = 0, et les relations
(2.47), (2.48), d'ot

avec by € C™. O

2.6.2

Lemme 2.12. On a
ker L* =R (zw, w2) .

Démonstration. Si (f,g) € V! on a
f(z,w) =bs3(z) + bi(2)w,
g (z,w) = ag(2) + az(2)w + agw?,

ol bs, by, a4, as sont polynomiales homogenes du degré indiqué par leur indice.
On a donc
2<Z7f> = 2<Z>b3> +2<Zab0>w

et
L(f,9) =Re(2(z,b3) +2(z,b1) (u—1i(z,2)))
+Re(iag+ias (u+i(z,2)) +iag (u+i(z,z>)2)
= u?Re (iag)
+u Re(2(z,b1) +ias(z) — 2a0(z, 2))
+ Re (2 (z,b3) —21(z,b1) (2,2) +iag —as (2z,2) —iap(z, z>2) )
La nullité du coefficient Re(iag) = — Imag de u? équivaut a ag € R. Celle du
coefficient de u équivaut a as = 0 et

(z,b1) + (b1, 2) — 2ag (2, z) = 0. (2.49)
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Le terme indépendant de u est alors
Re (2(z,b3) —21(z,b1) (2,2) +ia4);

sa nullité équivaut a b3 =0, ay = 0 et

<Z, b1> - <b1, Z> =0. (250)
De (2.49) et (2.50), on déduit (z,b1) —ag (z, z) = 0 et by = apz. En conclusion,
on a (f,g) € ker L* si f(z,w) = apzw, g(z,w) = apw?, ap € R. O
2.6.3

Lemme 2.13. Pour p > 5, l'opérateur L* : V* — F* est injectif.
Démonstration. La démonstration est différente suivant que p est pair ou
impair.

1) Soit 4 > 5, o = 2v + 1 impair, v > 2. Soit (f,g) € V*. On a

f(2,0) = oy (2) + bay—o(2)w + -+ + by(2)w” 2 + ba(2)w” ™" + bow”,

9(z,w) = agyy1(2) + g1 (2)w + -+ + az(2)w” ™ + ay (2)w”
et
(2, f) = (2, bo) 4+ (2,bay—2) W+ -+ + (2,b4) W + (2, ba) W™ + (2, bo) W".
Le coefficient de u” dans L (f,g) est
Re (2(z,bo) +1a1(2));

sa nullité équivaut a
2(z,by) +iai(z) =0. (2.51)

Le coefficient de v*~! dans L (f, g) est alors
Re (2(z,be) —2iv (z,by) (2, 2) +ias(z) —vai(2) (z,2));
sa nullité entraine as = 0 et

2(bg,2) +iv(z,2) (=2 (z,bo) +1a1(z)) = 0. (2.52)

47



Compte tenu de (2.51), cette relation est équivalente a
(b, z) = 2iv (z,bg) (2, 2)

ou encore &

ba(2) = 2iv (z,by) 2. (2.53)

On a donc

f(z,w) = by (2) + boyo(2)w+ -+ b4(z)w”_2 + bg(z)w”_1 + bw",

g(z,w) = agy1(2) + agy_1(2)w + - 4+ as(2)w”’ " + a1 (2)w”,

avec a; et by liés & by par (2.51) et (2.53). Le coefficient de u*~2 dans L(f, g)
est alors

Re (2 (2,b4) — 21 (v — 1) (2,b) {2, 2) — 2(”) (z,bo) (2, z>2)

2
+ Re (i as —ia (g) (z, 2)2)
=Re(2(z,by) +ias —2i(v —1)(z,b9) (2,2)).
Sa nullité implique, par décomposition suivant le type en z, a5 = 0, by = 0,
by = 0; on en déduit by = 0 et a; = 0 par (2.51) et (2.53).
On a ainsi montré by; = 0 et azj+1 =0 (0 < j < 3). On démontre ensuite
par récurrence by; = 0 et ag;y1 = 0 pour tout j < v.
En effet, soit & > 3 tel que by; = 0 et agjy1 = 0 pour tout j < k. Soit
alors (f,g) € V¥,
f (27 ’U}) = bQV(Z> + bQV—Q(Z)w + -+ ka(Z)wV_k7
g (z,w0) = agy1(2) + agp_1(2)w + - + agppr (2)w”™F
tel que L(f,g) = 0. Le coefficient de u*~* dans L(f, g) est
Re (2 (z, bo) +1iagk11(2)),

et sa nullité entraine by, = 0, agxr1 = 0. Donc L (f, g) = 0 entraine (f,g) = 0.
2) Soit u = 2v est pair (v > 3) et soit (f,g) € V*. On a

f(z,w) = boy_1(2) + boy_3(2)w + - -+ + by (2)w” ™1,

g (z,w) = ag,(2) + agy_o(2)w + - - + az(2)w” " + agu”,
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ou les bj, a; sont polynomiales homogenes de degrés j, k, et
(2, f) = (2,bg_1) + {2, boy_s) W+ -+ (2, b3) W + (2,b)) W .
Le coefficient de u” dans L (f,g) est
Re (iap) .

Si L(f,g) =0, on adoncay € R.
Le coefficient de u*~! est alors

Re (2 (z,b1) +ias(z) — apv (z,2));
on en déduit ay = 0 et
(z,b1) + (b1, 2) —vag (z,z) = 0. (2.54)
On a donc
g (z,w) = ag,(2) + ag2(2)w + - - + ag(2)w" 2 + aguw”.

Le coefficient de v*~2 dans L (f, g) est

Re <2 (2,b5) — 21 (v — 1) {2,b1) {2, 2) +iau(2) — iag <;> (2, z)2>
=Re(2(z,b3) —2i(v — 1) (2,b1) (z,2) +1a4(z2))
puisque ag € R. Sa nullité entraine ay = 0, b3 = 0 et
(z,b1) — (b1, 2z) = 0.
Utilisant (2.54), on a alors
2(z,b1) —vag(z,2) =0

et 2b; = vapz.
D’ou, si L(f,g) =0,
va
f(zyw) =byy_1(2) + boy—s(2)w+ -+ + b5(z)w”_3 + TOzw”_l,
g (z,w) = a9, (2) + ag_a(2)w + - - - + ag(2)w” > + agw”.
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Le coefficient de u*~2 est alors

Re (2 (2, bs) — W(“ ) 1) (2, 2)° +1as(2) + ao (g) (2, z>3>

— Re (2 (2, bs) — ag Y= 1?)) =2, 3 iaG(z)) .

On en déduit ag = 0, b5 = 0, mais aussi, comme v > 3, Reag = 0 et par
conséquent
ag = 0, bl =0.

On termine encore la démonstration par récurrrence. Soit k£ > 3 tel que
ag; =0, byjr1 =0 (0<j<k);
on a donc

f (Zv U)) = bQV—l(z) + b2u—3(z)w +--+ b2k+1(2)wy_k7

g (z,w) = ag(2) + ag—2(z)w+ -+ (ng(Z)wV_k.

Le coefficient de u”~* dans L (f, g) est
Re (2 (z, bay1) +1ak(2))

et sa nullité entraine ag; = 0, bog; = 0. Donc L (f, g) = 0 entraine (f,g) = 0.
]

2.6.4

Proposition 2.14. Le noyau de L :V — F3 est
{(21 (z,b0) z + bow + apzw, 21 (z, b)) w + aowQ) | ag € R, by € (C”} )
La restriction Ly : Vo — F3 de L a Vy est un opérateur injectif.

Démonstration. La premiere assertion résulte des lemmes 2.11-2.13. La
seconde résulte de la définition de Vj, qui implique ag = 0 et by = 0. O]
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2.7 Image de L

Soit F' € F* un polynome réel de poids p > 3. Sa décomposition suivant
les bidegrés en z,Zz s’écrit

[1/2]
Pe Y aw=y Y m
k+i+25=p J=0 k+l=p—2j

avec Fkl = Akluj et Akl = Alk:-

2.7.1

Soit
F = F30+ Foz + Fo1 + Fio + (Ao + A1) u
un élément arbitraire de F2. Alors PF = F et R3 = F3.

Lemme 2.15. L’image de L? est R® = F3 et L3 = L3|v3mv0 est une bijection
de V3NV, sur F3.

Démonstration. D’apres le lemme 2.11, V3 = V3NV, est un supplémentaire
de ker L?; I'image de L? est donc égale a L (V3). Soit (f,g) € V3,

f (Zaw) = bz(Z)’
g (z,w) = az(2) + a1(2)w,
avec les notations du lemme 2.11. On a alors
L(fag) = Re (2 <Z, b2> + ia?) + ialu — <Z7 Z>)
= Re(2(z,bs) +ias —ai(z,2)) +uRe(ia).

Soit
F = Fs0+ Fos + For + Fia + (Ao + Ao u

un élément arbitraire de F3. L'équation L(f,g) = F équivaut alors a

ia1 = 2A107 (255)
10,3 = 2F30, (256)
2 (b, 2) —ay (2, 2) = 2FY. (2.57)

Les coefficients de f et g : asz, ai, by sont déterminés uniquement par ces
équations quels que soient F3q, For, Fig = Aju. n
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2.7.2

Le sous-espace F* est I’ensemble des éléments de la forme

F = Fyo+ Foy + F31 + Fig + Fy
+ (Ao + Az + A1) u + Agou®.

Pour F € F*, on a

PF = Fyo + Foua + F51 + Fi3 + hG1y
-+ (A20 -+ A02 -+ AH) u 4+ AOOUZ,

avec

o F 2h
I' ——
+2 7 (n4+1)(n+2)

Les éléments de R* sont les F tels que Fay = hGq;.

= tr)? Fhy.
11 n (1") 22

Lemme 2.16. L’application L* est bijective de VANV, sur R* = RN F*.

Démonstration. D’apres le lemme 2.12, Vi = V*NV), est un supplémentaire
de ker L* dans V*; I'image de L* est donc égale a L (V). Soit (f,g) € V§,

f(z,w) = b3(z) + by (2)w,

g (z,w) = ag(2) + az(2)w + agw?,

avec Reag = 0.
On considere I'équation L(f,g) = F, F € F*. Le coefficient de u? dans
L(f,g) est Re(iap) = —Imag; 'égalité des termes en u? s’écrit donc

—Imay = Ago.
Le coefficient de w dans L(f, g) est
Re (2(z,b1) +1ias(2) —2a9(z,2)) = Re(2(z,b1) +iaz(z));
I’égalité des termes en u dans I'équation L(f,g) = F équivaut a

iay = 2Ay,
<Z, b1> + <b1, Z> = AH.
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Le terme indépendant de u dans L(f, g) est
Re (2 (2, b3) + 21 (2,b1) (2, 2) +ias(z) —as < 2,2 > —iag (z,z>2) ;
I’égalité des termes indépendants de u dans 1’équation équivaut a

lay = 2Fy,
2 <b3,2> —y < 2,2 >= 2F31,
(i(z,b1) —i(by,2) —iap < z,2>) < 2,2 >= F.

La derniére condition implique F' € R*. Si F' € R*, on a Fhy = hGq; et
les conditions sur (f, g) s’écrivent

—Imay = Ago,
iay = 2Ay,
lag = 2F)y,
2(bs,z) —ag < z,z >= 2F3,
(2,01) + (b1, z) = A,
i(z,b1) —i(by,2) —iap < z,2 >= Gy;.
Les trois premieres ont des solutions uniques ag4, as, ag (avec Reag = 0). La
quatrieme s’écrit
2(bs,z) =2F5 +as < z,z>
et a une solution unique b3. Des deux dernieres, on déduit la relation équivalente

2<b1,2> :A11+1G11—a0<z,2 >,

qui a toujours une solution unique b;. Il

2.7.3
Soit u = 2v + 1 impair, v > 2. Soit F' € F*; on a

F= Z F + Z Agu® + -+

k+l=2v+1 k+l=2v—1
+ (As0 + Agy + Asg + Aoz + Arg + Ags) u” 2
+ (Ago + Agl + A12 + A03) u,,71 + (Al() + AOl) u”
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et

PF = (Foys10+ Fou1 + Fioy + Foouy1) + -
(Aggr1,0 + Aoy + Aok + Ao 2k41) T
<A50 + Ay + B2 (Bio + Bo1) + Aws + A05) u’ 2
(Aso + Ag1 + A1 4 Agg) u” ™" + (A1 + Aor) v,

+ o+ -

avec

6

(n+1)(n+2) (tr)” Asz

By =
Les éléments de R* sont les

F=(Foup0+ Foog+ Fro + Foovir) + -+
+ (Ag—ok41,0 + A2pok1 + Ar 22k + Ao2v—2k+1) ub 4 (2.58)
+ (As0 + Agr + h* (Bio + Bio) + A1 + Ags) u”™?
+ (Ago + Ao1 + A1z + Agg) v’ + (A1g + Aor) u”.

Lemme 2.17. Soit p = 2v + 1 impair, v > 2. L’image de PL* est R* =
FFPNR et PL* est une bijection de V¥ sur R*.

Démonstration. Soit (f,g) € V* :

f(z,w) = boy(2) 4+ -+ + b (2)w”F + -+
+ by (2)w" ™ + by (2)w” ™ + bow”,

g (z,0) = ag1(2) + -+ + agpa (2)w”F + -+
+ as(2)w” ™ + az(2)w’ ! + a1 (2)w”

et soit F' = L(f, g). Le coefficient de v” dans L(f,g) = F est
Re (2 <Z, b0> + ial) = AlO + A017

avec

2 <Z, b0> + iCLl = 2A10. (259)
Le coefficient de u*~! dans L(f,g) = F est

Re (2 (z,b0) —2iv(z,by) (z,2) +ias(z) — vai(2) (z, 2))
= Aso + Az + A1a + Aos,
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avec

ias = 2 A0, (2.60)
2(be, 2z) +iv(z,2) (=2 (z,bo) +1a1(z)) = 2A9. (2.61)

Le coefficient de u*~2 dans L(f,g) = F est
( (2,bs) — 21 (v — 1) {2, bo) (2.2) — 2(’;) (. bo) <z,z)2>
+Re (la5 Fiw—1)ag(z,z2) —i (’;)al <z,z>2>
— Re(ias) + Re (2(z,by) +i(v — 1) az (2, 2))
+ Re (_21 (v — 1) (2,by) — (g) (2 (z,bo) +iay) (2, z)) (z,2),
dott

iCL5 = 2A507 (262)
2<b4,2> +1(I/— 1) as <Z,Z> = 2A41, (263)

21 (v — 1) {ba, 2) (2,2) — (;) (2(z,00) +ia) (2,2)" =245 (2.64)

La projection PAgz, est alors

PAsy = h*Byg,
avec 6
2
— Ass.
0 (n+1)(n—|—2)( )" Aa:
Appliquant
1
1) = "Ba s Loy
6 3
a G = (b, z),0n a
n—+3 1

tr ((by, 2) (2,2)) = (ba, z) + 3 (tr (be, 2)) h

et
n—+3

% ({by, 2) (2, 2)) = tr (b, z) + %tr (tr (ba, 2)) h
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n+3 n+1

=3 tr (by, 2) + tr (b, 2)
2

= n;)L tr (be, 2) .

La projection sur R de (b, 2) (2, z) est donc
2
2

h — 1tr<b2,z>

et celle de Asy est h?Byg, avec
2
2i (v = 1) ——tr {by, ) - (g) (2 (2,bo) +iay) = 2By (2.65)

Soient A107 Ago, Agl, ./4507 A41 quelconques et A32 = hQBIO- Les équations
(2.60) et (2.62) déterminent ag et as; 'équation (2.63) détermine alors by.
Les coefficients by, by et a; doivent vérifier

2 <Z, b()> + ia1 = 2A10, (266)
2(by, 2) +iv(z,2) (—=2(z,b0) +1a1(2)) = 24, (2.67)
. 2 v .
2i(v—1) e tr (bo, 2) — <2> (2(z,bg) +1ay) = 2Byp. (2.68)
La deuxieme relation entraine
n+1

2tr <bQ,Z> +iv

(—2(z,bp) +1ia1(2z)) = 2tr Agy. (2.69)

Le systeme d’équations (2.66)-(2.68)-(2.69) a une solution unique
(tl‘ <b2’ Z) ) <z7 b0> 7a1) )

qui détermine by et ay; (by, ) et by sont alors déterminés par (2.67).
Soit 2 < k < v. Dans le coefficient de u”~* de L(f,g), les termes de type
(2k +1,0) et (2k, 1) sont
i
§a2k+1 = A2k+1,07

<b2k7 Z> = AQk,l-

Si F' € R* est donné par (2.58), agy1et bay, sont donc uniquement déterminés
par F'.

On a ainsi montré que pour tout F' € R*, il existe une solution unique
(f,9) € V¥ pour PL(f,g) = F. Donc PL* est une bijection de V* sur R/,
et P induit une bijection de I'image de L* sur R*. Il
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2.7.4
Soit = 2v pair, v > 3. Soit F' € F"; on a
itj=2v i+j=2k
+ (Ao + As1 + Auo + Ass + Aoy + A1 + Aoe) u”?
+ (Ago + As1 + Ao + A1z + Aos) u’?
+ (Ago + Aqy + Ag) u” ™t + Agor”

et

PF = (Foo+ Foy11+ Fiov-1 + Foou) + -+
+ (Aoko + Agp—11 + A1 ok—1 + Ao 2k) u’
+ (AGO + Asi + B°Boo + Ais + A06) u’?
+ (Ago + Agi + hBy1 + Az + Agg) u”™?

+ (Agg + Ay + Ao2) w1 + Agou”,

avec

2h
(n+1)(n+2)

(tr)3 A33.

(tr)* (Az) ,

tr (Agg) —

11 =

n+ 2
By =

nn+1)(n+2)

Les éléments de R* sont les

F=Fouo+Fo1g+ Frop1+ Foo)+ -+
+ (Aoko + Aok—1,1 + A1 2p—1 + Ao 2k) W
+ (AGO + Asi + h®Bgo + Ais + AOG) u’? (2.70)
+ (Ago + Asy + By + Az + Agg) u”™?
+ (Ao + A1y + Ao2) u’ ™" + Agou”.

Lemme 2.18. Soit u = 2v pair, v > 3. Limage de PL* est R* = FFN'R
et PL* est une bijection de V* sur R*.

Démonstration. Soit (f,g) € V¥ :

f (Z’ w) = 621/—1<Z) + -+ bgk_l(z)'wy_k + ..
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+ by (2)w” ™3 4 by (2) w2 + by (2)w”
g(z,w) =ag,(2)+--+ an(z)w”*k + .-

+ ag(2)w” ™ + ag(2)w” 2 + ay(2)w” ! 4 aguw”.
Le coefficient de w” dans L (f,g) = F est
Re (1 ao) = AOO- (271)

L est

Le coefficient de v~
Re (2 <Z, b1> + ia2 — aglV <Z, Z>) = AQ() + AH + A027

avec

iCL2 = 2A20, (272)
(z2,b1) + (b1, 2) — v (z,2) Reag = Aq;. (2.73)

Le coefficient de v*~2 dans L (f, g) est

Re <2 (z,b3) =21 (v — 1) (2,b1) (2,2) +ias — as(v — 1) (2, 2) —1ag (;) (z, z>2) :
Il appartient a R et s’écrit

Ago + Az1 + hBiy + Az + Aoy
avec

ia4 = 2A40, (274)
2(bs, z) —as(v — 1) (z,2) = 243, (2.75)

—2i (v — 1) ({z,b)) — (b, 2)) — Re (iap) (Z) (z,2) = By. (2.76)

v—3

Le coefficient de u est

Re (2 (2,bs) — 2i (1 — 2) (2, by) (2, 2) — 2 <” N 1) (2, b) (2, z>2)

+ Re (mﬁ (v —2) (2, ) —ia2<”;1> (z,z)2+ao(g) (z,z>3) |
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Sa projection dans R est
Ago + Ast + h*Bog + Ais + Ao
avec

iag = 2Ag,
2 (b5, 2) —as(v —2) (2, 2) = 24351,

_ <V R 1) ((z,b1) + (b, 2)) (2, 2)* + (g) (z,2)°Reag = Ass,

2
6

Boozn(n+1)(n+2)

(tr) 3 A33 .

Si B € Fi1,on a
tr? (h?B) = 02 4 .

Les deux relations précédentes sont alors équivalentes a

(Z) Reap — %tr ({(z,b1) + (by, 2)) = Bap.

(2.79)

Soit F' € R*, écrit sous la forme (2.70). Les équations (2.72), (2.74), (2.77)
déterminent as, a4 , ag; les équations (2.75) et (2.78) déterminent alors bs et
bs. Les équations (2.71) et (2.76) déterminent Im ag et (z,b1) — (b1, ). Enfin,

les coefficients ag et by sont soumis aux conditions (2.73) :
(z,b1) + (b1,2) —v{(z,2) Reag = Ay
et (2.79). La condition (2.73) entraine
tr ((z,b1) + (b1, 2)) —vnReay = tr Ay;.
Le systeme (2.79)-(2.80) posseéde une solution unique

(Reag, tr ({z,b1) + (b1, 2))) .

(2.80)

De (2.73), on déduit (z,b1) + (b1, 2). Les coefficients as; (j < 3) et bajq
(j < 2) d’une solution de PL(f,g) = F sont ainsi uniquement déterminés

pour tout F € R,
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Soit 3 < k < v. Dans le coefficient de u”~* de L(f,g), les termes de type
(2k,0) et (2k — 1,1) sont

1
§a2k = AQk,Oa

(bok, 2) = Agp—11.

Si F' € R est donné par (2.58), agx41 et bog, sont donc uniquement déterminés
par F.

Finalement, pour tout F € R*, I'équation PL(f,g) = F posseéde une
solution unique (f, g) € V*. O

2.7.5

Rassemblant les résultats des lemmes 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, on obtient

Proposition 2.19. L’application PLy : Vy — Rz est un isomorphisme
linéaire, et P induit un isomorphisme de l'image de L sur Rs.

2.8 Réduction formelle a la forme normale

Théoréeme 2.20. /3, Theorem 2.2]Soit M une hypersurface réelle d’équation

Imw=<z,2>+F(z,%Z,Rew),
ot .

F(z,Z,u) = ZF" (z,Z,u).
v=3
1l existe une tranformation formelle unique
2" =z+4+ f(z,w), w =w+ g(z,w),

avec (f,g) € Vo, telle que I’équation de la transformée M* de M soit

Imw* = (2*,2*) + N (2,Z, Rew)

avec N € N.
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Démonstration. On a vu que la transformation associée a (f,g) € V
transforme 1'hypersurface M, définie par

Imw =< z,z2>+F (z,Z,Rew),
[ee]
= Z F,(z,Z,u)
v=3
en M* définie par
Imw* =< 2%, 2" > +F* (2%, 2%, Rew") ,
[o/¢]
= Z F(z,Z,u
v=3
si et seulement si elle vérifie les relations

L(fu-1,9u) = Fu(2,7,u) — F (2,Z,u) + A, (2,7, u) (u>3), (2.81)

ou A, (2,7, u) est la composante de poids p de

ImZgl, Z,w —2Rez foo1 (z,w0)) — Z (x(z,w), fu (z,w))

v<p v<p A<y
— ZF: (z—i— Z fi(zw), z + Z fr(z,w),u+ Re Z gl(z,w)>
v<p J<p—2 k<p—2 l<p—1
(2.82)
apres la substitution
w:u+i<z,z>+iZFy(z,E,u). (2.83)

v=3

Rappelons que la fonction A, est déterminée par {(f,_1, 9., F,, F)}) ;v < p}.
On souhaite déterminer (f,_1,9,) (1 > 3) vérifiant les équations (2.81) et
F*eN.

Pour 1 = 3, on a A3 = 0. L’équation (2.81) correspondante s’écrit

L(fa,93) = F3 — Fy

et F; € N entraine
l;(févg3):: P%)
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qui posseéde une solution unique (f2,g3) € V3. On a
Fy=0.

Soit ¢ > 3. On suppose que pour tout v < p, il existe un unique couple
(fl/flagl/) € V(lf tel que

L(fo1,90)=F, —F, + A,
et F¥ € N. L’équation
L(fu-1,94) = Fu — F: + Ay
et la condition F¥ € N entrainent alors
L(fu-1,94) = PF,+ PA,,
qui possede une solution unique (f,—1,9,) € V§. On a
Fo=F,+A,—P((F,+A,).

On a ainsi montré I'existence et 'unicité de (f, g) = ZZOZS (fu-1,9,) telle que
F*eN. ]

Définition 2.10. On dit que I’équation d’une hypersurface M est sous forme
normale si elle s’écrit

Imw =< z,z2> +N (2,Z,Rew)

avec N € N.
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3 Théoremes d’existence

Les séries formelles utilisées pour chercher une forme normale d’une hy-
persurface analytique-réelle sont en fait des séries qui convergent vers des
fonctions holomorphes. En plus de cela, on cherche une interprétation géométrique
des conditions qui donnent lieu a une forme normale d’une hypersurface ana-
lytique réelle

tr Ny = 0, (tr)* N3y = 0, (tr)® Ngg = 0.

Soient M une hypersurface analytique réelle et v un arc analytique réel
tracé sur M et qui est transverse a l’espace tangent complexe de M. De
plus on se donne un repere de vecteurs linéairement indépendants, qui sont
analytiques réels le long de courbe . Toutes ces données sont localement
données au voisinage d'un point p de M.

Théoreme 3.1. Il existe une application biholomorphe ¢ qui transforme M
en une hypersurface réelle, qui a la forme suivante

0= (2,2) + D ninksys2 T (2, Z,0) 0t (3.1)
(tr)2 F23 = 0. ’

Géométriquement, il existe une unique courbe analytique I' dans M qui
passe par l'origine, et qui est tangente a un vecteur transversal a I'hyperplan
tangent complexe a l'origine et qui est envoyée dans une u-courbe par 1’ap-
plication biholomorphe ¢. De plus il existe une application biholomorphe ¢,

qui, avec la condition
(tr)® Fas = 0, (3.2)

vérifie les conditions

tr F22 = 0, (tr)3 F33 = 0. (33)
Pour I'application de ¢ on a :

Théoréme 3.2. Soit M une hypersurface analytique réelle, dont la forme de
Levi est non dégénérée a lorigine dans C", définit par I’équation suivante

v=F(z,%Zu), F|,= dF|,=0. (3.4)
Alors il existe une application gihoilomorphe ¢ telle que

d(M):v={(2,2)+ > Fy(zzu), (3.5)

min(k,l)>2
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Ou trFy, =0, (tr)2 Fjy =0, (tr)® Fiy = 0. (3.6)

Dans le théoreme d’existence donné par Chern et Moser on donne une
démonstration qui comprend le théoréeme d’unicité donné par

Théoreme 3.3. Soit M une hypersurface analytique réelle du théoréeme 3.2.
Alors la normalisation ¢ = (f,g) dans C" x C est uniquement déterminée

par les valeurs
,Re<@z) R‘(af ) (3.7)
0 0z |, 0z |,

Les normalisations d’une hypersurface réelle M en une forme normale
sont paramétrées par le groupe H de dimension finie données par

of
0z

of
o Ow

0 0 0
—Ca C 0 ]. (3.8)
—r—i{a,a) 2ia' 1

Ou -
al = <a1, o al, —altt —a_”> : (3.9)

La famille de normalisation de M va dépendre analytiquement des parametres

C = (5tlo) Ca:(%!)@—Rebz)
tQQr—Re(

)

(3.10)

Ew
awo

On montrera qu’il existe une famille de formes normales telles que

U= (2,2) + D nin(kpyz2 Pt (2, %, u) pour a =0, 1)
1 - 3.11
V=g {1 —2a(z,2)} + 3 inrnyse Fii (2,7, u) pour a # 0.

OuacRet

tngg( Z, ) (t )FQg(ZZU)—O

(tr)® Fys (2,Z,u) = B (tr)" (Fas (2,Z,u))* pour certain § € R. (3.12)
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Lemme 3.4. Soit g (z,w) une fonction holomorphe implicitement définie par
les équations
1
#20F (24 p()p) v+ 3 (G -0 ) . B3
ot g (0,w) =iF (p(w),p(w),w).

Soit ¢ L’application bitholomorphe au voisinage de 'origine définie par

2= 2"+ p(w"),

Alors Uapplication ¢ transforme Uhypersurface réelle M telle que M' = ¢(M)
est localement définie par une équation de la forme suivante

vt = (2% 2%) + Z Fr (25,2, u"),
min(k,l)>2

et la courbe I' Dans M wvia [’équation

r: { z = p(p), (3.15)

w=p+iF (p(p),p(p),um),

et appliquée a la courbe, z = v = 0. Ou (3.15) est uniquement donnée avec
la parametrisation .

La fonction holomorphe g (z,w) est bien définie a cause de la condition

Fl,= F.|, = Fz|, = 0.

dg dg
0 0

De plus (3.14) est bijective a 'origine. D’ou I'application (3.14) est biho-
lomorphe au voisinage de 0 pour toute fonction analytique p(u) telle que
p(0) = 0.

On suppose que 'hypersurface qui resulte M’ est défiinie par

Qui implique

vt = FT (27,75 u7).
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Alors l'application (3.14) donne 1’égalité suivante

1
F(z,Z,u) = F* (2*,Z",u") + 3 {g (", u" +iv") — g (2%, 2%, u" —iv")},
i
(3.16)
ol
=z" +p(U'* + iU*),
Z 4 plu” —ivY),
1
u=u*+ 5 {g (%, u* +iv*)+ g (2%, z",u* —iv")}.

4
Z

Puisque F et F'* sont analytiques réelles, on peut considérer z*, z*, u* comme
variables indépendantes. D’ou la condition de F* (z*,Z*, u*) = v* = 0 est
équivalente via 'équation (3.16) a I’équation suivante

(o) = 3(0.0) =2 (4 p(0) ()t 5 {0 () =90} ).
(3.17)
Pour z=0on a
_ : _ 1 _
(o) = 700 =2 F (@) Pt 5 (00,0~ 700} ). (319
Ainsi on voit facilement que
g(z,u)+g(0,u)=0 (3.19)
si et seulement si
9(0,u) =1F(p(u),p(u), u).
On utilise (3.19), I'égalité (3.17) se réduit a
g('Z?u) _g(ovu> = —21F(p(1u> 71_7(11') 7“)
+2iF (z +p(u),p(u),w+ §{g(z,u) —g(O,u)}) :

L’application (3.14) du lemme3.4 est completement déterminée par la fonc-
tion analytique p(u). De I’égalité (3.13), on obtient le développement de la
fonction holomorphe g(z,w) comme série entiére en z jusqu’a l'ordre 3 inclus
comime suit.

On considere g définie implicitement par

9(z,w) —g(0,w) = —QiF(p(iLU),ﬁ(w),w)
#2iF (24 p(0) )t g Lo lew) — g 00 )
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9(0,w) =iF (p(w),p(w),w).
Le développement de Taylor de F' a 'ordre 3 (w fixé) donne
F (2 + p(w), p(w),w + u) = F (p(w), p(w), w) + Y 2*Fo + u F’
+ Z 2P Fop+u Z ZF 4+ u*F”
Oé,ﬁ «
+ Z 2P Fopy +u Z %2’ Fl

a,B,y o,
+u22zaFg+u3F”'+o (|(z,u)|3) . (3.20)

Avec
Fu= 5 (o), Pl w), ' = S (o), ), w)
Fus = gon s (w), B) w), Bl = o () ), ),
P = 208 (), ) ),
Fu = oo (o) Bw) )l = 2o 0L ). ), w.
B = e ) ) w), = L0 ) ) w). (321
Soit

g(z,w) — g(0,w) = G1(2) + Ga(2) + Gs(2) + o(2”). (3.22)

Le développement de g a lordre 3 (w fixé). En reportant (3.22) et (3.20)
dans (3.13), on obtient

G1(2) + Ga(2) + Gs(z) + o(2%)
_2iF ( b pluw), pla)w + 4 {g(z ) - g<o,w>>

— 21 F(p(w), p(w), w)
=2i) 2°F, +1(G1(2) + Ga(2) + Gs(2)) F’

«
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+2iZZaZBFaﬁ+i(G1 )+ Ga(z ZZO‘F’
a,B

+ % (G3(2) + 2G1(2)Ga(2)) F”

+ 21 Z 22PN Fas, +1G1(2) Z 2*2PFlg

a,Byy

+ %G%(z) Z 2“F + iG?(z)F’" +o(2%). (3.23)

«

L’identification des termes de degré 1, 2 et 3 dans les développents limités
ci-dessus fournit

G (z _QIZZQF +iGi(2) F (3.24)

Ga(2) =1Gy(2) F' + 21ZzazﬁFa5 +1Gi(2) ZzO‘F(;
a,pB «a

+ %Gf(z)F", (3.25)
G3(2) =iG3(2) F' +1Ga(2) Y 2°F), +1G1(2)Ga(2) F”

«

+2i Z 2P Fopy +1G1(2) Z 2*2PFl,
B8y 8

+ %G%(Z) N iG?(Z)FW. (3.26)

07

En définissant

PO =3 "2F,,

«

FEO =3 "20F,5 FOU =Y 2"F,

a7ﬁ
FG0) = Z ZaZﬁZ,YFaﬁ,y, F@D = Zz“zﬂF;B.

By
37
Les relations (3.24)-(3.26) s’écrivent
Gi(2) =2i FM 111Gy (2) F, (3.27)
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Go(2) =i1Ga(2) F' + 21 F®Y 1iGy(2)FMY + %Gi(z)F”, (3.28)
Gs(z) =1Gs(2) F' +iGy(2) FOY 411Gy (2)Ga(2) F”
+2i FGO 1 i@ (2)F3Y + %G%(Z)F“’?) + ;lG‘I’(z)F”’. (3.29)
On a finalement
Gi(z) =2i(1—iF") " FOO), (3.30)
Go(z)=(1—iF)! (QiF(Z’O) +iG(2)FY + %G%(z)p")

=2i(1—iF) ' FRO 21 —{F) 2 FLOpLY

—2i(1—iF) (FOOY R, (3.31)
et
G3(2) = (1—iF) 7 (iGa(2) FY 411Gy (2)Go(2) "
+2i FGO 4Gy (2)FY + %G%(Z)F(I’Q) + iGi’(z)F’”)
=2i(1—iF) ' FOO 411 —iF) " Gy(z)F®Y
5 (1—iF) " G3H2)FYD 4 (1 =i F')  iGy(2) FOY
(=i F) G (2)Ga(2) F" 4 (1 — i )~ iaf{(z)p",
d’ot
Gs(z) =2i(1—iF) " FGY — 21 —iF) 2 FOORpED (3.32)
—2i(1—i ) (FOO) PO o1 —{F') 2 pROpLD
—2i(1 —i ) P PO (FODY Lo (1 — i F)~t (R0 pO1
—4i(1 =i F) P FOORCO R g (1 i F) T (FO0) FOD
FAI (1 =i F) T (FOOY (P 4 2(1— i F) ™ (FOOY P (3.33)
et

9(z,w) =i F(p(w), p(w), w)
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+2i(1—1F)7H (FOO 4 RO 4 pE0)

—2(1— iF')_2 (F(LO)F(M) + A0 @Y F(Q’O)F(l’l))

= 2i(1 =i F) 7 ((FO0) P4 OO (FOD)?
+2F 0 PO pr (R0 F(LQ))

+2(1=iF) " (3(PO0) FODET 4 (FO0) p)

FAi(1—iF) 7 (PO (P2 4o (28

on utilise lelemme3.4, on a la condition suivante sur I’hypersurface réelle M’

v =0(z22)

Ainsi pour obtenir les termes jusqu’a l'ordre v? compris, il suffit de calculer
les fonctions
Fk*l (Z, 27 U)

de M’ jusqu’au type (k,1),k,I <5 compris. On obtient les développements
de p® (u+iv) et p? (u +iv) comme series entieres en v comme suit

(iv)”

pa(u_i_iv):pa_'_pa/iv_'_pa//‘ . —|—O(U3)
B . B B/' BN (i’U)2 3
p’(u+iv)=p” +p” iv+p .T—i-o(v).

On utilise ce développement, on développe la fonction holomorphe g¢(z,w)
comme serie entiere en z et v dans (3.10) comme suit

o) = S0 (2w 0

k,1=0

l

(iv)*
2

=iF(p(u),p(u),u)+ +g (0,u)iv+ g5 (0,u).
(iv)’
2

o1 (Z,U) + gll (Z,'LL) 1v + gil (Z,U) :
+ 92 (Z7u) +gé (z,u)iv + 93 <Z7u)
+0(2Y) +0(2%) + 0 (2%0?%) + 0 (203) + 0 (V7).

N l
ol g,g) (pz,u) = ukglg) (z,u).
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o) = 304" () L2
k=0 :
=iF (p(u),p(u),u) + +g5(0,u)iv+ gy (0,u) %

. \2
+ g1 (z,u) + g1 (z,u)iv + gf (2,u) %
+ g2(2,u) + 93 (2,u) v+ g3 (2,u)
+0(2") +0(2%v) + 0 (2%0?) + 0 (20%) + 0 (v*)

ou g,gl) (nz,u) = ,ukg,g) (z,u) pour tout nombre complexe .

Les fonctions g,(f) (z,u) dépendent analytiquement des fonctions p(u) et p(u),

et polynomialement de leurs dérivées jusqu’a l'ordre [ compris, tel que la
somme des ordres de toutes les dérivées g,(j) (z,u) est inférieur ou égal a l'en-
tier [. En ordre inferieur, on obtient

9o (O,U) :iF(p(u),]_o(u),u) :O(U)
90 (0,u) =i Fop® +iFzp” +1F =0(1).

9o (0,u) = i Fap™ +i F5p™" 4 2i Fogp®p® + 21 Fapp®p” + 2i Fopp™ p”
+2i FLp + 21 Fyp” 4 2i F
et
g1 (zu) =2i(1 = F) " Foz® = o(zu).
g (z0) =2i(1= )" {2 + Fagp™n” + Fipe}
2i(1— ) {F;pa’ + FpP 4 2F"} F2°
= 4i Faply2°p” + 21 F 5, 2p” + 0 (zu) .
g2 (z,u) =2i(1—F) " Fop2®2f —2i(1— F')? Foz°FjzP
—2i(1— F")® (Fy2*)* F”
=21 Fog|, 272" + o (2%u) .

L’hypersurface réelle M est définie par I’équation suivante
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v :F(z+p(u+iv), z—{—]_?(u—iv),u—i—%{g(z,u—i—iv)—g(O,u—iv)})

(3.34)
On développe le second membre de I’équation (3.34) en termes d’ordre infe-
rieur en v comme suit

F<z+p(u+iv), 2+T9(u—iv),u+%{g(z,u+iv)—g(O,u—iv)})

1
—E{g(z,u—i—iv) _g(oau_iv>}
= A(z,7,u) + vB(2,7,u) + v*C (2,7,u) + o (v*) .

Donc on obtient

B (z,Z,u) :iFa(z—l—p(u),Z—l—]‘?(u),u—l—Reg(z,u))pf‘:(u)
—iFz(z4+p(u),z2+p(u),u+Reg(z,u))p” (u)
—F'(z4+p(u),z2+p(u),u+Reg(z,u) Img (z,u)
—Regd (z,u),

C(27u) =Fag(z4p(u),2+p(u),u+Reg(z,u)p” (u)p” (u)
+F(z+p(u), 2+ P (), utReg (z,u) p* (u)p” (u)
—Fag (2 +p (W), 24D (u),utReg(z,u) p™ (w)p” (u)
—iF (24 p (), 2+p(u),utReg(z,u)p” (u) Img' (z,u)
+iFg(z+p(u),z+p(u),u+Reg(zu)p” (u)Img (2,u)
+F" (z+p(u), 2+ P (u) ,u+Reg (2,u)) (Img' (z,u))"
——F,(z+p),z2+pu),u+Reg(z,u) p* (u)
——Fy(z+p(u),Z2+D(u), u+Reg(z,u))p” (u)
——F'(z+p(u),Zz+p(u),u+Reg(z,u) Reg” (z,u)
+=-Img" (z,u)
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o) = (52 e,
g" (z,u) = (%) (z,u).

On décompose A(z, z,u), B(z, Z,u) et C(z, Z,u) comme suit

A(z,Z,u) = Z Ay (2,Z,u) ,

min(k,l)>1

B(z,z,u) = Z B (2,%,u),
min(k,l)>1

C(z,z,u) = Z Chi (2,7, u)
min(k,l)>1

Il est facile de voir que

1-Ay (2,Z,u) dépendent analytiquement des fonctions p(u) et p(u).

2-By (z,Z,u) dépendent analytiquement des fonctions p(u) et p(u), en
plus linéairement des dérivées p'(u) et p'(u).

3-Cii (2,Z,u) dépendent analytiquement des fonctions p(u) et p(u), qua-
dratiquement des dérivées p'(u) et P'(u) et linéairement des dérivées secondes
P’ (u) et p’(u) tel que la somme des ordres des dérivées de p(u) et p(u) dans
chaque terme est inferieur ou égal a 2.

Lemme 3.5. (3.4) : Les fonctions Co; (2,Z,u) ,t € N | ne dépendent pas des
dérivées p"(u) et p"(u).

Cette assertion est facile a verifier, on observe que les fonctions suivantes

_ 1 (0?A _
C(z,Z,u) et — 3 (%) (z,Z,u)

dépendent de la méme maniere des dérivées p”(u) et p’(u), car
2

_ . _ . 0A _ v2 [0%A .
A(z,Z,u+1iv) = A(z,Z,u) +iv <6_u) (2,Z,u) — 5 (w) (2,Z,u) + ...

De A(z,0,u) = 0 de g(z,u) définie dans le lemme 3.4 avec ¢ (0,u) =
iF (p(u),p(u),u). Ainsi les identités suivantes

(g_f) (2,0,u) = (‘;%1) (2,0,u) = ... = 0.
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L’identité P2
(w) <Z> 07 U) = 07

donne la relation désirée entre les termes ayant p” et p” et les termes n’ayant
pas p” et p” de sorte que nous verifions que la fonction C (2, 0, u) est indépendente
de la dérivée p” et p’. ce qui prouve 'assertion du lemme 3.5.

On calcul explicitement le coté droit de I'équation (3.34) en ordre inférieur

tel que

’U:All( 2 )+A22( )+A12( E

‘|—A23( 2 )+A21( E )+A31( 7U)+A32(2,2,u)

+U{BOO( Z,u) + B (2, Z, )+BOl(

+DBi1s (2, )+B10(, ) + By (2,Z
+U2{Co() )"‘C()l( Zu)+Cl( 5
—|—0( ) ( ) (vz ) +O(U23) +o0 (v3)
+ Z Zo(zkil)—i- O(v2zk2l).

min(k,l)>1 k+1>4 k+1>2
k+l>6

Ou
Ay (2,Z,u) = Faﬁzaiﬁ —i(1+ F')f1 F(;ZQFBEB
+i(1—F) Faz®Fz’ +2(14+ F) 7 (1= F') 7 FIF2 Py’
= (2,2) +0(27u),
Boo (z,Z,u) =i(1+F) ' Foz —i(1— F) " F52? — (F)?
=0 (1) )
Boi (2,Z,u) =2iFgp™ 2" + 2F"Faz® +i(1+ F') Fa2® +1 FLp® (14 F') F52°
42i ( Fop® + Fépﬁ’) F'(1+iF") " F2,
Alors on obtient
’l):Fﬁ(Z,Z,u)—i-F;Q(Z,E >+F1*2< E
+ Fo3 (2, Z,u) + F5y (2,Z,u) + F3y (2,Z,u) + Fy, (2,
+o0 (224) +o0 (242) + Z 0 (zk l)

min(k,l)>1
k+1>6
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F¥ (2,Z,u) = (1 — By) " Any
F}y (2,Z,u) = (1 — Boo) ™ Az + (1 — Boo) > A By
Fyy(2,%,u) = (1= Boo) ™ A1z + (1 = Boo) * (AnBoz + A12Bor) + (1 — Boo) > AnBj,
Fy(2,Z,u) = (1 - BOO)_l Ay + (1 - Boo)_2 (A11B11 + A1aB1o + A12Bo)
+ (1 = Boo) "> (2411 Bo1 Bio + A11Cop)
Foy(2,z,u) = (1 - Boo)_1 Az + (1 — Boo)_2 (A11B12 + A12B11 + A2 Bog + A13B1o + A2 Bor)

+(1— Boo)_3 (21411301311 + 2A11B10Bo2 + 2A12Bo1 Big + AmBgl + Aic{n
+2A11B15C1o) + 3 (1 — Byo) ™ (A1 B3y Bio + A1 By1Coo) -

Du lemme 3.5, les fonctions F3, et F3; ne dépendent pas des dérivées p” et p”,
et la dépendence des coefficients dans Fy, et Fy; des dérivées p'(u) et D'(u)
est de la forme

Al (Up, ]57 p/7 pl)

T MER (3.35)

et o,
As (up, p,p', D)
(1 — Boo) ™"
Ou A; dépend analytiquement de p,p et u et au plus quadratiquement de
p', 0 et Ay dépend analytiquement de p,p et u et au plus cubicalement de
p,p.
Soit M’ I’hypersurface réelle obtenue dans le lemme 3.4 par 'application
biholomorphique (3.14), qui est définie par 1’équation suivante

v = Z Fy(2,Z,u).

min(k,l)>1

(3.36)

Alors il existe une unique fonction analytique f (z,u) telle que

FYy (2 + f(20) . Z,u) :ZFI:l (2,%,u)

k>1

et la fonction D (z,u) Satisfont la condition f (0,u) = g—f (0,u). Ainsi f (z,u)
z

dépend analytiquement de p, p et u et rationnellement des dérivées p’ et p'.
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On décompose f (z,u) comme suit

f(Z,U) :ka(z’u)

k>2

Ou
fk (#Z»U) = :ukfk (Z,U) , pour tout u € C.

Alors les fonctions fo (z,u) et f3(z,u) sont données par
Av1 (fo (z,u) ,Z,u) = Agy + (1 — Boo) ™" A11 B,
An (f3(zu),Z,u) = Az + (1 — Boo)_1 (A11Bo + A1 Bio) + (1 — Boo)_2 A B

Ou f5(z,u) et f3(z,u) ne dépendent pas des dérivées du second ordre p” et
=

b
Alors on obtient

Il est facile de voir que Gay et Ga3 dépendent de p, p,u,p’ et p'de la méme
forme comme dans (3.35) et (3.35).
On prend une fonction analytique E(u) telle que

FY (2,Z,u) = (E(u)z, E(u)z) et E(0) = idnxn-
La fonction E(u) est déterminée par la relation suivante

Ei(u) =U (u) E(u). (3.37)
Ou (U (u) z,U (u) z) = (z, 2) .

Alors I'application biholomorphe définie par 1’équation suivante
Z=FEw{z+f(zw)},
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w* = w.
Transforme M’ en une hypersurface de la forme suivante

> Hul(z7u). (3.38)

min(k,l)>2

Par la suite, on obtient une hypersurface réelle dans (3.38) par une applica-
tion biholomorphe comme suit

o =U(w)E(w) {z + f (z,w)},

w* = w.

Ou la fonction holomorphe U(w) satisfait la condition (3.37).
On utilise le développement

E(u) = E(w) —ivE"(w) + ..., (3.39)
Uu) = U(w) —ivU'(w) +
On obtient
vo=F (24 f(zu), 74 f(zu),u) + > min(en)>2 Gr (2,7, u)
= (Eu) (z+ [ (z,1), E(u) (z 4 [ (z,0))) + Xz Gr (2,7, 1)
= (U)E(u) (z+ [ (z,u)) , Uw)E(u) (z + f (2,0))) + X2 Gr (2,7, 1)
= (U(w)E(w) (z + f (2,w)), U(w) E(w) (z + [ (2,w)))
—1v(U(w)E(w) (z + [ (z,w)) , U(w)E(w) (z + f (2,w)))
+iv(U(w)E(w) (z + f (z,w)) , U'(w)E(w) (z + f (z,w)))

24 [ (2w) + B) falz,w)y LB (w) (=1  (2.0)) + B(w) fu(z,w)})
+iv(E(w) (z + f(z,w)),U(w)E(w) (2 + f (2, w)))

|
—
4
N~~~

~=

&
—

S
~
—~

+0 ( zv’ + Emln(k,l)22 le (Z’ z U)
(3.40)
Ou
w=1u-+1iv,
dUu dE
/ _ YY y _ =
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Par l'introduction de la variable holomorphe z* = 2+ f(z,w), on obtient par
I’équation (3.40)

v = (U(w)E(w)z*,U(w)E(w)z >+ Gao (2%, 2%, u)
VE(u) 2", Uu)E(u)z"} — (U(u)E(u)z", U'(u) E(u)z")
z

(E'(u)E(u)z", E(u)z") — (E(u)z", E'(u)z7)}

) + Y minen>1 Gy (275,25, u*) .
k-+1>6

Ou

D’apres I'application biholomorphe (3.39), on obtient

vo= (2% 2%) + Hjy (2%, 2%, u*) + Hog (2%, 2%, u*) + Hs (2%, 2%, u*)

+ > min(k)>1 H (2%, 2%, u¥) .
k41>6

Ou

Hy (2,Z,u) = Gao (U‘l(u)E Yu), U= (u) B~ (u), u
—i(z,2) {{U'(w)U ™ (u)z, 2) — (Z U'(u)U~(u)2 )}
—i{z,2) {{(E" (W) ET (w)U™ (u)z, U (u)2) — (U™ (u)z, E'(w) E~H(w)U™ (u)2)} -

Et la dépendence de Hog (2,%Z,u) en p” et p” et comme suit
Hay (2,7,u) = =2(2,2)? (5(0), 2) + K (2,2,0:/(0), 7(0))..
on utilise 'identité suivante

(tr)Q{(zz 2)}2(n+1)(n+2)(p,2).
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L’équation (tr)?Hyz = 0 est une équation différentielle du second ordre
Aip" + Ap” = B.

Ou

1- Ay, Ay sont des n x n matrices de fonctions et B est une fonction a
valeur dans C",

2- Al = ldnxn + O(U) et A2 = O(U),

3- Ay Aset B dépendent analytiquement de p,p ,

4- A; Ay dépendent au plus linéairement de p', p/,

5- B dépend au plus cubicalemuent de p/, p'.

Alors on obtient

/!

' =Qu,p,p,p.p)
(A — A A7) (B - A,ATB). (3:42)

Ou la fonction @) dépend rationnellement des dérivées p/, p'.

Donc il existe une unique courbe analytique I' dans M qui passe par
I'origine et est tangente a un vecteur transversal a I’hyperplan tangent com-
plexe a l'origine et qui est envoyée par ’application biholomorphique dans la
u-courbe.

Etant donné que

(U(u)z,U(u)z) = (z,2 ).

On a les identités

(U'(wW)U M (u)z,2) = (2,20 (w)U " (u) ) =0,

tr(U'(w)U " (u)) + tr U’ (u)U 1 (u) = 0.

Donc I'équation tr Has = 0 est donnée par

(U'(w)U(u)z, 2) + (z,2 Y tr(U'(uw)U 1 (u))

2(n+2)

1 —1 A1
:mtr(E (w)z, 7' (u)z, u) (3.43)

_% {tr(E’(u)E_l(u)) — tr(E'(U)Efl(u))} :

On utilise les identités suivantes

tr{(z,2 ) (Az,z )} = (n+2)(Az,z ) +tr (A) (2,2 ),
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(tr)* {(z,2 ) (Az,z )} = 2(n+ 1) tr (A).
On obtient

(2,2 ) (U () U () !

= m (tr)Q Ga (Eil (u) 2z, E=1 (u) 2, u)
_% {tr(E'(u)E—l(u)) — tr(E’(u)E*(u))} -

Ainsi I'équation (3.43) est une équation differentielle du premier ordre de
U(u) comme suit

1

<U/(U)U_1<U)Z, Z> = m

(tr) G <E‘1 (u) z, E=1 (u) 2, u)
1 2 1 T
_8i(n+11>(n+2) (2,2 ) (t)% Gas (E (w) 2, BT (u) zu)
—5 LB (WE T (w)z,2) = (z B'(w) B~ (u)2)}

1 / -1 ! —1
“r {tr(E (w)E (u)) — tr(E'(u) E (u))} :

D’ott en imposant U(0) = E(0) = id,xpn, il existe une unique application
biholomorphe
Z*=U(w)E(w){z+ f(z,w)}, (3.44)

w' = w.
Qui transforme M’ en une hypersurface réelle de la forme suivante

v={(z,2)+ Z Hy (2,Z,u). (3.45)
min(k,l)>2
Ou
tr(H22> = tI'(H23) = 0.
On considere les applications suivantes

{ z = 2" + p(w*)

w—w —|—g(2 w*)

{ ) (2 + f(z,w))

w* =w

{ — (sign {¢'(0)} ¢'(w))? uz

w* = q(w)

b

, (3.46)
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Ou p(w), g(z,w), E(w), f(z,w) et ¢ (w) sont des fonctions holomorphes qui
satisfont

g(O,u):g(O,u), WZQ(U)a
p(0 0) =0, detq(0)#0,detu #0,
i nXns f(O,U)) = fz(07w) = 0.

QL

L’application
(¢1, P2, P3) = P30 P20 (3.47)

est bijective. Donc I'application biholomorphique ¢, ¢|, = 0, a une unique
décomposition

¢ = 30020 ¢1.
De (3.47), toute application biholomorphique qui preserve (3.45) et la u-
courbe est donnée par

N |=

2= (sign{q(0)} ¢'(w))

() ’ (3.48)

q (w) = q(w),q(0) = 0,¢'(0) #0,
UeGL(n;C),(Uz,Uz) =sign{q'(0)} (z, z) .

L’application (3.48) transforme I’hypersurface réelle définie par
v = (2 2%) + Hyy (2%, 2%, u®) + Hiy (2%, 2%, u*) + Hiy (2%, 2%, u*)

+Hiy (2%, 25, u*) + 0 (222) + 0 (2722*) + Y minen)>2 Hiy (27,25, u*) .
kH1>7

En une hypersurface réelle de la forme
v = (22) + Hp, (U=, U7, q(u)
1 — .
¢ (|¢'))? (w) {Hz; (Uz,Uz,q (v)) + H3, (Uz,Uz,q (u)) }

L q" 2 q"
ey (U D5 @) + 45 (D) 8 sy
+0(2*z%) + 0 (27z%)
= (z,2) + Ho (2,Z,u) + Hoz (2,Z,u) + H32 (2,Z,u)
+Hss (2,Z,u) + 0 (242%) + 0 (2224).

Donc on obtient

—
DO | =

H22 (2727 U) q,H;2 (UZ7UZ7U)
1 _
Hos (2,7, (41)* H (U=, T
v (Z ’ u> ! <|q |> # (1 ’ q//z QU) q/// (349>
— % T 3
Hs3(2,Z,u) kq?Hi, (Uz, Uz,q (u)) + {5 (?) — 3—q,} (z,2)".
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Montrer que tr H, = (tr)* Hi; = 0 quand tr Hyy = (tr)> Has = 0. on peut
achever la condition (tr)3 Hj3; = 0 par une équation différentielle du troisieme

ordre comme suit )
q/// 1 q//
— —— | =] =k(u). 3.50
b5 () =k (3:50)
Ou

1

k(u) = —
() 6n(n+1)(n+2)
L’équation différentielle !détermine un parametre projectif sur la u-courbe.
ce qui acheve la preuve du théoreme 35.

(tr)® Hys (2,7, u) .

Théoréme 3.6. (3.6) : Soit M wune hypersurface analytique réelle non
dégénérée définie par l’équation

v=F(z,z,u) F|,=dF|,=0.
Alors une application biholomorphique normalisante de M , ¢ = (f,g) dans
2
ﬁ ,Re (% ) ,Re (8_g2
0 0 ow

o Ow ow
Comme notée avant, une application biholomorphique ¢ qui satisfait
é|o = 0 est uniquement décomposée en

¢ = ¢3002001.
Ou ¢4, g2 et @3 sont des applications biholomorphiques de (3.47) satisfont

¢1|o = ¢2|0 = ¢3|0 = 0.

C"xC est uniquement déterminée par les valeurs ——
2

)

De plus
(¢17¢27¢3) L ¢3O¢20¢1 (351)

est bijective. L’unicité de ¢q, ¢2 et ¢3 aux valeurs pres
0)

af| of dg 0%g
2 Re( 22 Re [ =—Z
0z, dwl,’ e(8w0 N w2

Assure l'unicité de 'application normalisante ¢. 'unicité de chaque ¢1, ¢

et ¢3 est vérifiée dans la preuve du théoreme 31 uniquement grace a la
détermination des fonctions p(w), E(w), g(w) par les valeurs initiales

p'(0), £(0),4'(0), ¢"(0).
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On peut avoir les relations suivantes

(7)) v -5
~wontore = (1-i5]) A
/(0) ~re (7).
2¢(0)"(0) = Re { (1 i ‘Z—Z 0) B % 0} |

Pour le cas dF'|, = 0 plutot que F.| = F3| =0, on a les relations simples

wopty =3

SCCIRAUREE R
) —re( 5 )
2¢(0)¢"(0) = Re { % O} .

Telles que les valeurs p'(0), £(0) = U, ¢'(0) et ¢"(0) sont uniquement déterminées
par
o 2
ory ofr 7Re(@ ),Re(ﬂ )
0z |, Ow|, ow|, ow? |,
Ce qui acheve la démonstration du théoreme 36

- dans le cas oun = 1 c’est a dire dim M = 3 ou I'hypersurface analytique
réelle est donnée par

v={(z,z) + Z Fu(z, z,u).

min(k,1)>2
ou
(tr) Fyy = (tr)? Fyg = (tr)® Fs.
on a Fhy = Fh3 = F33 = 0si dim M = 3 et la forme normale de M est donnée
par
v =224 Cpzt3? + Coy2%z* + Z Ch 27 (3.52)
k+>T7
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4 Points ombilicaux

Théoreme 4.7 : Soit M une hypersurface analytique réelle en forme

normale telle que

ol
Fi(z,z,u) # 0.

Soit N, une normalisation de M et ¢, un automorphisme de I’hyperqua-
drique réelle avec les valeurs initiales 0 = (C,a, o,7) € H. on suppose que

I'hyperquadrique transformée N, (M) est définie par
v=A_z,2) + F"(2,Z,u).

Alors
NU:¢U+X (l+1)7

F* = ok (C’lz, C-1z, 9’1u) +(+1).

Avec

(+1="> (Il

k420" >1+1

Preuve : Soit ¢ 'application fractionnelle

C(z — aw)

b= by - _1+2<z,a>5ww(r+(a,a))

B 1 —|—2<Z,CL> —w(r+ <CL,(I>)
Ou les constantes o = (C, a, p, ) satisfont

aeC" 0#0, o,reR
CeGL(n;C) (Cz,Cz) =o(z,2)"

L’application ¢ se décompose en
¢ =por.
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Ou

Z — aw

ya =
T e I L
v 142(z,a) — (a,a) w
et
. Cz
=1
¥ = . QJ}”U}
w =
1 —rw
Alors 1! et ¢! sont données par
¥ 4+ aw*
A =
bl = 1-2 <z*,a20— (a,a) w*
T —2(z*,a) — {(a,a) w*
et
C—lz*
° T 14+ ro~tw*
-1 __
30 - . Q_?w*
w* = —
1+ ro~tw*

Ainsi ¢! =710 7!, on obtient
C7(z* + o 'Caw*)

1 _ . -~ 1-2(z",07'Ca) —w* (=ro~' + (¢7'Ca, 9~ 'Ca))

¢U - ¢071 . gflw*
v 1—=2(z*071Ca) — w* (—ro~' + (p~'Ca, 071 Ca))
Ou
ol = (C’_l, —0 'Ca, o, —rg_l) € H.
Donc on a
v {zz) = (0" — (5,2 (167 (1-87)

ou

1—-6*=1-20""(z*Ca) — o 'w* (=1 + {a,a)).
Par I’application ¢, qui se décompose N, = E o ¢,, on obtient que

vF = <Z*,Z*> + QFul (C—lz*’cflz*’g—lu*> + Z (Z*,Z*J,U,*k)
li|+ ]| +2k>1+1
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= (2", 2%) + oF, (Cilz*,w, Q71U*> +(1+1).
L’hypersurface qui résulte en forme normale
v={z,z2)+ oF) (C’_lz,m, Q_1u> ,
ce qui donne
F*(z,z,u) = oF, (C_lz*,w, g_lu*) +({+1).
On utilise le théoreme 37, la définition suivante aura le sens
Définition 4.1. 1- Si dim M = 3, le point p est dit ombilical si
Fi2(2,2,0) = Foy (2,2,0) = 0.
2- Si dim M > 5, le point p € M et dit ombilical si
Fy (2,2,0) = 0.

Soit. N, une normalisation de M et ¢, = ¢ o1 un automorphisme d’une
hyperquadrique réelle.
On a une décomposition de N,

N, =¢oEoy,

ou E est une normalisation de 1) (M) avec la valeur initiale est I'identité. On
vérifie que pour chaque k£ > 3

Ny =¢s+x (k+1)ssi E=+x(k+1).

Théoreme4.8 : Soit M une hypersurface analytique réelle de dimension
3 en forme normale. Soit N, une normalisation de M tel que a # 0 dans
o= (C,a,p,r). Alors la non-ombilicité a 'origine 0 € M est équivalente a la
condition suivante

Ny = ¢y +x (7) et Ny # 05 +x (8). (4.3)

Pour la preuve, il suffit de montrer que la normalisation £ dans N, = @oFEo
satisfait

E=¢,+x (7) et E# ¢y +x (8),
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si et seulement si, ’origine est non-ombilical.
On suppose que M est définie par

v =22+ 02422 4 0227 4 2P + 2 + AP+ dB (8).

Ou b,c,d € C.
Par I'application v, M est transformée jusqu’au 7-eme poids en une hy-
persurface réelle comme suit

v =224 b2'2? + b2°2" + (c+ 4a) 2°2° + (c + +4a) 2°2° + (d + 2) 2*Z°+
(d+2) 2°2* + dbauz®22 + dbauzz" + 2baz"z + 2bazz* + (8).

On utilise le théoreme suivant :
Théoreme 4.9 : Soit M une hypersurface analytique réelle dont la forme
de Levi est non dégénérée définie par

v=F(z,%u), Fl,=dF|,=0. (4.4)
Si h = (f,g) est une application biholomorphique telle que

f(z,w) = C(z — aw) + f*(z,0),
g(z,w) = o(w + rw?) + g*(z,w),

ou les fonctions f*(z,w) et ¢*(z,w) satisfont la condition
flo=df*ly=9"lo=d g, =(g"]y) =0, (4.5)
et si I'hypersurface réelle h(M) est définie par
v=F"(z,Z,u) + (k+ 1), (4.6)

ou v = F*(z,z,u) est en forme normale, alors il existe une normalisation de
M, ¢, avec les valeurs initiales 0 = (C, a, 0,7) € H tel que

h:¢U+X(k+1)

On obtient la normalisation £ jusqu’au poids 7

1 -
2* =z + 2abz'w — 2%w? — gabw?’ +(7),

87



2
w'=w+ gabzw3 + (8),
et M est transformée jusqu’au poids 7 en une hypersurface réelle
_ 2
v=2Z+b2"2 + 022" + (¢ + 20) 2°2° + (c + +2a) 22" + (d + —) 772+

3
(@) 274+ (8).

puisque a # 0, la normalisation E satisfait la condition (4.3) si et seulement
si b # 0. ce qui acheve la preuve.

Corollaire 4.10 : Soit M une hypersurface analytique réelle de dimension
3 avec un point non- ombilical p € M, alors il existe une coordonnée normale
dont le centre est p € M telle que

U:Z§+F42(Z,E,U)+FQ4(Z,2,U)+ Z Fkl(z,é,u),
@min(k,l)>2k+1>7

ou

Fo(z7,0) = 2257, {22 (852) (2%, 0)} 0, Fi(250) =0, (47)

De plus, si deux hypersurfaces réelles en forme normale sont biholomorphi-
quement équivalentes au voisinage de 1’origine, alors elles sont liées par une
application comme suit

Z=dz,wt =w

la méme est vraie si on remplace la condition (4.7) par la condition suivante

— F:
Fyu(z,2,0) = 2°2%, { (6854) (2,2, 0>} =0, Fa(2,2,0) = 0.

Preuve : Puisque le point p est non-ombilical, on prend une normalisation
N, avec les valeurs initiales

o=(1,a,1,0),

3
a= —(resp a=—

~ 9% %)
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Oﬁ on suppose que
_ 452
F42|u:0 = bZ < 7£ O,

Fsol,_oy = c2°Z%,
F43‘u:0 = d2423.
Alors on obtient
Ff:s’u:o = 0 (Resp F5*2’u=O) : (4.8)

Noter que a = 0 necessairement si Fys|,_, = 0 (vesp Fso|,_, = 0). Supposant
que Fys|,_q =0 (resp F3a|,_, = 0). Alors on choisis la normalisation NN, avec
les valeurs initiales o = (a, 0, a@, 0)

ou

Alors on obtient o
Fjy(2,2,0) = 2%24

et que a = 0 et a = £1 obligatoirement si

F43’u:0 = 0 et F24|0 = 22?

<Resp F52|u:0 =0et F42|0 = 22?> .

Alors on execute une autre normalisation avec les valeurs initiales o =

(1,0,1,7)
* < * w
z = w =
1—rw’ 1—rw’

sur une hypersurface réelle M jusqu’au poids 8 par ’équation suivante :
v =224 22 4 222 4 dutE 4 duz?E 4+ (2] + (9).

Alors M est transformée jusqu’au poids 8 en une hypersurface réelle comme
suit :

V=224 22 + 272+ (d— dr)u'P + (d— dr) w2zt + (|z[7) + (9).

On prend



Qui donne

( OF3,

ou o) =0

Ainsi il existe une coordonnée normale en un point ombilical dans M tel que

— OF.
F42(2727 0) = 22247 {22 ( 854) (272a O)} = 0,F43(Z,5, O) = 0.

<R€Sp F24(Z,Z, 0) = 22?, {22 (6534) (2727 O)} = 07F52(Za 570) = O) :

Clairement, une normalisation N, entre ces coordonnées normales a des va-
leurs initiales telles que

o = (£1,0,1,0).

Qui acheve la preuve.
Lemme 4.11 : Soit M une hypersurface analytique réelle de dim > 5 en
forme normale, qui est définie jusqu’au poids 6 par I’équation suivante

v = {(z,2)+ Aa@g%azﬂzﬁzs + uBOl@g_za:zﬁzﬁz5
+C, 572" 2P0 —|—_C’ o @gﬁza_zﬁ 2725277_
+ Doz 2P 21202125 + (2%24) + (2122) + (6)

Ou o o .
Aaﬂg = A’yé&ﬁ’ Baﬁﬁg = B’yéaﬁ’ Coaﬂ'ygﬁ = 05775%7
Dopyie = Dimeapy Agﬁ.s =B;5=0,
C«aﬁ By 0
af-n afy- ’

et les tous les indices barrés et non-barrés sont respectivement symétriques.
Soit N, = poEo1 une normalisation avec les valeurs initiales o = (C, a, o, 7).
Alors I'application normalisante E est donnée jusqu’au 6-eme poids comme
suit

2 =% 4 QQO‘SAMgﬁaﬁzﬁz'Vw + 4@1457%@7725277
(z,a) w + 2¢°"Cg 572" 27 20 aSw — 8 Ay 2”2V aa w
+29°0 Ay 52" 20 a7 aMw?
3 < _
_ v ,ab n B, n B 5 2
n+ 27 {C”WZ @+ Cpya }w + (),
w* = w — 455220 a7 w? + (7).
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Preuve : Par 'application ¢ de la décomposition N, = ¢ o F o), M est
transformée jusqu’au 6-eme poids en une hypersurface de la forme

v

= (2,2) + Foa(z, Z,u) + Fyo(z, Z,
Fiao(z, Z,u) + Foi (2, Z,u) + Fi3(z,
Foo(z,2,u) + Fos(z, Z,u) + Fso(z,
(222%) + (2%22) + (7).

)
) + F31(Z, 2, U,)
) + F33(Z,2, U,)

= 4u* A go50° ab272°

= 2uA, 552" aP 220,

= —4(a, 2) A 552" aﬁﬂz + 445757 28272

+4 (2, 2) A, 550 *af 2720 + 2uC 05T ? P70

+3uC, 5,577 222867 2° 2" + 3uC 0 f7oT? 22aP 207,

= A, 552" 2P0 +4(a, z) A, 52" aP220 +4(a,z) A
—4(a, z) A, 522" 272 + 4B, 552" 2P0

+3uC, 55,2207 2° 27 + BuC, 4o 225212027

= C,pr5n2" P00 —2(a,2) A of75? 285720

+2(2,2) A, 52" A

afy

52 2P 2720

= D, s=57% @B 202M25 — 2 (a,a) (z,2) A, 552" Py

+4(z,a) (a, z) Aaﬁﬁgzazﬁzﬁz‘f —4(2,2) (a,2) A 552" aﬁzvz

—4(a, 2) (2, 2) A, gr52"2°272° — 4 (a, z)? Ay ge5ztal 272
2(a,2) Cyprpz®2P272° + 2 Copon?™ P

(e}

(z,0)
+3(,2) Copy57? 2Pa72021 — 3 (2, 2) Cogsn?® 2P21207,

Ainsi M est en forme normale, £ = +x (5) et la fonction p(u) satisfait

Loy + (6)

p(u) = 5

Théoréme 4.12 : Soit M une hypersurface analytique réelle non-dégénérée
dans une variété complexe et U un sous-ensemble ouvert de M formé des poits
ombilicaux. Alors le sous-ensemble ouvert U est localement biholomorphique
a une hyperquadrique réelle.

Pour la preuve, on distingue 2 cas :

Pour le cas n =1, (C™"). on a Fyy = Fyg = F33 = 0.

On utilise la définition du point ombilical pour n = 1, en tous point de

U, ona
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On suppose qu'il exste un entier positif &' > 7 et des coordonnées normales
en un point p de U tel que

V=274 > Fulzzu)+ > Fu(z,z,u), (4.9)

min(k,l)>2k+1=k’ min (k,l)>2k+1>k'+1

ou

Z Fkl(Z,E,O) 7&0

min(k,l)>2k+1=k’

on utilise le lemme 3.13.
Lemme 4.13 : Soit £’ un entier > 7. On suppose que M est une hyper-
surface réelle en forme normale telle que

v=2Z+ Z Fu(z,z,u) + Z Fu(z, z,u),

@min(k,l)>2k+1=Fk’ Qmin(k,l)>2k+I>k'+1

ou

Z Fkl(z,é,()) %0

@min(k,l)>2k-+I>k/+1

Alors il existe un vecteur a € C" et une normalisation de M, N,, o0 =
(nxn, @, 1,0) telle que

F*(z,Z,u) = Z F(z,z,u) + Z Fi(z,Z,u).

@min(k,l)>2k+1=k"—1 Q@min(k,l)>2k+I>k’
Ou I'hypersurface réelle N, (M) est définie par
v=/{z,z2)+ F*(2,z,u),

et

> Ffi(2,2,0) #0.

@min(k,l)>2k-+1=k'—1

I1 existe une contradiction dans le choix de ’entier k. Donc M est définie par
V= 2Z.

Pour tout systeme ou coordonnées normales et tout p € U. Pour le cas ou
n > 2, toujours par le lemme 3.12, il suffit de montrer que

Foy = Fy3 = F33 = 0.
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Ainsi, puisque la forme est invariante sous la transformation le long de la

u-courbe, on a
FQQ = 0

En toute coordonnée normale et pour tout point de U, on suppose qu’il existe
un point p € U et une coordonnée normale en p tel que Fb3 # 0. Sans perdre
la généralité on peut supposer que Fy3(z, z,0) # 0 de sorte que

Fy3(2,2,0)=C @gﬁzazﬁzﬁzézﬁ # 0.

«

De la preuve du théoreme 3.14.
Théoreme 4.14 : Soit M une hypersurface réelle de dim > 5 en forme
normale définie par

v={z2)+ Z Fru(z,z,u). (4.10)

min(k,l)>2

On suppose que l'origine 0 € M est ombilical.
Soit N, une normalisation telle que le parametre a dans o = (C, a, o,7)
satisfait la condition

za:aa (%) (2,2,0) £ 0. (4.11)

Alors N, satisfait la condition

NU:¢0'+X (5) et Na#¢J+X (6)7

inversement, s’il existe une normalisation N, satisfait la condition (4.11),
alors 1'origine est ombilical.
On obtient l'identité suivante pour tout a € C"

Fy(z,z,u) = SUC’aﬁﬁgﬁzo‘zﬁa'yz‘gaﬁ + SUCamgﬁzﬁaxfzgaﬁ

u(z, z) {C’gaﬁﬁzaaﬂﬁ + C’gaﬁzazﬁaﬁ}

+2
=0.

Donc on obtient

(n + 2) C ByoT = hagCQ

e
a el + hﬁéc

[ 4
2 + PanC®, =+ honC

oayd’
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On contracte la pair (% 5) donne

4 —
C@Bwﬁ =0,
qui donne
Copran = 0.

Qui est une contradiction avec les hypotheses que

Fy3(2,2,0)=C mgﬁzazﬁzﬁzszﬁ #0.

«

ainsi
Fys = F3 =0,

pour tout point de U.
On suppose qu’il existe un point p € U et une coordonnées normale telle
que

Sans perte la généralité, on suppose

F24(Z, 2,0) 7£ 0 ou F33(Z, Z, 0) 7é 0.

Fou(z,2,0) = Aa@gzazﬁzﬁz:zﬁzﬁ,
F33(2,2,0) = A, 5522027202727,

Ainsi

On abouti a une contradiction avec les hypotheses
Fy4(2,2,0) # 0 ou F33(z,2,0) # 0.

Donc Fyy = Fy = F33 = 0. Pour toute coordonnée normale et pour tout
point de U.
Du lemme 3.13, M est définie par

v={z2).

Ce qui acheve la preuve.
Ainsi on a construit une transformation holomorphe qui envoie M dans
une forme normale et la preuve d’existence est réduite a des équations différentielles

94



ordinaires. Le choix des valeurs initiales pour p/'(0) € C™, U(0), '(0) et "(0)
nous permet de satisfaire la condition de normalisation (2.9) de §2. En effet,
ces 2n+n*+1+1= (n+ 1)2 + 1 Parametres réels caractérisent précisément
un élément du groupe d’isotropie H. Ainsi on a montrer

Théoreme 4.15 :Si M est une variété analytique réelle. L'unique trans-
formation formelle du théoreme 2.2 qui envoie M dans une forme normale, et
qui satisfait la condition de normalisation est donnée par des séries conver-
gentes. i.e. définissent une application holomorphe.
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Contraction des tenseurs symétriques

Guy Roos

5 Contraction de tenseurs

Tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels de di-
mension finie sur C.
Si V est un espace vectoriel, on note V* 'espace dual de V et

(,):V'xV-=C

I’accouplement canonique de V' et V*.

5.1 Produit tensoriel

Soient Vj, V5 deux espaces vectoriels. Leur produit tensoriel Vi ® V5 est
I'espace vectoriel, solution (unique & isomorphisme pres) du « probléme uni-
versel » :

1l existe une application bilinéaire ® : V3 X Vo — V1 ® Vy telle que toute
application bilinéaire ¢ : Vi x Vo — W possede une factorisation unique
p=0¢o®, ou ¢: Vi ® Ve — W est linéaire.

Siv; € Vi, vy € Vy, on note v; ®uy 'image de (v, v2) par ®. Si (e, ..., €,),
(f1,-.., fp) sont des bases de V;, V5, alors (e; ® fiy)i<j<n est une base de

1

<k<p
Vie .

Plus généralement, si Vi,..., V), sont des espaces vectoriels, leur produit
tensoriel V1 ® - -+ ® V, est 'espace vectoriel, solution du « probleme univer-
sel » :

Il existe une application multilinéaire @ : Vi X -+ xV, = V1 ®--- @V,
telle que toute application multilinéaire ¢ : Vi x -+ x V, — W posséde une
factorisation unique ¢ = go ®, ol 5: Vi ---®V, =W est linéaire.

Pour v; € V;, on note encore v; ® - - - ® v, I'image de (vy,...,v,) par ®.

Le produit tensoriel est « associatif », au sens que 'application linéaire

Vi@V Vs =V V,® Vs,
(11 ® v2) ® V3 = V1 ®@ Vg ® V3 (v; € V)

96



est un isomorphisme. Il est « commutatif », au sens que ’application linéaire

ViV, —Va® Vi,
V1 @ Uy = Uy @ vy (v; € V;)

est un isomorphisme. Les applications

CV-V-VeC
I1QU—v—1v®1

sont également des isomorphismes.
Si Vi, V5 sont des espaces vectoriels, application

Ve V)x(iel) —C
((fi @ fa), (11 ®va)) = (f1,01) (fa, v2)

est une dualité entre V; ® V5 et Vi* @ V¥, qui permet d’identifier (V; ® V)" et
V' ® V5. Cette propriété s’étend au produit tensoriel de p espaces vectoriels
Vi, V.

Si V est un espace vectoriel et k € N, sa puissance tensorielle d’ordre k
est

C (k=0),

_) Vv (k=1),

GV=E ve.av (k>1).
k fois

On déduit de ce qui précede des isomorphismes naturels
(V) @ (@V) — @V

et
(®kV)* — ®kV*.

On note
RV = @, V™.

5.2 Tenseurs

Soit V' un espace vectoriel. Un tenseur de type (k,l) (k-covariant, [-
contravariant) sur V' est une application multilinéaire

T:VEx (V) =cC
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((ul,...,uk),(fl,...,fl)) HT(ul,...,uk;fl,...,fl).
Par la propriété universelle du produit tensoriel, T est associé a ’application

T:(&V)® (2'V) —C
(u1®---®uk)®(f1®---®fl)'—>T(u1,...,uk;fl,...,fl).

Par la propriété de dualité, on associe & T I'élément T de (") @ (@,V)
défini par

<(ul®...®uk)®(f1®...®fl),f> =T (ug, . u £y 1Y)
On associe également a T les applications linéaires
T : @,V — @V,
définie par
<f1®---®fl,T*(u1®---®uk)> :T(ul,...,uk;fl,...,fl)

et
T* - ®lV N ®k"/’

définie par

(T (fle-of)ue - @u)=T(u,...,u; f'.... f).

Les applications T, et T™ sont duales 'une de l'autre et chacune d’elles
détermine T'. Si on désigne par 7,*(V) I'espace vectoriel des tenseurs de type
(k,0) sur V, on a des isomorphismes naturels

TEV) ~ (@) @ (8'V)) ~ (& V) @ (@)
~ Hom (®:V,®,V) ~ Hom (®lV, ®kV)

définis par les correspondances
ToToT o T, — T

ci-dessus.
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Sie= (eg,...,e,) est une base de V et si e* = (e!,...,e") est la base
duale, les coefficients de T dans e sont

T””:T@m“ e el el (1 <1, oyip, 1,50t S 1)

01l
Si

up=S e f1=3"pe
i J

on a
1 l E 1 l
T(ula--wuk;f?"'af): 7—;‘711 z]kl ’ u;'ck gy

Cette relation peut aussi s’écrire

ZTh Ji el "®eik®€j1®"'®€jl-

21 zk

5.3 Trace d’'un endomorphisme
Soit T' un tenseur de type (1, 1) sur un espace vectoriel V' :
T:VxV*—C.

On lui associe comme précédemment Te VeV, T,: V=V, T : V* - V>
L’accouplement canonique

(,):V'xV—=C

se factorise en
(,)=trog, (5.1)

avec X :V*xV = V*QV et
tr: V'@V — C.

La trace du tenseur T est par définition
tril'=tr (f) .

Soit € = (eq,...,e,) une base de V et soient (TZJ ) les coefficients de T
dans cette base. Alors

T = ZTijeinej.

i7j
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Comme t7 (¢! ® ej) = (¢, ej) = 5;'4 on a

trl =tr (T) =Y.

Comme (Tf ) est aussi la matrice de T, dans la base e, la trace du tenseur T’
est égale a la trace de T, au sens habituel de la trace des endomorphismes.

5.4 Contraction de tenseurs

Soit k,l € N, k, 1 > 1. Soit
o) : (V) @V)=2V'eVe (@ V) (®-1V)

I'isomorphisme défini par

01 (e ofoue - ouw=eueffo @feu®:-

On considere

t?"@id(

®k*1V)®(®z—1V)
VeV e (@ 'V)e (@.1V) — (@) ® (®-1V),

ou tr est Iapplication (5.1) et on définit
tr] (V) @ (@V) — (@) @ (®-1V)
comme le composé
trl = (7 @ id (o )oe, v ) © 01
de (5.3) et (5.2). En utilisant les isomorphismes naturels

TF(V) ~ (&FV) & (@V),
TN (V) = (@) @ (@1-1V),

(5.2)

& uy.

(5.3)

(5.4)

(5.5)

on transpose I'application (5.4) en une application, également notée t ry,

trl s THV) = TV,
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Si T est un tenseur de type (k,[), le tenseur t r{T est appelé contraction de
T (par rapport a la premiere variable covariante et a la premiere variable
contravariante). o

Sie=(eq,...,e,) est une base de V et si (Tfll,::;il) sont les coefficients de
T dans e, on a

J1°-J1 z1 . ik . A .
g Ti e Re*FRe, V- Qe
et
132 i 12 . i . . .
t TIT Z 109 zk ® € ® 6]2 ® ® 6]1‘

Les coefficients de S = tr{T dans e sont donc

S =y T (5.6)
5.5 Contractions itérées

Dans ce paragraphe, on note § = 0} et tr = tri.
Soit k,l € N, k,l > r. La contraction itérée

(tr)" (@) @ (@V) = (& V) & (21, V)

est, par application des définitions, égale a

(t T)r = tr®---Qtr ®id(®k—1V)®(®l,1V) o 6)7"7

r fois

avec tr: V*®@V — C défini par (5.1) et
0 (@V)e@V) =2V eVe -V Ve (@ V) e (®-V)

Vv
r fois

f1®"'®fk®ul®”'®ul’—>
flou® - f QufM® - @ffF QU ® - Qu.

5.6 Divisibilité par ( , )
5.6.1 Tenseurs de type (1,1).

Soit & = (, ) le « tenseur de Kronecker », i.e. tel que d, = idy; si
(e1,...,€,) est une base de V,onad => e ®e; et trd =n =dimV. On
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en déduit R
V*QV =Co®kertr.

Si T est un tenseur de type (1, 1), la décomposition de T" est
tr’T tr’T’
o tls (T—L(s).
n n
5.6.2 Tenseurs de type (k,[).
Soient k,1 > 1. Si S € T*7'(V), soit S 1'élément correspondant de
(@) ® (®-1V). Soit T' € T,*(V) défini par
0 (:f) —§® 85, (5.7)
on a alors
tr’l =nS,

ce qui montre que tr : T,F(V) — T, 71(V) est surjective et que
TFV) =867 H(V) @ kertr,

ot on note § ® T,*1(V) le sous-espace des tenseurs vérifiant (5.7) pour S €
T 1 (V), autrement dit

T(ul,...,uk;fl,...,fl):<u1,f1>S(uQ,...,uk;fz,...,fl).

6 Contraction des tenseurs symétriques

6.1 Puissances tensorielles symétriques

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension n.
Pour k € N, k > 0, soit
T:Vk W

une application multilinéaire. L’application symétrisée de T est I'application
S(T') définie par



On a S(S(T)) = S(T); l'application T est symétrique si et seulement si
S(T) =T.
En particulier, la symétrisée S (®y) de application canonique

®p: VE = @,V

se factorise en

S (®k) = Symy, 0 y;
de maniere équivalente, ’application

Symy : @V — ®V
est définie par

Symk(ul ®"'®uk) = %ZUESKUUI Q- @ Ugy,-
On a
Symy o Symy = S ymg.

Définition 6.1. L’image de Sym,, est appelée puissance tensorielle symétrique
(d’ordre k) de V et est notée ©,V. Pour k =0, on convient que Sym, = idc
et ®0V =C.

Soit T': V¥ — W une application multilinéaire, S(T) sa symétrisée. Les

applications linéaires associées T : @V — W et S(T) : @,V — W sont
alors liées par

—~—

S(T) =T o Symy.

Une application multilinéaire symétrique T : V¥ — W est donc ca-
ractérisée par L
T =ToSymy.

Les applications linéaires T: @V — W qui vérifient cette relation sont
déterminées par leur restriction T' : ©®V — W a l'image du projecteur
Symk.

Soient k,l € N. Pour u € ®;V, v € ®;V, on définit

u@v=Symyy (u®v).
Le produit ® est étendu de maniere naturelle a

O,V = @ OrV,

keN
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qui est alors une algebre associative, appelée algebre symétrique de V.
Siug,...,u, €V,ona

U@ Qup =Symy (U1 @ -+ @ uy,) .

On note OFV T'espace Oy V*.
Siwg,...,up €V, ft...,ff€V* ona

<Symk(u1®~--®uk),f1®---®f’“>—%Z(um®--~®uak,fl®---®f’“>

= (@ - @u, Symy, (f' - & f*)).
On en déduit, pour u € @V, f € "V,
(Symyu, f) = (u, Symxf) .

Si T : ©yV — C est une forme linéaire, soit T : ®iV — C la formg
linéaire telle que T' = T oS ymy, dont la restriction a @,V est T et soit f =T
I’élément associé de ®*V. On a alors

Symkf = f7

c’est-a-dire f € ®FV . Les espaces @,V et ®,V* sont ainsi en dualité.
On note S*(V') 'espace vectoriel des applications multilinéaires symétriques
T :V* — W. On a ainsi décrit des isomorphismes naturels

SHV) ~ (V) ~ oFV

T%Z<—>T

6.2 Tenseurs symétriques

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur C. Un tenseur de type
(k1)

T:VEx (V) =C
((ul,...,uk),(fl,...,fl))»—>T(u1,...,uk;f1,...,fl)
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est dit symétrique si quelles que soient les permutations o € Gy, 7 € &), on
a

T(ugl,...,ugk;fﬁ,...,f”):T(ul,...,uk;fl,...,fl).

Sie=(ey,...,e,) est une base de V et si (Tfllljkl) sont les coefficients de T

dans e, il est équivalent de dire que les coefficients T}!" sont invariants par

permutations des indices (iy, ..., ) et (ji,..., ;). L’application

T: (V) ® (2'V) —=C
(@ - u)® (o &f) =T (u,...usf..., f)

associée a un tenseur symétrique 7' est déterminée par sa restriction
T:(eV)® (0'V) —C.

Par les propriétés de dualité, on associe a T 1’élément T de (@kV) ® (e,V)
défini par

<(u1®---®uk)®(f1®---®fl),f>zT(ul,...,uk;fl,...,fl).

Si on désigne par SF(V) l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de
type (k,l) sur V, on a des isomorphismes naturels

SHV) ~ (V) ® (0'V))" = (6"V) & (&,V) (6.1)
définis par les correspondances
T T T

ci-dessus.

6.2.1 Produit symétrique

Soient T : V¥ x (V) — C, T' : V¥ x (V*)' — C deux tenseurs
symétriques. Leur produit tensoriel

TT : VF x (v)* = ¢
(TeT ((ul,...,ukml,...,vk/),(fl,...,fl,gl,...,gl/)>

:T(ul,...,uk;fl,...,fl)T/ (Ul,...,vk/;gl,...,gl/)
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n’est en général pas symétrique.
SiT: VFEx(V*)' — C est un tenseur de type (k, 1), on définit son (double)
symétrisé S(T') par

S(T) ((urs ), (s f)) = ﬁ S T (ot 7 7).

TESK,TES)

Le tenseur 7" est symétrique ssi S(7) =T
SiT :Vkx (V) = C, T : V¥ x (V) — C sont deux tenseurs
symétriques, leur produit tensoriel symétrique est défini par
ToT =S(TeT).
Si
Te (eV)e(@V), T'e (@’“'V) @(@V), TOT € (®k+k'V> @ (@r4rV)

sont les éléments associés par les isomorphismes (6.1), on a

—_—

ToT =ToT,

olt le produit symétrique de u® f € (OFV)®@(®,V) et v®yg € (@k,V) R(OpV)
est défini comme

W@ floweg =wov)e(foyg).
6.3 Contraction des tenseurs symétriques
L’application tr =t r}
tr: (V) @ (@V) = (V) ® (®-1V)
définie par (5.5) vérifie
tr ((0"V) @ (@V)) C (V) @ (e1V)
et se restreint par conséquent en une application

tr: (V)@ (@V) = (") & (0 V). (6.2)
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Utilisant 'isomorphisme (6.1), on en déduit, pour k,I > 1, l'opération de
contraction des tenseurs symétriques

tr: SFV) — SFH(V) (6.3)
et, pour k,l > r, ses itérées
(t7)" = SF(V) — SET(V).

(Par abus de langage, I'application (6.2) sera également appelée contraction
des tenseurs symétriques).
On a évidemment S{ (V') = 7;}(V). Rappelons que le tenseur de Kronecker

§=(, ) €S (V) vérifie
5:Z€i®€i

dans toute base (ey,...,e,) de V, et que l'on a
tré =n=dimV.
Lemme 6.1. Soit T € S{ (V). On a alors

2 1
(o) = 25 T+ (wT)s (6.4)
Démonstration. On démontre la relation correspondante pour 5 et
TeveV
Soit (eyq,...,e,) une base de V. Comme la relation a démontrer est linéaire

en T, il suffit de la démontrer pour
T=¢® €;.
OnatrT = 5{ D’autre part,

g@’f—z (" @e) @ (ex ®ey)

Z ki + ezk (ek’j + ejk);
k

ot on note €V = e’ ® e’ et ¢;; = ¢; ® e;. On en déduit

~ o~ ~ 1~ 1~ n-+2~ 1 ~\ A~
— IS _
tr(é@T) 4T—|—4T—|—4T+ (55 1 T—i—4<trT>(5.
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Corollaire 6.2.

(6o =115 (6.5)
02 (50 6) = @ (6.6)

Proposition 6.3. Tout tenseur symétrique F de type (2,2) s’écrit d’une
maniere unique

F=00G+N, (6.7)
avec tr N =0 et
20 9
— F — F. .
¢ n—i—2tr (n+1)(n+2)(tr) (68)

Démonstration. Si F' admet I'écriture (6.7) avec tr N = 0, le lemme 6.1
donne

n—+ 2 1
tr /' = —(t 0.
r 1 G+4(rG)
On en déduit
2 1
tr2F:n+ trG+EtrG:n+ tr G,
4 4
2
trG = tr? F,
n+1
4
= tr F' — trG) o
n—+2 ' n—|—2(r )
4 26
= tr F' — (tr)* F,
n+ 2 (n+1)(n+2)

ce qui montre 1'unicité de la décomposition (6.7).
Inversement, si G est défini par (6.8), on a

w(@o6) ="l (o) =uF
O
Lemme 6.4. Soit T € S3(V). On a alors
(e T) = n;4T+gé®trT. (6.9)
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Démonstration. On démontre la relation (6.9) pour det T € @V @O,V
Comme .V est engendré par les éléments de la forme x ®x, z € V, on peut
se limiter au cas ou

f = (ej ® ej) & (ek ® @k) = el X Ekk-
On a alors

SQf:Z(eier(Dej)®(ei®ek®ek)

=3 Z (€% + €7 + e7') @ (et + erik + €xhi) -
On en déduit
~ n .. 1 .. 1 ..
tr (5 ® T> = 56]] X err + 56” X err + 56” X Ekk

1 . by, g bY) g
+ge @emt gD T @ent gD ey

1 .. & y & y
+ §e“ ®ekk+§k26”®eik+§kZe”®eki

— ";4f+g§@trf,
car tr T = §lel @ ey O
Corollaire 6.5.
r(0@5®6) = ”Twé@a, (6.10)
12 (6066 8) = (”+1)6(”+2)5, (6.11)
B Eosos - ntDm+2) (6.12)

6

Démonstration. Appliquant le lemme 6.4 et le corollaire 6.2, on a

4
tr(é@é@é):HTH(5®5+§5®tr((5®6)

4 4 1
:n;; 5®5+§5®n+

J
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_n+2

d®0,

d’ou la relation (6.10). Les relations (6.11)-(6.12) résultent alors du corollaire
6.2. [

Proposition 6.6. Tout tenseur symétrique de type (3,3) s’écrit
F=Gi®d®d+ N, (6.13)

avec (tr)* N =0 et

6 3
G =iy ™' (6.14)

Ceci résulte directement de la relation (6.12).
Lemme 6.7. Soit T € S}(V). On a alors

n+1
2

tr(6eT) = T. (6.15)

Démonstration. Il suffit de montrer la relation pour

g:ZeiQ{)ei

et T = e/. On a alors

SoT = Z e@e] ®el Ze”@ez—l— Ze”@eZ

et 1
tr (56)?) = gej + §ej.
O
Lemme 6.8. Soit T € SZ(V). On a alors
3 1
w@EoT) =274 2w o (6.16)

3
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Démonstration. Il suffit de montrer la relation (6.16) pour Set T =
(ej ® ek) ® e;. On a dans ce cas

g@f:Z(ei(Dej@ek) ® (e; © €)
— E (ezjk + ezk] + ejzk + ejkzz + ek:zg + ek‘jz) ® (eil + eli)u

d’ou

- 1 1
tr<5®T> 126]k®6 + —*@e¢ +—67®6 + — e

12 12 12
—i—iej Re +ﬁZeik®e- ie’@e —|——Ze’"®e
12 T2 T2 : ‘
Lok oy 1 4 oy
+ 15 J®el+ﬁz T@eit+ et e +EZeJ ® e
1~ S DU RV PO
L R L L Oy T (tT) 3.
6+2—|—(—|—e) T+ (0T)o
0
Corollaire 6.9. Soit T € S§(V). On a alors
2
tr(é@é@T):%(F@T, (6.17)
1 2
2EesoT) = IF )6(7” ) (6.18)

On applique le lemme précédent a U = 6 ® T', puis le lemme 6.7, d’ou

1 2
r(é@mT):”7”5@T+§(w(5@T))@5:%5@T

et

_ (n+1)(n+2)
r?0eIOT) =TT

Ce corollaire entraine immédiatement

Proposition 6.10. Tout tenseur symétrique F' de type (3,2) s’écrit de maniére
unique

F=6060G+ N, (6.19)
avec (tr)* N =0 et

G = (tr)* F. (6.20)



7 Contraction de polyndémes réels par rap-
port a une forme hermitienne

7.1 Polynomes réels sur un espace vectoriel complexe

_Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension finie n. On désigne par
V' lespace vectoriel conjugué (i.e., muni du produit A - v = Av).
Un polynome réel de type (k,l) est une application

P:V —=C

a0 e Yo —l
telle qu’il existe une forme C-multilinéaire symétrique (sur V¥ et V' respec-
tivement)

p:VFx V-
vérifiant
P(z)=p| =2 z; 2 z

gy Ry Ry,
——— N —
k fois | fois

La forme p est unique et appelée forme polaire du polynome P; on a

1 — —
= m&“ o 0y, Oy -+ O, P

On donne le méme nom de forme polaire au tenseur symétrique associé a p

Pe (6M) @ (a'V)

p(ul,--.,uk;vl,-u,vl)

défini par
<(u1®---®uk)®(vl@---@Ul),ﬁ>:p(ul,...,uk;vl,...,vl).

Si 1
¢:VFxV =C
est une forme multilinéaire (non nécessairement symétrique), I'application

P:V—-C

définie par

k fois [ fois



est un polynéme réel de type (k,1), dont la forme polaire p est la symétrisée
de q :

1
p(ul,....uk;vl,...,vk)zm E G (Ugyy ey Uy Vryy e vy Ury)
o oESK,TES)

Les éléments associés P € (@kV) ® (@lV) et g€ (®kV) ® (®ZV) sont liés
par R
P = (Symy @ Symy) q.

Si Py, P, sont deux polynomes réels de types respectifs (ki,11) et (ks,lo),
leur produit P = P P, est un polynome de type (k,l) = (k1 + ko, 1 + [3). Si

Pe (") @ (W), P e (0"V) @ (ahV), B e (0™V) © (V)
sont leurs formes polaires respectives, on a

P = (Symy, ® Sym)) <ID\1®1/D;> =P oP,.

Soit (ey, ..., e,) une base de V, qui est également une base de V. On note

(e}, ...,e") la base duale dans V' ; la base duale dans V est alors <§, . ,e_”>.

Dans ces bases, le tenseur P s’écrit

Ji
ULyee k515501

ot les coefficients p; . ; 5 = sont symétriques par rapport aux indices (iy, . . . , ix)
et (j1,...,4). La valeur du polynéme P correspondant en z = Y. z'e; € V
est

= 3 Wk o1 il
P(z2) E Diyoiggro i 22

U1y Bk5 T 15001

7.2 Contraction par rapport a une forme hermitienne
non dégénérée
7.2.1
Soit
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une forme hermitienne non dégénérée sur V. Cette forme hermitienne définit
alors un isomorphisme

a: V-V
2z a2)
ou a(z) est caractérisé par

(t,a(z)) = h(z,1) (teV).

On désigne par § =a': V" — V lisomorphisme inverse.
Sie=(e,...,e,) est une base de V et si (h;) est la matrice de h dans

tj
cette base, on a
a(e) = Z hzel.
J

Si (h’d) est la matrice inverse de (F) = (h f) (au sens Zj hkghﬁ = 6F), on

i 3
a 5 () = Sne. -

7.2.2
On déduit de § un isomorphisme
B=idey- @302 8): (@) e (&) = (@)@ (@),

qui commute avec les opérations de symétrisation S ymy®S ym; et se restreint
par conséquent en un isomorphisme, également noté B,

B=idg,yv»@(BO---©0): (OV*)® <®lV*> — (V)@ (&)V).

SiheV*®V est associé & h, B (E) est égal au tenseur de Kronecker :

B(h) =

Définition 7.1. Soient k,l > 1. Soit F' un polynéome de type (k,l) et soit
F=Uc¢ (@kV) ® (@lV) sa forme polaire. La contraction de U par rapport
a la forme hermitienne h est

tr, U € (0" V) @ (0!71V)
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défini par
B (trp, U) = tr B(U).

La contraction de F' par rapport a la forme hermitienne h est le polynome
G =try F de type (k— 1,1 — 1) tel que

@ztrhU.

= . L= = i ik J1 7
F(z) g TRl A A2 L 2L

T1 ey Th5 T 1500 ]

ol les coefficients a, sont symétriques par rapport aux indices (i1, . . ., ix)

i1k 11
et (ji,...,J1), on a
o e N R . R RN R R el
F E Q7.6 ® - REF RN Q- Qe
(I3}

D1 ymees yeeerdl

Utilisant (7.1), on a

B (ﬁ> - Z i 7. € Q- R ® Z hiie, @ e @ - @ feit

UL yeens k315501
et

b <ﬁ> = Y V55670 @R[ ® fel.

U1 yeeny B3 T 1500 J1

On en déduit

EraF =300 i VG € R R Q@R Q@ e

..... i1tk g1 Ji

et
(trF)(2) = > BVa o522 (1.2)

U1y 8k5 T 15001

La relation (7.2) est la définition de la contraction utilisée dans l'article
de Chern-Moser [3].
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7.3 Applications
Soit Fy; l'espace vectoriel des polynomes réels de type (k,1) sur V. Soit

h une forme hermitienne sur V. L’isomorphisme F' — B (ﬁ > entre Fy; et

(OkV*) ® (V) transforme h en 0§, le produit de polyndémes en produit
symétrique de tenseurs, et la contraction par rapport a h en contraction
des tenseurs symétriques. Les propositions 6.3, 6.10, 6.6 se traduisent donc
immédiatement (en notant tr = tr, et (z,2) = h(z,2)) en :

Proposition 7.1. On a
For = Fu1 (2, 2) ® Naa,

ot
NQQZ{NEf22|trN:0}.

Tout élément F' € Foy s’écrit
F=G(zz2) +N,
avec tr N =0 et

2
tl"F— <Z,Z>

“=12 (n+1) (n+2)

(tr)* F.

Proposition 7.2. On a
Fao = Fro (2, 2’>2 ® Nsa,

ol

Ngg == {N € ",E'32 | (tI’)2N = O} .

Tout élément ' € F3o s’écrit
F=G(z2"+N,

avec (tr)> N =0 et ;
C= i Dmry ™ F
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Proposition 7.3. On a
Faz = Foo (2, 2)" & N3,

ol

N33 == {N € ",E‘33 | (tI’)gN = 0} .

Tout élément ' € F33 s’écrit
F=G(z2)’+N,

avec (tr)> N =0 et

6 3
ey pors yy o AR

8 Contraction de séries formelles

On décompose un élément F' de F en termes homogenes de bidegré (k,1)

en (z,2)
F=> Fu
k>0
avec
Fy (A2, piZ,u) = N By (2,2, u) (A pneC).

La composante Fy; de type (k,1) s’écrit

Fkl = Z acxl...akE...EZal e Zak%. . .ﬁ, (81)

ou les coefficients a,, , 35 7 sont des séries formelles en u, symétriques par
rapport aux indices (ay, ..., k) et (B, ..., ).
Des trois lemmes précédents, on déduit

Proposition 8.1. L’espace vectoriel F des séries formelles est la somme
directe

F=R&N

de
R= P FudFulz2) @ Fiolz2)+ Foolz2)°

min(k,l)<1
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de

N ={Ne€F|Ny=0si min (k1) <1, tr Nog =0,
(tr)2 N32 == O, (tr)3 N33 = 0} .

Définition 8.1. On désigne par P : F — R la projection associée a la
décomposition F = R@®&N. Pour F € F, on a

PF = Z Fkl + Gll <Z, Z> + (Glo + G()l) <Z, Z>2 + GOO <Z, Z>3 s (82)

min(k,l)<1
ol
2<Z7Z> 2
=t (F) — F
n = () (n+1)(n+2) (br)" (F22),
6 2

Gio = tr)? F
0= Dt 2) (tr)” Fo,

Goo = (tr)g Fis.

T nn+1)(n+2)
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