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Partie I

Notations principales.
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On note dans R3, les variables (x0, x1, x2) avec, x0 = t, x = (x1, x2),

les coordonnées polaires sont : x1 = r cosω, x2 = r sinω

on considère une fonction f(x, t) dont les normes L2, L1 à t …xé sont données

par :

jf j0 =
µZ

jf(x, t)j2 dx
¶ 1

2

et, jjf jj0 = sup
x

jf(x, t)j ,

Pour une équation d’ondes quasi-linéaire à coe¢cients réels

¤u + gk
ij∂ku∂2

iju = 0

où, ¤ = ∂2
t ¡¢x, ¢x = ∂2

1 + ∂2
2 , ∂k =

∂
∂xk

,

les gk
ij sont des fonctions linéaires de leurs arguments, elles véri…ent :

gk
ij = gk

ji, et gk
00 = 0.

Soit, L l’opérateur di¤érentiel du premier ordre :

Lu = ∂tu+
nX

j=1

Aj(t, x, u)∂ju+ B(t, x, u) = 0, B(0) = 0

où, x = (x1, x2, ..., xn) 2 Rn, x0 = t, u 2 RN .

A = (aij) et B = (bij) sont des matrices N £ N , de fonctions réelles.

on note par λj les valeurs propres de A, et rj, `j les vecteurs propres à droite

et à gauche correspondants.
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Partie II

Introduction.
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Initialement, ce sont des problèmes de géométrie des surfaces qui conduisirent les

mathématiciens du 18µeme siècle (Monge, entre autres), à envisager des équations aux

dérivées partielles. Mais ce sont principalement, des problèmes de physique math-

ématique qui sont à l’origine d’un vaste développement de la théorie des équations

aux dérivées partielles. Tout au long d’une période qui prend pour point de départ

les travaux de Cauchy et qui s’étend sur plus d’un siècle, d’importants progrès furent

réalisés, mais con…nés dans la perspective de données et de solutions régulières. C’est

aux problèmes de Cauchy que nous nous intéresserons plus particulièrement.

En raison de la dégradation (explosion) des solutions et/ou de leurs dérivées du

problème de Cauchy global pour des équations ou systèmes hyperboliques quasi-

linéaires, de nombreuses voies ont été explorées, principalement les travaux de

F.John, et S.klainermann qui ont fait suite aux travaux de G.Friedlander [12], et ont

donné par la méthode dite ”des poids fantômes” une solution approchée à l’équation

des ondes en dimension quatre d’espace, tout en contrôlant la norme Z de la solution

au lieu de sa norme ∂, ils ont pu établir une borne inférieure au temps de vie de la

solution donnée par lim
ε!0

εT
1
2

ε ¸ C > 0 [18].

Cette borne a été améliorée par L.Hörmander par des ”développements asymp-

totiques” , où il a introduit une solution approchée , et en a estimé l’erreur obtenant

en dimension deux Tε ¸ A2
0

ε2
+ o(

1
ε
) [15].

Ultérieurement, S.Alinhac, a étendu ce résultat par des procédés d’approximation

dits de :” l’optique géométrique non linéaire” en donnant plus de précision au temps

de vie des solutions et leur comportement explosif [6].
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Dans certaines situations globales en x à données initiales régulières, on peut

montrer l’existence d’une solution régulière pour 0 · t < T. Il est alors possible

de dé…nir le temps de vie Tr de la solution (régulière) comme le plus grand de ces

temps éventuellement in…nis.

Si Tr < +1, le problème de l’explosion consiste à décrire le comportement de

la solution u lorsque t ! Tr. On suppose que dans certains cas, cette explosion se

produit en un point (x0,Tr), la solution u(x) tendant vers u0 = u(x0) pour

(x, T ) ! (x0, Tr), et que la solution u est en fait une solution éclatée d’un système

qu’on appelera éclaté en un certain point (x0, Tr, u0) .

Cette étude est conçue en trois chapitres ci-après:

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur les équations scalaires et les

systèmes hyperboliques.Au cours de cette étude, nous donnons des dé…nitions utiles

pour notre travail; puis, nous abordons la notion de problème bien posé, du problème

de Cauchy avec interprétation géométrique.

Le second chapitre est consacré, dans un premier temps à l’étude de la durée

de vie des solutions des équations et systèmes précités et dans un second temps, à

la notion d’explosion sans lien avec la notion de singularité.

Nous terminons ce chapitre par une introduction à la méthode d’optique géométrique

non-linéaire” en l’appliquant aux systèmes hyperboliques quasi-linéaires en dimen-

sion deux”.

Le troisième et dernier chapitre concerne le cas modèle de l’équation d’onde

quasi-linéaire en dimension deux d’espace pour des données de Cauchy de taille ε.
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Successivement nous allons :

1) construire la solution approchée du problème par des méthodes d’approximation,

appelées :”optique géométrique non linéaire”

2) montrer que la solution approchée est une approximation …ne de la solution

réelle du problème.

3) préciser la borne inférieure du temps de vie Tε de cette solution.
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Chapitre 1

Equations et systèmes d’équations

aux dérivées partielles.

1.1 Rappels.

1.1.1 Symboles.

Soient x = (x1, ...., xn) 2 Rn, α = (α1, ...., αn) 2 Nn, jαj = α1 + .... + αn,

∂α
x = ∂α1

x1 ....∂αn
xn
;

Soit X ½ Rn un ouvert, 0 · ρ · 1, 0 · δ · 1, m 2 R.

On dé…nit Sm
ρ,δ(X £RN) comme l’ensemble des a 2 C1(X £RN ) telles que pour

tout K ½½ X et tous α 2 Nn, β 2 NN il existe une constante C = CK,α,β(a) telle

que :
¯̄
¯∂α

x∂β
θ a(x, θ)

¯̄
¯ · C(1 + jθj)m¡ρjβj+δjαj, (x, θ) 2 X £ RN (1.1.1)
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Si a 2 Sm
ρ,δ(X £ RN) on dit que a est un symbole d’ordre m et de type (ρ, δ).[22]

Exemple.

soit α 2 C1(X £RN) positivement homogène de degrè m dans la région jθj ¸ 1;

a(x, λθ) = λma(x, θ), λ ¸ 1, jθj ¸ 1. Alors a 2 Sm
1,0(X £ RN )

1.1.2 champs de vecteurs.

Un champ de vecteurs sur une variété M est une application lisse :

υ : M ! TM

x ! υx

où, υx : est le vecteur tangent à M en x [24].

On appelle point singulier d’un champ de vecteurs υ un point a tel que : υ(a) = 0

1.1.3 Champs Z.

On désigne par Z la famille de champs de vecteurs suivants sur Rn :

Zj = ∂j, Z0,j = xj∂t + t∂j, et pour 1 · j · k · n, Zj,k = xj∂k ¡ xk∂j

On dé…nit l’angle de rotation par :

R = x1∂2 ¡ x2∂1 ´ ∂ω, pour n = 2,

et, R = x¤∂ pour n = 3, tel que : R1 = x2∂3 ¡ x3∂2, R2 = x3∂1 ¡ x1∂3,

R3 = x1∂2 ¡ x2∂1,

ces champs Z sont tangents à la sphère Sn¡1, et engendrent l’espace tangent à

Sn¡1.

Nous avons , en coordonnées polaires :
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∂r =
P

ωi∂i, r∂r = x∂x, ∂i = ωi∂r ¡ 1
r
(ω¤Z)i ; 1 · i · 3,

¢ = ∂2
r + 1/r∂r + 1/r2∂2

ω, n = 2,

¢ = ∂2
r + 2/r∂r + 1/r2¢ω, ¢ω = Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 , n = 3,

ces champs de vecteurs véri…ent les propriétés de commutation suivantes :

[Z0,j,¤] = [Zj,k,¤] = 0, [Ri,¢] = 0, et [∂2
t ¡¢, Ri] = 0,

Les autres champs qui commutent avec l’équation d’onde sont :

S = t∂t + r∂r, [∂2
t ¡¢, S] = 2(∂2

t ¡¢).

hi = t∂t + xi∂i, [∂2
t ¡¢, hi] = 0.[8].

Remarques

1/ Les champs Zj, Zj,k, Ri, S, hi sont appelés les champs Z.

2/ Les champs de vecteurs Zj,k et hi sont tangents au cône C = f(t, x) 2 Rn+1/ t2 ¡ x2 = 0g .

1.1.4 Revêtement.

Soit D un ouvert connexe de Rn , 0 2 D, et ª une application continue de D dans

Rn. ª est dite revêtement si elle est surjective et localement un homéomorphisme

[29].

1.1.5 Fibré tangent en sphère.

Soit M une variété de Rn, TM = [
x2X

TxM le …bré tangent, X ½ M, on appelle …bré

tangent en sphère,l’ensemble [TxM = fu 2 TxM / jjujj = 1g [29].
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1.2 Equations aux dérivées partielles.

Une équation aux dérivées partielles à n variables, a pour forme générale

F (x1,......., xn, u,
∂u
∂x1

, ......,
∂α+β+.....+µ

∂xα
1∂xβ

2 ....∂xµ
n
) = 0 (1.2.1)

Etant donnée l’équation (1.2.1), toute solution u = f(x1,.........., xn) est dite une

courbe intégrale ou encore une surface intégrale.

Cette équation est dite d’ordre m quand elle contient au moins une dérivée

partielle d’ordre m, sans toutefois contenir de dérivée qui soit d’un ordre supérieur.

L’équation (1.2.1) est dite :

a) linéaire, quand elle l’est par rapport à l’inconnue u,et non linéaire dans le

cas où elle n’est pas linéaire par rapport à l’inconnue u et toute ses dérivées.

b) quasi-linéaire, quand elle n’est linéaire que par rapport aux dérivées miµemes,

m désigant l’ordre de l’équation,

L’étude des équations aux dérivées partielles quasi-linéaires englobe celles des

équations linéaires.[10,13,17]
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1.2.1 Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires du

premier ordre.

Elles sont de la forme

nX

i=1

ai(x1,.........., xn, u)
∂u
∂xi

= b(x1,.........., xn, u) (1.2.2)

Problème.

Soit Y un ouvert de Rn, (x1,x2,....., xn) 2 Rn , u 2 R et ­ = Y £ R un ouvert

de Rn+1, il s’agit d’étudier les solutions u de l’équation (1.2.2), lorsque ai et b sont

des fonctions : ­ ! R de classe C1. L’un des ai est au moins supposé non nul sur

­ [17].

Systèmes di¤érentiels et courbes intégrales.

On appelle système di¤érentiel associé à l’équation (1.2.2) le système

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

dx1

dt
= a1(x1,.........., xn, u),

. . . . . . .

dxn

dt
= an(x1,.........., xn, u),

du
dt

= b (x1,.........., xn, u).

(1.2.3a)
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b V 
a 

Figure 1-1:

auquel on associe

dx1

a1
= ........... =

dxn

an
=

du
b

(1.2.3b)

appelé système caractéristique dans lequel la variable n’est pas précisée, mais

on peut choisir localement des coordonnées telle que ai 6= 0, b 6= 0,une solution du

système représente une courbe régulière ¡ dans ­ appellée courbe intégrale associée à

(1.2.2) d’équations paramétriques : xi = ϕi(t, c1, ..., cn), i = 1, ..., n. (1.2.4)

Intérprétation géométrique.

Soit V = (a1(x1,..., xn, u), ..., an(x1,..., xn, u), b(x1,..., xn, u))un vecteur variable

de ­ , on appelle solution du système (1.2.3)b une variété ¡ dont la tangente en

tout point (où V n’est pas nul) est portée par V , schématisée sur la …gure1.[26].

Figure.1:Courbe intégrale dans l’espace

Remarque.

15



les courbes intégrales de l’équation linéaire (dont les coe¢cients ai dans (1.2.2)

ne dépendent pas de u) sont les projections des courbes intégrales d’équations quasi-

linéaires de Y £ R dans R.

Théorème 1.

Par chaque courbe intégrale, il passe une in…nité de surfaces solutions.[28]

Intégrales premières.

Soit ¡ la courbe intégrale dé…nie par (1.2.4), qu’on peut résoudre si on détérmine

les constantes ci(i = 1.....n) obtenant ainsi ci = Fi(x1,....., xn, u, t), avec x0
i = xi(0).

On voit apparaître des fonctions Fi(i = 1, n) de (t, x1,....., xn, u, ) constantes le long

de la courbe intégrale ¡,de telles fonctions sont appellées intégrales premières.

Plus généralement, on appelle intégrale première de (1.2.3a) toute fonction F

constante le long d’une courbe intégrale.

Remarque.

La dé…nition générale d’une intégrale première peut s’exprimer comme suit :

soit υ un champ de vecteurs C1 sur un ouvert de Rn,une courbe intégrale du champ υ

est une application g 2 C1(I) ! U ;

où,I est un ouvert de R, telle que: 8t 2 I :
dg
dt

= υ(g(t)), do

donc, une intégrale première du champ υ est une fonction f dé…nie sur U et constante

le long de toute courbe intégrale ie,
df
dυ

= 0,8u 2 U.

Exemples.
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1/ Sur R,soit le champ de vecteurs C1(R) : υ = x2 ∂
∂x

qui correspond à l’équation

di¤érentielle
dx
dt

= x2 dont une courbe intégrale passant par (0, x0), x0 6= 0 est

x =
x0

1 ¡ tx0
.

2/ Sur R2, υ = x
∂
∂x

+ y
∂
∂y

auquel est associé le système di¤érentiel :

8
>><
>>:

dx
dt

= x

dy
dt

= y

dont une courbe intégrale passant par (x0, y0), est x(t) = x0et, y(t) = y0et. et les

intégrales premières sont F1(x, y) =
x
y
, F2(x, y) = x ¡ x0

y0
y.

Bicaractéristiques.

Soit P un opérateur di¤érentiel de symbole principal Pm (d’ordre m),

on pose : Car Pm = f(x, ζ) / Pm(x, ζ) = 0g (ensemble caractéristique),

on appelle bicaractéristique de P (sur ­ £ Rnnf0g) solution du système di¤érentiel

: 8
>><
>>:

dxi

dt
=

∂Pm

∂ζi
(x(t), ζ(t))

dζi

dt
= ¡∂Pm

∂xi
(x(t), ζ(t)),

On note :

HPm =
∂Pm

∂ζi

∂
∂xi

¡ ∂Pm

∂xi

∂
∂ζ i

=
∂Pm

∂ζ
∂
∂x

¡ ∂Pm

∂x
∂
∂ζ

appelé champ Hamiltonien .

bicaractéristiques de P sont les courbes intégrales du système (ou bien du champ

Hamiltonien ) .

En d’autres termes

8
>><
>>:

Pm(x, ζ) = constante sur les bicaractéristiques.

P
ζi

dxi

dt
= 0.
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Problème de Cauchy.

Pour α …xée et k 2 N , posons

uj(α, x1,.........., xn) = gj,0(x1, ........., xn),

∂uj

∂x
(α, x1,.........., xn) = gj,1(x1, ........., xn),

∂kj¡1uj

∂xk¡1
j

(α, x1,.........., xn) = gj,kj¡1(x1, ........., xn), (1.2.5)

Soit S ½ Rn une hypersurface, et ϕ : S ! R une fonction régulière

Dé…nition.

Le problème de Cauchy pour l’équation aux dérivées partielles quasi-linéaire

(1.2.2) avec la condition initiale (1.2.5), consiste à déterminer une solution u qui

soit égale à ϕ sur S .

Problème de Cauchy pour une équation scalaire en dimension deux.

Il s’agit de l’équation

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= 0 ((x, t) 2 R2) (1.2.6)

avec une donnée initiale u(0, x) = u0(x), u0 2 C1
0 (R).

La solution u de donnée u0 est constante le long des caractéristiques, qui sont

les droites x = y + tu0(y)

18



Remarque.

L’équation (1.2.6) est appelée équation de Burger ( elle sera étudiée plus en détail

au chapitre II).

1.2.2 Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires du

second ordre.

Elles sont du type

nX

i,j=1

aij(x1,...., xn, u)
∂2u

∂xi∂xj
+

nX

i=1

bi(x1,...., xn, u)
∂u
∂xi

+ cu = f(x, y, u,
∂u
∂x

,
∂u
∂y

)

(1.2.7)

où, a 2 C2(Rn+1), u 2 C2(R) , et bi, f 2 C1, c 2 C0(R).

Surfaces intégrales.

En raison de la di¢culté à détérminer les surfaces intégrales , nous adoptons le mode

suivi dans le cas linéaire à condition de connaître une solution u = ϕ(x1,....., xn) de

(1.2.7).

Surfaces intégrales.

Considérons l’opérateur

L =
nX

i=1

nX

j=1

aij
∂2

∂xi∂xj
(1.2.8)
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auquel nous associons en tout point M0(x0) [M0 2 ­] la forme quadratique à n

variables ξ = (ξ1, ......., ξn)

φ(x0, ξ) =
nX

i=1

nX

j=1

aij(x0)ξiξj (1.2.9)

Dé…nition.

Les surfaces intégrales sont les surfaces de Rn d’équation S(x1,....., xn) = 0 qui

satisfont à
nX

i=1

nX

j=1

aij(x)
∂S
∂xi

∂S
∂xj

= 0.

Dans la pratique, nous déterminons Les courbes intégrales pour n = 2 de

l’équation (1.2.7) comme suit :

a) si a 6= 0, elles sont solutions de l’équation diférentielle

a(x, y)(
dy
dx

)2 ¡ 2b(x, y)
dy
dx

+ c(x, y) = 0

b) si c 6= 0,elles sont solutions de l’équation diférentielle

c(x, y)(
dx
dy

)2 ¡ 2b(x, y)
dx
dy

+ a(x, y) = 0

c) si a = 0 et c = 0, ce sont les droites d’équations : x = cste et y = cste
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Classi…cation. (pour n=2)

On peut les classi…er en trois types [26]:

a) type hyperbolique si b2(x, y)¡a(x, y)c(x, y) > 0 , auquel cas l’équation (1.2.7)

admet deux familles de courbes intégrales.

b) type parbolique si b2 (x, y)¡ a(x, y)c(x, y) = 0, auquel cas l’équation (1.2.7)

admet une famille de courbes intégrales.

c) type elliptique si b2 (x, y)¡ a(x, y)c(x, y) < 0, auquel cas l’équation (1.2.7)

n’admet pas de courbes intégrales réelles.

Exemples.

i) l’équation de Laplace,
nP

j=1

∂2u
∂x2

j
= 0 est elliptique sur Rn,

ii) l’équation de la chaleur,
∂u
∂t

¡ h2(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

) est parabolique sur R3,

iii) l’équation des ondes,
∂2u
∂t2

¡ c2
n¡1P
j=1

∂u
∂xj

= 0, est de type hyperbolique sur Rn.

Problèmes biens posés (au sens de Hadamard).

Un problème est correct si :

i) la solution existe (quelles que soient les données initiales ou aux limites

appartenant à une certaine classe).

ii) la solution est unique

iii) la solution dépend continûment des données initiales dans le cas contraire,

les problèmes seront dits mal posés.
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Contres-Exemples.

a) Non existence des solutions.

Considérons l’équation scalaire linéaire d’ordre 1 :
∂u
∂t

+
∂u
∂x

= 0

avec les conditions u(x,0) = 0, u(0, t) = f(t) , f(0) = 0

La solution u(x, t) = x ¡ t dans ce cas véri…e pour x = 0, u(0, t) = ¡t

Donc, la solution considérée n’existe pas lorsque f(t) ´ ¡t

b) Non unicité de la solution.

Considérons l’équation précédente, mais avec la donnée initiale
∂u
∂x

(x, 0) = 0

On trouve, u(x, t) = x ¡ t + c, où, c est une constante arbitraire,

alors, u(x, 0) = x + c, et la solution n’est pas unique, car elle dépend de c.

c) la solution ne dépend pas continûment des données initiales

Considérons l’équation de Laplace :
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= 0

avec la donnée de Cauchy, u(x, 0) = 0,
∂u
∂y

=
1
n
sinnx

nous avons, u(x, y) =
1
n2 sinnx sinhny.

Lorsque n tend vers l’in…ni, la donnée de Cauchy tend vers 0, alors que la solution

oscillera in…niment pour y=0 [17]

Conséquence.

Le problème de Cauchy pour les équations de type elliptique est mal posé au

sens de Hadamard
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Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy, est celui de la détermination de la surface intégrale u = S

(x, y) passant par une courbe donnée ¡ et admettant en chaque point de celle-ci un

plan tangent donné.

1.3 Systèmes hyperboliques quasi-linéaires d’ordre1

Considérons le système hyperbolique quasilinéaire

Lu = ∂tu+
nX

j=1

Aj(t, x, u)∂ju+ B(t, x, u) = 0, B(0) = 0 (1.3.1)

où, x = (x1, x2, ..., xn) 2 Rn, x0 = t, u 2 RN .

Les matrices Aj sont de taille N £ N , réelles et dépendent de façon C1 de

(t, x, u) 2 R £ Rn£RN , et B(t, x, 0) 2 C1
0 (Rn+1), et que les B ne dépendent pas de

(t, x) pour jtj + jxj grand.

B est une fonction à valeurs dans RN et est une fonction C1 de ses arguments.

Remarque.

Si les Aj ne dépendent pas de u , on dit que le système (1.3.1) est semi-linéaire.

Hyperbolicité.

Faisons le changement de variables dans (1.3.1) suivant : x = ϕ

où, ϕi = ϕi(x, t) est une fonction C1 de ses arguments , le système (1.3.1) s’écrit
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alors

∂u
∂t

+
nX

j=1

∂ϕj

∂t
∂u
∂ϕj

+
nX

i,j=1

Aj(t, x, u)
∂ϕj

∂xi

∂u
∂ϕj

+B(t, x, u) = 0, (1.3.2)

ce qui équivaut à,

¤
∂u
∂ϕk

+R = 0

où,

¤ = (
∂ϕk

∂t
+

nX

i=1

∂ϕk

∂xi
Ai(u, x, t)) (1.3.3)

et R est le vecteur colonne dépendant de t, u, x,
∂u
∂ϕi

avec i 6= k,

pour que le système (1.3.1) soit hyperbolique, il faut qu’il soit bien posé au sens

de Hadamard, ce qui revient à chercher des u dont la dérivée
∂u
∂ϕk

est normale à la

courbe intégrale S de (1.3.2) , donc, il faut que ¤¡1 existe

c-à-d ,

det ¤ =

¯̄
¯̄
¯
∂ϕk

∂t
+

nX

i=1

∂ϕk

∂xi
Ai(u, x, t)

¯̄
¯̄
¯ 6= 0 (1.3.4)

en divisant det ¤ par jrxϕkj ´
½

nP
i=1

(
∂ϕk

∂xi
)2

¾1
2

,

et en posant -λ =
∂ϕk/∂t
jrxϕkj

, γi =
∂ϕk/∂xi

jrxϕkj
, (1.3.2) s’écrit pour i = 1,....., n

:

j¡λA0(P ) + γ1A1(P ) + .............+ γnAn(P )j 6= 0 (1.3.5)

où, P 2 S.

24



On pose

Q(P, γ, λ) =

¯̄
¯̄
¯

nX

i=1

γiAi(P ) ¡ λA0(P )

¯̄
¯̄
¯ (1.3.6)

qu’on appelle le polynôme caractéristique du système (1.3.2).

La dérivée normale
∂u
∂ϕk

sera déterminée en un point P de S de sorte que

Q(P, γ, λ) 6= 0,si γ est le vecteur unité, le polynôme Q(P, γ, λ) = 0, (1.3.5) est

appelé caractéristique du système (1.3.2) par rapport à S, et S est appelée hyper-

surface caractéristique.

Par analogie, les sous variétés pour lesquelles Q(P, γ, λ) 6= 0 sont appelées non

caractéristiques.

La condition Q(P, γ, λ) = 0 classi…e le système (1.3.1) en trois types selon les

zéros de Q

1) Si les zéros λ(1), λ(2), ......., λ(n)de (1.3.5) sont réels et distincts le système (1.3.1)

est dit hyperbolique.

2) Si les zéros λ(1), λ(2), ......., λ(n) de (1.3.5) sont complexes, le système (1.3.1)

est dit elliptique.

3) Si la forme quadratique associée à (1.3.3) est singulière, le système (1.3.1)

est dit parabolique [17].

25



Les invariants de Riemann.

Considérons le système (1.3.1) pour B ´ 0 et des λ1 (u) < λ2 (u) < ..... < λn (u)

considérées réelles.

Dé…nition 1.

Les courbes intégrales du champ Lj = ∂t + λj (u(t, x)) ∂x sont appellées les

jµemescaractéristiques,

En posant u = φ (U), le système (1.3.1) s’écrit

∂tU + φ
0¡1(U)A (φ(U))φ0(U)∂xU = 0.

On constate que les valeurs propres restent inchangées, tandis que les vecteurs

propres sont changés en φ
0¡1rj (φ(U)) (on dit que les rj forment un champ de vecteurs

bien dé…ni sur la variété u).

Dé…nition 2.

On appelle invariants de Riemann les N ¡ 1 fonctions Rj
k indépendantes satis-

faisant pour tout j,

rj (u)∂uRj
k (u) = 0, k = 1, ...., N ¡ 1.

Dans le cas N = 2 on pose simplement : R1
1 = w2, R2

1 = w1

Puisque rwj est colinéaire à `j, le système (1.3.1) s’écrit :

trwj∂tu + λj (u)t rwj∂xu = 0.
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On suppose dans la suite que l’application u 7! (w1(u), w2(u)) est un di¤éomor-

phisme de D ½ R2,comme nous nous intéressons à l’image de u nous pouvons écrire

(1.3.1) sous la forme :

∂tw + ¤(w)∂xw = 0, ¤(w) =

0
BB@

λ1 0

0 λ2

1
CCA

C’est l’écriture d’un système en invariants de Riemann.

Le lemme suivant nous permet d’estimer la norme L1 de la solution u.

Lemme.

soit u une solution C2du système (1.3.1) tel que :∂xu (x, t) =
NP

j=1
wj(x, t)rj (u(x, t)) ,

Alors wj véri…e le système Liwi =
P

γijk(u)wjwk i = 1, ..., N

où, Li = ∂t + λi(u(x, t))∂x

on dé…nit, ¡ijk(u) par l’égalité :

P
j,k

γijk(u)wjwk +wi
P

wkrk(u)∂uλi(u) =
P
j,k

¡ijk(u)wj ¾ wk

Les coe¢cients ¡ijk satisfont les propriétés suivantes :

(i)¡ijj = 0 et γijj = 0 pour j 6= 0

(ii) si Di est un domaine borné par une intégrale [a, b] (pour t = 0), deux

segments de courbes intégrales issues de (a,0), (b, 0) et un arc γ transverse

à Li, alors :
R
γ

jwi(dx ¡ λi(u))j dt ·
bR

a
jwij dx+

R
Di

jP¡ijkwjwkj dxdt
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Chapitre 2

Temps de vie et comportement

explosif des solutions d’équations

et de systèmes quasilinéaires.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au temps de vie d’équations scalaires (plus

particulièrement l’équation de Burger), et de systèmes quasilinéaires. Par ailleurs,

nous distinguerons entre explosion analytique et géométrique, en montrant que cette

dernière est plus é¢cace que la première, car elle donne la nature de l’explosion, ce

que l’explosion analytique ne donne pas.
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2.1 Temps de vie des solutions d’équations et de

systèmes quasi-linéaires.

2.1.1 Solutions régulières du problème de Cauchy.

Considérons le système hyperbolique quasilinéaire (1.3.1), et supposons que L est

hyperbolique symétrisable1

De plus, nous faisons associer au système (1.3.1) la donnée de Cauchy

u(x, 0) = u0(x), (2.1.1)

sous les hypothèses précédentes , nous énonçons

Théorème1.

Soient G un ensemble ouvert de Rn , et u0 2 Hs(Rn) avec l’entier s >
n
2
+ 1,

et u0(x) 2 G0

où,G0 est un sous-ensemble de G relativement compact2

Alors, pour tout G1 ½ G (voisinage de G0 ) et M ¸ ju0js , il existe T > 0

(dépendant seulement de M et de G1) et une unique solution u de (1.3.1)-(2.1.1)

pour 0 · t · T satisfaisant :

u 2 C0([0, T ] ,Hs) \ C1([0, T ] ,Hs¡1), u(x, t) 2 G1, u(x, 0) = u0(x) (2.1.2)

1les Aj sont symétriques dé…nies positives.
2G0 ½ G
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Les solutions satisfaisant (2.1.2) sont des solutions classiques (de classe C1)

[5,26,27].

Preuve. (voir . Majda [26]).

On a alors la dé…nition du temps de vie d’une solution classique.

Dé…nition.

On appelle temps de vie de la solution du problème de Cauchy (1.3.1)-(2.1.1), et

on le note Ts,la borne superieure de tous les T tels que :

(i) la solution u existe pour 0 · t · T

(ii) u véri…e (2.1.2)

D’où le principe de prolongement

Théorème2.

Ou bien T¤ = +1

ou bien lim
t!T¤

supfjju(t)jjL1(Rn) + jj∂xu(t)jjL1(Rn)g = +1 [5,26,27].

Remarques.

1) u(t) désigne la fonction x ! u(t, x)et, ∂xu = (∂x1u, ∂x2u, ....., ∂xnu).

2) Le cas où Ts < +1, jju(t)jjL1 est bornée lorsque t ! Ts,

et/ou jj∂xu(t)jjL1 ! +1, correspond à la formation de chocs. [27].

3) Soit, Ts > 0 (Ts = +1) le temps de vie de la solution u du problème

(1.3.1)-(2.1.1).

Pour
n
2
+ 1 < s0 · s, on a Ts0 ¸ Ts.
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Temps de vie des solutions d’équations scalaires.

Considérons l’équation

∂u
∂t

+ a(u)
∂u
∂x

= 0, ((x, t) 2 R2, a 2 C1(R)), (2.1.3)

avec une donnée initiale (2.1.1) supposée de classe C1à support compact dans

R,la solution u de donnée u0 est constante le long des caractéristiques qui sont les

droites

x = y + ta(u0(y)). (2.1.4)

La question se pose : existe-t-il des singularités ?, dans l’a¢rmative quelle est

leur nature ?.

L’équation de Burger est un cas modèle très simple qui répond à ces deux ques-

tions .

En e¤et, il s’agit de l’équation :
∂u
∂t

+u
∂u
∂x

= 0, (2.1.5)

avec la donnée u(x,0) = u0(x) 2 C1
0 (R), la solution u est donnée le long des carac-

téristiques qui sont les droites : x = y+tu0(y) (2.1.6)

Par dérivation de (2.1.6) nous avons

∂x
∂y

= 1 + tu00(y),donc,

∂u
∂x

=
u00(y)

1 + tu00(y)
(2.1.7)

∂u
∂x

devient in…nie si minu00(y) = ¡M et t ! 1
M

, M > 0.

nous en concluons qu’une solution C1 du problème (2.1.5)-(2.1.1) existe pour
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0 · t < T avec,

1
T

= max¡u00(y). (2.1.8)

T est appelé temps maximal (ou durée) de vie de la solution u.

Par ailleurs, pour avoir une solution C2 du problème (2.1.5)-(2.1.1), nous dérivons

(2.1.5) par rapport à x, et posons w =
∂u
∂x

, il vient

Lw = ¡a0(u)w2,

où, L =
∂
∂t

+ a(u)
∂
∂x

,

et l’équation (2.1.7) s’écrit :
1
w

¡ 1
w(0, y)

= a0(u0(y))t ,

nous remarquons, que nous ne pouvons pas déduire comme précédemment le

temps de vie , c’est pourquoi, nous considérons la donnée initiale de taille ε, où ε

est un petit paramètre …xé positif.

On pose u0(x) = u0(ε, .), u0 2 C2
0(R),

le temps d’existence maximal Tε est donné par :

1
(εTε)

= max
µ

¡a0(u0(ε, y)ε¡1
∂u0(ε, y)

∂y

¶
!
ε!0

max
µ

¡a0(0)
∂2u0(0, y)

∂ε∂y

¶
,

la solution correspondante u(t, x) = εu0(y) est donnée asymptotiquement

sur la courbe caractéristique x = y + ta(εu0(y)) par :

lim
ε!0

ε¡1u(
t
ε
,
x + ta(0)

ε
) = u0(y) (2.1.9)

ceci signi…e que la limite est une solution de l’équation de Burger :

∂U
∂t

+ a0(0)U
∂U
∂x

= 0 (2.1.10)
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avec, la donnée initiale U(0, x) = u0(x) [15].

Remarque.

Dans le cas du problème de Cauchy pour une équation scalaire non homogène

∂u
∂t

+ a(u)
∂u
∂x

= bu2, pour t ¸ 0 ((x, t) 2 R2, a 2 C1)

et la donnée initiale u(0, x) = u0(x),

nous avons
1
T

= sup(bu0 ¡ au00) si a 6= 0 sur les caractéristiques

dx
dt

= au,
du
dt

= bu2, dé…nies au point (0, y) par

u =
u0(y)

(1 ¡ u0(y)bt)
, x = y ¡ ab¡1 log(1 ¡ u0(y)bt).

2.1.2 Temps de vie des solutions de systèmes hyperboliques

quasilinéaires.

Considérons le problème de Cauchy (1.3.1)-(2.1.1), et énonçons le théorème suivant

Théorème3.

Soit u 2 C2, une solution du système quasi-linéaire (1.3.1)-(2.1.1),

pour 0 · t < T,

si u(0, x) = 0 pour α · x · β,

alors, u(t, x) = 0 lorsque 0 · t < T et α + λN(0)t · x · β + λ1(0)t

En particulier, les courbes caractéristiques sont dé…nies par

x = α + λN(0)t et x = β + λ1(0)t.

Enonçons un lemme utile pour la détérmination des solutions classiques pour le
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système (1.3.1)

Théorème 4.

Soit u une solution C2 de l’équation (1.3.1) pour 0 · t < T,

avec la donnée initiale u(0, x) = εu0(x)

si M1(t) = sup
j,x

jwj(t, x)j

où,
∂u
∂x

(t, x) = w(t, x) =
P

wi(t, x)ri(u(t, x)),

alors , u existe pour t <
1

C1M1(0)
,

où, C1et M1(0) sont des constantes détérminées.

Existence des solutions pour le problème de Cauchy.

Théorème 5.

Si u0 2 C1, avec toutes les dérivées bornées

alors, pour tout ν ¸ 1, le problème de Cauchy

∂uν

∂t
+ a(uν¡1)

∂uν

∂x
= 0, uν(0, x) = u0(x) (2.1.11)

admet une solution classique.

Théorème 6.

Pour tout u0 2 Ck, k ¸ 1,

on suppose jDαu0j bornée pour jαj · k,

et, jDαu0j assez petite pour jαj · k,

alors, (1.3.1) admet une solution Ck avec la donnée u(0, x) = u0(x)
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pour 0 · t < T, pourvu que

T sup ju00j · C. (2.1.12)

où, C est une constante dépendant de a seulement,

de plus, sup juj · C sup ju0j .

Théorème 7.

La durée de vie Tε du problème (1.3.1)-(2.1.1) est donnée

asymptotiquement pour 0 · t < Tε par

lim
ε!0

1
εTε

= max
j,y

¡ d
dy

¿
λ0j(0), ¦j

∂u(0, x)
∂ε

À
(2.1.13)

où, ¦j est la projection de l’espace tangent à la sous variété M en 0 sur le jµeme

espace propre qui annule les autres.

En e¤et, pour u 2 Rn, n = 2,il su¢t de choisir u2(resp.u1) constante le long des

orbites de r1(resp.r2),

A devient diagonale, et le système (1.3.1) s’écrit

∂uj

∂t
+ λj(u)

∂uj

∂x
= 0, j = 1,2. (2.1.14)

où, u = (u1, u2) et λ1(0) < λ2(0),

avec la donnée initiale u(0, x) = u0(ε, x).

On sait d’après le théorème 6 qu’il existe une solution pour t <
c
ε

véri…ant
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ju(t, x)j · C 0
ε si ε est assez petit, on choisit :

c1 = (2λ1(0) + λ2(0))/3 et c2 = (λ1(0) + 2λ2(0))/3 tel que :

λ1(u) · c1 · c2 + λ2(u).

En outre, si supp u0 ½ R £ [a, b] , nous en concluons que :

u1(t, x) = 0 pour x > b + c1t

et, u2(t, x) = 0 pour x < a + c2t,

donc, la solution existe pour a+ c2t · x · b + c1t.

Application du théorème 7.

Considérons le problème de cauchy pour l’équation d’onde quasi-linéaire, pour

n = 1;
1X

j,k=0

gk
ij(u

0)∂2
jku = 0, u(0, x) = εu0, ∂tu(0, x) = εu1, (2.1.15)

où,
1P

j,k=0
gk

ij(0)∂2
jku = ∂2

0 ¡ ∂2
1 ,

en posant, U1 = ∂tu, U2 = ∂xu, nous avons le système

∂tU + a(U)∂xU = 0, U1 = εu1, U2 = εu00 si t = 0.

où, a(U) =

0
BB@

(g01 + g10)/g00 g11/g00

¡1 0

1
CCA

les valeurs propres correspondantes, sont données par : λ2g00¡λ(g01+g10)+g11,

si, U = 0, elle se réduit à λ2 = 1., et les vecteurs propres de a(0) sont (1,¡λ),

les projections de (u1, u00) sur ses directions sont fλ(1,¡λ),

où, 2f1 = u1 ¡ u00 et 2f¡1 = u00 + u1.
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D’autre part, les dérivées des valeurs propres en 0 sont

2λdλ+ λ2dg00 ¡ λd (g01 + g10) + dg11 = 0.

c-à-d, 2hdλ, (1,¡λ)i =
1P

j,k,`=0
gjk`(¡λ)j+k+`+1, gjk` = ∂gjk(0)/∂u0`,

si Tε est le temps de vie de la solution classique de (2.1.15), avec, uj 2 C1
0 (R),

alors, d’après le théorème 7.

lim
ε!0

1
εTε

= max
λ=§1

¡ 1
2

1X

j,k,`=0

gjk`(¡λ)j+k+`+1f 0λ(y) (2.1.16)

On voit que le problème de Cauchy pour l’équation d’onde peut être écrit sous

la forme : F1(x ¡ t)+ F¡1(¡x ¡ t),

où, F1, est l’onde qui se propage vers la droite,

F¡1, est l’onde qui se propage vers la gauche,

pour détérminer F§1,nous avons les équations :

F1(x) + F¡1(¡x) = u0(x), (1)

F 0
1(x) + F 0

¡1(¡x) = ¡u1(x), (2)

et la di¤érence entre (1) et (2), nous donne :

F 0
λ(λx) = ¡fλ(x) pour λ = §1,

donc, (2.1.16) se réecrit en

lim
ε!0

1
εTε

= max
λ=§1

1
2

1X

j,k,`=0

gjk`
eλj

eλk
eλ`F 00

λ (y), (2.1.17)
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où, eλ = (¡1, λ).

Notre objectif dans le chapitre suivant est de trouver un résultat similaire à

(2.1.14) pour n = 2 ou n = 3, avec Tε remplacée par
p

Tε et log Tε respectivement.

Pour n > 2, j∂αuj0 · (1 + t)(1¡n)/2.

Résultat.[16]

u(t, x) =
1

r
1
2 (n¡1)

F (σ, ω, z);

où, F (σ, ω, z) = 1
2(2π)

1
2 (1¡n)

R
χ

1
2 (1¡n)

+ (s ¡ σ + σ2 z
2
)G(s, ω, z)ds,

est une fonction C1(Sn¡1 £
£
0, 1

2M

¤
£ R), avec, σ · M ,

G(s, 0, ω) = R(s, g, ω),

F0(σ, ω) = 1
2(2π)

1¡n
2

R
χ

1¡n
2

+ (s ¡ σ)R(s, g, ω)ds

où, R(s, g, ω) =
R

δ(s ¡ hω, yi)g(y)dy =
R

hω,yi
g(y)ds(y) désigne la transformée de

radon de g.

Lemme.

Pour tout α, β, γ, on a pour jzj · 1
2M

,

¯̄
Dα

ωDβ
z Dγ

σF (σ, ω, z)
¯̄
· Cαβγ(1 + jσj) 12 (1¡n)+jβj¡jγj,

nous énonçons le théorème d’existence pour une équation d’onde quasi-linéaire.

Théorème 8.

Considérons le problème de cauchy

¤u+
Pn

j,k=0 γjk(x, u, u0)∂2
jku = f(x, u, u0), u(0, x) = u0, ∂0u(0, x) = u1 si x = 0,

où, γjk et f sont des fonctions C1, γ00 = 0,
P¯̄

γjk
¯̄
< 1

2 , γjk(0) = 0,
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on suppose que f et les dérivées de f et de γjk sont bornées ,

si u0 2 Hs+1(Rn) et u1 2 Hs(Rn),9s > (n+2)/2, alors le problème de Cauchy

a pour T > 0 une solution

u 2 L1
¡
[0, T ] ,Hs+1(Rn)

¢
\ C0,1 ([0, T ] ,Hs(Rn)) (2.1.18)

où, C0,1 désigne l’espace des fonctions lipschitziennes continues,

la seconde condition signi…e que ∂0u 2 L1 ([0, T ] ,Hs), ceci implique que

u 2 C2 ([0, T ] , Rn) et que ∂αu est bornée quand jαj · 2.

2.2 Explosion des solutions.

Nous faisons part de deux types d’explosion

2.2.1 Explosion analytique.

Lorsque nous avons étudié la durée de vie des solutions d’équations scalaires, plus

particulièrement l’équation de Burger, nous avons trouvé que son temps de vie était

donné approximativement par Ts = max(¡u00)¡1,

Notre but dans cette partie est de connaître le comportement des solutions

lorsque t ! Ts.

On sait que le graphe de la solution est l’ensemble :
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G = f(t, x+ tu0(x), u0(x)), (t, x) 2 R+ £Rg qui est bien dé…ni si 1+ tu00(x) > 0,

comme le temps d’existence maximal est donné par : T = max¡ 1
u00(x)

, il vient que

∂xu(t, x0 + tu0(x0)) =
T

T ¡ t
,

les singularités de la solution correspondent aux points où ∂xu s’annule (sans que

u ne s’annule).

On appelle ce phénomène ”explosion”, sa nature ne peut être détérminée que

géométriquement, sans toutefois omettre l’ambiguité entre la notion de singularité

et celle de l’explosion.

Remarque.

Une solution explosive est une solution qui devient singulière en un point dans

un domaine d’in‡uence d’une zone où elle est régulière; la singularité qu’on observe

est donc crée et non propagée.

Explosion des systèmes quasilinéaires en dimension deux.

Pour un système global3 , le comportement de la solution peut être partiellement

décrit

En écrivant le système (1.3.1) en invariants de Riemann, nous avons :

Théorème 8.

Considérons le problème

∂tw +¤(w)∂xw = 0, w(x, 0) = w0 2 C1
0 ([a, b]), (2.1.19)

3u0 2 C1
0
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On note [mi,Mi] l’amplitude de w0
i (i = 1, 2), et on pose

µ1 = max
[m2,M2]

λ1(0, w2), µ2 = max
[m1 ,M1]

λ2(w1, 0). (2.1.20)

si les conditions suivantes sont véri…ées

(i) µ1 < µ2,

(ii) ∂w1λ1(w1, 0) 6= 0, ∂w2λ2(0, w2) 6= 0,

alors le temps de vie de (2.1.19)est …ni.

2.2.2 Explosion géométrique.

On considère , au voisinage d’un point x0 = 0 2 Rn, u0 2 RN ,un système quasi-

linéaire

Lu =
nX

j=1

Aj(x, u)
∂u
∂xj

+B(x, u) = 0

Aj et B étant des matrices N £ N et N £ I réelles et C1 près de (x0, u0), u

est supposée toujours réelle,

on suppose A(x, u, ζ) =
nP

j=1
Aj(x, u)ζj, et σ(x, u, ζ) = detA(x, u, ζ) le symbole

principal du linéarisé de L sur u

on fait sur L l’hypothèse suivante :

il existe ζ0 2 Rnn0, tel que σ(x0, u0, ζ0) = 0 et une valeur propre réelle

simple λ(x, u, ζ) de A,dé…nie près de (x0, u0, ζ0),véri…ant :
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λ(x0, u0, ζ0) = 0 ,
∂λ
∂ζ

(x0, u0, ζ0) 6= 0

Systèmes éclatés:

soit (1 · · n) un indice pour lequel ζ0 6= 0, et P une matrice (N ¡1)£N telle

que la matrice eP dé…nie par eP1,j = `j, ePk,j = Pk¡1,j (2 · · N), soit inversible.

On dira que le couple ( ,P ) est admissible.

Soient, υ(x) 2 RN (X 2 Rn,X près de 0) et ϕ(X) 2 R, ϕ(0) = 0.

on note pour simpli…er

φ(X) = (X1,X2, .........,X -1, ϕ(X),X +1, ...........,Xn),

η(X) = ( sgn ζ0 )
µ

¡ ∂ϕ
∂X1

, .........,¡ ∂ϕ
∂X -1

, 1,¡ ∂ϕ
∂X +1

, ........,¡ ∂ϕ
∂Xn

¶
(X)

Dé…nition :

on appelle système éclaté de L ( pour et P ) le système Le de taille

(N + 1)£ (N + 1) en les inconnues (ϕ, υ)
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λ(φ(X), υ(X), η(X))

t`(φ(X), υ(X), η(X))

8
<
:

X

j 6=

Aj(φ(X), υ(X))
∂υ
∂Xj

+ B(φ(X), υ(X))

9
=
;

P

8
<
:( sgn ζ0 )A(φ(X), υ(X), η(X))

∂υ
∂X

+
∂ϕ

∂X

2
4X

j 6=

Aj(φ(X), υ(X))
∂υ
∂Xj

+ B(φ(X), υ(X))

3
5
9
=
;

solutions éclatées.

soit ( , P ) le couple dé…ni ci-dessus pour le système L et (ϕ, υ) une solution du

système éclaté correpondant

théorème 1

supposons qu’il existe un ouvert connexe D, 0 2 D, et une application continue

ψ de D dans Rn pour laquelle

ψ(0) = 0, φ(ψ(x)) = x, φ0(ψ(x)) inversible pour x 2 D

posons u(x) = υ(ψ(x)), x 2 D.

la fonction u est alors une solution de Lu = 0 sur D dite ”solution éclatée”de L

Exemples.

Equations scalaires.

a) Supposons u000(X0) 6= 0 : le lieu γdes points d’explosion

x = x + su0(x), t = s, s =
¡1

u00(x)

est une courbe lisse pour x voisin de X0,à laquelle les caractéristiques sont
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tangentes. La solution u dé…nie près de m0 = (X0 ¡ u0(X0)
u00(X0)

,
¡1

u00(X0)
), d’un côté

de γ, par le fait d’être constante sur les carctéristiques, présente des singularités

tout le long de γ,

écrivons le système éclaté en x (κ = 1) au point m0,avec ξ0 = (¡1, u0(X0)),

On trouve (en notant (X,T )) plutôt que (X1,X2)

∂υ
∂T

= 0
∂ϕ
∂T

= υ

La solution υ(X,T ) = u0(X), ϕ(X,T ) = X + Tu0(X),dé…nie près de

(X0, T 0 =
¡1

u00(X0)
), est de type pli, car

∂ϕ
∂X

(X0, T 0) = 0,
∂2ϕ
∂X2 (X

0, T 0) 6= 0

La solution u considérée est la solution éclatée correspondant au choix

de la plus petite (resp.grande) racine X si u000(X0) < 0 (resp > 0).

b) Supposons u000(X0) = 0, u0000 (X0) 6= 0

La courbe γ présente un cusp, pointant vers le bas ou vers le haut selon que

u0000 (X0) > 0 ou < 0.

Dans le premier cas, la solution u est dé…nie au moins pour t <
¡1

u00(X0)
,et

singulière à la pointe du cusp.

Dans le deuxième cas, u est dé…nie en dessous de γ et singulière le long de γ, au

point m0,avec ξ0 = (¡1, u0),La solution υ(X,T ) = u0(X), ϕ(X,T ) = X + Tu0(X)

du système éclaté est de type cusp, car

∂ϕ
∂X

(X0, T 0) = 0,

∂2ϕ
∂X2 (X

0, T 0) = 0,
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∂3ϕ
∂X3 (X

0, T 0) 6= 0,

∂2ϕ
∂X∂T

(X0, T 0) 6= 0,

Remarques.

1/ Si u0000 (X0) > 0,la solution u considérée en b) est la solution éclatée

pour l’unique choix possible de ψ.

2/ Si u0000 (X0) < 0, la solution considérée en b) est la solution éclatée

correspondant à celle des trois racines X possibles qui est entre les deux autres

(on appelllera ce choix de ª ”branche du milieu” ).

Systèmes hyperboliques en dimension n = 2.

Nous considérons des systèmes de la forme

∂u
∂t

+ A(u)
∂u
∂x

= 0.

où, les valeurs propres µj de A(u) sont supposées réelles et distinctes (avec des

valeurs propres à gauche `j).

On prend, λ(x, t, u, ζ, τ) = (ζµ1(u)+τ), `(x, t, u, ζ, τ) = `1(u), et l’on a pour une

caractéristique (ζ0, τ0), ζ0 6= 0.

On peut donc éclater L pour = 1 et P formée des lignes `2......., `N .On trouve

pour Le le système
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∂Tϕ = µ1(V ), t`1(V )
∂V
∂T

= 0, (µk ¡µ1)t`k
∂V
∂X

+
∂ϕ
∂X

t

`k
∂V
∂T

= 0

Dans le cas N = 2, si l’on suppose le système L écrit en invariants de Riemann,

le système éclaté, (ie, A est diagonale) s’écrit

∂Tϕ = µ1(V ),
∂V1

∂T
= 0, (µ2 ¡ µ1)

∂V2

∂X
+

∂ϕ
∂X

∂V2

∂T
= 0

Résolution du système éclaté

Le système éclaté Le d’un système donné est en général (sauf en dimension n = 2)

complètement non linéaire par rapport à ϕ. La partie principale de son linéarité sur

(ϕ, υ) s’écrit :

P
j 6=κ

∂λ
∂ξj

(φ, υ, η)
∂ .ϕ
∂Xj

(1)’

-sgn ξ0κ
P
k 6=κ

t∂`
∂ξk

fP
j 6=κ

Aj
∂υ
∂Xj

+ Bg +
∂ .ϕ
∂Xk

t`
P
j 6=κ

Aj
∂ .υ
∂Xj

(2)’

P fP
j 6=κ

Aj
∂υ
∂Xj

+Bg ∂ .ϕ
∂Xk

¡P
P
j 6=κ

Aj
∂υ

∂Xκ

∂ .ϕ
∂Xj

(3)’

+P sgn ξ0κ A
∂ .υ

∂Xκ
+

∂ϕ
∂Xk

P
P
J 6=κ

Aj
∂ .υ
∂Xj

On peut aisément calculer son symbole σe
4à l’origine

Proposition 1.

En un point X où
∂ϕ
∂Xκ

= 0,le symbole scalaire σe du système vaut

σe = CζN¡1(
P
J 6=κ

∂λ
∂ξj

ζj)2, où C 6= 0

et les coe¢cients
∂λ
∂ξj

(j 6= κ) ne sont pas tous nuls.

4σe (x, u, ζ) = detA(x, u, ζ)
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Le cas des systèmes 2 £ 2.

Dans ce cas, on sait calculer partout le symbole σe du système éclaté.

Proposition 2.

Soit L un système pour lequel N = 2, et σ(x, u, ξ) =t ξQ(x, u)ξ son symbole

principal, Q étant une matrice n £ n symétrique. Le symbole σe du système éclaté

pour = 1 vaut

σe(X, ζ) = C

ÃX

j 6=1

λj(X)ζj

!(
ζ1

X

j 6=1

λj(X)ζj +
∂ϕ
∂X1

q(X, ζ2, ..., ζn)

)

où,

C 6= 0, `(X, ζ) ´
X

j 6=1

λj(X)ζj = 2
µ
1,¡ ∂ϕ

∂X2
, ....,¡ ∂ϕ

∂Xn

¶
Q(φ, υ)

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0

ζ2

.

.

ζn

1
CCCCCCCCCCCCCCA

,

q(X, ζ2, ..., ζn) = (0, ζ2, ..., ζn)Q(φ, υ)

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0

ζ2

.

.

ζn

1
CCCCCCCCCCCCCCA

.
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De plus, les λj sont non tous nuls.

Géométrie des solutions éclatées :

On suppose = 1, et on note X = (X1,X0)

Proposition 3.

Si φ(X) = (ϕ(X),X 0) a en X = 0 une singularité pli ( ie,
∂ϕ
∂X1

= 0,
∂2ϕ
∂X2

1
6= 0),

l’image S = φ(S1(φ)) de S1(φ) =
½

X,
∂ϕ
∂X1

= 0
¾

est une hypersurface lisse de

normale

n(X) =
µ
1,¡ ∂ϕ

∂X2
, ..........,¡ ∂ϕ

∂Xn

¶
(X).

si h(X 0 ) est dé…nie par
∂ϕ
∂X1

(h(X 0),X 0) ´ 0, h(0) = 0, une équation de S est

x1 = ϕ(h(x0), x0)

Proposition 4.

Si φ(X) = (ϕ(X),X 0) de classe C3 a en X = 0 une singularité cusp

(ie,
∂ϕ
∂X1

= 0,
∂2ϕ
∂X2

1
= 0,

∂3ϕ
∂X3

1
6= 0, d(

∂ϕ
∂X1

) 6= 0),

notons S1(φ) =
½

X,
∂ϕ
∂X1

= 0
¾

et S1,1(φ) =
½

X,
∂ϕ
∂X1

= 0 et
∂2ϕ
∂X2

1
= 0

¾

supposons
∂2ϕ

∂X1∂Xj
6= 0 ( pour un j ¸ 2), et notons Y = (X1, .........,Xj¡1,Xj+1, .......,Xn)

si h(Y ) est dé…nie par
∂ϕ
∂X1

(X1, .........,Xj¡1, h,Xj+1, .......,Xn) = 0, h(0) = 0,

on a :
∂h
∂X1

(0) = 0,
∂2h
∂X2

1
(0) 6= 0 et un paramétrage de S = φ(S1(φ)) est

48



x1 = ϕ(X1, .........,Xj¡1, h,Xj+1, .......,Xn)

x2 = X2, ......., xj¡1 = Xj¡1,

xj = h, ........, xn = Xn

la surface S est lisse hors de l’arête ¡ = φ(S1,1(φ)) du cusp , qui est lisse de

codimension 2.

l’hyperplan de normale n =
µ
1,¡ ∂ϕ

∂X2
, ..........,¡ ∂ϕ

∂Xn

¶
est tangent aux deux

feuilles de S (et, donc à ¡).

L’espace tangent à ¡ a pour normales n et n =
µ
0,¡ ∂2ϕ

∂X1∂X2
, ..........,¡ ∂2ϕ

∂X1∂Xn

¶

une solution éclatée u de L, correspondant à une solution (ϕ, v) du système éclaté

, avec
∂υ
∂X1

(0) 6= 0 est donnée.

Dé…nitions.

Lorsque nous considérerons une solution éclatée de type pli, nous conviendrons

de choisir pour domaine D la trace d’un voisinage de 0 sur le demi espace délimité

par S contenu dans l’image de φ (ie §x1 > §ϕ((h(x0), x0) si § ∂2ϕ
∂X2

1
> 0).

Remarquons que dans ce cas, la surface S est caractéristique pour λ.

Lorsque nous considérerons une solution éclatée de type cusp, nous appellerons

”intérieur” et ”éxtérieur” du cusp les demi-espaces ouverts délimités par S, l’intérieur

étant celui où pointe le vecteur ¡(
∂3ϕ
∂X3

1
)(

∂2ϕ
∂X1∂Xj

)(
∂ϕ
∂Xj

, 0, ....., 0, 1, 0, ....., 0)

Nous conviendrons alors des choix suivants:
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i) Soit D est la trace sur l’intérieur du cusp d’un voisinage de 0 et la branche ψ

choisie est ”celle du milieu”

ii) Soit D contient la trace sur l’extérieur du cusp d’un voisinage de 0

(auquel cas, par continuité, le choix de la branche ψ est imposé).

On appellera ces solutions éclatés ”intérieurs” et ”extérieures”.

Explosion de ru

Soit u une solution éclatée de L, correspondant à une solution (ϕ, υ) du système

éclaté, avec
∂υ
∂X1

(0) 6= 0.

Proposition 5.

Posons ξ(x) = η(ψ(x)). Alors, pour x 2 D,

∂u
∂x

(x) = C(x)(
∂ϕ
∂X1

)¡1(ψ(x))r(x,u(x), ξ(x))tξ(x) + R(x),

où C(x)et R(x) sont continues sur D, et C(x0) 6= 0.

Preuve.

On a pour x 2 D,
∂u
∂x

(x) =
∂υ
∂X

(ψ(x))
∂ψ
∂x

(x). Or φ(ψ(x)) = x,

donc,
∂ψ
∂x

(x) = [φ0(ψ(x))]¡1,

et
∂u
∂x1

= (
∂ϕ
∂X1

)¡1
∂υ
∂X1

,
∂u
∂xj

=
∂υ
∂Xj

¡ (
∂ϕ
∂X1

)¡1
∂ϕ
∂Xj

∂υ
∂X1

D’autre part, υ étant solution du système éclaté Le avec
∂υ
∂X1

(0) 6= 0,

on a
∂υ
∂X1

= αr +
∂ϕ
∂X1

w, avec α(0) 6= 0,

d’où la forme annoncée de u.

On voit donc que
∂u
∂x

explose comme une matrice de rang 1, d’image r,

lorsque x ! x0, x 2 D.
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On peut, dans le cas d’une solution pli, préciser ce comportement.

Proposition 6.

Soit une solution de type pli pour laquelle
∂υ
∂X1

(0) 6= 0.

i) il existe C > 0 pour laquelle

1
C

d¡
1
2 ·

¯̄
¯̄( ∂ϕ

∂X1
)¡1(ψ(x))

¯̄
¯̄ · Cd¡

1
2

d désigant la distance de x au pli S.

ii) Il existe N ¡ 1 fonctions R2(x, u)............, RN(x, u),de classe C2

près de (x0, u0), de di¤érentielles en u indépendantes, et telles que r(Rj(x, u(x)))

soit borné sur D (j ¸ 2).

Preuve.

i) il s’agit d’un problème purement géométrique, pour lequel on peut supposer

ϕ(X) = X2
1 , ψ(x) = (§x

1
2
1 , x2, ....., xn).Alors

¯̄
¯̄( ∂ϕ

∂X1
)¡1(ψ(x))

¯̄
¯̄ = 1

2x
¡ 1

2
1 ,

et d = x1.

ii) On a
∂
∂x

(R(x, u(x))) =
∂R
∂x

(x, u(x)) +
∂R
∂u

∂u
∂x

.

Soit
P

(u0 2 P
) une hypersurface tranverse à RN ; en résolvant, pour chaque X

…xé, le problème de cauchy r(φ(X), u, η(X))
∂ eR
∂x

(X,u) = 0 à données de di¤éren-

tielles indépendantes sur
P

, on obtient N ¡ 1 fonctions eRj(X,u).Choisissons alors

les Rj(X,u) ´ eRj(ψ(x), u).

Compte tenu de ()
∂Rj

∂u
∂u
∂x

est borné si (
∂ϕ
∂X1

)¡1(ψ(x)r(x, u(x), ξ(x))
∂Rj

∂u
(x, u(x))

l’est; or cette quantité vaut (
∂ϕ
∂X1

)¡1(X)r(φ(X), υ(X), η(X))
∂Rj

∂u
(φ(X), υ(X))

51



au point X = ψ(X), pour X 2 S1(φ),

∂Rj

∂u
(φ(X), u) =

∂ eRj

∂u
(X,u), donc r(φ(X), υ(X), η(X))

∂Rj

∂u
(φ(X), υ(X)) = 0

sur S1(φ), et son quotient par
∂ϕ
∂X1

est borné.

Les fonctions R2, ..., RN , sont les ”invariants de Riemann microlocaux” aux

points (x, ξ(x)). Ils dépendent toutefois de la solution choisie (en fait uniquement

du pli S), sauf si la dimension n est 2.

Explosion pour des systèmes quasi-linéaires hyperboliques.

Considérons maintenant un système quasi-linéaire hyperbolique que nous écrirons

(x 2 Rn¡1, t 2 R)

Lu ´ ∂u
∂t

+
n¡1X

j=1

Aj(x, t, u)
∂u
∂xj

+B(x, t, u)

avec l’hypothèse d’hyperbolicité stricte en direction de l’axe des t (ie. la matrice

P
Ajξj a toutes ses valeurs propres réelles et distinctes pour ξ 6= 0).

Dans certaines situations globales en x à données initiales régulières , on peut

montrer l’existence d’une solution régulière pour 0 · t < T. Il est alors possible

de dé…nir le temps de vie Tr de la solution (régulière)comme le plus grand de ses

nombres T (éventuellement in…nis).

Si Tr < +1, le problème de l’explosion consiste à décrire le comportement de la

solution u lorsque t ! Tr.
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On croit que dans certains cas, cette explosion se produit en un point (x0,Tr), la

solution u(x) tendant vers u0 = u(0) pour (x, T ) ! (x0, Tr), et que la solution u est

en fait une solution éclatée de L en un certain point caractéristique (x0, Tr, u0).

2.3 Optique géométrique non linéaire.(d’après S.Alinhac)

Considérons le système

∂tu +A(u)∂xu = 0 (2.3.1)

avec, u(x, 0) = u0(x) = εu1
0(x)+ε2u2

0(x)+...... (2.3.2)

u0 2 C1
0 ([a, b])

en prenant ajk(tek) = δjkλk(tek) il vient en particulier

∂q
kajk(0) = 0, j 6= k, q 2 N (2.3.3)

Analyse formelle.

pour résoudre (2.3.1) on développe A(u) =
P

α Aαuα et on cherche des solutions

formelles pour

u(x, t, ε) = u(x, t) =
P
p¸1

εpu(p)(x, t)

avec L = ∂t + A(o)∂x, les u(p) satisfont :

Lu(1) = 0, u(1)(x, 0) = u(1)
0 (x)

Lu(p) = f (p), u(p)(x, 0) = u(p)
0 (x)

où f (p) est un polynôme en u(q)
j , (q · p ¡ 1), qui peut être calculée à partir des

termes u(p)
j
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Pour décrire la structure des termes u(p)
j on introduit les notations :

c = inf
1·j·N¡1

(λj+1(0)¡ ¸j(0), γ =
λN¡1(0)¡ λ2(0)

c

αj = (λj(0), 1)

KT = f(x, t), a+ λ2(0)t · x · b + λN¡1(0)t, 0 · t · Tg

T1 = 0, TP =
b ¡ a

c
P

0·q·p¡2
(1 + γ)q , p ¸ 2

Kp = KTp,

Kj
p = (Kp + Rαj) \ ft · Tpg

On donne l’expression des u(p)par le théorème ci - après

Théorème 1:

Pour tout p ¸ 1 et 1 · j · N , on a :

u(p)
j (x, t) =

P
0·q·p¡1

tqυ(p)
jq (σj(x, t))+ r(p)j (x, t) (2.3.4)

σj(x, t) = x ¡ λj(0)t

où, r(p)j 2 C1
0 (Kj

p) et u(p)
j est à support dans Kp + R+αj

Dé…nition 1.

les fonctions υp
j0(σj), j = 1, ......, N sont appelées pro…les libres (d’ordre p), elles

sont détérminées par la valeur initiale u0 et sont calculées par récurrence pour

x ¸ b + λN¡1(0)t, υp
jq = 0 8j · N ¡ 1,ce qui entraîne uj = 0,8j · N ¡ 1

Même conclusions si x · a + λ2(0)t, Uj = 0 (j ¸ 2)

Temps lent et équations réduites.

En sommant les termes u(p)
j , nous obtenons

uj(x, t) = ε
P

0·q·p¡1
εp¡q¡1(εt)qυ(p)

jq (σj(x, t)) +Rj(x, t) (2.3.5)
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où Rj(x, t) =
P
p¸1

εprp
j (x, t)

On introduit le temps lent τ = εt comme nouvelle variable et considérons uj

en négligeant Rj comme fonction uj de σj et τ ( dépendant continûment de ε)

Fixons s 2 N et posons : us
j =

P
1·p·s

εpup
j

Si t ¸ T s, r
(p)
j = 0(U (p)

j )

Si les bandes Ks + Rαj sont disjointes (t > Cs), les composantes Us
j de Uj

sont à supports disjoints on prolonge us en un temps plus long, nous faisons

l’hypothèse : uj(x, t) = εwj(σj(x, t), τ), j = 1, ........, N . (2.3.6)

Les uj sont à supports disjoints, (2.3.1) s’écrit ( en invariants de Riemann)

στwj+
v
λj(wj, ε)∂σwj = 0, j = 1, ....., N (2.3.7)

où
v
λj(wj, ε) = ε¡1(λj(0, ......., 0, εwj, 0, ......, 0)¡λj(0) (2.3.8)

Ces équations sont appelées : ”équations réduites”.

de plus, on impose à (2.3.7) la condition wj(σ, 0) =
P
p¸1

εp¡1υ(p)
j0 σ (2.3.9)

La solution approchée est obtenue en recollant la solution obtenue en temps lent

et celle obtenue en temps long donnée par (2.3.6)

(i) …xons s comme précédemment) et posons :

us
j =

P
1·p·s

εpup
j

On résoud (2.3.7) et (2.3.9) où la somme dans le membre de droite est limitée

à 1 · p · s, et on note les solutions correspondantes par ws
j

(ii) Avec, x 2 C1(R), x(n) = 1 pour n · 0 et x(n) = 0 pour n ¸ 1

soit eus
j = x(t ¡ Cs)us

j(x, t) + (1 ¡ x(t ¡ Cs))εws
j(σj(x, t), τ)

eus
j est appelée solution approchée.
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Durée de vie et approximation des solutions.

Proposition 1.

Si toutes les valeurs propres du système (2.3.1) sont GNL5 (vraiment non linéaire),

alors , la solution approximée us est dé…nie pour 0 · ~T s
ε , avec

ε ~T s
ε = inf Mj + 0(ε), M¡1

j = max¡∂jλj(0)(u
(1)
0 )0j (2.3.10)

Existence, approximation et explosion :

(a) existence et approximation:

On obtient une solution pour un temps long en connaissant la solution approchée,

en restant en dehors de la région de l’explosion.

On sait que le temps de vie d’une solution du système (2.3.1) a une borne

inférieure donnée par ¹Tε ¸ Cε¡1 c > 0 telle que lim inf ε ¹Tε ¸ inf Mj [14,13 ]

Où les Mj sont dé…nies par (2.3.10)

De plus, pour A < inf Mj et 0 < ε < εA, nous pouvons décrire le comportement

de u qualitativement mais, il n’est pas possible de le contrôler en s’approchant de

~T s
ε de eus

j,

cependant , pour tout A < Mj et ε assez petit, wj dans (2.3.7) n’explose pas par

suite ∂α
x,tu = 0(εs¡N0), N0 …xé

(b) comportement explosif de la solution

5λ(x, u, ζ) = 0,
∂λ
∂ζ

(x, u, ζ) 6= 0
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On résoud le système éclaté dans la bande fτ1 · εt · τ2g

soient ¡2
a et ¡2

b les deux courbes caractéristiques du système (2.3.1) issues de (a, 0)

et (b, 0) La solution est une onde simple à droite de ¡2
b et à gauche de ¡2

a,comme

nous nous interessons à l’explosion au milieu on suppose que :

M2 < inf(M1,M3), λ2(0) = 0 pour τ = εt, le système (2.3.1) s’écrit :

ε∂τ eu +A(eu)∂xeu = 0, eu(x, τ) = u(x, τε¡1)

Le système éclaté (pour λ2) correspondant :

ε∂T φ = λ2(eυ) ; tl2(eυ)∂T eυ = 0

tli(eυ)fε∂xφ∂T + (λ1 ¡ λ2)(eυ)∂xgeυ = 0, i = 1, 3

on …xe 0 < τ0 < M2 < τ1,et notons par α(ε), β(ε) les points d’intersection des

points ¡2
a et ¡2

b avec la droite fεt = τ0g ,le comportement de u est décrit par

Théorème 1.

soit p 2 N, p ¸ 1

(a) pour ε assez petit, il existe une solution (eυ, φ) du système éclaté (2.3.1) dans

le réctangle R =f(x, T ), α · x · β, τ 0 · T · τ1g de la forme eυ = εDεw,

Dε = diag(εp, 1, εp)

w est une solution régulière de (X,T, ε) 2 k £ [0, ε0]

(b) Le temps d’explosion τ εest dé…ni pour τ < t(ε) par

eu(φ(X ,T),T ) = ~v(X ,T ), u(x, t) = eu(x, εt)

donc, pour τ0 · εt · t(ε) et u entre ¡2
a et ¡2

b.
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Chapitre 3

Temps de vie et comportement

explosif d’équations d’ondes

quasi-linéaires en dimension deux

d’espace.

Nous étudions à priori le modèle de l’équation d’onde quasi-linéaire en dimension

deux d’espace pour des données de Cauchy de taille ε.

∂2
t u ¡¢xu + gk

ij∂ku∂2
iju = 0, (3.1.1)

où, la sommation est étendue aux indices 0 · i, j, k · 2.
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On note (3.1.1) sous l’une des deux formes abrégées

¤u + gk
ij∂ku∂2

iju = 0, (3.1.1’)

∂2
t u+ gij(ru)∂2

iju = 0, (3.1.1”)

chacune de ses deux formes a son propre intérêt

Nous considérons, pour ε > 0, le problème de Cauchy

(E )

8
>>>>>><
>>>>>>:

¤u + gk
ij∂ku∂2

iju = 0,

u(x, 0) = u0(x, ε),

∂tu(x, 0) = u1(x, ε).

Où, u0 et u1 sont des fonctions de classe C1 et à support

compact1 dans Rn £ [0, ε0[ pour lesquelles on a

u0(x, ε) = εu0
1(x) + ε2u0

2(x) + ..., u1(x, ε) = εu1
1(x) + ε2u1

2(x) + .......

On suppose en outre, que les gk
ij,sont des fonctions linéaires de leurs arguments,

et qu’elles véri…ent : gk
ij = gk

ji , gk
00 = 0,

nous nous proposons de construire une solution approchée du problème (E) qu’on

note ua, en établissant le comportement et l’erreur correspondants près du bord

du cône de lumière.

Cette construction se fait dans deux zones d’espace temps et trois périodes

de temps schématisées sur la …gure1.

1jxj · M
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On note : uI,i
a , uII,i

a , uIII,i
a les solutions approchées construites en zone intérieure

et en périodes I, II et III,

de même pour uI,e
a , uII,e

a , uIII,e
a

où, e : désigne la zone extérieure

En…n nous procédons dans chacune des périodes I, II et III au recollement

des solutions uaobtenues dans les deux zones d’espace temps par des troncatures.

Pour θ 2 C1
0 (R), θ(s) =

8
>><
>>:

1 pour s · 1

0 pour s ¸ 2

On pose :

uI
a = (1 ¡ θ)(r ¡ t + C0 ¡ 1) uI,e

a + θ(r ¡ t +C0 ¡ 1) uI,i
a ,

uII
a = (1 ¡ θ)(r ¡ t +C0 ¡ 1) uII,e

a + θ(r ¡ t +C0 ¡ 1) uII,i
a ,

uIII
a = (1 ¡ θ)(r ¡ t +C0 ¡ 1) uIII,e

a + θ(r ¡ t + C0 ¡ 1) uIII,i
a ,

le raccordement d’une période à une autre se fait par recollement de

² uI
a et uII

a sur t = ε¡λ , il en résulte

ua = θ (t ελ)
©
θ(r ¡ t +C0 + 1) uI,i

a + (1 ¡ θ(r ¡ t +C0 ¡ 1)) uI,e
a

ª
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+(1¡ θ)(tελ)
©
θ(r ¡ t +C0 ¡ 1) uII,i

a + (1 ¡ θ(r ¡ t + C0 ¡ 1)) uII,e
a

ª
.

² uII
a et uIII

a sur t =
A2

ε2
, il en ressort

ua = θ (t
ε2

A2 )
©
θ(r ¡ t +C0 ¡ 1) uII,i

a + (1 ¡ θ(r ¡ t + C0 ¡ 1)) uII,e
a

ª

+(1 ¡ θ)(teλ)
©
θ(r ¡ t + C0 ¡ 1) uIII,i

a + (1 ¡ θ(r ¡ t + C0 ¡ 1)) uIII,e
a

ª
.

On recolle en premier les solutions obtenues dans les deux zones en période I,

ensuite, le recollement se fait entre solutions en zones extérieures (resp.en zones

intérieures) en période de transition (le passage de la période I à la période II), et

le recollement se fait entre les solutions obtenues pour avoir la solution en période

II, cette procédure reste la même en période III.

3.1 Construction de la solution approchée.

3.1.1 Construction en période I.

En zone extérieure. nous cherchons les solutions formelles de u qui s’écrivent

u =
P
j¸1

εjuj = εu1 + ε2u2 + .....,

avec, uj véri…ant :

(i) pour j = 1,8
>><
>>:

¤u1 = 0,

u1(x, 0) = u0
1, ∂tu1(x, 0) = u1

1.

(ii) pour j ¸ 2,8
>><
>>:

¤uj +Qj = 0,

uj(x, 0) = u0
j , ∂tuj(x, 0) = u1

j ,
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où, Qp =
P

` + `0 = p
gk

ij∂ku`∂2
iju`0 .

Les approximations de uj à l’extérieur sont formulées comme suit :

Proposition 3.1.

pour tous N,N 0 2 N, le terme uk peut s’écrire

uk =
1
r 1
2
f

X

`¸0
2`·k¡1

(log t)`L`
k(r¡t, ω,

1
r
)+

X

`¸1
`+2`0·k¡1

t
`
2 (log t)`

0
R`,`0

k (r¡t, ω,
1
r
)g+rk (3.1.2)

où,

(i) rk = O(zN),

(ii) ¤L`
k

r 1
2
= O(zN 0)

(iii) de plus, si ` = 2p (p ¸ 1), R`,0
k ne contient pas de terme en (

1
rk
)p .

En…n si l’on pose Uk =
P
`¸1

ε`u`,on a

©k ´ ¤Uk + g∂Uk∂2Uk (3.1.3)

=
ε2

r

X

h¸k¡1
m+2p·h

εh¡m¡2pτmζpFm,p(σ, ω, z), (3.1.3’)

avec la majoration

©k = O(εk+1t
k¡3
2 ). (3.1.4)
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Preuve.

Pour la preuve , nous introduisons le lemme ci-après

Lemme 3.1.

Soit S une fonction C1de ses arguments,

(a) pour tous µ 2 R et k 2 N,on a l’identité

1
tµ(log t)k

¤tµ(log t)k

r
1
2

S(r ¡ t, ω,
1
r
, τ , ξ) =

¡2∂σS
t
p

r
(µ+

k
log t

) +
QS
r
5
2
+

1
t2

p
r
(µ(µ ¡ 1) +

(2µ ¡ 1
log t

+
k(k ¡ 1)
(log t)2

)S +
εp
rt

·
¡(∂2

τσS +
z
4
∂τS) +

∂τS
t

+ (µ+

+
ε2

t
p

r

·
∂2

τ S
4

¡ 2∂2
ζσS ¡ z∂ζS +

2
t
∂ζS(µ+

k
log t

)
¸

+
ε3

t32
p

r
∂2

ζτS +
ε4

t2
p

r
∂2

ζS,

où, QS = ¡(
1
4
+ ∂2

ω)S + ∂zσS ¡ 2z∂zS ¡ z2∂2
zS.

(b) Pour toute fonction S(r ¡ t, ω),tous µ 2 R, k 2 N , N 2 N et N 0 2 N,

il existe des fonctions
P

`(r¡t, ω,
1
r
)(0 · ` · k) et L`(r¡t, ω,

1
r
)(0 · ` · k+1),

telles que

¤ 1
r
1
2

(
P

`· k
tµ+

3
2 (log t)`

P
` +

P
` · k+1

(log t)`L`

)
= tµ(log t)kS + O(zN ),(3.1.6)

¤L`

r
1
2

= O(zN
0
),

et
P

0 ne contient pas de termes en (
1
r
)µ+

3
2 .
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Preuve.

Nous posons désormais, et pour toute la suite

z =
1
r
, τ = ε

p
t, ζ = ε2 log t, σ = r¡t, S0 = ∂σS, , S00 = ∂2

σS,
¢

S = ∂τS,
¢¢
S = ∂2

τS,

(a) En e¤ectuant le calcul ¤tµ(log t)ku,nous obtenons

¤tµ(log t)ku = tµ(log t)k
½

¤u +
2
t
(µ+

k
(log t)

)∂tu+
1
t2

·
µ(µ ¡ 1) +

(2µ ¡ 1)k
log t

+
k(k ¡ 1)
(log t)2

¸
u
¾

.(1)

d’autre part, ¤ S
r 1
2
=

1
r 1
2

½
∂2

t ¡ ∂2
r ¡ A

r 1
2

¾
S,

où, A =
1
4
+ ∂2

ω;

en écrivant t = r ¡ σ = r(1 ¡ σz) et r = t(1 +
σ
t
),il vient

∂2
rS =

2
r2

∂zS ¡ 1
r2

f2∂2
zσS∂rS ¡ 1

r2
∂2

zS +
ε

2
p

t
∂2

zτS +
ε2

t
∂2

zζSg,

∂2
t S = ¡ ε

4t 32
∂τS +

ε
2
p

t
f¡2∂2

τσS ¡ 1
r2

∂2
zτS +

ε
2
p

t
∂2

τ S +
ε2

t
∂ζτSg

¡ ε2

t2
∂ζS +

ε2

t
f¡2∂2

ζσS ¡ 1
r2

∂2
ζzS +

ε
2
p

t
∂2

ζτS +
ε2

t
∂2

ζ Sg,

ainsi,

¤ S
r
1
2

=
1
r
1
2
f¡ 2

r2
∂zS ¡ 1

r2
(¡2∂2

zσS∂rS +
1
r2

∂2
zS ¡ ε

2
p

t
∂2

zτS ¡ ε2

t
∂2

zζS)

¡ ε
4t 32

∂τS +
ε

2
p

t
(¡2∂2

τσS ¡ 1
r2

∂2
zτS +

ε
2
p

t
∂2

τ S +
ε2

t
∂2

ζτS)

¡ε2

t2
∂ζS +

ε2

t
(¡2∂2

ζσS ¡ 1
r2

∂2
ζzS +

ε
2
p

t
∂2

ζτS +
ε2

t
∂2

ζS) ¡ S
4r2

¡ ∂2
ω

r2
;

en posant : QS = ¡(
1
4
+ ∂2

ω)S + 2∂zσS ¡ z∂zS ¡ z2∂2
zS,
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nous avons :

¤ S
r 1
2
=

1
r 5
2
QS +

εp
rt
(¡2∂2

τσS ¡ z
4
∂τS)+

ε2

t
p

r
(
∂2

τS
4

¡2∂2
ζτS ¡ z∂ζS)+

ε3

t 32
p

r
∂2

ζτS

+
ε4

t2
p

r
∂2

ζ S. (2)

Finalement, en combinant (1) avec (2) nous obtenons le résultat.

(b)En mettant en pratique la formule (3.1.5) à des fonctions independantes

de τ et ζ, nous avons

¤tµ+
3
2

r
1
2

(
P

0·`·k
(log t)`

P
`(r ¡ t, ω,

1
r
)

)
= ¡tµ+

3
2

X

`·k

2
P0

`

t
p

r

·µ
µ +

3
2

¶
+

`
log t

¸
+

Q
r
5
2

X

`·k

P
`

+
1

t2
p

r

X

`·k

·µ
µ+

3
2

¶µ
µ +

1
2

¶
+

2 (µ + 1)
log t

+
`(` ¡ 1)
(log t)2

si µ 6= 3
2
,on choisit

P
` de sorte que

P
k(σ, ω) =

¡1
2(µ+ 3

2)

σZ

M

S(σ, ω) ds,

il en découle,

¤tµ+
3
2

r
1
2

(
P

0·`·k
(log t)`

P
`(r ¡ t, ω)

)
= tµ(log t)kS+

P
` ¸ 0
`0 · k

tµ¡1¡`(log t)`0S`,`0(σ, ω).

où; S`,`0 sont des fonctions de
P

`
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De même, on prend

L(σ,ω, 0) =
¡1

2(k + 1)

σZ

M

S(σ, ω) ds,

avec, L solution à un certain ordre en z de QL = 0;

donc,

¤(log t)k+1L(r¡t, ω,
1
r
) = tµ(log t)kS+

P
` ¸ 0
`0 · k

tµ¡1¡`(log t)`0S`,`0(r¡t, ω)+O(zN ).

En outre,
P

q,0 = 0

d’où, l’écriture (3.1.6).

Preuve de la proposition 3.1.

(a) Nous raisonnons par récurrence sur k,l’égalité (3.1.2) est vraie pour k = 1,

et on a u1 =
1
r
1
2
R(0,0)

0 (r ¡ t, ω,
1
r
) [13]

supposons la formule (3.1.2) vraie pour j · k ¡ 1, et démontrons là pour j = k,

pour cela, il su¢t de calculer Qk à partir de uk, et de résoudre l’équation

¤υk+ Qk = 0 (υk sera précisée plus loin).

Comme toute dérivée ( en x ou t) de uj a encore la même forme, et en négligeant

les
L`

k

r
1
2

dans la noyau de ¤, on obtient :

Qk = g∂ku∂2
iju =

P
` ¸ 0, q ¸ 0

`+2`0· j¡1, q+2q0· j0¡1
j+j0 = k

1
r
t
1
2 (log t)`0 .t

q
2 (log t)q0R`,`0

j R`,`0
j0 ,

où, Qk = g∂ku∂2
iju
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en tenant compte de l’égalité ¤ L`
k

r 1
2
= O(zN 0), nous avons

Qk =
X

` ¸ 0
2` · k¡1

(log t)`
0
L`

k(r¡t, ω,
1
r
)+

X

` ¸ 0, q ¸ 0
`+2`0· j¡1, q+2q0· j0¡1

j+j0 = k

1
r
t
1
2 (log t)`

0
.t

q
2 (log t)q

0
R`,`0

j R`,`0
j0 ,

que nous pouvons écrire, (d’après le lemme 3.1 a)

Qk =
X

p ¸ 0, m ¸ 0

t(m¡2`)/2(log t)pSm,p(r ¡ t, ω,
1
r
); ` ¸ 1,m+ 2p · k ¡ 2

le lemme 3.1., nous permet de résoudre ¤υk + Qk = 0 sous la forme :

υk =
1
r
1
2
f

X

m+2p · k¡1
m ¸ 1

t
m
2 (log t)p

P
m,p(r ¡ t, ω,

1
r
) +

X

2p · k¡1
p ¸ 1

(log t)pLp(r ¡ t, ω,
1
r
)g.

En e¤et, ceci s’explique par les points suivants :

² les termes en t¡ 3
2 (log t)p dans Qk n’apparaissent que pour m ¸ 1;

donc, pour 2p · k ¡ 3 ce qui correspond aux termes en (log t)p+1

dans υk, avec 2(p + 1) · k ¡ 1.

² les termes en t(m¡2`)/2(log t)p dans Qk correspondent aux termes en

t(m+3¡2`)/2 (log t)p de υk pour m ¡ 2` 6= ¡3,

nous écrivons t(m+3¡2`)/2 = t(m+1)/2 1
t`¡1 pour (m + 1) + 2p · k ¡ 1,

il en résulte que, ¤υk +Qk est de l’ordre d’une puissance de z arbitraire2;

2¤υk + Qk = O(zN),8N
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donc, ¤(uk ¡υk) est de décroissance arbitraire à l’extérieur avec une vitesse …nie

de propagation uk ¡ υk coïcidant à l’extérieur avec la solution w de ¤w = f

où, f est de décroissance arbitraire [1]

ainsi, w di¤ère d’une solution libre par une fonction de décroissance arbitraire

uk ¡ υk =
L0

k

r 1
2
(r ¡ t, ω,

1
r
) + rk.

(b) Comme ¤Uk + g∂Uk∂2Uk =
P

k+1 · `+`0 · 2k
ε`+`0g∂u`∂2u`0 ,on a

j∂αu`j · C
t(`¡1)/2

r
1
2

et ¤Uk+g∂Uk∂2Uk = O(εk+1t
k¡3
2 ),

en e¤et, en dérivant u` par rapport à ses variables, il en ressort

∂tu` = ∂tf
1
r
1
2
t
1
2 (log t)`

0
R`,`0

k (r ¡ t, ω,
1
r
)g

=
1
r
1
2
f`
2
t

`
2¡1(log t)`

0
R`,`0

k (r ¡ t, ω,
1
r
) + t

`
2
`0

t
(log t)`

0¡1R`,`0
k (r ¡ t, ω,

1
r
)

¡t
`
2 (R`,`0

k )0(r ¡ t, ω,
1
r
)g,

∂x,tu` = ¡ 1
2r 3

2
f`
2
t

`
2¡1(log t)`

0
R`,`0

k (r ¡ t, ω,
1
r
) + t

`
2
`0

t
(log t)`

0¡1R`,`0
k (r ¡ t, ω,

1
r
)

¡t
`
2R`,`0

k (r ¡ t, ω,
1
r
)

+
1
r 1
2
f`
2
t

`
2¡1(log t)`

0
(R`,`0

k )0(r ¡ t, ω,
1
r
) + t

`
2
`0

t
(log t)`

0¡1(R`,`0
k )0(r ¡ t, ω,

1
r
)

+t
`
2
`0

t
(log t)`

0¡1∂ωR`,`0
k (r ¡ t, ω,

1
r
)¡ t

`
2 (R`,`0

k )00(r ¡ t, ω,
1
r
)

¡t
`
2∂ω(R`,`0

k )0(r ¡ t, ω,
1
r
)g.
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On sait que R se comporte comme un symbole3 d’ordre ¡1
2

et de type (1,0) (voir.[1] ), et véri…e les inégalités
¯̄
¯∂α

ω∂β
1
r
∂γ

r¡tR(r ¡ t, ω, 1
r )

¯̄
¯ · C(1 + jr ¡ tj)¡ 1

2+jβj¡jγj,

ce qui implique, j∂x,tu`j · 1
2r

3
2

`
2
t

`
2¡1(log t)`

0
(1 + jr ¡ tj)¡ 1

2 +
1

2r
3
2

`0

2
t

`
2 (log t)`

0¡1(1 + jr ¡ tj)¡ 1
2

+
1

2r 3
2
t

`
2 (1 + jr ¡ tj)¡ 1

2¡1 +
1
r 1
2

`
2
t

`
2¡1(log t)`

0
(1 + jr ¡ tj)¡ 1

2

+
1
r 1
2

t `
2

t
`0(log t)`

0¡1(1 + jr ¡ tj)¡ 1
2¡1 +

1
r 1
2

1
t
`0(log t)`

0¡1(1 + jr ¡ tj)¡ 1
2

+
1
r
1
2
t

`
2 (1 + jr ¡ tj)¡ 1

2¡2 +
1
r
1
2
t

`
2 (1 + jr ¡ tj)¡ 1

2 ,

comme, t · 2ε¡λ (λ = 14
9 ), on a log t · t , (1)

d’autre part, ¡C0 · r ¡ t · M =) r ¸ Ct , (C = ¡C0 + 1)

donc, (1+jr ¡ tj) ¸ (1+t) , (2)

(1) et (2) entraînent

j∂x,tu`j · C 0f 1
r
3
2
t
1
2 (`+2`0¡3) +

1
r
3
2
t
1
2 (`+`0¡3) +

1
r
3
2
t
1
2 (`¡3) +

1
r
1
2
t
1
2 (`¡3) +

1
r
1
2
t
1
2 (`+2`0¡5) +

1
r
1
2
t
1
2 (`+4`0¡7)

+
1
r
1
2
t
1
2 (2`

0¡5) +
1
r
1
2
t
1
2 (`¡5) +

1
r
1
2
t
1
2 (`¡1)g

· C
1
r
1
2
t
1
2 (`¡1).

En itérant le procédé, nous avons j∂αu`j · C
1
r
1
2
t
1
2 (`¡1),

3d’opérateurs pseudo-di¤érentiels
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par conséquent,

¤Uk + g∂Uk∂2Uk =
X

k+1· `+`0· 2k

ε`+`0g∂u`∂2u`0

·
k+1· `+`0

Cεk+1t
1
2 (`¡1)t

1
2 (`

0¡1).
1
r

· Cεk+1t
1
2 (`+`0¡2).

1
t

· Cεk+1t
1
2 (k¡3).,

ainsi, ¤Uk + g∂Uk∂2Uk = O(εk+1t
1
2 (k¡3).),

on écrit donc,

εkuk =
ε
r
1
2

X
εk¡1¡`¡2`0τ `ζ`0R`,`0

k (σ, ω, z),

©k =
ε2

r

X

m ¸ 0
p ¸ 0

h ¸ k¡1
m+2p · h

εh¡m¡2pτmζpFm,p(σ, ω, z).

zone intérieure

Ici le procédé di¤ère de celui suivi en zone précédente, nous cherchons des approxi-

mations pour chacun des termes ui
`,

on pose,

uI,i
a =

qX

`=1

ε`u` (3.1.7)
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avec les conditions

(1) u1est la solution de ¤u1 = 0 à laquelle nous associons les données

u1(x, 0) = u0
1, ∂tu1(x, 0) = u1

1,

c’est-à-dire, ui
1 ´ 4u1

où,

u1 » R(r ¡ t, ω)
r
1
2

[14].

(2) u2 est la solution de ¤u2 + gk
ij∂ku1∂2

iju1 = 0 ,

avec les données :

u2(x, 0) = u0
2, ∂tu2(x, 0) = u1

2,

c’est-à-dire, ui
2 ´ u2,

pour établir le comportement de u2 , nous introduisons le lemme ci-après

Lemme 3.2.

soit la troncature χ = χ(
r

1 + t
),

où χ 2 C1
0 (R) et dé…nie par:

χ(s) =

8
>><
>>:

0 pour s · 1
2

1 pour s ¸ 2
3

en posant, u2 = (1 ¡ θ(t))
g
2

r
t
r
χR02,pour θ 2 C1 (R) et valant 1 près de t = 0,

on a u2 = u2 + z,

avec, z véri…ant les propriétés suivantes :

il existe une fonction L(σ, ω) de classe C1, supportée dans σ · M ,

4désigne noté
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avec,
¯̄
∂k

ωL
¯̄
· Ck(1 + jσj) 12 ,

et pour ` ¸ 1,
R ¯̄

∂k
ω∂`

σL
¯̄2 (σ, ω)dσ · Ck,` ,

R ¯̄
∂k

ω∂`
σL

¯̄
· Ck,` ,

deux cas se présentent

(i) Pour r · Ct, (C < 1), jαj ¸ 1,
¯̄
∂α

x,t∂β
ω z

¯̄
· C

(1 + t)1+ 3
4 inf(jαj,4) .

(ii) Pour r ¸ Ct, (C < 1), jαj ¸ 1,
¯̄
¯̄∂α

x,t∂β
ω( z ¡ L(r ¡ t, ω)

r 1
2

¯̄
¯̄ · Cα,β

(
S¡1

2
+ ht(r ¡ t, ω)

1 + t
+

S

(1 +
où

R
jht(σ, ω)j2 dσ · 1.

Preuve.

Comme, ¤u2 +Q2 = 0 ,il su¢t de montrer que: ¤(u2 + z) +Q2 = 0,

pour cela exprimons premièrement le terme quadratique Q2 = gk
ij∂ku1∂2

iju1.

On sait que u1 =
1
r 1
2
F (r ¡ t, ω, 1

r ), ( voir.[13] )

où,
¯̄
∂α

ω∂β
z ∂γ

σF (σ, ω, z)
¯̄
· C(1 + jσj)¡ 1

2+jβj¡jγj , (1)

de plus,
¯̄
∂α

x,tu1
¯̄
· cα

(1 + t)1+jαj
;

en e¤et, estimons ∂αu1.

Comme, x1 = r cosω ;x2 = r sinω,nous avons

∂u
∂x1

=
∂F
∂r

.
∂r
∂x1

+
∂F
∂ω

.
∂ω
∂x1

, (2)

∂F
∂r

=
∂u
∂x1

.
∂x1

∂r
+

∂u
∂x2

.
∂x2

∂r
= cosω

∂u
∂x1

+ sinω
∂u
∂x2

, (3)

∂F
∂ω

=
∂u
∂x1

.
∂x1

∂ω
+

∂u
∂x2

.
∂x2

∂ω
= ¡r sinω

∂u
∂x1

+ r cosω
∂u
∂x2

, (4)

72



en combinant (2),(3)et (4), il en ressort

∂u
∂x1

= cosω
∂F
∂r

¡ sinω
r

∂F
∂ω

= cosωf¡ 1
2r 3

2
F +

1
r 1
2
∂σF ¡ 1

r 5
2
∂zFg ¡ sinω

r
1
r 1
2

∂F
∂ω

,

il en découle

∂t,x1u · cosωf 1
2r 3

2
(1 + jσj)¡ 3

2 +
1
r 1
2
(1 + jσj)¡ 5

2 +
1
r 5
2
(1 + jσj)¡ 1

2 g+
sinω
r 3
2

(1 + jσj)¡ 1
2

· 1
2r

3
2 (1 + jσj) 32

+
1

r
1
2 (1 + jσj) 52

+
1

r
5
2 (1 + jσj) 12

+
1

2r
3
2 (1 + jσj) 12

,

or,r · Ct et r ¡ t ¸ 1
t
=)
C<1

1
Ct(1 + jσj) · 1

1 + t
, ( pour t > 0 )

donc, ∂t,x1u · C1

(1 + t)3
+

C2

(1 + t)3
+

C3

(1 + t)3
+

C4

(1 + t)3
· C

(1 + t)3
,

par conséquent, j∂2u1j = O
µ

1
(1 + t)2

¶
.

En itérant le procédé , nous obtenons

¯̄
∂α

t,xu
¯̄
· Cα

(1 + t)1+jαj
. (5)

A…n de détérminer Q2, on en distingue deux cas :

(a) Pour, r · Ct (C < 1),

Q2 = O(
1

(1 + t)5
),
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car, Q2 = gk
ij∂ku1∂2

iju,

(b) Pour , r ¸ Ct : l’estimation (5) n’est plus applicable;

en posant u1 =
S¡1

2

r
1
2

+
S 1

2

r
3
2
+ .....+

Sk
2¡1

r k
2

,

il en résulte :ru1 =
S¡3

2

r 1
2

+
S¡1

2

r 3
2

+ ..... +
Sk

2¡2

r
k
2

,

et,r2u1 =
S¡5

2

r
1
2

+ ................ +
Sk

2¡3

r k
2

Donc, Q2 = ru1r2u1 =
S¡4
r

+
S¡3
r2

+
S¡2
r3

+
S¡1
r4

+
S0

r5
+ .......

soit alors ,
S¡4
r

=
g(ω)

r
R0R00.

D’autre part, considérons : L 2 Sm ,

où, Sm est une classe de fonctions du type symbole d’opérateurs pseudo-di¤érentiels

d’ordre m en la variable σ,

donc,pour L 2 Sm, on a

¤χ
L
r
1
2

=
2r

1
2

(1 + t)3
χtL+

r
3
2

(1 + t)4
χttL +

2r
1
2

(1 + t)2
χt∂σL+

χ
r
1
2
∂2

σL ¡ 3
2
1
r
5
2
χL

+
5

2r 3
2

1
1 + t

χ0L +
3

2r 3
2
χ∂σL ¡ 1

r 1
2

1
(1 + t)2

χ00L ¡ 2
r 1
2

1
1 + t

χ0∂σL

¡ 1
r
5
2
(
1
4
+ ∂2

ω)χL

· f 2r
1
2

(1 + t)3
χt +

r
3
2

(1 + t)4
χtt ¡ 3

2
1
r
5
2
χ +

5
2r

3
2

1
1 + t

χ0 ¡ 1
r
1
2

1
(1 + t)2

χ00 ¡ 1
r
5
2
(
1
4
+ ∂2

ω)χgL

+f 2r
1
2

(1 + t)2
χt +

3
2r

3
2
χ ¡ 2

r
1
2

1
1 + t

χ0g∂σL+
χ
r
1
2
∂2

σL

or, r ¸ Ct =) 1 + jσj ¸ eCt, ( eC = C ¡ 1) et L est un symbole d’ordre m, il en

découle,
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¤χ
L
r
1
2

· χ
Sm

r
5
2
+ f( 2r

1
2

(1 + t)3
χt +

r
3
2

(1 + t)4
χttL+

1
r
1
2 (1 + t)2

χ00)(1 + t)m

+(
2r

1
2

(1 + t)3
χt +

3
r
3
2
χ+

2
(1 + t)

1
2
χ0)(1 + t)m¡1

· χ
Sm

r
5
2
+ f 2r

1
2

t3¡m +
2r

3
2

t4¡m +
1

t
5
2¡m

+
2r

1
2

t3¡m +
3

2t
5
2¡m

g,

donc, ¤χ
L
r
1
2

· χ
Sm

r
5
2
+ O(

1
t
5
2¡m

)

de même, ¤(χ
L
r 1
2
tµ) = tµ¡2χ

Sm

r 1
2

¡ 2µχL0
tµ¡1

r 1
2

+ O(
1

t 52¡m¡µ
),

on sait que, tα = rα +
P

k ¸ 1

S+k

rk¡α [5],

il en ressort,

¤(χ
L
r 1
2
tµ) = ¡2µχ

L0

r 3
2¡µ

+ χ(
Sm

r 5
2¡µ

+
Sm+1

r 3
2¡µ

+ .....) + O(
1

t 52¡m¡µ
),

en prenant, µ =
1
2
, m = ¡3,

¤(χL) = ¡χ
L0

r
+χ(

S¡3
r2

+
S¡2
r

+ ........)+O(
1
t5
),

l’hypothèse (ii) du lemme 3.2. entraîne que

¤(u2 ++χ(
S¡3
r2

+
S¡2
r

+ ........) +Q2) = O(
1
t5
),

en ne prenant que les termes dominants et en considérant L = 0

(ce qui ne change à rien),nous obtenons(après arrangement)

¤(u2 ++χ(
S¡2
r

+
S¡1
r2

+
S0

r3
.........)) + Q2 = O(

1
t5
),
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avec,
¯̄
¯̄O(

1
t5
)
¯̄
¯̄
0

· C
t4

Coséquence 1.

u2 ¡ g(ω)
2

(R02) » L(r ¡ t, ω)
r
1
2

r ! +1, θ ¡! 1. (3.1.8)

En e¤et,

u2 = u2 + z

= (1 ¡ θ(t))
g
2

r
t
r
χR02 + χ

L
r
1
2

=
g(ω)
2

χR02 ¡ θ(t)
g(ω)
2

χR02 + χ
L
r
1
2

=
g(ω)
2

χR02 + χ
L
r
1
2

= χ(
g(ω)
2

R02 +
L
r
1
2
,

par conséquent,

u2 ¡ g(ω)
2

R02 ´ L
r 1
2
.

(3) u3 est la solution de ¤u3 + Q3,

où, Q3 = gk
ij∂ku1∂2

iju2 + gk
ij∂ku2∂2

iju1,

avec, les données :

u3(x, 0) = u0
3, ∂tu3(x, 0) = u1

3,

c’est-à-dire, ui
3 ´ u3.

On pose, u3 = u3 + u3
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où, u3 = (1 ¡ θ(t))χ
tp
r
g2

6
(R03)0,

u3 = (1 ¡ θ(t))χg
r

t
r
R0L0.

Ce choix s’explique par une analyse du terme d’intéraction cubique

Q3 = gk
ij∂ku1∂2

iju2 + gk
ij∂ku2∂2

iju1,

le comportement de u3 est établi dans le lemme ci-après:

Lemme 3.3.

en psant,

Q3 = χ
g2

3
(R03)00

p
t

r
+ χ

g
r
(R0L0)00 +W1 ,

il vient, ¤ u3 +Q3 = W2

avec,
¯̄
∂α

x,t,ωW1
¯̄
0
+

¯̄
∂α

x,t,ωW2
¯̄
0
· Cα

1 + t
.

Preuve.

étant donné,

u2 = u2 + z =
µ

u2 + χ
L
r 1
2

¶
+

µ
z ¡ χ

L
r 1
2

¶
,

et, u1 =
µ

u1 ¡ χ
R
r
1
2

¶
+ χ

R
r
1
2
,
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il en ressort,

Q3 = gk
ij∂ku1∂2

iju2 + gk
ij∂ku2∂2

iju1

=
½

gk
ij∂k

µ
χ

R
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
u2 + χ

L
r 1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
u2 + χ

L
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

R
r 1
2

¶¾

+
½

gk
ij∂k

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶¾

+
½

gk
ij∂k

µ
χ

R
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
z ¡ χ

L
r 1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

R
r 1
2

¶¾

+
½

gk
ij∂k

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶¾

= gk
ij

½
∂k

µ
χ

R
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
u2 + χ

L
r
1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
u2 + χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

R
r
1
2

¶¾

+gk
ij

½
∂k

µ
u1 ¡ χ

R
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
u2 + χ

L
r 1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
u2 + χ

L
r 1
2

¶
∂2

ij

µ
u1 ¡ χ

R
r 1
2

¶¾

+gk
ij

½
∂k

µ
χ

R
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
+ gk

ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

R
r
1
2

¶¾

´ Q0
3 +Q1

3 + Q2
3 .

Estimons la norme L2 des termes Q0
3, Q1

3, Q2
3,

(a) Estimation de j∂αQ1
3j0 ,

pour cela, nous estimons j∂αu2j0 et
¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r 1
2
)
¯̄
¯̄
0
,

(a.i) Estimation de
¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r 1
2
)
¯̄
¯̄
0

comme, j∂αu1j · Cα

(1 + t)1+jαj
, il nous reste à estimer

¯̄
¯̄∂αχ

R
r 1
2

¯̄
¯̄
0

pour cela, calculons ∂t(χ
R
r
1
2
) et ∂x,t(χ

R
r
1
2
)
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∂t(χ
R
r 1
2
) =

1
r 1
2
f ¡r
(1 + t)2

χtR ¡ χ∂σRg,

∂x,t(χ
R
r 1
2
) =

1
r 1
2 (1 + t)2

χtR +
1
r 3
2
χ∂σR ¡ 1

r 1
2 (1 + t)2

χtR ¡ r 1
2

(1 + t)3
χ0tR ¡ r 1

2

(1 + t)2
χt∂σR

¡ r 1
2

(1 + t)2
χ∂ωR ¡ 1

r 1
2 (1 + t)

χ0∂σR ¡ 1
r 1
2
χ∂2

σR ¡ 1
r 1
2
χ∂2

ωσR

· 1
r
1
2 (1 + t)2

(1 + jσj)¡ 1
2 +

1
r
3
2
(1 + jσj)¡ 3

2 +
1

r
1
2 (1 + t)2

(1 + jσj)¡ 1
2

+
1

(1 + t)3
(1 + jσj)¡ 1

2 +
1

(1 + t)
3
2
(1 + jσj)¡ 3

2 +
1

(1 + t)
3
2
(1 + jσj)¡ 1

2

+
1

r 1
2 (1 + t)

(1 + jσj)¡ 3
2 +

1
r 1
2
(1 + jσj)¡ 5

2 +
1
r 1
2
(1 + jσj)¡ 1

2 ,

d’après l’inégalité (4) de la preuve du lemme 3.2.

∂x,t(χ
R
r 1
2
) · C1

(1 + t)3
+

C2

(1 + t)3
+

C3

(1 + t)3
+

C4

(1 + t) 72
+

C5

(1 + t)3
+

C6

(1 + t)2

+
C7

(1 + t)2
+

C8

(1 + t)3
+

C9

(1 + t)

· C
(1 + t)

,

ainsi,

∂x,t(χ
R
r 1
2
) · C

(1 + t)
.
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Par itération du procédé, nous obtenons

∂α
x,t(χ

R
r
1
2
) · C

(1 + t)1+jαj
,

par conséquent,

¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r
1
2
)
¯̄
¯̄ · j∂αu1j +

¯̄
¯̄∂αχ

R
r
1
2

¯̄
¯̄

· Cα

(1 + t)1+jαj
+

C
(1 + t)1+jαj

· C
(1 + t)1+jαj

,

ce qui entraîne,
¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r
1
2
)
¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t)
1
2+α

donc,

¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r
1
2
)
¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t)
3
2

pour jαj ¸ 1 . (1)

(a.ii) Estimation de j∂αu2j0 .

Comme, u2 = u2 + z,

où, u2 = (1 ¡ θ(t))g
2

q
t
rχR02,

et z véri…e les propriétés indiquées au lemme 3.2., il vient

u2 = (1 ¡ θ(t))
g
2

r
t
r
χR02 =

g
2

r
t
r
χR02 ¡ θ(t)

g
2

r
t
r
χR02,
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∂tu2 =
g
2

1
2
p

rt
χR02 ¡ g

2

r
t
r

r
(1 + t)2

χtR
02 ¡ g

2

r
t
r
χ2R0R00

¡θ(t)
g
2

r
t
r
χR02 ¡ θ(t)

g
2

1
2
p

rt
χR02 + θ(t)

g
2

r
t
r

r
(1 + t)2

χtR
02

+θ(t)
g
2

r
t
r
χR0R00,

∂x,tu2 = ¡(1 ¡ θ(t))
g

8r 3
2 t 12

χR02 + (1 ¡ θ(t))
g
4

1p
rt(1 + t)

χ0R02 + (1 ¡ θ(t))
g
2

1p
rt

χR0R00

¡(1 ¡ θ(t))
g
4

r
t
r

1
(1 + t)2

χtR
02 ¡ (1 ¡ θ(t))

g
2

p
rt

(1 + t)3
χ0tR

02 + (1 ¡ θ(t))
g
4

1p
rt

1
(1 + t)

χ0R

+(1 ¡ θ(t))
g
2

1p
rt

χR0R00 ¡ (1 ¡ θ(t))
g
2

r
t
r

1
(1 + t)2

χtR
02 ¡ (1 ¡ θ(t))

g
2

p
rt

(1 + t)3
χ0tR

02

¡(1 ¡ θ(t))g
p

rt
(1 + t)2

χtR
0R00 ¡ (1 ¡ θ(t))g

r
t
r
χt∂ωR0R00 + (1 ¡ θ(t))g

p
t

r 3
2
χR0R00

¡(1 ¡ θ(t))g
r

t
r

1
(1 + t)

χ0R0R00 ¡ (1 ¡ θ(t))g
r

t
r
χR002 ¡ (1 ¡ θ(t))g

r
t
r
χR0R000

+θ0(t)
g
4

p
t

r 3
2
χR02 ¡ θ0(t)

g
2

r
t
r

χ0

(1 + t)
R02 ¡ θ0(t)g

r
t
r
χR0R00 ¡ θ0(t)g

r
t
r
χ∂ωR0R0

· C1

r 3
2 t 12

(1 + jσj)¡3 + C2p
rt(1 + t)

(1 + jσj)¡3 + C3p
rt
(1 + jσj)¡4 + C4

r
t
r

1
(1 + t)2

(1 + jσj)¡3

+C5

p
rt

(1 + t)3
(1 + jσj)¡3 +C6

p
rt

(1 + t)2
(1 + jσj)¡4 + C7

r
t
r
(1 + jσj)¡3

+C8

r
t
r

1
(1 + t)

(1 + jσj)¡4 + C9

r
t
r
(1 + jσj)¡4 +C10

r
t
r
(1 + jσj)¡5

+C11

p
t

r 3
2
(1 + jσj)¡5 + C12

r
t
r

1
(1 + t)

(1 + jσj)¡3 + C13

r
t
r
(1 + jσj)¡3

+C14

r
t
r
(1 + jσj)¡4 + C15

r
t
r
(1 + jσj)¡2,

or, r ¸ Ct =)
r

t
r

· 1,il en résulte
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∂x,tu2 · C1

r
3
2 t

1
2 (1 + jσj)3

+
C2p

rt(1 + t)(1 + jσj)3 +
C3p

rt(1 + jσj)4 +C4
1

(1 + t)2(1 + jσj)3

+C5
1

(1 + t)2(1 + jσj)3 +C6
1

(1 + t)(1 + jσj)4 +C7
1

(1 + jσj)3 +C8
1

r(1 + jσj)4

+C9
1

(1 + t)(1 + jσj)4 +C10
1

(1 + jσj)5 +C11
1

(1 + jσj)5 + C12
1

r(1 + jσj)3

+C13
1

(1 + t)(1 + jσj)3 +C14
1

(1 + jσj)4 + C15
1

(1 + jσj)2

· C
(1 + t)2

,

ainsi, ∂x,tu2 · C
(1 + t)2

.

Par itération, nous avons

∂x,tu2 · C
(1 + t)2

, jαj ¸ 1 (2)

d’autre part,

8α,
¯̄
∂α

x,tz
¯̄
· C

(1 + t)4
, (cf. lemme3.2.) (3)

de (2) et (3), nous déduisons

j∂αu2j · C
(1 + t)α

+
C

(1 + t)4
· C

(1 + t)α
· C , pour jαj ¸ 1
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donc, j∂αu2j · C ,

ce qui entraîne, j∂αu2j0 · C(1+t) 12 , (4)

d’après (1) et (4)

¯̄
∂αQ1

3

¯̄
0 · j∂αu2j0

¯̄
¯̄∂α(u1 ¡ χ

R
r 1
2

¯̄
¯̄
0

· C(1 + t)
1
2 .

C
(1 + t) 32

· C
1 + t

(5)

(b) Estimation de j∂αQ2
3j0

de la même mamanière , nous estimons j∂αQ2
3j0 ,

en e¤et,

Q2
3 = gk

ij∂k(χ
R
r
1
2
)∂2

ij(z ¡ χ
L
r
1
2
),

d’après (a),
¯̄
¯̄∂αχ

R
r
1
2

¯̄
¯̄ · C

1 + t
,

ce qui entraîne,

¯̄
¯̄∂αχ

R
r 1
2

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t) 12

(6)

d’autre part,

¯̄
¯̄∂α(z ¡ χ

L
r
1
2
)
¯̄
¯̄ · C

1 + t
(cf. lemme 3.2.)
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il en ressort,

¯̄
¯̄∂α(z ¡ χ

L
r
1
2
)
¯̄
¯̄
0

· C
(1 + t)

1
2

,

(7)

de (1) et (2), nous avons

¯̄
∂αQ2

3

¯̄
0 ·

¯̄
¯̄∂αχ

R
r
1
2

¯̄
¯̄
0

¯̄
¯̄∂α(z ¡ χ

L
r
1
2
)
¯̄
¯̄
0

donc,j∂αQ2
3j0 · C

1 + t
. (8)

(c) Estimation de Q0
3,

où, Q0
3 = gk

ij∂k(χ
R
r
1
2
)∂2

ij(u2 + χ
L
r
1
2
) + gk

ij∂k(u2 + χ
L
r
1
2
)∂2

ij(χ
R
r
1
2
),

l’estimation de Q0
3 est plus subtile, pour cela nous dérivons les symboles par

rapport à la variable r ¡ t seulement,

il en découle,

gk
ij

(µ
χ

R
r
1
2

¶0 Ã
(1 ¡ θ(t))

g
2

r
t
r
χ(R02) + χ

L
r
1
2

!00)0

+

(Ã
(1 ¡ θ(t))

g
2

r
t
r
χ(R02) + χ

L
r
1
2

!0 µ
χ

R
r

= gk
ij

(Ã
(χ

R0

r
1
2
)((1 ¡ θ(t))

g
2

r
t
r
χ(R02)00

!0

+
µ
(χ

R0

r
1
2
)(χ

L00

r
1
2
)
¶0)

+gk
ij

(Ã
(1 ¡ θ(t))

g
2

r
t
r
χ(R02))0χ

R00

r
1
2

!0

+
µ

χ
L0

r
1
2
χ

R00

r
1
2

¶0)

= χ2g2

3
(R03)00

r
t
r
+ χ2g

r
(R0L0)0 +O(

1
t
5
2
),

évaluons la norme L2 de la di¤érence du terme résultant avec le terme donné;
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cette di¤érence s’écrit:

(χ ¡ χ2)
g2

3
(R03)00

r
t
r
+ (χ ¡ χ2)

g
r
(R0L0)0, (9)

il en résulte ,
¯̄
¯(χ ¡ χ2)g2

3 (R
03)00

q
t
r + (χ ¡ χ2)g

r (R
0L0)0

¯̄
¯
0

· C
(1 + t)

3
2

par conséquent, tous les termes ont leur norme L2 bornée par
C

1 + t
.

(d) u4 est la solution de ¤u4 +Q4 = 0

où, Q4 = gk
ij∂ku2∂2

iju2 + gk
ij∂ku1∂2

iju3 + gk
ij∂ku3∂2

iju1,

avec les données : u4(x, 0) = u0
4, ∂tu4(x, 0) = u1

4,

c0est-à-dire, ui
4 ´ u4,

le comportement de u4 est établi dans le lemme suivant :

Lemme 3.4.

en posant : u4 = u4 + u4,

avec, u4 = χ
g3

6
t32

r 1
2
(3R02R002 + R03R000), u4 = χ

g2

2
t
r 1
2
(2R0R00L0 +R00L00),

On a ¤u4 +Q4 = W3,

avec,
¯̄
∂α

x,t,ωW3
¯̄
0
· Cα

(1 + t)
1
2

Preuve.

On a

Q4 = gk
ij∂ku2∂2

iju2 + gk
ij∂ku1∂2

iju3 + gk
ij∂ku3∂2

iju1

= [gk
ij∂ku2∂2

iju2+gk
ij∂ku2∂2

ij

µ
χ

L
r 1
2

¶
+gk

ij∂ku2∂2
ij

µ
z ¡ χ

L
r 1
2

¶
+gk

ij∂k

µ
χ

L
r 1
2

¶
∂2

iju2

+gk
ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
∂2

iju2+gk
ij∂k

µ
χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

L
r
1
2

¶
+gk

ij∂k

µ
z ¡ χ

L
r
1
2

¶
∂2

ij

µ
χ

L
r
1
2

¶
]
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+[gk
ij∂k

µ
χ

L
r
1
2

¶ ¡
∂2

iju3 + ∂2
iju3

¢
+gk

ij∂k
¡
u3 + u3

¢
∂2

ij

µ
χ

L
r
1
2

¶
+gk

ij∂k

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶
∂2

iju3

+gk
ij∂ku3∂2

ij

µ
u1 ¡ χ

R
r
1
2

¶
]

= Q0
4 +Q1

4

estimons les normes L2 de Q0
4 et Q1

4.

(i) Estimation de Q0
4

De façon analogue, en dérivant les symboles dans Q0
4 par rapport à la variable

r ¡ t, il en résulte :

(a)
¯̄
∂

¡
ku2∂2

iju2
¢¯̄

=
¯̄
¯̄g

2

4
t
r
χ2ωkωiωj(R02)0(R02)00

¯̄
¯̄

par itération, nous avons :

¯̄
¯̄∂α ¡

ku2∂2
iju2

¢
¡ g2

4
t
r
χ2ωkωiωj(R02)0(R02)00

¯̄
¯̄ · C

par conséquent,

¯̄
¯̄∂α ¡

ku2∂2
iju2

¢
¡ g2

4
t
r
χ2ωkωiωj(R02)0(R02)00

¯̄
¯̄
0
· 1

(1 + t)
1
2
,

de même nous avons les estimations :

(b)
¯̄
¯̄∂α

µ
∂ku2∂2

ij(χ
L
r 1
2
)
¶

¡ χ2g
2

p
t

r
ωkωiωj(R02)0L00

¯̄
¯̄
0

· C
(1 + t) 12

,
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(c)
¯̄
¯̄∂α

µ
∂ku2∂2

ij(z ¡ χ
L
r 1
2
)
¶

¡ χ2g
2

p
t

r
(R02)0L00

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t) 12
,

(d)
¯̄
¯̄∂α

µ
gk

ij∂k(χ
L
r 1
2
)∂2

iju2

¶
¡ χ2g

2

p
t

r
(R02)00L0

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t) 12
,

(e)
¯̄
¯̄∂α

µ
gk

ij∂k(z ¡ χ
L
r
1
2
)∂2

iju2

¶
¡ χ2g

2

p
t

r
(R02)00L0

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t)
1
2
,

(f)

¯̄
¯̄∂αgk

ij∂k(χ
L
r 1
2
)∂2

ij(χ
L
r 1
2
)¡ χ2

r
L0L00

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t) 12
,

(g)

¯̄
¯̄∂α(gk

ij∂k(z ¡ χ
L
r
1
2
)∂2

ij(χ
L
r
1
2
)¡ χ2

r
L0L00

¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t)
1
2
,

On en conclut que la norme L2de tous les termes de Q0
4 est bornée par

C
(1 + t)

1
2
,

ce qui entraîne

¯̄
¯̄∂α

½
Q0

4 ¡ χ
g3

2
¡
R02R002¢0 + g2

r 1
2
(R0R00L0)0

¾¯̄
¯̄ · C

(1 + t) 12
.

(ii) Estimation de Q0
4
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Par des procédés similaires, nous estimons tous les termes de Q1
4,

on en conclut,

¯̄
¯̄∂α

½
Q1

4 ¡ χ
g3

2
¡
R0(R03)00

¢0 + g2

r 1
2
(R0(R0L0)0)0

¾¯̄
¯̄
0
· C

(1 + t) 12
.

Nous constatons que la construction est laborieuse ; c’est pourquoi en ne tenant

compte que des principaux termes de uj, nous avons l’estimation pour uj , j = 5, 6, 7,

en posant, u` = χ a1`(r ¡ t, ω) t 12 (`¡2) : le terme principal de u`,

Il en ressort

Q` = χ t 12 (`¡4)g
P

(a1`0) (a1`00) : le terme principal de Q` ,

Sm £ t
1
2 (`¡4)¡

1
2 : le terme non principal de Q` ,

d’où l’estimation des termes u5, u6, u7

j∂α(¤u` +Q`)j0 · C(1 + t) 12 (`¡4),

en e¤et, après des calculs nous obtenons que l’ordre du terme

1
4r3

χa1`
1
2
(` ¡ 2)t12 (`¡4) l’emporte sur les autres.

On sait que,
P

` ¸ 1
τ `¡1a1`(σ, ω) est le développement de Taylor en τ de la solution

R(σ, ω, τ), τ = ε
p

t [13]

càd, R(σ, ω, τ) = a11(σ, ω) + τa12(σ,ω) + τ2a13(σ,ω) + .....,

on prend en général, R(σ, ω, τ) = a11(σ, ω)

d’où, l’estimation
¯̄
¯̄ 1
4r3

χa1`
1
2
(` ¡ 2)t 12 (`¡4)

¯̄
¯̄ · C

¯̄
¯a1` t

1
2 (`¡4)

¯̄
¯ · C(1 + τ )¡ 1

2 t 12 (`¡4),
(r · C t =) 1

r · 1)

comme, τ = ε
p

t et 0 · t · ε¡λ (λ = 14
9 ),

nous avons : τ ¸ t,
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par suite,
¯̄
¯̄ 1
4r3

χa1`
1
2
(` ¡ 2)t

1
2 (`¡4)

¯̄
¯̄
0
· Ct

1
2 (`¡4),

ainsi,

j∂¤u`j0 · Ct
1
2 (`¡4) (1)

par itération, nous obtenons

j∂α¤u`j0 · Ct
1
2 (`¡4),

il nous reste à estimer j∂αQ`j0

où,Q` = χt
1
2 (`¡4)g

P
(a1`0)0(a1`00)00 (`0 + `00 = `),

il en découle que χt
1
2 (`¡4)g

P
(a1`0)0(a1`00)00 est le terme qui a le plus grand ordre,

ainsi,
¯̄
¯χt

1
2 (`¡4)g

X
(a1`0)

0(a1`00)
00
¯̄
¯
0
· Ct

1
2 (`¡14),

il en résulte,

j∂α¤Q`j0 · Ct
1
2 (`¡14) (2)

(1) et (2) entraînent que

j∂α(¤u` +Q`)j0 · C(1 + t)
1
2 (`¡4) + C(1 + t)

1
2 (`¡14)

· C(1 + t)
1
2 (`¡4),
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par conséquent,

j∂α(¤ua +Qa)j0 · C(1 + t)
1
2 (`¡4).

Nous résumons les résultats obtenus en période I, comme suit :

(i) u1 » R(r ¡ t, w)
r
1
2

r ! +1, θ ! 1,

(ii) u2 ¡ g(w)
2

(∂σR)2 » L(r ¡ t, w)
r 1
2

,

(iii) ¤u3 + Q3 = W2,

avec,
¯̄
∂α

x,t,w W1
¯̄
0
+

¯̄
∂α

x,t,w W2
¯̄
0

· Cα

1 + t
,

(iv) ¤u4 +Q4 = W3,

avec,
¯̄
∂α

x,t,w W3
¯̄
0
· Cα

(1 + t)
1
2
,

(v)j∂α(u` + Q`)j0 · C(1 + t)
1
2 (`¡4) pour ` = 5, 6, 7.

il en résulte:

j∂α(ua +Q`)j0 · Cα

1 + t
+ Cα(1 + t)

1
2 +

Cα

1 + t
+

Cα

(1 + t)
1
2
+ Cα(1 + t)

1
2

+Cα(1 + t) +Cα(1 + t)
3
2 . (3.1.10)

nous pouvons à présent recoller les solutions trouvées à l’intérieur et à l’extérieur

Recollement entre zones intérieure et extérieure en période I.

La solution uI
a est obtenue par recollement des morceaux à l’aide de troncatures

,
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pour θ 2 C1
0 (R) véri…ant θ(s) =

8
>><
>>:

1 pour s · 1

0 pour s ¸ 2
On pose

uI
a = (1 ¡ θ)(r ¡ t +C0 ¡ 1) uI,e

a + θ(r ¡ t +C0 ¡ 1) uI,i
a ,

où, uI,i
a = εui

1 + ε2ui
2 + ............. + ε7ui

7,

uI,e
a = Uk .

Estimation de l’erreur en période I.

Nous évaluons l’erreur associée à la solution approchée uade u en appréciant le

terme

Ja = JI
a = ¤uI

a + gk
ij∂kuI

a∂2
ijuI

a

où, Ja est l’erreur associé à ua

proposition 3.2.

On pose

ua = uI
a = εui

1 + ε2ui
2 + ............ + ε7ui

7,

où, les ui
j ont été construits précédemment,

alors, pour t · cste
ε2

¯̄
∂α

x,t,ωJa
¯̄
0
· Cα

½
ε3

1 + t
+ ε5(1 + t)

1
2 + ε8(1 + t)

5
2

¾
. (3.1.11)
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Preuve :

Comme, Ja = ¤ua + Q,

où, Q = g∂ua∂2ua,

(3.1.10) et (3.1.11) impliquent

¯̄
∂α

x,t,ωJa
¯̄
0 · Cα

(
ε

1 + t
+ ε2(1 + t)

1
2 +

ε3

1 + t
+

ε4

(1 + t) 12
+ ε5(1 + t)

1
2 + ε6(1 + t) + ε7(1 + t)

5
2

)

· Cα

(
ε3

1 + t
+ ε5(1 + t)

1
2 +

ε4

(1 + t)
1
2
+ ε6(1 + t) + ε7(1 + t)

5
2

)

· Cα

½
ε3

1 + t
+ ε5(1 + t)

1
2 + ε8(1 + t)

5
2

¾
(3.1.12)

Proposition 3.3.

Pour tout k et t · cste
ε2

,on peut choisir N et N 0en sorte que

¯̄
∂α

x,t,ωJa
¯̄
0
· Cα

½
ε3

1 + t
+ ε5(1 + t)

1
2 + ε8(1 + t)

5
2

¾
jlog tjk¡1 (3.1.13)

et de plus,

pour r ¡ t ¸ ¡C0

¯̄¯̄
∂α

x,t,ωJa
¯̄¯̄
0 · Cα εk+1t

k¡3
2 . (3.1.13’)

La preuve est une conséquense de la propositon 3.2. à l’intérieur et de la propo-

sition 3.1. à l’extérieur.
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Conclusion.

ue¡ui =
P

3· j ·7

ε`

r
1
2

8
>>><
>>>:

P
` ¸ 1

` · 2j¡1

(log t)`L`
j +

P
` ¸ 1
`0 ¸ 1

`+2`0· j¡1

t
1
2 (log t)`0R`,`0

k +
P

` · j¡3
t

l
2R`,0

k

9
>>>=
>>>;

+
P

8· j· k
εjuj, ,

Principaux résulats obtenus en période I

i) Il a été établi au lemme 3.2. que

u2 ¡ g(ω)
2

(∂σR)2 » L(r ¡ t, ω)
r
1
2

(r ! 1, r ¡ t ¸ ¡C),

ii) ue ¡ui =
P

3·j·7

εj

r 1
2

8
>>><
>>>:

P
`¸1

`· 2j¡1

(log t)`L`
j +

P
`¸1
`0¸1

`+2`0· j¡1

t
1
2 (log t)`0R`,`0

k +
P

l·j¡3
t

l
2R`,0

k

9
>>>=
>>>;

+
P

8·j·k
εjuj,

iii) uI,e
a » ε

r
1
2
F (r¡t, ω, 1

r , τ , ζ), (3.1.14)

3.1.2 Construction en période II.

Dans cette période, nous prolongeons la solution construite précédemment

pour ε¡λ · t · A2

ε2
,où A est un nombre positif …xé,

nous considérons à présent et dans toute la suite que 0 < A < A0,

(A0 est une constante que des calculs ultérieurs détérmineront).

En zone extérieure.

Nous cherchons à construire une solution uII,i
a qui se raccorde bien avec uI,i

a
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dans un intervalle 0 · τ · τ1,

où, τ1 = A0 +O(ε),

comme, uI
a » ε

r
1
2
F (r ¡ t, ω, 1

r , τ , ζ),

nous cherchons une solution approchée sous la forme u =
ε
r 1
2
F (σ, ω, 1

r , τ , ζ),

pour cela, on pose : F = F0 + τG,

avec, F0 = F0(σ, ω, 1
r , ζ) = F (σ, ω, z, 0, ζ) satisfaisant l’équation

QF0 ´
©
¡(14 + ∂2

ω) + 2(1 ¡ σz)∂2
zσ ¡ z2∂2

z

ª
F0 = 0,

ce choix s’explique par le lemme suivant

Lemme3.5.

Pour toute fonction F régulière, en posant :

u =
ε
r
1
2
F (r ¡ t, ω, 1

r , ε
p

t, ε2 log t)

on a,

∂iu = ε
r
1
2
(ωiF

0+zAiF ), ∂2
iju = ε

r
1
2
(ωiωjF 00+zAijF ),

où, Ai et Aij sont des opérateurs di¤érentiels en (σ, ω, 1
r , τ , ζ),

de plus,

¤u + g∂u∂2u =
ε
r
5
2
QF0 +

ε2p
rt

fz(1 ¡ σz)QG ¡ (∂στF +
z
4
∂τF )

+
τz

(1 ¡ σz)
(
∂2

τF
4

¡ 2∂σζF ¡ z∂ζF )

+
τ2z2

(1 ¡ σz)2
∂2

ζτF +
τ3z3

(1 ¡ σz)3
∂2

ζF

+(1 ¡ σz)
1
2 gk

ij(ωkF 0 + zAkF )(ωiωjF 00 + zAijF )g. (3.2.1)
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Preuve.

(c.f. à la preuve du lemme 3.1(a) pour µ = k = 0).

La formule (3.2.1) s’écrit sous forme abrégée

¤u+ g∂u∂2u =
ε
r 5
2
QF0 +

ε2p
rt

fHF + q(F,F )g

où, l’opérateur H et la forme quadratique q s’expriment ainsi

HF = z(1 ¡ σz)QG ¡ (∂στF +
z
4
∂τF ) ¡ τz

(1 ¡ σz)
(2∂σζF + z∂ζF ) +

τ2z2

(1 ¡ σz)2
∂2

ζτF

+(1 ¡ σz)
1
2 gk

ij(ωkF 0 + zAkF )zAijF,

q(F,F ) =
τz

(1 ¡ σz)
∂2

τ F
4

+
τ 3z3

(1 ¡ σz)3
∂2

ζ F + (1 ¡ σz)
1
2gk

ij(ωkF 0 + zAkF )ωiωjF 00

résolvons l’équation d’ondes ¤u + g∂u∂2u à des approximations arbitraires

O(zN ) + O(ζN 0
).

Proposition 3.4.

Pour tous N,N 0 et toutes fonctions ϕ`(σ, ω) (` · N ¡ 2) ,on peut trouver une

fonction F = F0 +τG dé…nie pour τ 2 [0, τ1] telle que,

QF 0= O(zN),

HF + q(F,F ) = O(zN ) + O(ζN 0),

∂2`
τ ∂`

zF (σ, ω, 0, 0, 0) = ϕ`(σ, ω) pour 0 · ` · N¡2, (3.1.15)

de plus,
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si une fonction F = F0 +τG veri…e

QF0 = O(zN), (3.1.16)

HF + q(F,F ) = O(zN ) + O(ζN 0),

et, ∂2`
τ ∂`

zF (σ, ω, 0, 0, 0) = ϕ`(σ, ω) pour 0 · ` · N ¡2,

elle est determinée à O(zN¡1) +O(ζN 0) près.

Preuve.

(a) Puisque toutes les fonctions dont on a tenu compte sont supportées

pour σ · M, notons F0 jz=0le jet5 en z d’une solution de QF0 = 0,

donc, il existe bien une fonction F = F0 +τG tel que QF0 = O(zN),8N.

Réciproquement, on peut trouver une solution F0 de QF0

pour laquelle F0 jz=0est donnée.

(b) Pour établir l’égalité : HF + q(F,F ) = O(zN) +O(ζN 0),

avec, ∂2`
τ ∂`

zF (σ, ω, 0,0, 0) = ϕ`(σ, ω) pour 0 · ` · N ¡ 2,

5développement en série de Taylor
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l’équation HF + q(F,F ) = 0 est équivalente à,

·
¡z(

1
4
+ ∂2

ω)G + 2z(1 ¡ z)∂2
zσG ¡ z3∂2

zG + σz2(
1
4
+ ∂2

ω)G ¡ 2σz2(1 ¡ z)∂2
zσG + σz4∂2

zG
¸

¡
h
∂2

στF0 + τ∂2
στG +

z
4
∂τF0 +

z
4
∂τG)

i
+ (τz + τσz2 + ......... + τσk¡1zk + τσkzk+1 + ...) £

·
∂2

τ F0

4
+ τ

∂2
τ G
4

¡ 2∂σζF0 ¡ τ2∂σζG ¡ z∂ζF0 ¡ τz∂ζG
¸
+ (τ2z2 ¡ 2τ2σz3 +

..... +
(¡2)(¡2 ¡ 1)....(¡2 ¡ k)

(k ¡ 1) j
¢

τ2(¡σz)k¡1) £
£
∂2

ζτF0 + τ∂2
ζτG

¤
+ (τ3z3 + 3τ3σz4 +

.... +
(¡3)(¡3 ¡ 1)....(¡3 ¡ k + 1)

(k ¡ 2) j
¢

(¡σ)k¡2τ3zk+1) £
£
∂2

ζF0 + τ∂2
ζG

¤
+ (1 ¡ σ

2
z + .....

+
(12)(

1
2 ¡ 1)....(12 ¡ k + 1)

k j
¢

(¡σkzk)£
£
gk

ij(ωkF 0
0 + τωkG0 + zAkF0 + τzAkG)

¤
£

[ωiωjF 00
0 + τωiωjG00

0 + zAijF0 + τzAijG]

= 0

pour z = 0 nous avons

¡∂2
τσF0 ¡ τ∂2

τσG0 + g(∂σf0 + τ∂σG0)(∂2
σf0 + τ∂2

σG0) = 0,

par ailleurs, les termes en zk¡1 dans QG s’écrivent

¡(14 + ∂2
ω)Gk¡1 + 2kG0

k ¡ 2(k ¡ 1)G0
k¡1 ¡ (k ¡ 1)(k ¡ 2)Gk¡1,

nous ne considérons dans q(F,F ) que le terme en zk et non pas en zk¡1 ;

car, les opérateurs zAiF , zAijF intervenant dans q(F,F ) ont des dérivées en z

de la forme zk ∂z, k ¸ 2 dont tous leurs termes en zk n’ont de coe¢cients

autres que fj, Gj pour j · ` ¡ 1,

on note qk(F,F ) le terme en zk dans q(F,F ) et nous tirons q1
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qk(F,F ) = gf(f 00 + τG0
0)(f

00
k + τG00

k) + ... + (f 0k + τG0
k)(f

00
0 + τG00

0)g

¡σ
2
gf(f 00 + τG0

0)(f
00
k¡1 + τG00

k¡1) + ... + (f 0k¡1 + τG0
k¡1)(f

00
0 + τG00

0)g

+gp
ijωiωjf(f 000 + τG00

0)Ap(fk¡1 + τGk¡1) + ...

+(f 00k¡1 + τG00
k¡1)Ap(f0 + τG0)g+ gp

ijωpf(f 00 + τG0
0)Aij(fk¡1 + τGk¡1) + ...

+(f 0k¡1 + τG0
k¡1)Aij(f0 + τG0)g + (termes pour j · k ¡ 2)

q1(F,F ) = gf(f 00 + τG0
0)(f

00
1 + τG00

1) + ... + (f 01 + τG0
1)(f

00
0 + τG00

0)g

¡σ
2
gf(f 00 + τG0

0)(f
00
0 + τG00

0) + ... + (f 00 + τG0
0)(f

00
0 + τG00

0)g+

gp
ijωiωjf(f 000 + τG00

0)Ap(f0 + τG0) + ... + (f 000 + τG00
0)Ap(f0 + τG0)g

+gp
ijωpf(f 00 + τG0

0)Aij(f0 + τG0) + ... + (f 00 + τG0
0)Aij(f0 + τG0)

+.......

en prenant le terme en τ = 0,nous avons

gff 00τG00
1 + f 001 τG0

0 + ..... + f 01τG00
0 + f 000 τG0

1g ¡ σ
2gff 00τG00

0 + f 000 τG0
0 + ... + f 00τG00

0

+f 000 τG0
0 + ...g+ gp

ijωiωjff 000 ApτG0 + f0ApτG00
0 + ... + f 000 ApτG0 + f0ApτG00

0g

+gp
ijωpff 00AijτG0 + f0AijτG0

0 + .....f 00AijτG0 + f0AijτG0
0g = 0,

en posant, G1 =
P
`¸0

G`
1τ `,il en résulte,

gff 001G0
0 + f 00G000

1 + f 01G00
0 + f 000 G00

1 ¡ σ
2 (f

0
0G00

0 + f 000G0
0)g + .......... = 0,

d’autre part, le terme en zk dans HF + q(F,F ) est donné par
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¡τ∂2
στGk + (2k ¡ 1)∂σGk + f¡(

1
4
+ (k ¡ 1)(k ¡ 2) + ∂2

ω)Gk¡1 ¡ 2(k ¡ 1)∂σGk¡1

¡1
4
(τ∂τGk¡1 + Gk¡1) +

τ
4
(τ∂2

τGk¡1 + 2∂τGk¡1)¡ 2τ2∂ζσGk¡1g + qk(F,F ) (1)

= termes en F0, Gj ( j · k ¡2),

pour k = 1 et τ = 0,

G00
1 ¡ (

1
2
+ ∂2

ω)G0 + q1(F,F ) jτ=0 +termes en f0 = 0, (2)

nous avons également,

¡2∂ζf 00+gff 001 G0
0+f 00G

000
1 +f 01G

00
0+f 000 G00

1 ¡σ
2
(f 00G

00
0+f 000 G0

0)g....+termes en f0 = 0 (3)

de (1), nous avons

G00
1 = (

1
2
+ ∂2

w)G0 ¡ termes en f0 (4)

En combinant (3) avec (4) nous obtenons

¡2∂ζf 00+gfG0
0f 001 +f 00G000

1 +f 01G00
0+f 000 (

1
2+∂2

w)G0¡termes en f0)¡
σ
2
(f 00G00

0+f 000 G0
0)g

+termes en f0 = 0.

Donc,
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¡2∂ζf 00 + (termes en f0 sans dérivées en ξ) = 0,

d’où, le choix de f0 à O(ξN 0
) près; puisque f0jξ=0 = ϕ0,

ainsi, on peut résoudre f0 sur un certain intervalle [0, τ1], par suite, tous les fket

G0
1 à la même approximation,

On note

G1 = G0
1 + τ2 eG1 ¡ τ eG1 ¡ G

τ2
eG1 + g(f 00 + τG0

0)τ eG00
1 + g(f 000 + τG00

0)τ eG (5)

= termes connus;

c’est une équation linéaire qui possède une solution unique sur l’intervalle [0, τ1],

nous avons également résolu G1près de son noyau,

Plus généralement,

Pour k ¸ 2,l’équation (1) pour des termes en (k ¡ 1) s’écrit

¡τ _G0
k¡1 + (2k ¡ 3)G0

k¡1 + f¡(14 + (k ¡ 2)(k ¡ 3) + ∂2
ω)Gk¡2 ¡ 2(k ¡ 2)G0

k¡2

¡1
4(τ _Gk¡2 + Gk¡2) + τ

4 (τ
..

Gk¡2 + 2 _Gk¡2)¡ 2τ2∂ζG0
k¡2g + qk¡1(F,F )

=termes en F0, G0 (j · k ¡ 3) (S)

on pose : υ = G0
k¡1

en combinant (1) avec (2), les fonctions υ constituent le noyau de (S),

où, ¡τ .υ + (2k ¡ 3)υ + τg(f 00 + τG0
0)υ0 = 0,

il en découle, υ = hτ2k¡3 + τ2k¡2
s
h,

avec, h fonction arbitraire,
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et,
s
h est determinée à partir de h,

en d’autres termes,

υ = hτ2k¡3 + gf 00h0τ2k¡3 + 1
2fg2(f 020 )h00 + (g2f0f 000 + gG0

0)h0gτ2k¡1 + τ2k + .....

donc, les G`
k sont indiqués pour ` · 2k ¡4 en fonction de h en annulant le terme

en τ2k¡1, nous avons l’expression

de h : ¡2∂ζh0 + (termes en h sans dérivée en ζ) = termes connus

en l’identi…ant à son équation semblable en f nous détérminons h à O(ξN 0
) près

avec hjξ=0 = ϕk¡1,

donc, il existe sur un intervalle [0, τ1] une solution de (1) sous la forme

Gk =
P

G`
k

0·`·2k¡`
τ ` + τ2k eGk avec eGk satisfaisant une équation linéaire.

Choix de ue
a

D’après la proposition 3.1; uk =
P
`·k

ε`u`,

On a donc, (
r 1
2

ε
uk)(σ, ω, 0, 0, 0) =

P
`·k

ε`L0
`(σ, ω, 0) = ϕ0(σ, ω),

par conséquent, on prend pour ue
a la fonction

ε
r
1
2
F (où F , est donnée par la

proposition 3.4) à laquelle

correspondent les fonctions : ϕ0, ϕ1 = 0, ............ϕ` = 0,

où, ϕ0 = f0jξ=0 ,

On en déduit que υ = f0 + τG0 est solution de ∂τυ =
g
2
(∂συ)2,

avec υ(σ, ω, 0, ξ) = f0(σ, ω, ξ)

= R(σ, ω) +O(ε) +O(ξ),

101



La solution uII,e
a construite existe et est régulière pour 0 · τ · A et ε assez

petit.

Ainsi, nous construisons dans un intervalle 0 · τ · τ1(oµu, τ 1 = A0 +O(ε)),

une fonction F (σ, ω, z, τ , ξ) qui se raccorde bien à ua
I,e.

Recollement entre zones extérieures en périodes I et II..

pour ε¡λ · t · 2 ε¡λ , la solution ukde ¤u+g∂u∂2u = 0 est en période de transition

approximée à εk+1¡λ(k¡3
2 )

près (cf.proposition 3.3.1) par une solution de la forme
ε
r
1
2
F,

en outre, les deux solutions di¤èrent peu pour N ,N 0 et k assez grands (d’après

l’unicité de la proposition 3.4)

En zone intérieure.

Il s’agit de prolonger la solution construite en période I à l’intérieur

pour 0 · τ · A, on dé…nit S = Sε(σ, ω, τ) comme la solution de

∂τS ¡ g
2
(∂σS)2 = 0, S(σ, ω,0) = R(σ, ω) + εL(σ, ω), (3.1.17)

on pose : u = ui
a = εui

1 + ε2z + χ ε
r
1
2
K(r ¡ t, ω, τ),

où, K(σ, ω, τ) = S(σ, ω, τ) ¡ S(σ, ω, 0).

Lemme 3.6.
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le choix entrepris conduit à l’approximation

¯̄
∂α

x,t,ωJa
¯̄
0

· Cα
ε
t2

. (3.1.18)

Preuve.

Comme Ja = ¤u + g∂ku∂2
iju = 0,

calculons ¤u ,

¤u = ε¤(ui
1) + ε2¤z +

ε
r
1
2
¤ (χK),

d’après le lemme 3.2, ¤z = W, W 2 C1
0 (R)

il s’ensuit,

¤(
εχK
r
1
2

) =
ε
r
1
2

½
(χtt ¡ χ00)K ¡ 2K0(χt + χ0) +

εp
t
∂τK(χt ¡ χ

4t
) + χ

ε2

4t
∂2

τ K ¡ χ
r2
(
1
4
+ ∂2

ω)K
¾

¡ ε2χp
rt

∂τK0,

soit, H1 = ¤(
ε
r
1
2
χK) +

ε2χp
rt

∂τK 0,

d’autre part, on peut écrire

u = χ
εS(r ¡ t, ω, τ )

r
1
2

+ ε(u1 ¡ χ
R(r ¡ t, ω)

r
1
2

) + ε2(z ¡ χ
L(r ¡ t, ω)

r
1
2

)

= χ
ε
r 1
2
S(r ¡ t, ω, τ) + εr1,

et gk
ij∂ku∂2

iju = ε2g
χ2

r
S0S 00 + ε2H2,
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avec,

H2 =
½

gk
ij∂k(

χS
r
1
2
)∂2

ij(
χS
r
1
2
)¡ g

χ2

r
S 0S 00

¾
+

½
gk

ij∂k(
χS
r
1
2
)∂2

ijr1 + gk
ij∂kr1∂2

ij(
χS
r
1
2
) + gk

ij∂kr1∂2
ijr1

¾

= H1
2 +H2

2 ,

ce qui implique

Ja = ε2W ¡ ε2χp
rt

∂τK0 + H1 + ε2g
χ2

r
S 0S 00 + ε2H2,

il nous reste à estimer H1 et H2,

on sait que S est bornée en σ,et S 0 est essentiellement en
1
σ
(σ ! +1)[1],

ce qui entrîne que , K =
g
2

τR
0

R02(σ, ω, s)ds se comporte en
1
σ2 ,

de plus, la fonction S ne présente à l’intérieur aucune singularité pour τ · A à

cause de l’hypothèse de non dégénérescence suivante faite sur R et g

(ND)

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

il existe un point (σ0, ω0) et un nombre ¸ 2 tels que

(i) ¡ g(ω0)∂2
σR(σ0, ω0) < 0,

(ii) 8A,9C > 0 avec, pour jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j · A,

¡g(ω)∂2
σR(σ, ω) ¸ ¡g(ω0)∂2

σR(σ0, ω0) + C (jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j) ,
on a alors,

j∂αH1j0 · Cε2

(1 + t) 32
et j∂αH2j0 · Cε

(1 + t)2
,

donc, j∂αJaj · Cε2

(1 + t) 32
+

Cε
(1 + t)2

· Cε
(1 + t)2

.
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Recollement entre zones intérieures en périodes I et II.

d’après ce qui précède, uI = εu1 + χ
g

2r 1
2
ετR02 + ε2z + χ

g2

6r 1
2
ετ2(R03)0 + χ

g
2r 1

2
ετR02

+χ
g3

6r
1
2
ετ3(3R02R002+R03R000)+χ

g2

2r
1
2
ε2τ2(3R0R00L0+R02L00)

+ε5u5 + ε6u6 + ε7u7,

uII ¡ uI = χ
ε
r
1
2
fS(r ¡ t, ω, τ)¡R ¡ g

2
τR02 ¡ g2

6
τ2(R03)0

¡g3

6
τ3(3R02R002+R03R000)¡a15τ4¡a16τ5 ¡a17τ6g

¡χ
ε2

r
1
2
fL+gτR0L0+

g2

2
τ2(2R0R00L0+R02L00)g,

a…n d’expliciter les termes principaux u` de u`,

où, u` = χa1`(r ¡ t, ω)t
1
2 (`¡2),

a11(σ, ω) = R(σ, ω),

nous énonçons le lemme ci-après

Lemme 3.7.

L’expression
P
`¸1

τ `¡1 a1`(σ, ω) est le développement de Taylor en τ de la solution

R(σ, ω, τ) de l’équation

∂τR =
g
2
(∂σR)2, R(σ, ω, 0) = R(σ, ω). (3.1.20)

Preuve.

(a) Comme, Q` =
P

`0+`00=`
gk

ij∂ku`0∂2
iju`00 ,
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le terme principal de Q` est donné par

Q` = χgt
1
2 (`¡4)

X
(a1`0)

0(a1`00)
00

= χgt
1
2 (`¡4)g

8
>><
>>:

X

`0·`00
`0+`00=`

(a1`0)
0(a1`00)

0 +
1
2

£
(a1`/2)

0¤2

9
>>=
>>;

0

.

(b) Soit A(σ, ω, τ) la solution de

∂τA =
g
2
(A0)2, A(σ, ω, 0) = A(σ, ω), (1)

A s’écrit formellement,

A = A1 + τA2 + ........ + τkAk+1, (2)

de (1) et (2), nous avons

A2 + 2τA3 + ........ + kτk¡1Ak+1....... =
g
2
fA0

1 + τA0
2 + ........ + τkA0

k+1g2,

par identi…cation des deux membres

A2 =
g
2
(A0

1)
2,

(k ¡ 1)Ak =
g
2
f2

X

`0·`00
`0+`00=k

A0
`0A

0
`00 + (A0

k/2)
2g,
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et le lemme est démontré compte tenu de l’égalité a11(σ, ω) = R(σ, ω).

De la même manière, nous explicitons les termes sous-principaux u` de u`.

Lemme 3.8.

L’expression
P
`¸2

τ `¡2 a2`(σ, ω) est le développement de Taylor en τ de la solution

L(σ, ω, τ) de l’équation

∂τL = g(∂σR)(∂σL), L(σ, ω, 0) = L(σ,ω). (3.1.21)

Preuve.

(a) En notant le terme sous-principal de u` : u` = χ a2`(r ¡ t, ω)t
1
2 (`¡3)

avec, a21 = 0, a22 = L,

le terme sous-principal de Q` s’écrit alors

Q` =
X

`0+`00=`

fgk
ij∂ku`0∂2

iju`00 + gk
ij∂ku`0∂2

iju`00g

= χ t
1
2 (`¡5)g

X

`0+`00=`

f(a1`0)0(a2`00)00 + (a2`0)
0(a1`00)

00g,

pour ` ¸ 2,

a2` =
g

` ¡ 2
f

X

`0<`00
`0+`00=`

(a1`0)
0(a2`00)

0 + (a1`00)
0(a2`0)

0 + (a1`/2)
0(a2`/2)

0g.
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(b) Soit B(σ, ω, τ) la solution de

∂τB = gA0B0, B2(σ, ω, 0) = B(σ, ω),

où, A a été dé…nie dans le lemme précédent.

et, B = B2 + τB3 + ....... + τkBk+2 + ..... tel que

B3 + ...kτk¡1Bk+2.... = g(A0
1 + ... + τkA0

k+1 + ...)(B0
2 + ... + τ jB0

j+2 + ...),

par identi…cation des deux membres, nous obtenons (` ¡ 2)B` = g
P

`0+`00=`
A0

`0B0
`00 .

d’où, l’écriture de uII ¡ uI , le premier terme est étudié dans le lemme suivant :

Lemme 3.9.

La solution S(σ, ω, τ) exprimée en (3.1.17) s’écrit

S(σ, ω, τ ) = R(σ, ω, τ) + εL(σ, ω, τ) + ε2 eS(σ, ω, τ); (3.1.22)

où, R et L sont dé…nies par (3.1.20), (3.1.21) et (3.1.22),

et, eS est intégrable en σ.

Preuve.
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d’après,(3.1.20) et (3.1.22)

∂τR =
g
2
(∂σR)2,

= ∂τ (R(σ, ω, τ) + εL(σ, ω, τ) + ε2 eS(σ, ω, τ))

=
g
2
(∂σR + ε∂σL+ ε2∂σ eS)2

=
g
2
(∂σR)2 ++εg(∂σR)(∂σL) + ε2g(∂σR∂σ eS +

1
2
(∂σL)2)

+ε3g∂σL∂σ eS +
g
2
ε4(∂σ eS)2

soit, ∂τ eS = g(∂σR + ε∂σL)∂σ eS + ε2
g
2
(∂σ eS)2 + g(∂σR)(∂σL), eS(σ, ω, τ) = 0,

or, R(σ, ω, τ) se comporte comme un symbole d’ordre ¡1
2 en σ,

et, ∂σL 2 L2(R) [1];

donc, eS est intégrable en σ..

Estimation de l’erreur en zone de transition et choix de λ.

Pour ε¡λ · t · 2 ε¡λ,on pose

u = ua = θ(tελ)uI + (1 ¡ θ(tελ))uII .

Lemme 3.10.

En zone de transition,on a, si
3
2

· λ · 14
9

,

¯̄
∂α

x,t,ω Ja
¯̄
0

· Cαε
t2

. (3.1.23)

Preuve.
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On écrit

Ja = θ¤uI + (1 ¡ θ)¤uII + 2ελθ0(uI ¡ uII) + 2ε2λθ00(uI ¡ uII)

+gk
ijθ

2∂kuI∂2
iju

I + gk
ij(1 ¡ θ)2∂kuII∂2

iju
II

+θ(1 ¡ θ)gk
ij(∂kuI∂2

iju
II + ∂kuII∂2

iju
I) + r.

où, r regroupe les termes contenant au moins une dérivée de θ,

donc,

Ja = θJ I
a + (1 ¡ θ)JII

a + r + (2ελθ0 + ε2λθ00)(uI ¡ uII) + θ(1 ¡ θ)fgk
ij∂kuI∂2

iju
I

+gk
ij∂kuII∂2

iju
II ¡ gk

ij(∂kuI∂2
iju

II + ∂kuII∂2
iju

I)g + θ(θ ¡ 1)gk
ij(∂kuI∂2

iju
II + ∂kuII∂2

iju
I)

en estimant chacun des termes, il vient

j∂α Jaj0 · Cf ε3

1 + t
+ ε5(1 + t)

1
2 + ε8(1 + t)

5
2 +

ε
(1 + t)2

+
ε2+λ

(1 + t)
1
2

+ελ+8(1 + t)
7
2 + ε16(1 + t)6.5g

· C
ε

(1 + t)
pour

3
2

· λ · 14
9

, (3.1.24)

c’esi ainsi qu’on a …xé λ =
14
9

.
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Le recollement entre zones intérieure et extérieure en péride II.

d’après la proposition 3.4,

ue
a =

ε
r 1
2
F (r ¡ t, ω,

1
r
, τ , ζ),

F = f0 + τG0 +O(z),

υ = f0 + τG0 est solution de ¢υ =
g
2
(∂συ)2, υ(σ, ω, 0, ζ) = f0(σ, ω, ζ),(3.1.25)

et f0 satisfait par construction

f0 = ϕ0 +O(ζ) = R(σ, ω) + εL(σ, ω) +
X

2·`·k

ε`L0
`(σ, ω, 0) +O(ζ),

on en déduit

Lemme 3.11.

Pour ua = uII
a = θui

a + (1 ¡ θ)ue
a on a

¯̄
∂α

x,t,ω Ja
¯̄
0

· Cα
ε log t

t2
. (3.1.26)

Lemme 3.12.
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Pour 0 < A < A0 et ε petit, on a, pour t · A2

ε2
,

¯̄
∂α

x,t,ω r(u ¡ ua)
¯̄
0
· Cαε

23
9 jlog tj (3.1.27)

3.1.3 Construction en période III.

l’hypothèse suivante de non dégénérescence faite sur R et g

(ND)

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

il existe un point (σ0, ω0) et un nombre ¸ 2 tels que

(i) ¡ g(ω0)∂2
σR(σ0, ω0) < 0,

(ii) 8A,9C > 0 avec, pour jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j · A,

¡g(ω)∂2
σR(σ, ω) ¸ ¡g(ω0)∂2

σR(σ0, ω0) + C (jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j) ,

entraîne que la solution uII,i
a n’explose pas à l’intérieur,

on prend donc, uIII,i
a = uII,i

a .

Nous abordons l’étude en zone extérieure pour τ s’approchant de la valeur

critique τ¤(ε).

Pour 0 < A < A0 on a z =
ε2

r2
(1 +

σε2

τ2 )¡1.

Lemme 3.13.

Pour toute fonction F , en posant u =
ε
r
1
2
F (r ¡ t, ω, τ) , on a :
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¤u + g∂u∂2u =
ε2p
rt

f¡
.
F
0
+ gF 0F 00 + ε2(¡ 1

τ2 (
1
4
+ ∂2

ω))F ¡ σg
2τ2F

0F 00 ¡
.
F
4τ2 +

..
F
4τ

+gk
ij(ωkF 0AijF 0 + ωiωjF 00AkF )) + ε4R(F )g

où, les Ak, Aij sont des opérateurs di¤érentiels en ∂ω, ∂σ d’ordre 1 à coe¢cients

réguliers en (ω, τ, ε2σ)

et R est une expression quadratique de dérivées de F à préciser.

Preuve.

On sait que

¤u =
¡ε
r 5
2
(
1
4
+ ∂2

ω)F ¡ ε2p
rt
(
¢
F
0
+

¢
F
4r

) + ¡ ε3p
rt

¢¢
F
4

,

et pour i ¸ 1,

e∂iF = r
1
2∂i

F
r 1
2

= ωiF 0 +
ε2

τ2 (
t
r
)(

¡ωi

2
F + ωi∂ωF ),

e∂0F = ∂0F = ¡F 0 + ε2
2τ

¢
F ,

on prend,

e∂ijF = ωiωjF 00+ε2AijF 0+ε4BijF de telle sorte que les termes quadratiques g∂u∂2u s’écrivent
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1
ε2

g∂u∂2u = gk
ij
1
r
e∂kF e∂2

ijF

=
1
r
fgF 0F 00 + ε2gk

ij(AkFωiωjF 00 + ωkF 0AijF 0)

+ε4gk
ij(AkFAijF 0 + ωkF 0BijF ) + ε6gk

ijAkFBijFg,

on obtient le résultat, avec

E(F ) = (
t
r
)
1
2fgk

ij(AkFAijF 0 + ωkF 0BijF ) + ε2gk
ijAkFBijFg

+ ¤ gk
ij(ωkF 0AijF 0 + ωiωjF 00AkF ) +

X

jαj·2
¤∂α

σ,ω,τF

*: désigne les coe¢cients réguliers en (σ,ω, τ).

On notera dans la suite

E(F ) = ¡ 1
τ3f¡

.
F
0
+ gF 0F 00 + ε2(¡ 1

τ2 (
1
4
+ ∂2

ω))F ¡ σg
2τ2F

0F 00 ¡
.
F
4τ2 +

..
F
4τ

+gk
ij(ωkF 0AijF 0 + ωiωjF 00AkF )) + ε4R(F )g. (3.1.28)

Si on désigne par FA(σ, ω) la valeur prise en τ = A par
r
1
2

ε
ue

a, on note alors

F la solution de

∂τF =
g
2
(∂σF )2, F (σ,ω,A) = FA(σ, ω) , (3.1.29)
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G la solution de

∂τG ¡ g∂σF∂σF =
σZ

M

E(F )ds, G(σ, ω,A) , (3.1.30)

En…n, posons

ua = uIII,e
a =

ε
r
1
2
(F (r ¡ t, ω, τ) + ε2G(r ¡ t, ω, τ )). (3.1.31)

estimation de l’erreur :

Pour τ = A , on estime le raccord entre périodes I et II par le lemme ci-après

Lemme 3.14.

La fonction S dé…nie précédemment véri…e

i) FA(σ,ω) = S (σ, ω,A)+O(ε2 log ε), (3.1.32)

ii) pour τ = A ,
¯̄¯̄
∂α

x,ω(∂
+
t )(u ¡ ua)

¯̄¯̄
, (3.1.33)

où, ∂+
t désigne la dérivée à droite en t =

A2

ε2
.

Preuve.

(i) C’est l’inégalité.(3.1.29)

(ii) On note uI
a =

ε
r
1
2
F§(r¡ t, ω, τ) les solutions en périodes I et II (pour t · A2

ε2

et t ¸ A2

ε2
respectivement),

exprimées en variables (σ, ω, τ) au voisinage de τ = A.
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Pour τ = A, on a

∂+
t (u ¡ ua) = ∂tu ¡ ε

r
1
2
(¡F 0

+ +
ε

2
p

t

¢
F+),

∂¡t (u ¡ ua) = ∂tu ¡ ε
r 1
2
(¡F 0

¡ +
ε

2
p

t

¢
F¡).

D’après (3.1.28) et (3.1.29)

∂+
t (u ¡ ua)¡ ∂¡t (u ¡ ua) =

ε
r 1
2

Ã
(F+ ¡ F¡)0 ¡

ε
2
p

t
(

¢z }| {
F+ ¡ F¡)

!

=
ε2

2
p

rt
(

¢z }| {
F+ ¡ F¡).

Or, si une fonction régulière F satisfait une équation du type

¡
¢
F
0
+ gF 0F 00 + ε2 [dérivées de F ] + ..... = r,

La donnée F j
τ=A

détermine
¢
F j
τ=A

à une erreur près de l’ordre de r.

Pour F¡, r est arbitrairement petit, tandis que r = O(ε4) pour F+;

donc

(
¢z }| {

F+ ¡ F¡) = O(ε4).

Comme d’autre part, on sait d’après [1] que
¯̄¯̄
∂α

x,ω(∂
¡
t )k(u ¡ ua)

¯̄¯̄
0

· Cαεp,on

obtient (ii).
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3.2 Estimation des dérivées de F,G, ua.

A…n d’estimer les dérivées de F,G, ua , on considère

υ = ¡gF 0 solution de l’équation de Burger. (3.1.34)

3.2.1 Solutions de l’équation de Burger

Lemme 3.15

Soit υ = υ(σ, ω, τ) la solution de l’équation de Burger

∂τ + υ ∂συ = 0, υ(σ, ω, 0) = w(σ, ω), (3.1.35)

où, ω 2 C1est supposée telle que inf
σ,ω

∂σw =
¡1
τ¤ < 0 pour 0 · τ < τ¤,

on peut dé…nir X = X(σ, ω, τ) et D = D(X,ω, τ) par

X + τw(X,ω) = σ, D(X,ω, τ) = 1 + τ (∂σw)(X,ω), (3.1.36)

Alors toute dérivée ∂i
σ∂j

ω∂l
τυ(i + j + ` = k) est de la forme

∂i
σ∂j

ω∂l
τυ(σ, ω, τ) =

X

0·2p·k¡1+q
q·k¡1

apq(X,ω, τ)
(∂2

σw)q

Dk+p (X,ω, τ), (3.1.37)

pour certains coe¢cients apqréguliers.

117



En particulier,
¯̄
∂i

σ∂j
ω∂`

τυ(σ, ω, τ)
¯̄
· C

D
3k
2 ¡

1
2
. (3.1.38)

Preuve.

(a) On sait que que

υ(σ, ω, τ) = w(X,ω), [5] (3.1.39)

pour k = 1,nous avons d’après (3.1.35) et (3.1.38)

∂συ = (∂σw)∂σX,

∂ωυ = (∂σw)∂ωX + ∂ωw,

∂τυ = (∂σw)∂τX,

avec,

∂σX =
1
D

, ∂ωX = ¡τ
∂ωw
D

, ∂τX = ¡w
D

,

ainsi, le lemme est prouvé pour j = ` = 0.

(b) Supposons (3.1.36) vraie à l’ordre k + p,et montrons la à l’ordre k + p+1,en

dérivant le terme

apq(∂2
σw)q/ Dk+p (en σpar exemple),on obtient

∂σ

½
apq(X,ω, τ)

(∂2
σw)q

Dk+p

¾
∂Xapq

(∂2
σw)q

Dk+p+1+
ap

Dk+p q(∂2
σw)q¡1

(∂3
σw)
D

¡(k+p)apq
(∂2

σw)q

Dk+p+1 (∂
2
σw)

1
D

.

d’où (3.1.36) par récurrence.

Finalement, montrons l’inégalité (3.1.37),
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pour cela, on utilise l’inégalité suivante

si D ¸ 0 alors jrx,ωDj · CD
1
2 .

d’après (3.1.35), on a

jrx,ωDj · τ(
¯̄
∂2

σω
¯̄
+ j∂ω∂σωj)

· Cte D
1
2

· Cte D
1
2

Dk+p

· Cte D 1
2

D
3k¡1
2 + 1

2

.

L’équation de Burger inhomogène.

Lemme 3.16.

Soit h = h(σ, ω, τ) la solution de l’équation

∂τh + υ ∂σh + h∂συ = ª(X,ω, τ), h(σ, ω, 0) = W(σ, ω), (3.1.40)

où, υ et X sont dé…nis au lemme 3.15, ª est donnée.

Alors, pour τ < τ¤, toute dérivée ∂i
σ∂j

ω∂l
τh(i + j + ` = k) est de la forme

∂i
σ∂j

ω∂`
τh(σ, ω, τ) =

X

`00·k
`0·2(k¡`00)

q¸2`0¡3(k¡`00)

¤(X,ω, τ)
(∂2

σW)q

D1+`0+`00 ∂
`00
X,ω,τC, (3.1.41)
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où, C(X,ω, τ) =
τR
0
(Dª)(X,ω, s)ds.

En particulier,

¯̄
∂i

σ∂
j
ω∂`

τh
¯̄
· C

X

`00·k

1

D1+ 3k¡`00
2

¯̄
¯∂`00

X,ω,τC
¯̄
¯ . (3.1.42)

Preuve.

en posant h(σ, ω, τ) = H(X,ω, τ),

l’équation (3.1.39) s’écrit

∂τH +
∂σw
D

H = ª, (3.1.40’)

en faisant le changement H =
C
D

, (3.1.40’) s’écrit encore

∂τC = Dª,

où, C =
τR
0

Dªds,

en raisonnant de la même manière que précédemment, nous obtenons

∂σh =
1
D

∂XC
1
D

¡ Cτ
D3 ∂2

σw,

∂ωh =
1
D
(∂XC∂ωX + ∂ωC)¡ C

D2 (∂XD∂ωX + ∂ωD),

ainsi le leme est prouvé pour k = 1.

Plus généralement, si l’on dérive (3.1.40) par rapport à σ, on obtient

¤(∂
2
σw)q∂`00C
D2+`0+`00 + ¤q (∂

2
σw)q¡1

D2+`0+`00 ∂
`00C + ¤(∂

2
σw)q+1

D3+`0+`00 ∂
`00C + ¤ (∂2

σw)q

D2+`0+`00 ∂
`00+1C
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comme, q ¸ 2`0 ¡ 3(k ¡ `00), (3.3.13) est prouvée.

Estimation de F et G.

D’après (3.1.28), (3.1.29) et (3.1.30), nous avons

υ = ¡gF 0,

h = ¡gG0,

w = ¡gF 0
A,

Oon note par eX et eD les fonctions dé…nies au lemme 3.15.

τ¤ est le temps de vie pour w.

Pour τ < τ¤(A, ε), on pose

X(σ, ω, τ) = eX(σ, ω, τ ¡ A), D(σ,ω, τ) = 1 + (τ ¡ A)(∂σw)(x, ω).

Lemme 3.17.

Pour τ < A + τ¤(A, ε), on a les inégalités

(i) jF j+jrσ,ω,τF j · C, (3.1.43)

(ii)
¯̄
∂α

σ,ω,τF
¯̄
· Cα

¯̄
¯D(X,ω, τ) 3k

2 ¡
1
2

¯̄
¯ pour jαj = k ¸ 1. (3.1.44)

Preuve.

On démontre (i) et (ii) simultanément,

(a) si i ¸ 1 ∂i
σ∂j

ωF = ∂j
ω∂i¡1

σ (¡υ
g
),

en appliquant (3.1.37), nous obtenons

j∂i
σ∂j

ωF j · 1
g

j∂j
ω∂i¡1

σ υj · C
D

· C.

D’autre part, si ` ¸ 1, ∂τF =
υ2

2g
,on a

(∂i
σ∂j

ω∂`
τF ) = (∂i

σ∂j
ω∂`¡1

τ )(
υ2

2g
) =

P
k0+k00·k¡1

¤∂k0υ∂k00υ,
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en appliquant l’inégalité (3.1.38),nous avons le résultat.

(b) Comme, F (σ, ω, τ) = ¡1
g

σR
M

υ(s, ω, τ)ds,

on pose le changement de variable x = X(s, ω, τ), dx =
ds
D

,il en rssort

F (σ, ω, τ) = ¡1
g

XZ

M

w(σ, ω)D(X,ω, τ)dx,

par suite,

∂ω(gF (σ, ω, τ)) = ¡(Dw)(X,ω, τ)∂ωX ¡
XZ

M

∂ω(wD)dx

= τ(w∂ωw)(X,ω, τ)¡
XZ

M

∂ω(wD)dx,

de même

∂2
ω(gF (σ, ω, τ)) = τ∂ω(w∂ωw)(X,ω, τ) ¡ ∂ω

0
@

XZ

M

∂ω(wD)dx

1
A

= τ∂ω(w∂ωw)(X,ω, τ) ¡ ∂ω(wD)∂ωX ¡
XZ

M

∂2
ω(wD)dx,

or, ∂ωX = ¡τ
∂ωw
D

donc,

∂2
ω(gF (σ, ω, τ)) = τ∂ω(w∂ωw)¡ τ2∂X(w∂ωw)

∂ωw
D

+ τ∂ω(wD)
∂ωw
D

¡
XZ

M

∂2
ω(wD)dx,

122



et le résultat découle des lemmes 3.14 et 3.15.

(c) On sait que,

E(F ) = ¡ 1
τ3 (

1
4
+ ∂2

ω)F + f¡
¢
F
0
+ gF 0F 00 + ε2[¡ 1

τ3 (
1
4
+ ∂2

ω)F ¡ σg
2τ2F

0F 00

¡
¢
F
0

4τ2 +
¢¢
F
4τ

+ gk
ij(ωkF 0AijF 0 + ωiωjF 00AkF )]

+ε4(
t
r
)
1
2 [gk

ij(AkFAijF 0 + ωkF 0BijF ) + ε2gk
ijAkFBijF ]

+ ¤ gk
ij(ωkF 0AijF 0 + ωiωjF 00AkF ) +

X

jαj·2
¤∂α

σ,ω,τFg,

comme, υ = ¡gF 0, h = ¡gG0

on obtient après arrangement des termes

E(F ) = ¡ 1
τ3 (

1
4
+ ∂2

ω)F ¡ σg
2τ2υυ0 + ¤υ2 + ¤υ2υ0 + ¤υrυ + ¤υ0rF,

par ailleurs, en posant dans (3.1.29) h = ¡gG0,on obtient l’équation (3.1.40) avec

ª(X,ω, τ) = ¡gE(F )

de sorte que Dª soit une fonction régulière de (X,ω, τ) et C,

il s’ensuit

¯̄
∂i

σ∂
j
ω∂`

τh
¯̄
· C

X

`00·k
`00=0

1

D1+ 3k¡`00
2

¯̄
¯∂`00

X,ω,τC
¯̄
¯ · C

1
D1+ 3k

2
,

donc,
¯̄
∂i

σ∂
j
ω∂`¡1

τ h
¯̄
· C

1
D

3k
2 ¡1

,
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et

G(σ, ω, τ) · ¡1
g

σZ

M

C
D
(X,ω, τ)ds

· ¡1
g

XZ

M

C(x, ω, τ)dx,

ce qui entraîne,

∂ω(gG) = τ∂ωw
C
D

¡
XZ

M

∂ωCdx.

Estimation de uaet de ses dérivées

Comme ua =
ε
r
1
2
(F + ε2G),

et dérivéées de F dominent celles de G si
ε2

D 3
2

· C,

de plus, ∂i(F (r ¡ t, ω, τ)) = F 0ωi +∂ωFO(ε2), ∂t(F (r ¡ t, ω, τ )) = ¡F 0+ ε
2
p

t

¢
F,

pour évaluer ua, il su¢t de considérer F et de négliger ω et τ.

Lemme 3.18.

Pour τ < A + τ¤(A, ε), on a les estimations

(i) juaj + jrx,t,ωuaj · Cε2,

(ii) pour jαj = k ¸ 2,
¯̄
∂α

x,t,ωua
¯̄
· Cα

ε2

D(X,ω, τ ) 3k
2 ¡

1
2

.

Preuve.

(i) voir [25].

(ii) conséquence des lemmes 3.14. et 3.15.
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3.2.2 Estimation de Ja et de ses dérivées.

Lemme 3.19.

On a pour τ < A + τ¤(A, ε),

(i) jJaj · C
ε8

D
7
2
,

(ii) jrxJaj + j∂ωJaj · C
ε8

D5 ,

(iii)
¯̄
r2

xJa
¯̄
+ j∂ωrxJaj + j∂2

ωJaj · C
ε8

D
13
2

.

Preuve.

d’après (3.1.28) et le choix de F et G,on a

Ja =
ε6p
rt

f+gG0G00 ¡ 1
τ3 (

1
4 + ∂2

ω)G ¡ σg
2τ2 (F

0G00 + F 00G0)¡
¢
G
4τ2 +

¢¢
G
4τ

+gk
ij(ωkF 0AijG0 + ωkG0AijF 0 + ωiωjF 00AkG + ωiωjG00AkF )

+Q(F + ε2G,F + ε2G) +ε2(
¡σg
2τ 2 G0G00 + gk

ij(G0AijG0 + ωiωjG00AkG))g.

3.2.3 Non dégénérescence et estimation L2 des erreurs.

Avec l’hypothèse de non dégénéréscence (faite sur R et g), (ND) il existe un point

(σ0, ω0) et un nombre ¸ 2 tels que :

(i) ¡g(ω0)∂2
σR(σ0, ω0) < 0,

(ii) 8A,9C > 0 avec, pour jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j · A,

¡g(ω)∂2
σR(σ, ω) ¸ ¡g(ω0)∂2

σR(σ0, ω0) + C(jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j) .

On peut préciser le temps de vie de τ¤(A, ε) de la solution de l’équation (3.1.29)

et une borne inférieure au dénominateur D des estimations des lemmes 3.16 et 3.17.
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Lemme 3.20.

Sous l’hypothèse (ND), il existe C tel que, en posant

eτ = eτ(ε) = τ¤(ε) ¡ Cε -1 ¡ Cε2 jlog εj ,

(i) τ¤(A, ε) ¸ eτ ¡ A,

(ii)
C

(eτ ¡ τ)
· supσ,ω jgF 00(σ, ω, τ)j · C +

1
(eτ ¡ τ)

,

(iii) il existe une fonction σ0(ε) et une constante C1 > 0 telles que

D(x, ω, τ) ¸ C(eτ ¡ τ + C1(jω ¡ ω0j + jx ¡ σ0(ε)j) ).

Preuve.

D’après l’hypothèse (ND)

¡gR00(σ, ω) ¸ ¡gR00(σ0, ω0) + Cd ,

où, d = jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j ,

ce qui implique,

¡g(R00 + εL00)(σ, ω) ¸ ¡g(R00(σ0, ω0) + εL00(σ0, ω0))

¡C0ε(jσ ¡ σ0j + jω ¡ ω0j) +Cd ,

¸ ¡g(R00(σ0, ω0) + εL00(σ0, ω0))¡ C 00ε -1 +
C
2

d ,
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on considère le di¤éomorphisme φ tel que φ¡1 corresponde au déplacement sue

les caractéristiques de l’équation de Burger à ω …xé entre τ = 0 et τ = A,véri…ant :

φ¡1(σ0, ω0) = (σ0(ε), ω0).

Les propriétés élémentaires de l’équation de Burger donnent

¡gS 00(σ, ω,A) =
µ

A +
1

¡g(R00 + εL00)(φ(σ, ω))

¶¡1

¸
Ã

A +
1

¡g(R00 + εL00)(σ0, ω0) + C
2 jφ(σ, ω)¡ (σ0, ω0)j

!¡1

,

comme φ est un di¤éomorphisme et A < A0,

jφ(σ, ω) ¡ (σ0, ω0)j ¸ C ed,

où, ed = jω ¡ ω0j + jσ ¡ σ0(ε)j ,

donc, 9C1 > 0 tel que

¡gS00(σ, ω,A) ¸
µ

A +
1

¡g(R00 + εL00)(σ0, ω0)

¶¡1
¡ Cε -1 + C1

ed ,

Par ailleurs, S0 est une dérivée de S satisfaisant une équation de Burger,

on pose alors,

A0 =
1

g(ω0)∂2
σR(σ0, ω0)

, A1 = ¡A2
0g(ω0)∂2

σL(σ0, ω0),

et, τ¤ = τ ¤(ε) = A0 + εA1.

Compte tenu de l’hypothèse de non dégénérescence ,
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A0: le temps de vie de S pour ε = 0,

τ¤(ε) : approche le temps de vie de S à O(ε2),

il vient,
1

g(R00 + εL00)(σ0, ω0)
= A0 + εA1 +O(ε2),

d’après le lemme 3.14.(i), FA(σ, ω) = S (σ, ω,A) +O(ε2 log ε),

ce qui entraîne

¡gF 00
A(σ, ω) ¸ ¡1

¡A + A0 + εA1
¡ Cε -1 ¡ Cε2 jlog εj +C1

ed

¸ 1
A ¡ τ¤

+ O(ε2 jlog εj),

il en découle, τ¤(A, ε) = inf
1

gF 00
A

¸ eτ ¡ A,

et, sup
σ,ω

jgF 00j ·cste +
1

τ¤(A, ε)¡ (τ ¡ A)
,

par suite,

D(x, ω, τ) = 1 ¡ (τ ¡ A)gF 00
A(x, ω)

¸ cste
µ

τ¤ ¡ τ ¡ Cε -1 ¡ Cε2 jlog εj + C1
ed

¶
.

Lemme 3.21.

Il existe ν1 > 0 tel que, pour A · τ < eτ, dans la zone extérieure on ait

(i) jJaj0 · Cε7

(eτ ¡ τ)3¡ν1
,

(ii) jrJaj0 + j∂ωJaj0 · Cε7

(eτ ¡ τ)
9
2¡ν1

,

(iii)
¯̄
r2Ja

¯̄
0 + j∂ωrJaj0 + j∂2

ωJaj0 · Cε7

(eτ ¡ τ)6¡ν1
.
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Preuve.

On suppose que le fonction f(σ, ω, τ) ¸ 0 remplisse la condition

f(σ,ω, τ) · 1
D(X,ω, τ )λ

,

il s’ensuit,

Z
f2(σ, ω, τ)dσdω ·

Z
dσ

Z
dω

D(X,ω, τ)2λ

·
Z

dω
Z

dσ
D(X,ω, τ)2λ

,

en e¤ectuant le changement de variables x = X(s, ω, τ), dx =
ds
D

,

il en découle,

Z
f2(σ, ω, τ)dσdω · cste

Z
dω

Z
dx

(eτ ¡ τ + C1 jx ¡ σ0(ε)j )2λ¡1
,

or, jx ¡ σ0(ε)j ¸ eτ ¡ τ,

entraîne,
µZ

f2(σ, ω, τ)dσdω
¶ 1

2

· cste

(eτ ¡ τ)λ¡
1
2¡

1
2

,

et le lemmes est démontré pour f = jJaj , λ =
©
7
2 , 5,

13
2

ª
, et ν1 = 1

2
.

La solution de la solution approchée ua étant achevée,

avec ua =
ε
r
1
2
F (r ¡ t, ω, τ ) + ε2G(r ¡ t, ω, τ),

F et G véri…ent (3.1.28) et (3.1.29), nous pouvons à présent etimer la précision

de l’approximation.
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3.2.4 La précision de l’approximation.

Elle résulte des estimations de u ¡ ua ( en t = A2

ε2 ) et Ja = ¤ua + g∂kua∂2
ijua

( pour A · τ < eτ ).

Par ailleurs, d’après ce qui précède la solution approchée ua construite est en fait

bien meilleure en zone extérieure De qu’en zone intérieure Di.

d’après les lemmes 3.21 et 3.12

dans De,on a pour un ν1 > 0,

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

i) jJaj0 · C
ε7

(eτ ¡ τ)3¡ν1
,

ii) jrJaj0 + j∂ωJaj0 · C
ε7

(eτ ¡ τ)
9
2¡ν1

,

iii)
¯̄
r2Ja

¯̄
0 + j∂ωJaj0 + j∂2

ωJaj0 · C
ε7

(eτ ¡ τ)6¡ν1
.

dans Di ,on a

¯̄
∂α

x∂j
t ∂`

ωJa
¯̄
0 Cαε log t/t2.

Les estimations de u ¡ ua au bord du cône de lumière par la méthode

d’énergie.

Nous nous proposons d’évaluer .u = u ¡ ua pour τ = ε
p

t ¸ A (t ¸ t0 = A2

ε2 ),

uaétant la solution approchée de (E) construite dans la première partie de ce

chapitre.
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On écrit (3.1.1) sous la forme

L ¢u ´ ¤ ¢u + gk
ij∂ku∂2

ij
.u + gk

ij∂
2
ij ua ∂k

.u = ¡Ja . (3.2.1)

Choisissons ν2 > 0, ν2 <
1

k ¡ 1
, ν2 <

ν1

4
.

Nous supposerons que la solution u de (E), pour ε assez petit, existe et est

régulière dans 0 · t · T0,pour un T0véri…ant

A < ε
p

T0 · eτ(ε)¡ ε1+ν2 . (3.2.2)

Dé…nissons un domaine eDe par

t ¡ (1 ¡ C1ε2)r · C2, r + t · C3

ε2
, (3.2.3)

où, C1 > 0, C3 À 1,et C2 telle que eDe ½ De.

On a jjruajj0 · C0ε2,et l’on choisit C1 À C0.

Pour établir les inégalités d’énergie, il est nécéssaire de faire des hypothèses à

priori sur .u ;

Choisissons un ν3 > 0, ν3 · ν1 ¡ 4ν2, et supposons que pour ε assez petit,
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il existe T ,
A2

ε2
= t0 < T < T0 avec, pour t0 < t < T

Dans eDe, r .u <
ε6¡ν3

( eτ ¡ τ )
7
2¡ν1

, (3.2.4b)

¯̄¯̄
r2 .u

¯̄¯̄
0 + jj∂wr .ujj0 <

ε6¡ν3

( eτ ¡ τ)5¡ν1

Partout , jjr .ujj0 < ε
23
9 ¡ν3 (3.4.3b)

¯̄¯̄
r2 .u

¯̄¯̄
0 + jj∂wr .ujj0 < ε

23
9 ¡ν3 +

ε6¡ν3

( eτ ¡ τ)5¡ν1
.

D’après ce qui précède , un tel T existe (T =
B2

ε2
, B > A)

le choix de ν2 et ν3 et les inégalités (3.2.2) donnent

Dans eDe, jjrujj0 · Cε2 +
ε6¡ν3

( eτ ¡ τ) 72¡ν1
· Cε2, (3.2.4’a)

¯̄¯̄
r2u

¯̄¯̄
0 + jj∂wrujj0 · C

ε2

eτ ¡ τ
+

ε6¡ν3

( eτ ¡ τ)5¡ν1
· C

ε2

eτ ¡ τ
,

hors de eDe, jjrujj0 · Cε2, (3.2.4’b)

¯̄¯̄
r2u

¯̄¯̄
0 + jj∂wrujj0 · Cε2 +

ε6¡ν3

( eτ ¡ τ)5¡ν1
.

Nous pouvons à présent estimer u ¡ ua par la méthode d’énérgie,

pour cela, nous aurons besoin d’équations véri…ées par r ¢u, ∂ω
¢u, r2 ¢u, ∂ωr ¢u

et ∂2
ω

¢u.

Les équations sur les dérivées de ¢u.
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Lemme 3.22.

Les équations sur les dérivées de ¢u s’écrivent :

i) L∂`
¢u + gk

ij∂2
k`u∂2

ij
¢u = ¡f∂`Ja + gk

ij∂3
ij`ua∂k

¢ug = F`

ii) L∂ω
¢u = ¡f∂ωJa) + gk

ij(∂ω∂ku)∂2
ij
¢u + gk

ij∂ku[∂ω, ∂2
ij]

¢u

+gk
ij∂ω∂2

ijua∂k
¢u+ gk

ij∂2
ijua[∂ω, ∂k]

¢ug = Fω

iii) L∂2
q`

¢u + gk
ij∂2

`ku∂3
qij

¢u + gk
ij∂3

q`k
¢u∂2

`k
¢u+ gk

ij∂2
qku∂3

ij`
¢u

= ¡f∂2
q` Ja + gk

ij∂3
q`kua∂2

ij
¢u + gk

ij∂3
ij`ua∂2

qk
¢u+ gk

ij∂3
qijua∂2

k`
¢u + gk

ij∂4
q`ijua∂k

¢ug

= Fql

iv) L∂`∂ω
¢u + gk

ij(∂2
`k∂ω

¢u)∂2
ij
¢u + gk

ij∂2
`ku∂2

ij∂ω
¢u

= ¡f∂`∂ωJa + gk
ij(∂ω∂ku)∂3

ij`
¢u + gk

ij∂ku[∂ω, ∂2
ij]

¢u + gk
ij∂3

ij`ua∂k∂ω
¢u

+gk
ij(∂`∂ω∂kua)∂2

ij
¢u + gk

ij∂2
`ku[∂ω, ∂2

ij]
¢u + gk

ij(∂ω∂2
ijua)∂2

k`
¢u

+gk
ij∂2

ijua[∂ω, ∂k]∂`
¢u + gk

ij(∂`∂ω∂2
ijua)∂k

¢u + gk
ij∂3

ij`ua[∂ω, ∂k]
¢ug

´ F`ω

v) L∂2
ω

¢u + gk
ij∂2

ω∂k
¢u∂2

ij
¢u = ¡f∂2

ωJa + 2gk
ij(∂ω∂ku)∂2

ij∂ω
¢u+

gk
ij∂ku[∂ω, ∂2

ij]∂ω
¢u + gk

ij∂ku∂ω[∂ω, ∂2
ij]

¢u

+ gk
ij(∂ω∂2

ijua)∂k∂ω
¢u + gk

ij∂2
ijua[∂ω, ∂k]∂ω

¢u

+gk
ij∂ω∂2

ijua∂ω∂k
¢u + gk

ij∂2
ijua∂ω[∂ω, ∂k]

¢u

+ gk
ij(∂2

ω∂kua)∂2
ij
¢u + 2gk

ij(∂ω∂ku)[∂w, ∂2
ij]

¢u

+gk
ij(∂2

ω∂2
ijua)∂k

¢u + gk
ij∂ω∂2

ijua[∂w, ∂k]
¢ug

´ Fw2

Preuve : a) En dérivant (3.2.1), il vient

¡∂`Ja = gk
ij∂2

`ku∂2
ij

¢u+ gk
ij∂3

`ijua∂k
¢u+ L∂`

¢u

133



b) Comme L ¢u = ¤ ¢u+ gk
ij∂ku∂2

ij
¢u + gk

ij∂2
ijua∂k

¢u,

∂ω L ¢u = L∂ω u + gk
ij(∂ω∂ku)∂2

ij
¢u + gk

ij∂ku[∂w, ∂2
ij]

¢u + gk
ij∂ω∂2

ijua∂k
¢u

+gk
ij∂2

ijua[∂ω, ∂k]
¢u.

c) On a ensuite

¡∂2
q`Ja = gk

ij∂3
q`ku∂2

ij
¢u+ gk

ij∂2
`ku∂3

qij
¢u + gk

ij∂4
q`ijua∂k

¢u+

gk
ij∂3

`ijua∂2
qk

¢u+ gk
ij∂2

qku∂3
ijlu + gk

ij∂3
qijua∂2

kl
¢u +L∂2

ql
¢u

d) ∂`∂ωL ¢u = gk
ij∂2

`ku∂2
ij ∂ω

¢u+gk
ij∂3

`ijua∂k∂ω
¢u+L∂`∂w

¢u+gk
ij(∂`∂w∂ku)∂2

ij
¢u

+gk
ij(∂w∂ku)∂3

ijl
¢u+ gk

ij∂2
`ku[∂ω, ∂2

ij]
¢u+ gk

ij∂ku[∂ω, ∂2
ij]∂`

¢u

+gk
ij∂`∂ω∂2

ijua∂k
¢u + gk

ij∂ω∂2
ijua∂2

k`
¢u

+gk
ij∂3

ijlua[∂ω, ∂k]
¢u + gk

ij∂2
ijua[∂ω, ∂k]∂`

¢u

e) ∂2
ωL ¢u = L∂2

ω
¢u + 2gk

ij(∂w∂ku)∂2
ij∂ω

¢u + gk
ij∂ku[∂ω, ∂k]∂ω

¢u

+gk
ij∂ω∂2

ijua∂k∂w
¢u + gk

ij∂2
ijua[∂ω, ∂k]∂ω

¢u

+gk
ij(∂2

w∂ku)∂2
ij
¢u + 2gk

ij∂w∂ku[∂ω, ∂2
ij]

¢u

+gk
ij∂ku∂w[∂ω, ∂2

ij]
¢u + gk

ij∂2
w∂2

ijua∂k
¢u

+gk
ij∂ω∂2

ijua∂w∂k
¢u + gk

ij∂ω∂2
ijua[∂ω, ∂k]

¢u

+gk
ij∂2

ijua∂ω[∂ω, ∂k]
¢u

L’inégalité d’énergie pour L.(par, S.Alinhac)

La fonction F étant dé…nie par (3.1.2),

on pose d =
ε
r
1
2
F 00(r ¡ t, ω, τ), et a = e

B
ε
r 1
2

F 0ψg
,
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où, B > 0 est une (grande) constante à choisir, et ψ(r ¡ t, ω, τ), 0 · ψ · 1,est

une troncature convenable …xée telle que ψdg ¸ 0,on a alors l’inégalité d’énergie

suivante:

Lemme 3.23.

Pour, t0 =
A2

ε2
,A ayant été …xé, 0 < A < A0

on pose E(t, υ) = E(t) = 1
2 =

R
(a(∂tυ)2 ¡ gij(ru)∂iυ∂jυ)dx.

Pour tout B ¸ 1, il existe une fonction αB ¸ 0, véri…ant
TR

t0
αB(t)dt · C(1+B),

et pour tout η > 0, une constante Cη telles que , pour tout λ · 10 on ait

1
2

TZ

t0

aªdgf(B ¡ Cη)
X

i ¸ 1

(∂iυ + ωi∂tυ)2 + 2(λ ¡ 1
2

¡ η)(∂tυ)2gdxdt

+ E(t) · E(t0) +
TZ

t0

aLυ∂tυdxdt +
TZ

t0

fαB(t) +
ελp

t(eτ ¡ τ)
gE(t)dt (3.2.5)

Preuve.

(a) on a

∂2
t υa∂tυ =

1
2
∂t(a(∂tυ)2) ¡ 1

2
(∂ta)(∂tυ)2,

g0i∂2
itυa∂tυ =

1
2
∂i(ag0i(∂tυ)2) ¡ 1

2
∂i(ag0i)(∂tυ)2,

X

i,j¸1
gij∂2

ijυa∂tυ =
X

∂i(agij∂jυ∂tυ) ¡ 1
2
∂t(

X
agij∂iυ∂jυ) ¡ (∂tυ)(

X
∂i(agij)∂jυ)

+
1
2

X
∂t(agij)∂iυ∂jυ,
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donc, avec α = λdg,

Lva∂tυ +
aα
2
((∂tυ)2 ¡

X

i,j¸1
gij∂iυ∂jυ) = ∂tf

a
2
((∂tυ)2 ¡

X

i,j¸1
gij∂iυ∂jυ +

X

i¸1
∂ifag0i(∂tυ)2

+
X

i,j¸1
agij∂jυ∂tυg +Q(rυ), (3.2.6)

où,

Q(rυ) = ¡(∂tυ)2[
1
2
(∂ta) +

X

i¸1
∂i(ag0i)¡ ag0ij∂

2
ijua ¡ aα

2
] +

1
2

X

i,j¸1
[∂t(agij) ¡ aαgij]∂iυ∂jυ

¡
X

i,j¸1
∂i(agij)∂jυ∂tυ +

X

k¸1
agk

ij∂
2
ijua∂kv∂tυ.

Séparons dans Q, les termes qui contiennent une dérivée de a des autres

Q(rυ) = ¡(∂tυ)2[
1
2
(∂ta) +

X

i¸1
(∂ia)g0i] +

1
2

X

i,j¸1
(∂ta)gij∂iυ∂jυ

¡
X

i,j¸1
(∂ia)gυ∂j∂tυ + a[(∂tυ)2(

α
2
+ g0ij∂

2
ijua ¡

X

i¸1
∂i(g0i))

+
1
2

X

i,j¸1
[∂t(gij) ¡ αgij]∂iυ∂jυ ¡

X

i,j¸1
∂i(gij)∂jυ∂tυ

+
X

k¸1
gk

ij∂
2
ijua∂kv∂tυ]

´ Q1 + a[Q2].

b) Explicitons Q2

Q2(rυ) = (∂tυ)2(α
2 + g0ij∂2

ijua ¡ P
i¸1

gk
i0∂2

iku) +
1
2

P
i,j¸1

[gk
ij∂t∂ku ¡ αgij]∂iυ∂jυ
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¡ P
i,j¸1

gk
ij∂2

iku∂jυ∂tυ +
P
k¸1

gk
ij∂2

ijua∂kv∂tυ.

Compte tenu des lemmes 3.20 , 3.21 (3.1.4) et de (3.2.4)a, on a

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄∂2

iju ¡ ε
r 1
2
ωiωjF 00

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
0
· C

ε4

( eτ ¡ τ) 52
+ C

ε6¡υ3

( eτ ¡ τ )5¡ν1
´ α1(t),

on peut donc écrire

Q2 = (∂tυ)2 (
α
2
+ g0ijωiωjd ¡

X

i¸1
gk

i0ωiωkd )

¡1
2

X

i,j¸1
[gk

ijωkd + αgij(0)]∂iυ∂jυ ¡
X

i,j¸1
gk

ijωiωkd ∂jυ∂tυ

+
X

k¸1
gk

ijωiωjd∂kυ∂tυ + eQ2

= dQ0
2 + eQ2.

où,
¯̄
¯ eQ2

¯̄
¯ · Cα1(t) jrυj2

c) L’équation (3.2.6) implique que ¡gF 0 est une solution de l’équation de Burger.

Les hypothèses (ND) de non dégénérescence faites sur R montrent qu’il existe

une fonction de troncature ψ(σ, ω, τ),indépendante de ε,telle que,

sur supp ψ, jgj ¸ cte > 0, et gF 00 ¸ cte > 0, la fonction ψest donc, concentrée

près des caractéristiques de l’équation de Burger le long desquelles l’explosion a lieu

au plutôt, c’est à dire à peu près au temps τ¤(ε). Sur supp (1¡ψ), par suite, r2Fest

bornée, et n’explose pas pour τ ! τ¤(ε).

d) On écrit donc
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Q2 = ψdQ0
2 + eQ2,

où,

eQ2 = (1 ¡ ψ)dQ0
2 + eQ2 véri…e

¯̄
¯ eQ2

¯̄
¯ · C jrυj2 (ε2 + α1(t)).

Nous faisons apparaître maintenant les variables ∂iυ + ωi∂tυ dans Q0
2,

Q0
2 = ¡1

2

X

i,j¸1
[gk

ijωk + λδij](∂iυ + ωi∂tυ)(∂jυ + ωj∂tυ)

+
X

k¸1
gk

ijωiωj(∂kυ + ωk∂tυ)∂tυ + λg
X

i¸1
(∂iυ + ωi∂tυ)

ωi∂tυ + q02(∂tυ)2,

où, q02 = (λ ¡ 1
2)g(w).

e) AnalysonsQ1

Compte tenu du choix de a et de g0i(0) = 0,nous trouvons

1
αB

Q1 =
1
2

ε
r
1
2
g∂t(ªF 0)

(
¡(∂tυ)2 +

X

i,j¸1
gij∂iυ∂jυ

)

¡
X

i,j¸1
ε∂i

µ
ªF 0g
r
1
2

¶
gij∂jυ∂tυ

=
ªdg
2

X

i¸1
(∂iυ + ωi∂tυ)2 + eQ1,

avec,
¯̄
¯ eQ1

¯̄
¯ · C jrυj2 ε2.
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(f) Finalement,

Q(rυ) =
aBªdg

2

X

i¸1
(∂iυ + ωi∂tυ)2 + aB eQ1 + aªdQ0

2 + aQ2

=
a
2
ªdgfB

X

i¸1
(gk

ijωk + λδij) (∂iυ + ωi∂tυ)
2 +

1
g

X

i,j¸1
(∂iυ + ωi∂tυ) (∂jυ + ωj∂tυ)

+
2
g

X

k¸1
gk

ijωiωj (∂kυ + ωk∂tυ) ∂tυ + 2λ
X

i¸1
(∂iυ + ωi∂tυ)ωi∂tυ + 2(λ ¡ 1

2
)(∂tυ)2g

+αB eQ1 + aQ2,

pour tout η > 0, il existe Cη telle que

Q(rυ) ¸ a
2
ªdgf(B ¡ Cη)

X
(∂iυ + ωi∂tυ)2 + 2(λ ¡ 1

2
¡ η)(∂tυ)2g + eQ,

avec,
¯̄
¯ eQ

¯̄
¯ · Ca jrυj2 (ε2 + α1(t) + Bε2g,

g) En intégrant (3.4.5) dans eDe,on trouve

E(t)¡ E(t0) +
Z

a
2
ªdgf] ·

Z
aLυ∂tυ +

Z
aλdg
2

[(∂tυ)2 ¡ gij∂iυ∂jυ]dxdt

+C
Z

a jrυj2 ((1 + B)ε2 + α1(t))dxdt.

la dernière intégrale est majorée par C
TR

t0
f(1 + B)ε2 + α1(t)gE(t)dt,

dans l’avant-dernière, nous avons

d =
ε
t 12

F 00 + O(
ε4

eτ ¡ τ
);
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grâce au lemme 3.21.

Z
aλdg
2

[(∂tυ)2 ¡ gij∂iυ∂jυ]dxdt ·
TZ

t0

ελp
t(eτ ¡ τ)

E(t)dt + C
TZ

t0

(ε2 +
ε4

eτ ¡ τ
)E(t)dt

…nalement, nous obtenons le résultat, avec

αB(t) = C((1 +B)ε2 + α1(t)) +C
ε4

eτ ¡ τ

et,
TZ

t0

αB(t)dt · CB +C
ε2

(eτ ¡ τ) 32
+ C

ε4¡ν3

(eτ ¡ τ)4¡ν1
· C(1 +B)

car, ν3 · ν1 ¡ 4ν2 + ν1ν2 par hypothèse.

Estimation de
¯̄
¯r ¢u

¯̄
¯
0
.

Lemme 3.24.

On a dans eDe,
¯̄
¯r ¢u

¯̄
¯
0
· C

ε5

(eτ ¡ τ)2¡ν1
. (3.2.7)

Preuve.

En appliquant (3.4.4), nous avons pour υ = ¢u, λ = 1
2 +η, B = Cη, nous obtenons

¯̄
¯r ¢u

¯̄
¯
0
· Cε7(eτ ¡ τ)

1
2+η +Cε7(eτ ¡ τ )λ

TZ

t0

dt
(eτ ¡ τ)3¡ν1¡λ · Cε5(eτ ¡ τ)2¡ν1.

Estimation de
¯̄
¯r2 ¢u

¯̄
¯
0

et
¯̄
¯r∂ω

¢u
¯̄
¯
0
.
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Lemme 3.25.

On a dans eDe,
¯̄
¯r2 ¢u

¯̄
¯
0
+

¯̄
¯r∂ω

¢u
¯̄
¯
0
· C

ε5

(eτ ¡ τ)
7
2¡ν1

. (3.2.8)

Preuve.

Ecrivant (3.2.5) pour υ = ∂`
¢u, ` = 0, 1, 2,nous avons

X

`

E(T, ∂`
¢u) +

1
2

TZ

t0

aªdgf(B ¡ Cη)
X

`

X

i¸1
(∂i∂`

¢u + ωi∂t∂`
¢u)2

+2(λ ¡ 1
2

¡ η)
X

`

X

i¸1
(∂t∂`

¢u)2gdxdt

·
X

`

E(t0, ∂`
¢u) +

TZ

t0

f(B ¡ Cη)
X

`

X

i¸1
(∂i∂`

¢u+ ωi∂t∂`
¢u)2

+2(λ ¡ 1
2

¡ η)
X

`

X

i¸1
(∂t∂`

¢u)2g
X

`

E(t, ∂`
¢u)dt

+
X

`

f
TZ

t0

aF`∂i∂`
¢udxdt ¡

TZ

t0

agk
ij∂

2
k`u∂2

ij
¢u∂t∂`

¢udxdtg. (3.4.8)

Le terme
TR

t0
aªdgf(B ¡ Cη)

P
`

P
i¸1

(∂i∂`
¢u + ωi∂t∂`

¢u)2 + 2(λ ¡ 1
2 ¡ η)

P
`

P
i¸1

(∂t∂`
¢u)2gdxdt

est appelé par abus ” terme de l’énergie contrôlée”; en transposant ce terme au

141



membre de droite de (3.2.8), il vient

(B ¡ Cη)
X

i¸1
(∂i∂`

¢u+ ωi∂t∂`
¢u)2 + 2(λ ¡ 1

2
¡ η)

X

`

X

i¸1
(∂t∂`

¢u)2gdxdt

+(B ¡ Cη)
X

`

X

i¸1
(∂i∂`

¢u + ωi∂t∂`
¢u)2 + 2(λ ¡ 1

2
¡ η)

+
X

`¸1
[(∂t∂`

¢u+ ω`∂2
`
¢u)2 + ω2

`(∂
2
t
¢u)2

¡2ω`∂2
t
¢u(∂t∂`

¢u + ω`∂2
`
¢u)]

= (B ¡ Cη)
X

`

X

i¸1
(∂i∂`

¢u + ωi∂t∂`
¢u)2 + 4(λ ¡ 1

2
¡ η)(∂2

t
¢u)2

+2(λ ¡ 1
2

¡ η)
X

`¸1
[(∂t∂`

¢u + ω`∂2
`
¢u)2 ¡ 2ω`(∂2

t
¢u)(∂t∂`

¢u+ ω`∂2
t
¢u)]

¸ 4(λ ¡ 1
2

¡ η ¡ η0)(∂2
t
¢u)2 + (B ¡ Cη ¡ Cη0)

X

i¸1,`
(∂i∂`

¢u + ωi∂t∂`
¢u)2.

D’autre part,

∂t∂j
¢u = ∂t∂j

¢u + ωj∂2
t
¢u ¡ ωj∂2

t
¢u (j ¸ 1),

et,

∂2
ij
¢u = ∂2

ij
¢u+ ωj∂t∂j

¢u ¡ ωj(∂t∂j
¢u + ωj∂2

t
¢u) + ωiωj∂2

t
¢u, (i, j ¸ 1),

d’après (3.2.4)

agk
ij∂

2
k`u∂2

ij
¢u∂t∂`

¢u = ªagk
ij

ε
r
1
2
ωkω`F 00f¡ωiωjω`(∂2

t
¢u)2

+
X

¤(∂2
ij
¢u+ ωi∂t∂j

¢u)(∂t∂`
¢u + ω`∂2

t
¢u

+
X

¤(∂2
t
¢u)(∂2

ij
¢u + ωi∂t∂j

¢u)g.
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Le premier terme vaut

¡ªad(∂2
t
¢u)2

X
gk

ijωiωjωkω2
` = ¡2aªdg(∂2

t
¢u)2.

les autres termes sont majorés par

ªa jdj
Ã

Cη00
X

i¸1,j
(∂2

ij
¢u + ωi∂t∂j

¢u)2 + η00(∂2
t
¢u)2

!
.

Finalement, comme dg = jdgj ¸ C jdj , sur le support de ª,nous obtenons

pour tout λ > 3
2 , pour des choix convenables de η, η0, η00, et de B, l’inégalité

X

`

E(T, ∂`
¢u) ·

X

`

E(t0, ∂`
¢u) +

TZ

t0

fαB +
ελp

t(eτ ¡ τ)
+C(ε2 + α1(t))g

ÃX

`

E(t, ∂`
¢u)

!
dt

+
XZ

aF∂t∂`
¢udxdt.

en appliquant l’inégalité d’énergie, nous avons le résultat.

Estimation de
¯̄
¯r3 ¢u

¯̄
¯
0
,

¯̄
¯r2∂ω

¢u
¯̄
¯
0
et

¯̄
¯r∂2

ω
¢u
¯̄
¯
0
.

Lemme 3.26.

On a dans eDe

¯̄
¯r3 ¢u

¯̄
¯
0
+

¯̄
¯r2∂ω

¢u
¯̄
¯
0
+

¯̄
¯r∂2

ω
¢u
¯̄
¯
0
· C

ε5

(eτ ¡ τ)5¡v1

Preuve :

a) On procède avec l’équation sur ∂2
q`
¢u exactement comme au lemme 3.25 On
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somme les inégalités d’énergie avec υ = ∂2
t
¢u, ∂t∂l

¢u, ( `= 1, 2), ∂2
ql
¢u (q, ` ¸ 1).

¢ Les ”termes d’énergie controlée” sont :

(B ¡ Cη)
P
i¸1

(∂i∂2
t
¢u + ωi∂3

t
¢u) + 2(λ ¡ 1

2 ¡ η)(∂3
t
¢u)2

+(B ¡ Cη)
P

i,`¸1
(∂i∂`∂t

¢u+ ωi∂2
t ∂`

¢u)2 + 2(λ ¡ 1
2 ¡ η)

P
`¸1

(∂2
t ∂`

¢u)2

+(B ¡ Cη)
P

i,q,`¸1
(∂i∂2

q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u)2 + 2(λ ¡ 1

2 ¡ η)
P

q,`¸1
(∂t∂2

q`
¢u)2

On écrit ∂2
t ∂`

¢u = ∂2
t ∂`

¢u + ω`∂3
t
¢u

∂t∂2
q`
¢u = ∂t∂2

q`
¢u + ωq∂2∂`

¢u ¡ ωq(∂2
t ∂`

¢u+ ω`∂3
t
¢u) + ωqω`∂3

t
¢u

∂3
q`
¢u = ∂3

q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u ¡ ωi(∂t∂2

q`
¢u+ ωq∂2

t ∂`
¢u) + ωiωq(∂2

t ∂`
¢u + ω`∂3

t
¢u)

¡ωiωqω`∂3
t
¢u

et l’on obtient la minoration

2(λ ¡ 1
2 ¡ η0)(1 +

P
`¸1

ω2
` +

P
q,`¸1

ω2
qω2

`)(∂3
t
¢u)

+(B ¡ Cη ¡ Cη°)
P

i¸1,q,`
(∂i∂2

q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u)2.

¢ Les ”termes quadratiques additionnels ”

¡agk
ij∂

2
k`u∂3

qij
¢u∂t∂2

q`
¢u ¡ agk

ij∂
2
ij
¢u∂3

qk`
¢u∂t∂2

q`
¢u

¡agk
ij∂

2
qku∂3

ij`
¢u∂t∂2

q`
¢u

s’écrivent, modulo des termes contrôlés par C(ε2 + α1(t))
P
q,`

E(t, ∂2
q`
¢u)(parmi

lesquels les termes de la deuxième somme),

¡aªdf¡gk
ijωiωjωkω2

`ω2
qg(∂3

t
¢u)2 + aªdfP¤(∂i∂2

q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u)(∂j∂2

pk
¢u + ωj∂2

pk
¢u

+
P¤(∂3

t
¢u)(∂i∂2

q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u)g.
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Le premier terme vaut 6 aªdg(∂3
t
¢u)2 tandis que les seconds sont majorés par

ªa jdj (Cη00
P

(∂i∂2
q`
¢u + ωi∂t∂2

q`
¢u)2 + η00(∂3

t
¢u)2).

¢ Au total, on obtient, pour λ > 5
2 , avec jFq`j0 · Cε7δ6¡v1

¯̄
¯r ¢u

¯̄
¯
0

· Cε7δ7 +Cε7δλ
TR
t0

dt
(eτ ¡ τ)6¡v1¡λ

· Cε5δ5¡v1

Théorème.

Sous l’hypothèse (ND), il existe ν > 0 tel que le temps de vie de la solution

classique de (E) satisfasse,

pour ε > 0 assez petit, à

Tε ¸ A2
0

ε2
+ 2

A0A1

ε
¡ 1

ε1¡ν ,

nous introduisons l’estimation (1 ¡ C1ε2)r + t · A2
0

ε2
(1 + γ) dans un domaine

D [13], si C1 est assez grand, D est un domaine d’in‡uence pour L,

si A ¡ A0 > 0 est assez petit , et que l’on choisit γ petit, on a donc ua ´ 0,

les inégalités d’énérgie précedentes montrent que la solution u existe pour

ε
p

t · eτ(ε) ¡ ε1+ν2, c’est-à-dire t · A2
0

ε2
+ 2

A0A1

ε
¡ 1

ε1¡ν pour 0 < ν < ν2 et ε

petit ce qui achève la preuve par le lemme 3.20.

3.2.5 Conclusion.

L’objet de ce travail est, d’une part, la caractérisation du temps de vie de la solution

d’une équation d’onde quasi-linéaire en dimension deux d’espace pour des données

de Cauchy de taille ε ; et d’autre part, l’évaluation de ce temps .
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Cette étude a permis de mettre en évidence les points ci-après :

Pour des données initiales régulières , on a pu dé…nir un temps de vie T pour la

solution régulière ,

Dans le cas d’une équation scalaire , l’étude montre que le gradient de la solution

explose comme l’inverse de la di¤érentielle d’une application de corang 1; c’est ce

qu’on appelle : ” l’explosion géométrique ”

La description de la solution explosive a permis de mettre en évidence la

di¤érence essentielle entre une solution singulière et une solution explosive qui de-

vient singulière en un point d’un domaine d’in‡uence d’une zone où elle est régulière

; la singularité qu’on observe est donc crée et non propagée.

Lorsqu’on a établit la borne :

Tε ¸ A2
0

ε
+ 2

A0A1

ε
¡ 1

ε1¡υ

pour un certain ν > 0 et A1 constante explicite , on a montré que ce sont les

dérivées secondes de la solution qui explosent à l’approche de Tε

En…n pour des essais futurs , il serait interessant de développer cette étude auquel

cas la solution explose à l’in…ni, comme l’équation d’ondes quasi-linéaire dans

R3
x£ Rt

∂2
t u ¡ c2(u)¢xu = 0, c(u) = 1 + u

avec des données de taille ε.
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