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Notations principales.



On note dans R3, les variables (zg, z1,7s) avec, o =t, x = (11, 13),
les coordonnées polaires sont : x; = rcosw, x9 = rsinw
on considére une fonction f(z,t) dont les normes L?, L at ..xé sont données
par :

o= ( [150ras)" et gl =swlfteo),

Pour une équation d’ondes quasi-linéaire a coe¢cients réels
k 2,
Du + g;50kudi;u =0
0

OU,D:(?E—AJ;, Am:8%+8§, ak:a—xk,

les gfj sont des fonctions linéaires de leurs arguments, elles véri..ent :

gfj = g;-“i, et gt, = 0.

Soit, L I'opérateur diaérentiel du premier ordre :

Lu = Ou + Ai(t,z,u)0u+ B(t,z,u) =0, B(0)=0
j J

j=1

ou, z = (w1, T, ...,T,) € R" 29 =1t, u € RV,
A = (a;;) et B = (b;;) sont des matrices N x N, de fonctions réelles.
on note par \; les valeurs propres de A, et r;,¢; les vecteurs propres a droite

et a gauche correspondants.
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Introduction.



Initialement, ce sont des problémes de géométrie des surfaces qui conduisirent les
mathématiciens du 18°™¢ siécle (Monge, entre autres), a envisager des équations aux
dérivées partielles. Mais ce sont principalement, des problémes de physigue math-
ématique qui sont a I'origine d’un vaste développement de la théorie des équations
aux dérivées partielles. Tout au long d’une période qui prend pour point de départ
les travaux de Cauchy et qui s’étend sur plus d’un siécle, d’importants progres furent
réalisés, mais con..nés dans la perspective de données et de solutions régulieres. C’est
aux problémes de Cauchy que nous nous intéresserons plus particulierement.

En raison de la dégradation (explosion) des solutions et/ou de leurs dérivées du
probléeme de Cauchy global pour des équations ou systemes hyperboliques quasi-
linéaires, de nombreuses voies ont été explorées, principalement les travaux de
F.John, et S.klainermann qui ont fait suite aux travaux de G.Friedlander [12], et ont
donné par la méthode dite des poids fantbmes” une solution approchée a I’équation
des ondes en dimension quatre d’espace, tout en controlant la norme Z de la solution
au lieu de sa norme 9, ils ont pu établir une borne inférieure au temps de vie de la
solution donnée par h_né 5T§ > C > 01[18].

Cette borne a été améliorée par L.Hormander par des ”développements asymp-
totiques™ , ou il a introduit une solution approchée , et en a estimé I’erreur obtenant

. . A2 1
en dimension deux 7. > 5—20 + o(=) [15].

e
Ultérieurement, S.Alinhac, a étendu ce résultat par des procédés d’approximation
dits de :” I'optique géométrique non linéaire” en donnant plus de précision au temps

de vie des solutions et leur comportement explosif [6].



Dans certaines situations globales en = a données initiales réguliéres, on peut
montrer I'existence d’une solution réguliere pour 0 < ¢ < T. Il est alors possible
de dé..nir le temps de vie 7, de la solution (réguliere) comme le plus grand de ces
temps éventuellement in...nis.

Si T, < 400, le probleme de I’explosion consiste a décrire le comportement de
la solution w lorsque ¢t — T,. On suppose que dans certains cas, cette explosion se
produit en un point (x, 7,.), la solution u(z) tendant vers uy = u(xo) pour

(x,T) — (z0,T,), et que la solution u est en fait une solution éclatée d’un systeme
qu’on appelera éclate en un certain point (zo, 7}, uo) -

Cette étude est congue en trois chapitres ci-apres:

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur les équations scalaires et les
systemes hyperboliques.Au cours de cette étude, nous donnons des dé..nitions utiles
pour notre travail; puis, nous abordons la notion de probléme bien posé, du probléme
de Cauchy avec interprétation géométrique.

Le second chapitre est consacré, dans un premier temps a I’étude de la durée
de vie des solutions des équations et systemes précités et dans un second temps, a
la notion d’explosion sans lien avec la notion de singularite.

Nous terminons ce chapitre par une introduction a la méthode d’optique géométrique
non-linéaire” en I'appliquant aux systéemes hyperboliques quasi-linéaires en dimen-
sion deux”.

Le troisieme et dernier chapitre concerne le cas modéle de I’équation d’onde

guasi-linéaire en dimension deux d’espace pour des données de Cauchy de taille ¢.



Successivement nous allons :

1) construire la solution approchée du probléme par des méthodes d’approximation,
appelées :”optique géométrique non linéaire”

2) montrer que la solution approchée est une approximation ..ne de la solution
réelle du probléme.

3) préciser la borne inférieure du temps de vie T, de cette solution.



Chapitre 1

Equations et systemes d’égquations

aux derivées partielles.

1.1 Rappels.

1.1.1 Symboles.

Soient x = (1, ..., z,) E R, a = (aq,....,p) € N, |a| = a1 + ... + ap,

Oy = 0g1....05m;

Soit X CR™unouvert, 0 <p<1,0<6<1,meR.

On dé..nit S5(X x R™) comme I’ensemble des a € C>(X x RY) telles que pour
tout K CC X et tous o € N*, 3 € NV il existe une constante C = Ck . s(a) telle
que :

208 a(xz,0)| < C(1+ |g))ym—rBIHdlel (2 9) € X x RN (1.1.1)
i’}
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Sia € S75(X x RY) on dit que a est un symbole d’ordre m et de type (p, 9).[22]
Exemple.
soit v € C°°(X x RY) positivement homogene de degré m dans la région |0| > 1;

a(z,\0) = A"a(x,0), A > 1,]0] > 1. Alors a € S7(X x RY)

1.1.2 champs de vecteurs.

Un champ de vecteurs sur une variété M est une application lisse :
v:M—TM
T — Uy
ou, v, : est le vecteur tangent a M en x [24].

On appelle point singulier d’'un champ de vecteurs v un point a tel que : v(a) =0

1.1.3 Champs Z.

On désigne par Z la famille de champs de vecteurs suivants sur R” :
Zj =0;, Zpj=ux;0+1t0;, etpourl <j<k<n, Zj=1x;0k — xi0;
On dé..nit I’'angle de rotation par :
R =110y — 1501 = 0, pour n = 2,
et, R =2A0 pour n = 3, tel que : Ry = 2205 — 2302, Ry = 30, — 110,
R3 = 210, — 332317
ces champs Z sont tangents a la sphére S”~!, et engendrent I’espace tangent a
St
Nous avons , en coordonnées polaires :

11



1
8T = Zwi@-, r@r = :1:81,, 82 = wiar - —(WAZ)Z ) 1 S 1 S 3,
r

A=0?+1/r0, +1/r?02, n=2,

A=0>+2/rd, +1/r*A,, A, =Z2+7Z2+ 72, n=3,

ces champs de vecteurs Véri..ent les propriétés de commutation suivantes :
[Zo:0] = [Z, 1] = 0, [Ri, A] = 0, et [0} — A, R;] =0,

Les autres champs qui commutent avec I’équation d’onde sont :

S =1td+1r0,, [0? —A,S]=2(0—-A).

h; = t0; + x;0;, [0? — A, h;] = 0.[8].

Remarques

1/ Les champs Z;, Z; ;, R;, S, h; sont appelés les champs Z.

2/ Les champs de vecteurs Z; ;. et h; sont tangents au cone C' = {(¢,z) € R**!/ > — 22

1.1.4 Revétement.

Soit D un ouvert connexe de R" , 0 € D, et ¥ une application continue de D dans
R™. ¥ est dite revétement si elle est surjective et localement un homéomorphisme

[29].

1.1.5 Fibré tangent en sphere.

Soit M une variété de R", T, = UXTmM le ..bré tangent, X C M, on appelle ..bré
xe

tangent en sphére,I’ensemble UT, M = {u € T, M / ||u|| = 1} [29].

12
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1.2 Equations aux deériveées partielles.
Une équation aux dérivées partielles a n variables, a pour forme générale

) HatB+ o tp
F(zy ....... , Ty U, g : 5 )=0 (1.2.2)
0r¢0xy....0xNH

Etant donnée I’équation (1.2.1), toute solution u = f(z1,.......... , ) est dite une
courbe intégrale ou encore une surface intégrale.

Cette équation est dite d’ordre m quand elle contient au moins une dérivée
partielle d’ordre m, sans toutefois contenir de dérivée qui soit d’un ordre supérieur.
L’équation (1.2.1) est dite :

a) linéaire, quand elle I’est par rapport a I'inconnue u,et non linéaire dans le

cas ou elle n’est pas linéaire par rapport a I'inconnue « et toute ses dériveées.

b) quasi-linéaire, quand elle n’est linéaire que par rapport aux dérivées mmes,

m désigant I'ordre de I’équation,
L’étude des équations aux dérivées partielles quasi-linéaires englobe celles des

équations linéaires.[10,13,17]

13



1.2.1 Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires du
premier ordre.

Elles sont de la forme

@i (T e ,wn,u)f =b(T1, e , Ty U) (1.2.2)

Soit Y un ouvert de R”, (21 25.....,2,) € R" ,u € R et Q=Y xR un ouvert
de R il s’agit d’étudier les solutions u de I’équation (1.2.2), lorsque a; et b sont
des fonctions : Q — R de classe C*. L’'un des a; est au moins supposé non nul sur

Q [17].

Systemes dicérentiels et courbes intégrales.

On appelle systéme dizérentiel associé a I’équation (1.2.2) le systéme

— = A1\ L1 eeeeuuun.. ajn, u 9
dt T
(1.2.3,)
dr, ( )
—dt s an $17 .......... ,ajngu )
du
\ E = b (3317 .......... ,:En, u)

14



Pl

K
Figure 1-1:
auquel on associe
o _ G _ o (12.3,)
aq an b

appelé systéeme caractéristique dans lequel la variable n’est pas précisée, mais
on peut choisir localement des coordonnées telle que a; # 0, b # 0,une solution du
systéme représente une courbe réguliere I" dans €2 appellée courbe intégrale associée a
(1.2.2) d’équations parametriques : x; = @;(t, c1, ..., ), 0 =1, ..., n. (1.2.4)

Intérprétation géométrique.

Soit V' = (ay(x1,..., T, ), ooy G (X1, oo, Ty 1), b2y ..., T, w) )UN VECteur variable
de Q , on appelle solution du systéme (1.2.3), une variété I" dont la tangente en

tout point (ou V n’est pas nul) est portée par V, schématisée sur la ..gurel.[26].

Figure.1:Courbe intégrale dans I’espace

Remarque.

15



les courbes intégrales de I’équation linéaire (dont les coe@cients a; dans (1.2.2)
ne dépendent pas de «) sont les projections des courbes intégrales d’équations quasi-

linéaires de Y x R dans R.

Théoreme 1.

Par chaque courbe intégrale, il passe une in..nité de surfaces solutions.[28]

Intégrales premiéres.

Soit T" la courbe intégrale dé..nie par (1.2.4), qu’on peut résoudre si on détérmine
les constantes ¢;(i = 1.....n) obtenant ainsi ¢; = F;(z;......, T, u, t), avec 2 = z;(0).
On voit apparaitre des fonctions F;(i = 1,n) de (¢, z;......, z,,u, ) constantes le long
de la courbe intégrale I",de telles fonctions sont appellées intégrales premiéres.

Plus généralement, on appelle intégrale premiére de (1.2.3,) toute fonction F
constante le long d’une courbe intégrale.

Remarque.

La dé..nition générale d’une intégrale premiere peut s’exprimer comme suit :
soit v un champ de vecteurs C* sur un ouvert de R™,une courbe intégrale du champ v
est une application g € C*'(I) — U,

X d
ou,/ estun ouvertde R, telle que: VvVt € I : J v(g(t)),

E =
donc, une intégrale premiére du champ v est une fonction f dé..nie sur U et constante
L . d
le long de toute courbe intégrale ie, d—f =0,Vu e U.
(%

Exemples.

16
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: g . < ,
1/ Sur R,soit le champ de vecteurs C*°(R) : v = 3328— qui correspond a I’équation
i

o d _
dicérentielle d—‘: = x? dont une courbe intégrale passant par (0,z),zo # 0 est

Zo
xr = .
1-— t.’,lf()
dx
) 0 0 - . P a7
2/ Sur R, v = r— + y— auquel est associé le systéeme dicérentiel :
ox oy dy
—_ = y

dt
dont une courbe intégrale passant par (o, yo), est z(t) = zoe’, y(t) = yoe'. et les

- -\ X x
intégrales premieres sont Fi(x,y) = —, Fa(z,y) == — .
Y Yo

Bicaractéristiques.

Soit P un opérateur dicérentiel de symbole principal B, (d’ordre m),
onpose: Car P, = {(x,() / Pn(z,() = 0} (ensemble caractéristique),

on appelle bicaractéristique de P (sur © x R™\{0}) solution du systeme dixerentiel

d.’,lfi . 8Pm
i a—gi(ff(t),é(t))
¢, 0P,
i CLORSO)E
On note :

g, P 0 9Py 0 0P, 0 0Py D
Pm="0¢, 0z, 0m; OC, 9C dx Oz OC

appelé champ Hamiltonien .

bicaractéristiques de P sont les courbes intégrales du systeme (ou bien du champ

Hamiltonien ) .

P, (z,¢) = constante sur les bicaractéristiques.

dx;
—1 =.
ZCZ dt

En d’autres termes

17



Probleme de Cauchy.

Pour o ..xée et k € N, posons

w; (e, T, Tn) = Gio(@1, e T ),
ou;
a—xj(a, T Tn) = Gin(@1, e T ),
Oki—1lq;
axkflj (@ e Tn) = Gk 1T, e ,Tn), (1.2.5)

Soit S € R™ une hypersurface, et ¢ : S — R une fonction réguliere

Dé...nition.

Le probléeme de Cauchy pour I’éguation aux dérivées partielles quasi-linéaire
(1.2.2) avec la condition initiale (1.2.5), consiste a déterminer une solution « qui

soit égale & ¢ sur S .

Probleme de Cauchy pour une équation scalaire en dimension deux.

Il s’agit de I’équation

ou ou

5 + s = 0 ((z,t) € R?) (1.2.6)

avec une donnée initiale u(0, ) = uy(z), up € Ca(R).
La solution « de donnée u, est constante le long des caractéristiques, qui sont

les droites = = y + tug(y)

18



Remarque.
L’équation (1.2.6) est appelée équation de Burger ( elle sera étudiée plus en détail

au chapitre 11).

1.2.2 Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires du
second ordre.

Elles sont du type

i 8u ou Ou
Zaz‘j(aj17....,$n, a 8% Zb Ty, U awz + cu = f(aj,y,u,%,a—y)

ij=1 i=1
1.2.7)
ou, a € C*(R"™), u € C*(R) , et b, f € C',ce C'R).
Surfaces intégrales.

En raison de la di¢culté a détérminer les surfaces intégrales , nous adoptons le mode
suivi dans le cas lineaire a condition de connaitre une solution u = ¢(z .....,z,) de
(1.2.7).

Surfaces intégrales.

Considérons I'opérateur

3
3

82

a. —
" 821318213]

h
I

(1.2.8)

@
I
_
S
I
—
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auquel nous associons en tout point M,(z°) [M, € Q] la forme quadratique a n

Variables 5 = (517 ------ ) gn)

n n

o(2°,6) = Y ¥ ay(a")Eg; (1.2.9)

=1 j=1

Dé...nition.

Les surfaces intégrales sont les surfaces de R™ d’équation S(z;......,x,) = 0 qui

satisfont a
n n asﬁ B

Z Zaij(w)axi or; 0

=1 j=1

Dans la pratique, nous déterminons Les courbes intégrales pour n = 2 de

I’équation (1.2.7) comme suit :

a) si a # 0, elles sont solutions de I’équation diférentielle

ol ) ()~ 2b(w, )L+ elary) =0

X

b) si ¢ # 0,elles sont solutions de I’équation diférentielle

dz ., dx
c(x,y)(=—)" —2b(x,y)— +a(x,y) =0
(@) (G = 2le) G +ale.y)

c) sia =0 et c=0, ce sont les droites d’équations : = = cste et y = cste

20



Classi...cation. (pour n=2)

On peut les classi..er en trois types [26]:
a) type hyperbolique si b*(z,y) —a(x,y)c(z,y) > 0, auquel cas I’équation (1.2.7)
admet deux familles de courbes intégrales.
b) type parbolique si b* (x,y) — a(x,y)c(z,y) = 0, auquel cas I’équation (1.2.7)
admet une famille de courbes intégrales.
c) type elliptique si * (z,y) — a(z, y)c(x,y) < 0, auquel cas I’équation (1.2.7)
n’admet pas de courbes intégrales réelles.

Exemples.

n 2

Y0 est elliptique sur R",

s . ou , 0%u  Ju )
’ — —h(— +— I R3
il) I’équation de la chaleur, Y h (8352 + 8y2) est parabolique sur R?,
2 n—1
iii) I’équation des ondes, Ou 22 0, est de type hyperbolique sur R™.
3t2 j=1 833]

i) I’équation de Laplace,

Problémes biens posés (au sens de Hadamard).

Un probléme est correct si :
i) la solution existe (quelles que soient les données initiales ou aux limites
appartenant a une certaine classe).
i) la solution est unique
iii) la solution dépend continment des données initiales dans le cas contraire,

les problémes seront dits mal posés.

21



Contres-Exemples.

a) Non existence des solutions.

- . . T 0 0
Considérons I’éguation scalaire linéaire d’ordre 1 : 8—1; + a—u =0
xr

avec les conditions u(x,0) =0, w(0,t) = f(t), f(0)=0
La solution u(z,t) = x — t dans ce cas Véri..e pour z = 0, u(0,t) = —t
Donc, la solution considérée n’existe pas lorsque f(t) = —t

b) Non unicité de la solution.

du

ox

On trouve, u(z,t) =z —t + ¢, ou, c est une constante arbitraire,

Considérons I’équation précédente, mais avec la donnée initiale —(z,0) =0

alors, u(z,0) = x + ¢, et la solution n’est pas unique, car elle dépend de c.

¢) la solution ne dépend pas continiment des données initiales

. . . 0? 0?
Considérons I’équation de Laplace : 2é + A
ox?  Oy?
, ou 1 .
avec la donnée de Cauchy, u(z,0) = 0, 3y = 5 Sinne
Yy n

nous avons, u(x,y) = % sin nx sinh ny.

Lorsque n tend vers I'in...ni, la donnée de Cauchy tend vers 0, alors que la solution
oscillera in..niment pour y=0 [17]

Conséguence.

Le probléme de Cauchy pour les équations de type elliptique est mal posé au

sens de Hadamard

22



Probléeme de Cauchy

Le probléme de Cauchy, est celui de la détermination de la surface intégrale v = S
(x,y) passant par une courbe donnée I' et admettant en chaque point de celle-ci un

plan tangent donné.

1.3 Systemes hyperboliques quasi-linéaires d’ordrel

Considérons le systeme hyperbolique quasilinéaire

Lu = Oyu + ZAj(t, z,u)0;u+ B(t,xz,u) =0, B(0)=0 (1.3.1)

j=1

ou, z = (w1, T, ...,T,) € R" 29 =1, u € RV,

Les matrices A; sont de taille NV x N, réelles et dépendent de fagon C* de
(t,r,u) € R x R"xR", et B(t,x,0) € C(R"*1), et que les B ne dépendent pas de
(t,x) pour |t| + |z| grand.

B est une fonction a valeurs dans RY et est une fonction C* de ses arguments.

Remarque.

Si les A; ne dépendent pas de u , on dit que le systeme (1.3.1) est semi-lineaire.

Hyperbolicité.

Faisons le changement de variables dans (1.3.1) suivant : = = ¢

ou, ¢; = ¢,(z,t) est une fonction C* de ses arguments , le systéme (1.3.1) s’écrit
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alors

Z?Jri%g—; +§::1Aj(t x, )gij%+8(t z,u) =0, (1.3.2)
ce qui équivaut a,
At R=0
ou,
A= (%ﬁ’“ + ; gij (u, 7,1)) (1.3.3)

et R est le vecteur colonne dépendant de ¢, u, x,

 aveci # k,
I

pour que le systeme (1.3.1) soit hyperbolique, il faut gu’il soit bien posé au sens
de Hadamard, ce qui revient a chercher des « dont la dérivée aa— est normale a la
Pk
courbe intégrale S de (1.3.2) , donc, il faut que A~! existe

c-a-d ,

det A =

8

)| 0 (1.3.4)

en divisant det A par |V,¢,| = ZTL:(%)Q}2 ,

=1 Ox;
et en posant -\ = &p’“—/at, v, = M, (1.3.2) s’écrit pour i = 1,....., n
Vool Vol
|—=AAo(P) + 71 A1(P) + oo + 7,4, (P)| #0 (1.3.5)

ou, P e S.
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On pose

QP 7, A) = | ) %:Ai(P) = AMo(P) (1.3.6)

gu’on appelle le polynéme caractéristique du systéeme (1.3.2).

La dérivée normale % sera déterminée en un point P de S de sorte que
Q(P,v,A) # 0,i v est le vecteur unité, le polyndbme Q(P,v,\) = 0, (1.3.5) est
appelé caractéristique du systeme (1.3.2) par rapport a S, et S est appelée hyper-
surface caractéristique.

Par analogie, les sous variétés pour lesquelles Q(P, v, A) # 0 sont appelées non
caractéristiques.

La condition Q(P,v,A) = 0 classi..e le systeme (1.3.1) en trois types selon les

zéros de )

1) Siles zéros AV, \®)_ ..., A de (1.3.5) sont réels et distincts le systéme (1.3.1)
est dit hyperbolique.

2) Si les zéros AV, A@)_ ... A de (1.3.5) sont complexes, le systéme (1.3.1)
est dit elliptique.

3) Si la forme quadratique associée a (1.3.3) est singuliére, le systéeme (1.3.1)

est dit parabolique [17].
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Les invariants de Riemann.

Considérons le systeme (1.3.1) pour B = 0 et des A\; (u) < Ay (u) < ..... < A (u)
considérees réelles.

Dé..nition 1.

Les courbes intégrales du champ L; = 0, + A; (u(t,z)) 0, sont appellées les
jémescaractéristiques,

En posant u = ¢ (U), le systéme (1.3.1) s’écrit

aU + ¢ (U)A(o(U)) ¢ (U)0,U = 0.

On constate que les valeurs propres restent inchangées, tandis que les vecteurs
propres sont changés en ¢"1rj (¢(U)) (on dit que les r; forment un champ de vecteurs
bien dé..ni sur la variété u).

Dé..nition 2.

On appelle invariants de Riemann les N — 1 fonctions Ri indépendantes satis-

faisant pour tout 7,

Dans le cas NV = 2 on pose simplement : Rl = wy, R? = wy
Puisque Vw, est colinéaire a ¢;, le systeme (1.3.1) s’écrit :

Ww;O0u + \j (u) Vw;0,u = 0.

26



On suppose dans la suite que I"application u — (w;(u), wy(u)) est un diaéomor-
phisme de D C R?,comme nous nous intéressons a I'image de « nous pouvons écrire

(1.3.1) sous la forme :

Ow + Aw)o,w =0, Alw) =
0 X
C’est I’écriture d’un systeme en invariants de Riemann.

Le lemme suivant nous permet d’estimer la norme L! de la solution w.
Lemme.
N
soit u une solution C*du systéme (1.3.1) tel que :0,u (x,t) = ]; wj(x, t)r; (u(z, b)),
Alors w; Véri.e le systeme  Lyw; =) v (wwjwy i=1,.., N
ou, L; = 0, + Ni(u(z,1))0,
on de..nit, I';;,(u) par I’égalité :
Zk:%jk(u)ijk + w; Y wiry (u)Oud; (u) = Z];Fijk(U)wj D wy
s J
Les coe@cients I';;;, satisfont les propriétes suivantes :
(9)[ij; = 0 et v,;,; = 0 pour j # 0
(77) si D; est un domaine borné par une intégrale [a,b] (pour ¢t = 0), deux
segments de courbes intégrales issues de (a,0), (b,0) et un arc ~ transverse

b
a Di

Y
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Chapitre 2

Temps de vie et comportement
explosif des solutions d’eguations

et de systemes quasilineaires.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au temps de vie d’équations scalaires (plus
particulierement I’équation de Burger), et de systemes quasilinéaires. Par ailleurs,
nous distinguerons entre explosion analytique et géométrique, en montrant que cette
derniere est plus é¢cace que la premiere, car elle donne la nature de I’'explosion, ce

gue I’explosion analytique ne donne pas.
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2.1 Temps de vie des solutions d’équations et de
systemes quasi-linéaires.

2.1.1 Solutions réguliéres du probleme de Cauchy.

Considérons le systeme hyperbolique quasilinéaire (1.3.1), et supposons que L est
hyperbolique symétrisable!

De plus, nous faisons associer au systéeme (1.3.1) la donnée de Cauchy
u(z,0) = ug(x), (2.1.1)

sous les hypotheses précédentes , nous énongons

Théoremel.

Soient GG un ensemble ouvert de R" , et uy, € H*(R™) avec I’entier s > g +1,

et up(z) € Go

ou,G est un sous-ensemble de G relativement compact?

Alors, pour tout G; C G (voisinage de Gy ) et M > |ugl, , il existe T > 0
(dépendant seulement de M et de ;) et une unique solution « de (1.3.1)-(2.1.1)

pour 0 <t < T satisfaisant :

ue C°0,T], H) N CH[0,T), H*™Y), u(x,t) € Gy, u(z,0) = up(x) (2.1.2)

lles A; sont symétriques dé..nies positives.
ZGO cG
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Les solutions satisfaisant (2.1.2) sont des solutions classiques (de classe C*)
[5,26,27].
Preuve. (voir . Majda [26]).
On a alors la dé..nition du temps de vie d’une solution classique.
Dé...nition.
On appelle temps de vie de la solution du probleme de Cauchy (1.3.1)-(2.1.1), et
on le note 7,,la borne superieure de tous les 7" tels que :
(1) la solution w« existe pour 0 <t < T
(i) u Vvéri.e (2.1.2)
D’ou le principe de prolongement
Théoreme?2.
Ou bien T, = +o00
ou bhien tlg%l sUp|[u(t)|] ooy + [102u()|] oo ey } = +00 [5,26,27].
Remarques.
1) u(t) désigne la fonction = — wu(t, x)et, O,u = (O, u, Oy, ....., Oy, U).
2) Le cas ou T < 400, ||u(t)|| - est bornée lorsque ¢t — Ty,
et/ou ||0,u(t)||; — +oo, correspond & la formation de chocs. [27].
3) Soit, T, > 0 (T, = +o0) le temps de vie de la solution « du probléme
(1.3.1)-(2.1.2).

Pourg+1<s’§s,onaTS,2Ts.
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Temps de vie des solutions d’équations scalaires.

Considérons I’équation

ou ou

=+ a(u)% — 0, ((z,t) e R?, a € CY(R)), (2.1.3)

avec une donnée initiale (2.1.1) supposée de classe C'a support compact dans
R,la solution « de donnée u, est constante le long des caractéristiques qui sont les

droites

x =1y +ta(up(y)). (2.1.9)

La question se pose : existe-t-il des singularités ?, dans I'acrmative quelle est
leur nature ?.

L’équation de Burger est un cas modele tres simple qui répond a ces deux ques-
tions .

. . . : 0 0
En ewet, il s’agit de I’équation : P 0, (2.1.5)
ot ox
avec la donnée u(x,0) = uo(z) € C§(R), la solution u est donnée le long des carac-

téristiques qui sont les droites : = = y+tug(y) (2.1.6)

Par dérivation de (2.1.6) nous avons

ou  uy(y)

—_— = 2.1.7
or 1+ tuy(y) (2.1.0)

0 o 1
8_Z devient in..nie si minu(y) = —M et ¢t — e M > 0.

nous en concluons qu’une solution C! du probleme (2.1.5)-(2.1.1) existe pour
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0 <t<T avec,

1
7 = max —ug(y). (2.1.8)

T est appelé temps maximal (ou durée) de vie de la solution .

Par ailleurs, pour avoir une solution C? du probléme (2.1.5)-(2.1.1), nous dérivons

ou

(2.1.5) par rapport a z, et posons w = 7’ il vient
Lw = —d' (u)w?,
N 0 0
L=— —
ou, T + a(u) o
1 1
et I’équation (2.1.7) s’écrit : — — =ad t,
quation (2.1.7) o g~ )

nous remarquons, que nous ne pouvons pas déduire comme précédemment le
temps de vie , c’est pourquoi, nous considérons la donnée initiale de taille ¢, ou ¢
est un petit parameétre ..xé positif.

On pose ug(z) = uy(e, .), up € C3(R),

le temps d’existence maximal 7, est donné par :

(51Ts) B <_a/(u°(5’ y)gl%jyv — max <—a'(o)w> |

la solution correspondante u(t, z) = cug(y) est donnée asymptotiquement

sur la courbe caractéristique x = y + ta(cug(y)) par :

lin(l)slu(é, %@(O)) = up(y) (2.1.9

ceci signi..e que la limite est une solution de I’équation de Burger :

ou ., U
5 TAOU-=0 (2.1.10)
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avec, la donnee initiale U(0, x) = uo(x) [15].
Remarque.
Dans le cas du probleme de Cauchy pour une éguation scalaire non homogene

ou @_

= 2 > 2 1
8t+a(u)8x bu®, pourt >0 ((z,t) e R*, a € C)

et la donnée initiale u(0, z) = uy(z),

1 . g
nous avons — = sup(bug — aug) Si a # 0 sur les caracteristiques

T
% = au, % = bu?, dé..nies au point (0,y) par
we — W) b og(1 — ug(y)bt).

(1 —uo(y)bt)

2.1.2 Temps de vie des solutions de systéemes hyperboliques
quasilinéaires.

Considérons le probleme de Cauchy (1.3.1)-(2.1.1), et énoncons le théoréme suivant
Théoreme3.
Soit u € C?, une solution du systeme quasi-linéaire (1.3.1)-(2.1.1),
pour 0 <t <T,
si u(0,z) =0 pour a <z < f3,
alors, u(t,z) =0 lorsque 0 <t <T et a+ Ay(0)t <z <5+ A(0)t
En particulier, les courbes caractéristiques sont dé..nies par
r=a+ An(0)t etz =5+ A\ (0)t.

Enongons un lemme utile pour la détérmination des solutions classiques pour le
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systeme (1.3.1)
Théoreme 4.
Soit u une solution C? de I'équation (1.3.1) pour 0 <t < T,
avec la donnée initiale «(0,z) = cug(x)

si. My(t) = sup |w;(t, )]

7,

ou, %(t,x) =w(t,z) => w;(t,z)r;(u(t,z)),
1
alors , u existe pour ¢t < ———

CL M1 (0)’

ou, Cyet M;(0) sont des constantes détérminées.

Existence des solutions pour le probleme de Cauchy.

Théoréme 5.
Si ug € O, avec toutes les dérivées bornées
alors, pour tout v > 1, le probleme de Cauchy

ouY
ot

+ a(u”l)aaiaj =0, u”(0,z)=ug(x) (2.1.11)

admet une solution classique.
Théoreme 6.

Pour tout u, € C*, k > 1,

on suppose |D“uy| bornée pour |« < k,

et,

D®uyg| assez petite pour |a| <k,

alors, (1.3.1) admet une solution C* avec la donnée (0, ) = ug(z)
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pour 0 < t < T, pourvu que
T'sup |ug| < C. (2.1.12)

ou, C est une constante dépendant de « seulement,

de plus, sup |u| < C'sup |ug] .

Théoreme 7.

La durée de vie 7. du probléeme (1.3.1)-(2.1.1) est donnée

asymptotiquement pour 0 <t < T, par

Lo -2 <)\;.(O), Hj%> (2.1.13)

lig(l)gTE Jy dy
ou, II; est la projection de I'espace tangent & la sous variété A/ en O sur le jome
espace propre qui annule les autres.
En exet, pour u € R", n = 2,il su€t de choisir us(resp.u,) constante le long des
orbites de r;(resp.rs),
A devient diagonale, et le systéeme (1.3.1) s’écrit

Ou; 9u;

5 T A5 =0, j=1.2. (2.1.14)

Ol], u = (ul,uQ) et )\1(0) < )\2(0),
avec la donnée initiale u(0, z) = ug(e, x).

On sait d’aprés le théoreme 6 qu’il existe une solution pour ¢ < — Véri..ant
3
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lu(t, z)| < C! si € est assez petit, on choisit :
c1 = (2X1(0) + X2(0)) /3 et o = (A(0) + 2X2(0))/3 tel que :
A(u) < e < g+ Ao(u).
En outre, si supp «° C R x [a, ], nous en concluons que :
uy(t,z) =0 pour x > b+ cit
et, us(t,x) = 0 pour z < a + cot,
donc, la solution existe pour a + cot < x < b+ ¢qt.
Application du théoréme 7.
Considérons le probléme de cauchy pour I’équation d’onde quasi-linéaire, pour
n=1;
1

> g (W)Pu =0, w(0,2) = eug, du(0,) = eus, (2.1.15)

J,k=0

1
ou, 3 ¢ (0)02u = 3 — %,

3,k=0

en posant, U, = d,u, Uy = J,u, nous avons le systéeme
8tU—i—a(U)8mU:O, U1:€U1, U2:€U6 sit=0.

. (go1 + 910)/900 911/ 900
ou, a(U) =

—1 0
les valeurs propres correspondantes, sont données par : A?goo — A(go1 +g10) + 911,

si, U = 0, elle se réduit & \* = 1., et les vecteurs propres de a(0) sont (1, —\),
les projections de (uy,ug) sur ses directions sont f,(1, —\),

Ol], 2f1 = U1 — U6 et 2f71 = U6 =+ Uuq.
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D’autre part, les dérivées des valeurs propres en 0 sont
2Md\ + Ndgoo — M (go1 + g10) + dgi1 = 0.
1 .
c-a-d, 2(d\, (1, =) = > giue(=N)TTH gie = 9g(0) /O,
4,k 0=0

si 7. est le temps de vie de la solution classique de (2.1.15), avec, u; € C§°(R),

alors, d’apres le théoreme 7.

1
o1 1 .
lli%gT e E Gire(= N (y) (2.1.16)
c j.k =0

On voit que le probléeme de Cauchy pour I’équation d’onde peut étre écrit sous
la forme : Fi(z —t)+ F_1(—x — 1),
ou, Fi, est I'onde qui se propage vers la droite,
F_, est 'onde qui se propage vers la gauche,

pour détérminer F.;,nous avons les éguations :

Fi(z) + Fa(=2) = wuo(x), D

Fi(z) + Fy(=x) = —u(z), )

et la dimérence entre (1) et (2), nous donne :
F{(A\z) = —fa(x) pour A = =£1,

donc, (2.1.16) se réecrit en

1
1 | I
lli%g—ﬂ = maxo ‘;:Ogjké)\j)\k)\éF)/\/(y)a (2.1.17)

37 5 =
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o, X = (=1, \).

Notre objectif dans le chapitre suivant est de trouver un résultat similaire a
(2.1.14) pour n = 2 ou n = 3, avec T, remplacée par /7T, et log T, respectivement.

Pour n > 2, |0%ul, < (1 +t)1—/2,

Résultat.[16]

1
u(t,r) = —

mF(O’,W, Z),

La-n
ol, F(o,w,2) = 1(2m)z0-") fxi(l "(s—o+ 02§)G(3,w,z)ds,

est une fonction C*°(S5"~! x [0, 53] x R), avec, 0 < M ,
G(s,0,w) = R(s, g,w),
Fo(o,w) = %(2%)1;271 fx?(s — 0)R(s, g,w)ds

ou, R(s,g,w) = [ (s — (w,y))g(y)dy = [ g(y)ds(y) désigne la transformée de

(wy)
radon de g.
Lemme.
Pour tout «, 53,7, on a pour |z| < L
a z -
Y 7’)/7 p —_ 2M7

|DEDEDIF (0,0, 2)| < Cagy(1 4 |a|)z4mHOI=RI,

nous énoncons le théoréme d’existence pour une équation d’onde quasi-linéaire.
Théoreme 8.

Considérons le probléeme de cauchy

Ou+ 3770 V" (@, u, 0 )Fu = f(x,u,4), w(0, ) = ug, Oou(0,x) = uy si x =0,
ou, +’* et f sont des fonctions C*, 4% =0, " |47*| < 3, +7%(0) =0,
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on suppose que f et les dérivées de f et de +7* sont bornées ,
si up € H™'(R") et w; € H*(R"),3s > (n+2)/2, alors le probleme de Cauchy

a pour 7" > 0 une solution

we L= ([0,T), H(R™)) 0 %' (0, 7], H(R")) (2.1.18)

ou, C%! désigne I'espace des fonctions lipschitziennes continues,
la seconde condition signi..e que dyu € L*> ([0,T], H®), ceci implique que

u € C?([0,T],R") et que 9*u est bornée quand |a| < 2.

2.2 EXxplosion des solutions.

Nous faisons part de deux types d’explosion

2.2.1 Explosion analytique.

Lorsque nous avons étudié la durée de vie des solutions d’équations scalaires, plus
particulierement I’éguation de Burger, nous avons trouvé que son temps de vie était
donné approximativement par 7, = max(—ug)~*,
Notre but dans cette partie est de connaitre le comportement des solutions
lorsque t — T;.

On sait que le graphe de la solution est I’ensemble :
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G = {(t,x+tug(x),up(x)), (t,x) € RT™ xR} qui est bien dé..ni si 1+ tuy(x) > 0,

comme le temps d’existence maximal est donné par : 7" = max —

T
8mu(t, To + tUO(.’,E())) = T——t’

les singularités de la solution correspondent aux points ou 0, s’annule (sans que

, 1l vient que

1
up()

u ne s’annule).

On appelle ce phénoméne “’explosion”, sa nature ne peut étre détérminée que
géométriguement, sans toutefois omettre I'ambiguité entre la notion de singularité
et celle de I’explosion.

Remarque.

Une solution explosive est une solution qui devient singuliére en un point dans
un domaine d’infuence d’une zone ou elle est réguliére; la singularité qu’on observe

est donc crée et non propageée.

Explosion des systemes quasilinéaires en dimension deux.

Pour un systéme global® , le comportement de la solution peut étre partiellement
décrit
En écrivant le systeme (1.3.1) en invariants de Riemann, nous avons :
Théoréme 8.

Considérons le probleme

ow + A(w)o,w =0,  w(x,0) =u’ € C([a,b]), (2.1.19)

3u0 S Cé)o
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On note [m;, M;] 'amplitude de w{(i = 1,2), et on pose

Hq [£%]A1(0,w2), Heo [Wg}%])\2(w1,0) ( 0)

si les conditions suivantes sont Vvéri...ees
(1) 1y < o,
(i) Oy A1 (W1, 0) # 0, Oy A2(0,75) # 0,

alors le temps de vie de (2.1.19)est ..ni.

2.2.2 Explosion géométrique.

On considére , au voisinage d’un point 2° = 0 € R*, «° € R¥ un systéme quasi-
linéaire
Lu = En:Aj(ac,u)ﬂ + B(z,u) =0
= 0z

A; et B étant des matrices N x N et N x I réelles et C* pres de (2°,u°), u
est supposée toujours réelle,

on suppose A(z,u,() = anlAj(a;,u)(j et o(z,u, () = det A(z, u, () le symbole

=

principal du linéarisé de L sur u

on fait sur L I’hypothese suivante :

il existe ¢° € R™\0, tel que o(z°,u°, ¢°) = 0 et une valeur propre réelle

simple A(z,u, () de A,dé..nie prés de (z°, u®, ¢?),véri.ant :
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Systémes éclatés:
soit ® (1 < m < n) un indice pour lequel (g # 0, et P une matrice (N —1) x N telle
que la matrice P dé..nie parP, ; = {;, P,; = P,_1; (2 < B < N), soit inversible.
On dira que le couple (m,P) est admissible.
Soient, v(z) € RY (X € R™, X pres de 0) et p(X) € R, ¢(0) = 0.

on note pour simpli..er

A(X) = (X1, Xo, oo,  X1s 2(X), Xigs oo LX),
d¢ d¢ Iy O
_ 0 oy B B B
n(X) = (sgn (g) < o, , (9X__1’1’ X X, (X)
Dé..nition :

on appelle systéme éclaté de L ( pour B et P ) le systeme L. de taille

(N +1) x (N +1) en les inconnues (¢, v)
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U(6(X). o(X).7(X)) {Z AL(6(X), o(X)) - + B((X), u<x>>}
M !
P {( s ) A(G(X),0(X). () = + 5 !Z AL (6(X), 0(X)) 2+ B(6(X), v<X>>] }
7R !

solutions éclatées.

soit (M, P) le couple dé..ni ci-dessus pour le systeme L et (y,v) une solution du

systéme éclaté correpondant

théoreme 1

supposons qu’il existe un ouvert connexe D,0 € D, et une application continue
) de D dans R" pour laquelle

¥(0) =0, o(Y(x)) = , ¢'(1(z)) inversible pour =z € D

posons u(x) = v(¢(x)),x € D.

la fonction w est alors une solution de Lu = 0 sur D dite ”solution éclatéede L

Exemples.

Equations scalaires.

a) Supposons uj(X?) # 0 : le lieu des points d’explosion

— - —1
r=T+su@,  t=s, = u
0

est une courbe lisse pour 7 voisin de X° a laquelle les caractéristiques sont
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. , . R U()(XO) -1 e,
tangentes. La solution u dé..nie prées de m® = (X% — d’un coté
: Pres et = L oy )

de ~, par le fait d’étre constante sur les carctéristiques, présente des singularités

tout le long de ~,
écrivons le systéme éclaté en x (k = 1) au point m°,avec £° = (—1,uo(X?)),

On trouve (en notant (X, 7)) plutdt que (X, X»)
W B
or or

La solution v(X,T) = uo(X), ©(X,T) =X + Tue(X),de..nie pres de

v

(X0, 70 = %(_XO)), est de type pli, car
2
22 (xo.19) =0, T2 X010 0

La solution u considérée est la solution éclatée correspondant au choix
de la plus petite (resp.grande) racine X si uj(X°) <0 (resp > 0).
b) Supposons uj(X°) = 0, uy (X°) #0
La courbe ~ présente un cusp, pointant vers le bas ou vers le haut selon que

ug (X% >0 ou < 0.

Dans le premier cas, la solution u est dé..nie au moins pour t < W,et
Uy
singuliére a la pointe du cusp.
Dans le deuxiéme cas, u est dé..nie en dessous de v et singuliére le long de ~, au

point mP,avec £° = (—1,ug),La solution v(X,T) = uo(X), ©(X,T) =X + Tue(X)

du systéme éclaté est de type cusp, car
d¢

a—X(XO,TO) — O,
2
aaxi (X°,7°) =0,
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P
ﬁ(xo, T°) #0,

O (x0.10) 0.
Remarques.
1/ Si uy'(X°) > 0,la solution u considérée en b) est la solution éclatée
pour I'unique choix possible de .
2/ Si uf'(X°) < 0, la solution considérée en b) est la solution éclatée

correspondant a celle des trois racines X possibles qui est entre les deux autres

(on appelllera ce choix de ¥ branche du milieu™ ).

Systémes hyperboliques en dimension n = 2.

Nous considérons des systemes de la forme

ou A 8u_

ou, les valeurs propres p; de A(u) sont supposées réelles et distinctes (avec des
valeurs propres a gauche ¢;).

On prend, A(z,t,u,(,7) = (Cuq(u) +7), l(x,t,u,(,7) = ¢1(u), €t I’'on a pour une
caractéristique (¢°,7°), ¢° # 0.

On peut donc éclater L pour B= 1 et P formée des lignes /,....... ,x.0On trouve

pour L. le systeme
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oV tav dpt oV
o7 = 0 (1 ul)fkaX aXEkaT

Dans le cas N = 2, si I’'on suppose le systeme L écrit en invariants de Riemann,

aTw =y (V), tfl(v) 0

le systeme éclaté, (ie, A est diagonale) s’écrit

A : )av2 Do Vs
ar ~ Pe = 1) o5 Y 9x a1

aTsO = ,LLl(V), =0

Résolution du systeme éclaté

Le systeme éclaté L. d’un systeme donné est en général (sauf en dimension n = 2)

complétement non linéaire par rapport a p. La partie principale de son linéarité sur

(p,v) Sécrit :
o\ dp
—Z($, 0,1 1y’
J;‘@ (%j 0 )(9X W)
-sgn 502 {ZA + B} + —— G0 U Aj=—
k#magk J#K ’ aX an Gk / 8X
Jp. v 0y
P Y ,
{J;A] (‘3X 8Xk PJ; J 8X an (3)

Y psA
8X 8Xk J;C JaX
On peut aisément calculer son symbole o, “a I'origine

Proposition 1.

.0 . N
5 ;? = 0,le symbole scalaire o, du systeme vaut

O\
oo =CCN ! —
¢ (J%agj

: O\
et les coeCcients ¥(j # k) ne sont pas tous nuls.
j

;)2 ou C#0

40¢ (z,u,¢) = det A(z,u, ()
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Le cas des systemes 2 x 2.

Dans ce cas, on sait calculer partout le symbole o, du systéeme éclaté.

Proposition 2.

Soit L un systeme pour lequel N = 2, et o(x,u,&) = £Q(x,u)§ son symbole

principal, () étant une matrice n x n symétrique. Le symbole o, du systeme éclaté

pour M= 1 vaut

Ue(Xa C) =C (Z )\J(X)Cg) {Cl Z)‘J(X)Cg + 59_;?1(]()(’ <2a 7<n)}

#1 #1

ou,

C + 0, E(X,()EZ)\]-(X)(:]-:2<1,

i#1

(o)

Co
Q(Xa<2a'“a<n) = (O’CQa“'aCn)Q(¢aU)
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De plus, les A\; sont non tous nuls.

Géométrie des solutions éclatées :

On suppose W= 1, et on note X = (X3, X’)

Proposition 3.
&p 82<p
ox,  Vaxe 70

I'image S = ¢(S1(¢)) de Si(¢) = {X 88;? O} est une hypersurface lisse de
1

Si ¢(X) = (¢(X),X’") aen X =0 une singularité pli ( ie,

normale

n(X) = <1,—§—£, .......... ,—aa;(") (X).

si h(X' ) est dé..nie par %(h(X’),X’) = 0,h(0) = 0, une éguation de S est
1

r1 = p(h(), 2')

Proposition 4.
Si ¢(X) = (p(X), X’) de classe C* a en X = 0 une singularité cusp
. Op D% Py
(ie, "X 08X2 8X37é0d( )7&0)
2
notons Si(¢) = {X Oy _ O} et S1.1(9) :{X 99 =0et 0 = O}

0X, 0X, 0X?
D .
supposons TXL0X, # 0 (pourun j > 2),etnotons ¥ = (X, ........ X1, X, e
si h(Y') est dé..nie par 88;?1 (O, CTTR-. D, CIETY NP, CHE T , X,) =0,h(0) =0,
~ 0h oAl .
ona: 8—)(1(0) 0, 8X2( ) # 0 et un paramétrage de S = ¢(S1(¢)) est
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To = XQ, ....... ,.ﬁlfj,1:Xj,1,

la surface S est lisse hors de I'aréte T' = ¢(S11(¢)) du cusp , qui est lisse de

codimension 2.

: _ d¢ d¢
I’hyperplan de normale n = < : feeeeeeeens " TOX,

> est tangent aux deux

feuilles de S (et, donc a I).

_m, .......... ,_m

une solution éclatée u de L, correspondant & une solution (¢, v) du systéme éclaté

. 0? 0?
L’espace tangent a I a pour normales net n = <O, Ld Ld )

ov .
, avec 8_)(1(0) # 0 est donnée.

Dé...nitions.
Lorsque nous considérerons une solution éclatée de type pli, nous conviendrons

de choisir pour domaine D la trace d’un voisinage de 0 sur le demi espace délimité

2

par S contenu dans I'image de ¢ (ie £2; > £ ((h(x'),2") si igXﬁ > 0).
1

Remarquons que dans ce cas, la surface S est caractéristique pour \.

Lorsque nous considérerons une solution éclatée de type cusp, nous appellerons
intérieur” et ”éxtérieur” du cusp les demi-espaces ouverts délimités par S, I'intérieur
. Lo Py D Do
étant celui ou pointe le vecteur — 0,..... 0,1,0,..... 0

p (axf)(axlaxj)(axja ) y Yy Sy ) )

Nous conviendrons alors des choix suivants:
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i) Soit D est la trace sur I'intérieur du cusp d’un voisinage de 0 et la branche
choisie est ”celle du milieu”

ii) Soit D contient la trace sur I’extérieur du cusp d’un voisinage de 0
(auquel cas, par continuité, le choix de la branche ¢ est imposé).

On appellera ces solutions éclatés intérieurs” et extérieures”.

Explosion de Vu

Soit u une solution éclatée de L, correspondant & une solution (¢, v) du systeme

éclaté, avec aa—( 0) # 0.

Proposition 5.

Posons &(z) = n(¢(x)). Alors, pour = € D,

ou dp t
72 @) = C@) () (W@)r(e, ule), §())'€(x) + R(),

ol C(z)et R(x) sont continues sur D, et C(2°) # 0.

Preuve.
0 0 0
On a pour = € D, 5" (x) = 5% (1) 5 (x). OF (u(x)) =
0
donc, 57 (x) = [¢/(1(x))]
ot du  Op. . Ov Ou v  Dp.  dp Ov
8.1131 N ((9X1) 8X1’ a.’,lfj N 8XJ ((9X1) 8X (‘3X1

D’autre part, v étant solution du systeme éclaté L. avec X ° —(0) #0,
1

ov dp
onaa—X1 +8—X1w avec a(0) # 0,

d’ou la forme annoncée de .
. ou . e
On voit donc que a—explose comme une matrice de rang 1, d’image r,
X

lorsque z — 2°,z € D.
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On peut, dans le cas d’une solution pli, préciser ce comportement.
Proposition 6.
. . . 0
Soit une solution de type pli pour laquelle aTU(O) £ 0.
1

1) il existe C' > 0 pour laquelle

11 Do\ 4 -1
—d 2 < |(=—— < 2
5 < |G )| < cd
d désigant la distance de x au pli S.
ii) Il existe N — 1 fonctions Ry(z,u)............ , Ry (x,u),de classe C?

pres de (2%, u°), de dimérentielles en u indépendantes, et telles que V(R;(z, u(x)))
soit borné sur D (5 > 2).
Preuve.

i) il s’agit d’'un probléme purement géométrique, pour lequel on peut supposer

1 0 _1
PX) = X 0(x) = (0] 22, AlOFS | (72) 7 ()| = g,
et d = xXq.
. 0 OR OR Ou
ii) On a %(R(aj,u(:p))) = %(aj,u(aj)) + S0 e
Soit > (u® € 37) une hypersurface tranverse a RY; en résolvant, pour chaque X
.Xé, le probleme de cauchy r(¢(X),u, n(X))g—f(X, u) = 0 a données de diaéren-

tielles indépendantes sur >, on obtient V — 1 fonctions ZN%j (X, u).Choisissons alors

les R;(X,u) = R;(¢(x), u).
Compte tenu de () %% est borné si (;7@)1(1#(35)7“(35, u(x), 5(35))%(35, u(x))
1

I’est; or cette quantité vaut (a—Xl)*l(X)rw(X), v(X), n(X))%(dX), v(X))
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au point X = ¢(X), pour X € Si(¢),

OR; OR; OR;
5600, u) = ZE(X,u), done (¢(X), v(X), n(X)) 5L (6(X), v(X)) = 0
sur Si(¢), et son quotient par Iy est borné.

0X,

Les fonctions R,, ..., Ry, sont les invariants de Riemann microlocaux” aux
points (z,&(z)). lls dépendent toutefois de la solution choisie (en fait uniqguement

du pli S), sauf si la dimension n est 2.

Explosion pour des systemes quasi-linéaires hyperboliques.

Considérons maintenant un systeme quasi-linéaire hyperbolique que nous écrirons

(r eR"1 t eR)

avec I’hypotheése d’hyperbolicité stricte en direction de I'axe des ¢ (ie. la matrice
> A;€,; atoutes ses valeurs propres reelles et distinctes pour £ # 0).

Dans certaines situations globales en = a données initiales réguliéres , on peut
montrer I'existence d’une solution réguliere pour 0 < ¢ < T. Il est alors possible
de dé..nir le temps de vie T, de la solution (réguliere)comme le plus grand de ses
nombres 7" (éventuellement in...nis).

Si T, < +o0o, le probleme de I’explosion consiste a décrire le comportement de la

solution « lorsque ¢t — T,.
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On croit que dans certains cas, cette explosion se produit en un point (x, 7;), la
solution wu(z) tendant vers uy = u(0) pour (z,7) — (z0,7,), et que la solution u est

en fait une solution éclatée de L en un certain point caracteristique (zo, 7}, up).

2.3 Optique geométrique non linéaire.(d’apres S.Alinhac)

Considérons le systéeme

Ou+ A(u)0,u =0 (2.3.1)

avec, u(r,0) = ug(x) = eup(v)+e*ud(z)+...... (2.3.2)
up € C§°([a, b])
en prenant a;;(tex) = ;s \x(tex) il vient en particulier

Rajp(0) =0,j #k,qeN (2.3.3)

Analyse formelle.

pour résoudre (2.3.1) on développe A(u) = >, A,u® et on cherche des solutions
formelles pour
u(z,t,e) = u(x,t) = Y ePul®(z,1)
p=>1

avec L = 0, + A(0)d,, les u'?) satisfont :

Lu® =0,uM(z,0) = u{"(2)

Lu(p) — f(p)’ u(p) (w’ O) — u(()p) (.’L’)
ou f® est un polynéme en ug.(”, (¢ < p—1), qui peut étre calculée a partir des
termes ug.p)
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Pour décrire la structure des termes ug.p) on introduit les notations :

_ Ayva(0) = 2(0)

c=_inf  (X12(0) = A;(0),7

1<j<N-1
a; = (A;(0),1)

Kr={(z,t),a+ X0t <z <b+Av_1(0)t,0<t < T}

b_
Y 4y)p>2

¢ 0<q<p-2

T, =0,Tp =
Ky, = Kryp,
Kj = (K, +Ray) N {t < T,}

On donne I’expression des «”par le théoréme ci - aprés

Théoréme 1:

Pourtout p>letl1<j<N,ona:

ul (z,t) = . qu - 10 (o5(x,1)) + 1 (x, 1) (2.3.4)
oj(x,t) =2 — X;(0)t

ou, r](p) € C§°(K]) et ug.p) est & support dans K, + R, q;

Dé..nition 1.

les fonctions v, (), j = 1, ...... , N sont appelées pro..les libres (d’ordre p), elles
sont détérminées par la valeur initiale u, et sont calculées par récurrence pour
x>b+ Ay_1(0)t, qu =0 Vj <N —1,cequientraine u; =0,Vj <N —1

Méme conclusions si z < a + X\(0)t,U; =0 (j > 2)

Temps lent et équations réduites.

En sommant les termes ug.p) , hous obtenons

w(z,t)=e Y e et) WP (o;(x, 1)) + Rj(a,t) (2.3.5)

0<g<p—1
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ol Rj(z,t) = > ePri(z,t)
p>1
On introduit le temps lent 7 = <t comme nouvelle variable et considérons u;
en négligeant R; comme fonction w«; de o, et 7 ( dépendant continlment de ¢)
. _ B »
Fixons s € N et posons:  ui= } &Puj
1<p<s

Sit >T,,r" =0U")

Si les bandes K + Ra; sont disjointes (¢ > C), les composantes U; de Uj;

sont a supports disjoints on prolonge »* en un temps plus long, nous faisons

I’hypothese : w;(x,t) = ew;(o;(z,t),T), j=1, ... ,N. (2.3.6)

Les u; sont a supports disjoints, (2.3.1) s’ecrit ( en invariants de Riemann)

aijJr;\j(wj,g)&,wj =0, gj=1,.....N (2.3.7)

0\ (w;,€) = e (A (0, ..., 0, €05, 0, ......, 0)— A; (0) (2.3.8)

Ces équations sont appelées : “équations réduites”.

de plus, on impose a (2.3.7) la condition w; (o, 0) = ; 519*11)%)0 (2.3.9)
p>

La solution approchée est obtenue en recollant la solution obtenue en temps lent

et celle obtenue en temps long donnée par (2.3.6)

(i) .xons s comme précédemment) et posons :

us = Y, &Puf
1<p<s
On résoud (2.3.7) et (2.3.9) ou la somme dans le membre de droite est limitée
al<p<s, eton note les solutions correspondantes par w;
(ii) Avec, =z € C°(R),z(n) =1 pour n <0 et z(n) =0 pour n > 1
soit u} = x(t — C,)ui(w,t) + (1 — z(t — Cs))ew;(oj(w, 1), )

u$ est appelée solution approchée.
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Durée de vie et approximation des solutions.

Proposition 1.

Si toutes les valeurs propres du systéme (2.3.1) sont GNL® (vraiment non linéaire),
alors , la solution approximée «* est dé..nie pour 0 < T;, avec

eT? =inf M; +0(c), M; ' =max — A\ (0) (ug”)’ (2.3.10)

Existence, approximation et explosion :

(a) existence et approximation:

On obtient une solution pour un temps long en connaissant la solution approchée,
en restant en dehors de la région de I’explosion.

On sait que le temps de vie d’une solution du systeme (2.3.1) a une borne

inférieure donnée par 7. > Ce~! ¢ > 0 telle que lim inf e T. > inf M; [14,13 ]

Ou les M; sont de..nies par (2.3.10)

De plus, pour A < inf M; et 0 < e < €4, nous pouvons décrire le comportement
de u qualitativement mais, il n’est pas possible de le controler en s’approchant de
T de u,

cependant , pour tout A < M; et ¢ assez petit, w; dans (2.3.7) n’explose pas par
suite 9%,u = 0(e* ™), Ny ..xé

(b) comportement explosif de la solution

Ao, ¢) =0, 52 (z,u.0) £ 0
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On résoud le systéme éclate dans la bande {r; < et < 79}

soient "2 et I'? les deux courbes caractéristiques du systeme (2.3.1) issues de (a, 0)
et (b,0) La solution est une onde simple a droite de I' et a gauche de I'>,comme
nous nous interessons a I’'explosion au milieu on suppose que :

My < inf(My, M3), X2(0) = 0 pour 7 = &t, le systéme (2.3.1) s’écrit :

edu +A(w)0,u =0, u(x,7) = u(z,7e7t)

Le systéme éclaté (pour \,) correspondant :

edrg = Xo(V) ; H2(0)0r0 =0

(V) {0007 + (M1 — X2) (V)0 } v =0, i=1,3

on.xe 0 < 19 < M, < 71,et notons par a(e), 5(¢) les points d’intersection des
points I'2 et I'? avec la droite {et = 70} ,le comportement de u est décrit par

Théoreme 1.

soitpeNp>1

(a) pour ¢ assez petit, il existe une solution (v, ¢) du systeme éclaté (2.3.1) dans
le réctangle R ={(z,T),a <z < fB,70 <T < 7,} de la forme v = eD.w,

D, = diag(eP, 1,eP)

w est une solution reguliere de (X, T, ¢) € k x [0, &)

(b) Le temps d’explosion 7.est dé..ni pour 7 < t(e) par

wop(X, 1), T)=0(X,T), u(z,t) = u(z, ct)

donc, pour 7o < et < t(e) et u entre T2 et T'Z.
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Chapitre 3

Temps de vie et comportement
explosif d’équations d’ondes
quasi-linéaires en dimension deux

d’espace.

Nous étudions a priori le modeéle de I’équation d’onde quasi-linéaire en dimension

deux d’espace pour des données de Cauchy de taille «.
OPu — Ayu + gfjakuafju =0, 3.1.1)

ou, la sommation est étendue aux indices 0 < i, j, k< 2.
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On note (3.1.1) sous I'une des deux formes abrégées

Clu —i—gfjaku@fju = 0, (3.1.1)

OFu+ gi;(Vu)diu = 0, (3.1.17)

chacune de ses deux formes a son propre intérét

Nous considérons, pour ¢ > 0, le probleme de Cauchy
(

DOu + gf0pudu = 0,

1]

(E) u(z,0) = u’(x,¢),

\ Oyu(z,0) = ul(x,e).
Oou, u° et u' sont des fonctions de classe C> et a support

compact! dans R™ x [0, &,[ pour lesquelles on a

u(z,e) = eud(x) + 2uy(x) + ..., u'(z,e) = euj () + 2ud(x) + .......

On suppose en outre, que les gfj,sont des fonctions linéaires de leurs arguments,
et qu'elles véri.ent : gf = g% , g5, = 0,

nous nous proposons de construire une solution approchée du probleme (E) qu’on
note u,, en établissant le comportement et I’erreur correspondants pres du bord
du cbne de lumiere.

Cette construction se fait dans deux zones d’espace temps et trois périodes

de temps schématisées sur la ..gurel.

ol < M
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On note : ul? u!l¢ yl1 les solutions approchées construites en zone intérieure
et en périodes 1,11 et I11,

de méme pour ule ylle otihe

ou, e : désigne la zone extérieure

En..n nous procedons dans chacune des périodes I, /1 et I11 au recollement

des solutions u,0btenues dans les deux zones d’espace temps par des troncatures.

1 pour s <1
Pour § € C3°(R), 6(s) =

0 pour s > 2
On pose :
ul =1-0)(r—t+Co—1) ult+0(r—t+Co—1) ul?,
ul = (1=0)(r —t+Co—1) utle+0(r —t + Co — 1) ulli
u = (1—0)(r—t+Co—1) vl +0(r —t + Co — 1) ulll
le raccordement d’une période a une autre se fait par recollement de
o uletullsurt =<, il en résulte

ug =0 (t M) {0(r—t+Co+1) uli +(1—0(r —t+Co—1)) ul®}
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+(1=0)(teM) {0(r —t+Co—1) ull* + (1 —0(r —t + Cp — 1)) ull} .
2
o ulletul" surt = —, il en ressort
£

g2 .
u, =0 (t ﬁ) {0(r—t+Co—1) ulli+(1—-0(r—t+Cy—1)) ullc}

+(1—0)(tet) {0(r —t+ Co — 1) wlT" + (1 = 6(r — t + Cp — 1)) ullT}.

On recolle en premier les solutions obtenues dans les deux zones en période I,
ensuite, le recollement se fait entre solutions en zones extérieures (resp.en zones
intérieures) en période de transition (le passage de la période | a la période I1), et
le recollement se fait entre les solutions obtenues pour avoir la solution en période

11, cette procédure reste la méme en période I11.

3.1 Construction de la solution approcheée.

3.1.1 Construction en période I.

En zone extérieure. nous cherchons les solutions formelles de « qui s’écrivent
u=>Y eu; =cuy +*ug + ...,
j>1

avec, u; Véri..ant :

() pour j =1,
Du1 = O,

up(z,0) = u?, Owuy(z,0) = ui.

(ii) pour j > 2,

DUj +Q] == O,

wi(z,0) =u?, Owui(x,0) = ul,
J J J J
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ou, Qp = Z g”@kwa
L+ 0 =0p
Les approximations de u; a I’exterieur sont formulées comme suit :

Proposition 3.1.

pour tous N, N’ € N, le terme u,, peut s’écrire

1 / 1
up =—{ Y _ (log t)eLf;(r—t,w + oYt 2(logt)! RS (r—t,w, =)+, (3.1.2)
T2 >0 >1 r
20<k—1 0420 <k—1
ou,
@) . = O(zN),

(i) DL—E = 0(zN)
T2

... . . 1
(iii) de plus, si £ =2p (p > 1), Rf;’one contient pas de terme en (T—)p .
k

En..n si I'on pose U, = Y fuy,0n a
>1

2

_ = Z gh=m=2pymPE (0, w, 2), (3.1.3")
r h>k—1
m—+2p<h

avec la majoration

®, = O("1t'7). (3.1.4)
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Preuve.

Pour la preuve , nous introduisons le lemme ci-apres
Lemme 3.1.

Soit S une fonction C*°de ses arguments,

() pour tous i € Ret k& € N,on a I'identité

(lolgt) t“(lj%gt)ksu t,w, =, 7,6 = _fﬁs(u - 10]; ) + ?S t21ﬁ(u(u — 1)+ (2‘{0;;
’“é’;g;)l))s + \;ﬁ [—(azgs +20.5)+ a; A
t(::;_ la%’ oS — 20cS + %(‘%S(u + F];t)
+t2\/_a§TS+ t2\4[

1
ou, QS = _(Z + 0?)S + 0.,5 — 220,85 — 2202S.

(b) Pour toute fonction S(r —t,w),tous p e R, ke N, Ne N et N' e N,

1
il existe des fonctions ) _,(r—t, w, )(0 <Ul<k)et Li(r—t,w,
telles que
1
O— { S 4+ (log t)! S+ Z (1ogt)‘Le} =
T2 < k < k+1
L
0= =

. 1
et 3, ne contient pas de termes en (- )“t3,
r
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Preuve.
Nous posons désormais, et pour toute la suite

z=—,7=eVt,( =elogt,c =r—t,8 =0,5,,8" =02S,S =0.5,S =029,
r

(@) En erectuant le calcul Ot*(log t)*u,nous obtenons

9 k 1 (QILL — l)k k(k — 1)
(1 Fu = t1(1 P Ou4 = ) —1
t*(log t)*u = t*(logt) { u+t(u+(logt))atu+t2 lﬂ(ﬂ )+ gt (log t)?
S 1 A
d’autre part, D—l:—l{af—af—_;}s’
. r2 r2 T2
~ A:_ 2.
ou, 4+8w,

enécrivantt =r —o =r(l —oz) et r =t(1+ %),il vient

2 1
RS = —2@5 ~ {202,505 ~ —325 + 782 S+ = a?CS}

T

928 = S+7{ 2@25——28375+ \[ 925 + = 8475}
——28¢S+7{—28§U agzs+ \/_8§TS+ 825}

ainsi,
S 1 1 g?
|:|_ - _—f_ - 9 2 2Q = 92 = 92

. (= 50.5 = 5(-20%,50,5 + as \[a S — —0%.5)
8S+— 2825——825+ 254+ S 825
2 2\/‘( 2 2T \/‘ T ¢t )
88 —20? S —828 —82 S —828 —S —83“
¢ + ( o 2 +2\/E T +t ¢ )_47"2_7"2’

en posant : QS = —(i + 92)S +20,,S — 20,5 — 22925,
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3

£
22,8

S —20:8)+ —5—
c5) A

Nnous avons .
S 1 € z g2 928
O = —=0QS+—(-20%5—-0,59)+ T i
r2 r2 Q \/7“_t( 4 ) tﬁ( 4 ¢
et
(2)

t2\/_
Finalement, en combinant (1) avec (2) nous obtenons le résultat
(b)En mettant en pratique la formule (3.1.5) a des fonctions independantes

de 7 et ¢, nous avons
G e R
U— log t)* r—t,w, — s 2] — | +=
1 {oq;k( g1)" > )} ; NG log 3 ;Ze

L1 L3 L1 +2(u+1) 0o —1

t2/r = o)\ e logt (log t):

si pu # —,on choisit ), de sorte que

Zk(a,w)zz(u—_i_%)M/Saw ds

t# 1 e(logt)”Sgyy(a,w)

il en découle,
} = tt(logt)kS+ S
£>0

0 <k

> (logt) 32, (r —t,w)

t +
0
T2 0<t<k
ou; S sont des fonctions de >,
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les

De méme, on prend

—1 Y
L O)=———— /S8 d
(o,w,0) Q(k—i—l)/ (o,w) ds,
M
avec, L solution a un certain ordre en z de QL = 0;
donc,

14
U <k

D(logt)k“L(r—t,w,%) = t"(log t)"*S+ ;0 tr= 1= (log 1) Sp.or(r—t, w)+O (2N ).
Enoutre, }_ ;=0

d’ou, I’écriture (3.1.6).

Preuve de la proposition 3.1.

() Nous raisonnons par récurrence sur k,lI’égalité (3.1.2) est vraie pour k£ =1,

1 1
etonau =—R"V(r—tw =) [13]
r2 r

supposons la formule (3.1.2) vraie pour j < k — 1, et démontrons la pour j = k,
pour cela, il su¢t de calculer ), a partir de wu;, et de résoudre I’équation
v+ Qr =0 (vy, sera précisée plus loin).

Comme toute dérivée ( en z ou t) de u; a encore la méme forme, et en negligeant

J4

L .
—% dans la noyau de [J, on obtient :
r2

1 1 /g ’ / /
Qr = gOhudju = > ~th (log )" #3 (log )7 B} Ry
420 <

oU, Q = gOud;;u
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PR :
en tenant compte de I’égalité 0 — = O(z"), nous avons

r2
1 1 1 / /
_ Oree. = 11 o ,a & bl Dbl
Qr = KZ:() (logt)" Ly (r t,w,T)Jr E Tt2(10gt) t3(logt)? Ry RS,
20 < k—1 t=204q¢20
- 200< 1, ¢+2¢'< j'—1

gue nous pouvons écrire, (d’aprés le lemme 3.1 a)

1
Qr = Z t(mf2£)/2(10gt)p8m7p(r—t,w,—); (>1,m+2p<k—2
r

p=20,m=>0

le lemme 3.1., nous permet de résoudre (v, + @, = 0 sous la forme :

1 m 1 1
U = r_%{ Z t2(logt)P >, (r—tw, ;) + Z (logt)? L,(r — t,w, ;)}
m+2p < k—1 2p < k—1
m>1 p>1

En ewet, ceci s’explique par les points suivants :
e les termes en t*%(log t)P dans @, n’apparaissent que pour m > 1;
donc, pour 2p < k — 3 ce qui correspond aux termes en (log ¢)P*
dans v, avec 2(p+1) < k — 1.
e les termes en +m~29/2(log t)? dans @, correspondent aux termes en
tm+3-20/2 (log t)P de vy pour m — 20 # —3,
nous écrivons ¢(m+3-20/2 — t(m“)ﬂteil pour (m+1)+2p <k -1,

il en résulte que, vy, + @y, est de I'ordre d’une puissance de z arbitraire?;

200 + Qr = O(ZN),VN
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donc, O(uy, —vy,) est de décroissance arbitraire a I’extérieur avec une vitesse ..nie
de propagation wu; — v, coicidant a I'extérieur avec la solution w de Cw = f
ou, f est de décroissance arbitraire [1]

ainsi, w divére d’une solution libre par une fonction de décroissance arbitraire

LO

r

1
u, — vp = —2(r — t,w, )—i—rk

l\JlH

(b) Comme U, + goU, 02U, = S e gOug0*up 0n a
k+1 < 4+ < 2k

t(ﬂfl)/Q

|0%u| < C et OU,+¢0U,0*Uy, = O(5k+1tk_53)’

1
r2

en ecet, en dérivant u, par rapport a ses variables, il en ressort

O = B{—7t3(logt) B (r — 10,7}

<
M|H| =

1 % o 1
2 log )" RS (r — t,w, =) + té?(logt)HRff (r—t,w,-)
r r

l\DICm

{5t
£ o\ 1
_tQ(R% ) (T_t’w’;)}’

=
l\JIH| =

1 4 / 1
Optlly = o 37 (log )Y REY (r — t, w, )—l—t2 (logt) R (r —t,w,;)

1
—t2 Rf;’e (r—t,w,—)
-

+ ~{5 S log ) (B (r tw’b“é%(bg“”1<%’6'>'<T‘t’”’%)

g / / 1 / 1
2 (log ) AR (r — o, —) — 3 (R (r — o, )
r r

y 1
— 129, (REYY (r — t,w, =)},
T
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On sait que R se comporte comme un symbole® d’ordre —3
et de type (1,0) (voir.[1] ), et veri..e les inégalités

03070)  R(r —t,w,1)| < C(L+|r —t))2 11711,

- - - 1 g / 1 gl /
ce qui implique, [O, | < —5 512 (logt)” (L4 |r = 1) 7% + —5 12 (log#)" (1 + |r — 1]) 2
2r2 2r2 2
+—5t2(1+|r—t]) 2 + 5tz (logt) (14 |r—t]) 2
2’[“5 r2 2
1 3 : 11 ,
= (log )" ML+ Jr —t)) 73+ - (log )M (L + | —t]) 2
rz rz t
1 . 19 1 _1
+tr(I+|r—t) >+ <2 (14 [r— 1),
T2 T2
comme, t <2 * (A=1%) ona logt <t, (1)

dautre part, —Cy <r—t<M=r>Ct,(C=—-Cy+1)

donc, (1+|r —t|) > (1+¢), 2

(1) et (2) entrainent

1 / 1 / 1 1 1 / 1 /
01| < C’{—ét%“*% -3) | _Eté(we -3) 4 _ét%(ef:a) 4 —lt%“*:”) 4 —lt%(”% -5) | _lt%(£+4£ -7)
r2 r2 r2 r2 r2 r2
1 1 ’ 1 1oy 1 1p_
+_1t2(2£ 5)+_1t2(£ 5)+_1t2(£ 1)}
r2 r2 r2
< olpen,
< 03
ey , 4z 1 Loy 4
En itérant le procédé, nous avons [0%u,| < C—t2(- 1),
r2

3d’opérateurs pseudo-dinérentiels

69



par conséquent,

DUk + g(‘?Uk82Uk = Z 5£+£,g8u582u5/
k+1< 0+0< 2k

< C’gkﬂt%“*”t%w*l) l

k1< 040/ r
< C€k+1t§(e+eu2).l
B t
k+1,1(k—3).
< Celtigat=d)
. . 1
ainsi, OU + goU, Uy, = O (" 12h=3)),
on écrit donc,
k € k—1—0—20 _0 0 bl
ey = _125 TC" Ry (0,w,2),
r2
g? h
—m—2
O, = — Z eI B (5w, 7).
m >0
p=>0
B> k-1
m+2p < h

zone intérieure

Ici le procédé dixére de celui suivi en zone précédente, nous cherchons des approxi-
mations pour chacun des termes u},

on pose,

ult = deue (3.1.7)



avec les conditions
(1) wuqest la solution de Clu; = 0 a laquelle nous associons les données
up(z,0) = u?, Owuy(z,0) = ug,

c’est-a-dire, ui = %uy

~

ou,
R(r —t,w)

1
r2

[14].

Uy ~

(2) us est la solution de Cluy + gf;0ku107uy = 0,

avec les données :
uz(r,0) = ud, Owus(z,0) = ul,
c’est-a-dire, ub = us,

pour établir le comportement de u, , nous introduisons le lemme ci-aprés

Lemme 3.2.

r
141

ou x € Cg° (R) et dé..nie par:

soit la troncature y = x(

),

1
0 pour s <3

X(s) =
1 pour s > %

en posant, u; = (1 — H(t))g\/%x}%’?,pour 0 € C*> (R) et valant 1 prés de ¢t = 0,

ona wus=1us+ 2z,

avec, z véri..ant les propriétés suivantes :

il existe une fonction L(o,w) de classe C*°, supportée dans o < M ,

4désigne noté
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avec, [95L| < Ci(1+ |o])3,
et pour (> l,f {aﬁaﬁLﬁ (O’,u))dO' < Ckyg ) f {8£8§L{ < Ckyg )

deux cas se présentent

C
(1+t)1+7?; inf(|a),4)

(i) Pour r < Ct,(C < 1),|a| >1,|02,05 2| <

S

(i) Pourr > Ct, (C < 1),]a| > 1,]02,05( z —

ol [ |h(o,w)|?do < 1.

Preuve.

Comme, Cuy + Q2 = 0 il su€t de montrer que: C(us + 2) + Q2 = 0,

pour cela exprimons premiérement le terme quadratique @, = g;;.akulafjul.

. 1 .
On sait que uy = < F(r —t,w, ), (voir.[13])

ra2
oil, |92 F(0,w, 2)| < C(1+ |o]) 3 P-11 ”
de plus, [92,u| < —= .
e plus, |0, <

en eaet, estimons 0%u;.

Comme, z; = r cosw ;T2 = sinw,NOUS avons

ou oF or OF Ow

i we W 2
oF ou Oxry Ou Oxoy ou . ou

o = 901 ar + 952 Or :Cosu)a—%1 +Smw8_:132 , 3
oF ou Oxry Ou Oxoy ) ou ou

% 051 0w + 05y = —rsmwa—ac1 —i—rcosu)a—a32 , 4)
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en combinant (2),(3)et (4), il en ressort

ou OF sinwdF
— = COSW— — R
0xy or r Ow
1 1 sinw 1 OF
= — F+—=0,F 8F — ——
cost—o g R R R
il en découle
1 1 5 1 sin w
Dt < (4]0 (o)) E (L4 o) +
r r2 r2 2
1 1 1 1
<

- -
2r2(1+ o)z r2(1+[ol)7  r3(1+]o])?

Y

+ 1
2r2(1+|ol)2

or,r < Ct et t>1:> 1 < 1 (pourt>0)
r r i Cttop) S 14t P
C C C C C
donc, 0, ,,u L4 2 _ 4 SR 2

SUH0r T 0 T T AP S U

En itérant le procédé , nous obtenons

0] < _ G
(1 + ¢)1led

A..n de détérminer ()2, on en distingue deux cas :

(@) Pour, r < Ct (C < 1),
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car, Q; = g;0,u 051,

(b) Pour , r > Ct

: ’estimation (5) n’est plus applicable;

S-i Sa Sk 4
en posant vy = —— + — + ..... + —2—,
ra2 r2 r2
S-s S Sk
il en résulte :Vu, 2+ 2 4.+
r2 r2 r2
S-s Sk_4
et,Viu = —2 + oo, + 2
r2 r2
S4 Sz S S S
Donc, ngVulv Uy = 1 3 2—|— 1—|——0—|— .......
r r2 r3 r4 rd
soit alors , == ) gy
r r
D’autre part, considérons : L € S,, ,

ou, .S, est une classe de fonctions du type symbole d’opérateurs pseudo-dicérentiels

d’ordre m en la variable o,

donc,pour L € S5,,,0n a
L 23 r3 o2 31
Oy— = L L+——~.0,L a2L——— L
X’I“% (l—l—t)SXt + (1+t)4Xtt + (1+t)2Xt + 2T3X
5 1 3 1 1 2 1
+—5——XL+—5x0,L—— "L ——=—x0,L
i L+t gt 5 (1 +02Y Sl
1.1
—T—%(Z 2)xL
2r2 r 31 5 1 1 1 1
< R - I "o = o> I
AN U R AR S Ea 2 Y ey rz( TN
o2 3 2 1
+ + 0,1+ X PL
{(1+t)2Xt I T X% o

or,r >Ct=>1+|o| >Ct,(C=C—1) et L est un symbole d’ordre m, il en

découle,
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L S 23 r 1
Ox— — + + NA+t)m
X7 S X {((1+t)3xt T A0t X")(1+1)
o3 3 2
+ + =X+ N+ )m
((IH)gxt X ax )%x)( )
Sm+{2r%+2r%+ 1 2r%+ 3 \
— X’I“% $3—m t4—m tgfm $3—m 95 —m ?
L S 1
donc, Ox— < x—% +0(=%—)
r2 r2 2=
. L 5 Sm N 1
de méme, D(x—t") = t"*x— — 2uxL/'—— + O( )
r2 r2 2 2~ m—p
. Sik
on sait que, t* =7+ »  —— [9],
ST
il en ressort,
L L S St 1
Ox—=t") = —2ux—— + x( §,M+ Bj + ) FO(5——),
72 72 72 72 t2=mH
1
en prenant, y = 27 m = —3,
)% S S, 1
U(xyL) = —x— — 4+ —+ ... O(—=
(XL) = —x—+X(—5 + ==+ ) +O(55),
I’hypotheése (ii) du lemme 3.2. entraine que
-3 -2 1
D(u2++x(7+7+ ........ )+ Q2) _O(E)’

en ne prenant que les termes dominants et en considérant L. = 0

(ce qui ne change a rien),nous obtenons(apres arrangement)

S, S, S
D(Hg—l——i—x(TQ—l—r—;—l——O ......... ) + Qs =O0(=),

75



o) <5

avec, <
t5

0

Coséquence 1.

En exet,

Uy = U+ 2

L
r2
g(w) 2 L
= R 1
( 2 r2
par conséquent,
L
Uy — g(w)RIQ = —.
2 r2

(3) us est la solution de Cus + Qs,
00, Qs = g};0ku10%u2 + g5;0u20}us
avec, les données :
Us(z,0) = ul, dus(x,0) = uj,

c’est-a-dire, u} = us.

On pose, us = Uz + us
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ou, uz = (1 —6(t)) %(R’?’)’,

t
W
uz = (1— H(t))xg\/;R’L’.

Ce choix s’explique par une analyse du terme d’intéraction cubique

_ .k 2 k 2
QS = gz‘jakulaz‘ju2 + gz‘jaku2a¢jula

le comportement de u3 est établi dans le lemme ci-apres:

Lemme 3.3.

en psant,

2
t
QS:X%(R/S)//{—i_xg(R,L/)ﬂ_i_Wl’

il vient, [J uz + Q3 = Wy

avec,

Ca
< :
1+t

{a;tywwl{o + {aa W2{0

x,t,w

Preuve.

étant donné,
_ _ L L
U =U+2=|Ut+XT|+t|Z2—XT],

R
et, uy = uy — X1 +X—l’
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il en ressort,

Qs = g”@kul(?Q u2—|—g”(9ku28 Uy

= {gfj@k <xr—§> 0 <ﬂ2 + X%) + 9550k <U2 X7 L ) 05 <X%> }
i (=) (o) v (k)
{a () 2 (2 )
+ {gfj@k <U1 X %> <z — X%) + 950k <z — X%) --

R _ L _ L
72 2 2
R L L R
—i—gfj {@c <U1 - XT) oz <ﬂ2 + X—1> + ijak <ﬂg + XT) 0; <u1 - XT)}
r2 r2 T2 r2
R L L R
() k) (2 ()
r2 r2 r2 r2

Q5+ Q3+ Q3 .

E|H| Dd
N——
—

Estimons la norme L, des termes Q9, Q3, Q2

(a) Estimation de [0°Q3], ,

) R
pour cela, nous estimons |0%us|, et ‘8“(1“ —X—)|
2 |o
. . . R
(a.i) Estimation de |0 (u; — XF)
2 1o
< 2 il nous reste a estimer [0° £
= Ty I,
R R
pour cela, calculons 0,(x—) et 0, +(x—)
r 72
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R 1 —r
dh(x—7) = {77720k — X0 R},
t(XTE) ri{(l—i—t)QXt X0, R}
R 1 1 ra rs
Oy 1) = 1 R+ Or R — — / O, R
O3 = Fa O R e T e R e
r3 1 1 1
_ o, i '9,R — — PR — —d* R
1 1 1 3 1 _1
< 3 A+lo)) > +—5A+lo)> + = (1+lof)2
r2(1+1)> T2 rz(1+t
1 1 1 3 1
+ 14+ o)) 2+ 14+ o)) 2+ 14 |o]) 2
(e R U s (ORIl o (e )
1 3 1 5 1
+— I+jol)2+—=0+ o)) 2+—=A+|o|) 2,
Tl el S o)
d’aprés I'inégalité (4) de la preuve du lemme 3.2.
R 01 02 03 04 C(5 06
Oei(x—) <
e s N S R I I TR SR G ) AN W
TS SIS, NS
(142 (1+¢t)3  (1+1)
< C
= (141t)
ainsi,
R C
am 1 <
(Y
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Par itération du procédé, nous obtenons

R C
@ (y—) <
&;,t(Xr%) — (1 + t)1+|a|7
par conséquent,
R R
(‘30‘(u1 — X_l) S \8O‘u1\ + 8“}(7
r2 r2
< Cy N C < C
= (T4t)ttlel (14 )ttlel = (1 4 ¢)ttel
ce qui entraine,
R C
Oy —x—=)| <=
rz'lp (1+1t)2t
donc,
R C
(w1 —x—7)| < 3 pour |af >1 . D
r2 o (1+1)2

(a.ii) Estimation de [0%us, .

Comme, uy = Uy + 2,

ol T = (1 — e(t))g\/gxzw,

et z véri..e les propriétés indiquées au lemme 3.2., il vient

- g |t ope_ 9 L o g |t
T = (1~ e(t»g\ﬂw = E\EW - ewaﬂw,
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— g 1 /2 g\/? r /2 g\/7 ! I
15, = = R* — = R* — = 2R'R
Mz = o Nt TV a2t T oV
- Q /2 Q 1 /2 Q t r /2
9(’5)2\[ B 005 9()2\[(1+t)2XtR
g |t oo
+9(t)2\/;XRR,

0. = (10 XR’2+(1—G(t))gmx’i%’%r(I—H(t))gﬁxR’R”
—<1—e<t>>§\/z(1jt)2m'2—< S TR (1 - o)
+(1 -6t ”ET YRR - (1 e(t»g\f (ljtyxtz%'? <1—e<t>>g(1“fj)3x; &

Vi ( Vi

—(1- 9(25))9(1 n t)thR’R” —(1-0(t))g ;xﬁwR’R” +(1-0(t))g X

t 1 t t
—(1 — — "RIR" — (1 — _ "2 1 — - ! I
( G(t))g\ﬂ(IH)XRR ( 9(t))g\ﬂxR ( 9(t))g\ﬂxRR
J NV 2l g E X/ 2l E 't \/Z ! >/
12X 9(t)2\ﬂ(1+t)3 9(t)g\ﬂxRR 0'(t)gy\/ X0 R

Cs PR O t 1 3
m(lﬂa\) +ﬁ(1+\0\) +C4\/7m( +ol)

s o) 07\/%1 +loh)~

s(1+]o )~? +C6m

Cg\/é(lit)(l +ol) ™+ 09\/§(I +lo) ™+ Cw\/%“ o)™
—i—Cng(l +lo)7° + 012\/?(1 _11_ 1) (1 41]o)) 7 + C13\/§(1 +]o]) ™

t t
—|—C’14\/;(1 + o)™ + 015\/;(1 + o)) 2

t . ,
or, r > (Ct —= \/j < 1,il en résulte
T

IA
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a 62 < Cl 02 03 1
,t =

1 1
C C C Co—mr——
B S o e e TG B e I P R G Py ¥
1 1 1 1
C Cijp—————+Cy———+ Cgp———————
T TEna ey T ey T B+ o))
1 1
C Ciypy——————— + Cjy———————
TR AT Aol M T o) T T o))
< C
= (141)?
L. . C
ainsi, 0, uy < TETE
Par itération, Nnous avons
C
Uo < >
am,tu2 = (1 —|—t)2 ' ‘Oé‘ - 1 (2)
d’autre part,
Vo, |02,2] < ¢ (cf. lemme3.2.) ©))
) x,t — (1—|—t)4 ’
de (2) et (3), nous déduisons
|0%usy| < ¢ + ¢ < ¢ <C pour |o| >1

1+t (1+)*~ (14+t)> — ’
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0%uy| < C',

donc,

0us, < C(141)7

ce qui entraine,

d’apres (1) et (4)
R ! C C
Q4| < 0%y, |0 (s — x| < C(L+1)7 . < 5
|0°Q3], < 10%ualy |0°(ua 1| s (1+1) Tl ST+ (5)
(b) Estimation de |0*Q3|,
de la méme mamaniére , nous estimons [0°Q3), ,
en evet,
R L
Q3 = ijak(xr—%)afj(z - XT—%),
R C
d’aprés (), [0*y—| < —,
pres (a) Ly
ce qui entraine,
30‘)(2 < c ;
rz2lg  (1+1)2
(6)
d’autre part,
L C
Oz —xT)| < —— : 2.
(2 XT%) <173 (cf. lemme 3.2.)
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il en ressort,

e —x=)| € ——,
rz g (1+1)2
(7)
de (1) et (2), nous avons
R L
0°Q3], < |0°x—<| [0%(z —x—T)
2 o 2 o
C
a2 <
donc,|0“Q3], < 107" 8

(c) Estimation de @9,

),

I’estimation de QY est plus subtile, pour cela nous dérivons les symboles par

EIH| Dd

N R _ L _ L
ou, QY = gfj@k(xr—%)afj(w + XT—%) + ;01 (U + Xg)afj(x

rapport a la variable r» — ¢ seulement,

il en découle,

< r
((x%)(u - H(t))g\/%x(RQ)")/ n <(X%)(xf—;)>/}

/
t R’ L' R"Y
+al ((1 - e(t»g\[w’?))'x—l + (x—l X ) }
r r2 rz  r2
2
29 13\ l 29 A AV 1
= LY+ LRLY + 0=
Vo )\ﬂﬂcr( ) +0(3)

évaluons la norme L2 de la dicérence du terme résultant avec le terme donné;
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cette dioérence s’écrit:

REES]

(x — x2)g§2(3’3)”\/§ +(x —xX*)=(RLY, (9)

il en résulte ,|(x — XQ)%(R’S)”\/%Jr (X —x)LRL)| < <
0 (141

par conséquent, tous les termes ont leur norme L? bornée par 51

Nlw

[

(d) uy est la solution de Cluy + Q4 =0
ou, Q4= g”(?kuﬁ U +g”(9ku18 u3+g”8ku38 Uy,
avec les données : uy(x,0) = ul, dyuy(z,0) = uj,
c'est-a-dire, u’, = uy,
le comportement de w4 est établi dans le lemme suivant :

Lemme 3.4.
en posant : Uy = Uy + Tq,
3,3

t2 _
avec, uy = X%—(?)R’?R”Q + RBR"), Uy = X%
r2

(2R/R//Ll + R//L//)’

l\JIH| o+

On a DU4 + Q4 Wg,

Ca
avec, |02, ,Wsl, < -
(1+1)2
Preuve.
Ona

Qs = Qmaku232 Uz + G;j (9ku1(92 uz + gzjaku332 uy

L L L
= (95 0k120; a9} 0k 1207 < —) +95;0,20}; <Z — X7 )—i—gk o XT> 030
r2 T2 2

”

L L L L L

+950k <Z > 024350k < > o <X—l>+9fj(9k <z — XT) 92 <X_;
7“ r2 T2 r2 r2
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+ (9550 <Xr£%> (0273 + 0}us) +95k0n (us +0s) 0} <x%> +95:0k <u1 — x%) 02 us
+g5;:us}; <u1 — X%)]
=i+ Qi
estimons les normes L? de Qf et Q.
(i) Estimation de 9

De fagon analogue, en dérivant les symboles dans @ par rapport a la variable

r —t, il en résulte :

(a)
>t
|0 (k20502) | = %;X2wsz‘wg‘(3/2)/(Rl2)”

par itération, nous avons :

2
t
0" (vu20}u2) — g——XQWsz‘Wj(RQ)/(RQ)”

<C
4 r -

par conséquent,

2
t
0" (v20}u2) — g__X2wkwiwj(R/2)/(R/2)”

<
4 r -

de méme nous avons les estimations :

(b)
C
< 1
o (1+1)3

t
‘80‘ <akmafj(x )) — fg%wkwiwj(R&)’L” ,

SIH| h
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(©)

(d)

(e)

)

L gt
o 9.1,0 — A2 R/2 o< -
‘ <“ ( ra)> Sty 0 (L+1):
L gVt C
o« ka X— 82 > 24 V© R/2 nrrl < _
<g” ey o) o (1+1)3
t C
0 ( gkon(z — x—)0? ) 9V peyr| < -
<93 b ( ) X r( ) 0T (1+1)3
()
L L C
9°gr 0k (x— )02 (X — 'y’ < -
) () ST
(@)
L L 2 C
0% (500 (2 — x—= )2 (x—=) — X 1'1"] < _
(gz] k‘( 7“5) J(X’["5 r 0_ (1—|—t)5

On en conclut que la norme L2de tous les termes de Q9 est bornée par

NI

ce qui entraine

(R’R”L’) } 110

l\JlH

o« QO_XQ_S (R/2R//2)’
4 9 .

(i1) Estimation de @}
87
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Par des procédés similaires, nous estimons tous les termes de Q1,

on en conclut,

C
<
o (1+1)

N =
oI~

r

o> {Qi _X% (R/(R/S)//)/+g_(R/(R/L/)/)/}

Nous constatons que la construction est laborieuse ; c’est pourquoi en ne tenant
compte que des principaux termes de u;, nous avons I’estimation pour v, ,j = 5,6, 7,

en posant, T, = y al(r —t,w) t2?  : le terme principal de u,,

Il en ressort
Qc = x t2Yg 3 (al) (als) : le terme principal de Q; ,
S x 1303 : le terme non principal de Q; ,
d’ou I'estimation des termes us, ug, Uy
0°(O, + Q)| < C(1+ )39,

en ecet, apres des calculs nous obtenons que I'ordre du terme

1 1 1 -4 p
4—73Xa£§(€ — 2)t2(=4) P’emporte sur les autres.
Onsait que, > 7°71a}(o,w) est le développement de Taylor en 7 de la solution
¢ >1

R(o,w,7), T = v/t [13]
cad, R(o,w,7) = aj(o,w) + Taj(o,w) + T2ai(o,w) + ...,
on prend en général, R(o,w,7) = a}(o,w)

<C(1+r7) 3,

r<coct=1<1

P—

< Clajt=4)

LR H H 1 11 lp_y
d’ou, I'estimation 4_73X“e§(€ — 2)tz (%)

comme, T =eviet0 <t <e (A=1,
nous avons ; 7 > t,

88



par suite,

1 1 1 1-4) 1—4)
xaps (€= 2)e2 Y < oY,
4r3 2 0

ainsi,

000, |, < Otz @)

par itération, nous obtenons
|0° 0|, < O3,

il nous reste a estimer |0°Q|,

00,Qe = x> Y(ah) (ah)" (U + 1" =10),
il en découle que xtz“4g S (ak ) (al,)" est le terme qui a le plus grand ordre,
ainsi,

xt2 gy "(ah) (ap)"

< Ct% (6714)
0 — Y

il en résulte,
0°00Q,|, < C121Y 2
(2) et (2) entrainent que

0% (0w + Qo)|y < CA+1)2CY 101 41)3¢

< C(L41)2,
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par conséquent,

0% (Oug + Qu)|y < C(1+1)79.

Nous résumons les résultats obtenus en période I, comme suit :

) uy ~ —R(r _lt’ w) r— +oo, 0 — 1,
r2
. L(r —
@ v — 2 0, Ry ~ Lr-tw)
r2

(i) Ouz + Q3 = Wk,
avec, |02, , Wi, + |02, Wa|, < 1C—:t,
(iv) Ouy + Q4 = W,

Co
(1+1)
WV)[0*(ue + Qr)], < C(1+ 1)z pour £ =5,6,7.

avec, |9, ,, Ws|, <

Y

N =

il en résulte:

C, . C C, ,

0% (uq < 4+ C(141)2 B “— + O (1 41)2

[0%(ua +Qo)ly = 77+ (+)+1+t+(1+t)5+ (1+12)
FOL(1+1) + Coa(141)3. (3.1.10)

nous pouvons a présent recoller les solutions trouvées a I'intérieur et a I’extérieur

Recollement entre zones intérieure et extérieure en période I.

La solution w! est obtenue par recollement des morceaux a I'aide de troncatures
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1 pour s <1
pour § € C5°(R) Véri.ant  6(s) =

0 pour s > 2
On pose

ul=1-0)(r—t+Co—1) ul*+0(r—t+Co—1) ul?,
ou, ul® = eud + 2ub + v, + eTub,

le __
U, —Uk .

Estimation de I’erreur en période 1.

Nous évaluons I'erreur associée a la solution approchée u,de u en appréciant le
terme

Jo = JI = 0Oul + g}0pul0%u]

ou, J, est I’erreur associé a u,

proposition 3.2.

On pose

I P2, 7,
Ug = Uy = EUT +E UG F evrennnnn. + c'ur,

ou, les u; ont été construits précédemment,

cste
alors, pour ¢ < —-
£

g3 1 5
105 1o Taly < Ca {1—+t +e%(1+1)2 +%(1+ t)2} : (3.1.11)
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Preuve :
Comme, J, = Ou, + Q,
ou, Q = gOu,0%u,,

(3.1.10) et (3.1.11) impliquent

3 4
Ca{i+52(1+t)%+ I +55(1+t)%+56(1+t)+57(1+t)3}

IN

10 0 Tal 1+1 L+t (1+1)3

ol

3 4
Ol —— 4+ P+ 1)+ ———— 4 51+ 1) +7(1+1)3
1+t (1+1)

3 1 5
<y { it +e5(14+1)2 +3(1 + t)i} (3.1.12)

Proposition 3.3.

t .
Pour tout k et ¢ < —0826,0n peut choisir NV et N'en sorte que
9

3
105, Jal, < Ca { lit +e2(141)2 + 81+ t)%} log t|* (3.1.13)
et de plus,
pour r —t > —Cj
1102, 0 Tal|, < Ca 41875 (3.1.13)

La preuve est une conséquense de la propositon 3.2. a I'intérieur et de la propo-

sition 3.1. a I'extérieur.
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Conclusion.

. £ / J
w—ui= Y 53 Y (logt)Li+ X ti(logt)’Ry+ Y 3R
3< j <7 T2 £>1 £>1 0 < j-3
0 <2j—-1 7 >1
04200 < j—1
+ > fuy,,
8< j< k
Principaux résulats obtenus en période |
i) Il a été établi au lemme 3.2. que
L(r—t
U2—M(&,R)2~u (r — oo,r —t > —C),
2 r2
11 e T 53 Lre 1 0 &el 4 670
iu —u'= > —4q > (logt)'Lj+ > t2(logt)"Ry" + > 2Ry
3<<7 1?2 0>1 >1 1<j—3
1< 25-1 >1
04+200< j—1
+ Z €jUj,
8<j<k
3
iii) ule ~ —lF(r—t,w,%,T,C), (3.1.14)

r2

3.1.2 Construction en période I1I.

Dans cette période, nous prolongeons la solution construite précédemment
A2
-\ i ~ -y = 7
pour e~ <t < —-,0u A est un nombre positif ..xé,
3
nous considérons a présent et dans toute la suite que 0 < A < Ay,

(Ao est une constante que des calculs ultérieurs détérmineront).

En zone extérieure.

Nous cherchons a construire une solution u!* qui se raccorde bien avec u?*
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dans un intervalle 0 < 7 < 74,
OU, T1 = AO + 0(5),

3
comme, ul ~ < F(r —t,w, 1 7,0),

) o

r2
. , 3
nous cherchons une solution approchée sous la forme v = — F(o, w, %, 7,0),
r2
pour cela, on pose : F' = Fy + 7G,
avec, Fy = Fy(o,w,,¢) = F(o,w, 2,0, () satisfaisant I"équation

QFy={—(2+82) +2(1 — 02)82, — 2202} Fy =0,
ce choix s’explique par le lemme suivant
Lemme3.5.

Pour toute fonction F réguliere, en posant :

’7“’

u= %F(r—t w, 1 eVt e?log t)
r2

diu :TL%(WZ-F’—FZAZF)’ Ofu =5 (ww; F"+2A;5 F),

1
T2

ou, A, et A;; sont des opérateurs dicérentiels en (o, w, %,’7’, (),

de plus,

Ou + goud*u = %QFO + 1 —02)QG — (0, F + i@TF)
T2

\/—{Z(

TZ 0*F
T — 20, F — 20 F
LA 3 )

+(1 —0z)2 %7 i (1—02)3 ¢
+(1 = 02)2 gl (Wi F' + 2 AL F) (wiw,; F" + 2A;;F)}. (3.2.1)
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Preuve.
(c.f. ala preuve du lemme 3.1(a) pour p = k = 0).

La formule (3.2.1) s’écrit sous forme abrégéee

) 5 g2
Ou 4 goud*u = 5QFy + —F=

r Vrt

ou, I'opérateur H et la forme quadratique ¢ s’expriment ainsi

{HF +q(F,F)}

TZ Tz

z
HF = 2(1=02)QC —OrF + 30 F) = 7= (WacF +20F) + (73

+(1 — UZ)%QZ'(WkF/ + 2 AL F) 2 A F,

7z  O*F 7328
(1—-02) 4 (1—02)

q(F, F) = SOPF 4+ (1 - az)%gfj(ka’ + 2 AR F)ww; F"

résolvons I’équation d’ondes Clu + goud?u a des approximations arbitraires
O(zN) + o(¢c™).

Proposition 3.4.

Pour tous N, N’ et toutes fonctions ¢,(o,w) (¢ < N — 2) ,on peut trouver une
fonction ' = Fy +7G dé.nie pour 7 € [0, 4] telle que,

QF = O(ZN)a

HE + (F, F) = O(zN) + O(¢M),

020 F (0,w,0,0,0) = p,(o,w) pour 0 < ¢ < N—2, (3.1.15)

de plus,
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si une fonction F' = Fy +7G veri..e

QFy = O(2"), (3.1.16)
HFE +q(F, F) = 0(") 4+ O(¢M),

et, 02°0'F(0,w,0,0,0) = p,(0,w) pour 0 <¢ < N-2,

elle est determinée a O(z~1) + O(¢?") pres.

Preuve.

(a) Puisque toutes les fonctions dont on a tenu compte sont supportées
pour o < M, notons Fy |.—ole jet® en z d’une solution de QF, = 0,
donc, il existe bien une fonction F' = F, +7G tel que QF, = O(zV),VN.
Réciproquement, on peut trouver une solution F, de QF,

pour laquelle Fj |.—oest donnée.

(b) Pour établir I'égalité : HF + q(F, F) = O(z") + O(¢Y),

avec, 0%0'F(0,w,0,0,0) = ¢ (o,w) pour 0 < ¢ < N — 2,

Sdéveloppement en série de Taylor
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I’équation H F' + q(F, F') = 0 est équivalente a,

l—z(1 + 02)G + 22(1 — 2)0% G — 2°0*°G + 022& +02)G - 202%(1 — 2)0%,G + 02*0*G

4
— [837170 + 702 G + ZaTFO + i@TG)] + (T2 + 7022+ o + 70 R ot AT ) X
2 2
l aT4Fo + 7‘874(; — 20,cFy — 120,G — 20.F) — TzagG] + (7222 — 27%02% +
—2)(—2—-1)....(—2 —
..... + (=2)( 0 _)1) ‘( k)72(—0z)k*1) x [0F.Fo + 702G + (7°2° + 3702 +
(=3)(=3—=1)..(—3 =k +1) B o
.+ (k — 2) ‘ (—O')k 27'3zk+1) X [82F0 + T@?G} + (1 — 52 + ...
Dt -t —-k+1
+(2)(2 ) 2 ‘(2 i )(—akzk) X (g (wiFy + TG + 2AFy 4+ 72A,G)] X

[wiijé’ + Twiu)ng + ZAZ'jF() + TZAZ'J'G]

= 0

pour z = 0 nous avons

—02 Fy — 102 Gy + 9(0, fo + T0,Go) (0 fo + TO2Gy) = 0,

par ailleurs, les termes en z*~! dans QG s’écrivent

—(3 4 02)Gj—1 +2kG, — 2(k — )Gy — (k — 1)(k — 2)G—1,
nous ne considérons dans ¢(F, F') que le terme en z* et non pas en 2%~ ;
car, les opérateurs zA; F' , zA;; F' intervenant dans ¢(F, F') ont des derivées en z
de la forme z* 9.,k > 2 dont tous leurs termes en z* n’ont de coeGcients
autres que f;, G; pour j </{—1,

on note q,(F, F') le terme en 2* dans ¢(F, F') et nous tirons ¢,
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a(F, F) = g{(fo+7Go)(fy +7GY) + . + (fi + 7GR (fg + 7Go)}
— S0l + TGO + TG + o+ (i + TG (i + 76}
+giwiwit (fo +7Go) Ap(fe1 +7Gr1) + ...
+(fim + TG Ap(fo + 7Go)} + gijwp{ (fo + 7Go) Aij (fio1 + 7Glor) + ...
+(fi1 + TG Ay (fo+7Go)} + (termes pour j < k — 2)

@ (F F) = g{(fo+7Go)(f{ +7GY) + ... + (fi + 7G)(fg +7Go)}
—S s + TG i +7C0) + o+ (i + TGO (fy +7G)} +
grwiwil (fy +7G)Ap(fo +7Go) + ... + (fo + 7GH) Ap(fo +7Go)}

+giwpl (fo + 7Go) Aij(fo + 7Go) + ... + (fo + 7Go) Aij (fo + 7Go)

en prenant le terme en 7 = 0,nous avons
GG+ FIr Gy + e+ FITGY 4 fUTGLY — Sg{ fi7 Gy + firGh+ o + fi7GlY
+fiTGY + .+ g%wiwj{f(’)’ApTGo + foA,TGh + oo+ fATGo + foAyTGh Y
—i—gfjwp{f(’)A,-jTGO + fodij TGy + ... f{A;TGo + foAiTGLY =0,
en posant, G, :eZG?lre,il en résulte,
>0

A fIGy+ [oGY + LGy + [EGY — 2(foGy + [iGH)} + v =0,

d’autre part, le terme en 2* dans HF + q(F, F) est donné par
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—702 Gy + (2k — 1)0,G), + {—(%1 +(k—=1)(k—2)+0*)Gp1 — 2(k — 1)0,G)_1

1 T
—Z(Taerq + Gp1) + Z(Taszq +20,Gy1) — 277000 G} + @ (FLF) (1)

=termesen Fy G, (j <k—2),

pour k=1 et 7=0,

1
GY = (5+8)Go + qu(F,F) | +termesen fo =0, @

nous avons également,
—234f6+9{f{’G’o+fo’G?”+f{G’o’+f6’G?’—%(f6G8+f6’G6)}----+tefmeS en fo=0 (3)

de (1), nous avons

G(l)/ _ (é 4 ai)Go — termes en fy “)

En combinant (3) avec (4) nous obtenons
o
=20 fo+g{Go S+ oG+ FIGG+fi (3+07) Go—termes en fo) — (fiGo+ /i Go)}

+termes en fy, = 0.

Donc,
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—20, f} + (termes en f, sans dérivees en &) = 0,

d’ou, le choix de f; a O(gN') pres; puisque fol._o = ¥y,

ainsi, on peut résoudre f; sur un certain intervalle [0, 7], par suite, tous les fet
GY a la méme approximation,

On note

~ ~ G~ ~ ~
G = V+7°G,—1G, — ﬁGl +g(fs + TGY)TGY + g(fi + TGH)TG (5)

= termes connus;

c’est une équation linéaire qui possede une solution unique sur I'intervalle [0, 7],
nous avons également résolu G,prées de son noyau,

Plus généralement,

Pour k > 2 I’equation (1) pour des termes en (k — 1) s’écrit

—rCly + (2= 3)Gly + {~(4+ (k= 2)(k = 3) + 82) Gz — 2(k — 2)G}_,

L (7Gh 2 + Gya) + 2(TGh o + 2G_5) — 2720:G,_,} + g4 1 (F, F)

=termes en Fy, Gy (j < k —3) (S)

onpose: v=_Gj_,

en combinant (1) avec (2), les fonctions v constituent le noyau de (S),
ou, —7v + (2k — 3)v +1g(fy + TGH)V =0,

il en découle, v = h7?3 + 72’“*2};,

avec, h fonction arbitraire,
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et, h est determinée & partir de h,

en d’autres termes,

v =hr?*3 4 g fiN TR 4 LA (RN + (P fof) + gGo) yr2— 1 + 72 4 L.

donc, les G% sont indiqués pour ¢ < 2k — 4 en fonction de h en annulant le terme
en 721 nous avons I’expression

de b : —20:h' + (termes en h sans dérivée en () = termes connus

en I'identi..ant a son équation semblable en f nous détérminons h a O(gN') pres

avec h\ézo = Pp_1,
donc, il existe sur un intervalle [0, 7;] une solution de (1) sous la forme

Gr= Y. G\ '+ 7?*G* avec G* satisfaisant une équation linéaire.
0<t<2k—/4

Choix de u¢

D’apres la proposition 3.1; u, = > etuy,
<k

Onadonc, (%uk)(a, ,0,0,0) = S Lo, w, 0) = o0, w),
<k

par conséquent, on prend pour u¢ la fonction %F (ou F, est donnée par la
r2
proposition 3.4) a laquelle
correspondent les fonctions : ¢y, ¢, =0, ..eoeeeene. v, =0,

Oua 80() = fO‘é:O?

On en déduit que v = fy + TG, est solution de 0,v = g(a,uﬂ

avec v(o,w,0,&) = folo,w,§)

= R(o,w) +O(e) + O(¢),
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La solution u!!¢ construite existe et est réguliére pour 0 < 7 < A et ¢ assez
petit.
Ainsi, nous construisons dans un intervalle 0 < 7 < 7y (ot, 71 = Ao + O(¢)),

une fonction F(o,w, z,7,£) qui se raccorde bien a u,’*.

Recollement entre zones extérieures en périodes | et I1..

pour e~ <t <27, lasolution u,de Cu+ goud®u = 0 est en période de transition
approximée a ek+1-2(3%)

pres (cf.proposition 3.3.1) par une solution de la forme T%F,

en outre, les deux solutions dicerent peu pour N,N’ et k assez grands (d’apres

I’'unicité de la proposition 3.4)

En zone intérieure.

Il s’agit de prolonger la solution construite en période | a I'intérieur

pour 0 <7 < A, on dé.nit S = S.(o,w,7) comme la solution de

0r8 = 5(0,5)* = 0, S(0,w,0) = R(o,w) + e L(0,w), (3.1.17)

On pose : u = uy = euj + %z + x-TK(r — t,w,7),
ou, K(o,w,7) =S(0,w,7) — S(0,w,0).

Lemme 3.6.
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le choix entrepris conduit a I’approximation

£

1091 ol < Cazg: (3.1.18)
Preuve.
Comme J, = Ou + gakuagju =0,
calculons Cu
Ou = e0(ut) + 20z + %D (xK),
r2
d’aprés le lemme 3.2, Oz=W, W € C*(R)
il s’ensuit,
5XK € " ! / € X 52 2 X 1 2
—) = = —\"\K — 2K — 0, K(x, — = —O’K - L (= 4+ P)K
] ) I {(Xtt x") (Xt+X)+\/E O = ) T X0 K = 55+ 0.)
ey
——=0. K,
Vrt

soit, Hy = O(SyK) + X0, K

y 1 T%X \/E T )
d’autre part, on peut écrire

eS(r—t,w, R(r—t,w L(r—tw
u o= ( T )+€(u1—x¥)+52(z—x¥)
r2 r2 r2

2
et g} 0pudu = 529X7S’S” + &2 H,,
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avec,

S S 2 S S
o, — {gfjak(x—l)afj(x—l)— gXTSS }+{gfjak(XT)afjr1+ gfjamafj(x—lwgfjamafjn}
r2 r2 r2 r2
= H21+H22a

ce qui implique

52 2
J, =W — X8 K+ H, + 529%5’5” +e2H,,

\rt

il nous reste a estimer H; et H,,

on sait que S est bornée en o.et S’ est essentiellement en %(0 — +00)[1],

ce qui entrine que , K = g OfTR’2(o, w, s)ds se comporte en é,

de plus, la fonction S ne présente a I'intérieur aucune singularité pour 7 < A a

cause de I’hypothése de non dégénérescence suivante faite sur R et g

(

il existe un point (og,wp) et un nombre M > 2 tels que

(1)  — g(we)P*R(0¢,wp) < 0,
(ND)
(i) VA,3C > 0 avec, pour |o — og| + |w — wo| < A,

| —9(@)2R(0,w) > —g(wo)I2R(00,w0) + C (o = 0] + w — wo ),
on a alors,

2
Cf‘: . et ‘aaH2‘O§ 05 2’
(1+1): (1+1)

2
| < 053+ 052
(1+t)2  (1+1)

\8“[—[1\0 <

donc,
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Recollement entre zones intérieures en périodes | et Il.
g g g
eTR? + &2z + x=~eT?(R?) + x—5eTR?
6r 2r2

d’apreés ce qui précéde, u! = eu; + x2 < f
r2 2
3 2
.y 69 . 5’7’3(3R/2R//2—|—R/3R”/)+X2g : 5272(3R/R//L/+R/2L”)
72 r2

+e5U5 + %% + Uy,

ul — ol = X%{S(r —t,w,T)— R— gTR/2 — 96 T2(R3Y
r2

3
_9_7_3(3R/2R//2 + R/SR///) - a%7_4 - aé7‘5 _ a%,]_ES}
2

6
g2 g
_XT{L+QTR/L/+ET2(2R/R//L/+R/2L”)},
2

a..n d’expliciter les termes principaux w, de u,,

oll, Ty = yai(r — t,w)t2?),
aj(o,w) = R(o,w),

nous énongons le lemme ci-apres

Lemme 3.7.
L’expression Y 77! al(o,w) est le développement de Taylor en 7 de la solution
>1

R(o,w, ) de I’éguation
(3.1.20)

O.R = g(a(,R)?, R(0,w,0) = R(o,w)

Preuve.
(a) Comme, Q; = e ; egfj@ku@afjW”,
=
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le terme principal de (), est donné par

- lop_ "
Qe = xgt7“"Y (ap) (ap)

1 1 2

= xgt2 g > (ap) ()" + 5 [(aiy)']
o<
o=

(b) Soit A(o,w, ) la solution de

0, A= g(A’)2, A(o,w,0) = Alo, w), (1)
A s’écrit formellement,
A=A +7A3+ ........ + 7 A, )
de (1) et (2), nous avons
Ay +27A3+ .o + kT Ay = g{A’1 + 7AYo, + 7R AL)

par identi..cation des deux membres

(A1),

o
[\

Il
NG Na

(k—1)A4, = g{z S ALAL + (A)))
e&;/e:k
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et le lemme est démontré compte tenu de I’égalité oi(o,w) = R(o,w).

De la méme maniére, nous explicitons les termes sous-principaux @, de .

Lemme 3.8.
L’expression > 772 a2(o,w) est le développement de Taylor en 7 de la solution
£>2

L(o,w, ) de I’équation

0.L =g(0,R)(0,L), L(o,w,0)= L(o,w). (3.1.21)

Preuve.
(a) En notant le terme sous-principal de u, : T, = x a2(r — t,w)t2(c3)
avec, a? =0, a3 =L,

le terme sous-principal de (), s’écrit alors

Q= Z {95060 O} Ugr + g0k O T }

oer=4

= x 29 3" {(ah) (a})" + (a2 ) (ab)"},

040" =t

pour ¢ > 2,

g
= 7SS (@Y + (@b (63 + (o) (o))
At

107



(b) Soit B(o,w,7) la solution de

0,B =gA'B', Bs(o,w,0) = B(o,w),

ou, A a été de..nie dans le lemme précédent.

et, B=DBy,+7Bs+ ....... + 75 B9 + ..... tel que

Bs+ ..kmT" 'Bpyg... = g(AL .+ TFAL L L) (By L+ T B+ ),

par identi..cation des deux membres, nous obtenons (¢ —2)B, =g >, A, Bj..

oer=(

d’ou, I'écriture de u!/! — u!, le premier terme est étudié dans le lemme suivant :

Lemme 3.9.

La solution S(o,w, ) exprimée en (3.1.17) s’écrit

S(o,w,7) = R(o,w,7) +eL(0,w,7) + £25(0, w, 7); (3.1.22)

ou, R et L sont dé..nies par (3.1.20), (3.1.21) et (3.1.22),
et, S est intégrable en o.

Preuve.
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d’apres,(3.1.20) et (3.1.22)

0.-R =

NORN)
Q
=
s

(o2

I
S)

(R(o,w,7) + eL(o,w, ) +28(c,w, 7))

(0,R + €0, L +€%9,5)?

NIl i

(0, R)? + +29(0,R)(0,L) +<=*0(0, R0, + 50, L))

4398, L0,5 + gg‘*(aﬁ)?

soit, 9,5 = g(0,R + £0,L)9, 8 + ﬁ%(@ﬂ)? + g(0,R)(9,L), S(o,w,7) =0,
or, R(o,w,7) se comporte comme un symbole d’ordre —é en o,
et, 0,L € L*(R) [1];

donc, S est intégrable en o..

Estimation de I’erreur en zone de transition et choix de ).

Pour e~ <t <2 ¢7*,0n pose

u=u, = 0(teM)ul + (1 — 0(te?))u!l.

Lemme 3.10.
. .3 14
En zone de transition,on a, Si 3 <)2\< 9
N C.e
020 Ly < 55 (¢123)

Preuve.
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On écrit

J, = 00u’ + (1 —0)0u'l 42220 (u! — u'?) + 2e*20" (v — u'!)
+gfj€28ku18i2jul + gfj(l — 9)28kun(9i2jull

+0(1 — 0)g5 (Opu’ O u"" + Opu OLu’) + 7.

ou, r regroupe les termes contenant au moins une dérivée de 6,

donc,

Jo = 01+ (1= 0L +r+ (22 + 20" (! —u'") + 01— 0){ghi0nu' !

—i—gfjakullafjull — gfj(akulafjull + 8ku118i2ju1)} +6(0 — l)gfj (8ku18i2jun + (‘3kuH(9i2qu)

en estimant chacun des termes, il vient

3 24X

€
1+t

SR (1+1)2

5
2

0% Jaly € C{e—= +(1+1)7 + (1 +1)7 +

z

+eMB(1 + 1)z 4+ '%(1 +1¢)55})

€ 3 14
A< = 1.24
(1+1) pour2_)\_9, 3 )

IA

C

rach AinGl (1 . 14
c'esi ainsi qu'on a .xé A = .
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Le recollement entre zones intérieure et extérieure en péride Il.

d’apres la proposition 3.4,

F = fo+71Gy+ O(z),

v = fo+ 7Gy est solution de v =

[\ INa

(0,v)%, v(o,w,0,¢) = folo,w, (B.1.25)

et f, satisfait par construction

fo= 00 +0(0) = Rlo,w) + cLio,w) + 3 ' LY(0,w,0) + O(Q),

2<l<k
on en déduit
Lemme 3.11.
Pour u, = ul! = 0u! + (1 — 6)ut on a
P clogt
0% 10 Jaly < Ca—g= (3.1.26)

Lemme 3.12.
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A2
Pour 0 < A < Ay et ¢ petit, on a, pour ¢t < =

|02, V(u—1u,)|, < Cac™ [logt| (3.1.27)

3.1.3 Construction en période Il1.

I’hypothése suivante de non degénérescence faite sur R et g

(

il existe un point (o, wp) et un nombre M > 2 tels que

(1)  — g(we)P*R(0¢,wp) < 0,
(ND)

(i) VA,3C > 0 avec, pour |o — og| + |w — wo| < A,

[ |
\ —g(w)P2R(o,w) > —g(wp)I2R(00,wp) + C (|o — 00| + |Jw — wol)™,
entraine que la solution «/“n’explose pas a I'intérieur,

on prend donc, w4 = 117,
Nous abordons I’étude en zone extérieure pour 7 s’approchant de la valeur

critique 7. ().

g2 g2
Pour 0 < A < Ay onaz:—2(1+0—2)*1.
r T
Lemme 3.13.
Pour toute fonction F', en posant u = %F(r —t,w,T),0Nna:
r2
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2 g? al 3l 2 1 1
Ou + goudu = t{_F +gF'F" +¢ (__(Z
r

- = =

gl (e F' A F' + wjw; F" Ay F)) 4+ e*R(F)}

F F
82 F o ﬂF/F// s =
+32) 272 472 + 47

ou, les Ay, A;; sont des operateurs dicérentiels en d,,, 0, d’ordre 1 a coedcients
réguliers en (w, 7, &%)

et R est une expression quadratique de dérivées de F' a préciser.

Preuve.
On sait que
—e 1 2 R e F
Ou = — (= +9*)F — —(F +— —_
v=—(G+a) \/ﬁ( 3 Jrt 4
et pour ¢ > 1,
~ 1 F
@F = riai—l
r2
et —w;
= w;F'+—=(- 'F 0, F
w; JFTQ(T)(2 +w ),
OoF = 00F = —F' + & F,
on prend,

0, F = wiw,; F"+e*A;; F'+¢* B;; F de telle sorte que les termes quadratiques gdud?u s'écrivent
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1 2 k 1~ a2
?gaua T gz-j;akFaijF
1
_ ;{g F'F"+ 52gfj(Akaiij” + wiF' A F)

on obtient le résultat, avec

b1
E(F) = (;)2{gfj(AkFAijF/—i—ka/Bz-jF) +e2gl Ay F B F}
+ x gfj (wWpF'Aij F' 4+ wiw,; F" AR F) + Z %05 o
|af<2
*: désigne les coeccients réguliers en (o, w, 7).

On notera dans la suite

1. . 11 og F F

E(F) = ——{—F 4 gFF"+(——=(>+P)F - ZFF"— — + —

(F) 7‘3{ t9 e 7'2(4+ ) 272 47‘2+47'

ol (W F Ay F' + wiw; F" Ay F)) + e*R(F)}. (3.1.28)

1

. , . . T2
Si on désigne par F4(o,w) la valeur prise en 7 = A par ?ug, on note alors

F la solution de

(0,F),  F(o,w,A) = Fa(o,w), (3.1.29)

SV
=
I
N[
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G la solution de
0.G — g0, FO,F = /E(F)ds, G(o,w,A) (3.1.30)
M
En..n, posons
U, = ullle = %(F(r —t,w,T) +G(r —t,w,T)). (3.1.31)
r2

estimation de I’erreur :

Pour 7 = A , on estime le raccord entre périodes | et Il par le lemme ci-aprés

Lemme 3.14.
La fonction S dé..nie précédemment véri..e
1) Fa(o,w) =8 (0,w, A)+0O(?loge), (3.1.32)

i) pour 7 = A,[|02,(0] ) (u — u,)|], (3.1.33)

ou, d;" désigne la dérivée a droite en t = —-.
£

Preuve.

(i) C’est I'inégalité.(3.1.29)
2

.. . . A
(ii)) On note u! = — F(r —t,w, 7) les solutions en périodes I et Il (pour ¢ < =

E|H| ™

A? .
ett > = respectivement),

exprimées en variables (o, w, 7) au voisinage de 7 = A.
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Pour 7= A, on a

O (u—ug) = (‘3tu—r%( —F + Qﬁn),
3
O (u—1y) = Ou——(—F +——F_
P ) = O S (-F TR
D’apres (3.1.28) et (3.1.29)
B € e ——
O (u—ug) =0y (u—1u,) = E((E—F) —2—\/E(F+—F))
£ e
= F, —F).
2\/E( + )

Or, si une fonction réguliére F' satisfait une équation du type
!
—F + gF'F" + &% [dérivées de F] + ... =1,

La donnée F \A détermine FJ‘ a une erreur preés de I'ordre de r.
Pour F_,r est arbitrairement petit, tandis que » = O(&*) pour F;
donc

(Fr =) = 0",

Comme d’autre part, on sait d’apres [1] que ||02,,(9, )" (u —ua)||, < Cae?,on

obtient (ii).
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3.2 Estimation des dérivées de F, G, u,.

A..n d’estimer les dérivées de F, G, u, , on considere

v = —¢gF’ solution de I’équation de Burger. (3.1.34)

3.2.1 Solutions de I’équation de Burger

Lemme 3.15

Soit v = v(o,w, 7) la solution de I’équation de Burger
0 +v 0,v=0, v(o,w,0) = w(o,w), (3.1.35)

N . ) —1
ou, w € C*est supposée telle que inf O,w = — < 0 pour 0 <7< T4,
T

oW

on peut dé.nir X = X(o,w,7) et D= D(X,w,7) par
X +1w(X,w) =0, D(X,w,7) = 1+7 (Oow)(X,w), (3.1.36)

Alors toute dérivée 9070 v(i + j + ¢ = k) est de la forme

o wTT

i a7 Al (8§w)q
0.0 0 v(o,w,T) = E Apg( X, w, T) ThTp (X,w, 1), (3.1.37)
0<2p<k—1+q
q<k—1

pour certains coe¢cients a,,réguliers.
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En particulier,
| 9L07050(0,w, )| < Dgé'
Preuve.
(a) On sait que que
[5]

v(o,w, ) =w(X,w)

pour k = 1,nous avons d’apres (3.1.35) et (3.1.38)

0o = (0, w)0, X,
0,0 = (Opw)0,X + 0, w,
0,v = (0,w)0, X,
avec,
1 O, W W
an——T D’ 3TX——Z—),

aaX =7
D

(@)

ient

Ap

Dk+p

dérivant le terme
ap(02w)?/ D*FP (en opar exemple),on obtie
(O7w) ‘
0, {apq(X,w,T) ThTp 8Xaquk+p+1
d’ou (3.1.36) par récurrence

Finalement, montrons I'inégalité (3.1.37)
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(3.1.38)

(3.1.39)

q(07w)T!

ainsi, le lemme est prouve pour j =/¢=0
(b) Supposons (3.1.36) vraie a I’ordre £ + p,et montrons la a I'ordre £+ p+ 1.,en



pour cela, on utilise I'inégalité suivante

siD>0 alors |V, .,D|< CD:.

d’aprés (3.1.35), on a

VD]

IA

T({agw{ + 10,0,w|)

Cte D3

IA

C'te D3
Dk+p
Cte D3

3k—1

TR
D2+5

IA

IA

L’équation de Burger inhomogene.

Lemme 3.16.

Soit h = h(o,w, 7) la solution de I’équation

O-h+v 0,h + ho,v = V(X w,T), h(o,w,0) = W(o,w), (3.1.40)

ou, v et X sont dé..nis au lemme 3.15, ¥ est donnée.

Alors, pour T < 7, toute dérivée 9070 h(i+ j + ¢ = k) est de la forme

o wTT

o D2W )1
i 27 _ (a
0.0 h(o,w,T) = g *( X, w, T)—D1+e’+e”
o<k

0<2(k—t")
q>20 —3(k—0")

0% 0-C, (3.1.41)

119



T

ou, C(X,w,7) = [(DV)(X,w,s)ds.
0

En particulier,
| gath <0y T 05..C]. (3.1.42)
e//<k. D
Preuve.
en posant h(o,w,7) = H(X,w, 1),
I’équation (3.1.39) s’écrit
8‘;" — 7, (3.1.40)

en faisant le changement H = — , (3.1.40") s’écrit encore

D
0,C = DU,

o, C' = [ DWds,
0

en raisonnant de la méme maniere que précédemment, nous obtenons

B 1 T
Oyh = aXCD_D?’a"

C
O.h = 5(3Xcawx +0,C) — ﬁ(axDan +0,D),
ainsi le leme est prouvé pour k£ = 1.
Plus généralement, si I’'on dérive (3.1.40) par rapport a o, on obtient

(2w)d”'C (BPw) e, (Pw)
e T mea Ot # om0+ st
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comme, g > 2¢' — 3(k — {"), (3.3.13) est prouvée.

Estimation de F et G.

D’aprés (3.1.28), (3.1.29) et (3.1.30), nous avons

v=—glF,
h=—g9G,
w = —QFA,

Oon note par X et D les fonctions dé..nies au lemme 3.15.

7, est le temps de vie pour w.

Pour 7 < 7.(A4, ), on pose

X(o,w,7) = X(0,w, 7 — A), D(o,w,7) =1+ (7 — A)(9,w)(z,w).

Lemme 3.17.

Pour 7 < A+ 7.(A,¢€), on a les inégalités

M) |F|+|VewF| <C, (3.1.43)

(ii) |02, F| < Co |D(X,w,7)% 3| pour |a] =k > 1. (3.1.44)

Preuve.

On démontre (i) et (ii) simultanément,
@sii>1 9PF = ag;aj,l(—%),
en appliguant (3.1.37), nous obtenons
C
< —
- D
2

D’autre part, si ¢ > 1,0, F = ;—,on a

. 1 o
|0L0 F| < =070 10| <C.
g

U2

(UOLF) = (@RI (G = 3w ud

wT
k'+k"<k—1
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en appliquant I'inégalité (3.1.38),nous avons le résultat.
(b) Comme, F(o,w,T) = ——f s,w,T)d

ds .
on pose le changement de variable © = X (s,w, 7), dz = 58,I| en rssort

b
1
F(lo,w,7) = —— /w(a,w)D(X,w,T)d:p,
9
M

par suite,
X
Ou(gF(o,w,T)) = —(Dw)(X,w,T)an—/(‘L(U}D)d:p
M
X
= T(wi,w)(X,w,T) —/&d(wD)d:E,
M
de méme

O (gF (o,w, 7)) = 710, (wi,w)(X,w,T) (/(9 (wD)d. )

= 70,(wo,w)(X,w,7) — 0,(wD)0,X — /8Z(wD)dx

O, W
or, 9,X = — i)
donc,
O (gF (o,w, 7)) = TO,(wd,w) — 728X(w8ww)aD /82 wD)d

122



et le résultat découle des lemmes 3.14 et 3.15.

(c) On sait que,

1.1
E(F) = 73( +P)VF +{— F+gF’F”+5[
!

F F
— 13 T 1 TR AGE + wiw P AGE)]

1 2 ag 1B nll
T3 (4+a“’)F_ 272FF

)2 98 (AW F Ayj F' + wy,F' By F) + £g¥, Ay F B F]

S e+

+e'(
+ % gfj(ka’AZjF’ + wiw,; F" AR F) Z *0y ,
la|<2
comme, v = —gF’', h = —gG’
on obtient aprés arrangement des termes
Ll VF — 20792@1) + x0? + x0*0" + x0VU 4 xU'VF,
par ailleurs, en posant dans (3.1.29) h = —¢G’,on obtient I’éguation (3.1.40) avec
U(X,w, 1) =—gE(F)

de sorte que DV soit une fonction réguliére de (X,w,7) et C,

il s’ensuit
i 55 At o
{ 808218 h{ < Cﬁ;ﬂ Dl 36—/ g” ‘ prc‘ — +3_2k’
0'=0
donc,

| 0500 h| < O—g,
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et

1 [C
G(o,w,7) < —5/5(X,w,7')d3
M
1 X
< —= /C(:IJ,W,T)d:IJ,
gM
ce qui entraine,
X
C
0.(9G) = T@wwﬁ — /@,C’d:p.
M
Estimation de u,et de ses dérivées
Comme u, = %(F + £2@),
r2
2
et dérivéées de ' dominent celles de G si Z; <C,
de plus, 0 (F(r —t,w,7)) = Flw;+ 9,FO(%), 0,(F(r—t,w,7)) = —F + 35 F,

pour évaluer u,, il suct de considérer F' et de négliger w et 7.
Lemme 3.18.
Pour 7 < A+ 7.(A,¢), on a les estimations

(I) ‘ua‘ + ‘vm,t,wua‘ S 0527

52

i) pour |a| =k >2, |02, u.| <Cy -
(i) p |af =z { i, { D(X,w,T)BTk’E

Preuve.
(i) voir [25].

(ii) conséquence des lemmes 3.14. et 3.15.
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3.2.2 Estimation de J, et de ses dérivées.

Lemme 3.19.
Onapour 7 < A+ 7.(A,¢),

8
. g
)|, <C—,
() || < O

8
. g
(i) |Vida| 4+ |00da| < Cﬁ’

8
(i) |V2Ju| + 0.V du] + [021,] < C%.
Preuve.
d’aprés (3.1.28) et le choix de F' et GG,on a
gf 1, og G G
— rey o — (1 __F/ 1 F///__ _
Ja \/E{JrgGG 73(4+8w)G 272( G"+ F'G) R

+gzkg (ka/AijG/ + WkG/AijF/ + wiij”AkG —+ wiij”AkF)

+Q(F +&°G, F 4+ £°G) +52(;TU29G’G” + g5 (G Ay G + wiw;G" A G)) )

3.2.3 Non dégénérescence et estimation L? des erreurs.

Avec I’'hypothése de non dégénéréscence (faite sur R et g), (ND) il existe un point
(09,wp) et un nombre W > 2 tels que :

(D) —g(wo)07 (09, wo) < 0,

(i) VA, 3C > 0 avec, pour |0 — oo| + |w — wo| < A,

—g(w)O2R(0,w) > —g(wo)P2R(0¢,wo) + C(|lo — o] + |w — wo)M.

On peut préciser le temps de vie de 7.(A4, ¢) de la solution de I"équation (3.1.29)

et une borne inférieure au dénominateur D des estimations des lemmes 3.16 et 3.17.
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Lemme 3.20.

Sous I’hypothése (ND), il existe C tel que, en posant
il
T=7(c) = 7.(c) — CcM1 — Ce?|loge|,

(i) 7«(Aye) >7 — A,

C 1
~ < F” s My <C ~ )
Ty < |9F (0,07 < C 4y

(i) il existe une fonction oy (c) et une constante C; > 0 telles que

(i)

D(z,w,7) > CF — 7+ Ci(|lw — wo| + |z — o(e) )M

Preuve.

D’apres I’hypothése (ND)

—gR"(0,w) > —gR"(0¢,wp) + C’d-,

ou, d =|o —oo| + |w — wol,

ce qui implique,

—g(R"+¢eL")(o,w) > —g(R"(0¢,wo)+eL"(c0,wp))
—C'e(|o — 00| + |w — wol) + CdM,

a
—g(R"(00,wo) +eL"(00,wp)) — C"cMs + Ed-’

A%
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on considére le dicéomorphisme ¢ tel que ¢! corresponde au déplacement sue
les caractéristiques de I’équation de Burger a w ..xé entre 7 = 0 et 7 = A, Véri..ant :
—1
¢ (Uo,wo) = (00(5),000)-

Les propriétés élémentaires de I’équation de Burger donnent

| )1
R"+eL")(¢(o,w)) -
|
) <A+ SR+ ) o0 ) + G 1olo, ) <00,w0)\) |

—gS"(o,w, A) = [A+
95 ) ( —9(

comme ¢ est un diréomorphisme et A < Ay,
|6(0,w) — (09, w0)| > C4d,
oll, d = |w — wo| + |0 — o0 (€)]

donc, 3C; > 0 tel que

1 -1
—g(R" + 5L”)(00,w0)>

i i
—g5" (o, w, A) > <A + —Ccl: + O™,

Par ailleurs, S’ est une dérivée de S satisfaisant une équation de Burger,

on pose alors,

1
9(wo)02R(0¢, wo)

Ay = , Ay = —Agg(wo)agL(Uo,wo),

et, 7. = T.(e) = Ay + A

Compte tenu de I’hypothése de non dégénérescence ,
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Ag: le temps de vie de S pour € =0,

7.(¢) : approche le temps de vie de S a O(&?),

1
g(R" 4+ eL") (09, wp)
d’apres le lemme 3.14.(i), Fa(o,w) =S (0,w, A) + O(e*loge),

il vient, = Ay +eA; + O(e?),

ce qui entraine

—gF(o,w) > 1 — C&:% — Ce?|loge| + C1d™
ANDE = A A+ e A !
1
> R + O(£? |log ¢|),
il en découle, 7.(A,¢) = inf o >T7—A,
1

et, F"| <cste ;
suplgF"| <este + S T T A

par suite,

D(z,w,7) = 1—(1—A)gF(zr,w)

i B
> cste <T* — 17— Celly — Ce? |loge| + C’Ji‘) .

Lemme 3.21.

Il existe v; > 0 tel que, pour A < 7 < 7, dans la zone extérieure on ait

) Ce’

< J
(I) ‘Ja/‘o — (/,7\—/_7—)37V1’
.. Ce™
(i) [VJalg + 100 Jaly < —= —,

(T—71)2™

Ce’
(iii) |[V?Jal, + 0.V Jalg + |02 Ja] < T
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Preuve.

On suppose que le fonction f(o,w,7) > 0 remplisse la condition

1

f(U,W,T)Sm,

il s’ensuit,

dw
2 < _ W
/f (o,w, T)dodw < /dU/D(X,w,T)”
do
< _
< o) s

. d
en eaectuant le changement de variables © = X (s,w, 7), dz = 58,

il en découle,
/f2(0,w,7')d0dw < cste /dw/ dx B ,
(T—7+C1lx—oo(e)] )t
or, |z — 00(5)\_ >T—T,
entraine,

</f2(0,w,7')d0dw> < csjel —,
(T—7)" 2 3
1

et le lemmes est démontré pour f = |J,|, A= {{,5, 3}, et v, = 3.
La solution de la solution approchée u, étant achevée,

aveC u, = —F(r —t,w,7) +*G(r —t,w, 1),

EIH| ™

F et GG véri..ent (3.1.28) et (3.1.29), nous pouvons a présent etimer la précision

de I'approximation.
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3.2.4 La précision de I'approximation.

Elle résulte des estimations de u — u, (ent = f—f) et J, =0u, + gakuaagjua
(pour A<t <T).
Par ailleurs, d’apres ce qui précede la solution approchée u, construite est en fait
bien meilleure en zone extérieure D, qu’en zone intérieure D;.
d’apreés les lemmes 3.21 et 3.12

dans D.,on a pour unv; > 0,

( 57
) Ja < C~—7
i) | ‘0 = F—r)pm
o7
“) ‘vJa‘O + ‘awja‘() < CN—Qa
(T—71)2 ™
7
27 A 02J, <C’~€—.
\ i) |V {O—H lo + 105aly < (F— )6

dans D; ,on a

0200 6%, Ja |, Caglogt /2.
Les estimations de u — u, au bord du céne de lumiére par la méthode
d’énergie.

Nous nous proposons d’évaluer i = u — u, pour 7 =evt > A (t >ty = f—j),
ug€tant la solution approchée de (E) construite dans la premiere partie de ce

chapitre.
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On écrit (3.1.1) sous la forme

Lu=0u+ glowudl i+ g50% ug Opte = —J, . (3.2.1)

©J 7%

. . 1 V1
hoisissons 0 — —.
C Vo > U, Vg < L — 1, Vo < 4
Nous supposerons que la solution « de (E), pour ¢ assez petit, existe et est

réguliere dans 0 <t < Tj,pour un TyVvéri..ant

A <eTy <F(e) — ', (3.2.2)

Dé..nissons un domaine D, par
2 03
t—(1—015 )TSCQ, r+t< g, (323)

ou, C; > 0,C5 > 1,et (s telle que ZN)e C D..

On a ||Vu,||, < Coe?.et I'on choisit C; > Cy.

Pour établir les inégalités d’énergie, il est nécéssaire de faire des hypothéses a
priori sur w ;

Choisissons un vz > 0,3 < 11 — 4v,, et supposons que pour ¢ assez petit,
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o A?
il existe T, — =ty <T <Tpavec, pourtop <t <T
19

5671/3

(7—7)p ™
5671/3

V2|, +110uVilly < =————

Dans D,, Vi <

Y

Partout , ||Vul|, < g9 Vs

|[V2ul|, + 0.V, < 574 o

. C . B?
D’aprés ce qui précede , un tel 7" existe (T = — B> A)

le choix de v5 et v et les inégalités (3.2.2) donnent

~ 6—v3
Dans D, ||[Vu||, < Ce? + N<‘5—7 < Ce?,
(T—71)2 ™
52 5671/3

| V2ul|, +10uVull, < C

T—17 (T—T1)"1 —

hors de D., [|Vul|, < Cé&?,

[ V2ul|, +110.Vull, < C*+

Nous pouvons a présent estimer u — u, par la méthode d’énérgie,

(3.2.4;)

(3.4.3,)

(3.2.4°,)

(3.2.4%;)

pour cela, nous aurons besoin d’équations véri..ées par V u, d,, u, V2 u, 0, Vu

et 92 u.

Les équations sur les dérivées de w.
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Lemme 3.22.
Les équations sur les dérivées de wu s’écrivent :

|) Lag u —+ gfjazeuafju = —{(%Ja —+ gzka?’euaaku} = Fg

J

i) L0, u = —{0uJa) + 95 (0,0ku) O5u + g5;0ku[0., 05 u

i J wy Ui

+gf8w812]ua8ku + gzk‘a?jua[awa ak’]u} = Fw

J J e

i) L62, u + g5 03,u0% u + g5 0%, udu + g 0%ud?

_ 2 k a3 2 k 93 2 . ka3 k a4
= —{0 Ju + 9;;00u.0;u + 9507050 + 655010kt + 95500

= ql

iv) LOD, u+ gzkj(agkawu) 123“ + gzl‘cjagk“a?jawu

= {000 Tu + 95 (D.0ku)D% g+ g0ulD, 02 + gl O3 DD

J Wy~ J )

—i—gfj(@g@wakua) 2+ gr.0% u[d,,, O ]u + gfj(awaf.ua)ageu

i J ws Mij J

+gzka2gua [awa ak]aﬂu + gzkj (aéawa%ua)aku + gzkja?jeua [awa ak]u}

J 1

= Fgw

V) LOZ u+ g};0%0kudiu = —{02Jq + 2955 (90ku) 05 0.u+

95 0ku[0,, 05001 + g 0ru0,s [0, 05 |u

W zj W zj

+ 95 (0002 Ua) 00t + gl0%1a[.s, D)0t

+ 980,02 ua0,00u + 9502 ua0,,[0,,, Ou

+ g5 (020kua) 050 + 295 (D0ku) O, 05U

wH 1]

+95 (0202 14) Okt + ¢550,0% 4 [0, OrJu}

wig J
Preuve : a) En dérivant (3.2.1), il vient

—0yJ, = gfjagkuafj U+ gfjag.juaaku + Loy
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b) Comme Lu = Ou+ gk.0pudu + g

. 9 .

J

O Lu = L0, u+ g}5(0.0ku)0fu + gf50ku[0w, 055U + 950,031 Ok u

i J w) Yij J

+gfjagjua[aw,ak]u.
¢) On a ensuite

-ua(?kiﬁ—

—8q2£Ja = gk ;‘jekuafju + gr.OR ud3 u + g~ ;1&-]

J (] qij (3]

k 93 2 k92 a3 k A3 2 2.
gz-ja&juaaqku + gz-jaqkuaiﬂu + gijaqijuaaklu —i—L(‘?qlu

d) 0,0, Lu = g;05u0% Ou+ gl 0% 1 Orut+ LOpOyt 4 g1 (0r0 Opu) 5w

+955(0w0ku) 0% u + gl 05,0, 03 ]u + gi0kul0.,, 05100

ij i J Wy Mg J Wy Hayg

+gfjaeawafjuaaku + gfj@wafjuaaieu

+ 50 a0, Ot + 50204 [0,, 4O

J e J

e) 92 Li = L1 + 265 (D, 04u) 030,10 + g0k, 040t

+glkja“’al2juaakawu + gzka%ua [awa ak]awu

J 1

+5 (02 0pu) 01 + 295,0,,04u[0.,, 0 ]u

ij J Wy Hayg

95050, [Du, 03111 + gl 0202140

J wr Mg J w1

+9%:0,021a0,0ku + g5 0,014 [0., Ok)u

+050211,0,(0, 041

7%
L’inégalité d’énergie pour L.(par, S.Alinhac)

La fonction F étant dé..nie par (3.1.2),
3
€ B—1 F'yg
onpose d=—F"(r—t,w,7),eta=e 12 :
r2
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ou, B > 0 est une (grande) constante a choisir, et ¢ (r —t,w,7), 0 < ¢ < 1,est
une troncature convenable ..xée telle que vdg > 0,0n a alors I'inégalité d’énergie
suivante:

Lemme 3.23.

A? er s
Pour, t, = = ,A ayant été .xe, 0 < A< Ay

on pose E(t,v) = E(t) =3 = [ (a(6)? — g;;(Vu)9vv) da.
T

Pour tout B > 1, il existe une fonction ap > 0, Véri.ant [ ap(t)dt < C(1+ B),
to

et pour tout n > 0, une constante C, telles que , pour tout A <10 on ait

- / aWdg{(B — C,) ‘;(aw @D + 2\~ 5 — n)(Ow)drdi
+ E(t) < E(t)+ /aLv@tvd:pdt + /{aB(t) + #)\_T)}E(t)dt (3.2.5)
Preuve.
(@ ona

Poadyy — éat(a(atuf)—%(ata)(atu)%

1 1
90i3¢2tvaatv = _ai(agOi(atU)Q)__ai(agOi)(atU)2a
2 2

1
i;gijafjvaatv = Z@-(agijajvatv) — 5@(2 ag;;0;v0;v) — (8tv)(z Di(agij)0;v)

1
+§ Z @(agij)@ivajv,
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donc, avec a = \dg,

Lvao,v + —((@U nga voju) = 8t{ ((O)? nga voju + Za {ago:(0v)?

2,7>1 2,7>1 1>1
+Zagij8jv(9tv} + Q(Vv),
ij>1
ou,
Q(Vv) = —(9v)? [ (Ora) + > i(ago)) — agldua — — +5 Z 0,(ags;)
1>1 2,7>1
- Za agi;)0;v0,v + Zag”@ Uy O VO

ij>1 k>1

Séparons dans (), les termes qui contiennent une dérivée de a des autres

1 1
Q(VU) = —(8tv)2[§ (@a) + Z(aza)gm] + 5 Z(@ta)g,-jaivajv
1>1 2,5>1

— Z (9sa) gvd; O + al(Opv)*( + 9”(92 Ug — Z@ 9oi))
zg>1 1>1
2 Z [0:(gi5) — agij|Oivd;v — Z@i(gij)ajvatv

i,5>1 1,521

—1—291382 U Op 0OV

k>1
= Q1 +al@Qy]

b) Explicitons Q-

(3.2.6)

— aag;j|Ovdju

Q2(Vv) = (0r0)*(§ + 9505ua — 3_9i05u) +3 3 [950:0ku — agi;]dwdv

i>1 ij>1
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k 52 k 52
— > 9:05.u0;000 + 7 g0 uaOpv0pv.
4,521 k>1

Compte tenu des lemmes 3.20 , 3.21 (3.1.4) et de (3.2.4),, 0n a

54 6671)3
<C +C

0o (T—71)3 (T —7)5m

Oél(t),

on peut donc écrire

«

@ = O G

+ ghwiw;d — ngowiwkd )

i>1
1
) Z[ijwkd + g;;(0)]0;v0;v — ngjwiwkd ;v
bhjz1 i,j>1
+Zgzwzw3dakUatU + éQ
k>1

= ng + @2-

(@2 < Can(t) Vo]

¢) L’équation (3.2.6) implique que —¢F" est une solution de I’éguation de Burger.

Les hypotheses (ND) de non dégénérescence faites sur R montrent qu’il existe

une fonction de troncature (o, w, 7),indépendante de ¢,telle que,

sur supp ¥, |g| > cte > 0, et gF"” > cte > 0, la fonction vest donc, concentrée

pres des caractéristiques de I’équation de Burger le long desquelles I’explosion a lieu

au plutot, c’est a dire a peu prés au temps 7.(). Sur supp (1—1)), par suite, V> Fest

bornée, et n’explose pas pour 7 — 7.(¢).

d) On écrit donc
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Q2 = dQS + @2,
ou,
< CIVul (€2 + au (1)),

Q2 = (1= 1)dQ8 + Q2 véri.e |02

Nous faisons apparaitre maintenant les variables 9;v + w;0;v dans Q9,

1
@ = —5 > lgkhwn + A5](00 + widhv) (90 +w;0)
i,j>1
+) ghwiw; (Okv + widw)Ov + AgY (O + widhv)
k>1 i>1

wi(?tv + qg(atU)2,

ot, g5 =(A—73)g(w).
e) Analysons@

Compte tenu du choix de a et de go;(0) = 0,nous trouvons

1 1
— Q1 = _ilgat(qu/){_(atU)2+ Zgijawajv}

ob 2rs i,j>1
U’
— E 581' <—lg> gijajvatv
r2

3,521

Wd ~
= Tg Z (Ov + wiatU)2 + Q1

12>1

avec,

(@1 < OV,
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(f) Finalement,

BWY ~ -
Qvv) = IS 00+ w00 +aBQ, +aldQ) + ad,

i>1

a 1
= Vdg{B D (ghwr + Ad33) (90 + widw)* + = Y~ (O + wid) (950 + w;dw)

i>1 ij>1

2 1
—i——ngjwiwj (Okv + wrOw) Oyv + 2)\2 (Oiv + w;Opv) w;Opv + 2(A — 5)((‘3”))2}

k>1 i>1

+@Bé1 + a@2,

pour tout n > 0, il existe C), telle que

QVv) > SWdg{(B — C;) Y (0w + wdo) +2(A— 3 —m) (@)} + Q.

avec,

(@( < Ca|Vo]* (22 + on(t) + B2,
g) En intégrant (3.4.5) dans D,,on trouve

aldg dv)? — g;:0;v0;v]dxdt
J J

E(t) — Elto) + / Swdgf] < / aLvdjw + /

+C/a IVol? (14 B)e? + ay(t))dxdt.

T
la derniere intégrale est majorée par C' [{(1 + B)e* + a4 (t) } E(t)dt,

to

dans I’avant-derniére, nous avons

4
d==F"+0(=—);
t2 T—T
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grace au lemme 3.21.

T
4
[ 50w = gydoldndt < / B+ [+ =) B0
to

VT — 7‘)
..nalement, nous obtenons le résultat, avec

4

ap(t) = C((1 + B)e® + an () + C—

T—T

et,

T

52 5471/3

/aB(t)dthBJrCN O <C(1+B)

(T —7)2 (T —7)t ™

to

car, v3 < vy — 4v9 + 15 par hypothese.

Estimation de ‘Vu‘ .
0

Lemme 3.24.

On a dans D,,

55

‘Vu‘ < CO— (3.2.7)

Preuve.

En appliquant (3.4.4), nous avons pour v = u, \ = %—i—?’], B = C,,, nous obtenons

—7_ e <0 (F—T1)F M,

T
‘Vu‘ < Ce"(F—1)it 4 CeT ’7’—’7')\/
to

Estimation de ‘V%

. et ‘V@wu .
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Lemme 3.25.

On a dans D, ,

55
<C—. (3.2.8)

(T—7)27"

v

—i—‘V@u

Preuve.

Ecrivant (3.2.5) pour v = dyu, ¢ =0, 1,2,noUs avons

T

ZE (T, Opu) + /a\I/dg{(B Cy) ZZ (0:00u +w28t85u)

¢ i>1
20 —<-—n ZZ (0y0pu) }dajdt

i>1

to £ 1

< > E(to, 0u) + / {(B=Cy) Y ) (80 + wid,0pu)”
Y202y Z(@t(?gu }ZE (t, Oyit)d

T
—i—Z{/aFgaiawdajdt — /agfjaieuafjuatawd:pdt}. (3.4.8)
¢ i
Le terme
fa\I/dg{ (B—-C,) Z > (0 Oy + wzatagu) +2A—35—n) Z Z(@tagu) hdxdt
i>1 i>1

est appelé par abus ” terme de I’énergie contrdlée”; en transposant ce terme au
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membre de droite de (3.2.8), il vient

(B = C) S (Ot + widdyin)? +2(\ — % D R

i>1 ¢ i>1

. : 1
+(B = Cy) Y ) (000 + wiosdpu)* + 2(\ — 5=

£ >1

+ > (00t + wedfu)® + wi (07w)?

0>1

—ng(‘?fu((?t@w + wgagu)]

= (B—=C))> > (900t + widdyu)® + 4\ — % —n)(0/u)?

¢ i1
1 . . . : :
+2(\ — 5~ n) Z[(@t(?gu + wed2u)? — 2w (0?u) (0,00 + wediu)]
>1
1 . . :
> AN =5 =0 =)0 + (B = Cy = Cy) Y (000 + wi0,0pu)*.

i>1,0

D’autre part,
D10;u = 0,0ju + w;02u — w;O%u (j>1),
et,
Ofu = Ofu + w;0,05u — wi(,05u + w;dFu) + wiw; O,  (i,j > 1),

d’apres (3.2.4)

) ) £ )
agfj@,zeuafjuatagu = \I/agfjr—%wkng”{—wiije(afuf
+ 3 (O + wi0,051) (0,01t + wed}

+ 57 (020) (00 + wid,dju)}.
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Le premier terme vaut
—Wad(d?u) Zg”w wiwpw; = —2aWdg(07u)?.
les autres termes sont majorés par

Wald (0 > (@0 + widdyu) + n"(afuf) .

i21,j

Finalement, comme dg = |dg| > C'|d|, sur le support de ¥,nous obtenons

pour tout A\ > %, pour des choix convenables de 7, 7', 7", et de B, I'inégalité

Y E(T,0m) < Y E(te,0u) + / {ap + TA )+C(52+a1(t))} (ZE(L‘,@W)) dt

7 — T
+Z / aF0,0pudzdt.

en appliquant I'inégalité d’énergie, nous avons le résultat.

Estimation de ‘V%‘O : ‘V28wu et ‘V@iu .
Lemme 3.26.
On a dans D,
v+ [V +|vezi| < 0(7_5—;)5“
Preuve :

a) On procede avec I’équation sur ageu exactement comme au lemme 3.25 On
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somme les inégalités d’énergie avec v = d7u, 9,0, ((=1,2), dju (q,0>1).
- Les "termes d’énergie controlée” sont :
(B-Cy) ;(8@% + w;Ofu) + 2(A — 3 — n)(OPu)?
+(B — cn).;l(aiaeatu + w;0f0pu)* +2(A — § — n)e;(afaeu)?
+(B—C,) Y (0:0%u + w0 02u)® + 2N — 5 —n) > (9,0%u)?
2,q,0>1 g,£>1

On écrit 920,u = 020u + wdu

D20 = 0,020 + WOyt — w2yt + wiDPi) + wew, D

83612 = 8;}12 + wiatageu — w,-(atageu + wqafaeu) + w,-wq(afaeu + wediu)
—wiwawediu
et I’'on obtient la minoration

200 =5 =)L+ Xwi + 3 wiwi)(9Fu)

>1 ql>1
+(B - 077 - Cnﬂ) Z (8,8q2£u + w,-@ﬁ?ﬂ)?
i>1,q,0

- Les termes quadratiques additionnels

—aglOpuds ud 02 — agli 07 udud O

—agfj@ ud;; ud,02yu

s’écrivent, modulo des termes controlés par C(e* + ay(t)) Xl;E(t, 92,u)(parmi
lesquels les termes de la deuxieme somme), |
—aVd{—gfwiwjwpwiw2 }(Fu)? + aWd{}" *(0:0%u + w0,02,u)(0;0%u + w; 0%
+ 3 #(Fu) (0,02 + w0,02u) }.

144



Le premier terme vaut 6 aWdg(9?u)? tandis que les seconds sont majorés par
Wa|d| (Cpr (002 + widhd2u)* + 1" (10)?).
- Au total, on obtient, pour A > 2, avec |Fy|, < CeT6° "

T
NL < Ceb¢5—™
to (T - 7—)671}1_k

(vu(o < 767 + CET5

Théoreme.

Sous I’hypothése (ND), il existe v > 0 tel que le temps de vie de la solution
classique de (E) satisfasse,

pour ¢ > 0 assez petit, a

A2 AgA 1
T.2> o +2——

c glfy’

nous introduisons I’estimation (1 — Cye?)r +t < /:—2%(1 + 7) dans un domaine
D [13], si C; est assez grand, D est un domaine d’infuence pour L,

si A— Ay > 0 est assez petit , et que I’'on choisit ~ petit, on a donc u, = 0,
les inégalités d’énérgie précedentes montrent que la solution u existe pour

~ < A2 ApgA
eVt < F(e) — ett2, clest-a-dire ¢ < 5—20 BE ialui

1
R —Fpour0<u<y2et5

petit ce qui acheve la preuve par le lemme 3.20.
3.2.5 Conclusion.

L’objet de ce travail est, d’une part, la caractérisation du temps de vie de la solution
d’une équation d’onde quasi-linéaire en dimension deux d’espace pour des données

de Cauchy de taille ¢ ; et d’autre part, I’évaluation de ce temps .
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Cette étude a permis de mettre en évidence les points ci-apres :

Pour des données initiales réguliéres , on a pu dé..nir un temps de vie T" pour la
solution réguliére ,

Dans le cas d’une équation scalaire , I’étude montre que le gradient de la solution
explose comme l'inverse de la dicérentielle d’'une application de corang 1; c’est ce
gu’on appelle : ” I'explosion géométrique

La description de la solution explosive a permis de mettre en évidence la

dirérence essentielle entre une solution singuliére et une solution explosive qui de-
vient singuliére en un point d’un domaine d’infuence d’une zone ou elle est réguliére
; la singularité qu’on observe est donc crée et non propagée.

Lorsqu’on a établit la borne :

2
T P
9 9 v

pour un certain v > 0et A; constante explicite , on a montré que ce sont les
deérivées secondes de la solution qui explosent a I'approche de 7.

En..n pour des essais futurs , il serait interessant de développer cette étude auquel
cas la solution explose a I'in..ni, comme I’équation d’ondes quasi-linéaire dans

R3x Ry

O*u — AA(u)Ayu =0, c(u)=1+u

avec des données de taille <.
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